Quantenmechanik I

SS 2006

Claudius Gros Institut für Theoretische Physik J.W. Goethe Universität Frankfurt

Inhaltsverzeichnis

0 Literatur 1 0.0 Als Vorbereitung und Vorstufe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 0.1 Zur Vorlesung: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 0.2 Mathematik zur Quantenmechanik: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 0.3 Zur Geschichte und Interpretation der Quantenmechanik . . . . . . . . . . 2 0.4 Java Applets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

1 Quantenphysik 3 1.1 Hohlraumstrahlung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 1.2 Der photoelektrische Effekt . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7 1.3 Der Compton - Effekt . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8 1.4 Materiewellen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10 1.5 Das Bohr’sche Atommodell . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

2 Die Schrödinger - Gleichung 13 2.1 Wellenpaketen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13 2.2 Die Schrödinger - Gleichung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19 2.2.1 Herleitung für freie Teilchen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19 2.2.2 Teilchen in äußerem Potential . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20 2.2.3 Operatoren . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21 2.2.4 Das Korrespondenzprinzip . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24 2.3 Zur Interpretation der Wellenfunktion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25 2.3.1 Wahrscheinlichkeitsdichte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25 2.3.2 Kontinuitätsgleichung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26 2.3.3 Impulsraum . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28 2.3.4 Erwartungswerte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30 2.3.5 Beugung und Interferenz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31 2.3.6 Quasiklassische Bewegung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

3 Eindimensionale Systeme 35 3.1 Die stationäre Schrödinger-Gleichung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35 3.2 Die eindimensionale Potentialstufe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37 3.2.1 Streuzustände . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37 3.2.2 Reflektierte Zustände . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39 3.3 Die Potentialbarriere . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40 i

3.4 Der unendlich tiefe Potentialtopf . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43 3.5 Der Potentialtopf mit endlicher Tiefe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46 3.6 Der Paritätsoperator . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49 3.7 Zusammenfassung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

4 Der harmonische Oszillator 53 4.1 Eigenfunktionen und Eigenwerte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53 4.2 Matrizenmechanik, Operatoren . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58 4.2.1 Matrixelemente . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58 4.2.2 Eigenschaften von Operatoren . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59 4.3 Kohärente Zustände . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

5 Eigenschaften der Drehimpulsoperatoren 63 5.1 Räumliche Drehungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63 5.1.1 Die Drehimpulsoperatoren . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63 5.1.2 Erzeugende für Drehungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64 5.1.3 Drehungen von Wellenfunktionen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65 5.2 Eigenwerte der Drehimpulsoperatoren . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66 5.2.1 Gemeinsame Diagonalisierung von Operatoren . . . . . . . . . . . . 66 5.2.2 Diagonalisierung der Drehimpulsoperatoren . . . . . . . . . . . . . 67 5.2.3 Der Spin j =^1_2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70 5.2.4 Bahndrehimpuls und Kugelfunktionen . . . . . . . . . . . . . . . . 70 5.2.5 Eigenschaften der Kugelfunktionen . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72 5.3 Stern–Gerlach–Versuch . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

6 Rotationsinvariante Potentiale 77 6.1 Schrödinger-Gleichung für rotationssymmetrische Potentiale . . . . . . . . 77 6.2 Die Bindungszustände des Wasserstoffatoms . . . . . . . . . . . . . . . . . 79 6.2.1 Korrekturen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82 6.3 Radialsymmetrische Lösungen für V (r) = 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84 6.3.1 Sphärische Bessel- und Neumann-Funktionen . . . . . . . . . . . . . 84 6.3.2 Entwicklung von ebenen Wellen nach Legendre-Polynomen . . . . . 86 6.4 Elastische Potentialstreuung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87 6.4.1 Allgemeiner Teil . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87 6.4.2 Streuphasen für den 3-dimensionalen Potentialtopf . . . . . . . . . 90 6.4.3 Diskussion der Grenzfälle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93 6.4.4 Literatur zur Streutheorie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96

7 Der Spin der Elektronen 99 7.1 Quantenmechanische Beschreibung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99 7.2 Drehungen von Spins . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100 7.3 Das magnetische Moment des Elektrons . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101 7.4 Paramagnetische Resonanz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103

8 Zur Struktur der Quantenmechanik 105 8.1 Der quantenmechanische Hilbert–Raum . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105 8.1.1 Operatoren . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106 8.1.2 Spektraldarstellung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110 8.1.3 Die Dirac’sche Notation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111 8.2 Die Dichte–Matrix . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113 8.2.1 Beispiel: Spin-1/2-Teilchen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114 8.3 Unschärfe–Relationen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116

9 Zeitunabhängige Störungstheorie 119 9.1 Ohne Entartung der ungestörten Energie–Niveaus . . . . . . . . . . . . . . 119 9.2 Mit Entartung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123 9.3 Die Spin–Bahn–Kopplung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124

10 Zeitentwicklung und Symmetrien 129 10.1 Zeitliche Entwicklung von Zuständen & Operatoren . . . . . . . . . . . . . 129 10.2 Translationen, Drehungen, Galilei–Invarianz . . . . . . . . . . . . . . . . . 134 10.2.1 Räumliche Translationen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134 10.2.2 Drehungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136 10.3 Invarianz gegenüber Zeit-Umkehr . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139

11 Störungstheorie zeitabhängiger Prozesse 143 11.1 Schrödinger–Bild . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 143 11.2 Dirac– oder Wechselwirkungsbild . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 146 11.3 Übergänge 1. Ordnung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 148 11.3.1 Zeitunabhängiges Potential . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149 11.3.2 Zeitlich periodisches Potential . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 150 11.4 Potentialstreuung: 1. Ordnung Störungstheorie . . . . . . . . . . . . . . . . 151 iv INHALTSVERZEICHNIS