Chapter 10

Storungstheorie zeitabhangiger
Prozesse

Die meisten physikalischen Ubergénge sind nicht stationér, sondern laufen in einem endlichen
Zeitintervall ab. Daher muss man i.d.R. die zeitabhangige Schrodinger—Gleichung bzw.
zeitabhéangige Operatoren zur Beschreibung des Systems benutzen. Wichtige Beispiele
sind:

1. Emission und Absorption von Quanten (Licht etc.),
2. Zerfalle von Teilchen,

3. Streuprozesse.

Einschaltvorgang

Typischerweise wird die fiir die betrachteten Vorgénge maflgebliche Wechselwirkung V()
erst zu einer Zeit t > —T', T > 0, wirksam und ist spater fiir ¢ > T nicht mehr sptirbar,
d.h. wir haben

V({t) = 0 fir |t >T>0.

Aquivalent hierzu kann man langsame Einschaltvorgénge betrachten, d.h.
V(t) = Vi(t) = Vye cllet mit 0<e<l.

Hierbei ist w die Frequenz der Storung, z.B. die des Lichtfeldes.

10.1 Schrodinger—Bild

Zeitunabhangiger Hamilton-Operator
Die infinitesimale Zeitentwicklung eines Schrédinger—Zustandes ¢g(t) ist durch

ih Oy s(t) = Hips(t)




2 CHAPTER 10. STORUNGSTHEORIE ZEITABHANGIGER PROZESSE

gegeben. Falls der Hamilton-Operator H nicht von der Zeit t abhangt, so ist die Zeit-
entwicklung von ¢g(tg) zur Zeit to nach ¢g(t) zur Zeit t > to (siche Kap. 9.1) durch die
unitare Transformation

Us(t) = Ult to) ¥s(to)
Ut ty) = e Hi~to)/h Ht)=H,

Ulto,tg) = 1

gegeben.

Zeitabhangiger Hamilton-Operator
Fiir den allgemeinen Fall H = H(t) finden wir aus der Definition des Zeitenwicklungsop-
erators, ¥g(t) = U(t,to) ¥s(to), und der Schrodinger-Gleichung

ihows(t) = tho,U(t o) Ys(te) = H(t)s(t) = H(t) UL, to) ds(to) ,
fir U(t,ty) die Differentialgleichung

ih0,U(t,tg) = H(t)U(t,ty) ,

welche als Grundlage fiir weitere Darstellungen des Zeitentwicklungsoperators dienen
wird.

Integralgleichung fiir U(t, )
Die Differentialgleichung fiir U(t, to) ist zusammen mit der Anfangsbedingung U (ty, o) =
1 zu der folgenden Integralgleichung fiir U(¢,¢y) dquivalent,

]_ t
Ult,t)) = 1+ — [ dt' H{) Ul to)
to

wie man leicht durch Differentiation nachpriifen kann.

Neumann-Reihe
Die Losung der Integralgleichung a3t sich iterativ in Form einer sogenannten Neumann’schen
Reihe angeben: Man setzt

U0t ty) = 1

1 t
U (tt0) = 14 o | di H(n) U0, to)
(3 to

1 t
Ut ko) = 1+ o | dts H(t) U (k2 to)

1 to

1 1\? [t t2

(3 to Zh to to
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also allgemein fiir U™ (¢, t):
]_ t
UM (ttg) = 14+ — [ dt, H(t,) U D (t,,t),
1 to

so daf

Ut to) = ij (;a)n/» dty - dty H(ty)--- H(t).

n=0 _th"'ZtIZtO

Unter dem Integral ist die Reihenfolge der H (t;) wichtig, dai.a. H(t2)H (t1) # H(t1)H (t2).
Der Teilraum, tiber den integriert wird, sieht fiir n = 2 so aus:

to to >t

Y

to tl

Zeitordnungs-Operator
Die Integration iiber t; und t5 etc. in der Neumann’schen Reihe 1afit sich durch die
Einfithrung des sog. Zeitordnungsoperators T symmetrisieren. Er ist wie folgt definiert:

H(tﬂH(tg) flr t1 > 1o
T(Ht)H ) = { H(t)H(t)  fir >t
Insbesondere gilt T (H (t)H (tg)) = ( ) und somit
ttdtzH(tg) [t 1 / / H(ty))dtydts .

Mit der Stufenfunktion 6(t),

1 fir t>0
0(t) =
*) {0 fir t<0
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148t sich der Zeitordnungsoperator auch als
T(H(t)H(ty)) = 0(t — t2) H(t))H(ts) + 0(ta — t1) H(tz)H(t)
schreiben. Allgemein gilt somit

T(H(t) - H(tn) = > O(ta, —ta)  Ota, , — ta,) Hta,) ++ H(ta,)

Permut.

Der Zeitentwicklungsoperator spielt in allen storungstheoretischen Darstellungen eine fun-
damentale Rolle, insbesondere auch in der Theorie der Green’schen Funktionen, durch
welche alle Mefiprosses in der Vielteichlichentheorie dargestellt werden.

Formale Darstellung der Neumann-Reihe
Mit Hilfe des Zeitordnungsoperators 7' lasst sich die Neumann-Reihe fiir den Zeitenten-
wicklungsoperators U (t,ty) formal wie folgt darstellen:

Ut ty) = i<1>n 1/t... t:dtl..-dtnT<H(t1)...H(tn))

n—0 % H to
7 t

T (exp {— dt’H(t')})
h to

Diese Darstellung ist formal, da jede praktische Rechnung mit der urspriinglichen Defi-
nition durchgefiithrt werden muss. Fir formale Umformungen und die Entwicklung dia-
gramatischer Methoden ist der Zeitordnungsoperator jedoch unerlaBlich.

Unitaritat
Fiir zwei allgemeine Losungen () und ¢(t) gilt

d

ing (V(0),6() = (V@) HO(®) - (HEV(),6(t) = 0

fiir die zeitliche Entwicklung des Skalarprodukt, da H(t) selbstadjungiert ist. Damit ist
also das Skalarprodukt eine Konstante der Bewegung und aus

(), 8(0) = (Ut t0)e(to), Ut to)elts)) = ((to), b(to))

folgt das U(t,tp) unitér ist.

10.2 Dirac- oder Wechselwirkungsbild

Dieses, vor allem fiir die Storungstheorie wichtige Bild zur zeitlichen Entwicklung eines
quantentheoretischen Systems, wurde von Dirac eingefiihrt (s. Kap. 9.1).

Zeitunabhangiges ungestortes System
Im Normalfall gilt

H(t) = Hy+V(1),
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das ungestorte System Hj ist also nicht explizit von der Zeit abhangig.

Zeitentwicklung durch H
Beim Wechselwirkungsbild separiert man die Zeitentwicklung von Wellenfunktion im
Schrodinger-Bild, 1g(t) in zwei Anteile. Die Zeitentwicklung durch Hy ist durch

Yr(t) = eMhyg(t)

A[(t) — eiH()t/h AS e—iH()t/h

gegeben. vy(t) ist die Wellenfunktion im Wechselwirkungsbild (I steht fir interaction).
Ohne Stérung (V = 0) gilt

ei(t) = s(t).
Fir eine Storung V(t), welche fur [¢| > T verschwindet, sind also die Anfangs- und
Endzusténde ¢g(F1') durch
Vs(FT) = ¥r(¥7)

gegeben.

Zeitentwicklung durch die Storung
Die Zeitentwicklung ist im Wechselwirkungsbild durch

d . , d
ih awf = —HyeotMyps(t) + eHot/hp, %ws(t)
= MM (H(t) — Ho) s (t)
— eiHot/h V(t) efngt/h engt/h 1/}S<t)
= Vi(t)¥r(t)

geben. Zusammen gilt also

ihowhr = Vi(t) (1)

d 7
EtAI = 7 [Ho, Af] + (0:A),

Das Wechselwirkungsbild erlaubt es damit die unterschiedliche physikalische Bedeutung
von Hy und der Storung V'(¢) mathematisch prézise zu erfassen.

Zeitentwicklungsoperator U,(t,t;) im Welchselwirkungsbild
Von Interesse ist nun der Zeitentwicklungsoperator Uj(t,ty) im Welchselwirkungsbild,
welcher via

Yr(t) = Us(t,to) ¥r(to) Ui(to, o) =1
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definiert ist. Falls V(¢) nicht explizit von der Zeit abhéngt, so gilt (s. Kap. 9.1)

U (t,to) _ piHot/h —iHt/h iHto/h ,—~iHoto/h

Ist V(t) dagegen zeitabhéngig, so bemerkt man wieder (wie im Schrodinger-Bild), dafl
die Differentialgleichung

hOU(tto) = Vi(t) Ur(t,to)

zusammen mit der Anfangsbedingung U;(to,ty) = 1 zu der Integralgleichung

1 t
Ur(t,to) = 14 — | di'Vi(t") Ui(t',to)

1 to

aquivalent ist. Diese hat nun wiederum die formale Losung

o0

Ul(t7t0) = Z n!

n—O

ool 3 forsir)

Diese Darstellung ist der maf3gebliche Ausgangspunkt fiir storungstheoretische Rechnun-
gen, indem man sukzessive Terme mit n = 1,2, 3 etc. berticksichtigt.

2ty T (Vi(t) -~ Vi(tn))

10.3 ﬂbergénge 1. Ordnung

Liegt zur Zeit t = to der Zustand |¢;(tg)) vor, so entwickelt sich daraus aufgrund der
Storung Vi (t) zur Zeit t der Zustand |¢;(t)) = U(t,to) |¢1(to)) -

Lineare Storungstheorie
Nimmt man aus der Reihe fiir U(t, tp) nur die Terme mit n» = 0 und 1 mit, so folgt:

Urlt) = frtto)) + o [ A Vitt) 1n(to)

Die Korrektur ist also linear in der Storung.

Eigenzustanden von H
Es seien

|907T>7 H0|90n> = En|90n>a
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die stationdren Eigenzustiande von Hy. Wir wahlen einen Eigenzustand als Anfangszus-
tand:
[Y1(=T)) = len), to = —T, T>0.

Entwicklung nach Eigenfunktionen von H,
Die Wahrscheinlichkeitsamplitude dafiir, dafl sich das System zur Zeit ¢ = +7" im Zustand
|om) befindet, ist durch

(enlér(T)) = G+ o [t G Vi(?) )

gegeben. Aus Vi(t) = eHot/MV/ (¢) e=Hot/h folgt

<90m’ Vl(t) ‘9071) = i(Bm=En)i/h <90m‘ V(t) "Pn> )

und daher

1 r+T

g |, AT o | V() )

(Pm|r(T)) = dmn +

["J'bergangswahrscheinlichkeit

Dies ist die grundlegende Formel fiir die Berechnung der Ubergangswahrschez’nlichkez’t
2
Woom(2T) = [(mlr(D))]

fiir die Storungstheorie in ersten Ordnung in V(¢). Um die Formel weiter auszuwerten,
sind zusétzliche Kenntnisse zur Form von V (t) notwendig. Zwei wichtige Beispiele werden
nun diskutiert.

10.3.1 Zeitunabhangiges Potential

Falls V' nicht explizit von der Zeit abhangt, so a3t sich fiir w,,, # 0 das Zeitintegral
unmittelbar ausfiithren:

+T , / 2 sin(w,, T’ 1
At enmt’ — M Win, = —
-7 Winn h

Darstellung der )-Funktione
Bei der Berechnung von w;,_,,,(27) ist die Darstellung

lim (Mm) = 0(x),

T—00 72T
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fir die Distribution 6(x) niitzlich. Begriindung: Es sei f(z) eine Testfunktion. Dann gilt

[T e~ [ .y

—a .TQT —aT

Fiir grofle T folgt daraus

[Tt e ~ o [T~ o)

Ijbergangswahrscheinlichkeit
Fir E,, # E, und T' — oo erhalten wir somit

2

2 sin(wyn 1) 2
van@) = "D fonl Vi)
An’T 2
= 7 () || V lion)]|
fiir die Ubergangswahrscheinlichkeit. Wegen 6(az) = ﬁ& () bekommen wir damit fiir die

Ubergangsrate

das wichtige Resultat

2m 2

Fermi’s goldene Regel

Im allgemeinen steht als Endzustand nicht nur ein einziger Zustand ¢,,, mit scharfer En-
ergie experimentell zur Verfiigung, sondern ein Energieintervall AE,,, in dem p(FE,,)A(E,,)
Zustande liegen. Dann betragt die Gesamtrate

27

Cu(Bn) = [ B p(Bn) Lacen = 5 p(En) [t V )|

Diese Formel wird (nach Fermi) als Goldene Regel der zeitabhingige Storungstheorie
1. Ordnung bezeichnet.

e Es sei betont, daf§ die 1. Ordnung der Storungstheorie nur Sinn macht, falls die
hoheren Ordnungen entsprechend vernachlassigt werden kénnen.

e Die Zustandsdichte p(E,,) 1a8t sich experimentell mittels der goldenen Regel bestim-
men wenn die Matrixelmente (¢, |V |@,) nur schwach von der Energie F, abhingig
sind.



10.4. POTENTIALSTREUUNG: 1. ORDNUNG STORUNGSTHEORIE 9

10.3.2 Zeitlich periodisches Potential

V(t) habe die Gestalt
V(t) — Ae—iwt + A-‘r eiwt’

wobei A eine beliebiger Operator ist. Damit ist V() selbstadjungiert und periodisch in
der Zeit t.

["Jbergangsamplit ude

Fiir die Ubergangsamplitude ergibt sich daraus
(onlor(™) = = [ dt [em (m|Aln) + cCm s ] 4 ) |

Bei der Berechnung der Ubergangswahrscheinlichkeit ist zu beachten, daf die gemischten
Terme beim Quadrieren wegfallen: Fiir sehr grofie T' gilt namlich fiir m # n

[T aretomn [ g oot i = ) +) = 0.

Wir haben demnach fiir grofie T’

1
W = 47T 25 [ 8w — @)l A} + 6w + )| (] A¥ )]

Emission und Absorption
Fiir die Rate 'y, = Wy /(27T) folgt hieraus

2
Do = 5 [6(Bn = By = o) | (ml An)[* + 6(Ey = By + 1) (] A* ) ]

Wegen E,, = E, + hw beschreibt der Operator A einen Absorptionsprozef3, wahrend A*
wegen F,, = E,, — hw einen Emissionsproze$} fiir ein Quant der Energie hw beschreibt.

Photonen

Die gerade skizzierten Uberlegungen sind die Grundlage fiir das Verstindnis von Absorp-
tion und Emission von Strahlung. Dabei sind dann die AT und A die Erzeugungs- und
Vernichtungsoperatoren fiir Lichtquanten, den Photonen. Allerdings kommt zu V' (¢) dann
auch noch die Ortsabhéngigkeit der ebenen Wellen, ~ exp(ik - x) hinzu.

10.4 Potentialstreuung: 1. Ordnung Storungstheorie

Es sei Hy = —%A und V ein Potential, an dem die im Anfangs- und Endzustand freien
Teilchen gestreut werden, H = Hy + V.
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Potential Scattering in Quantum Mechanics
First Order Perturbation-Theory (Born Approximation)

R éc\attered Wave
. Ws = f(@)en(ikr)ir

S ‘(sca\n\ered) \\\
\

1 // ///
Incident Weive i ="e”\(ik

.
incfdent) !
i |

!

Fir\s\t Order\Born Appﬁ)ximal
f(6) = J V(rerigrder
q=K - k(m\omemum\tr\ansfel:) | Rt

Figure 10.1: Potentialstreuung Illustration

Periodische Randbedingungen
Das System sei in einem Volumen V = L3 gegeben. Als Basis wihlen wir die freien
Wellenfunktionen

L s
P = W €
Da wir am Limes V' — oo interesiert sind, konnen wir die Randbedingungen frei wahlen.
Giinstig sind die periodischen Randbedingungen:
2
TR fi=(ni,ne,ns),  m=0,4£1,+2, ...

kL q L=
(& s L

Anfangs- und Endzustand
Wir betrachten einen Streuprozess an einem riumlich begrenzten Potential V. Dann sind
sowohl der Anfangs- wie auch der Endzustand ebene Wellen:

Anf tand L o B, = Tk
nrangszustand: o :Te “ o =

a V 2m

I n2k?

Endzustand: Yp = ——= etke® E. = -

e VWV 2m

Goldene Regel
Fiir die Ubergangsrate I'z ;. erhélt man nach der Goldene Regel

2 -~
= S 0(E. — Ea) |(ke|V|ka)

Faok. = 7

2

)
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mit

[l Vo) |

1 R
= v /d%el(k“_ke)'l’ V(Z).

Die Anzahl der Zustinde im Endzustandsintervall Ak, Aks Aks. = A%, ist durch

N, = v
(2m)?
gegeben. Die zugehorige Rate ist demnach
3 1 3 F ?
FE —)k Ane == Wd(Ea_Ee)Ake V( )

Teilchenstromdichte
Die Teilchenstromdichte j, der einfallenden Teilchen ist

- 1 hk,

AT

Damit erhalten wir fiir den 3-fach differentiellen Wirkungsquerschnitt Ao = j.AQ. /7,

11

I - Adn, 2
Ao = ok SMe M L sp gy Ny, ika—Fe) 7 7 ()
[l (277)% |k, |

Wegen
A%, = K2dkdQ. = %kedEedQe

bekommen wir schlieflich mit k. = k,

o o 2
/ & k)27 () (B, — E.)dE, dQ.

27Th2

Differentielle Wirkungsquerschnitt
Die Integration iiber die Endzustandsenergie E, ergibt die wichtige Formel

2

do@® .
Y z(ka—ke mV( )

dQ. — (2rh?)?

(Der Index (1) soll andeuten, daB es sich lediglich um die 1. Ndherung handelt.)

Impulsiibertrag
Man sieht, da do™ /dS), nur vom Impulsiibertrag ¢ = Ea — Ee abhangt.
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Falls V(%) = V(r), so 1Bt sich das Integral noch weiter vereinfachen:
/d ”qCOSQV (r)y = 277/ dr r? f/(r)/ d0e™ 1% sin §
0 0
0 - +1 .
= 27r/ drr? V(r)/ dze' ¥
0 -1
At oo
= ;/ drrV(r) sin(qr)
0

so daf

2

do™
Q. (2h4>

/ drrV(r) sin(qr)

Yukawa—Potential
Das abgeschirmte Coulomb-Potential

wird auch das Yukawa—Potential genannt, hierbei ist 1/u die Abschirmlénge.

Da [g° dre™""sin(rq) = L5, so folgt

do™ B <2mg>2 1
e\ (¢ + )

= (ko —ke)? = 2k2(1 — cos[/(ka, ke)])
[(Kar ko) = 0 Streuwinkel |
und (1 — cos ) = 2sin*(19/2), so folgt

v E, v
¢ = 4k? sin2§ = sm sin2§.

h2

Rutherford’sche Streuformel
Fir g = 0 ergibt sich daher

do™ g* 1
aQ 16E7 sin47§ .

Dies ist die Rutherford’sche Formel fir die Coulomb—Streuung. Sie ergibt sich also quan-
tenmechanisch in 1. Ordnung Storungstheorie.
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