Chapter 9

Zeitentwicklung und Symmetrien

9.1 Zeitliche Entwicklung von Zustanden und Oper-
atoren

Ohne zeitliche Entwicklung gibt es keine Prozesse in dieser Welt. In der Quantenmechanik
kann man die Zeitentwicklung entweder in die Wellenfunktionen oder in die Operatoren
stecken, oder in beide.

Zeitunabhangige Operatoren

Wir betrachten zunéchst einzelne Teilchen in einem Potential V (), das selber nicht ex-
plizit von der Zeit abhéngen soll. Die Schrodinger’sche Wellenfunktion ¢ (%, t) geniigt der
Gleichung

d h?
h—(2,t) = Hy(Z,t H = - A+ V(T).
neu(E 1) = HH( ) oA+ V(@
Die Operatoren Q; = Multiplikation mit z; sowie P; = %a%j sind zeitunabhéangig, die

Zeitabhéangigkeit steht in (%, t).
Zeitabhangige Operatoren

— =

Es gibt Operatoren welche explizit von der Zeit abhéngen. Sei z.B. A = A(P,Q,1) ein
Operator, der von P, Q und explizit von der Zeit ¢ abhingen kann, z.B. wie

> 1

A=Q— —

m

P-t.

Klassisch entspricht p/m = v der Geschwindigkeit, der Operator A entspricht also in
diesem Beispiel dem relativen Aufenhaltsort eines sich frei bewegenden Teilchens.

Erwartungswerte
Fiir den zeitabhéngigen Erwartungswert (A),(t) = (¢(t)|Al(t)) fithrt die Schrédingergleichung
zu

SAND = WIAI) + WIAW) + (WIAR)
~ - (WHAL) + - (G]AHI) + (9A)y |
1
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da H selbstadjungiert ist. Es gilt somit

SAN(D) = ¢ (IHAL) + (0AY,

hier mit der Abkiirzung 0, = 9/0t. Dieses ist die grundlegende Bewegungsgleichung fiir
Operatoren.

Beispiel
SeiA=P = fgrad dann gilt 9,P = 0 und
H,P] = [V(&),P] = V(&P - P(V(@))
h
= —(gradV )
i
Hieraus folgt mit
d -
S(B)y = —(gradV),
das Analogon zur Newton’schen Bewegungsgleichung %ﬁ = —gradV.

’ Erwartungswerte erfiillen das Korrespondenzprinzip. ‘

Zeitentwicklungsoperator

Sei ug(Z) der Zustand des Teilchens zur Zeit ¢ = 0 (Anfangswertproblem). Dabei muf}
uo(Z) nicht notwendigerweise ein Eigenzustand von H sein, welcher zeitunabhéngig sein
soll: O;H = 0.

Das Anfangswertproblem

MO = HY@E D, (= 0) = (@) = w(@)

hat die (formale) Losung

W@ = () = 3 (55) 55 @

Beweis :

Ld > AN = L
zhaw(x,t) = Z < Z) o uo ()

0 _ m Hm+1
= > (F) T wl@) = Hu@,

m=0

wobei wir die Substitution m + 1 = n vorgenommen haben. Die Transformation

O(@,0) = w(@) = P(@1) = U(=t)ue(Z)
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definiert mit

den Zeitentwicklungsoperator U (t).

Unitaritat
Das Skalarprodukt

WO)et) = WO (=U(=1)$(0)) = ((0)]e™/ e~ H/(0))

bleibt unter der Zeitentwicklung erhalten und somit auch die Norm. U(t) ist somit unitdr:

Ut ut) = U)U*(t) = 1.

9.1.1 Zeitentwicklung von Operatoren

Setzt man (7, t) = U(—t)yo(Z) in den Erwartungswert (A), ein, so erhélt man

(A)u(t) = WOIA(D)) = (W(0)]er ™ Ae™ ™ y(0)) .

Dieser Ausdruck legt es nahe, zeitabhangige Operatoren

A(t) = Ut)AUT(1) U(t) = eH/h

zu definieren.

Bewegungsgleichung von Operatoren
Aus iU (t) = —HU(t) folgt mit

zhth( t) = —HA(®t) + A)H +ih U)o, AU (t)
oA

[A.H]

die Bewegungsgleichung fiir den Operator A, wobei wir mit 9,A im folgenden die Ableitung
nach der expliziten Zeitabhdngigkeit des Operators A bezeichnen. Diese Bewegungsgle-
ichung, ihdtA/dt = [A,H] + ihd,A, ist analog zu jener fiir die Erwartungswerte von
Operatoren.

Schrodinger <> Heisenberg Bild
Wir haben zwei Moglichkeiten der Beschreibung zeitabhangiger Erwartungswerte, hier fiir
den Fall 0;A =
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Schrodinger-Bild

Die Operatoren sind zeitunabhéngig und die Zeit-
abhéngigkeit steckt in den Zusténden (7, t), deren
zeitliche Entwicklung durch ko) = Hip gegeben
ist.

Heisenberg-Bild
Die Zustdnde vo(Z) sind zeitunabhingig, dafiir

héngen Operatoren A(t) von der Zeit ab. Die Be-
wegungsgleichung fiir Operatoren ist

ihiA(t) = [A(t),H] .

Invarianz der Observablen
Beide “Bilder” fiihren zu den selben Messgroflen, denn die Erwartungswerte

WO)A[(E) = (@(0) A (0)

bleiben bei einem Wechsel von der Schrodinger- zur Heisenberg-Darstellung nach Kon-
struktion invariant. Zur Zeit t = 0 stimmen Zustiande und Operatoren im Heisenberg— und
Schrédinger-Bild iiberein. Da der Hamilton-Operator H mit U(t) = e/ vertauscht,
gilt allgemein H = H.

Harmonischer Oszillator
Als Beispiel betrachten wir den harmonischen Oszillator

1
H = lw <a+a+ 2) [a,a™] =1,
mit den Auf- und Absteigeoperatoren a®* und a. Es gilt
lat H] = hw (a+a+a—a+aa+) = hwa'lat,a] = —hwa™ .

Wir multiplizieren von links mit U(¢) und von rechts mit U(—t) = U™ (t). Wegen

Ut)U(—t) =1, at =U(t)atU(-1), H=H,
ergibt sich
(U@#)atU(—t), UOHU(=t)] = [a7(t),H] = —hwa'.
Also .
im0 s H) = —hwat(t).
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Da die Bewegungsgleichungen fiir a(¢) und a*(¢) zueinander konjungiert-komplex sind,

erhalten wir somit

Diese Operator-Differentialgleichungen haben die Losungen:

at(t) = e at(0)
at) = e “ta(0)

Observable
Fiir den Ort- und Impuls-Operator,

(a() +a* (1)),

Q) = j%

ergibt sich

Q) = = (e1a"(0) + e a(0))

V28
cos wt (

V23

Wir erhalten also mit

at(0)+a(0)) +

1sinwt (

35 a*(0) —a(0))

Q) =
P(t) =

1
Q(0) coswt + —P(0) sinwt
P(0) coswt — mwQ(0) sinwt

mw

die klassische Losung des harmonischen Oszillators (eine Ellipse im Zustandsraum). Eine
alternative Herleitung benutzt koharente Zustiande, welche im Abschnitt 7?7 diskutiert

wurden.

Konstanten der Bewegung

Aus der klassichen Mechanik wissen wir, dass jede (zeitunabhéngige) Funktion auf dem
Phasenraum F(P, () genau dann eine Konstante der Bewegung ist, also eine Erhal-
tungsgrosse, wenn die Poisson-Klammer von F' und der Hamilton-Funktion verschwindet.

Quantenmechanisch gilt:

iA(t) = 0,

7 falls

[H,A(t)] =0

und OA=0.

Jeder Operator A(t), (bzw. A), der mit H vertauscht, ist eine
Konstante der Bewegung, liefert also einen Erhaltungssatz.
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Somit geht im Rahmen des Korrespondenzprinzips die Poisson-Klammer der klassischen
Mechanik in den Kommutator der Quantenmechanik iiber. Dies wurde schon im Abschnitt
7?7 erwahnt.

Kanonische Gleichungen

Im Heisenberg-Bild geniigen die Operatoren Q;(t) und P;(t) den “kanonischen” Operator -
Gleichungen

d - OH d ~ OH

—Q,(t) = —— —Pi(t) = ———.

Diese Gleichungen folgen direkt aus dem Korrespondenzprinzip, man kann sie natiirlich
auch mit Hilfe der Bewegungsgleichung und der Vertauschungsrelationen

ih;ltA(t) = [A@),H und  [P;(t),Qi(t)] = ?jk

herleiten.

9.1.2 Wechselwirkungsbild

Es sei H = Ho+ W, wobei Hj das System ohne Wechselwirkung (Stérung) W beschreibt.
Um das volle System approximativ zu l6sen, moéchte man nun ausnutzten, dass die Eigen-
zustande von Hy bekannt sind.

e Schrodinger Bild
Die Wellenfunktion ist eine Funktion der Zeit, Operatoren nicht (falls ein Operator
nicht explizit von der Zeit abhéngt).

e Heisenberg Bild
Die Wellenfunktion ist nicht Zeit-abhangig, nur Operatoren.

o Wechselwirkungs-Bild
Die Zeit-Abhéngigkeit der Wellenfunktion wird durch die Wechselwirkung W bes-
timmt, die der Operatoren von Hy (modulo explizite Zeitabhdngigkeiten).

Im Schrodinger-Bild werden Zustande durch

(T, 1) = U(=t)dho(T)

beschrieben. Man kann nun die zeitliche Entwicklung von ¢(Z, t) relativ zu Hy rickwdrts
verfolgen und

YT, 1) = MMYF 1) = TRU(—t) ¢ (T)

definieren. Man nennt &(f, t) die Wellenfunktion im Wechselwirkungsbild. Die Opera-
toren A(t) im Wechselwirkungsbild definieren wir entsprechend via

—

A(t) — eiHot/ﬁAe—iHot/h
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Erwartungswerte bleiben nach Konstruktion invariant,

WOIABIDD) = (WOIAE) = (ol A(t)|) -

Die Bewegungsgleichungen (fiir 9;A = 0) sind jetzt:

d —
h—A = [A H
Zh dt [ (t)7 0]

hO, (T, 1) = W) (Tt

Das Wechselwirkungsbild spielt eine wichtige Rolle in der zeitabhéngigen Storungstheorie.
In dieser ist Hy bekannt und die Storung typischerweise ein Messvorgang. Da die Zeit-
entwicklung, welche aus der Storung resultiert, im Wechelwirkungsbild separat auftritt,
kann man im Wechelwirkungsbild direckt nach Potenzen in W entwicklen.

9.2 Translationen, Drehungen und Galilei-Invarianz
Die zeitliche Entwicklung einer Wellenfunktion von ¢t zu t 4 7,

v = @t tT) = T TRY(E ),
hier im Schrodinger Bild, kann man auch als eine Translatione in der Zeit auffassen.

Analog betrachten wir nun rdumlichen Translationen ¥ — ¥ + d.

9.2.1 Raumliche Translationen

Erzeugende von Transformationen
Bei raumlichen Translationen wird die Verschiebung des Koordinantenurspungs um einen
konstanten Vekotr @ durch den Operator U (@) bewirkt, mit

U@)uw(Z) = u(Z+a) U@ = i@B/h

wobei u(Z) die Wellenfunktion ist (beliebig oft differenzierbar), und P = iV /i der Im-
pulsoperator. Wegen dieser Exponentialdarstellung nennt man P die Erzeugende des
Translationsoperators.

Fall einer Dimension
Fiir den Beweis betrachten wir den Fall einer rdumlichen Dimension,

a® o"

Ula)u(z) = e*FPMy(z) = i

u(e) = u(z+a),

wobei wir im letzten Schritt die Definition der Taylor-Entwicklung benutzt haben.
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Unitaritat
Mit

(U@u(#), U = [@Fuw @+ au — [T @u(@) = (@(@),u(@)
ist das Sklarprodukt erhalten. Raumliche Translationen,
W@ — U@ u@) = eTPMhyx)

entsprechen daher unitaren Transformationen.

N-Teilchen Wellenfunktion
Bei N Teilchen hat der Gesamtimpuls-Operator die Form

. AR
= fzvn mit u=u(Zy,...,Tn) -
Z =

Alle N Koordinaten ¥, miissen gleichzeitig transformiert werden:

U@ u(iy,....iy) = ePhy@, .. Zy) = u(@ +a,..., 3y +ad)

Gesamtimpuls-Erhaltung
Es sei nun

N h?

H = Z 2 A + 35 Z ‘/Jk _;k) )
n=1 My i#k
23
dann folgt wegen der Translations-Invarianz von H aus
H’U,(fl, ey _»N) = E’U,(fl, c ,fN)
Hu(fl—d’,...,fN—&’) = Eu(fl—d',,fN—d')

daf
HU(-ad)u(Zy,...,Zn) = EU(=ad)u(dy,...,Zy) .

Multiplikation von links mit U (@) ergibt
U(J)HU(—J) ’U/(fl, e ,ZfN) = U(CY) EU(-CY) U(fl, e ;fN> = E'LL(fl, R ,fN)
= Hu(fl,...,xN).

Da diese Beziehung fiir alle Eigenfunktionen des selbstadjungierten Operators H gelten
soll, hat man

U(@)HU(-a) = H, U@H-HU(@) = 0

Der Hamilton-Operator vertauscht also mit allen Translationen. Dieser Zusammenhang
gilt fiir alle Symmetrien.
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Infinitesimale Translationen
Entwickelt man U(d) = exp(i @ - P/h) nach Potenzen von @ bis zur Ordnung @, so erhélt
man

(1+i@-P/h)H - H(1+ia-P/h) = 0,

fir kleinen @, und damit

HP,-P,H = [H,P,] = 0 =123,

Der Gesamtimpuls P vertauscht also mit H, und ist demnach eine Konstante der Bewe-
gung (Erhaltungssatz). Dieser Zusammenhang gilt allgemein:

Invarianz unter Symmetrien
Ein Operator A ist invariant unter einer Symmetrie
dann und nur dann wenn er mit der Erzeugenden E
der Symmetrie vertauscht, also wenn [A, E] = 0.

In unserem obrigen Beispiel war A = H und E = P.

9.2.2 Drehungen

Wir errinnern an die Definition der Drehimpuls Operatoren,
_ L o= h
L = XXP, Lj = ijlekal.
?

Drehungen ¥ — Rj(p)a sind durch zwei Grossen definiert:

e ¢, der Drehwinkel einer Drehung, und
e i7, die Drehachse, mit 712 = 1.

Man kann auch beides zu @ = ¢ i zusammenfassen. Analog schreibt man Rz = Rz(¢)
fiir die 3 x 3 Dreh-Matrizen.

Erzeugende fiir Drehungen
War der Impuls die Erzeugenden fiir Tranlationen, sind die Drehimpuls-Operatoren ana-
log die Erzeugende fiir endliche Drehungen.

Ist ¥ (Z, t) die Wellenfunktion eines spinlosen Teilchen, so gilt

U@)(T,t) = T y(T,1)
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Der Beweis lasst sich analog zu Translationen fithren (Taylor-Reihe), ist rechentechnisch
aber etwas aufwendiger.

Norm
Die 3 x 3 Drehmatrix Rz erhalt die Norm,

1) = [EEN)D 0 @E ) (Y
= [ dF 0@y v

8y

/d?’f U (RpI,t) ¥(Rg

wobei wir im letzten Schritt verwendet haben, dass Drehmatrixen orthogonale Transfor-
mationen sind. Somit ist U({) ein unitdrer Operator.

Rotationsinvariantes Potential
Falls das Potential V(&) = V (|Z]), nur vom Radius abhéngt, wie beim Wasserstoff-Atom,
so folgt

61L~<p/hHe—zL-<p/h - H.

Mit ¢ = ¢ n gilt also

H,i-L] =0, [HL]=0

Die Komponenten des Drehimpulsoperators L; sind damit Konstanten der Bewegung.

Teilchen mit Spin %h
Der Gesamtdrehimpuls eines Teilchens mit Spin ist J = L + S. Um die Erzeugenden fiir
Drehungen von Spionoren zu erhalten muss man daher 7 - L in U(7, ¢) durch

3} . h
ﬁ'S, S = 7(0-170-270’3)7

2

ersetzen, mit den Pauli-Matrizen o;. Man erhalt

ezn-S o/h  _ em-ago/Q

o

- S5 () @
-

- SR e ()

wobel wir
(ﬁ-&')zj =1, (775-5’)2‘7]rl =710

verwendent haben. Also gilt

Us(ii, o) = eSe/h cosg + 1 (7 - 0) sin 2
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Offensichtlich ergibt Ug(7,27) = —1 und nicht +1, wie man vielleicht erwartet hétte.

‘ Spins werden durch Drehungen um 47 in sich iibergefiihrt, nicht um 2.

Die Gruppe von Drehungen von Spinoren hesst SU(2), jene fiir rdumliche Drehunen in
drei Dimensionen O(3).

Die SU(2) Gruppe

Aus
o o cos & +ingsin & (ng +ing)sin 2
cos = + i(fi-7) sin = =
2 2 N o
—(ng —iny)sin ¥ cos £ —ingsin &
folgt
det(Us(7i, p)) = COSQg + n3 sinzg + (n% —l—ng) sin2§ =1,
also
det(Us(p)) = 1
Mit
Us(it, p)Ud (7, 0) = (cos 2 i Fsin SO) (cos 2 _ifi - Gsin SO)
2 2 2 2
= COS2§ + (ﬁ-&)zsin2§ =1

ist Ug(i, ) unitér,

Us (i, ) = Ug'(ii, )

Die Gruppe von unitdren 2 x 2 Matrizen mit Einheits-Determinante nennt man SU(2).

Allgemeine Quantisierungsachse
In Kap. 7.2.1 definierten wir die Matrix,

L. T3 T — 1xg
r = x-0 = ) ,
Ty + 129 —I3

welche wir im Zusammenhang mit P = (1 £ - &) /2 benutzten, dem Projektionsoper-
ator auf eine allgemeine Quantisierungsachse Z/|Z|. Diese Matrix spielt auch bei SU(2)
Drehnungen eine zentrale Rolle. Mit

zt =z, detz = -2, Sp(z) = 0

ist Z - & hermitisch.

SU(2) Drehungen
Die transformierte Matrix xg

g = US<T_£7 SO> iy U§<ﬁ7 30)
ist wiederum hermitisch

(UszUF)" = U2t U§ = UszUs



12 CHAPTER 9. ZEITENTWICKLUNG UND SYMMETRIEN

und hat die Spur 0,
Sp(UszUyg) = Sp(UsUsz) = Sp(z) -

Es gibt also ein Z's, so dass

US(ﬁW)lU;(ﬁaSO) = Ig = 0-Tg

Die Zuordnung Zg = A (71, )7 definiert eine lineare Transformation der ¥ — ¥5. Wegen
—#? = det(zs) = det (Us(il, ) 2 U (i1, ¢))
= detUgdet U; det z = det z
=2

= —T

ist A(7i, ¢) eine 3 x 3 Drehmatrix, A(7,¢) = Ra(y).

Darstellungstheorie
Dieses ist ein Beispiel aus der Darstellungstheorie.

Darstellungen der SU(2) Gruppe
Jeder unitéren 2 x 2-Matrix Ug(7i, ¢) mit De-
terminante 1 ist eine 3-dimensionale Drehma-
trix Rz(p) zugeordnet.

Man spricht von einer 3-dimensionalen Darstellung der SU(2)-Gruppe. Jedem Element
aus SU(2) wird eine 3 x 3-Matrix zugeordnet, so dass die Gruppenoperationen erhalten
bleiben.

Allgemein werden in der Darstellungstheorie die Représentation einer allg. Gruppe
durch n x n Marizen behandelt.

e Die Darstellungstheorie der Krystallsymmetrien bildet die Grundlage zur Klassi-
fizierung von Eigenfunktionen in der Festkorperphysik.

e Die Darstellungstheorie von Feldtheorien bestimmen in der Hochenergiephysik die
Einteilung der Elementarteilchen. Die Symmetriegruppe des Standardmodells ist

SU(3) x SU(2) x U(1).

Drehung um die z-Achse
Als Beispiel betrachten wir eine Drehung um die z-Achse,

n = (0,0,1),

B R G CLC
Us = cos§+zagsm§ = < 0 e_wp) .
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Wir bemerken, dass Ug(7i, ¢ + 2m) = —Ug(7, ). Erst eine Rotation um 47 fithrt eine
SU(2) Matrix in sich selber iiber. In Komponenten gilt

US&U; _ < ( T3 ' (1'1 _Z.l‘Q)ei(p > 7 r = ( T3 T —7:1’2 > 7

ry + Z'.Q?Q)G_w —3 R A —I3

so dass

(r1)g = w1cosp+ xasing
(x2)g = —x18inp+ x9c08¢p
(23)g = w3
Wir erhalten also mit
1 cosep sinp 0 1
To = —singp cosp 0 To
I3 g 0 0 1 ZT3

unsere bekannte 3 x 3 Drehmatrix um die z-Achse.

Allgemeine Drehungen

Es ist eine gute Ubung fiir den Umgang mit den Pauli-Matrizen die allgemeine Transfor-
mationsvorschrift

Us(it, ) dUd (1, 0) = 7(i-F) — 1 x (7 X &) cos ¢
+ 71X osing

auszurechnen.

Drehung der Wellenfunktion
Ist
e ,lvb-i-(fa t) >
ZT,t) = -
YY) ( Y_(7,1)

ein zweikomponentiger Spinor, so transformiert er sich bei einer Drehung ¥ — ¥¢ =
Ri(p)Z folgendermafien

Y(T,t) — Us(Ts) = Us(il, )b,

ganz in Analogie zu der Transformationseigenschaft einer Wellenfunktion unter Rotatio-
nen des Koordiantensystems.
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9.3 Zeitumkehrinvarianz

Klassisch
In der klassischen Mechanik ist die “Zeit”- oder “Bewegungs”-Umkehr durch

t — —t
0 A - 7o) = F-)
Py 5O = mewo() = -

definiert. Die durch #®, p© beschriebene Bahn ist geometrisch dieselbe wie die durch
Z, p beschriebene, sie wird nur in umgekehrter Richtung durchlaufen. Die Newton’schen
(Lagrange’schen) Bewegungsgleichungen sind i.a. invariant gegeniiber der Transformation

O.

Quantenmechanisch
Quantenmechanisch definieren wir im Schrodinger—Bild

Q]@ = Q;, PJQ = -P;.

Wir verlangen die Invarianz der Schrodinger Gleichung unter ©:

mjtwf,t) = Hy(7 1)
—mjtw*@,t) = H (1)
d

d(—1)

ih VN(T, —t) = HOY* (T, —t)

da im allgemeinen

Wie z.B. fiir H = ;L P2 + V(Q). Damit is © ist eine antilineare Transformation,

2m

(MA + AB)° = MA° + XB®°  (AB)° = A°B°

Zeitentwicklungsoperator
Der Zeitentwicklungsoperators U(t) verhélt sich unter Zeitumkehr wie erwartet,

U@(t) _ (6itH/h>® _ e—itH@/h _ oitH/h U(—t).
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Spinlose Teilchen
Der Operator U(©) hat die Eigenschaften
U()\lwl + Xotho) = )\*1‘[7% + A;ﬁ%
(U1, Un) = (2,t1) = (1,4)"

was einen antiunitaren Operator Operator definiert. Zusammengefafit gilt

U©O)y(T,t) = ¢°&t) = (&, —t)
U*e) = 1
ve) = ue)!

fiir spinlose Teilchen. Ist H® = H, so ist mit (Z,t) auch ¢ ©(Z,t) eine Losung von
1thoyp = Hi. Dies bedeutet, dass sowohl Rey) und Sma seperat Losungen der Schrodinger-
Gleichung sind.

Elektromagnetische Felder
Elektrische und magnetische Felder haben unterschiedliche Transformatonseigenschaften.

e Elektische Felder
Elektrische Felder werden von Ladungen erzeugt, das elektrisches Potential ¢(%) ist
zeitumkehrinvariant.

Bezgl. einer Inversionen ¥ — (—Z) transformieren sich elektrische Felder wie Vek-
toren und kehren die Richung um.

e Magnetische Felder
Magnetische Felder werden durch bewegte Ladungen erzeugt, sie kehren daher unter
einer Zeitinversion ihre Richtung um.

Unter Inversionen ¥ — (—Z) transformieren sich magnetische Felder wie axiale
Vektoren und kehren die Richung nicht um.

Der Hamilton-Operator fiir ein Teilchen in einem ausserem Vektorfeld ff(f, t) und Ausserem
elektrischem Potential p(Z,t) ist (— QM2)

H(A) = 5 (B-14) 4 gp(@).

Damit ist
U©H(A)U(©O)™" = H(-A) # H(A) .

Im Gegensatz zu einem aufleren elektrischen Feld bricht ein adufleres magnetisches Feld
die Invarianz gegeniiber Zeitumkehr.

In einem Magneten wie Eisen werden spontan innere magnetische Felder erzeugt. Mag-
netismus bricht also spontan die Zeitumkehrinvarianz, denn die Schrodinger-Gleichung fiir
(isoliertes) Eisen Zeitumkehr-invariant ist (siehe Festkorperphysik).
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Zeitumkehr vom Spin der Elektronen
Der Spin der Elektronen entspricht einem magnetischen Moment und wird daher bei der
Zeitumkehr invertiert, die beiden Komponenten des Spinors

oo - (3263)

werden also bei der Zeitumkehr vertauscht und miussen zudem noch das relative Vorzeichen
umkehren. Um dies zu sehen betrachten wir die Erwartungswerte (o;) der drei Pauli-
Matrizen

o = (? é) (1) = VLo vty

oy = (0 _OZ> (02) = —i (¢i¢——¢f¢+)

i
o = ( - ) (0s) = Vi — Uy
Man sieht leicht, dass die Foderung (oj)e = —(o;) fiir alle drei Komponenten j = 1,2, 3
fiir
ewn = (e
erfillt ist.

Zeitumkehroperator fiir Teilchen mit Spin-1/2
Bezeichnen wir die komplexe Konjugation mit K, und definieren den Zeitumkehroperator

~

U(O) fir Teilchen mit Spin-1/2 nun als

UO) = K® oy

wobei das duflere Produkt @ andeutet, dass K im Raum der quadratintegrablen Funktio-
nen wirkt, und o9 im Raum der Spinoren. Es gilt

U20) = KQoy K®oy = —02 = -1,

da Koy, = —09K. Fiir N Elektronen gilt analog

N
KR o U®©) = (-1)1,

=1

o~

u(e)

was die Kramers Entartung zur Folge hat.

Kramers Entartung
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Die obrige Relation hat eine wichtige Anwendung;:

Kramers Entartung
Der Hamilton-Operator H sei zeitumkehr-invariant,

UOHU®O) ™ = H,
und habe den Eigenwert F,
H,Ivz('flv7f]\f) = E@Z

Dann sind ¢/ und U(©)¢) fiir ungerades N linear unabhén-
gig und F damit mindestens 2—fach entartet.

Die zweifache Entartung folgt direkt aus der Zeitumkehr-Invarianz des Hamilton-Operators,
H(U(©)) = U(®) (HY) = EU®)V .

Fiir die lineare Unabhangigkeit berechnen wir

~ ~ ~

(U©W.0©)3) = (dv) =1
(09.9) = (0%0.09)" = (-)" (4.09)
= (_1)N (U,Ja @ZT‘)

Das bedeutet: U (@)15 ist zu 15 orthogonal, falls N ungerade, gehort aber zum selben
Eigenwert F. In einem aufleren elektrischen Feld sind die Energie-Niveaus einer unger-
aden Anzahl von Elektronen also immer mindestens 2—fach entartet. Die Entartung kann
durch Anlegen eines Magnetfeldes aufgehoben werden.
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