Chapter 6

Der Spin der Elektronen

6.1 Quantenmechanische Beschreibung

Die Existenz des Spins bedeutet, dafl Elektronen, aufler der Ortskoordinate Z, oder der
Impulskoordinate p, einen weiteren Freiheitsgrad besitzen: Spin nach “oben” und Spin
nach “unten”; jeweils bezliglich einer vorgegebenen Richtung (Quantisierungsachse, z.B.
die #3-Richtung). Und dieses obwohl Elektronen Punktteilchen sind.

Spinore
Man verdoppelt die Wellenfunktion ¢(Z, t) zu einem Spinor @(f, 1),

B(ED) D@L = (ZH?)

wobei 1, (Z,t) ein Elektron mit Spin “oben” und ¢_(Z,t) ein Elektron mit Spin “unten”
beschreibt.

Pauli-Matrizen
Der Spin—Operator S ist nach Anbschnitt ?? durch die Pauli-Matrizen o; gegeben,
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Bis auf den Faktor //2 folgen die Pauli Matrizen den Kommuationsrelationen von Drehim-
pulsoperatoren,

[0k, 01 = 20 €kpm O, os =1, j=1,2,3
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Basiswahl 3
Bezeichen wir mit ¢4 die Zustédnde mit Spin rauf/runter,

~ 1 ~ 0
w-‘r - ( 0 > 3 @Z’— - ( 1 ) )
so gilt erwartungsgemaf:

~ L1 0 1 h(1 = h (0
w3320 e 3()

Fiir festes £ und ¢ spannen zﬁr und ¢_ einen 2-dimionalen Vektorraum auf, dessen Ele-
mente als Spinoren bezeichnet werden.

Wellenfunktionen
Ein allgemeines Element des Vektorraums hat komplexen Koeffizienten ¢, und c_, die
orts- und zeitabhéangig sind:

+(Z,1)

-(7,1)

Die Entwicklungskoeffizienten c4(7,t) entsprechen also Wellenfunktionen . (Z,t), von
denen es pro Elektron nun zwei gibt. Die Norm von ¢(Z,t) ist durch

DT t) = e (F )y + e (T, t)h. = (

(d) = lex* + e f?

gegeben. Wegen der physikalischen Interpretation muss (¢ 2 Y) = 1sein. |cy|? ist damit die
Wahrscheinlichkeit dafiir, da§ ein Elektron im Zustand 1 den Spin parallel /antiparallel
zur z3—Achse ausgerichtet hat, mit |cy|? + |c_|? = 1.

Erwartungswerte

Im folgenden wird die Ortsabhiingigkeit von ¢ ignoriert und zunéchst nur Spineigen-
schaften betrachtet. Fiir die Erwartungswerte < S; > der Komponenten S; im Zustand
¢ ergibt sich

<81 >= Z(C+,C ) <(1) é)( +> = Z(Cic_—l—ciar),

und analog

<Sog> = Zgl(qc—c c+)

<85> = oledP—leP)

Als Observable sind die Erwartungswerte reel.
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6.2 Drehungen von Spins
Im Abschnitt ?? wurde gezeigt, dafli Wellenfunktionen via
W(RT) = e M y(7)

gedreht werden. Dieses gilt fiir ganzzahligen Drehimpuls j = 0,1,2... Fiir j = 1/2 ist
der Drehimpulsoperatoren L durch den Spin-Operator S zu ersetzen,

RQZ — efis-@/h QZJ

wobei 1 ein Spinor ist.

Drehung um die z-Achse
Als Beispiel betrachten wir eine Drehung um die 3-Achse, d.h. g = (0,0, ¢):

o—iSse/h  _ —280/2 0 \"
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Spin nach oben und unten erhalten also entgegengesetzte Phasen.

Bei einer Drehung um 27 erhalten Spinoren die Phase (—1).

Um einen Spin in den Ausgangszustand iiberzufithren bedarf es also einer Drehung um
4.

6.3 Das magnetische Moment des Elektrons

Gyromagnetischer Faktor

Ein Elektron mit Spin ist ein rotierendes (geladenes) Teilchen. Aus der Elektrodynamik
wissen wir, dafl ein Ringstrom mit Drehimpuls L = S ein magnetisches Moment der
Grosse

i = — 09 § mit
2m,
g ~ 2 (in guter Ndherung)

erzeugt. Der g-Faktor heifit gyromagnetischer Faktor. Fir klassische Ringstrome gilt
g = 1, siehe auch Abschnitt ?7.
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Elektron im Magnetfeld

In einem duBeren Feld B hat ein klassisches magnetisches Moment /i die Energie —i - B.
Nach dem Korrespondenzprinzip fithrt dies zum Hamilton-Operator

H = G- B

Fiir einen zeitabhingigen Spinor 1/;(15) _ ( C+E
Schrodinger-Gleichung

L d -

Lamor-Frequenz
Wir betrachten ein konstantes Magnetfeld B = (0,0, By) und l6sen die Schrodinger-

Gleichung mittels des Ansatzes () = e~ ( 2+ ), mit ¢4 = const., also

Cy . €ghBo 1 O Cy
hw<0_>_ 4m, (O—l c. |

Die beiden Eigenfrequenzen w. sind

eogBo _
Wy = = wy, und w_ = —wy,
4m,

mit Eigenvektoren sind (1,0) und

(0,1). Hier is wy die Lamor-Frequenz.! Fir einen
allgemeinen Anfangszustand ¢(t = 0) =

(a,b) findet man daher

. ae ot eogB
do = () e R e

4dm,

Prazession
Als Beispiel betrachten wir einen Anfangszustand, in welchem der Spin entlang der 1-
Achse ausgericht ist, also senkrecht zum angelegten Magnetfeld.

Als Erstes miissen wir den Eigenvektor (a,b) zu S; (und zum Eigenwert 7/2) finden:

o)) =) () - wli)

!Die hier definierte Larmor-Frequenze gilt fiir Spin-1/2. Klassisch benutzt man qgB/(2m). Unter
Einberechnung der g-Faktoren erhélt man sehr dhnliche Werte.
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Wir berechnen nun den Zeit-abhangigen Erwartungswert,

(D), S19(t) = <S8y >(1) |
- St (1) ()

h
= 5 cos 2wyt
Analog ergibt sich
h
<S;>(t) = §COS2th
h.
<Sy>(t) = 581n2th
<S3>() = 0

d.h. der Spin "prazediert” mit der doppelten Lamor-Frequenz um die Richtung von B.

6.4 Paramagnetische Resonanz

Der g-Faktor in der Beziehung

~ -1
i = %S, S = 5%6’, q : Ladung

ist im Festkorper keine universelle Konstante, sondern hangt von der chemischen Umge-
bung ab (via der Spin-Bahn Kopplung, siehe Abschnitt ??7). Eine Methode die Grofie des
g-Faktors experimentell zu bestimmen ist die paramagnetische Resonanz.

RF-Felder

Analog zu der Induktion von atomaren Ubergéngen zwischen verschiedenen Niveaus durch
Einstrahlen von Licht, kann man Ubergénge zwischen den beiden Energieniveaus +hw;, =
hglq|Bo/(4m) eines Spins in einem konstanten Magnetfeld By induzieren. Dafiir bendtigt
man ein zusétzlich oszillierendes Magnetfeld B, typischerweise im Radiofrequenz (RF)
Bereich.

Es sei also .
B = (Bcoswt, Bsinwt, By) .
Mit
= B By, B(coswt—isinwt)
o-B =
B(COS wt + 7 sin wt) , —By

lautet die Schrédinger—Gleichung (mit ¢ = —eg)

dt  4m

_di) _ hqg By, Be ™\ -
'y = (S P o
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Variation der Konstanten
Die Energie ist nicht erhalten, da H = H(t) = hw,0o - B(t) explizit von der Zeit abhéngt,
analog zu erzwungenen Schwingungen in der Mechanik.

Der Ansatz ( Variation der Konstanten)

s at)ert di) [ (a—iwpa)ert
vt = ( b({) e ) @ ( (b + itoyb) eirt >

fithrt zu den Gleichungen

= —iw, ei(Q“’L_“’)tb(t)
b = —iw,e L= q(t)

wg = (geoB)/(4m)

Differenzieren der 1. Gleichung nach ¢ und Einsetzen der zweiten ergibt

i—i(2wp — w)a + woa = 0

Der Ansatz a(t) = Ae™ fiihrt zu einer quadratischen Gleichung fiir A, mit den Losungen

1 1 \? )
Ao = wL—iw + (wL—2w> + w;

Die Bewegung des Systems, d.h. des Spinors @Z;(t) wird also durch die aussere Frequenz w
moduliert.

Induzierte ﬂbergéinge
Wir preparieren das System zur Zeit ¢ = 0 in den Spin-oben Zustand: a(0) = 1 und
b(0) = 0, was auch a(0) = 0 bedeutet. Fiir allg. Zeiten gilt

a(t) = [cos@t)_iwsm@t] Ji(wr —w/2)t
b(t) = —i 9 sinote Hwr —w/2)t
w

1 2
w = (wL—2w> + w?

Ist T die Zeitspanne, wahrend der das RF-Magnetfeld eingeschaltet ist, so ist am Ende
dieser Zeitspanne der Bruchteil |b(T)|? der Spins “umgeklappt”:

TP = ( wg>2+wzsm2 (TWL_Z) wg)

g




6.4. PARAMAGNETISCHE RESONANZ 7

man hat mittels des RF-Feldes Ubergéinge zwischen den beiden Zeeman-Niveaus +wy,
erzeugt.

Resonanz
Resonanz liegt vor, falls die Frequenz des RF-Feldes w = 2wy, ist, also genau der En-
ergiedifferenz der beiden Energieniveaus entspricht. Bei Resonanz ist es moglich, alle
Spins umzudrehen, |b(T")| = 1. Man wéhle hierfiir eine Einschaltzeit T = 7/(2w,), da
dann sin® = 1 (7-Puls).

Die obige ”paramagnetische” Resonanzmethode hat viele Anwendungen in der Atom-—
und Kernphysik, der Festkorperphsik (NMR, puSR) sowie auch in der Medizin.
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