Chapter 5

Rotationsinvariante Potentiale

5.1 Schrodinger-Gleichung fiir rotationssymmetrische
Potentiale

Drehimpulserhaltung

Fiir ein rotationssymmetrisches Potential V(%) = V(|Z|) ist der Hamiltonian invariant
unter Rotationen. Klassisch wie quantenmechanisch ist der Drehimpuls eine gute Quan-
tenzahl. Es gilt

L;,H] = 0, ji=1,23, also auch [f2,H] =0

Wie wir spater noch sehen werden, ist ein Operator genau dann eine Erhaltungsgrosse,
wenn er mit dem Hamiltonoperator vertauscht. Aus Abschnitt ?? wissen wir: Vertauschen
zwei Operatoren, kann man sie gleichzeitig auf Diagonalform bringen. Dies bedeutet:

e Man kann die Eigenfunktionen von
H = I_)i + V(r)
2m
gleichzeitig als Eigenfunktionen zu L2 und L wéhlen.

Beweis
Wir benutzen

[AB,C] = A[B,C] + [A,C|B [AB,C] = ABC — CAB

um [L;, p°] = 0 nachzuvollziehen, sowie B> = pp;:

€ijk [ TPk, DiD1) = €ijie (35 [P, i) + (25, i) PR) = —€aji [Pip1, 5] D
= —€iji (mlpes i) + [ 25)) ok
= dihea (P + pr) -

Wegen €, = —¢;p; verschwindet der letzte Term.
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In Bezug auf das Potential geniigt die Bemerkung, dass die Komponenten des Drehim-

plusoperators mit jeder Operator-Funktion trivialerweise vertauschen, wenn diese nur von
r abhéngt. Man betrachte z.B. Ly = (h/i) 0,

Hamilton-Operator in Kugelkoordinaten
Der Laplace-Operator lautet in spharischen Koordinaten

19 (,0 1 o o
A — _ 4~
= ar< ar> HRTET (Smﬁaﬁ SnV55 T 9 )
11,
= vz’ r2h?

Die Herleitung ist langlich, ansonsten aber elementar. Der erste Term in der zweiten
Gleichung ist lediglich eine alternative Da}jstellung,l fiir den zweiten Term vergleiche
Abschnitt ?7. Der Ausgangspunkt unserer Uberlegungen ist damit

R? o2 1 -
H = — — L*+V
2rmg Or? Tt 2mor? +V(r)

Entwicklung nach Kugelfunktionen
Sei u(Z) eine Losung der zeitunabhéngigen Schrodinger—Gleichung. Wir entwickeln den
Winkelanteil nach Kugelfunktionen Y,,:

oo m=+lI

ZZ le lmﬁ@) T:’.ﬂ

=0 m=—1

Damit wird die Schrodinger-Gleichung zu

e M=t h? P(rRy,) R+ 1)
22 |- +

=0 m=—1

2rma Or2 2m07“ le() V(T>le(r) Yzm(ﬁa 30)

oo m=+lI

= E ) Y BRinlr) Yiu(d,9).

=0 m=—1

Multipliziert man diese Gleichung mit Y/ , und integriert iiber ¥ und ¢, so folgt wegen
(Yi,my, Yioms) = 011150mym, fur Ry, (r) die Gleichung

h? 0%(rRyy) N P21+ 1)

+V(’f’) le<7‘) = Ele(T’)

C2rmg Or? 2mor?
Zentrifugalpotential
Im folgenden wird angenommen, dafl das Zentrifugalpotential
R+ 1)
2mr?

Y1/r)o%r =2/r 4+ 02 = (1/r%)0,.(r?0,.).
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fir [ # 0 und r — 0 gegeniiber V' (r) dominiert, d.h. dass

lim (TQV(T)) =0

r—0

gilt, wie es fiir das Coulomb-Potential der Fall ist. Anschaulich bedeutet dieses, dal auch
quantenmechanisch das Teilchen nicht in den Ursprung “fallen” soll, die Wahrschein-
lichkeitsdichte

w(T) = u'(Z)u(T)

fiir ¥ — 0 also endlich bleibt, d.h. Ry, (r = 0) soll endlich sein.
Verhalten fiir r — 0

Fiir 7 — 0 kann man E und V (r) gegeniiber r—2 vernachlassigen:
d? I(l+1
—ﬁ(rRzm(T)) _ U : )le( ) ~ 0, fir r—0.
Die Losungen sind
Ry (r) = C'r", viv+1) = I[(I+1); v=I, oder v=-l—-1.

Wenn Ry, (r = 0) < oo, kommt nur die requldre Losung v = [ in Frage

5.2 Die Bindungszustande des Wasserstoffatoms

Es sei nun

2
Zeg
Areor

Vi(r)=—

das Potential fiir ein Elektron mit Ladung —ey im Feld eines Kernes mit Ladung Zeg.
Mit Ry, (r) = R(r) wird die Schrédingergleichung fiir die radiale Wellenfunktion zu

d? 2d 2 Ze:  RA(1+1
<+ >R+m°[E+ “ _ (+)R(r):0

dr? rdr % dregr 2mor?

Gesucht werden quadratintegrierbare Losungen mit £ < 0 (gebundene Zustande).

Dimensionslose Variablen

Fihrt man die neuen Variablen

1 1
SmOIE] 2 c? mo 2
- ( z ) " A‘“(zww)
e 1
= N — : Sommerfeldsche
Ameg e 137 Feinstrukturkonstante
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ein, so erhalt man die radiale Schrodingergleichung

+ -
dp*> ~ pdp

p 4 p?

2 2 1 1
d’R dR+<A 1(l+)>R:0

Die Kontrolparameter sind der Drehimplus (I + 1) und A.

Verhalten fiir r — oo
Fiir grofle p ergibt sich fiir R ~ R (p) ndherungsweise

@Ry 1
i i =0 Roo ~ /%

Als normierbare Losung kommt nur e*/? in Frage.

Allgemeine Losung
Wir hatten bereits gezeigt, dal R(p) ~ p! fiir p — 0 gilt. Daher betrachten wir nun den
Ansatz

R(p) = p'eg(p)

Hiermit finden wir fiir g(p) die Gleichung

glp) = 0

@2 21 + 2 dg  A—1-1
g(f)+<+_1>g+
dp p dp P

Taylor-Entwicklung
Wir entwickeln die Losung in eine Taylorreihe in p,

glp) = D anp"
n=0

und setzen sie ein. Wir finden

i [n(n — Danp™ % + <2l+2 - 1) na,p" '+ (A —1-— l)anp"_ll =0,
n=0 p
bzw.
> [(n + 1)(nan+1 + (20 + 2)an+1) +A—-1-1- n)an} Pl =0
n=0

Da diese Gleichung fiir alle p gelten soll, miissen die Koeffizienten einzeln verschwinden:

n+l+1-A
(n+1)(n+20+2)

Apt1 = n
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Bricht die Reihe nicht ab, so hatte man fiir grofle n: a,,q1 ~ ﬁan, d.h. g(p) verhielte

sich fiir grofle p wie

g(p) ~ €.
Dies wiirde jedoch zu einem nicht normierbaren R(p) fithren. Die Reihe muf fiir normier-
bare R also abbrechen.

Hauptquantenzahl
Es muf} also ein n = n, geben, fir welches a,, 1 =0, d.h.
A=mn.+I1+1, n, >0
n = n.+1+1: “Hauptquantenzahl”
n : naturliche Zahl mit n>1-+1

Als muss A = Z« w/c;‘gf eine ganze Zahl sein, A = n. Hieraus folgt fiir die mdglichen

Energiewerte £ = FE,, der gebundenen Zustande des Wasserstoffatoms:

1 Za)?
E, = ——mOCZQ (Bohr’sche Formel)
2 n?
Bahn-Quantenzahlen
Die Abbruchbedingung
Qp,+1 = 0, n—1= n,+1

hat fiir feste Hauptquantenzahl n noch einen Freiheitsgrad,

[=0,1,...n—1

Dieses sind die erlaubten Werte des Drehimpules.

Entartungsgrad
Da zu [ schon 2] + 1 Zustande mit verschiedenen [3—Komponenten gehoren, so ist der
gesamte Fntartungsgrad durch

n—1
S (@20+1) = n?
=0

gegeben. Zu vorgegebenem F, gehoren also n? verschiedene Bahndrehimpuls-Zustande.
Beriicksichtigt man auflerdem, dafi zu jedem Bahndrehimpuls-Zustand (I,m) noch je 2
Spin—Zustande des Elektrons gehoren, so bekommt man schliellich als Entartungsgrad
von E, den Wert d,, = 2n%. Dies ist die Dimension des zu F,, gehorigen Unterraumes.

dl = 2, d2 = 8, d3 =18 ete. .

Dieses Ergebnis ist fiir die Atomphysik wichtig.
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Eigenfunktionen des Wasserstoffatoms
Die Funktionen g¢(p) sind Polynome vom Grad n, = n — [ — 1, mit n, = 0,1,... Fiir
gegebene n und [ gilt die Rekursionsformel fiir die Koeffizienten a,,

v+l+1—n
a, =
T D +20+42)

a, v=20,...n,

wobei n, =n — [ — 1. Bei geeigneter Wahl von a( sind die Polynome identisch mit denn
sogenannten zugeordneten Laguerre’schen Polynomen:

oy n,+a\ p

LY = —1)” —

L) = (e )s
1 dnr

_ nirl epﬂ_aﬁ (e_pp"’“"'a)

Fir a = 0 erhalt man die Laguerre‘schen Polynome. Fiir das Wasserstoffatom gilt o =
20+ 1.

Beispiele
Die radialen Eigenfunktionen R,;,,(p) = R (p) des Wasserstoffatoms mit Energie E,, sind

Ru(p) = Cu 67%’)/)[ L2 (p)

wobei C),; der Normierungsfaktor ist. Setzt man

h2 471'80

5 : Bohr’scher Atomradius,
mee

a =
so hat man z.B. (normiert)
RlO (7“) = 2

(
Ratr) = 2 (2)" (1= 2 o 2r/t20)
Rou(r) = — (Z)3/2 Zr —~Zr/(2a)

Aufenthaltswahrscheinlichkeit
Die Wahrscheinlichkeit, das Elektron in einer Kugelschale mit Radius r und r + Ar anzu-

treffen, ist durch

w(Ar) = /THAT dr wp (1), Wy (r) = ’I“ZR?LZ(T‘)
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gegeben. Das Maximum der Aufenthaltswahrscheinlichkeit liegt fiir wyo(r) = C2, 12 e =24 r/a
bei 7 = a/Z. Im allgemeinen hat w,;(r) genau n — [ Maxima.
Die Mittelwerte < r* >= [5° drrfw,,(r) lassen sich fiir kK = £1 einfach berechnen:

_a : 4. Z
<r>—ﬁ{3n —ll+1, < >= 5

5.2.1 Korrekturen

Die Bohr’sche Formel fiir die Energieniveaus des Elektrons im Wasserstoffatom stellt nur
eine Ndherung dar, zu der eine ganze Reihe von Korrekturen kommen (Feinstruktur,
Hyperfeinstruktur etc).

Mitbewegung des Kernes
Wir haben bisher so getan, als ob der Kern des Wasserstoffatoms unendlich schwer sei
(und deshalb ruht). Tatséchlich haben Kern und Elektron die Masse

®m, = 938MeV, ®m. = 0.51MeV

und seine Mitbewegung macht sich bemerkbar. o

Die Energie £ zweier Teilchen mit Koordinaten #; = (23", 28" ("), i = 1,2, und
wechselseitigem Potential V(#; — &) ist klassisch durch
L,

I,
- 7—) V —_ _ —
2m1p1 + 2mgp2 + (xl xQ)

gegeben. Das Aquvalenzprinzip,

0 0 8)

DT — h d Dy — f d d (
y4! —grady, D2 —grad,, grad, = ) 0 ) ;
[ ! [ ? ! Gxg] ) 8x§7 ) (9:17;(33 )

fithrt zu der stationaren Schrodinger—Gleichung fiir zwei Teilchen:

2m1 2m2

h2 hQ ~
(—Al —— Ao+ V(&) — fg)) w(Zy, @) = Eu(iy, 7s)

Schwerpunktskoordinaten
Mittels Relativ— und Schwerpunktkoordinaten

(mlfl + m2f2>

.f - .fl - .fg 5 R -
(m1 -+ mg)
. N J. . - no_, mq1mso
r, = R + — s Ty = R — — X, = —
mi mo mq + ™Mo

wird die Kern-Elektron Schrodingergleichung zu

h? h? R "
(—Q(AR - ﬂAm + V(x)) w(Z, R) = Eu(Z, R)

my + ms)
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die man auch herleiten kann, indem man das Aquivalenzprinzip direkt auf Relativ- und
Schwerpunkts-Koordinaten anwendet. Hier is m;+ms die Gesamtmasse und 1 = myms/(mq+
ms) die Relativmasse, wie schon aus der Mechanik bekannt.

Seperation der Variablen

Als Separation der Variablen nennt man Produkt-Ansatze fiir die Losung von Differen-
tialgleichungen, wie ¥(Z,t) = u(Z) exp(iEt/h). Der analoge Ansatz fiir Relativ- und
Schwerpunkts-Koordinaten ist

(7, R) = u(@) u(R), w(R) = KR

wobei wir davon Gebrauch gemacht haben, daf§ der der Gesamptimpuls p; + ps erhal-
ten ist, d.h. dass sich die Schwerpunktskoordinate frei bewegt (als ebene Welle). Die
Schrodingergleichung fiir die Relativ-Koordinate ist damit

1 - hK?
A V@ ) u@) = Bu(@), BB
( o + (:L‘)) u(7) u() 0y & ma)

Dabei ist

hK?
—_— kinetische Energie des Schwerpunktes
2(m1 -+ mQ)
E . Energie der Relativbewegung

Die Schrodinger—Gleichung fiir die Relativbewegung ist also die gleiche wie fiir die Bewe-
gung in einem duBeren Potential V' (Z). Man hat lediglich die Masse m durch die reduzierte
Masse = myma/(my + my) zu ersetzen.

Energieniveaus
Die Energie-Niveaus des Wasserstoffatoms ist somit

1 ,a? me

En = -3 o = T
SHC 5 o T+ m,/m,

Geht man vom Proton zum Deuteron iiber, so hat man m, — mg ~ 2m, und eine
entsprechende Verschiebung der Energieniveaus des schwerer Wasserstoffs. Aufgrund
dieses Effektes wurde das Deuteron entdeckt. Eine Reihe weiterer physikalischer Effekte
fithren zu Korrekturen der Bohr’schen Energieniveaus.

e Das magnetischen Moment des Elektrons.
e Relativistischen Geschwindigkeit des Elektrons.

e Das magnetischen Moment des Kerns.
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5.3 Radialsymmetrische Losungen fiir V(r) =0

Die Losungen der freien Schrodinger-Gleichung lassen sich in verschiedenen Systemen
von Basisfunktionen darstellen. Bisher haben wir dazu ebenen Wellen verwendet, die
Eigenfunktionen des Impulsoperators.

Hier betrachten wir Losungen der Form Ry, (7)Y, (¢, ¢), welche bei Streuprozessen
auftreten. Zunéchst beschéftigen wir uns mit der Losung fiir die radialen Wellenfunktio-
nen, Ry, (r). und schreiben kurz Ry, (r) = Ry(r). Fir V = 0 hat die radiale Schrodinger-
gleichung die Form

_ R @P(rRy) | R+ 1)

2mr  Or? 2mr?

Ri(r) = ERy(r)

Da diese freie Teilchen beschreibt, sind die Energie-Eigenwerte kontinuierlich, aber positiv,
E > 0.

5.3.1 Spharische Bessel- und Neumann-Funktionen

Es gibt verschiedene Wege, dimensionslose Variable fiir die radiale Schrodingergleichung
einzufiihren, eine Moglichkeit haben wir auf Seite 4 im Zusammenhang mit der Diskussion
gebundener Zustande benutzt. Hier setzen wir
2mE -
7:k2:|/€|2, und p=kr.

Damit erhalten wir

PR 2dR (1 +1)

dp2 b dp p2 Ri+R =0

Man beachte, da88 die Energie 7?k?/(2m) nur via der Reskalierung des radialen Abstandes
eingeht, via p = kr. Als Differentialgleichung 2. Ordnung hat diese Gleichung zwei un-
abhéngige Losungen, welche man auch ”sphéarischen Zylinderfunktionen” nennt.

Bessel-Funktion
Die Losungen der radialen Schrodinger-Gleichung stehen in einem engen Zusammenhang
mit den Bessel-Funktionen J,(p):

2J,  1dJ, V2
0 = - 1 - T Jy
dp® * p dp " < pz) (v)
[Z2e'S) 2k
P k P
v = 5 -1
T(p) 2vkz( S R T R D)

=0

Diese werden iiberall da gebraucht, wo es um Losungen der Laplace Gleichung in polar-
oder spharischen Koordinaten geht. Dabei kann v complex sein.

Spharische Bessel-Funktion
Wir betrachten nun die bei p = 0 regulére Losung, die sphdrische Bessel-Funktion j,(p):
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- G w0 ()

Aus der zweiten Darstellung folgt

o(0) sin p L (p) sinp cosp
Jo\p) = ) J\p) = - .
p p? p

Man kann durch vollstdndige Induktion verifizieren, dass die j;(p) Losungen der radialen
Schrodingergleichung sind. D.h. man beweist zunachst den Fall [ = 0 und schliesst dann
aus der Richtigkeit fiir [ auf die Richtigkeit fiir [ 4 1.

Spharische Neumann-Funktionen
Wir betrachten nun die bei p = 0 singulare Losung,die spharische Neumann-Funktionen

m(p):

m(p) = (~1) (Wy Tyl ) = —(=0) (1 d>l <p>

L

2p p dp p
Mit )
nolp) = cos p ni(p) = cosp sinp
0 - - ) 1 - - .
p p? P

Grenzwertverhalten

Fir p — 0 gilt

P
—(20 —=1)N

ny (p) ~ pl+1

Fir p — oo gilt andererseits

5.3.2 Entwicklung von ebenen Wellen nach Legendre-Polynomen

Ebene Wellen,

eh T — gihreosd _ gips 0= /(k, ), p=kr, zcosv ,
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sind regulire Losungen von (A + k%)u(Z) = 0, sie lassen sich daher ebenfalls nach Kugel-
funktionen und sphérischen Bessel-Funktionen j;(p) entwickeln.

Eine ebene Welle hingt von der Energie #%k?/(2m) nur via der Reskalierung des radi-
alen Abstandes p = kr ab, sie ist zudem rotations-invariant um die Ausbreitungsrichtung
k= (0,0, k), und damit unabhéngig vom Polarwinkel . In der Entwicklung nach Kugel-
funktionen Y}, (¢, ) treten daher nur die Terme m = 0 auf, und damit nur die Legendre

Polynome
4 1/2
P(z) = (%L> Yo, z=cosV,

also

o0

e = Y ajlp) Pi(z)

=0

Der radiale Anteil ist durch die sphérische Besselfunktion j;(p) gegeben, da diese die fiir
p — 0 regular sind.

Entwicklungskoeffizienten
Es bleiben die Entwicklungskoeffizienten ¢; mit Hilfe der Orthogonalitéatsrelationen

+1 2 2 1 1
[ aep () = o/

m; aj(p) = 9 ).
fiir Legendre-Polynome zu bestimmen. Wenn wir 2" nach P,(z) entwicklen, so tragen nur
Terme [ < n bei. Andererseits ist P(z) orthogonal zu allen P, (z) mit n # [, daher gilt

dz Py(2)e'*

41 0 fiir n <!
/_1 dz 2" P(z) = 911 . l
- T —
Q+nr

Fiir e'P? = o olipz)™/(n!) finden wir daher

+1
ipz — AV I+1

Wir kénnen jetzt den Grenzwert p — 0 betrachten. Mit j;(p) — p'/(21 + 1)!! erhalten

P @) 20
aile) ~ aGrn ¥ o @t

Ein Koeffizientenvergleich fiihrt via

+ ... (hohere Potenzen in p).

a = (204+1)4

zu dem zentralen Ergebnis

Sk T _ ikrcosd _ ST (@0 + 1) ji(kr) P(cosd)

=0
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Physikalische Interpretation
Das asymptotischen Verhaltens der spiahrischen Bessel Funktion j;(p) fiir grofle p ist

1 l 1 o oy
]l(/)) ~ ;sin <p . ;) _ _% efz(krfilﬂ') . ez(krfilﬂ)}
mit
L —i(wt + kr) :
—e ein-laufende Kugelwelle
r
L _i(wt — kr)
—e aus-laufende Kugelwelle
r

wobei w = Tik?/(2m). Um ein- und auslaufende Wellen zu unterscheiden betrachtet man
den Ort konstanter Phase, wt + kr = 0. Die sphérische Besselfunktion j;(p) ist also fiir
grofie Absténde (kr > 1) eine Superposition von ein- und auslaufenden Kugelwellen. Der
Drehimpuls [ geht nur via der Phasenverschiebung lm/2 ein.

Beweis
Man bemerke, dass sin(p —[7/2) je nach Quantenzahl =+ sin(p) entspricht (I gerade), bzw.
+ cos(p) (I ungerade).? Das ist in Einklang mit

i = o (3) (57) - o Gin) - (50 -5)

wobei der zweite Term fiir grosse p verschindet.

5.4 Elastische Potentialstreuung

Voraussetzung

Fiir die Formulierung der Streutheorie brauchen wir die Annahme, dass sich die ungebun-
denen Losungen der Schrodinger-Gleichung im Unendlichen wie ebene Wellen verhalten.
Dazu muss das Potential V' (r) schnell genug fiir r — oo abfallen, man kann zeigen, dafl
dies fiir

lim (rV(r)) = 0,

r—00

der Fall ist. Wir behandeln hier nicht die Streuung am Coulomb-Potential, die eine
gesonderte Behandlung braucht.

2GemiB dem Ableitungs-Zyklus sin — cos — (—sin) — (— cos) — sin.
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Detektor

AS =12 AQ
einlaufende auslaufende
Kugelwelle: Kugelwelle:

Teilchenstromdichte " Teilchenstromdichte
S3 Sy
9 —

Y

xs

8y
I
o

Experimenteller Aufbau
Langs der x3-Achse fallen Teilchen der Stromdichte s3 ein® die am Streuzentrum in 7 =
0 (Relativkoordinate) in das Raumwinkelelement AQ mit radialer Teilchenstromdichte
sp(r, 1, ) gestreut werden. Durch ein Flachenelement AS im Abstand r treten dann pro
Zeiteinheit s, AS Teilchen.

Raumwinkelelement : AQ = sind AdAgp
Faschenelement : AS = 72 AQ

Stromdichte einfallender Teilchen : s3
radiale Teilchenstromdichte : s,.(r,v,¢) =3§-¢,
Wirkungsquerschnitt

Der differentielle Wirkungsquerschnitt fiir die Streuung in das Raumwinkelelement A
ist durch

2AQ
Ao(d.g) = =

83
do s (r, 9, )r?
By = r\L AT
1q0:¢) .

definiert. Die GréBe do/dS ist i.a. eine Funktion der Energie £ = h%k?/(2u), wobei p die
reduzierte Masse ist. Fiir rotationssymmetrische V(Z) hingt do/d2 nicht von ¢ ab.

Streuamplituden
Sei u(¥) die Losung der stationdren Schrodinger—Gleichung zum Potential V(7). Diese
Losung soll fiir grole r = |Z| aus einlaufender ebener Welle und auslaufender Kugelwelle

3Vergleich den Abschnitt ?? zur Kontinuititsgleichung.
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bestehen,

o eikr

u(Z) ~ eiE'x + f(k,0)

k= (0,0, k)

mit f(k,9) = 0 fiir V(r) = 0. Die GroBe f(k,v) heifit Streuamplitude. Aus der Konti-
nuitatsgleichung folgt

S3 = hk’g//ﬁ, s, = hk |f(k,19)\2/(,u7”2) )
und somit
do(k, ) s, 12 2
Wl = =2 o)
da k3 = k.

Entwicklung nach Partialwellen
Die Partialwellen-Entwicklung ebener Wellen (siehe Abschnitt 5.3.2) reduziert sich fiir
grofle r zu

(20 + 1) ' jy(kr) Py(cos )

D
e
1

|
WE

-~
Il
=)

—1i T‘*%lﬂ') i kT’*%lﬂ‘)

1 (k (
~ —kz (20 +1 (e _C ) Py(cos ).
1=0

r r

Diese ebene Welle entspricht dem Fall V() = 0. Falls nun V(r) # 0, so wird lediglich die
Amplitude/Phase der auslaufende Kugelwelle modifiziert. Wir machen den Ansatz

8

1 —i(kr—21r) i(kr—2Lin)
u(?) =~ ~5% S (20+1)d <€2 - Sl(k)e;) Py(cos)

=0 r

Streuphasen

Bei einer rein elastischen Streuung konnen keine Teilchen verlorengehen, es werden also
nur die Phasen, aber nicht jedoch die Intensititen der auslaufenden Kugelwelle geandert
werden. Also gilt |S;(k)| = 1 (bei inelastischer Streuung hat man |S;(k)| < 1), d.h.

Si(k) = 2i0i(k)

0(k) : zur [-ten “Partialwelle” gehorige Streuphase.
Der Radialanteil R;(r) der Wellenfunktion verhélt sich fiir grofie r also asymptotisch wie

—i(kr—21r i(kr—Lin ;
Rur) ~ - [0 €N k) stk = sim 4 6(k)
2ikr 2ikr kr
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Partialwellenentwicklung fiir Streuamplituden
Mit S; = (S; — 1) + 1 1aBt sich das obige u(Z) auch als

w(Z) ~ k-7 2 (20 +1)4 S(;Czk_lPl(cosﬁ)M
schreiben. Benutzen wir
emalm = 1 u(Z) ~ eilg'f—l—f(k,ﬁ)eifq
so erhalt man fiir grofle r mit
o0 o261 (k) _
;} (20 +1 TB(COSQ?)

Partialwellenentwicklung fir die Streuamplituden f(k,4).

Totaler Wirkungsquerschnitt
Integrieren wir den differentiellen Wirkungsquerschnitt iiber die Einheitskugel, so erhalten
wir den totalen elastischen Wirkungsquerschnitt oq(k):

ou(k) = /dQ £k, 0)]2.

Wegen der Orthogonalitiit der P(cosd) und da (e*® — 1)/2i = € sin §;, folgt

4
ou(k) = ,;Z (20 + 1) sin? 5y (k)

Die Streuphasen d;(k) sind bei vorgegebenem Potential aus dem asymptotischen Verhalten
der Partialwellen R;(kr) zu bestimmen. Als Beispiel werden wir weiter unten den 3-
dimensionalen Potentialtopf diskutieren.

Optisches Theorem
Fiir den Imagninétteil Smf(k, ) der Streuamplitude gilt

12
C\777,f<k, Y = O = % Z 2l +1 SiHQ(SZ(k) y
=0

da Sm(e sin ;) = sin®§;(k) und P(1) = 1, und somit

Smf(k,9 =0) = 4’;061(/«)

Dieser Zusammenhang wird das Optisches Theorem genannt. Der Verlust an einfallender
Intensitét (og) entsteht durch “kohérente” (elastische) Interferenz.
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5.5 3-dimensionaler Potentialtopf

Wir betrachten als Beispiel den 3-dimensionalen, rotations-symmetrischen Potentialtopf,

Vir) = =W fiir r<a, Vo >0
V(r) =0 fiir r>a

Analog zum endlich tiefen Potentialtopf in einer Dimension (siche Abschnitt ??), definieren
wir

1

1= 3 2u(Vo + E)
1

K = gy/—Q,uE, fir E <0
1

k= 7 2ukE fir £ >0

Wobei £ < 0/E > 0 gebundenen-/Streu-Zustédnden entspricht. Wir berachten zuerst
E <0.

5.5.1 Gebundene Zustande
Fir £ < 0 geniigt R;(r) den Gleichungen

PR 2dR I(l+1)

_ 2 —
02 - dr 2 Rl+qu 0, r<a
ER 2dR, 11+ 1) )
a2 ;d’l"_ 2 Rl—ﬁRl :0, r>a

Fiir grosse r folgt aus der zweiten Gleichung R, = k%R, also Ry ~ exp(—kr).

Innerer Zustand
Fir » < a kommt nur die bei » = 0 regulare Losung in Frage, also die spharische Bessel
Funktion

Ri(r) = Ajlp), r<a,
mit p = qr.

Ausserer Zustand
Fiir 7 > a muss die Losung wie exp(—kp) exponentiel abfallen. Welche der sphérischen
Funktionen tut das?

Die Bestimmungsgleichungen fiir R; unterscheiden sich in den Termen ¢?R;, bzw
—k2Ry;, mit ¢,k > 0. Fiir die Transformation auf die Normalform fiihrt das zu p = qr
und p = ikr, jeweils flir die Argumente der entsprechenden spharichen Funktionen. Die
sphéarischen Hankel-Funktionen,

nY(p) = Gilp) +inip),
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verhalten sich asymptotisch, also fiir r — oo, wie

i — /2 ) 1 .. 1
hY(p) ~ M_fcos(p_mp) — ilo—gim)
p p ip
Fir r > a erhalt daher
, h?K? h?q?
Rir) = BU Gsr), =T = Bo= =V,

wobei wir p = ikr eingesetzt haben.

Randbedingungen
Die zulassigen Energiewerte F ergeben sich aus den Anschlussbedingungen bei r = +a,

Ajilag) = Bh{"(iar)

d d
P _ gm0
drjl(rq)‘r:a dr hl (ZTH> r=a’
aus denen die transzendenten Bestimmungsgleichungen
d . d .
lre) by (irw)
dr = dr r=a [=0,1
- - (1) B - T Yy Sy
Ji(rq) hy” (irk)

folgen. Diese Gleichungen sind i.a. nur numerisch zu 16sen.

Tiefer Potentialtopf
Fiir einen tiefen Topf, d.h. fiir ga > 1 (da ¢ ~ /Vj + F), kann man auf der linken Seite
die asymptotischen Formen fiir j;(rq) benutzen:

1 I

gilrq) ~ E sin (rq — 2)

dji(rq) 1 . I N 1 I
~ ——sgin|rqg— — ~cos|rqg— —
dr r2q q 2 r 9 2

Einsetzen ergibt

d :
1 t ( lﬂ') %hl(l) (ZTK“)|r:a
—— 4qcot|{qga— — | =
a 2 hl(l)(z'a/ﬁz)

Da die Hankel-Funktionen die Losungen fiir » > a sind (wo V(z) = 0), héngt die rechte
Seite nicht von Vj ab. Die linke Seite hangt via ¢ jedoch von V; ab, also muf fiir |E| < Vj
(hieraus folgt: grosses q) der Kotangens auf der linken Seite asymptotisch klein sein,

[ [ 1
cot(qa—;r> ~ 0, qa—§:<m+2>7r, m=20,1, ...
oder
1
aq ~ <m—|—2>7r+l72r, m=0,1...

Via ¢ = /2u(Vo + E)/h ergeben sich hieraus fiir kleine |E| die Energiceigenwerte der
gebundenen Zustande.
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5.5.2 Streuzustande

Fiir Streuzustande is die Energie positive, £ > 0. Das bedeutet fiir r > a:

Ri(r) = Byj(kr)+ Cnykr)

fir r < a gilt wie vorher R;(r) = A j,(¢qr) (wobei jetzt E > 0). Die Stetigkeitsbedingungen
bei r = a sind

Ll it + o))

gllqa)y Bji(ka) + Cny(ka)

Damit ist C'// B bestimmt.

Verhalten fiir r — oo
Das asymptotische Verhalten der sphérischen Bessel- und von Neumann-Funktionen fiir
grofie r bedeutet fiir die den Radialteil der Losung

Ri(r) ~ klr [B sin (kr—@) — C cos (kr—l;ﬂ :

Mit sin(a + ) = sinacos § + sin f cos « gilt

kr 2
= Lsin (o — 7 cos (8) + cos (1o — ) sim ()
= lor S11 r 9 COS (0 COS r 9 S111 {0y

fir den allgemeinen Ausdruck des Radialanteils durch die Streuphasen d; (siche Abschnit
5.4). Der Vergleich ergibt

i5l l
Ry(r) ~ ° sin </{:7’ Ty 51)

B = € cos(dy), C = —e"sin(§), taﬂ5l(k):_g'

Wir eliminieren C'/B und erhalten schlussendlich die Streuphasen:

L gikr) ditaa) — S i(ar) (k)

d

tand; (k) = d
%nz(kﬁ") jilqa) — %jl(qr) ny(ka)

wobei die Ableitungen an der Stelle » = a auszuwerten sind.

5.5.3 Grenzfalle

Niederenergie-Streuung ka < [
Der Impuls hk = /2uE sei klein, und damit auch die kinetische Energie ausserhalb
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des Potentialtopf. Dieser kann beliebig tief sein, also auch ¢ = /2u(Vp + E)/h. Damit
konnen wir aus dem Ausdruck fiir tand;(k) nach kleinen kr entwickeln, nicht aber nach
qr. Wir verwenden

!
. P (20 — )N ..
Jilp) ~ m, n(p) ~ —T7 fir p—0,

mit (20 + 1)1 = (21 4+ 1) - (20 — 1)!!, und erhalten

d
2+ iy bilaa) —a—gilar)
O = et (14 1)ilga) + - lar)

wobei die Ableitung wieder bei 7 = a zu nehmen sind. Der Factor (ka)**! setzt sich aus
ol p*t zusammen.

Schwellen-Verhalten
Das Schwellen- Verhalten

tan&;(k) ~ ¢ K* fiir kE—0

gilt nicht nur fiir den Potentialtopf, sondern fiir alle Potentiale, deren Streuverhalten fiir
k — 0 bzw. r — 0 durch das Zentrifugalpotential dominiert wird.
Schreibt man fiir den totalen elastischen Wirkungsquerschnitt, sieche Abschnitt 5.4,

> Am(20+1) |
ca(k) = > ailk), o(k) = (k2) sin? 6; (k)
1=0
so hat man fiir £ — 0, da sin«a ~ tan « fiir a — 0,
Am(20 + 1)
oi(k) = — G2 K*2 d.h.
t. 20 fir [=0
lim o (k) = const. # 1.{11“
k—0 0 fir [#0

Unitarer Limes
Fiir gewisse Energien Er = h*k%/(2u) verschwindet der Nenner in der obigen Formel fiir
tan d;(k). Man hat dann

1
tan d;(kr) = fo0, 0(kgr) = (m + 2) T, m ganze Zahl.

Mit sin?[(n+1/2)7] = 1 werden die partiellen Streuquerschnitte o;(k) fiir k = kz maximal,

Ar(2l+1)  4mh*(2041)

Ul(kR) - k'%% N 2/,LER
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der unitarer Limes.

Resonanzstreuung
Diese Phanomen lafit sich als eine Resonanzerscheinung interpretieren. Der Einfachheit

halber sei
a a
2o+ E) = ga > 1 > ka = \2u+F

(tiefer Topf und Niederenergiestreuung). Bei dieser Approximation kann man die oben
entwickele Naherungsformel fiir tan 9; fiir Niederenergiestreuung benutzen. An der Reso-
nanz, d.h. fiir £ = kg und ¢ = qg, gilt die Bedingung

. d
(I +1)ji(gra) + aa]l(%ﬂ")b:a =0.

Wegen der Annahme p = qra > 1 kénnen wir fiir die sphéarische Besselfunktion den
gendherten Ausdruck j;(p) ~ sin(p — I /2)/p fiir grofe Argumente benutzen (siehe Ab-
schnitt 5.3.2),

[+1 . I Im 1 . Im
0 = sin | gra — — | + cos|(qra — — | — —sin|qgra — —
aqr 2 2 a7 2

lm
~ CoS QRQ_E .

Hieraus folgt

1
aqr = m7r+§(l+1)7r, m ganz.

Dies sind aber gerade die gleichen Bedingungen wie fiir die diskreten gebundenen Zustande
aus Abschnitt 5.5.1. Im Unterschied zu den (echten) gebundenen Zusténden ist hier jedoch
Er > 0. Es handelt sich um ausgezeichnete diskrete Energieniveaus, die z.B. bei der
Streuung angeregt werden, dhnlich wie bei erzwungenen Schwingungen in der Mechanik
und Elektrodynamik:

Bei bestimmten Frequenzen wg = Egr/h der ein-
fallenden Teilchen werden die Eigenschwingungen
des streuenden Systems angeregt.

‘Instabile’ Bindungszutande
Resonanz-Niveaus Er lassen sich in gewisser Hinsicht als instabile Bindungszusténde in-
terpretieren:
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A
E
Resonanzzusténde (sind wegen
des Tunnel-
2
Vy(r) = h;(H;I) effektes instabil)
| Eg o
‘ - o
] Bindungszustande
Vb -
- VZ (T) — Vg
Y 1 a N
Breit-Wigner Formel
In der Nahe der Resonanz kann man naherungsweise
ka2
tand; = vy (Ea_) By v, = const.

setzen: Schwellenverhalten fiir den Zahler, Taylor-Entwicklung um die Nullstelle im Nen-
ner. Fir den Wirkungsquerschnitt o; der Partialwelle [ ergibt sich daraus

Am(20 + 1
O'l(E) = ﬂ-(k;_)SiIlz(;l =

4m(20+1) tan? g
k2 1 + tan? §;

A (20 + 1) (w(/w)”“)2
k2 (E— Eg)?+ (n(ka)?*1)?

Dies ist die Breit- Wigner-Formel fir den Wirkungsquerschnitt in der Umgebung der Res-
onanzenergie Ep.

Resonanzbreite
Die entsprechende Amplitude der Partialwelle ist
. 1 [14+itand; 1 tand;
E) = —(e20(k) 1) = —_ [ " q) =
fulk) 2ik (6 ) 2ik \1 —itand; k1l—itand;

wobei wir exp(2z) = exp(z)/ exp(—z) verwendet haben. Man erhalt

l %(ka>2l+1
k E — Er —ivy(ka)?+!

filk) =
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Die Grofle

Fl — 2,.)/[ (ka)2l+1

bezeichnet man als die Breite der Resonanz, da o;(Er + %Fl) = %al(ER).

Die Resonanzstreuung spielt eine zentral Rolle in der Atom-, Kern- und Elemen-
tarteilchenphysik. In ihrer allgemeinen Form gelten die hier hergeleiteten Formeln fiir
viele Potentiale.

Y
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