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Chapter 3

Der harmonische Oszillator

3.1 Eigenfunktionen und Eigenwerte

Der klassische harmonische Oszillator wird durch die Hamiltonfunktion

1 b
E = —p?2 4 22 b>0
om? T 2"
beschrieben, welche auch gleichzeitig die Gesamtenergie ist. Daraus ergibt sich nach dem

Korrespondenzprinzip der Hamiltonoperator

fiir die zeitunabhéngige Schrodinger-Gleichung Hu(z) = Eu(x).

Randbedingungen

Das Potential bz?/2 wichst monoton mit der Distanz vom Ursprung, womit die Aufent-
haltswahrscheinlichkeit |u(z)|? fiir groBe |z| gegen Null geht. Gesucht sind damit Losungen,
fur die

lim u(z) = 0 und (u,u) = /%O dru*(x)u(z) = 1

|z| =00 —00

gilt. Es wird sich zeigen, dafl nur bestimmte Werte von E mit dieser Bedingung vertraglich
sind (diskrektes Spektrum).

Reskalierung
Mit
b 2F 9 mw
w = E ) - ﬂ? 5 - 7 )
erhalt man
hw (5 5 1 d%u 1du o,
o= 5 (- 5 ) Far T
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Eigenzustand fiir ¢ = 1
Die resaklierte Gleichung lafit sich zunéchst approximativ fiir sehr grofle x 16sen:

Fiir B2? > e gilt v o= Bt us.

o0

Eine approximative Losung ist

[P
— =Bz
Lo o
ul, = —BQxe_Qﬁm
Lo o L oo
——[B%x — Bz
ul. = —f3% 25 + Bla’e 26 = B*(B* — 1)1 us

Falls € = 1 ist ue(x) somit sogar eine exakte Losung, mit £ = Ey = %hw. Wir bezeichnen
mit ug(x) die zugehorige normierte Losung der Schrodinger—Gleichung, mit (ug, ug) = 1
(Gauss Integral) und

up(x) = <ﬁ2>4 e_ﬁ2x2/2, E=E, = ;hw

™

Wir werden sehen, dass ug(z) der Grundzustand ist und Ey = hw/2 die Grundzustand-
senergie.

Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren
Alle Eigenlosungen und Eigenwerte lassen sich iterativ aus dem Grundzustand wug(x)
berechnen. Dazu betrachten wir Operatoren

b))

Man nennt a® und a FErzeugungs- und Vernichtungsoperatoren. Sei u = u(x) beliebig,

mit %m — x% =1 gilt dann

1/ ,, 1 d& 1
1/ ,, 1 d& 1
alatu) = 3 <6 Y e + U
also
(aa*—a*a)u = u
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Auf- und Absteigeoperatoren geniigen daher bosonischen Vertauschungsrelationen, mehr
dazu in der Quantenstatistik. Ferner gilt

H = hw (a+a—i— ;)

und

(ur,aus) = (atuy,uy)
fiir Funktionen uy, us, die im Unendlichen hinreichend stark verschwinden. Damit sind a
und a™ konjungierte Operatoren.

Grundzustand
Die Schrodinger—Gleichung 143t sich folgenderweise schreiben:

Fiir normierte Wellenfunktionen u(z) folgt hieraus

—(e—1) = ;(5—1)(u,u) = (u,a’au)

= (au,au) > 0

wobei die Gleichheit dann und nur dann gilt, falls au = 0 und ebenfalls ¢ = 1. Also

1 1
au(z) = 0 : = —Bru(z) , w(z) = uo(z) = <W> e 2 :

Also ist ¢ = 1, d.h. Ey = %hw, der kleinstmogliche Eigenwert von H, und damit die

Grundzustandsenergie.

Auf- und Absteigen
Wir betrachten den Kommutator von a mit dem Hamiltonoperator H = hw(a®™a + 1/2):

1 1 1
a <a+a + 2) = (a+a + [a, a+])a +oa = (ata+1)a+ 52

also:

1 1
(a*a + 2) (au) = a <a+a + 2> u— au

1 1
<a+a + 2) (atu) = a* (a*a + 2) u+atu
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mit der analogen Rechnung fiir a™.

Interpretation
Mit H = hw(ata + 1/2) = hwe/2 folgern wir somit
hw
H(au) = 7(6 - 2) (au),
hw
+,) W +
H(a™u) = - (e +2) (a™u).

Ist also u eine Eigenfunktion mit Eigenwert £, so ist damit au eine Losung mit Eigenwert
£ — 2 und atu ist eine Eigenfunktion mit Eigenwert £ + 2. Entsprechend gehort a™u zu
g—2m.

Nun gilt € > 1 (s. oben). D.h. fiir jeden Eigenwert & gibt es eine ganze Zahl n, so
daBl a™u # 0 ist , aber a"*ly = 0. Hieraus folgt &€ — 2n = 1 bzw. a"u ~ ug. Wenn man
geniigend haufig absteigt erreicht man immer den Grundzustand.

Energiespektrum

Aus der Forderung € > 1 folgt, dal nur die Eigenwerte &, = 2n + 1 moglich sind, mit n =
0,1,.... Mit £ = hwe/2 sind die erlaubten Eigenwerte E,, des harmonischen Oszillators
entsprechend

E, = (n—i—)hw, n=20,1,...

Eigenfunktionen
Bezeichnet man die Eigenfunktionen mit w,, so gilt

a+un(x) - Nun+1($),

mit einer Normierungskonstante N. Sei u, normiert, dann ist u,,; ebenfalls normiert
falls

N (Upy1,Uni1) = N? = (atu,,a’u,)
(

= (aatu,,u,) = ((ata + 1)u,,u,),

wobei wir die aa®™ —a*a = 1 verwendet haben. Aus der Schrodinger—Gleichung
1 1
atau, = nu,, H = hw (a+a+2)’ En:(n+2> hw

folt schlieBlich N2 = n + 1. Demnach erhilt man

atu,(z) = Vn+lu,(2)
aun(r) = Vnun1(z)

Mittels Iteration folgt aus der ersten Gleichung:
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wn() = —— (a*)"up(2) () = <52>‘1‘ — B2

n! T

Samtliche Eigenfunktionen des harmonischen Oszillators kénnen also iterative durch ein-
faches differenzieren aus dem Grundzustand gewonnen werden, das Problem ist somit
gelost.

Orthonormalitat
Sind E,,, # E,, zwei verschiedene Eigenwerte, so gilt

B, (U, um) = (Up,, Hum) = (Hunza um)
- Eng (unza un1> )
d.h. (tpy, up,) = 0 fir ny # ny. Die u,(z) bilden also ein orthonormales System. Sie

sind auch vollstandig. Der obrige Beweis gilt fiir beliebige selbst-adjungierte Operatoren,
insbesondere fiir alle Hamilton-Operatoren.

Explizite Form der Eigenfunktionen
Man kann die Eigenfunktionen w,(z) auch explizit

un(@) = /B(n12"/m) % e 3 H, (Ba)

als Funktion der Hermiteschen Polynomen H,(y) schreiben (hier ohne Beweis). Es gilt

Ho(y) = 17 Hl(y):2y )
Hy(y) = Ay% — 2, Hi(y) = 8y> — 12y, ...

Hermiteschen Polynome sind Losungen der Differentialgleichung

H)(y) — 2yH,(y) + 2nH,(y) = 0

Wir gehen hier nicht weiter auf die Eigenschaften von Hermite Polynome ein. Weit
wichtiger werden spater die Legendre Polynome sein.

3.2 Matrizenmechanik, Operatoren

Anhand vom harmonischen Oscillator diskutieren wir im Folgenden einige allgemeine
Konzepte.
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3.2.1 Matrixelemente

Sei V™ ein n—dimensionaler Vektorraum mit Elementen ¢ = (vy, ..., v,), einer orthonormierten
Basis €7, ... €,, und einem Skalarprodukt (7, 7). Eine lineare Abbildung A (Operator A)
is via den Matrixelementen a;,

ag = (€, Aey),

definiert:

S
1l

n
= Zaikvky Uzzvkgk-
k=1 k

Matrixelemente des harmonischen Oszillators

Analog zu endlich-dimensionalen Vektorraumen lassen sich die Matrixelemente von unendlich—
dimensionalen Matrizen beziiglich einer Basis {u, } ausrechnen, was wir hier fiir den har-
monischen Oszillator nachvollziehen. Dabei interessieren uns die Operatoren a, a™, Q,

P und H. Man hat

Amp = (um7 aun) - \/ﬁ<uﬂ’h unfl) = \/ﬁ(sm,nfl
a;rzn = (um7 a+un) = Vn+ 1 (um7 un+1) = vn+ 1 5m,n+1

Ferner ist

+ h B +
Q- glara) Pt

und daher gilt

Qun = 7(\/ﬁun—1 + Vn+1un+1)7

(%QW:PT{f%M+WH5m@
hop
(U, Puy) = ;7 (\/_5mn 1 — Vn+1 5mn+1)

Es fehlen noch die Matrixelemente des Hamilton—Operators,
(Um, Hun) = E, - 5mn .
In der Basis der Eigenzustéande {u,} ist die Hamiltonmatrix H,,, = (u,,, Hu,) diagonal,

was zu erwarten war. Allgemein spricht von der ”Matrizen”—Mechanik des harmonischen
Oszillators.
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3.2.2 Eigenschaften von Operatoren

Leiteroperatoren

Die Auf- und Absteigeoperatoren a™ und a, die die Eigenwerte von H um den Betrag hw
erhohen, bez. erniedrigen, werden auch Leiter-Operatoren genannt, bzw. Erzeugungs- und
Vernichtungs-Operatoren. Diese Operatoren spielen in der Physik eine zentrale Rolle, da
viele Systeme (Teilchenphysik/Elektrodynamik) auf harmonischen Oszillatoren aufbaut
sind.

Adjungierte Operatoren

Sei Blp] = {¢, , v = 1,...} ein vollstdndiges System von Funktionen beziiglich des
Skalarproduktes (u1,us). Ferner sollen alle ¢, zum Definitionsbereich des Operators A
gehdren, mit |Ap,| < oo.

LaBt sich zu gegebenem v ein ™ finden, derart dafl
(u, Ap,) = (u", )

fiir alle ¢, so definiert die Zuordnung
u — ut = Atu

den zu A adjungierten Operator AT.

In matrix Notation. Aus A,, = (¢, Ap,) und (A%, ¢,) = (0., Ate,)* folgt

(A+)HV = (QOAL?AJFSOV) = (AJFQOVJ ()O,LL)* = (SOVJAQO,M)* = A:uu

was wir schon frither gesehen hatten. Ein Beispiel ist
_f(a b + [a
=(ea) (i n)

Selbst-adjungierte Operatoren

Falls

(‘Pw ASOM) = (A¢V> ‘Pu)a Vo, Pu

so ist A selbst-adjungiert.

Selbst-adjungierte Operatoren haben reele Diagonal-Elemente, wie z.B.

-1/
A:<b—az’b’ b—i_CZb ), a,b, c reel.
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Es gilt A;; = A7,

Observable

Alle physikalischen Observablen entsprechen in der Quantenmechanik selbstadjungierte
Operatoren, insbesondere auch der Hamilton-Operator H, sowie die Orts- und Impulsop-
eratoren X und p. Selbstadjungierte Operatoren haben als symmetrische Matrizen nur
reelle Eigenwerte und damit auch reellen Mefiwerte. Komplexe Impulse kommen experi-
mentell nicht vor.

Unitare Operatoren

Gilt
AT = A1 ATA=AAT =1,

so heifit A = U wunitar. Es gilt
(Uul, UUQ) = (U+UU1, ’LLQ) = (Uh UQ) s

d.h. unitare Operatoren lassen Skalarprodukte invariant.

Beispiele fiir unitare Transformationen:
(a) Orthogonale Transformationen

(b) Zeitentwicklungs-Operatoren in einem n—-dimensionalen Vektorraum.

3.3 Koharente Zustande

Es 148t sich leicht nachrechnen, dafi die Erwartungswerte (u,,, Qu,) und (u,, Pu,) fir alle
Eigenzusténde u,, = u,(x) des harmonischen Oszillators verschwinden. Dies ist auch fiir
die zeitabhangigen Losungen

bn(at) = e Ent/Py (2)

der Fall. Der Erwartungswert des Ortsoperators Q beziiglich der Energie-Eigenfunk-
tionen w,(z) beschreibt also nicht die klassischen Bewegung x(t) = Asin(wt + «) des
harmonischen Pendels.

Koharente Zustande
Ausgehend von dieser Betrachtung ist es naheliegend, ﬂberlagerung der Eigenfunktio-
nen des harmonischen Oszillators zu betrachten, analog zu der Uberlagerung von ebenen
Wellen fiir freie Teilchen (siehe Abschnitt ?7). Im Falle der freien Teilchen gab es eine
ausgezeichnete Uberlagerung der Eigenfunktionen, das Gauss’sche Wellenpaket, im Falle
des harmonischen Oszillators sind es die kohdrenten Zustdinde.

Ein kohérente Zustand is als Eigenfunktion wu,(x) des Vernichtungsoperators a zum
komplexen Eigenwert z definiert:

au,(r) = zu,(x)
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Erwartungswerte
Man hat

(e Qi) = ——(u., (@ +a")u.) = ——(2+ 2%

28 V28

und analog

(uy, Pu,) = f\/ﬁi(uz,(a—aﬂuz) = = Zh\/ﬁi(z—z*)

was jeweils dem Real- und Imaginar-Anteil von z entspricht. Die Erwartungswerte des
Orts- und Impulsoperators verschwinden fiir u, also nicht.

Entwicklung nach Energie-Eigenfunktionen
Wir verwenden

U, a’t) ug

1
:ﬁ(

um das Matrixlement

1 n 1 "
(Un,uz) = ﬁ((a ) ug, uz) = ﬁ(uoya u,) = m(uo,uz)

zu berechnen. Damit erhalten wir

o) = D) unfe) = (0.0) 3 L ulo) = ) e )

Mit (ug, u.) = e **/? is u, () normiert,

u, = e 2527 0 (2)

wie man leicht nachrechnen kann.

Uber-Vollstindigkeit
Eigenfunktionen, die zu verschiedenen z-Werten gehoren, sind nicht zueinander orthogo-
nal,

[e.9]

1 1 .
(s t) = (g ) () = exp (=5l = Gleal® + 5521

n=0

und dami tiber-vollstandig.

Ortsraum-Darstellung

Mit %a* = (ﬁx — %%) findet man au,(z) = zu.(x) fir

9 o 2 2 Lo 1,

B2\1 —=ft V2B — |~ 2

w(r)= ()% e 2 2 2
m
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Bei den Eigenfunktionen wu,(x) des Vernichtungsoperators a handelt es sich also um
Gaufy’'sche Wellenpakete.

Unscharfe-Relationen

Aus
Q’ = 2;2{3 + (a )2+2a+a—|—1], P? = h2262[2a a—a2—(a+)2+1}
folgt
5232
(u., Q%u.) = 262( (Re(2))*+1), (s, P?u,) = f (4(Im(2)* +1).

Wegen (u., Qu.) = (v/2/8)Re(z), und (u,, Pu,) = v2BhIm(z) gilt daher fiir die mit-
tleren Schwankungen:

1 h? 52 h
(AQV==Z§, (AP)* = 5 AQAP=§

Das Produkt der Schwankungen von Q und P im Zustand u, hat also den minimalen Wert
der Heisenberg’schen Unschéferelation und ist von z unabhéngig. Diese Minimaleigen-
schaft hinsichtlich der Unscharferelation ist fiir Gaufy’schen Wellenpakete charakteristisch.

Zeitabhangigkeit
Wegen der Zeitabhangigkeit

¢n(l’,t) _ 6_iE”t/hun(:E) _ e—iwt/Qe—inwtun(x)

der Energie-Eigenfunktionen ist die Zeitabhangigkeit der Zustande u, durch

Zt o0 (ge—wWhyn . :
uy(z,t) = e 2 Z S Up = e_Mt/2uZ(t)(a:), 2(t) = ze Wi

n=0 \/—

gegeben. Man beachte, dafl u,(x,t=0) = u,. Fiir den Erwartungswert von Q beziiglich
u,(z,t) erhalten wir

<Qzﬁw—£m

(e, (2 + 2 )uspy) = -J%<<)+Z@D

Setzt man z = |z|e®, so folgt schlieBlich

V2|

<Q>,(t) = A cos(wt—9), A = 3

Hier hat der Erwartungswert von Q dieselbe Form wie die klassische Bewegung.
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Formkonstanz des Wellenpaketes
Die zeitabhéngige Funktion u.(x) hat die explizite Gestalt

1

w(e) = (B/m) e (—3 670 +VEa()6r — s - 22(0))

Es handelt sich um ein zeitabhéangiges Gaufl’sches Wellenpaket, dessen Breite jedoch nicht
von der Zeit abhéngt, d.h. kohdrente Wellenpakete zerflieflen nicht (wie das auch beim
Laser der Fall ist).

Der Name “kohdrente Zustinde” rithrt von ihren Anwendungen bei Kohérenzproble-
men in der Quantenoptik her. Da koharente Zustiande nicht zerflieen, sind sie geeignet,
um Signale in Glasfaser ohne Dampfung iiber weite Entferungen zu transportieren.



