Minimale

Mathematische Formelsammlung

Warnungen:

• Verwende nie eine Gleichung, auf deren einer Seite ein Vektor und auf deren anderer Seite ein Skalar steht!

• Dividiere niemals durch einen Vektor!

Vektoren

Physikalische Dreier-Vektoren bzgl. einer physikalisch dimensionslosen rechtshändigen Orthonormalbasis {e_1, e_2, e_3} : x = x^1 x^2 x^3

Kurzschrift für x = x^1 e_1 + x^2 e_2 + x^3 e_3

(x^1, x^2, x^3 beliebige (ungerichtete) physikalische Größen gleicher Art), α x^1 x^2 x^3 + β y^1 y^2 y^3 def= α x^1 + β y^1 α x^2 + β y^2 α x^3 + β y^3

Vektorregeln ,

x^1 x^2 x^3 · y^1 y^2 y^3 def= x^1 y^1 + x^2 y^2 + x^3 y^3 Skalarprodukt ,

x^1 x^2 x^3 × y^1 y^2 y^3 def= x^2 y^3 − x^3 y^2 x^3 y^1 − x^1 y^3 x^1 y^2 − x^2 y^1

Vektorprodukt ,

det a^1 b^1 c^1 a^2 b^2 c^2 a^3 b^3 c^3 def= a · (b × c) Spatprodukt , |x| = √ x · x Norm .

Cramersche Regel: x = x · (b_2 × b_3) b_1 · (b_2 × b_3) b_1 + b_1 · (x × b_3) b_1 · (b_2 × b_3) b_2 + b_1 · (b_2 × x) b_1 · (b_2 × b_3) b_3 .

(für b_1 · (b_2 × b_3) ≠ 0).

Eigenschaften des Skalarprodukts: a · b = b · a , (α a + β b) · c = α (a · c) + β (b · c) , e_j · e_k = { 1 für j = k , 0 sonst .

Anschaulich:

x · y = |x| |y| cos (̸ x, y) . Eigenschaften des Vektorprodukts: a × b = − (b × a) , (α a + β b) × c = α (a × c) + β (b × c) ,

e_j × e_k = e_3 für (j, k) = (1, 2) , e_1 für (j, k) = (2, 3) , e_2 für (j, k) = (3, 1) , 0 für j = k .

Anschaulich:

|x × y| = |x| |y| |sin (̸ x, y)| . Eigenschaften der Euklidischen Norm:

a ≠ 0 = |a| > 0 |λ a| = |λ| |a| , |a + b| ≤ |a| + |b| Dreiecksungleichung , |a|^2 + |b|^2 = 1 2 (|a + b| + |a − b|) Parallelogrammgleichung .

Damit gilt:

a · b = 0 =⇒ |a + b|^2 = |a|^2 + |b|^2 Satz von Pythagoras , |a · b| ≤ |a| |b| Schwarzsche Ungleichung .

Mehrfachprodukte:

a · (a × b) = b · (a × b) = 0 , a × (b × c) = (a · c) b − (a · b) c Entwicklungssatz , (a × b) · (c × d) = (a · c)(b · d) − (a · d)(b · c) , (a × b) × (c × d) = (a · (c × d)) b − (b · (c × d)) a .

Funktionen einer Variablen

Differentiation gewöhnlicher Funktionen:

ḟ(t)^{def}= d dt f(t)^{def}= lim_{0≠Δt→0} f(t + Δt) − f(t) Δt Ableitung , d dt (α f(t) + β g(t)) = α ḟ(t) + β ġ(t) Linearität , d dt (f(t)g(t)) = ḟ(t)g(t) + f(t)ġ(t) Produktregel , d dt f(t) g(t) = ḟ(t) g(t) − f(t) ġ(t) (g(t))^2

Quotientenregel , d dt f (g(t)) = ġ(t) ḟ(t^′)_{|t′=g(t)} Kettenregel , d dt f^{−1}(t) = 1 ḟ(f −1(t)) [ f^{−1}(f(t)) = f ( f^{−1}(t) ) = t ] . Spezielle Ableitungen: d dt t^n = n t^{n−1} , d dt e^{t/t0} = e^{t/t0} /t_0 , d dt sin(t/t_0) = cos(t/t_0)/t_0 , d dt cos(t/t_0) = − sin(t/t_0)/t_0 .

Mittelwertsatz der Differentialrechnung: f(t_2) − f(t_1) = (t_2 − t_2) ḟ(t^′) für geeignetes t^′ ∈ [t_1, t_2] .

Taylor-Entwicklung:

f(t + Δt) = n∑ ν=0 1 ν! (Δt)^ν ( d dt )_ν f(t) +^1_{n!} ∫_{t+Δt} t (t + Δt − t^′)^n

(_d

dt^′ )_{n+1} f(t^′ ) dt^′ ,

e^λ = ∞∑ ν=0 1 ν! λ^ν , sin λ = ∞∑ ν=0 (−1)^ν λ^{2ν+1} (2ν + 1)! , cos λ = ∞∑ ν=0 (−1)^ν λ^{2ν} (2ν)! .

Differentiation von Vektorfunktionen: d dt x^1(t) x^2(t) x^3(t) def= ẋ^1(t) ẋ^2(t) ẋ^3(t) , d dt (α x(t) + β y(t)) = α ẋ(t) + β ẏ(t) , d dt (g(t)x(t)) = ġ(t)x(t) + g(t)ẋ(t) , d dt (x(t) · y(t)) = ẋ(t) · y(t) + x(t) · ẏ(t) , d dt (x(t) × y(t)) = ẋ(t) × y(t) + x(t) × ẏ(t) , d dt ( x(t) g(t) ) = g(t) ẋ(t) − ġ(t) x(t) (g(t))^2 , d dt x (g(t)) = ġ(t) ẋ(t^′)_{|t′=g(t)} .

Integration gewöhnlicher Funktionen: ∫_{t2} t_1 f(t) =Ḟ (t)

dt = F (t) | | |^{t=t2}_{t=t1}^{def}= F (t_2) − F (t_1) Hauptsatz , ∫_{t2} t_1 ḟ(t)g(t) dt = f(t)g(t) | | |^{t=t2}_{t=t1} − ∫_{t2} t_1

f(t)ġ(t) dt partielle Integration , ∫_{t2} t_1 ġ(t) f(g(t)) dt = ∫_{g(t2)} g(t_1)

f(t^′) dt^′ Variablensubstitution .

Mittelwertsatz der Integralrechnung: ∫_{t2} t_1 f(t) g(t) ≥_0 dt = f(t^′) ∫_{t2} t_1

g(t) dt für geeignetes t^′ ∈ [t_1, t_2] .

Integration von Vektorfunktionen: ∫_{t2} t_1

ẋ(t) dt = x(t_2) − x(t_1) .

Funktionen mehrerer Variabler:

Partielle Ableitung gewöhnlicher Funktionen: ∂ ∂q^ν f(q^1, . . . , q^n)^{def}= lim_{0≠Δq→0} f(q^1, . . . , q^ν + Δq, . . . q^n) − f(q^1, . . . , q^ν , . . . q^n) Δq . Verallgemeinerte Kettenregel: f̂(q1, . . . , qn) = f ( x^1(q^1, . . . , q^n), . . . , x^n(q^1, . . . , q^n) )

=⇒ ∂ ∂q^ν f̂(q^1, . . . , q^n) =^n∑ μ=1 ( ∂ ∂q^ν x^μ(q^1, . . . , q^n) )( ∂ ∂x^μ f(x^1, . . . , x^n) ) |_{xλ=xλ}(_{q1,...,qn}) .

Partielle Differentialausdrücke (x = x^1 e_1 + x^2 e_2 + x^3 e_3):

∇^{def}= ∂ ∂x^1 ∂ ∂x^2 ∂ ∂x^3 Nabla-Operator ,

Δ^{def}= ∇ · ∇ = 3∑ j=1 ( ∂ ∂x^j )_2

Laplace-Operator ,

grad Φ(x)^{def}= ∇ Φ(x) = ∂ ∂x^1 Φ(x) ∂ ∂x^2 Φ(x) ∂ ∂x^3 Φ(x)

Gradient ,

div ȷ (x)^{def}= ∇ · ȷ (x) = ∂ ∂x^1 ȷ^1(x) + ∂ ∂x^2 ȷ^2(x) + ∂ ∂x^3 ȷ^3(x) Divergenz ,

rot A(x)^{def}= ∇ × A(x) = ∂ ∂x^2 A^3(x) − ∂ ∂x^3 A^2(x) ∂ ∂x^3 A^1(x) − ∂ ∂x^1 A^3(x) ∂ ∂x^1 A^2(x) − ∂ ∂x^2 A^1(x)

Rotation ,

rot (grad Φ)^{def}= ∇ × ∇ Φ = 0 ,

div (rot ȷ)^{def}= ∇ · (∇ × ȷ) = 0 , ∇ × (∇ × A) = ∇ (∇ · A) − ΔA .

Bedeutung des Gradienten: d dt Φ ( x(t) ) = ẋ(t) · grad Φ ( x(t) ) . Taylor-Reihe:

Φ(x + a) = ea^{·grad} Φ(x)^{def}= Φ(x) + ∞∑ ν=1 1 ν! (a · grad )^ν Φ(x) .

(a · grad ) Φ(x)^{def}= a · grad Φ(x) (Richtungsableitung, falls |a| = 1) . Einfache Parametrisierungen:

C = {x(t) : t ∈ [t_1, t_2]} Wegstück , S = {x(s, t) : (s, t) ∈ [s_1, s_2] × [t_1, t_2]} Flächenstück , G = {x(s, t, u) : (s, t, u) ∈ [s_1, s_2] × [t_1, t_2] × [u_1, u_2]} Raumgebiet .

Entsprechende Integrale: ∫ C F(x) · dx^{def}= ∫_{t2} t_1

F(x(t)) · ẋ(t)

∼t(x(t)) dt ,

∫ S ȷ (x) · dSx^{def}= ∫_{t2} t_1 (∫_{s2} s_1 ȷ (x(s, t)) · ( ∂ ∂s x(s, t) × ∂ ∂t x(s, t) )

∼n(x(s,t)) ds ) dt ,

∫ G ρ(x) dVx^{def}= ∫_{t2} t_1 ∫_{s2} s_1 ∫_{u2} u_1

ȷ (x) · ( ∂ ∂s x · ( ∂ ∂t x × ∂ ∂u x ))

>0 ds dt du .

Entsprechende Mittelwertsätze: ∫ C F(x) · dx = |C| t(x^′) · F(x^′) für geeignetes x^′ ∈ C ,

|C|^{def}= ∫_{t2} t_1

|ẋ(t)| dt Weglänge , ∫ S ȷ (x) · dSx = |S| n(x^′) · ȷ (x^′) für geeignetes x^′ ∈ S ,

|S|^{def}= ∫ S |dSx| Flächeninhalt , ∫ G ρ(x) dVx = |G| ρ(x^′) für geeignetes x^′ ∈ G ,

|G|^{def}= ∫ G dVx Rauminhalt

(t^{def}= Tangentenvektor, |t | = 1 ; n^{def}= Flächennormale, |n| = 1).

Entsprechende Hauptsätze:

................

....................

......

......

......

.......

.....................

C-Anfang

C-Ende C ∫ C grad Φ(x) · dx = Φ (x_{Ende}) − Φ (x_{Anfang}) ,

...... ...................

.... ... . ....

.... . . . .. . ... .... . . . .. .. .. . . .... .....

.................................................. .....

...........

...... ........

................. ... . .. .. .. ... ... S ∂S ∫ S rot A(x) · dSx =_{Stokes} ∫ ∂S A(x) · dx , .. .. .. .. . . . ..... ...

............................................... ...............

......... .......................

..........

................. . . . .. .. .

..... ......

.....

........

......

......... ............... . . . . .. . ......

...........

.......................... ...

.. .. . . ..... . G ∂G ∫ G divȷ (x) dVx =_{Gauß} ∫ ∂G ȷ (x) · dSx .

Wichtige Äquivalenzen:

Ein Vektorfeld F heißt wirbelfrei, oder auch konservativ, falls eine

der folgenden drei äquivalenten Aussagen zutrifft: 1. ∫ C F(x) · dx = 0 für jeden geschlossenen Weg C .

2. rot F(x) = 0 für alle x ∈ IR^3 .

3. F(x) = −grad Φ(x) für geeignetes Skalarpotential Φ(x) .

Ein Vektorfeld B heißt quellfrei, falls eine der folgenden drei äquiva-

lenten Aussagen zutrifft: 1. ∫ S B(x) · dSx = 0 für jedes geschlossene Flächenstück S .

2. div B(x) = 0 für alle x ∈ IR^3 .

3. B(x) = rot A(x) für ein geeignetes Vektorpotential A(x) .

Fundamentalsatz der Vektoranalysis:

F(x) = −grad ∫ IR^3

div F(x^′) 4π|x − x^′| dVx′ wirbelfrei

+ rot ∫ IR^3

rot F(x^′) 4π|x − x^′| dVx′ quellfrei

(für hinreichend gutartiges F (x)).

Kugelkoordinaten r , ϑ , φ :

x^1 = r sin ϑ sin φ , x^2 = r sin ϑ cos φ , x^3 = r cos ϑ ,

e_r^{def}= ∂ ∂r x | | |^∂_{∂r} x | | | , e_ϑ^{def}= ∂ ∂ϑ x | | |^∂_{∂ϑ} x | | | , e_φ^{def}= ∂ ∂φ x | | |^∂_{∂φ} x | | | ,

(grad Φ)^{r def}= e_r · grad Φ = ∂ ∂r Φ , (grad Φ)^{ϑ def}= e_ϑ · grad Φ = 1 r ∂ ∂ϑ Φ , (grad Φ)^{φ def}= e_φ · grad Φ = 1 r sin ϑ ∂ ∂φ Φ div ȷ = 1 r^2 ∂ ∂r ( r^2ȷ^r ) + 1 r sin ϑ ∂ ∂ϑ ( sin ϑ ȷ^ϑ ) + 1 r sin ϑ ∂ ∂φ ȷ^φ , △Φ = 1 r ( ∂ ∂r )_2

(r Φ) + 1 r^2 sin ϑ ∂ ∂ϑ ( sin ϑ ∂ ∂ϑ Φ ) + 1 r^2 sin^2 ϑ ( ∂ ∂φ )_2 Φ , (rot ȷ)^r = 1 r sin ϑ ∂ ∂ϑ (sin ϑ ȷ^φ) − 1 r sin ϑ ∂ ∂φ ȷ^ϑ , (rot ȷ)^ϑ = 1 r sin ϑ ∂ ∂φ ȷ^r − 1 r ∂ ∂r (r ȷ^φ) , (rot ȷ)^φ = 1 r ∂ ∂r ( r ȷ^ϑ ) − 1 r ∂ ∂ϑ ȷ^r . Fourier-Theorie

Fourier-Reihenentwicklung:

f(t) = lim_{n→+∞} +n∑ ν=−n c_ν (f) e^{+i ν ω t} , c_ν (f)^{def}= ω 2π ∫_{+π/ω} −π/ω f(t) e^{−i ν ω t} dt , punktweise konvergent unter Voraussetzung der Dirichlet-Bedingungen:

(i) f(t) = f ( t +^{2π}_ω ) , (ii) f stückweise stetig, (iii) ℜ(f) , ℑ(f) stückweise monoton,

(iv) f(t) = 1 2 lim Δt→+0 (f(t + Δt) + f(t − Δt)) .

FourierTransformation f −→ ~f : ~f(ω) = 1 √ 2π ∫_{+∞} −∞ f(t) e^{−i ω t} dt ⇐⇒ f(t) = 1 √ 2π ∫_{+∞} −∞ ~f(ω) e^{+i ω t} dω (für hinreichend gutartiges f(t)).