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Aufgabe 35 (Koordinatenverteilung eines harmonischen Oszillators) (10 Pkte.)

Wir betrachten emen harmomschen Ostzillator in einer Dimension mit dem Hamilton
Operator H= p — e m“’ 2 Aus der Quantenmechanik wissen wir bereits, dass dieses
System Energlemveaus E = hw(n + 2) hat, die nicht entartet sind. Jede Eigen-
funktion W, (x) in Ortsdarstellung entspricht (bei 7" = 0) einer gewissen Wahrschein-
lichkeitsverteilung der z-Koordinate. Bei endlicher Temperatur 7" > 0 kann sich der
Oszillator in unterschiedlichen Quantenzustédnden ¥, (z) befinden. Die Wahrschein-
lichkeiten dafiir p,, ~ e #F» leiten sich aus dem kanonischen Ensemble her.

a) Schreiben Sie die Ortsdarstellung der Dichtematrix, die diesem gemischten Zu-
stand entspricht. Driicken Sie das Ergebnis durch die Eigenenergien F,, und
Eigenfunktionen ¥, (x) des harmonischen Oszillators. (1 Pkt.)

Die diagonalen Elemente dieser Matrix (z = 2’) beschreiben die Wahrscheinlichkeits-
dichte p(x) eines bestimmten x-Wertes. Um den expliziten Ausdruck fiir diese Funk-
tion zu finden, verwenden wir einen Trick.

b) Werten Sie zuerst die z-Ableitung von p(z) aus und zeigen Sie, dass sich das
Ergebnis in folgender Form schreiben léasst: (3 Pkte.)
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wobei o eine Normierungskonstante ist.

c) Zeigen Sie jetzt, dass der Ausdruck fiir p(x)z eine &hnliche Form hat: (2 Pkte.)
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Hinweis: in b) und ¢) verwenden Sie die Ortsdarstellung des Impulsoperators
p= —ih% und die Definition der Absteige- (a) und Aufsteigeoperatoren (a*):
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d) Vergleichen Sie beide Ergebnisse und und stellen Sie eine Gleichung zur
Bestimmung der Verteilung p(z) auf. Mithilfe dieser Gleichung finden Sie den
expliziten Ausdruck fiir p(x). Normieren Sie anschlieBend diese Funktion auf
dem ganzen Bereich x € (—o00,00). (2 Pkte.)
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e) Berechnen Sie die Grenzwerte von p(z) fiir sehr hohe (kg7 > hw) und sehr tiefe
(kT < hw) Temperaturen. Interpretieren Sie beide Ergebnisse. (2 Pkte.)

Aufgabe 36 (Elektronengas in zwei Dimensionen) (6 Pkte.)

Ein Quantengas freier nichtwechselwirkender Elektronen mit Spin S = 1/2 befinde
sich in einem zweidimensionalen quadratischen Kasten mit der Seitenldnge L. Fiir
die elektronische Wellenfunktion werden periodische Randbedingungen ¥ (z+L,y) =
U(z,y) und ¥(x,y + L) = ¥(x,y) angenommen.

a) Berechnen Sie die Zustandsdichte D(E) = Q(FE)/A, wo A = L? die Gesamtflache
des Kastens ist. (2 Pkte.)

b) Wie skaliert die Fermienergie e mit der Elektronendichte n = N/L? bei T = (07?
(1 Pkt.)

c) Zeigen Sie, dass die Temperaturabhéngigkeit des chemischen Potentials durch
w(T) = ep + kT In[1 — exp (—er/ksT')] gegeben ist. Skizzieren Sie den Tem-
peraturverlauf von p und interpretieren Sie das Ergebnis fir p(7") bei tiefen
(kg1 < ep) und hohen (kg1 > €p) Temperaturen. (3 Pkte.)

Hinweis: verwenden Sie den Ausdruck fiir die Teilchenzahl:

N = LQ/dEn(E)D(E),

0
wo n(E) die Fermi-Dirac-Funktion ist.

Aufgabe 37 (Dichtematriz eines harmonischen Oszillators) (4 Pkte.)

Die Eigenwertgleichung eines harmonischen Oszillators H|n) = FE,|n) hat Eigen-
funktionen |n) mit Energien E, = hw(n + 3). Die Ortsdarstellung der ersten zwei
Wellenfunktionen |n) hat folgende Form:
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a) Berechnen Sie die Dichtematrix p fiir den Fall, dass sich der Oszillator im
Zustand |¢)) = \%(|0> +|1)) befindet. Schreiben Sie die Dichtematrix sowohl in
der Basis der Energiezustdnde |n) als auch in der Ortsdarstellung: p(z,z’) =
(x|pla’). (2 Pkte.)

b) Schreiben Sie die Dichtematrix fiir ein Ensemble, bei dem die Halfte aller Os-
zillatoren im Zustand |0) und der Rest im Zustand |1) ist. Verifizieren Sie,
dass die Ortsdarstellung von p fiir diesen gemischten Zustand anders aussieht
als die Dichtematrix fiir den reinen Zustand aus a), obwohl die Wahrschein-
lichkeiten die Zusténde |0) und |1) zu messen in beiden Féllen a) und b) gleich
sind (po = 1/2, p1 = 1/2). (2 Pkte.)



