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Vorwort

Ist es moglich all die Materie in immer kleinere Bausteine zu zerlegen? Diese
Frage haben sich schon die griechischen Naturphilosophen gestellt und einige
von ihnen waren der Uberzeugung, dass es fundamentale, nicht mehr zerlegbare
Bausteine der Materie geben muss, aus denen die makroskopischen Struktu-
ren des Universums aufgebaut sind. Damit war die Idee des Atoms!, die auf
Demokrit und seinen Lehrer Leukipp etwa 500 v. Chr. zuriickgeht, geboren. Sie
gingen davon aus, dass die gesamte Materie aus unteilbaren Einheiten aufgebaut
ist, wobei die experimentelle Uberpriifung dieser Vermutung zur damaligen Zeit
nicht moglich war. Andere Gelehrte, wie z.B. deren Zeitgenosse Empedokles,
vertraten die Lehre der vier Elemente - Wasser, Luft, Feuer und Erde - was man
als ,,Standardmodell der Elementarteilchen” jener Zeit auffassen kénnte.
Heute geht man davon aus, dass die gesamte Materie aus fundamentalen Teil-
chen, den Quarks und Leptonen, aufgebaut ist?. Im Gegensatz zur damaligen
Zeit, werden heute immer leistungsfihigere Beschleunigeranlagen gebaut, wie
z.B. das im Jahr 2008 in Betrieb genommene LHC? (Large Hadron Collider)
am CERN, oder das sich noch im Bau befindliche FAIR (Facility for Antiproton
and Ton Research) an der GSI bei Darmstadt, die wie riesige Mikroskope im-
mer tiefer in die Materie eindringen und Erkenntnisse iiber deren Aufbau und
Wechselwirkungen sowie iiber die Evolution des Universums liefern konnen.

Ist man bestrebt den Aufbau der Materie zu untersuchen, so ist es unumginglich,
dass sich die Frage nach der Kraft stellt, die ,,die Welt im Innersten zusammen-
hilt”. Nach heutigem Verstéindnis sind in der Physik auf elementarem Niveau
vier fundamentale Kriifte bekannt. Das ist auf der einen Seite die Gravitati-
on, die ihre Beschreibung in der allgemeinen Relativitdtstheorie (ART) findet
[1]. Auf der anderen Seite sind es die elektromagnetische, die schwache und die
starke Kraft, die mit lokalen Quantenfeldtheorien (QFT) beschrieben werden [2].
Die elektromagnetische Kraft, auf die die chemischen Bindungen zuriickgefiihrt
werden konnen und auf der ebenfalls die Stabilitit der Atome beruht, wird mit
der Quantenelektrodynamik (QED) beschrieben. Die Tatsache, dass Protonen,
die in vereinfachter Vorstellung aus drei Quarks aufgebaut sind, sich auf Grund
der positiven elektrischen Ladung abstoflen, fordert auf mikroskopischen Skalen
eine Kraft, die stéirker ist als die elektrische, um die Stabilitit der Atomkerne
zu garantieren. Diese wird einfach als starke Kraft bezeichnet und wirkt zwi-
schen den in sechs Sorten, den Flavours, vorkommenden Quarks bzw. Teilchen,
die aus ihnen aufgebaut sind, den Hadronen. Die Theorie dieser Kraft ist die

I Atom leitet sich aus dem Griechischen atouos (atomos) ab und bedeutet das Unteilbare.

2 Anlass dazu geben die tiefinelastischen Experimente.

3Die Schwerpunktsenergien, die bei Protonkollisionen im LHC erzeugt werden konnen,
liegen bei /s ~ 14 TeV.
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X VORWORT

Quantenchromodynamik (QCD). Die sogenannte schwache Kraft ist die letzte
fundamentale Kraft, die die Umwandlung von Quarkflavours zuléisst und somit
z.B. den (-Zerfall erkldrt. Sie wird mit der Quantenflavourdynamik (QFD) be-
schrieben. Charakteristisch fiir die schwache Kraft ist, dass sie, im Gegensatz zur
QED und QCD sowie auch der Gravitation, keine stabilen Zusténde bildet. Be-
dingt durch den mathematischen Formalismus und experimentelle Befunde ist
man heute der Auffassung, dass diese fundamentalen Kréifte durch Austausch-
teilchen, die sogenannten Eichfelder, iibermittelt werden. Man spricht somit
von einer Wechselwirkung zwischen den Materiefeldern und den Eichfeldern.
Voraussetzung fiir solch eine Wechselwirkung ist jedoch, dass die Materiefelder
die Ladung der entsprechenden Kraft bzw. Wechselwirkung tragen. So sind die
Eichfelder der Gravitation die hypothetischen Gravitonen die zwischen masse-
behafteten Teilchen bzw. massiven Objekten ausgetauscht werden. Tragen die
Materiefelder die elektrische Ladung, wie z.B. die Elektronen, so kann zwischen
ihnen, durch virtuelle Photonen ~ als Eichfelder, die elektromagnetische Wech-
selwirkung tibermittelt werden. Die Materiefelder der starken Wechselwirkung
sind die Quarks, die die sogenannte Farbladung tragen. Diese sind die einzigen
Materiefelder, die allen Wechselwirkungen unterliegen und haben die besondere
Eigenschaft, dass sie zusammen mit den Gluonen g, dies sind die Austausch-
teilchen der starken Wechselwirkung, in Hadronen eingesperrt sind und somit
nicht isoliert beobachtet werden kénnen. Diesen Umstand bezeichnet man als
Confinement. Die Gluonen haben die besondere Eigenschaft, dass sie selbst die
Farbladung tragen® und somit theoretisch gebundene Zusténde, die sogenannten
Glueballs, die in dieser Arbeit eine zentrale Rolle einnehmen werden, generie-
ren konnen. Die Eichfelder der schwachen Wechselwirkung sind die Vektorboso-
nen W#* und Z° und die entsprechende Ladung ist die schwache Ladung. Die
drei letztgenannten Wechselwirkungen bilden das heutige Standardmodell der
Elementarteilchen [3]. Diese fundamentalen Wechselwirkungen des Standard-
modells lassen sich aus einem einzigen Prinzip herleiten, nimlich der Forderung
nach einer lokalen Eichinvarianz. Die Gravitation konnte bis heute noch nicht
in das Standardmodell eingebunden werden®. Sie ist die schwiichste Wechselwir-
kung der Vier, jedoch auf astronomischen Skalen die dominanteste, da sie eine
unendliche Reichweite besitzt und im Gegensatz zur elektromagnetischen, die
ebenfalls eine unendliche Reichweite hat, nicht abgeschirmt werden kann. Die
Gluonen sind ebenso wie die Gravitonen und Photonen masselos, somit miisste
auch die starke Wechselwirkung unendliche Reichweite besitzen. Die Tatsache,
dass sie nur sehr kurzreichweitig ist, liegt darin begriindet, dass die Gluonen die
Farbladung tragen. Auf mikroskopischen Skalen spielt die Gravitation jedoch
keine wesentliche Rolle. Will man mikroskopische Systeme untersuchen, wie sie
z.B. Elementarteilchen darstellen, so sind die Wechselwirkungen des Standard-
modells von Bedeutung, wobei die schwache Wechselwirkung bei den meisten
Prozessen nicht beobachtet wird, da sie von der elektromagnetischen und der
starken Wechselwirkung stark unterdriickt wird. Am besten kann die schwache
Wechselwirkung beobachtet werden, wenn die elektromagnetische und die star-

4Eine Konsequenz nicht-abel’scher Eichtheorien ist, dass ihre Eichfelder selbst die entspre-
chende Ladung tragen.

5Mit gewissen Stringtheorien und der Quantengravitation wird versucht die Gravitation
mit den restlichen Wechselwirkungen zu vereinheitlichen.
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ke Wechselwirkung nicht erlaubt sind. Dies ist der Fall, wenn Neutrinos® an

den Prozessen beteiligt sind, oder wenn eine Umwandlung der Quarkflavours
stattfindet. Um die Eigenschaften von Elementarteilchen sowie deren Wechsel-
wirkungen zu studieren, konnen als Untersuchungsobjekte Streuungen’ sowie
Zerfille herangezogen werden. In der Theorie lduft das meist auf die Berech-
nung von Wirkungsquerschnitten o und Zerfallsbreiten I' der Teilchen hinaus.
Im Fokus dieser Arbeit steht die Untersuchung von Zerfillen, insbesondere der
bereits genannten Glueballs, iiber die starke Wechselwirkung innerhalb eines
effektiven Modells® mit einer, bis auf die U(1)4-Anomalie’ sowie die expli-
zite Symmetriebrechung, bedingt durch die endlichen Quarkmassen, globalen
chiralen U(2)r x U(2)g-Symmetrie. Dabei bedeutet Chiralitét Handigkeit und
bezieht sich auf die Projektion des Spinvektors auf den Impulsvektor. Zeigen bei-
de in die gleiche Richtung, so ist das betrachtete Teilchen rechtshindig, ist die
Richtung der Vektoren entgegengesetzt, dann handelt es sich um ein linkshéin-
diges Teilchen!?. Die starke Wechselwirkung besitzt die exakte lokale SU(3),-
Eichsymmetrie, wobei diese bei typischen hadronischen Lingenskalen von etwa
1 fm eine untergeordnete Rolle spielt, und im Fall von Ny masselosen Quarks
die approximative globale chirale U(Ny)r x U(Ny)p-Symmetrie.

Bevor sich den Zerfillen zugewandt wird, soll an dieser Stelle noch eine weitere
fiir diese Arbeit wichtige Eigenschaft der QCD als QFT erwihnt werden, die
Skalen-Anomalie. Diese hingt mit der Dilatation-Symmetrie zusammen, wobei
es sich bei der Dilatation um eine Skalentransformation der Raum-Zeit handelt,
welche fiir Theorien ohne charakteristische Léngen- bzw. Energieskala, wie bei-
spielsweise die klassische QCD-Lagrangedichte, erhalten bleibt. In diesem Fall
ist die entsprechende Theorie Skalen invariant und besitzt entsprechend dem
Noether-Theorem!! [4] einen erhaltenen Strom, den Skalen-Strom. In der QCD
als eine QFT wird jedoch durch die Renormierung der reinen Yang-Mills La-
grangedichte!? ein Skalenparameter A hervorgebracht, wodurch die Dilatation-
Symmetrie nicht mehr erhalten bleibt. Diese Brechung der Dilatation-Symmetrie
wird als Skalen-Anomalie bezeichnet. Bei niedriegen Impulsen erhiilt man den

6Neutrinos zihlen zu den elektrisch ungeladenen Leptonen. Sie tragen keine Farbladung
und sind fast masselos. Dadurch unterliegen sie im messbaren Bereich nur der schwachen
Wechselwirkung. Trotz der geringen Masse spielen sie gravitativ im Universum keine unwich-
tige Rolle, da sie in einer enormen Anzahl vorkommen und somit zur Kldrung der Natur der
dunklen Materie beitragen konnten.

"Bei Streuungen werden Teilchen aufeinander geschossen und man kann beispielsweise
den Ablenkwinkel messen und daraus, wie bei der Rutherford-Streuung, auf die Struktur des
Atoms schlieflen.

8Unter einem effektiven Modell versteht man die Realisierung grundlegender Eigenschaften,
wie der Symmetrien der betrachteten Theorie.

9Im allgemeinen handelt es sich bei Anomalien um Symmetrien einer klassischen La-
grangedichte, die auf der Quantenebene gebrochen werden. Die globale chirale Symmetrie
U(Ng)r x U(Ng)r kann zerlegt werden in SU(Ny)y x SU(Ny)a x U(1)y x U(1) 4, wobei
U(1) 4 nach der Quantisierung nicht mehr erhalten ist, was als U(1) 4- bzw. Chirale-Anomalie
bezeichnet wird.

10Bei einem Diracfeld, welches in eine rechts- bzw. linkshéindige Komponente zerlegt werden
kann, wird dies als einer der beiden Eigenwerte des Operators +° definiert.

" Das Theorem von E. Noether ist ein physikalisch fundamentales und wohl eines der wich-
tigsten Theoreme, welches besagt, dass kontinuierliche Symmetrien zu erhaltenen physikali-
schen Groflen bzw. erhaltenen Stromen und umgekehrt fithren. Dabei bedeutet Symmetrie
Invarianz der Wirkung unter der Transformation der entsprechenden Symmetrie.

2Dje QCD-Lagrangedichte setzt sich zusammen aus der Dirac-Lagrangedichte, die die
Wechselwirkung der Quarks durch die Gluonen beschreibt, und der reinen Yang-Mills-
Lagrangedichte, die die Selbstwechselwirkung der Gluonen beschreibt.
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QCD Skalenparamter Agcp =~ 200 MeV, der die typische hadronische Langens-
kala von AECD ~ 1 fm ergibt.

Eine intrinsische Eigenschaft der Elementarteilchen ist, dass alle, bis auf ein
paar Ausnahmen, die auf Grund gewisser Erhaltungssiitze oder kleiner Massen
stabil bleiben, spontan zerfallen. Quantenfeldtheoretisch wird ein Zerfall, z.B.
eines Teilchens in zwei leichtere, als eine Zustandsénderung betrachtet, also als
ein Ubergang zwischen zwei Zustinden. Auf Grund der quantenmechanischen
Natur der Elementarteilchen konnen bei Zerfiillen nur statistische Vorhersagen
getroffen werden. Dies bedeutet, dass die wesentliche Grofle fiir die man sich in-
teressiert, ndmlich die Lebensdauer eines Teilchens, die umgekehrt proportional
zur Zerfallsbreite ist'®, eine mittlere Lebensdauer ist. Diese ist charakteristisch
fiir die jeweilige Wechselwirkung, iiber die ein Teilchen zerfillt. In der starken
Wechselwirkung betriigt diese 10723 s. Solche kurzlebigen Teilchen bzw. Zustéin-
de werden als Resonanzen bezeichnet. In der hadronischen QCD unterscheidet
man zwischen bosonischen Hadronen, den Mesonen, dies sind Quark-Antiquark
Zustidnde qq sowie auch die Glueballs, und fermionischen Hadronen, den Ba-
ryonen, die aus drei Quarks aufgebaut sind ¢ggqq. Betrachtet man die theoreti-
sche sowie experimentelle Entwicklung der letzten 30 Jahre in der hadronischen
QCD, so stellt man fest, dass im Sektor der leichten skalaren Mesonen, un-
terhalb der Masse von 2 GeV, die Natur dieser Zusténde noch nicht eindeutig
geklirt ist. In diesem Energiebereich existieren viele skalare Resonanzen, die
man mit dem naiven Quark-Antiquark Bild nicht in Einklang bringen kann. Al-
lein im skalaren-isoskalaren Kanal'? gibt es fiinf Resonanzen: fo(600), fo(980),
f0(1370), fo(1500) und fo(1710). Um die Natur dieser Resonanzen zu erkléren,
vermutet man aus theoretischer Sicht aufler dem gewohnlichen Quarkonium,
d.h. einem Quark-Antiquark Zustand, weitere Zustéinde, wie z.B. die Glueballs,
Tetraquarks sowie mesonische Molekiile [5, 6], die auf Grund gleicher Quanten-
zahlen JP¢ = 0%+ alle miteinander mischen. In der vorliegenden Arbeit wird
ausschlieBlich die Mischung zwischen zwei dieser Zustéinde, einem Quarkonium
und einem Glueball, betrachtet.

Eine abschliefende Kldrung, welche der zuvor genannten skalaren-isoskalaren
Resonanzen iiberwiegend als Quarkonium bzw. als Glueball identifiziert wird,
steht noch aus. Gitterrechungen der reinen Yang-Mills QCD deuten auf ein kom-
pletes Glueballspektrum hin, wobei der Grundzustand, ein skalare-isoskalare
Glueball G, im Bereich zwischen 1.4 und 1.8 GeV liegen soll [7]. Der expe-
rimentelle Nachweis dieses Glueballs bringt jedoch erhebliche Schwierigkeiten
mit sich, da er, auf Grund der gleichen Quantenzahlen, nicht vom gewthnlichen
skalaren-isoskalaren Quarkonium unterschieden werden kann. In dieser Arbeit
wird der skalare Glueball iiberwiegend als Resonanz fp(1500) und das skalare
Quarkonium, das als Sigmafeld bezeichnet wird, iiberwiegend als die Resonanz
f0(1370) identifiziert. AnschlieBend werden aus dem effektiven Modell die fol-
genden Zerfallskanile fo(1500) — 7w, fo(1500) — pp — 4w, fo(1500) — nm,
fo(1500) — 1, fo(1500) — KK, die von der Particle Data Group [8] sehr
gut bekannt sind, sowie fo(1370) — 7w, fo(1370) — pp — 4w, fo(1370) — nn,
fo(1370) — K K untersucht.

13Dies resultiert aus der Heisenberg’schen Unschiirferelation in Energie und Zeit: AEAt > h.

14Zudem gibt es die Isovektoren ag(980) und ag(1450) und die Isodubletts K¢ (800) sowie
K (1430), wobei die Resonanz K (800) experimentell nicht ausreichend gesichert ist und aus
diesen Grund in der Particle Data Group nicht mehr aufgefithrt wird.



Kapitel 1

Einleitung

1.1 Standardmodell der Elementarteilchen

Das Standardmodell der Elementarteilchen besteht aus den fundamentalen Ma-
teriefeldern, den Quarks und den Leptonen', die jeweils in sechs Sorten vorkom-
men, wie der Tabelle 1.1 zu entnehmen ist. Sie werden in drei Familien zu jeweils
zwei Dubletts unterteilt. Die uns umgebende Welt ist jedoch nur aus Teilchen der
ersten Familie aufgebaut. Die zwei iibrigen Familien sind sozusagen ,,Kopien”
der ersten, mit dem gravierenden Unterschied, dass die dquivalenten Teilchen
von Familie zu Familie immer massiver werden. Dabei tragen die Materiefelder

einen halbzahligen Spin von %, wodurch sie den Fermionen? angehéren.
Familie Quarks [MeV] Leptonen [MeV]
i up 1.5—-4 e~ 0.511
down 4-—28 ve <3-1076
5 strange 80 — 130 p— 105.7
charme 1.25 —1.35-103 v, <0.19
3 bottom 4.1 — 4.4 -103 T 1777
top 178 +4.3 - 103 v, <182

Tabelle 1.1: Die Massen der Stromquarks und Leptonen.

Die Wechselwirkungen im Standardmodell werden mit lokalsymmetrischen,
geeichten Quantenfeldtheorien beschrieben. Die Erhaltung der lokalen Eichsym-
metrie erfordert Eichfelder, die als bosonische Austauschteilchen der jeweiligen
Wechselwirkung interpretiert werden. Das Standardmodell umfasst 12 Eichfel-
der, wie aus der gruppentheoretischen Beschreibung und der experimentellen
Bestatigung folgt. Sie sind Spin 1 Teilchen und zihlen dadurch zu den Bosonen.
In Tabelle 1.2 sind die Eichfelder sowie weitere charakteristische Eigenschaften
der Wechselwirkungen des Standardmodells zusammengefasst.

1 Aus dem Standardmodell geht hervor, dass die Neutrinos masselos sind. Da jedoch Expe-
rimente, z.B. zum B-Zerfall oder zu Neutrino-Oszillationen, auf eine geringe dennoch aber eine
endliche Masse der Neutrinos hindeuten, sind ihre Obergrenzen in der Tabelle 1.1 angegeben.

2Entsprechend dem Spin-Statistik Theorem von W. Pauli [9] hiingt das statistische Ver-
halten von Teilchen von ihrem Spin ab. Teilchen mit einem halbzahligen Spin unterliegen der
Fermi-Dirac Statistik und werden als Fermionen bezeichnet. Teilchen mit einem ganzzahligen
Spin hingegen, die Bosonen, gechorchen der Bose-Einstein Statistik.
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Wechsel- Reich- Kopplungs-
Eichfelder Symmetrie
wirkung weite [m] konstante
lekt @ 262/47T Phot
elektro- oton
00 U(1
magnetische 21/137 Y ( )
2 2
GF:g /MWi Vektor-
schwache <1018 2 bosonen SU(2)
= ~1.17-107°[GeV ™ 0
GVl | w7
as=g2 /4T
_ 8 Gl
starke <10 15 <lfirr<l1 fm fomen Sl](3)c
>1suwr>1 fm g

Tabelle 1.2: Die Eigenschaften der Wechselwirkungen im Standardmodell.

Da Photonen masselos sind, ergibt sich fiir die elektromagnetische Wechsel-
wirkung eine unendliche Reichweite. Entsprechendes sollte auch fiir die starke
Wechselwirkung gelten, da Gluonen ebenfalls masselos sind. Doch im Gegen-
satz zu Photonen tragen Gluonen selbst die Ladung ihrer Wechselwirkung, die
sogenannte Farbladung. Dies ist die Konsequenz der nicht-abel’schen SU(3).-
Symmetrie, wodurch die Gluonen nicht nur mit Quarks, sondern auch miteinan-
der wechselwirken konnen. Auf diese Weise wird eine dynamische Gluonmasse
generiert und ihre Reichweite dadurch auf etwa einen Nukleonradius beschriinkt.
Die sehr geringe Reichweite der schwachen Wechselwirkung erklirt sich aus der
experimentellen Tatsache, dass ihre Eichfelder W= und Z° mit

Myy+ = (80.398 = 0.025) GeV (1.1)

sowie
Mzo = (91.1876 + 0.0021) GeV (1.2)

massiv sind. Die endliche Masse dieser Eichfelder wird durch die spontane Sym-
metriebrechung erzeugt. Sie wird im Weinberg-Salam Modell? durch den Higgs-
mechanismus bewirkt. In diesem Modell sind zunichst alle Leptonen und Eich-
felder masselos. Durch den nicht-verschwindenden Vakuumerwartungswert eines
der insgesamt vier in das Modell eingebauten skalaren Felder, dem Higgsfeld,
wird die lokale U(1)y x SU(2)r-Symmetrie spontan gebrochen. Dies hat zur
Konsequenz, dass drei der vier Eichfelder W+ und Z° sowie die Leptonen, bis
auf die Neutrinos, eine endliche Masse erhalten. Die Vorhersagen des Modells
sind bis auf das massive Higgsfeld? experimentell bestitigt worden. Experimen-
telle Befunde zeigen, dass die schwache Wechselwirkung, wie ihr Name bereits
sagt, schwach ist. Vergleicht man in diesem Zusammenhang die elektromagne-
tische Kopplung e mit der schwachen Kopplung ¢, indem man den elektroma-

33. Weinberg und A. Salam haben unabhingig voneinander die elektromagnetische und die
schwache Wechselwirkung miteinander vereinheitlicht. Durch den Beweis der Renormierbar-
keit der elektroschwachen Wechselwirkug 1971 durch G. 't Hooft [10], gewann die Theorie an
Bedeutung.

4Die experimentelle Suche nach dem Higgsfeld wurde wieder im November 2009 nach In-
betriecbnahme des LHC aufgenommen. Die Schwerpunktsenergien, die bei pp-Kollisionen im
LHC erzeugt werden konnen, liegen bei /s ~ 14 TeV. Die Untergrenze des Vakuumerwar-
tungswertes des Higgsfeldes liegt etwa bei 114 GeV'.
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gnetischen Zerfall
»0(1192) — Ay (1.3)

mit der mittleren Lebensdauer 7 ~ 1072° s und den schwachen Zerfall

¥ (1189) — pr* (1.4)
mit der mittleren Lebensdauer 7 ~ 1070 s betrachtet, so lisst sich folgendes
Verhiltnis ermitteln

~ ) —==107". (1.5)
In Anbetracht dessen wiire die schwache Kopplung fiinf Groflenordnungen klei-
ner als die elektromagnetische, was die geringe Stérke der schwachen Wech-
selwirkung erkléiren wiirde. Dies wiirde jedoch nicht mit der elektroschwachen

Vereinheitlichung {ibereinstimmen, aus der hervorgeht, dass die beiden Kopp-
lungen iiber den Weinbergwinkel 0y, wie folgt miteinander verkniipft sind

gsin(Oy) = e. (1.6)

Die Ursache fiir die geringe Stérke der schwachen Wechselwirkung liegt in den
groflen Massen ihrer Eichfelder®. Der Propagator des masselosen Photons - ist

S YUY ()2 — 77;9;“/
ZG,Y Q%) = g (1.7)
bzw. des massiven Vektorbosons W=+
- 52)
iGhys (@) = w (1.8)

Q* = 1,

Bei niedriger Energie kann jedoch angenommen werden, dass Q? < M3, . ist,
woraus folgt
igh?

Gy (Q* < M) ~ Ve
W=

~ Konst. (1.9)

Dies bedeutet, dass bei niedrigen Impulsiibertridgen der Propagator des Vektor-
bosons sehr klein wird und somit auch die Ubergangsamplitude, was schlieSlich
die geringe Stérke der schwachen Wechselwirkung erkldrt. Bei niedrigen Impuls-
iibertréigen wird der Propagator durch die Fermi-Kopplungskonstante

G = g*/Mj, . (1.10)

ersetzt.
Die starke Strukturkonstante hat die Eigenschaft, dass sie bei kleinen Abstéinden
bzw. hohen Impulsiibertréigen abnimmt

Q? — 0 = as(QQ) — 0, (1.11)

wodurch die Quarks bei kleinen Abstéinden als quasifreie Teilchen betrachtet
werden konnen. Diesen Umstand bezeichnet man als asymptotische Freiheit

®Diese sind im Weinberg-Salam Modell folgendermafen miteinander verkniipft Myzo =
My + / cos(Ow).
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[11, 12]. Fiir hohe Impulsiibertriige ist damit die Storungsrechnung in der Quan-
tenchromodynamik, der Theorie der starken Wechselwirkung auf die noch niher
eingegangen wird, anwendbar, im Gegensatz zu niedrigen Impulsiibertrigen, bei
denen die Strukturkonstante der starken Wechselwirkung

as(Q%) 2 1 (1.12)

wird und man auf effektive Modelle angewiesen ist [13].
Aus theoretischer Sicht ist die elektroschwache Vereinheitlichung ein Erfolg des
Standardmodells, wobei, wie bereits erwihnt die letzte experimentelle Bestéti-
gung noch aussteht.
Eine weitere Vereinheitlichung der fundamentalen Wechselwirkungen wird mit
der Grand Unification Theory (GUT) unternommen. Dabei wird versucht, die
elektroschwache mit der starken Wechselwirkung zu vereinheitlichen. Laut die-
ser Theorie sollen sich bei Energien von etwa 10¢ GeV die jeweiligen laufenden
Kopplungskonstanten in einem Punkt treffen, was bedeuten wiirde, dass die
drei Wechselwirkungen von gleicher Stiirke wiren. Aufgrund der sehr hohen
Energie, die zur Uberpriifung dieser Theorie notwendig wiire, gibt es keine ex-
perimentellen Befunde. Zudem wird durch diese Theorie der Zerfall des Protons
vorhergesagt

p—et+7° (1.13)

oder
p— v, +7. (1.14)

Bis heute sind jedoch derartige Zerfiille experimentell nicht beobachtet worden.
Trotz vieler experimenteller Ubereinstimmungen und unabhiingig vom Ausgang
der noch ausstehenden Beweise, kann das Standardmodell nicht das endgiilti-
ge Modell der fundamentalen Wechselwirkungen der Elementarteilchen sein, da
es unter Anderem zu viele freie Parameter enthélt. Beispielsweise miissen die
Massen der Quarks und Leptonen experimentell bestimmt werden und gehen
nicht aus dem Modell hervor. Man kann davon ausgehen, dass die zukiinfti-
ge Entwicklung, sowohl im experimentellen als auch im theoretischen Bereich,
hochstwahrscheinlich nicht zur Widerlegung des Standardmodells fiihren, den-
noch aber eine Modifikation erfordern wird.

Wie bereits angedeutet, wird sich im Folgenden weiteren Aspekten der QCD
zugewandt, insbesondere deren Lagrangedichte und Symmetrien, die zur Kon-
struktion des effektiven Modells relevant sind.

1.2 Quantenchromodynamik

Die Theorie der starken Wechselwirkung ist die Quantenchromodynamik, die
eine nicht-abel’sche Eichtheorie mit einer lokalen SU(3).-Symmetrie ist. Thre
theoretische Beschreibung begann bereits in den 50er Jahren des 20. Jh. und
umfasste zuniichst eine Klassifizierung der Hadronen® nach deren Quarkinhalt

6 Als Hadronen bezeichnet man Teilchen, die der starken Wechselwirkung unterliegen, also
Teilchen, die sich aus Quarks und Gluonen zusammensetzen. Man klassifiziert Hadronen in
Baryonen und Mesonen. Baryonen bestehen aus drei Quarks, z.B. die Nukleonen. Mesonen sind
aus einem Quark und einem Antiquark aufgebaut, beispielsweise die Pionen. Die Glueballs,
deren Konstituenten die Gluonen sind, sind ebenfalls Mesonen, da ihre Baryonzahl, wie bei
Quark-Antiquark Zustédnden, null ist.
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mit einer SU(2)p-Symmetrie des Isospins. Nach der Endeckung der seltsamen
Teilchen, wurde diese Symmetrie zur SU(3)-Flavour-Symmetrie” durch den
von Murray Gell-Mann entwickelten Eightfold Way® erweitert. Ein grundlegen-
des Problem dieses Modells war jedoch, dass die Delta Resonanz AT eine
totalsymmetrische Wellenfunktion hiitte haben miissen, was aber zugleich die
Verletzung des als physikalisch fundamental angesehenen Spin-Statistik Theo-
rem von W. Pauli [9] bedeuten wiirde. Aus diesem Grund wurde ein weiterer
Freiheitsgrad fiir die Quarks im Hilbertraum - die Farbladung - eingefiihrt, um
die Gesamtwellenfunktion zu antisymmetrisieren und somit dem Theorem zu
geniigen. Um die Einfithrung des Farbfreiheitsgrades zu rechfertigen, sowie die
richtige Anzahl der Farben N, zu bestimmen, liefern folgende Ergebnisse aus
theoretischen Berechnungen sowie deren experimenteller Uberpriifung wichti-
ge Anhaltspunkte. Beispielsweise gibt der Zerfall des neutralen Pions in zwei
Photonen den Anlass fiir die Annahme von drei Farbladungen, die meistens
als rot, blau und griin bezeichnet werden. Dieser Zerfall ergibt theoretisch eine
Zerfallsbreite von
N2
rih , =7.87- () ev. (1.15)

70 —2~ 3
Das dazu korrespondierende Experiment liefert eine Zerfallsbreite von

700, = (7.95£0.05) eV, (1.16)
Demzufolge muss der Parameter fiir den postulierten Farbfreiheitsgrad N. = 3
sein. Das gleiche Resultat fiir die Anzahl der Farben ergibt die Betrachtung des
Verhiltnisses der Wirkungsquerschnitte bei Elektron-Positron Vernichtung

5/9 fiir Nf =2
_o(efe” — Hadronen) 2 2/3 fir Ny =3
= olete — ptp=) chf:eq ) 10/9 fiir Ny =4 (1.17)

11/9 fiir Ny =5

wobei e, die fraktionierte elektrische Ladung der Quarks ist. Diese theoreti-
schen Ergebnisse stimmen mit dem Experiment nur dann iiberein, wenn N, = 3
angenommen wird. An dieser Stelle sei noch erwiihnt, dass experimentelle Be-
funde zeigen, dass alle Hadronen ausschliellich als Farbsinguletts vorkommen.
Dies wird als Confinement bezeichnet und ist aus theoretischer Sicht bis heu-
te noch nicht vollstindig gekldrt. Entsprechend den vorherigen Betrachtungen
zur Farbladung gibt es offensichtlich drei Farbfreiheitsgrade. Dadurch wird je-
der Quarkflavour als ein Triplett im Farbraum der lokalen SU(3).-Symmetrie
dargestellt

qf.r
ag =1\ a9 |, (1.18)
asb

wobei jedem Eintrag aufgrund des Spins % und der Tatsache, dass zu jedem

Quark ein Antiquark existiert, ein 4-komponentiger komplexer Diracspinor im

"Das Modell wird als Vorldufer des Quarkmodells betrachtet, mit dem eine theoretische
Vorhersage des 2~ Teilchens vor seiner Entdeckung moglich wurde.

8M. Gell-Mann wihlte den Namen " Eightfold Way" in Anlehnung an den achtfachen Weg
des Buddhismus zur Weisheit aus.



6 KAPITEL 1. EINLEITUNG

Diracspinorraum zugeordnet wird. Die Quarkfelder (1.18) transformieren sich
lokal unter SU(3).-Symmetrie wie folgt
NZ-1

g — qp =exp{ —i Yy 0°(x)Ta p a5 = Ulg(@)lgy, (1.19)

a=1

dabei sind T, = )‘7" die halben Gell-Mann Matrizen, die als Generatoren der

SU(3)-Gruppe fungieren, und 6(z) die lokalen Parameter der Gruppe. Die
Erhaltung der lokalen Eichsymmetrie der Lagrangedichte wird durch Definition
einer eichkovarianten Ableitung

D, =8, —igA, (1.20)

gewdhrleistet. A4, stellen dabei die 8 Eichfelder - die Gluonen® -, die als Aus-
tauschbosonen der starken Wechselwirkung interpretiert werden und als matrix-
wertiges 4er-Potential die Form
N2-1
A=Y AT, (1.21)
a=1

haben und sich lokal folgendermaflen transformieren

Ay — 4, = Ulgla)] (4, - 29, ) UTlg(o) (1.22)

Die Kopplung der Gluonen an die Quarks ist flavourunabhéngig und wird durch
die Dirac Lagrangedichte

Ny

EDirac = Z ij (Z’Y”Du - Mf)qf (123)

f=1
beschrieben, wobei My die diagonale Ny x Njy-Massenmatrix der Quarks ist.
Um die Selbstwechselwirkung der Eichfelder zu beschreiben, wird deren Feld-
stiarketensor definiert

G, = 0, AL — 0,A% + gf**c AL AC, (1.24)
dessen lokales Transformationsverhalten wie folgt ist
a a ! a
G;UJT@ - (GHVTG) = U[g(x)]GuVTGUT[g(x)} (125)

fab¢ sind dabei die Strukturkonstanten der SU(3)-Gruppe.

Die reine Yang-Mills Lagrangedichte, die die Selbstwechselwirkung der Gluonen
beschreibt, lautet

1 a v

ZGWGQ‘ . (1.26)
Daraus resultiert schliellich die eichinvariante Lagrangedichte der Quantenchro-
modynamik

Lyym =—

Ny
. 1 .. »
Locp =Y qr(iy" Dy — My)gqy — LGl (1.27)
f=1

9Der erste direkte Beweis fiir die Existenz von Gluonen wurde 1979 am DESY mit dem
ete-Collider PETRA durch Nachweis von 3-Jet Ereignissen erbracht.
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1.3 Chirale Symmetrie

Im Fall von Ny masselosen Quarks besitzt die QCD, die nun flavourunabhén-
gig wird, auler der exakten lokalen SU(3).-Eichsymmetrie die approximative,
bedingt der U(1) a-Anomalie, globale chirale Symmetrie'’

U(Nf)L X U(Nf)R. (128)

Zur Untersuchung dieser Symmetrie werden die im Diracspinorraum wirkenden

chiralen Projektionsoperatoren

1447
2

PrL = (1.29)

herangezogen, die die Quarkfelder der QCD-Lagrangedichte (1.27) in links- bzw.
rechtshindige Diracspinoren zerlegen

q=(Pr+PL)q=qr + a1, (1.30)

q=q(PrL+Pr)=4qr+qcr- (1.31)
Fiir die QCD-Lagrangedichte ergibt sich somit

Ny
Locp = Y (107" Dydr.s + idr. 17" Duar,s — idr.sMyar,s — idr,s Msar,g)
=1
1 a n%
GG, (1.32)

wobei hierzu die Antikommutationsrelation {7°, v} = 0 sowie P, gy* = v*Pr, 1,
verwendet wurde. Die Quarkfelder

q= : (1.33)

qdN;

transformieren sich im Flavourraum der globalen unitiren Symmetriegruppe
(1.28) nach

N3-1
/ . 0
g — q, = Urqr =exp —i »_ 07T 5 qr, (1.34)
=0
N7-1
/ . %
qr — qr = Urqr = exp { —i Z OrT: ¢ ar, (1.35)
=0

mit T; als Generatoren, wobei

[ 1
To= 4/ —1 1.

WU(Ns)L x U(Nf) g kann zerlegt werden in SU(Nyf)y x SU(Nf)a x U(1)y x U(1)a.
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ist, und 6° der Parameter der Transformationen. Das Noether-Theorem besagt,
dass zu jeder kontinuierlichen Symmetrie der Wirkung eine Erhaltungsgrofie
korrespondiert und umgekehrt. Entsprechend dem Grad der Symmetriebrechung
fithrt dies maximal zu 2N erhaltenen bzw. nicht erhaltenen Stromen. Die rechts-
und linkshéndigen Strome

RF =VH — A¥, (1.37)

Lt =VH 4+ A¥ (1.38)
konnen als vektorielle Ré 4 LA

VH = — (1.39)
bzw. axial-vektorielle Strome ausgedriickt werden

oo (0

Diese transformieren sich gerade bzw. ungerade unter Paritéitstransformationen

P:Vt, &) — VO(t,—2), (1.41)
P:Vi(t,Z) — —V(t,—7) (1.42)
und _ _
P ANt T) — Al(t,—T), (1.43)
P: A%t &) — —At, —7). (1.44)

Durch Variation der QCD-Lagrangedichte [14] kénnen die Strome

Vi = qy'q, (1.45)
Al = @754, (1.46)
V' =ay"Tig, (1.47)

A = gy Tig, (1.48)

sowie deren Divergenzen
Ho_
o.Vg =0,

auAg = 2iqMysq,
8#‘/1'# = ’L(j [Mfa Tz] q,
3#14? =iq{Mys,Ti} V59

ermittelt werden.

Die Erhaltung des vektoriellen Singulett-Stroms (1.49), die mit der U(1)y-
Symmetrie verbunden ist und der Baryonzahlerhaltung entspricht, gilt unein-
geschriankt. Betrachtet man die Quarkmassen als entartet, dann sind auch die
vektoriellen Stréme (1.51), die mit der SU(Ny)y-Gruppe beschrieben werden
und deren Anzahl folglich N]% — 1 betrégt, erhalten. Geht man von masselo-
sen Quarks!! aus, so sind zusitzlich noch die N]% — 1 axial-vektoriellen Strome

Da Quarks nicht masselos sind, wird die chirale Symmetrie der Lagrangedichte durch die
Masse der Quarks explizit gebrochen. Die Stéirke der expliziten Symmetriebrechung ist von
den Quarkmassen abhingig.
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(1.52), die ihre Beschreibung in der SU(Ny) 4-Gruppe finden, erhalten. Mit die-
ser Annahme sollte auch der axial-vektorielle Singulett-Strom (1.50), der der
U (1) a-Symmetrie entspricht, erhalten bleiben, was aber nur bei der klassischen
Betrachtung der Fall ist. Analog zu den Berechnungen in der QED [15] lésst sich
zeigen, dass nach der Quantisierung der QCD sich fiir (1.50) folgendes Resultat

ergibt
2

. 9Nt ywpoa (a
AL = 2igM v5q — 327‘_; PG, GY, (1.53)
Dies wird als U(1) 4-Anomalie'? bezeichnet. Daraus ergibt sich im Grenzfall
verschwindender Quarkmassen die explizite Brechung der globalen unitiren
U(Ny)r x U(Ny)p-Symmetrie zu einer U(Ny)y x SU(Ny)a-Symmetrie bzw.
bei Unterdriickung der U(1)y-Phase zu einer SU(Ny)y x SU(Ny) - Symme-
trie.

1.4 Spontane Symmetriebrechung

Der Mechanismus der spontanen Symmetriebrechung, dessen Anwendung in der
Elementarteilchenphysik auf Y. Nambu'? zuriickgeht, spielt in der QCD, aber
auch in anderen Quantenfeldtheorien, wie beispielsweise in der elektroschwa-
chen Vereinheitlichung, fiir das Massenspektrum der Materie, wie sich noch
zeigen wird, eine wichtige Rolle. Dabei wird eine Theorie als spontan gebrochen
bezeichnet, wenn ihr Grundzustand eine geringere Symmetrie aufweist als ihre
Lagrangedichte.

Bevor dies an einem globalen nicht-abel’schen SO(3)-symmetrischen Modell de-
monstriert wird, soll an dieser Stelle ein scheinbares Paradoxon beziiglich der
chiralen Symmetrie in der QCD diskutiert und aufgeklért werden [16].

Wie im vorherigen Abschnitt abgehandelt, ist die QCD im Fall von masselosen
Quarks invariant unter den chiralen Transformationen. Demzufolge wiirde man
erwarten, dass sich die chirale Symmetrie ndherungsweise im Massenspektrum
der leichtesten Mesonen erkennbar macht. Betrachtet man in diesem Zusammen-
hang folgende vektormesonische und axial-vektormesonische Triplett-Zustéinde

o= a4, (1.54)

ay = qry,vs9, (1.55)
die sich unter den vektoriellen sowie den axial-vektoriellen Isospintransforma-
tionen

—

Vig=q¢ — eii%éq ~ (1-— i%é)q, (1.56)
’ —iys 26 Tz
A: g=q — e 52 q:(l—w5§@)q (1.57)
wie folgt verhalten .
V:pt=p" —p"+6xp" (1.58)

12 Als Anomalien bezeichnet man i.Allg. Symmetrien einer klassischen Lagrangedichte, die
jedoch im quantisierten Fall gebrochen werden.

132008 erhielt Y. Nambu fiir die Endeckung des Mechanismus zur spontanen Symmetriebre-
chung bzw. zu dessen Anwendung in der Elementarteilchenphysik zusammen mit zwei weiteren
Teilchenphysikern M. Kobayashi und T. Maskawa, den Nobelpreis. Die beiden Letztgenannten
beschiiftigten sich ebenfalls mit den Konzepten zur Symmetriebrechung und lieferten funda-
mentale Erkenntnisse zur C' P-Verletzung.
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Veal=a" —ad' +6 xal (1.59)
sowie

A: pr=p" — p+ 6 xa, (1.60)

A: @l =a" — @'+ 6 x p. (1.61)

Daraus resultiert, dass sich die Felder g und @) unter (1.56) in sich selbst und
unter (1.57) ineinander transformieren, was die Schlussfolgerung nahe legt, dass
beide Felder die gleichen Masseneigenzustéinde aufweisen sollten. Die experimen-
tellen Befunde liefern mit M, 770y = 775.49 MeV sowie M,, = 1230 MeV je-
doch das Gegenteil'*. Dies erweckt den Eindruck, dass die axial-vektorielle Sym-
metrie der QCD nicht erfiillt ist und die chirale Symmetrie folglich einer starken
Symmetriebrechung unterworfen ist. Demgegeniiber zeigt die PCAC Relation
(B.4), dass der schwache Zerfall des Pions ndherungsweise konsistent mit der
Erhaltung des axial-vektoriellen Stroms ist. Einen weiteren wichtigen Anhalts-
punkt fiir die Erhaltung des axial-vektoriellen Stroms liefert die Goldberger-
Treiman Relation [16]. Den Aufschluss iiber das scheinbare Paradoxon geben
letzten Endes die Konsequenzen der spontanen Symmetriebrechung, die bei ei-
ner globalen Symmetrie durch das Goldstone-Theorem!® beschrieben werden.
Zur Veranschaulichung dieses Sachverhalts wird, wie anfangs angedeutet, ein
globales SO(3)-Modell herangezogen.

Goldstone-Theorem

Die Lagrangedichte
1
L= 50.0;0"0; = V(d), (1.62)

2
V(9) = 06 + A(&16,)%, (1.63)

wobel ¢, mit i = 1,2,3 ein Isovektor-Skalarfeld ist, mit der globalen SO(3)-
Symmetrie, ist symmetrisch unter der Isospintransformation, die die Gruppe G
generiert

G:¢; — ¢y = (e71+%) ¢, = Ui;o; = [U(9)¢)]; - (1.64)

Dabei sind aj die Parameter, die Rotationswinkel im Isospinraum und 7} Ma-
trizen, die der Lie-Algebra dieser Transformationsgruppe geniigen.

Betrachtet man den Wigner- Weyl Modus, bei dem der Massenparameter m? > 0
ist, dann liegt das Minimum des Potentials (1.63) bei ¢, = 0 und der Grund-
zustand ist in diesem Fall invariant unter der gesamten Transformationsgruppe,
da er von allen Generatoren der Gruppe G vernichtet wird

G:pg— ¢/0 =U(9)py = ¢ = 0. (1.65)

Fiir den Goldstone-Modus, dabei ist m? < 0, liegen die Minima bei

5 [ .2
’¢0‘ = ¢+ P+ P3 = % = oo, (1-66)

4 Entsprechendes ergibt sich ebenfalls fiir die chiralen Partner ¢ und #. Deren Massen
weichen deutlich voneinander ab und sind in Anhang A zu finden.

I5Nicht nur globale Eichsymmetrien, wie im folgenden Beispiel diskutiert wird, sondern
auch lokale Eichsymmetrien kénnen einer spontanen Symmetriebrechung unterliegen. Dies
wird durch die Anwendung des Higgsmechanismus erreicht [17].
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wodurch man unendlich viele entartete Grundzustinde erhilt, die auf einem
Kreis mit dem Radius ¢, liegen und durch Rotation ineinander tiberfiihrt werden
kénnen. Nur einer dieser Grundzusténde, dessen Richtung willkiirlich ist, ist der
physikalische. Sobald eine bestimmte Richtung, beispielsweise die der dritten
Achse ¢y = rés im Isospinraum, festgelegt ist, ist die Symmetrie in diesem
Modus spontan gebrochen, da der Grundzustand nicht mehr unter der gesamten
Gruppe G invariant ist, sondern nur unter ihrer Untergruppe H C G

H: ¢y — ¢y = U(h)pg = e~y = ¢ (1.67)

Damit vernichtet nur ein Generator den Grundzustand. Das Potential V (¢) ist
jedoch unter der gesamten Gruppe G invariant

G:V(¢)=V(g), ¢— ¢ =Ulg)s. (1.68)

Betrachtet man das Potential (1.63) und die Fluktuationen der physikalischen
skalaren Felder ¢, ¢, und x mit ¢35 = x + ¢, um den Grundzustand $0 = res,
so ergibt sich, dass nur das skalare Feld x massiv, mit mi = 8(1)3)\, bleibt und
¢y sowie ¢y, mit mg, = 0 und my, = 0, masselos werden. Somit liefern die zwei
gebrochenen Generatoren zwei masselose skalare Felder, die Goldstone-Bosonen,
und der nicht gebrochene Generator fithrt zu dem massiven skalaren Feld x.

Allgemein betrachtet kann die Anzahl der Goldstone-Bosonen wie folgt ermittelt
werden. Man entwickelt das Potential um das Minimum bis zur zweiten Ordnung
1 ( o*V

Vo =V g (gogs)  wutOR) (6
YUTI S =g

mit x(z) = ¢(x) — ¢p(x). Da ¢, das Minimum des Potentials ist, muss die
Massenmatrix, deren Eigenwerte den Massen der Felder entsprechen, positiv

semidefinit sein o2
14
M;; = > 0. 1.70

<a¢z a¢j ) b=a ( )

Um feststellen zu konnen, fiir welche Felder die Massenmatrix verschwindet,
fithrt man die Gruppentransformation des Potentials durch
1 0%V
V =V(gy) =V(U =V N ==
(60) = V(eh) = VU)o = Viow) + 5 (555

> §6;66; + .y (1.71)
¢:¢0

wobei 0¢, ; die Variationen in ¢, ; unter der Gruppentransformation sind.
Wegen dessen Invarianz unter der gesamten Gruppe G folgt

1/ PV

> 56:6¢; = 0. (1.72)
¢=¢0

Bei spontan gebrochener Symmetrie miissen somit alle Eigenwerte verschwinden,
denen keine verschwindende Variation des Feldes entspricht. Falls g € H ist,
dann verschwindet (1.72) bedingt der Invarianz von ¢, unter H wodurch d¢; = 0
ist, bzw.

ou
5¢ = (804;;))()43:0 ¢()5a3 =0. (173)
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Falls jedoch g ¢ H, dann ergibt sich

dg; =

oU
(8%>%_0 %] da #0 (1.74)

7

und dadurch sind die Felder U’(0)¢, masselos, weil das entsprechende Matrix-
element verschwinden muss

M;; [U'(0)¢l; =0, (1.75)

um (1.72) zu geniigen.

Aus dieser gruppentheoretischen Betrachtung folgt schliellich die Anzahl der
masselosen Felder, ergo der Goldstone-Bosonen.

Die Anzahl der Felder, deren Masse nicht verschwinden muss, entspricht der
Dimension der Untergruppe H, bei der das Vakuum invariant bleibt. In oben
angefithrtem Beispiel ist H = SO(2), wobei SO(2) isomorph zu U(1) ist und
demnach nur einen Generator T3 besitzt, zu dem ein massives Feld korrespon-
diert. Elemente, die nicht in H, jedoch aber in der Gruppe G enhalten sind,
bilden das Coset G/H und die Dimension dieses Cosets, die gleich der Anzahl
der Generatoren des Cosets ist, entspricht der Anzahl der Goldstone Bosonen.
Im betrachteten Beispiel sind es 3 —1 = 2 Generatoren, die den zwei Goldstone-
Bosonen entsprechen.

Im obigen Beispiel handelte es sich um eine klassische Ausfiihrung des Goldstone-
Theorems. Auf der Quantenebene besagt dieser, dass wenn ein Feldoperator
¢(z) mit einem nicht-verschwindenden Vakuumerwartungswert (0] ¢(z)|0) # 0
existiert und kein Singulett unter der Transformation der entsprechenden kon-
tinuierlichen Gruppe einer Lagrangedichte ist, dann existieren im Spektrum der
Zusténde masselose Felder.

1.5 Skalen-Anomalie

Skalen-Anomalie ist eine fundamentale Eigenschaft der QCD als Quantenfeld-
theorie und héngt mit der Dilatation'®

ot — gt = Nl (1.76)

die eine Skalentransformation der Raum-Zeit ist, zusammen. Dabei ist A der
Skalierungsparameter.

Falls sich eine Wirkung unter Dilatation nicht &dndert, dann besitzt das ent-
sprechende System keine charakteristische Liangen- bzw. Energieskala und man
spricht von Skalen-Invarianz.

Zur Veranschaulichung soll dazu ein bosonisches und ein fermionisches System
diskutiert werden.

16Die Dilatation ist ein Generator der 15 parametrigen Konformen-Gruppe. Diese setzt
sich einerseits aus den zehn Generatoren der Poincare-Gruppe, die die sechs Generatoren der
homogenen Lorentz-Gruppe und vier Generatoren der Raum-Zeit Translationen enthélt, ande-
rerseits aus der Dilatation sowie den vier speziellen konformen Transformationen zusammen.
Zur Vertiefung dieses Gegenstands wird der Leser auf Standardwerke wie z.B. [18] verwiesen.
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Bosonisches System

Betrachtet man eine freie Lagrangedichte mit einem masselosen skalaren Feld ¢
1 "
Lpos = 5((9#@8 ©), (1.77)

so muss sich ¢ folgendermafien transformieren

o(z) — ¢'(z) = Ap(Az), (1.78)

um die Wirkung von (1.77) unter (1.76) invariant zu lassen

!
Sbos

1
/d4X/£gOS=§/d4X/(8L90/6/“90/)

1
; / AUX (A20,0\ 20 ) — / A X Logs = Spos. (1.79)

Wiirde man nun eine etwas allgemeinere Lagrangedichte betrachten, bei der die
masselosen Felder ¢ miteinander koppeln

1
Lbos = i(auwa‘u(p) - V(QD), (180)

so muss die Potentialdichte folgende Form haben

Vig) = 56" (1.81)

wobei g eine beliebige Kopplungskonstante ist, damit
Ebos I ‘C;)os - )\4£bos (182)

und demnach ihre Wirkung der Dilatation Folge leisten kann. Nimmt man zu-
dem die skalaren Felder als massebehaftet an

1 m? g
_ = L o2 J 4
Loos = 5(0updtp) = 0" = ¢, (1.83)
so ergibt sich
2 2 2
m7302 — m?cp& = %xﬁoz = Shos # Sboss (1.84)

wonach die Dilatation keine Symmetrie des Systems mehr ist. Man bezeichnet
dies als explizite Brechung der Skalen-Invarianz.
Fermionisches System

Ebenfalls fiir ein masseloses Fermionsystem

Lyer =iy 0p) (1.85)

hélt die Dilatation-Symmetrie, wobei sich hierzu die Fermionfelder nach

U(@) — ¢ (@) = A 2p(\a) (1.86)
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transformieren miissen

Sjer = [ aix'ty, = [atxi e

_ / A XY 2P (i 9 )N 2 — / X Lser = Sper- (1.87)
Nimmt man auch in diesem Fall die Felder als massebehaftet an
L =(iy"0, — M)y, (1.88)
so resultiert analog zum bosonischen System
PMep — ' MY = NPYMNPp = NP My = S, # Sper (1.89)

und demnach wird die Skalen-Invarianz hier ebenfalls explizit gebrochen.

Skalen-Strom

Allgemein betrachtet miissen sich die Felder wie folgt transformieren
() — ¢i(x) = X¢;(\x), (1.90)

wobei d die Dimension des entsprechenden Feldes ist, d.h. d = 1 fiir Bosonen
und d = % fiir Fermionen'”, damit sich die entsprechende Wirkung

5= [ dxL(6.0,0) (1.91)

unter Dilatation nicht éndert. Entsprechend dem Noether-Theorem korrespon-
diert zur Dilatation-Symmetrie ein Strom, der Skalen-Strom

JW =2, T, (1.92)

wobei T der Energie-Impuls Tensor ist
E 8” — . 1.93
8 2 ( )

Dies fiihrt unmittelbar auf
Ot = TH=T)+T +T5+T5
T — 7!t 7% T3, (1.94)

Folglich muss bei Skalen-Invarianz die Divergenz des Skalen-Stroms, die der
Spur des Energie-Impuls Tensors entspricht, verschwinden

O J" =TH =0. (1.95)

1%

17Bei einem tensoriellen System miissen sich die Felder mit d = 2 transformieren.
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Skalen-Anomalie in der QCD

Hinsichtlich der vorigen Ausfiihrungen ist mit

a5 — dy = X*?qp (1.96)
und
Al — Al = \Aj (1.97)
bei der QCD-Lagrangedichte
Ny
Lqocp = fz 7 (iv"D,, — My)qs — iGzng‘” (1.98)
=1

auf der klassischen Ebene die Dilatation-Symmetrie, im Fall von masselosen
Quarks My = 0, erhalten
T =0. (1.99)

Auf Grund der endlichen Massen der Sromquarks My # 0 ist die Dilatation-
Symmetrie explizit gebrochen. Da diese Massen jedoch sehr klein sind, im Ver-
gleich zu der hadronischen Skala, ist die explizite Brechung dementsprechend
gering, wodurch die Dilatation-Symmetrie approximativ erhalten bleibt

Ny
Th =" MsGq~0. (1.100)
=1

Betrachtet man die QCD als QFT, dann fiihrt es zu folgendem Ergebnis

Ble) (1 S
g a v _
Th = oy <2GWG5 ) + fil M¢gqq # 0. (1.101)

Abgesehen von der leichten expliziten Brechung der Skalen-Invarianz, zerstéren
offensichtlich die Loop-Korrekturen die Dilatation-Symmetrie, was zur Nicht-
Erhaltung des Skalen-Stroms fithrt und als Skalen- bzw. Spur-Anomalie be-
zeichnet wird. Dabei ist die Skalenabhiingigkeit in der Energieabhiingigkeit der
laufenden Kopplungskonstanten charakterisiert

as(@?) =L (1.102)

Bg) = nz— = by’ (1.103)

dabei ergeben Rechnungen, die 1-Loop Diagramme beriicksichtigen [19] fiir die
Konstante!®
11N, — 2Ny

b=t (1.104)

18Um eine asymptotisch freie Theorie zu erhalten, muss b grofier Null sein, d.h. maximal 16
Quarkflavours wiren moglich.
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Die Beta-Funktion gibt an, wie sich die laufende Kopplungskonstante bei einer
Anderung der Renormierungsskala verhilt. Thre Losung lautet

dg du
3 = b
g I
m 1/9 4 1 <1 1)
= In—=—— dg= — [ — — —
ko b ? T\ @
92
= ¢?=—0 (1.105)

- 1—|—2bg§lnuﬂo'

Durch die Renormierungsgruppe wird somit eine Skala eingefiihrt, die fiir die
jeweilige laufende Kopplungskonstante bestimmt werden muss, z.B.

as(Mz =91.2GeV) ~0.12 = g ~ 1.22 (1.106)

siche Abbildung 1.1. Dies fixiert einen Skalenparameter A, welcher die Anderung
der laufenden Kopplungskonstante mit dem Impulsiibertrag kontrolliert

14262 Lo

Ko
1
= A=yge 2b95 (1.107)
damit ergibt sich fiir die starke Kopplung
e pp—— (1.108)
2bIn &

1 [GeV]

0 20 40 60 80 100

Abbildung 1.1: Energie-Skalen Parameter p als Funktion der starken Kopplung g.

Dadurch ist es in der QCD als QFT erforderlich, nicht nur die entsprechende
Lagrangedichte zu kennen, sondern auch den Skalenparameter zu spezifizieren.
Bei niedrigen Impulsen von etwa 200 MeV erhilt man den QCD Skalenparamter
Agcp, der die typische hadronische Léngenskala von Aélo p >~ 1 fm, die einem

Nukleonradius entspricht, ergibt.
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1.6 Mischung der Felder

An dieser Stelle soll das Prinzip der Mischung zwischen zwei Feldern veranschau-
licht werden, da es in dieser Arbeit Anwendung findet [20]. Dazu betrachte man
zunichst ein mechanisches Beispiel.

Die Bewegung eines klassischen Massenpunktes in einer Ebene (z,y) wird durch
folgende Lagrangefunktion beschrieben

1| /dz\? dy\”
L=51{— — |- 1.1
2[(dt) +(5) |- vew (1.109)
mit dem Potential eines Ellipsoids
1
Vi(z,y) = = (wiz? + w3y?). (1.110)

2

Die Bewegungsgleichungen stellen zwei unabhiéingige harmonische Oszillatoren
dar

d2
ﬁfﬂufxzo, (1.111)
d2
ﬁé’ +wiy =0, (1.112)
deren allgemeine Losungen lauten
.’L‘(t) — ae—iwlt +a*eiw1t7 (1113)
y(t) = be™"2" 4 prelat, (1.114)

Dabei sind die beiden Koordinaten real und die komplexen Zahlen a und b
werden durch die vier Anfangsbedingungen, die Positionen und die Geschwin-
digkeiten der klassischen Massenpunkte, bestimmt.

Betrachtet man nun einen z-y Mischungsterm in der Lagrangefunktion

, 1| [dx 2 dy\ > 1,55 2 2
L— L :5 T + T —5(60153 +Wgy)_5$ya (1.115)

dann sind die Bewegungsgleichungen nicht mehr unabhéngig

&

7+ Wiz +ey =0, (1.116)
d2
o +uly+er=0. (1.117)

Das Potential mit dem Mischungsterm

(wiz? + wiy®) —exy (1.118)

DN | =

V/(.’E,y) =

ist aber ebenfalls wie (1.110) das eines Ellipsoids. Dennoch wird der Eindruck
erweckt, dass sich das Problem durch den Mischungsterm in L deutlich verkom-
pliziert hat. Der entscheidende Unterschied beider Darstellungen ist, dass bei L
die Achsen z und y mit den entsprechenden Achsen des Ellipsoids zusammen-
fallen im Gegensatz zu L’. Rotiert man die Achsen von L’ in der z-y Ebene, so
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gelangt man wieder zu den unabhéngigen Bewegungsgleichungen. Diese Drehung
kann mit einer SO(2)-Rotation erreicht werden, was eine Matrixdarstellung des
Problems erforderlich macht. Fiirs Erste werden dazu folgende Vektoren

7= ( ; ) (1.119)

T =(z y) (1.120)

und der dazu transponierte

sowie eine symmetrische Matrix

2
w7 e
Q= ( S 2 > (1.121)

definiert. Damit ldsst sich L’ wie folgt darstellen

1doT dv 1
L'=>—" .2 - 2§TQp. 1.122
o7dat dar 2" " (1.122)

Die Eigenwerte der Matrix €2 ergeben sich nach
detA-15— Q) = (A —w)(A—wd) —e? =0 (1.123)

zu
M =w? und Ay = Wi (1.124)

Die Eigenwertgleichung
O = wiv; (1.125)

liefert nun die Eigenvektoren mit ¢ = 1,2, die der Orthogonalitéitsbedingung
gentiigen
Uy - Uj = 0. (1.126)

Betrachtet man dazu die orthogonale Transformationsmatrix

ot 1y
o=\ 4 )=("" " 1.127
( 172T ) ( T2 Y2 ( )
mit O C SO(2), so erhiilt man mittels dieser folgende diagonaliserte Matrix

w2 0
000" = Q' = ( 01 Wl ) (1.128)

Die expliziten Losungen fiir den vorliegenden Fall in zwei Dimensionen lauten

1
oty =g [ et et +op -1 - ). (1.129)

Wi — Wy

o 1 (/2 2)/6
1 ¢1+[<w?w§>/a}2< )

7 1 (w8 — w3) /e
2 \/1+[(w’22—w§)/€]2< S ) .

(1.130)




1.6. MISCHUNG DER FELDER 19

Das Transformationsverhalten der Vektoren ist gegeben durch
7 = Ov. (1.132)

Da die Transformationsmatrix O eine orthogonale SO(2) Matrix ist, kann sie
explizit in Abhéngigkeit des Winkels 6 ausgediickt werden, womit sich fiir (1.132)

'\ cos(f)  sin(0) x
< Yy ) - < —sin(f) cos(6) y (1.133)
ergibt. Die Lagrangefunktion (1.115) kann nun in Abhéingigkeit von v' darge-
stellt werden

/_1 dixl ? diyl ? 71 12,02 12,12
L'=3 o) T\ 2(w1x +wiy?). (1.134)

Damit beschreibt (1.134) wie auch (1.109) zwei unabhiingige Oszillatoren. Durch
die SO(2)-Rotation verschwindet der Mischungsterm und man erhilt wieder ein
symmetrisches Problem. Das Erscheinen des Mischungstermes in der Lagrange-
funktion war somit die Konsequenz der falschen Wahl des Koordinatensystems.
Die Transformationsmatrix O stellt somit die Relation zwischen den Koordina-
ten (z,y) und (z’,3’) dar.

Um die Eigenschaften der neuen Frequenzen w} und wj zu verdeutlichen, be-
trachte man den Grenzfall der kleinen Mischung. Dies entspricht

e? < (w3 —wi), (1.135)

wobei wy > wy angenommen wird. Damit ergibt sich fiir die neuen Frequenzen

1
w’12,2 = 3 {w% +wi+ \/(w% + w%)Q — 4 (wiw3 — 52)]
1
- rets i
1 1 2e2
und letztlich )
2 2 €
= —_ 1.137
w1 w1 (wg . w%) ) ( )
2 2 52
(.4)2 :LL)2+W. (1138)
Die Frequenzen zeigen somit eine Repulsion
Wi < wi, (1.139)
wh > wa, (1.140)

was ein typisches Mischungsphiénomen darstellt. Aus geometrischer Sicht erhélt
man fiir das Potential ohne den Mischungsterm (1.110) im Schnittpunkt der
Ebene bei z = 1/2 folgende Ellipsengleichung

Wir? +wiy? =1, (1.141)
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wobei wi ! die groBe und w; 'die kleine Halbachse der Ellipse ist. Betrachtet man
den Schnittpunkt der Ebene fiir das Potential mit dem Mischungsterm (1.118),
so erhilt man eine ausgedehnte Ellipse, deren grofle Halbachse nun

(W)™ > wit (1.142)

bzw. kleine Halbachse
(W)t <wyt (1.143)

ist. Die ausgedehnte Ellipse ist somit im Bezug auf die urspriingliche gedreht,
wie man der Abbildung 1.2 entnehmen kann.

A

gy : #
(// k \ S ‘
-4 /_/f\\\ -.'// - /.// % %
i

N

f S

Abbildung 1.2: Beide Ellipsen im Vergleich. Dabei entspricht die Ellipse mit den
Koordinaten (z’,%y’) der Mischung von a-y.

Dieses Szenario kann analog auf Felder tibertragen werden. Man betrachte hierzu
eine Lagrangedichte mit den Feldern ¢ und G und einem Mischungsterm
1
2

1

£(0,G) = 5(0"0)’ -

M?20* + %(am)? MZG? + 20G. (1.144)
Verschwindet der Mischungsparameter, z = 0, so erhiilt man zwei unabhéngige
bzw. orthogonale miteinander nicht-wechselwirkende Felder mit den entspre-
chenden Massen M, und Mg. Ist dagegen z # 0, so sind die Felder zwar immer
noch frei, aber nicht mehr orthogonal zueinander. Um nun eine orthogonale La-
grangedichte zu erhalten, muss wie im mechanischen Fall, eine SO(2)-Rotation

vollzogen werden. Man definiere dazu

o= ( ¢ ) (1.145)

MZ2 oz
M—< Y ) (1.146)

womit sich die Lagrangedichte (1.144) wie folgt darstellen l#sst

1 1
L(o,G) = 5(5,L<,0T)(3”<,0) — §<pTM<p. (1.147)



1.6. MISCHUNG DER FELDER 21

Die Massenmatrix transformiert sich nach

M? 0
T _ I e
OMOT = M _< 7o, ) (1.148)

wobei sich die rotierten Massen M2, und Mg,, die die Eigenwerte bzw. die
Masseneigenzustéinde der Matrix M sind, aus der Bedingung

det(\-1o — M) = (A= M)A — M&) - 22 =0 (1.149)

ergeben. Das Transformationsverhalten der Felder ist

( g’ > —¢'=0¢= < —C(S)ISI<1?§) EE;EZ% ) ( ¢ ) (1.150)

dabei sind die rotierten Felder ¢/ und G’ Funktionen der nicht-rotierten bzw. der
sogenannten nackten Felder ¢ und G. Die rotierten Felder sowie deren Massen
ergeben schlussendlich eine orthogonale Lagrangedichte, d.h. eine Lagrangedich-
te ohne den Mischungsterm

1 1
L' G) = F0uT)(0") = 5T My
1 1 1 1
= 5(8#0'/)2 — §M§/0'/2 + 5(3"G')2 — 5 (2;/G/2. (1151)

Durch die SO(2)-Rotation ist man zu einem System gelangt, welches die ro-
tierten Felder und die dazu korrespondierenden rotierten bzw. physikalischen
Massen, da diese in einem Experiment gemessen werden kénnen, enthilt. Im
Fall von z # 0, haben die nackten Massen M, und Mg keine physikalische
Bedeutung, da die entsprechenden Felder ¢ und G nicht orthogonal sind und
somit keine asymptotischen Zusténde beschreiben. Deren physikalische Bedeu-
tung ist nur im Grenzfall z — 0 gerechtfertigt. Wie man noch bei den Be-
rechnungen der Zerfallsbreiten sehen wird, ist es bei bestimmten physikalischen
Problemen dennoch sinnvoll, zunéchst von einer Lagrangedichte, die die nack-
ten, also unphysikalischen, Felder ¢ und G enthilt auszugehen und erst zum
spéteren Zeitpunkt zu einer Lagrangedichte mit den physikalischen Feldern so-
wie den Masseneigenzustinden iiberzugehen. Die direkte Beziehung zwischen
den nackten unphysikalischen und den rotierten physikalischen Feldern (1.150)
zeigt ein intuitives Verstéindnis der Mischung. Man kann sich das Feld o’ als
quantenmechanische Zusammensetzung von o und G, wobei cos() bzw. sin(d)
die entsprechenden Amplituden sind, vorstellen. Analog zu der mechanischen
Betrachtung erhélt man im Grenzfall der kleinen Mischung der Felder fiir die

Masseneigenzustinde
2

MZ=M2- 1.152
7 a Mé—Mg (1.152)
und
2 2 2
MG’ :MG—’_i]\ %_3. (1153)

Dabei wurde fiir die nackten Massen angenommen, dass M, < Mg ist, wodurch
sich folgende Repulsionsbedingung fiir die Masseneigenzustéinde ergibt

M, < Mg = M, <M,, Mg > Mg. (1.154)
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1.7 Zerfille

Eine charakteristische Eigenschaft der Elementarteilchen'? ist, dass fast alle in-
stabil sind und spontan in leichtere Teilchen zerfallen. Ein Zerfall findet nur
dann nicht statt, wenn ein Erhaltungssatz es verbietet oder die Teilchen eine
zu geringe Masse besitzen. Masselose Teilchen wie beispielsweise die Photonen
sind stabil, da es keine leichteren Teilchen gibt, in die sie zerfallen kénnten.
Neutrinos besitzen zwar eine von null verschiedene Masse, die u.a. die Neutrino-
Oszillationen?? fordern, sind aber dennoch stabil, da ihre Massen zu gering sind,
um zerfallen zu konnen. Das Elektron ist das leichteste elektrisch geladene Teil-
chen, weshalb es aus Griinden der Ladungserhaltung nicht zerfallen kann. Die
leichtesten Baryonen sind die Protonen?! und auf Grund der Baryonzahlerhal-
tung ebenfalls stabil. Quantenfeldtheoretisch knnen Zerfiille, wie beispielsweise
die der Mesonen, aus den Feynman-Diagrammen berechnet werden. In dieser
Arbeit werden, aus dem im n#chsten Abschnitt noch zu konstruierenden effekti-
ven Modell, Zwei-Korper Zerfille der Mesonen iiber die starke Wechselwirkung
zu berechnen sein. An dieser Stelle soll nun die allgemeine Zerfallsformel fiir der-
artige Zerfille hergeleitet werden. Man betrachte dazu folgende Lagrangedichte

L=Lo+ Low (1.155)
mit
1 1 1 1
Ly = 5(3;0()2 - §M>%X2 + 5(@901)2 - §M£1<P%
1 1
+§(au@2)2 - §M£2<p§ (1.156)
und
Lovw = gXP1Pa- (1.157)

Dabei sind x(X), ¢1(X) und ¢,(X) skalare Felder und g deren Kopplung, wobei
X = (¢, %) ist. Im Folgenden wird zunéchst von ¢; = ¢, = ¢ ausgegangen und
angenommen, dass M, > 2M,, ist, sodass der Zerfall x — 2¢ kinematisch mog-
lich ist. Die Ubergangsamplitude fiir diesen Zerfall bis zur ersten Ordnung auf
Baumdiagrammniveau ist gegeben durch die Feynman-Diagramme in Abbilung
1.3. Beide Diagramme liefern den gleichen Beitrag zur Ubergangsamplitude, wo-
durch in ihr der Faktor 2 resultiert und diese im betrachteten Fall einfach eine
Konstante ist

—iA =i2g. (1.158)

Die freien Losungen der skalaren Felder lauten

Pe X bl (5t X) (1.159)

27

)= 2 i
k=27 r

19 Als Elementarteilchen werden normalerweise Teilchen bezeichnet, die keine Substruktur
aufweisen, nach heutigem Verstéindnis sind es die Quarks, Leptonen und die Eichfelder. Den-
noch bezeichnet man in der Hadronenphysik auch zusammengesetzte Systeme, wie beispiels-
weise die Mesonen, als elementar.

20Dje Umwandlung der drei Neutrinoarten ve,v, und v, ineinander wird als Neutrino-
Oszillation bezeichnet und ist quantenmechanischer Natur. Die Voraussetzung dafiir ist eine
nicht-verschwindende Masse dieser Teilchen.

2I'Wie bereits erwiihnt, werden zwar nach der Grand Unification Theory Protonenzerfille
vorhergesagt, sind jedoch bis heute noch nicht beobachtet worden.
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und

sD(X)=L > : (a(k)e KX 4 af (k)e ™). (1.160)

Dabei ist V' das Volumen der Boxnormierung, in dem die Felder betrachtet
werden.

- 2
k=— 1.161
z (1.161)
ist der quantisierte Impuls und
By = /M2 +p? (1.162)
sowie
By =1/M2 + k2 (1.163)

sind die relativistischen Energien. Die Vernichtungs- bzw. Erzeugungsoperatoren
der jeweiligen Felder, by, b; sowie ag, aTE, geniigen folgenden Kommutationrela-
tionen

—

la(kr), a(kz)] = [al (k1), a¥ (k2)] = 0, (1.164)
la(ky), al (k2)] = 6@ (ky — ka). (1.165)

Dies gilt analog auch fiir b, b;r;.
Der Anfangs- bzw. Endzustand ist gegeben durch

|an) = b'(5) [0) , (1.166)

lend) = a't (k1)al (k2) |0). (1.167)

Betrachtet man nun die skalaren Felder (1.159) und (1.160) im Wechselwir-
kungsbild, so lautet die Ubergangsmatrix

(end| S |an) ~ (end|S™ |an) (1.168)

mit der Streumatrix o
S =Te 1/ &XH(X) (1.169)

bzw. der Streumatrix der ersten Ordnung
S = —i/d4X1T[H1(X1)], (1.170)

wobei T der Zeit-Ordnungsoperator ist, der die physikalische Kausalitéit garan-
tiert, und
Hi=—L1= —QX(X1)<P2(X1) (1.171)
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ist. Daraus resultiert, unter Ausnutzung von (1.164) und (1.165), folgende Uber-
gangsmatrix der ersten Ordnung

(end| SW |an) = (end|ig / d* X T (X1)p?(X1)] |an)

— 1 (_ZA /d4X e’L(P K1 Kg)

V32 BE, 2B, 2E;

1 (—iA)

372 (
VP2 2B 2E; 2E;

Die vierdimensionale Deltafunktion garantiert die Impulserhaltung am Vertex.
Die Wahrscheinlichkeit fiir den Zerfall y — 2¢ erhilt man durch quadrieren des
Betrages der Ubergangsmatrix

1 1
V3 2E; 2B; 2F;

2m) W (P — Ky — K). (1.172)

@2m)3 (W (P — Ky — K»))* |—iA]*.

(1.173)
Das Quadrieren der Ubergangsmatrix liefert ein Quadrat der Deltafunktion,
was ein Problem darstellt. Ein weiteres Problem stellt die, infolge der Boxnor-
mierung, vorhandene Volumenabhingigkeit dar, denn ein Zerfall eines Teilchens
ist eine intrinsische Eigenschaft und deshalb sollte dieser nicht vom Volumen
abhingig sein. Das Quadrat der Deltafunktion kann nach Fermi wie folgt um-
geschrieben werden

(2m)%((6 (P — K1 — K))?
= (@m)*""(P - K - K) / d' X X (P Fa k)

2
(end| SM) \an}‘ =

= 2m)W(P - K, - K,) / d'X

t
= @2n)tW P - K, —KQ)/d%z/ dt
0

= @2n)'%W(P - K, — Ky)Vt. (1.174)
Betrachtet man nun, dass die quantisierten Impulse der Teilchen k= # im

Intervall (K, K1 + d3K;) sowie (K, Ko + d®K>) liegen, so lisst sich die Wahr-
scheinlichkeitsdichte fiir den Zerfall y — 2¢ aufstellen

d K, d*K,

(277) o (1.175)

[ Wenal SO )|

Die Ausnutzung von (1.174) und Integration iiber alle Impulse im Interval ergibt
schliellich einen volumenunabhéngigen Ausdruck

1 |—iA‘2 (4) 5 5
(2m)? // 2E,;12E,;22Eﬁ‘S (P — Ky — K»)d°K1d"Kat, (1.176)

dabei wird die Grofie

‘—zA k:l,kQ N o
(2m)2 // 2E; 2E;, 2Eﬂ(5 (P— K, — Ky)d’ Ky\d° Ky, =T (1.177)
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als Zerfallsbreite definiert. Die Wahrscheinlichkeit zwei Teilchen ¢ zur Zeit ¢ zu
finden ist
Py, (t) =Tt (1.178)

bzw. die Wahrscheinlichkeit das Teilchen x zu finden, welches noch nicht in 2¢
zerfallen ist, ist
P, (t) =1-Tt, (1.179)

wobei hier die Zwangsbedingung
t< ! (1.180)

erfiillt werden muss. Andernfalls wiirde man nach sehr langer Zeit eine negative
Wahrscheinlichkeit erhalten und dies ergéibe keinen Sinn. Betrachtet man es
rekursiv, so ldsst sich eine Wahrscheinlichkeit fiir ein allgemeines ¢ finden

Py(t+dt) = Py(t)(1—Tdt)
= P (t)=e ', (1.181)

wobei es sich dabei um eine Nidherung handelt [21]. Die mittlere Lebensdauer
eines Teilchens ist definiert als
r=T""1 (1.182)

Da es sich bei Mesonen um relativistische Teilchen handelt, miissen die Effekte
der speziellen Relativitéitstheorie beriicksichtigt werden. Obige Gleichung ist die
mittlere Lebensdauer des Teilchens im bewegten System. Die Eigenzeit 79 des
Teilchens ist gegeben durch

=7 (1.183)

mit v = (1 — v?)~ /2. Die Impulse der Teilchen sind
P =(M,.0), K = (B, k)undK,=(E k). (1.184)
Damit kann die vierdimensionale Deltafunktion wie folgt umgeschrieben werden
SW(P = Ky — Ks) = 0¥ (ky + ka)o(My — B — Ey ). (1.185)
Die Integration von (1.177) iiber d® K> ergibt
‘2

I =

) ‘—iA(El, “k)
/ §(My, —2E; )d* K. (1.186)

2(2m)2 (2B, )22M,

Der Betrag des Impulses der ausgehenden Teilchen ist

M2
P=K +K;= TX_M“%' (1.187)
Die Deltafunktion in (1.186) kann mit
ky= MT’% - M2 (1.188)
ausgedriickt werden als
§(M, — 2B ) = 4%&;(‘1&‘ —k;f). (1.189)
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ks sind die ausgehenden Impulse, die den Phasenraum darstellen, d.h. es muss
M, > 2M, gelten, anderenfalls kann der Zerfall nicht stattfinden. Sollte eine
Winkelabhiingigkeit des Zerfalls gegeben sein, so ist das geeignete Koordinaten-
system das Sphérische. Der Wechsel zu diesen Koordinaten ergibt

BK, = dQ ‘Elfd]k’l‘. (1.190)

, so folgt fiir die Zerfallsbreite

Integriert man anschlielend iiber d ‘Igl

= 5 2M2 /dQ |—i A% (1.191)

Ist die Ubergangsamplitude jedoch winkelunabhingig und beriicksichtigt man
noch den Symmetriefaktor s¢, der sicherstellt, dass bei Zerfillen in identische
Teilchen die Beitréige nicht mehrfach gezihlt werden, so erhélt man schliefllich
fiir die Zerfallsbreite der ersten Ordnung folgendes Resultat

I'=

=55 2M2 |—iA]% . (1.192)

Fiir den betrachteten Fall von zwei identischen Bosonen ¢; = ¢y = ¢ betrigt
der Symmetriefaktor sy = 1 , somit ergibt sich fiir den Zerfall x — 2¢ folgende

Formel
kg

FX—>2gp - 47T2M72g .
X

(1.193)
Geht man jedoch von zwei unterschiedlichen Bosonen aus ¢; # 5, so miissen
die ausgehenden Impulse bzw. der Phasenraum und die Ubergangsamplitude
fiir diesen Fall neu ermittelt werden. Fiir den Phasenraum ergibt sich

ky=

oM, VML (M2, + M2,)? = 2MF (M, + M3,) (1.194)

und fiir die Ubergangsamplitude
—iA =1ig (1.195)

und damit schliellich eine Zerfallsbreite von

ky
Dy—prp, = 871'2M2 2' (1.196)



Kapitel 2

Konstruktion des effektiven
Modells

In diesem Kapitel soll die Lagrangedichte des effektiven Modells konstruiert wer-
den. Der Ausgangspunkt ist einerseits das effektive chirale Modell mit gewthn-
lichen skalaren Quarkonia und einem skalaren Glueball [22]. Andererseits ist es
das lineare Sigma-Modell mit vektoriellen und axial-vektoriellen Freiheitsgraden
[23, 24], bei dem die Einkopplung des skalaren Glueball Freiheitsgrades durch
das Dilaton unterzogen wird. Auf diese Weise erhélt man eine effektive Lagran-
gedichte, die die Skalen-Anomalie beriicksichtigt. Die Zustéinde, die das effektive
Modell umfasst, sind die leichtesten mesonischen Zwei-Flavour Quark-Antiquark
Zusténde, wie aus der Tabelle 2.1 hervorgeht, und der skalare-isoskalare Glueball
G mit den Quantenzahlen

I(JP%) =0(0"h), (2.1)

welcher sich aus den kollektiven Gluonen zusammensetzt!.

Ny =2 I=0[I=1]JF¢
skalare Felder o ao o+t
pseudoskalare Felder | 7, 7 0+
vektor Felder wh " 1=
axial-vektor Felder IS ay | 1t*

Tabelle 2.1: Die Quark-Antiquark Zustinde des effektiven Modells.

Da das Sigmafeld

(uti + dd) (2.2)

1
O- = ﬁ
und der skalare Glueball

G =gg (2.3)

die gleichen Quantenzahlen besitzen, kommt es innerhalb des effektiven Mo-
dells zu deren Mischung, die durch eine SO(2)-Rotation realisiert wird. Da-

IDie fiir die vorliegende Arbeit wesentlichen Eigenschaften dieser Felder sind im Anhang
A zusammengefasst.

27
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bei wird nach deren Entmischung das Sigmafeld iiberwiegend als die skalare-
isoskalare Resonanz f,(1370) und der skalare Glueball iiberwiegend als die,
ebenfalls skalare-isoskalare, Resonanz fo(1500) identifiziert. Ferner wird der Fo-
kus auf die Zerfille dieser Felder auf den pseudoskalaren und vektoriellen Sektor
gerichtet sein, wie den Tabellen A.1 und A.3 nach Particle Data Group [8] zu
entnehmen ist.

Im ersten Abschnitt dieses Kapitels wird sich vorerst der mesonischen Lagran-
gedichte zugewandt, die noch keinen skalaren Glueball Freiheitsgrad enthilt.
Anschlieflend wird zur Beschreibung des skalaren Glueball Freiheitsgrades das
Dilaton eingefiihrt und letztlich in die mesonische Lagrangedichte eingekoppelt.

2.1 Die mesonische Lagrangedichte

Bei verschwindenden Quarkmassen muss das effektive Modell, abgesehen von
der U(1)a-Anomalie, der globalen chiralen U(2)y x U(2)g-Symmetrie mit der
Transformation

Ur,r = exp {—i0} gta} (2.4)

geniigen. Dabei sind 9%7 r die Parameter, die Drehwinkel, und ¢, mit a =
0, 1,2, 3 die Generatoren der U(2)-Algebra. Die Generatoren lauten explizit tg =

%12 und t; = %Ti mit s = 1,2, 3, wobei 7; die Pauli Matrizen sind

(8 )=t F)me (0 %) o

Beziiglich der Quarks konnen die skalaren sowie pseudoskalaren Mesonen durch
folgende Matrix definiert werden

®;; = V23; rYi.L- (2.6)

Unter den global chiralen Transformationen ist das Verhalten der Quarkfelder

¢, — G =ULgir, (2.7)
4i,r — ;g = URGi,R (2.8)
und der Matrizen
o — ' = ULoU}, (2.9)
ot — o7 = UgretU]. (2.10)

Mit Hilfe der chiralen Projektionsoperatoren (1.29) kann die Matrix ® folgen-
dermaflen umgeschrieben werden

®ij = V2qrei. = V24 PLPrai = V24 Pra;
1, B 1, o
= 7 (@30 — 37°@:) = 7 (@9 + 1037 q) (2.11)

wodurch sich die skalaren sowie pseudoskalaren Strome zu

1
S = —aq. 2.12
1.
Py = Ru (2.13)
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ergeben. Man erhélt somit
& =5+41iP, (2.14)

wobei S und P hermitesche Matrizen sind, die mit den U(2)-Generatoren wie
folgt ausgedriickt werden konnen

S = S,ta, (2.15)
Sa = V28taq (2.16)
bzw.
P = Pyt,, (2.17)
P, = V2qivtaq. (2.18)

Die skalaren und pseudoskalaren Singulett- und Triplettzustéinde kénnen nun in
einer Isospinstruktur als das chirale Feld realisiert werden

® = (o +iny)to + (do +i7) - T (2.19)
bzw. das dazu adjungierte chirale Feld
O = (0 —iny)to + (do — i7) - . (2.20)

Entsprechend werden die vektoriellen sowie axial-vektoriellen Mesonen konstru-
iert. Dazu betrachte man zunichst die rechts- bzw. linkshéindigen Strome

_ 1, )
R, = V2q,r7"4i,r = —5 (@70 — G7°7" i) (2.21)
V2
_ 1, .
LYy = V2q;,09" 4, = —= (@70 + 47°7"4i) - (2.22)

V2

Daraus ergeben sich die vektoriellen bzw. axial-vektoriellen Strome

1

Vi = \ﬁ(jj’yu%a (2.23)
A = g (2.24
= " 24)

die analog zu (2.15) und (2.17) als hermitesche Matrizen
VH = Vi, (2.25)
Vi = V2q7"taq (2.26)

bzw.

AF = Akt,, (2.27)
Al =207y tag (2.28)

dargestellt werden konnen. (2.21) und (2.22) transformieren sich global chiral
nach
R* — RM = UpR"U}, (2.29)

sowie

LM — LM = U LMUJ . (2.30)



30 KAPITEL 2. KONSTRUKTION DES EFFEKTIVEN MODELLS

Fiir die rechts- bzw. linkshiindigen Stréme wird die bereits im Abschnitt zur
chiralen Symmetrie eingefithrte Konvention (1.37) und (1.38) verwendet, wo-
mit sich schliefflich fiir die vektoriellen sowie axial-vektoriellen Singulett- und
Triplettzustinde folgende Matrixdarstellung ergibt

RH = (WH — i + (p" —at') - 1, (2.31)

L = (W' + )t + (7" +a)) - t. (2.32)

Diesbeziiglich lassen sich nun chiral invariante Terme konstruieren, beginnend
mit dem skalaren Massenterm

—mTr [®T®] . (2.33)

Dieser ist invariant unter den globalen chiralen Transformationen (2.9) und
(2.10), was aus der Unitaritit des Operators U,

U'v=vv'=1=>0"=U0"", (2.34)

und der zyklischen Vertauschbarkeit regulidrer Operatoren innerhalb der Spur
folgt

—m2Tr [07®] = —m2Tr [UR@UTUL@U*]
— —miTr [UpetoUf
= —m2Tr [UTUR@(IJ}
= —miTr [®T®]. (2.35)

Desweiteren konnen durch Quadrieren folgende skalarmesonische Selbstwechsel-
wirkungsterme modelliert werden

“\ (Tr [010])7, (2.36)

—Tr [ (@1e)°] (2.37)

die ebenfalls wie (2.35) chiral invariant sind.
Schlielich muss noch der kinetische Term der skalaren und pseudoskalaren Frei-
heitsgrade, der auch der globalen Eichsymmetrie folge leistet

Tc [(0"®)"(0"®)] = Tr [aH(UR@TU*)aH(ULw;)}
[URaH (@) UjULo" (@) ;]
- T [UTURa“ (@H UjuLo" (@ )]
= T [0 )T (")), (2.38)

eingefiihrt werden.

Nun werden global chirale Terme mit vektoriellen bzw. axial-vektoriellen Frei-
heitsgraden konstruiert und in das effektive Modell eingebunden. Mit (2.31) und
(2.32) lasst sich dessen Massenterm aufstellen

2

%Tr [(L#)? + (R)?]. (2.39)
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Um die Eigendynamik der Vektormesonen zu beschreiben, sind die vektoriellen
Feldstirketensoren erforderlich, die wie folgt definiert sind

R* = 0" R” — 0" R*, (2.40)
LM = QFLY — Q¥ LP (2.41)
und sich global folgendermaflen transformieren
RM — RM' = UrR* U, (2.42)
LW — W' = UL LM U] . (2.43)

Mit (2.40) und (2.41) lésst sich nun der Term fiir die Eigendynamik der vektor-
mesonischen Freiheitsgrade aufstellen

Lo (o (e 240

Fiir den kinetischen Term muss jedoch die partielle Ableitung durch eine kovari-
ante Ableitung, die die skalaren Freiheitsgrade mit den vektoriellen Freiheitsgra-
den koppelt, ersetzt werden. Die kovariante Ableitung muss folgende Struktur
besitzen

DH® = 0HP + g (PRN — LM D) (2.45)
bzw.

(D*®)" = 9,0t —igy(R,®" —oTL,), (2.46)
um den globalen Transformationen (2.9), (2.10) und (2.29), (2.30) zu geniigen
(Dr®) = I(ULBUL) +igi (U ®ULURR*UL — UL LMULUL®UY)

= Upd"(®)UL +igi(UL®R U}, — UL LU

— ULD"®U}. (2.47)
Analog gilt auch
(D*®)" = U (D"®)' U] . (2.48)
Damit ergibt sich folgender kinetischer Term
Tr [(D*®)(D"®)] . (2.49)

Fernerhin lassen sich noch Terme konstruieren, die die Wechselwirkung zwischen
den skalaren, pseudoskalaren, vektoriellen und axial-vektoriellen Freiheitsgraden

beschreiben
h1

?Tr[cb*q)]Tr[LuLﬂ + R, RM, (2.50)
hoTr[®TL,LF® + ®R, R*®1], (2.51)
2h3 Tr[®R, T LM (2.52)
Diese sind nach (2.9), (2.10), (2.29) und (2.30) ebenfalls global invariant

h
%Tr[@“@’]Tr[LLL’“ + R, R™

h
= %Tr[URqJT Ul UL UL YU LU UL L*U] + UrR,ULURR U]
— E i 1 T Iz 1 m

5 TURUR® @I TY[ULUL L L" + URUrR,RY]

h
- éTr[qﬁcp]Tr[LuLﬂ + R, R, (2.53)
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hoTr[@V L), LM &' + &' R), R &V
= hyTY[Ur®'U} UL LU UL, LMU UL @UT,
+ULULURR, ULURRMULUR® U]
hy Tr[ULUR®T L, LF® + UL UL ® R, R* 1]
hoTr[®1L,L'® + ®R, R' DT, (2.54)

2h3Tr[®'R), &V L]
= 2hyTY[U®ULURR, ULUR®IUS UL L U]
= 2hyTY[U] UL ®R, &' LH]
2h3Tr[®R,®T LM, (2.55)
Wie im Abschnitt zur chiralen Symmetrie beschrieben, ist die QCD nur nihe-
rungsweise chiral invariant. Diesbeziiglich werden nun Terme modelliert, die die
leichte explizite Verletztung dieser Symmetrie generieren.
Die U(1)a-Axial-Symmetrie ist wegen der U(1)4-Anomalie sogar bei masse-
losen Quarks verletzt. Die globale chirale Symmetrie U(Ny)r x U(Nyf)r wird

dadurch zu U(Ny)y x SU(Ny)a-Symmetrie explizit gebrochen. Diese Symme-
triebrechung kann durch folgenden Term erzeugt werden [25]

c [det(@1) + det(®)] . (2.56)

Folgende Rechnung beweist, dass (2.56) unter den globalen Transformationen
(2.9) und (2.10) die U(Ny)r, x U(Ny)p-Symmetrie zu U(Ny)y x SU(Ny)a-
Symmetrie bricht und in der Tat die U(1) 4-Anomalie generiert

¢ [det(®") + det(")]
= c [det(UR@U,ﬁ) + det(UchU,g)}
= ¢ _det(ei%’t“ oleite) 4 det(eiezt“@e*w%’t”)}

[ 09, _99 0% 109 0% 109 0% _ga
iV A _ A% A A% A _ A% A
= c|det (e‘ s taplemi T t‘l) + det (el T tade i T2 t“)]

= ¢ [det(e_wit“qﬂ) + det(ew(fl‘t“q))]

_ ) N%—l w 0 . N%71 w o
= c¢|det(e ?Xa=1 Yala)det(e0at0)d 4 det(e! Lazt eAt“)det(ewAto)fl)}

= c _det(e*ie(/]*to)qfr + det(ew[f]‘to)@} =c [(e*ngf)CI)T + (ew(l‘Nf)CI)]

# c[det(®) + det(®)] . (2.57)
Die Tatsache, dass die Pionen, denen die Rolle der Goldstone-Bosonen in der
QCD zukommt, nicht wirklich masselos sind, fithrt zur expliziten Brechung der
SU(Ny¢)y x SU(Ny) a-Symmetrie. Die Brechung dieser Symmetrie wird mit dem

Term
Tr [H (@7 + ®)] (2.58)

generiert. Dabei ist der Parameter H wie folgt definiert

H = hat, (2.59)
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mit @ = 0,1, 2,3, also im Fall von Ny = 2, ergibt sich
H= iLQto + Tlltl + Bgtg + B3t3. (260)

Mit Hilfe dieses Parameters wird eine endliche Strommasse der beiden Quark-
flavours up und down erzeugt. Dabei wird das Potential des effektiven Mo-
dells sozusagen in eine bestimmte Richtung des vierdimensionalen Feldes, dessen
Komponenten das o-Singulett und das dy-Triplett sind, gekippt. Die Richtung
wird durch die Wahl der Komponenten des h, Parameters definiert. Da das
Sigmafeld, auf Grund der Quantenzahlen, einen nicht-verschwindenden Vakuu-
merwartungswert

() #£0 (2.61)

besitzt, ist die U(2)y x SU(2) 4-Symmetrie dadurch gebrochen. Demzufolge ist
der Parameter

ho # 0. (2.62)
Fiir die geladenen Felder des dp-Tripletts, aa’ und ag , gilt
(ag) =0 (2.63)
und somit sind die Paramter
hi = hy = 0. (2.64)

Daraus ergibt sich fiir den Parameter
H = hoto + hsts. (2.65)

In dieser Arbeit werden die Strommassen der Up- und Down-Quarks als entar-
tet betrachtet, wodurch die vektorielle Symmetrie erhalten bleibt. Aus diesem
Grund ergibt sich

hs =0 (2.66)
und folglich muss auch fiir das ungeladene Feld des dp-Tripletts
(ad) =0 (2.67)
gelten. Letztlich resultiert daraus folgende mesonische Lagrangedichte
Loes = Tr[(D*O)(DF®) — m3dTd — Mo (T®)2] — Ay (Tr [@TD])?
+c[det (®F) + det (®)] + Tr [H (&7 + @)]
1 2
_Zrﬁ [(LW)Q n (R“”)Q] n %Tr [(L“)2 + (R”)Q]
h
+71Tr[<I>T<I>]Tr[LML“ + R, R"]
+hyTr[®T L, LF® + ®R,R*®T] + 2h3 Tr[®R, &' LM]. (2.68)

2.2 Das Dilaton

Zur Beschreibung des Glueball Freiheitsgrades wird in diesem Abschnitt ei-
ne klassische Lagrangedichte, die Dilaton Lagrangedichte, eingefiihrt, die die
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Eigenschaften der reinen Yang-Mills Lagrangedichte als QFT auf einer hadro-
nischen Ebene realisiert. Diesbeziiglich betrachte man zunéchst die klassische
reine Yang-Mills Lagrangedichte

Lym = —ZGZVGQ“’, (2.69)
wobei
G, = 0, AL — 0, A% + gf**c AL AT (2.70)

der Feldstérketensor der Gluonen ist. Die klassische Wirkung von (2.69) ist unter
(1.76) und (1.90) Skalen invariant

Sym = / &X' Ly = —+ / ' X'Gy, G

= -3 / AT XN G NG

1 a 14
-1 / ' XaGs, G
= /d4X£YM = Sy m; (2.71)

was zur Folge hat, dass der Skalen-Strom
JH =z, T (2.72)

auf der klassischen Ebene erhalten bleibt
OuJt =T) = 0. (2.73)

Betrachtet man jedoch die reine Yang-Mills Theorie als QFT, dann erhélt man
fiir die Spur des Energie-Impuls Tensors

u_ Bla) < a W)
)= % 2GWG # 0. (2.74)
Die Dilatation-Symmetrie wird durch die Loop-Korrekturen zerstort, wodurch
der Skalen-Strom nicht erhalten bleibt. Diese Brechung der Dilatation-Symmetrie
bezeichnet man als Skalen- bzw. Spur-Anomalie. Die reine Yang-Mills Wirkung
ist somit nur klassisch invariant unter Dilatation, nicht aber als Quantenfeld-
theorie.

Wie bereits im Abschnitt zu Skalen-Anomalie eingehend behandelt, besitzt bei
Skalen-Invarianz die betrachtete Lagrangedichte keine charakteristische Léngen-
bzw. Energie-Skala, was der klassischen Betrachtung entspricht. Quantenfeld-
theoretisch wird jedoch durch die Renormierung eine Skala eingefiihrt, was sich
in der Energieabhiéingigkeit der laufenden Kopplungskonstanten, die in der Beta-
Funktion der Renormierungsgruppe steckt,

Blg) = ugg = —bg’, (2.75)

zeigt. Das bedeutet, dass ihre Stérke fiir jede Skala neu ermittelt werden muss,
was einen Skalenparameter A fixiert. Aus Rechnungen mit 1-Loop Diagrammen
[19] folgt fiir die Konstante b

11N, — 2Ny

b=
4872

(2.76)
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Damit resultiert fiir (2.74) mit (2.76), wobei hierzu der reine gluonische Anteil
mit N¢ = 3 und Ny = 0 betrachtet wird, und der Strukturkonstanten der

starken Wechselwirkung
2

a,(Q%) = i—ﬂ (2.77)
TV = by (2:) (;GzyGﬁ:”) . (2.78)

Nimmt man nun den Vakuumerwartungswert

(T8 = — <b7r2 <2:> (;GZVG§”>> : (2.79)

dann wird die Grofle ) )
Qs ~a uv —_ 4
< - <2GWGG )> C (2.80)

als das Gluonkondensat definiert, welches mit QCD Sum Rules zu C' ~ 0.360
GeV [26] berechnet wurde. QCD Lattice Rechnungen ergeben fiir das Gluon-
kondensat einen deutlich grofieren Wert von etwa C' ~ 0.650 GeV [27].

Um nun die mesonische Lagrangedichte durch die gluonischen Freiheitsgrade zu
verallgemeinern, benttigt man offensichtlich eine klassische Lagrangedichte, die
einerseits die Skalen-Invarinz sicherstellt wie (2.69), andererseits aber auch die
Quanteneffekte beriicksichtigt, die schlieflich zur Skalen-Anomalie fiihren. Dies
kann mit Einfiihrung des Dilatonfeldes GG, welches die kollektiven Gluonfelder,
den skalaren Glueball beschreibt, bewerkstelligt werden. Die klassische Selbst-
wechselwirkungspotentialdichte muss, um den Forderungen zu geniigen, nach
[22, 28] genau folgende Form besitzen

1m% (.. |G| G*
Das skalare Feld G wire wegen
4 a v
G* ~G},GY (2.82)

fiir sich allein genommen invariant unter Dilatation und wiirde somit zum ver-
schwindenden Vakuumerwartungswert des Dilatonfeldes fithren. Der Logarith-
musterm in (2.81) bricht jedoch die Dilatation-Symmetrie und generiert dadurch
die Skalen-Anomalie. Desweiteren enthélt die Skalen-Invarianz brechende Dila-
ton Potentialdichte den Skalenparameter A. Dieser parametrisiert die Abhén-
gigkeit des Energie-Skalen Parameters p von der starken Strukturkonstanten
as(Q?). Fiigt man schlieBlich noch einen kinetischen Term hinzu, so erhélt man
eine geeignete klassische Lagrangedichte, die Dilaton Lagrangedichte, zur Be-
schreibung des skalaren Glueballs

1 1 m?2 G G*
Laa(G) = 5(0"G)* - 13§ (G4 8 ‘A‘ T ) ' (2.83)

Die Dilaton Potentialdichte enthiilt keine Quark-Antiquark Freiheitsgrade und
der Grundzustand des Dilatons entspricht dem Skalenparameter

dV_%GSl

G|
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VIG)

G [GeV]

Abbildung 2.1: Die Potentialdichte des Dilatons.

Divergenz des Skalenstroms

An dieser Stelle wird zunichst die Divergenz des Skalenstroms fiir eine allge-
meine skalare Potentialdichte V(¢) hergeleitet, um diese anschlieBend auf die
Dilaton Potentialdichte anzuwenden. Dazu betrachte man den Energie-Impuls

Tensor

oL
™ = &6 —g"L
30,0 09
ey,
= 40" ) — gL

(2.85)

und folgende skalare Lagrangedichte mit einer beliebigen Potentialdichte V(¢)

L= J0,6076- V(o)

5 4(0,079) = V(6).

Mit der Euler-Lagrange Gleichung fiir Felder

oL 5 oL
96 " 9(0u9)
folgt
av
_855)) = 0,0"¢.

Die Divergenz des Skalenstroms ist

8, J" = 700 _ il _ 22 _ 33

T — 026+ %qﬁ(@aa%) +V(6),

T — g2 — %fb(&raa(ﬁ) —V(9),

(2.86)

(2.87)

(2.88)

(2.89)

(2.90)

(2.91)
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so folgt schliefflich eine allgemeine Form fiir die Divergenz des Skalenstroms fiir
eine beliebige Potentialdichte

OuJt = 20(0,0°¢) — $(0,0° ¢) + 4V(9)
= ¢(0,079¢) +4V(¢)
_ NV (¢)
= *¢T¢ +4V(9)
= —[p0sV(9) — V()] (2.92)

Damit erhilt man mit (2.81)

1 2
Ot = Tjt = = ZEGH 0. (2.93)

Fiir den Vakuumerwartungswert des skalaren Glueballs ergibt sich dann

1 m2 1 m?2 1
(TH) = <4A§G4> = —ZA—gGg = —ZméA? (2.94)

Daraus folgt fiir den Skalenparameter mit (2.79), (2.80) und (2.76)
Vi1 c?.

A =
QmG

(2.95)

2.3 Einkopplung des Dilatons

Will man schliellich den skalaren Glueball Freiheitsgrad, der durch die Dilaton
Lagrangedichte beschrieben wird, in die mesonische Lagrangedichte einkoppeln,
so muss das effektive Modell einerseits, entsprechend der physikalischen Gege-
benheiten, mit der Skalen-Invarianz konsistent sein. Andererseits muss in ihm
das effektive Modell ohne skalaren Glueball Freiheitsgrad (2.68) als Grenzfall
enthalten sein. Dazu wird folgender Grenzfall in Betracht gezogen

mg — 00, (2.96)

wobei der Skalenparameter A konstant bleibt. Auf diese Weise wird erreicht,
dass der skalare Glueball im Grundzustand unendlich schwer wird, wodurch
es keine Fluktuationen mehr geben kann und somit auch keinen dynamischen
skalaren Glueball Freiheitsgrad und folglich auch keine Mischung mehr. Fiir den
Skalenparameter bedeutet dies

Gy = A = const. (2.97)

Die einzige Skala in der QCD als QFT wird durch die reine Yang-Mills La-
grangedichte induziert, demzufolge sollte der einzige dilatationbrechende, ge-
nauer gesagt Skalen-Anomalie erzeugende, Term im effektiven Modell das Dila-
ton sein. Alle Terme in (2.68), abgesehen von den beiden Massentermen sowie
dem Term fiir die explizite Symmetriebrechung und dem zur Beschreibung der
Axial-Anomalie, skalieren unter Dilatation mit A*, wodurch ihre Wirkung Skalen
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invariant bleibt. Wendet man sich fiirs Erste dem Massenterm der skalarmeso-
nischen Freiheitsgrade

—miTr [®T®], (2.98)
sowie dem der vektormesonischen Freiheitgrade zu
mi 2 2
T ()2 + (R (299)

so sieht man, dass diese keine Dilatation-Symmetrie besitzen, da sie unter Dila-
tation jeweils nur mit A% skalieren. Um die Skalen-Invarianz zu erreichen, wiirde
man den Massenterm der skalarmesonischen Freiheitsgrade allgemein wie folgt
hinschreiben

—aG?Tr [079] . (2.100)

Fiir den skalaren Massenparameter bedeutet dies, dass
ma = aG3, (2.101)

wobei die dimensionslose Konstante ¢ > 0 ist und somit den Ursprung der
spontanen Symmetriebrechung darstellt. Im Fall des verktormesonischen Mas-
senterms wiirde man analog vorgehen. Unterzieht man nun beide Massenterme
einer geeigneten Modifikation

2
—miTr [2T®] — —m] (GG) Tr [@10] (2.102)
0
sowie
m? m? [ G\°
P (L) + (RY)?) —>;(G) T[4+ (RYY], (2103)
0
so wird zum Einen die erforderliche Skalen-Invarianz sichergestellt
G\’ G\’
—mg (GO) Tr [@T®] = -m] <G0> Tr [@V @]

2
= —m Qf(f) Tr [ATAD]
= Sl = Sme, (2.104)

(&) e emr) - 5G] mlas e

2 2
. m E Y2 )2
i (G0> Tr [(AL¥)? + (ARM)?]
—N S/ = S77L17 (2105)

mi

zum Anderen erhiilt man im Grenzfall, also im Grundzustand, wie gefordert die
Terme (2.98) und (2.99) des effektiven Modells ohne skalaren Glueball Freiheits-
grad (2.68).

Betrachtet man nun den Term der expliziten Symmetriebrechung

Tr [H (T + )], (2.106)
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so ist auch hier ersichtlich, dass dieser nicht Skalen invariant ist. Dennoch bedarf
dieser keiner Modifizierung, um der Dilatation-Symmetrie Folge zu leisten, da
die explizite Symmetriebrechung durch die endlichen Quarkmassen bewirkt wird
und diese, wie (1.89) zeigt, die Skalen-Invarianz explizit brechen.

Letztlich bleibt noch der Axial-Anomalie Term, der ebenfalls keine Dilatation-

Symmetrie besitzt. Dieser konnte analog der beiden Massenterme mit (G%)

modifiziert werden, wodurch er im Fall von Ny = 2 der Dilatation-Symmetrie
geniigen wiirde

‘ <g)> [det(2T) +det(@)] = (g;) [det(@1) + det(®’)]
2
= ¢ (gf) (A% det(®1) + A? det(®)]
= Sy=5a (2.107)

Wiirde man jedoch in das effektive Modell einen weiteren Flavour-Freiheitsgrad

einfithren, so miisste man den Axial-Anomalie Term mit (G%) modifizieren,

um Skalen-Invarianz zu erhalten. Dabei wiire dieser der Finzige im effektiven
Modell, bei dem die Dimension des zu modifizierenden Terms von der Anzahl
der Flavour-Freiheitsgrade abhéngen wiirde. Die beiden Massenterme (2.98) und

2
(2.99) wiirden bei beliebiger Anzahl der Flavour-Freiheitsgrade stets mit (G%)

modifiziert, um der Dilatation-Symmetrie zu geniigen.

Eine derartige Eigenschaft in einem effektiven Modell wiire eine besondere und
bediirfte einer physikalischen Rechtfertigung. Da der Axial-Anomalie Term im
Fall von Ny = 2 nicht zur Wechselwirkung-Lagrangedichte beitrégt, und somit
zur Berechnung der Zerfallsbreiten nicht relevant ist, wird im Rahmen dieser
Arbeit die einfachste Realisierung gewihlt. Somit resultiert folgende effektive
Lagrangedichte

2
L = Tr|(D"®)(D®) —m? (g) BTP — \o (P D)2
0

— \(Tr [@T@])?

+cldet(®T) + det(®)] + Tr [H (27 + @)]

—iTr (L") + (R™)?] + % (g)) Tr [(L*)? + (R*)?]

h
+71Tr[¢>*<1>]Tr[LML# + R, R + hoTr[®'L,['® + ®R,R" ]

1 1 m?2 G G*
trul oy Loaum2 1 MG 4 .
+2hsTr[®R, LI + 2(8 G) 1A (G ln‘A’ 1 ) (2.108)

2.4 Vakuumerwartungswerte

Im vorliegenden effektiven Modell besitzen ausschliellich das Sigmafeld und der
skalare Glueball einen von null verschiedenen Vakuumserwartungswert (VEW),

(o) =09 = const #0 (2.109)

und
(GY = Gy = const # 0. (2.110)
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Dies geht aus deren Quanteneigenschaften hervor. Beide Felder besitzen eine
positive Paritét, einen Gesamtspin 0, Isospin 0 und eine positive Ladungskon-
jugation sowie G-Paritéiit, was den Quantenzahlen des Vakuums entspricht. Die
iibrigen Felder erfiillen nicht die Eigenschaften des Vakuums. Die Felder 7, g, dg
und @}’ besitzen einen von null verschiedenen Isospin und somit keinen VEW, da
dies sonst die Isospin-Symmetrie des Vakuums verletzen wiirden. Das 7, Feld
ist ein Pseudoskalar, besitzt demnach eine negative Paritéit und hat aus diesem
Grund keinen VEW. w* sowie f]* sind vektorielle Felder mit Spin 1 und besitzen
dementsprechend auch keinen VEW, da dies zur Verletzung des Vakuum-Spins
fiihren wiirde. Folglich werden zur Berechnung der beiden Vakuumerwartungs-
werte og und Gy alle Felder, bis auf das Sigmafeld und den skalaren Glueball,
gleich null gesetzt, was zu folgender Potentialdichte fiihrt

1 ? 1 h .
V(ie,G) = 3 |jn3 (éi) —c| o+ 1 ()\1 + ;) ot — hoo
1m% (4. |G| G*

Daraus resultiert fiir das Vakuum des Sigmafeldes eine kubische Gleichung

oV G\° A _
9 = [m%(C:O) —c U+<)\1+22>J3—h0:0
= ‘;—Z :(m%—c)ao+(A1+/\22>ag—hoéo (2.112)
0.Go
) _
- h
ool + (i — <) 0 __ Lo (2.113)

M+ %)

Betrachtet man zuniichst den chiralen Limes hg — 0, so ergibt sich fiir den Fall
spontan gebrochener Symmetrie, bei dem der Massenparametrer m3 < 0 sein
muss, ein globales Maximum bei

70,1 = 0 (2114)

und zwei globale Minima, die betragsméfig gleich sind

—(m—o)

ot s (2.115)

00,23 = *

Ist die Symmetrie zusitzlich explizit gebrochen hg # 0, so existieren zur Lo-
sung der kubischen Gleichung nach Cardano drei Fille, wobei der irreduzible
Fall, der drei verschiedene relle Losungen liefert, der Richtige ist. Hierzu lassen
sich durch trigonometrischen Lisungsansatz Komplexe Ausdriicke vermeiden.
Demnach folgt ein globales Maximum bei

(2.116)
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und ein lokales Minimum bei

0 (% - g) . (2.117)

cos (%) . (2.118)

Wie sich im weiteren Verlauf der Arbeit zeigen wird, kann der Vakuumerwar-
tungswert des Sigamafeldes mit der Pion-Vakuumzerfallskonstante identifiziert
werden

00 =Zfr, (2.119)

wobei Z der Renormierungsfaktor ist, dessen Notwendigkeit im letzten Ab-
schnitt dieses Kapitels gerechtfertigt wird.

Fiir das Minimum des Dilatons folgt

oV 2 0° mgn [ §]
oG = MogEtt—gm  ¢
v mog  mgn || ;o
= = + G3=0 (2.120)
G |, co Gy A2
2 242
mgogA 4 |Go
wobei fiir den allgemeinen Fall
Go # A (2.122)
und fiir den Limes mg — oo
Go=A (2.123)

gilt.

2.5 Berechnung der Lagrangedichte

Im folgenden Abschnitt werden die einzelnen Terme der effektiven Lagrangedich-
te berechnet und in ihrer expliziten Form dargestellt, um spiter die relevanten
Vertizies zur Berechnungen der Zerfallsbreiten isolieren zu kénnen. Der kineti-
sche Term berechnet sich mit (2.19), (2.20), (2.31), (2.32), (2.45), sowie (2.46)
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zu

Tr [(D"®)"(D"®)]
= Tr[{9"® +igi (PR — LM'®)} {0"® + igi (PR" — L'®)}]
Tr[{(9,0 — i0unn)to + (Opa0,i + i0,m)ti —ig1(f' (0 — inn)to
+£1' (ao,i —imi)t; + alf ;(o —iny)t;
—(a()’i — iﬂi)(_ieijkpgtk — a’fﬁiéijto)}{(a”a + iﬁ“nN)tO
+(8”a07i —+ z@“m)tz —+ Zgl [fiu(O' —+ ZT]N)to —+ ff(aoyi + Zﬂz)tz]
—(ao,; +im;) (ieijnplity, — af ;0i5t0)}]
1
= 5[(5"0)2 + 00y )? + (0*d0)* + (0"7)?]
~q1[f1 (00umn — NyOuo + OuT - do — Dyudo - )
+al - (Goduny — TOuo + 00,7 — NNOudo)
2
o o o o o g .
+p" - (0o x do + 0,7 x )] + 31{(02 + )+ (@)?]
+(do - al)? + (7-a@))* + (7" x @) + (7" x 7)°
+(f12 (@ - 7) + 4flal - (odo +nyT)
+Af1P" - (Go x T) + 2aY - (o7 x p" — nydo x )}
1 o 1 o
= S0 o g (7@l 4y O+ 50"y — g1 (0 fff + o - )]
1., o . -
+5[3%0 + g1 (7" x do + nyai + fI'R))

Loy~ I » .
+§[3”7r — g1 (R x p" +odl + fi'd))*. (2.124)

Fiir den Massenterm der skalarmesonischen Freiheitsgrade ergibt sich

—m? (g)QTr [@T0]

0

= —m} <(§)> Tr[{(o — inn)to + (a0, — imi)t;}

{(o +iny)to + (ao,; +im;)t;}]

G\? 1 1 . ,
= -mg (Go> T‘f[5(02 + 13 )to + 5000 +iom; —inyao,; + NNt

1 . .
+=(ag,0 +iag,ny — imio + minN)t;

2
—i—(ao,ia(),j + iao,ﬂrj — iﬂ'iao’j + Wiﬂj)titj]
m% G 2 2 2 -2 -2
- Mo (a +nN+a0+7r). (2.125)
2 \ Gy

Mit Tr[(IDT@} aus der vorherigen Rechnung folgt fiir den ersten skalarmesoni-
schen Selbstwechselwirkungsterm

2
— (Tx [010]) = f% (2 +ni+a+7) . (2.126)
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Fiir den zweiten skalarmesonischen Selbstwechselwirkungsterm erhéilt man

—2aTr [ (@10)°]

1 1 . . .
= —Azﬂ[g(ff2 + %)t + g(U —iny)? (o +iny)(ao, + im)t
1 . . .
+§(0 —iny)(o +iny)*(aok — imk)tx
1 . .
+1(02 +nx) a0,k — imk) (a0, + im)tkt
—&—l(a —inyn)2(o +iny)2 (a0 + im;)ts
3 nn)~ (o +iny) (aO,J + 171']) J
1 . . .
+ o - inn)?(ao,; + imj)(ao, + im)t ity
1 . .
+1(Cf2 +n%)(ao; + im;) (ao,k — ikt it

+5 (0 —iny)(ao,; +im;)(aok — imk)(aos + im)tjtit;

1 . . .
+§(0 —iny) (o + iny)*(ao,; — im)t;

1 . ‘
+Z(02 + U?V)(aoﬂ' — Z’]Ti)(ao,l + ’L’ﬂ'l)titl
1 ) , ,
+Z(U + mN)2(a07i — zm—)(ao’k — Zﬁk)titk

1 . . . .
—‘r*(d + an)(ao,i - zm)(aoﬁk — Z’]Tk)(a(),l + Zﬂl)titktl

2
1 . .
+Z(U2 + 1% (a0,i — imi)(ao; + im;)tit;
1 . ) ) .
+5 (0 —iny) (a0 — imi)(ao,; +imj)(ao + im)titst

1 ) . . )
—&—5(0 +iny) (a0, — im;)(ao,; + i) (a0 k — imk)tit it
—‘r(a()’i - z'm)(ao’j + iﬂj)(ao,k - i?Tk)((lo,l + iﬂl)titjtktl]
A
= —Jlot k(@) + (@) + 2070 + 203 + 20°7
—4(dy - 7)? + 60°%@% + 6037 + 627> + 8oy - 7). (2.127)
Der Term, der die Axial-Anomalie beschreibt, berechnet sich zu
cldet (@) + det ()]
= c|det((c —inn)to + (a0, — imi)t; + det((o + iny)to + (a0 + im;)t:)

c 4 . . ‘
= 1[(0 —inn)? = (a0, — im)* + (0 +iny)? — (ao,i + im;)?]
- g(gz ok — @+ 7). (2.128)

Mit dem bereits ermittelten Parameter H = hot ergibt sich fiir den Term der
expliziten Symmetriebrechung

Tr [H (7 + )]
= Tr[ﬁ()t()(20t() + 25;() . {j] = FL()O'. (2129)



44 KAPITEL 2. KONSTRUKTION DES EFFEKTIVEN MODELLS

Fiir den Term, der die Eigendynamik der vektoriellen- und axial-vektoriellen
Freiheitsgrade beschreibt, folgt mit (2.40) und (2.41)

T [ 4 (R

1
= T — 9wk + 0 — " [t

O — 0l O — 0l )
+{(OHw” — 6”w“ — 8“f1 + 0¥ fi")to
O — 0l — a0Vl )

[(5% = 0"wh)? + (0" fy — 0" f1)?

1
4
(orp” — 0V p")? + (0ay — 9" a})?] (2.130)

_|_

und fiir ihren Massenterm ergibt sich

2 2
(Y e+ )
. my <Ci)> TI"[(Q(M“ + 1 )20 + (o} + aiz‘)(ﬁ? + alf,j)titj)

36— 0+ (2 — )0 —af it

G 2
<G> (@2 + fI2 4+ 5+ ). (2.131)
0

Die Wechselwirkungsterme zwischen den Skalar-, Pseudoskalar-, Vektor- und
Axial-Vektormesonen lauten

h
%ﬂ[@fcbm[LuL“ + R, R"|
h
= 41( R+ dg + 7w+ 2+ P+ a), (2.132)

hoTr(®T L, L'® + @R, R" ']
= M50+ 1+ s+ m (e + 18
+(pf + a’f,i)(/’? + a‘f,j)titj}
H (07 4+ a + o} (w — )5
+(pff = al ;) (P} — alf )tit;}]
%amw + 0 [+ 05 + A Rt i
A P 4 R @ 4+ @wh? + @R+ aptt + adal?
+@2wH? 4 722 L B2 Pk 44l - Ry + 4dp - al P
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AT - Py Wt + 4ddy - plrowt — dwtdy - (@ x )

h i R o . =

= O+ 0k + a5+ T+ A 77 @) + a7y
+ddy - ay fi'o + 47 - pryywt + ddo - plowt +4ft'dy - (7 x p)
—dwhdy - (@ % 7)), (2.133)

2h3 Tr[®R, &' LM
= 2h3Tr[{(0 +iny)to + (a0, +imi)ti H{(w" — fi')to + (0§ —al ;)t5}
Ao —inn)to + (a0 — ime)ti H{(w" + fi')to + (o' + af t1}]

hs 9, o - ~

= Tk @+ AR - 4 )
(oo + P W7 — Fa) + Ao x A)WHa — 77
(o — o) (7 x @) — 2{(@o x ')} — (@ x 1)’

+(7® x ) — (7 x @)?]}. (2.134)
2.6 Verschiebung der vollen Lagrangedichte
Zur Untersuchung der Fluktuationen um die beiden Grundzusténde werden die

Felder o und G um ihren Vakuumerwartungswert nach ¢ — o + ¢ und G —
G + Gy verschoben. Dies liefert folgende effektive Lagrangedichte

1 e

L= 500+ 90" )7 @ +anfl)+ 57 @ +ayf)
1 o 01 P
500 n3)? = 910" ) (0 +00) i+ G- @] + Tl(o +00) i + o -t

1 ... . o . S
+5(3#%)2 + g1(0"do) - (P" x do +nyay + fi'7)

2
91 ;5 o o o
+21 (7" x do + nydl + fii7)?

2

1., e o - -
+§(aﬂﬂ)2*91(3”7f)'[WXPM+(U+00)GT+]"{L@0]

g2
+51[ﬁ X '+ (0 + og) @ + fldo)?

m2 (G +Go\? L
—20< - 0) (0 +00)% + 0% + @2 + 7]

0

A P
~ o+ 00)* + i +ag + 7P

A

—g[(o +oo)t k4 (@)% + ()2 +2(0 +00) 0 + 2%l

12(0 +00)° 7 — 4@y - )2 + 6 (0 + 00)> @2 + 6% 72 + 6a27>

O c s o T
+8 (0 + 09) nydo - 7] + 5[(04—00)2 —nx — s +7r2] + ho (6 + 00)

(0 — Py — (O — 0 ALY

—_

1 —y v —y v =
71(3’% — VP — < (oray — ovat)?

N
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G+ Gy
2

g > (WH2 + 12 4 52 4 at?)
0

h 9, - ,
FL (0 00)? o7+ + )W U 4 )

h
+ {0+ 00)" 4 + @ + )W + [+ 7+ )
+4al - TfFrn + 4do - dl fi'o + AT - prngwt + 4dy - P (0 + og) Wt
+Afldy - (7 x p') — dwhdp - (af x 7)}

h
+ (o +00)” + 07+ + 7w — [+ 77 - )
+4[(o + 00) do + 07| (w"p" — fi'a@)) + 4(do x 7)(wHay — f1'7")
+Alndy — (0 + 00) T|(P" x @) — 2[(@o x p*)* — (@ x ay)?
+(7 x ") = (7 x @)’}

Loray - Lt G+Go>_(G+Go)4
2

T ; 1 .(2.135)

Durch die Verschiebung des Sigmafeldes um dessen VEW ergeben sich in dem
kinetischen Term der effektiven Lagrangedichte

Tr [(D"®)"(D"®)]
2
= @ 0) + (0 0) (7 @y )+ Dy S+ (0 )

2
—g1(0"nx)[(0 + 00) f1 + o - @) + L [(0 + o) fI' + do - @]’

2
1 e , .
Jr5(3“00)2 +g1(0"do) - (P" x do +nyay + fI'7T)
g 1
+ 21 (7" x do + nyay +f1 ) Q(a#ﬁ)Q
—g1(0"7) - [7 x p" + (0 + 09) @y + f{ do]
+‘(]21 [ x '+ (o + 00) @ + fl'do)? (2.136)
nicht-diagonale Terme
—g19"nnooft' (2.137)
sowie
—918”7'7’00 . C_L',f (2.138)

Diese sind unpysikalisch, da sie einer Mischung zwischen der longitudinalen
Komponente der axial-vektoriellen Mesonen und den Goldstone-Bosonen, die
durch die spontane Symmetriebrechung hervorgehen, entsprechen. Um diese
Terme aus der effektiven Lagrangedichte zu eliminieren, werden die axial-vektoriellen
Freiheitsgrade wie folgt redefiniert [24, 29, 30]

T = [P 1wy, (2.139)
at = a4 worz. (2.140)
Dabei ist die Grofie
_ g100

2.141
i S
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entsprechend definiert, um die Elimination der nicht-diagonalen Terme zu ge-
wihrleisten. Der Index ,,phy” fiir die neuen physikalischen Felder wird im Folgen-
den weggelassen. Substituiert man die redefinierten Felder (2.139) und (2.140)
in der effektiven Lagrangedichte (2.135), so erfordern die pseudoskalaren Frei-
heitsgrade einer Renormierung der Wellenfunktion nach

1 1
§(auUN)2 — ﬁ(a,mN)Q (2.142)

und ) .
5 (Ou7)* — 525 (0,7)%, (2.143)

wobei "
2 92\ —

9190
Z = <1 - > : (2.144)

M2,

Entsprechend miissen auch die pseudoskalaren Freiheitsgrade substituiert wer-
den, um eine geeignete Normierung zu erhalten

Ny — Znn (2.145)

sowie
T — 7. (2.146)

Nach der Redefinition der pseudoskalaren Felder und der Renormierung der
Wellenfunktionen erhilt man schliellich die effektive Lagrangedichte, die zur
Berechnung der Zerfallsbreiten herangezogen werden kann

1 " R
L = {00 +qlZ7 (@ + Zw0u7) + Znn(fi + Zwdmy)]}
1 S L
+§{23”UN —g1i{(o0 + o) (f{' + Zwduny) + do - (@ + Zwd,7)]}*
1
+5{0"d0 + [0 > do + Znn (@) + Zwd,7)

1
U+ 2By ZRY + {2007 — 177 X 7"

(00 +0) (@ + Zwd,7) + (' + Zwdny)ao])?
2

1

~ 5 g (GG 0+ 00) + 2+ + 27

A = x
~S o+ 00)* + 2203 + g + 227

A
— Lo+ 00)" + 2y +(3)° + 247 + 2 (0 + 00)” 270y
+27%0%a% + 2 (0 + 00)” 227 — 4Z%(dy - 7)? + 6 (0 + 00)” @2
+62%0%, 227 + 662 2%7% + 8(00 + 0) 22N dp - 7

1 1
=7 (0" — O wh)? — 110" (ff + Zwdyny) — O (fl + Zwduny)]?
1 1
— (5" — 0" = [0 (@] + Zwd, ) — 0" (@} + Zwd, )]
2 )
+%@ (G +Go)? [ + (FI' + Zwdny) + "% + (@ + Zwd,7)’]
0

c . I
+§[(U +00) = 2Py — dg + 27 + ko (0 + o)



48

KAPITEL 2. KONSTRUKTION DES EFFEKTIVEN MODELLS

A 4

fm<G+%)““(mﬂ

h

—&—Zl{[(a +00) + 220} + @ + Z°77)

(W 4 (I + Zwduny)” + 72 + (@ + Zw0,7)’]}
h

+f{[(a +00) + Z%0% + @ + Z2%77)

(W + (ff + Zwdny)? + P+ (@ + Zwd,7)?)

+4dy - (@ + Zwd,7) (fi' + Zwduny) (0 + 00)

+AZ7 - g Znywt + 4dy - " (0 + 0p) W

FA (I 4 Zwdny) do - (Z7 x P") — dwhdy - (@ + Zwd, ) x Z7]}
hs

+ (0 +00)* + 2% + a5 + 2°77]

W = (ff + Zwdn)? + 7 = (@) + Zwd,7)’]

+4[(o + 00) do + Z2NT)w" P — (fI' + Zwdmy) (@ + Zwd,7)]
+(dy x Z7)[wH (@) + Zwium) — (ff + Zwduny)p"]

+4[Znyao — (o + 09) Z7)[p" x (@) + Zwd,T)]

—2{(@y x P")? — [d@o x (@ + Zwd,7)]* + (Z7 x p")?

—[Z7 x (@& + Zwd,7)]*}). (2.147)



Kapitel 3

Mischung zwischen
Sigmafeld und Glueball

Auf Grund von gleichen Quantenzahlen,
JPC = ot (3.1)

kommt es innerhalb dieses effektiven Modells zu einer Mischung zwischen dem
nackten Sigmafeld o und dem nackten skalaren Glueball G. Die entmischten
Felder werden mit den skalaren-isoskalaren Resonanzen

o' = fo(1370) (3.2)

und
G’ = fo(1500) (3.3)

identifiziert, wobei f,(1370) iiberwiegend den Quark-Antiquark Zustand

o= \%(uﬂ + dd) (3.4)
und fo(1500) iiberwiegend den Gluon-Gluon Zustand
G=gg (3.5)

darstellt. In Folgendem wird der Mischungswinkel zwischen den nackten Feldern
sowie deren rotierte Massen auf Baumdiagrammniveau bestimmt.
3.1 Lagrangedichte fiir den Mischungswinkel

Setzt man im effektiven Modell (2.108) alle Freiheitsgrade, bis auf die skalaren-
isoskalaren

oc#0 (3.6)
und
G #0, (3.7)
gleich null
']’]]V:_‘0:’ﬁ”:u}/’l’:p}u:f‘lu‘:d"il':o7 (3.8)
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so erhilt man folgende effektive Lagrangedichte

1 1 G\? 1 A _
) I (AMLN2 T 2 _ 2 1 2 4
Lomisch 2(6 0’) 2 [mo (Go) C] o 1 ()\1 + 72 ) 0"+ hoo
1 1 m?2 G G*
“(Ar2 - G 4 il
+5(0G)? = 17 <G ln‘A‘ . ) (3.9)
v o= Lla(2) o LY BUNTEC ) DU
2 |\ @ e T\ Ty )e e
LLmg (a6l G (3.10)
4 A2 SINEYA :

Wie im letzten Kapitel beschrieben, besitzen das Sigmafeld und der skalare
Glueball bei spontan gebrochener chiralen Symmetrie einen nicht-verschwindenden
Vakuumerwartungswert

(o) =09 = const #0 (3.11)

bzw.

(G) = Gy = const # 0. (3.12)

Zur Untersuchung der Fluktuationen um die beiden Grundzustéinde, werden die
Felder um ihren VEW mit ¢ — o + o sowie G — G + G verschoben. Dies
fiihrt nach der Verschiebung und Entwicklung bis zur zweiten Ordnung um das
Minimum auf folgende Potentialdichte

oV B% 1 0%y ,
vV = V(Uo,Go)+% U+% 5@ g
70,Go 70,Go 70,Go
1 9%y 5 0%V
- — 1
R R el e (3:13)
0,Go 0,Go

wobei die explizite Form der einzelnen Terme, beginnend mit der Potentialdichte
nullter Ordnung, wie folgt ist

1 1 )\2 = 1 mé Go Gé
(3.14)
Fiir das Minimum des Sigmafeldes ergibt sich
v | LG\ X\ 5 o

% = [mo(%) — C U+()\1+2 O'_h()—o

ov A _
= 5 :(mg—c)ao+(A1+22)ag—hoéo. (3.15)

00,Go

Aus der effektiven Lagrangedichte (2.135) kann man die Massengleichung fiir
Pionen

2
sowie auch die Massengleichungen (3.25), (3.26) und (4.33) erhalten. Die Berech-
nung dieser Massen der Zusténde als Funktion der Parameter ist in vorliegender

A
M? =72 {mg —c+ ()\1 + 2) ag} , (3.16)
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Arbeit nicht explizit dargestellt. In diesem Zusammenhang wird auf [24] verwie-
sen. Verwendet man nun die Massengleichung (3.16), so folgt fiir (3.15)

- M?

Mit der Renormierung der pionischen Freiheitsgrade (2.146) ergibt sich fiir die
Divergenz der axialen Strome

M2
8#_/47 = JO’QWZ', (318)
Z
wodurch, unter Ausnutzung der PCAC-Relation (B.4), der Vakuumerwartungs-
wert des Sigamafeldes mit der Pion-Vakuumzerfallskonstante, welche experi-
mentell zu fr = 0.0924 GeV ermittelt wurde, identifiziert wird

0o =Zfr. (3.19)
Das Minimum des Dilatonfeldes lautet

oV 5 0° mg In |% 3
ac — M@ttt ¢

oV miod  min|Se| .

oG 50.Co Gy A2

2 242
mgogA 4. | Go

Die zweiten Ableitungen nach den jeweiligen Feldern liefern die nackte Masse
des Sigmafeldes

92V , [ G\’ A\
9*V A
5oz :mg—c+3(A1+22) od = M? (3.21)
a0,.Go

und des skalaren Glueballs

0%V B 171%02 n G2m2G (1 +3In |%D
G2~ G2 A2
Y m202  G2m2, (1+3In |G
= s =t 14 ( 0 sl = M2%. (3.22)
a0,Go 0

An dieser Stelle sei noch einmal der Unterschied der beiden nackten skalaren
Glueballmassen mg und Mg erwiahnt. Die Masse Mg ist in der Potentialdichte
enthalten, die Quark-Antiquark Freiheitsgrade besitzt. Bei mg handelt es sich
um die Masse aus der Dilaton Potentialdichte, die keine Quarkzustéinde enthélt.
Der letzte Term ist die gemischte zweite Ableitung nach den Feldern, aus der
nun der Mischungsparameter z resultiert

0%V 2m3
dooc ~ @Y
0%V 2mio
= =z. 2
900G Go (323)

00,Go
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Damit ergibt sich fiir die Potentialdichte bis zur zweiten Ordnung

1 Mg ngag o
V = V(007G0)+2(07G)< g,ggaﬂ Co ) ( G )

M
1 1 2m?
= V(00,Go) + ~M20? + ~M2G? + 22070 5
2 2 Go
1 A2

1 _
= (mgc)a(2)+4(/\1+)03h000

2
1 m2 Go G4
1 3 A
+§( (2)—0)02+2<)\1—|—22>0(2)02

G
+}mﬁg%G2+}Gﬁm?,~ (L+3m[%])
2 G2 2 A2
2 2
+ 2109 56, (3.24)
Go

wobei die Terme erster Ordnung wegen der Stationaritit verschwinden.
Mit den Massengleichungen

A

M2 =m?—c+3 (A1 + 22) o2, (3.25)

M2 =7 |m}? M+ 22) 52 3.26

oy = mg+c+ 1—}—? o (3.26)

und (3.16) ergibt sich fiir die Kopplungen der skalarmesonischen Selbstwechsel-
wirkungsterme

A 1 , M2
MA2) = (M2 —r 2
(%) -7 (- 7 @20

und fiir den Massenparameter

1 M? A

_ 1 2 MgN 2 Mrzr

= g Mot 2\ Mo -
Mp\* 1 My, ’ 2

_ (M=) L — M2, 2
(7) +3|() - @29

3.2 SO(2)-Rotation der Felder
Die Felder ¢ und G in der Lagrangedichte
L(o,G) = %(6“0)2 — %Mﬁo—2 + %(8“(}’)2 — %Mgcﬂ + 20G (3.29)

beschreiben keine asymptotischen Zusténde, da sie nicht zueinander orthogonal
sind. Dies bringt der Mischungsterm zum Ausdruck. Folglich sind die nackten
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Massen des Sigmafeldes M, und des skalaren Glueballs Mg nicht die Massenei-
genzustinde. Durch SO(2)-Rotation wird die Lagrangedichte diagonalisiert, die
nicht-diagonalen Terme verschwinden und man erhélt die Lagrangedichte mit
den physikalischen Feldern ¢’ und G’ und den Masseneigenzustéinden M, und
Mg, also den im Experiment messbaren physikalischen Massen

5 1 1

1
MZ20" + 5(a#G')2 - §Mg;,G’Z. (3.30)

Lo/, G) = §(00')? — S M

Das Transformationsverhalten der Felder ist

(&)=0(&)=(5tm ) e

( g>20T<g’/ ) (3.32)

2
M =0MOT =0 ( J\fﬂ = ) o7 = (3.33)

bzw. der Massenmatrix

M2 cos?(0) + M2 sin®(0) + zsin(26) (MZ — M?2)sin(20) + z cos(26)

1
2
1(ME — M2)sin(20) + zcos(20) M2 cos?(0) + M2 sin®(0) — z sin(26)

wobei
_ cos(f)  sin(9)
0= ( —sin(0) cos() ) (3.34)

die orthogonale Drehmatrix ist.
Die Eigenvektoren

" o
o= ( ' > (3.35)

sind gegeben durch die Eigenwertgleichung
Ma = Aa. (3.36)

Die rotierten Massen M, und Mg sind die Eigenwerte der nicht-rotierten Ma-
trix M, d.h. fiir eine nicht triviale Losung muss folgende Bedingung erfiillt sein

det(Aly — M) =0=(A— M2)(A— M2)— 22 =0 (3.37)
2 2 !
S A =M% und Ap=M2 =220 (3.38)
M2 0
! o’
:>M—( X é) (3.39)

Durch die SO(2)-Rotation erhilt man die erwiinschte Potentialdichte mit den
physikalischen, entmischten Feldern und den Masseneigenzustéinden

1 2, ! 1 1
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3.3 Mischungswinkel und Massen der Felder

Nach der SO(2)-Rotation ergibt sich fiir den Mischungswinkel 6 folgende Be-
dingung

%(Mg — M2)sin(20) + 2 cos(20) = 0 (3.41)

1 —2z
=0= § arctan W

o
7477’180’0 :|

1
= Zarctan |———— 09
5 arctan {GO(MCQ;—M[%)

(3.42)

und die Masseneigenzustéinde M, und Mg erhélt man iiber

M2, = M?Zcos?(0) + MZsin?(0) + zsin(26)

_ 2 .2 2 12 2mgoo
= M3 cos*(0) + Mg sin®(0) + e sin(20), (3.43)
0

M2, = MZcos®(0) + M2 sin*(0) — zsin(20)

2mio

= M cos?(0) + M?sin*(6) — sin(20). (3.44)

0

Dabei wird der Masseneigenzustand des entmischten Sigmafeldes mit der Reso-
nanzmasse

Mo" = Mf0(1370) (345)

und der Masseneigenzustand des entmischten skalaren Glueballs mit der Reso-
nanzmasse

MG/ = Mf0(1500) (346)

identifiziert, wobei My, (1500), Wie Anhang A zu entnehmen ist, im Gegensatz
zur My, (1370), experimentell sehr gut bekannt ist. Wie bereits im Abschnitt
zur Mischung der Felder gezeigt, muss im Grenzfall einer kleinen Mischung die
Repulsionsbedingung (1.154) erfiillt sein. Mit Bezug darauf wird angenommen,
dass fiir die nicht bekannten nackten Massen des Sigmafeldes sowie des skalaren
Glueballs die Bedingung

M, <mg < Mg (3.47)

erfiillt sein muss.



Kapitel 4

Zerfallsbreiten

Im folgenden Kapitel werden aus dem effektiven Modell fiir die zu untersuchen-
den Zerfallskanile des entmischten Sigmafeldes

o' = fo(1370) (4.1)
sowie des entmischten skalaren Glueballs
G’ = f,(1500) (4.2)

die entsprechenden Zerfall-Lagrangedichten aufgestellt. Diese liefern die Vertices
fir die Ubergangsamplituden, die zur Berechnung der Zerfallsbreiten notwendig
sind.

4.1 [I'-Lagrangedichte

Man betrachte vorerst eine aus dem effektiven Modell resultierende Lagrange-
dichte, die die Basis zur Aufstellung der Zerfall-Lagrangedichten der zu unter-
suchenden Zerfallskaniile darstellt

Lr=Ly+ ﬁww, (43)
wobei 1 1 1 )
Lo= 5 (840)? — FMo® + 5 (04G)? — G MEG? + 20G (4.4)
die freie Lagrangedichte mit dem Mischungsparameter
2miog
= — 4.5
= T (4.5
und
a\?2
Low = Tr l(D“tI))T(D”(I)) —m3 <G> <1>T<1>—A2(c1>*c1>)2]
0
3112 m% G\’ 2 2
=i (Tr [@T@])? + 5 \a ) I (L") + (R")?]
0
+Ly, (4.6)

%)
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die Wechselwirkung-Lagrangedichte, welche die entsprechenden Zerfallsvertices
enthilt, ist. Die Lagrangedichte £j enthiilt die weiteren global invarianten Ter-
me, die die skalaren, pseudoskalaren, vektoriellen und axial-vektoriellen Frei-
heitgrade miteinander koppeln. Wie bereits zuvor berechnet, ergibt sich nach
Ausfiihrung der Spur fiir die Wechselwirkung-Lagrangedichte

£ww =

mit

L,

Lp, =

Lh,

1 oL 9 1 o L2
30+ g (7-a\ +nnfi)] +5[3“77N—91(0ff+ao-a’1‘)]

1 . o . S
—|—§ [0"dy + g1 (" x do + nydl + f:{%)]Q

1 .- o o . -
+5 1097 — g1 (7% x 7" + 0@ + @)

2
L R
2 \ Gy

A VI " "
_Zl(04 +nh +as+ 7+ 20203 + 202%@2 4 2027

+on% @t + 2937 + 2a37°)
A PV o o
— otk + (@) + ()7 + 200 + 203 + 2077

—(4dy - 7)% + 60°%a% + 61372 + 6272 + 8o N g - 7

mi (G 2, e
Ly <G> (W2 + f2 + 7"+ a@l®) + Ln
0

h . o
_ 11(0200“2+02f1“2+02/)“2+020?2+77§vw“2+77?vff2

2 -u2 2 -u2 =2 u2 =2 pu2 —2 12 -2 o2
TNNA Ny + dowtt - dofy T+ apgpT + dgay

S22 | a2 ep2 | 22502 | =22
FRWE T+ 7PN+ Ay,

h o y
LU 0k +af + 7@ 4 7+

(4.7)

(4.8)

2 u2 VTR
M at) +4ay - 7y

Gy - @ flo + 47 - Py + ddg - rowt +Afld, - (7 x )

—dwhdy - (@ % 7)),

h - -
= @ i+ + )W - 7 7 - a)
+4(odo + yT)(WHp" — flay) + 4(do x 7)(whay — f1'7")

+(nyio — o) (3" x @) = 2[(do x 7) — (do x ay)?

+(7@ x ) = (7 x @)’}

(4.9)

(4.10)

Beriicksichtigt man weiter die Redefinition der axial-vektoriellen Freiheitsgrade,
bedingt durch die Verschiebung der Felder 0 — 0+0¢ und G — G+ G, und die
dadurch erforderliche Renormierung der Wellenfunktionen der pseudoskalaren
Freiheitsgrade, so ergeben sich letzten Endes die Terme der Wechselwirkung-
Lagrangedichte, die zur Berechnung der Zerfallsbreiten relevant sind.
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Der kinetische Term

Tr[(D'®)T (D ®)]
= {0 (00+0) + ulZ7 - @ + Zwd,R) + Zny(Fl+ Zud )Y

1 L ;
+5{20"y = gil(o0 + o) (fi' + ZwSuny) + do - (@1 + Zwd, )]}
1
+51{0"do + g1.(7" x do + Zny (@ + Zw8,T) + (fi' + Zwd,m )]}
1
+3{04(27) — 1127 X '+ (00 + 0) @ + Zwid, )
+H(f' + Zwdymy)do] . (4.11)

Der Massenterm der skalaren und pseudo-skalaren Freiheitsgrade so-
wie des skalaren Glueballs

G 2
—m2 (Go) Tr[®T®]
M 2 62 4 2GG) (07 4 02 42

= —75(2)( + Gy + 0)(0’ + oy + 2000

+2%0% + @ + Z2°7°). (4.12)

Die Selbstwechselwirkungsterme der skalaren und pseudo-skalaren
Freiheitsgrade

—M(Tr [@79])?
A
= —Zl[a4 + 40300 + 60%02 + dood + of + ZnN
+ag+ 27 + 2 (0% + 0k + 2000) Z70%
+2(0% 4+ 02 + 2000)a@2 + 2(6% + 02 + 2000) Z*7*
422203 a2 + 22203, 227 4 282 2277, (4.13)

Ao Tr[(®TD)?]
A
= —gz[ Y 44000 + 60%03 + dool + oy + Zhny

+(@3)? + ZY(7)? + 2 (0 + 0k + 2000) Z°0% + 22%n3 @3

+2 (0 + 0 + 2000) Z°7* — 4Z*%(d, - 7)?

+6 (02 + 0§ +2000) g + 62203 Z2°7° + 6a2 227>

+8(0g + ) Zn N - 7. (4.14)
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Der Massenterm der vektoriellen und axial-vektoriellen Freiheitsgra-
de sowie des skalaren Glueballs

m? 2
- (50) Tr [(L")* + (R")?]

m? 1
=+ g (7 + G+ 26G) W + [ + 22w (Duny )?
1211 Zwduny + 2 + @ + 22w (0,7)? + 24 Zwd, 7). (4.15)

Die Selbstwechselwirkungsterme der Quark-Antiquark Freiheitsgrade

%Tr[@Ttb]Tr[LML“ + R, R

h . .
= Ao +00) + 220y + @ + 227w + (1 + Zwduny)”
+7" (@ 4 Zwd, )%}, (4.16)

hoTr[®TL,L'® + @R, R" ']
h
= o +00) + 2%} + a5 + 2°7

(W2 (f1 + Zwdny)® + P2+ @+ Zwd, 7)Y

+4(ay + Zwd, ) - Z7 (f' + Zwduny) Zny

+4dy - (@) + Zwd,7) (f1' + Zwdyny) (0 + 00)

+4Z7 - p Znywt 4+ 4dy - P (0 4 0g) w!

+A (ff" + Zwduny) o - (Z7 x pt')

—dwhdy - [(a) + Zwd, ) x Z7]}, (4.17)

2h3Tr[®R, &' LM
h

= J 0 +00)* + Z20% + a5 + 227w — (' + Zwdny)®

+7"% — (@ + Zwd, 7)) + 4((0 + 00) do + Z Ny ]

fwhp" — (fi' + Zwduny) (@) + Zwi,m)] + 4(dy x Z7)

[w (@ + Zwd,m) — (ff' + Zwdun )] + 4 Znydo

— (0 + 00) ZR|[P" x (@ + Zwd,7)] — 2{(@o x 7")?

—[do x (@ + Zwd, 7)) + (Z7 x p*)?

—[Z7 x (@ + Zwd,7)|*}). (4.18)

4.2 Zerfallsbreiten I',/_,., und '/
Im ersten Abschnitt werden die Zerfille in zwei Pionen untersucht, ¢/ — 77w

sowie G’ — wm. Zur Berechnung der Zerfallsbreiten I'y/ . r und I'cr . gehe
man von einer Lagrangedichte aus, die vorerst noch die nackten Felder ¢ und
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G enthalt

L = EO + ‘CZE'I",TFTI'

1 5 1

— _ 123 _

5 (0"0) —3

+A107% + Ay (0"7)% + Ag (0"0) (0,7) 7
+B,G7* + ByG (8"7)°

(8"0) — %MgaQ + % (8"G)* — %M(Q;GQ + 20G

1 1
M2 + 3 (0"G)* — §MC2;G2 + 20G

1
2
+A,07% + (Ag — A3)o (8"7)* — Ao (0,0"7) 7

+B,G7* + ByG (8"7)?, (4.19)

wobei die Konstanten Ay, As , A3 ,B; und By von den Parametern des ef-
fektiven Modells abhiingen und noch explizit dagestellt werden. In der Zerfall-
Lagrangedichte £ ¢ » sind die Vertices fiir den Zerfall des Sigmafeldes bzw. des
skalaren Glueballs in zwei Pionen, die aus der Wechselwirkung-Lagrangedichte
(4.6) isoliert wurden, enthalten. Dazu liefert der kinetische Term (4.11) folgende
Beitrage

GwZ7(0"0)(0,7) = —grwZ*0(9,0"7)T — qrwZo (0" 7)?
= 4qwZ?o M7 — grwZ?o(0'7)? (4.20)
und
—qrwZ?o(0"7)?. (4.21)

Der Massenterm der skalaren Freiheitsgrade (4.12) ergibt

2
- 22, (4.22)
Go

Fiir die beiden Selbstwechselwirkungsterme der skalaren Freiheitsgrade (4.13)
und (4.14) erhélt man fogenden Beitrag

_ ()\1 + /\22> 72007, (4.23)

Aus dem Massenterm der vektoriellen Freiheitsgrade resultiert

m% 2. 92 212
—= 7w G(oH7")”. (4.24)
Go

Schliefllich noch der Beitrag der Terme (4.16), (4.17) und (4.18), in denen alle
Quark-Antiquark Freiheitsgrade, die im effektiven Modell enthalten sind, mit-

einander koppeln
w?Z%0

(h1 4 ho + h3) o(9"7%)2, (4.25)

Die Konstanten Ay, Az, As, By und Ba, ergeben sich aus (4.11) bis (4.18) folglich
zu

A
A = — <>\1 + 22) 0022, (4.26)
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2z2
Ay = giw* 2?00 — rwZ? + %(hl + hy + hy), (4.27)
Ay = qwZ?, (4.28)
2
By = —Z—EZQ, (4.29)
m2

By = G—;wQZQ, (4.30)

dabei sind \ 2

2 1 2 s

und

M\ 1 My \°
2 m N 2
=|— = — Mzl . 4.32
= (%) +5 | (%) ] (432
Mit der aus dem effektiven Modell resultierenden Massengleichung der vektori-
ellen Freiheitsgrade

2
M2 = M7 = m3 + 2 (b + hy + ho) (4.33)
ergibt sich fiir (4.27)
2,272 o W2 2
As = giw*Z%0g — qqwZ* + (M, —m7). (4.34)

00

Wie sich noch zeigen wird, kommen die Parameter hy, hy und hz in den zu
untersuchenden Zerfallskanilen in dieser Arbeit nur als Summe, identisch wie
bei (4.27), vor. Damit kann die Gleichung (4.33) als Zwangsbedingung verwendet
werden.

Fiir die Ubergangsamplituden der nackten Felder o und G folgt

X2, —2M?
—Mﬁmam)zipﬁmrAgM3”+&m}
X2 —oM? X2
_ i<A1—A2MU”+A3]2V[”>, (4.35)
. . X3y, — 2M;
~iAGomn (Xatg) =i ( By = By e ). (4.36)

Diese ergeben als Funktion der laufenden Masse des nackten Sigmafeldes X,
bzw. des nackten skalaren Glueballs Xjs, in der Abbildung 4.1 bzw. 4.2 dar-
gestellten Verlauf. An dieser Stelle bietet sich an, die nackten Felder durch die
entmischten zu substituieren G — G’ und ¢ — o¢’. Dadurch erhélt man die
Ubergangsamplituden der physikalischen Felder G’ und o', wobei sie nun von
den laufenden Massen Xy , sowie Xy, abhéingen,

—iAs —nr(Xns,,) =4 [cos(@)AJHM (Xnr,,) +sin(0) Ag—rr(Xar,, )] ,  (4.37)

72"’4G/—>7T7T (XMG/) =1 [* Sin(e)Aa’—wrrr (XMG/) + COS(G)AG—MTTF (XMG/ ):I .
(4.38)
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Agomr [GeV]

24 X, [GeV]

Abbildung 4.1:
XIL{ .

o

Ubergangsamplitude A, als Funktion der laufenden Sigmamasse

AGH:.'J.' [GEV]

35

30¢

Abbildung 4.2: Ubergangsamplitude Ag_.rr als Funktion der laufenden skalaren
Glueballmasse X, .

Da der Mischungswinkel positiv ist, siche dazu Tabelle 5.3, und dadurch nur,
wie den Abbildungen 4.1 und 4.2 zu entnehmen ist, die Ubergangsamplitude
Ag—nn(Xnr,, ) negativ wird, da die relevanten rotierten Sigmamassen My un-

terhalb 1.4 MeV liegen, ergibt sich fiir die Ubergangsamplituden der entmisch-
ten Felder (4.37) und (4.38) jeweils eine destruktive Interferenz. Die Zerfille
in zwei Pionen koénnen nun, nach der im Abschnitt zu Zerfillen hergeleiteten
Formel (1.192), wie folgt berechnet werden

mit

sowie

mit

Tormn = J]\Zg [\/EA,,/_,M]Z (4.39)
k= MTg’ ~ oz, (4.40)
T mn = J]\Zé [\/EAGQ,W} i (4.41)
kf:\/MTf%’ ~ 2, (4.42)
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wobei ky die jeweiligen ausgehenden Impulse sind, die den Phasenraum darstel-
len. Der Faktor v/6 in (4.39) und (4.41) kommt aus folgenden Griinden zustande.
Der skalare Glueball G’ bzw. das Sigmafeld ¢’ zerfllt in zwei identische Pionen,
wodurch sich fiir diesen Zerfall zwei Feynman-Diagramme erster Ordnung mit
gleichem Vertex ergeben. Dies fiihrt dazu, dass die Ubergangsamplitude einen
Faktor 2 erhdlt und der Symmetriefaktor sich zu sy = 1/2 ergibt. Beriicksich-
tigt man weiterhin, dass nach dem Zerfall die Pionen eine der drei moéglichen
Konstellationen aufweisen konnen, nimlich 7+7~, 77 und 7%7°, so resultiert
letztendlich der Faktor v/6.

Will man fiir die Zerfille ¢ — w7 sowie G’ — 7w den Grenzfall kleiner Mi-
schungswinkel betrachten, dann fiihrt es auf

0 —0=T0 _7r = Lo_rnr (4.43)

bzw.
0 — 0= FG,*WHT — FG~>71'7r (4.44)

und man erhilt folgende Zerfallsbreiten

Mz 2

M X3, —2M?
4 ™ M, ™ 2
Fo—ﬂmr = W {\/6 [A1 — (AQ — A3)f + A3Mﬂ:| } (4.45)

led

und

FG—‘TFTI' =

@ {\/g (31 _ B2M>r. (4.46)

87rMé 2

4.3 Zerfallsbreiten I'y/_,,, .4 und ¢/, ) ur

Die Lagrangedichte, aus der sich nach der SO(2)-Rotation die Zerfiille o/ —
pp — 4m und G’ — pp — 4w berechnen lassen, lautet

L = CO + ‘Cze'r,pp
Lo v oo 1 o 1.5 o

5(8 O') *EMO.O' +§(8 G) *iMGG +ZO'G

+A,05" + B,Gp". (4.47)

Die Konstanten A, und B, berechnen sich aus (4.15) bis (4.18) zu

Ap = %(hl + hy + ]’L3) (448)
2
my

B,=—. 4.49

P GO ( )

Bei den in dieser Studie betrachteten in Vier-Pion Zerfillen, zerfallen ¢’ und
G’ zunichst in pp bevor jedes Rho-Meson unmittelbar in zwei Pionen zerfllt.
Dieser Zwischenzerfall diirfte aus kinematischen Griinden,

M(Tlvgl < 2Mp, (450)

normalerweise nicht stattfinden. Da Resonanzen, wie die Rho-Mesonen, sehr
kurzlebig sind und dadurch eine endliche Zerfallsbreite besitzen,

r=r1 (4.51)
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kann der Zwischenzerfall ¢/ — pp bzw. G’ — pp dennoch stattfinden. Die Form
der Resonanzen wird durch die Breit-Wigner Verteilung gegeben. Dies bedeu-
tet, dass die Masse des Rho-Mesons, wie auch jeder anderer Resonanz, statisti-
schen Schwankungen unterworfen ist und es somit innerhalb der Verteilung jede
Masse mit der entsprechenden Wahrscheinlichkeit annehmen kann. Dadurch ist
es moglich, mit Hilfe der Spektralfunktion [31], die die Massenverteilung der
entsprechenden Resonanzen wiedergibt, vorerst die Zerfallsbreite I'5/_,,, bzw.
I'g'—pp und anschlieflend die Zerfallsbreite des Gesamtzerfalls o' — pp — 4x
bzw. G’ — pp — 4w zu berechnen. Dieser ist wegen

My ¢ > 4M; (4.52)

kinematisch erlaubt. Da es sich bei Rho-Mesonen um vektorielle Teilchen han-
delt, muss bei der Berechnung der Zerfallsbreiten ihre Polarisation beriicksich-
tigt werden. Ebenfalls wie bei den in Zwei-Pion Zerfillen werden auch in diesem
Fall zuerst die Ubergangsamplituden fiir die Zerfille ¢ — pp sowie G — pp
berechnet, aus denen sich dann leicht die Ubergangsamplituden fiir die ent-
mischten Felder ¢’ sowie G’ ermitteln lassen. Im Anschluss daran werden die
jeweiligen Zerfallsbreiten berechnet.
Die Ubergangsamplitude fiir den Zerfall ¢ — pp lautet

—iAB =4, [sgfv)(m)s(ﬁ)#(z(z) , (4.53)
wobei EELO‘)(Kl) sowie eH(Ky), mit o, 8 = 1,2,3, die Polarisationsvektoren
sind. Dadurch ergibt sich folgende mittlere Wahrscheinlichkeitsamplitude

3 — 9
|7ZAg-—>pp‘ - Z lszgﬁpp‘

a,f=1

= A?) Z {s(“)(Kl)e(ﬁ)“(Kg)a(f‘)(Kl)e(ﬁ)”(Kg)}

— BY [0 (0] 3 [ )] (450

Mit der Beziehung

3
K, K,
Zsff)fz(,a) = <—9;w + ’;\42 ) (4.55)

a=1 P

folgt fiir die Wahrscheinlichkeitsamplitude

»Mp

M2 AM?

— 2 2
|—tAs—pp| = A 4~

XP g, + X3 N (M3 — XPar, — X22,M,,)2] (4.56)

Dabei sind X a7, und X3 57, die laufenden nackten Massen der Rho-Mesonen,
die sie laut der Breit-Wigner Verteilung annehmen kénnen. Analog dazu ergibt
sich mit

—iAg?  =iB, gga)(Kl)g(ﬁ)u(KQ)} (4.57)
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fiir den Zerfall G — pp folgende Wahrscheinlichkeitsamplitude

X7, + X3 0, n (ME — X3, — X3 0,)?

Mo”1 (4.58)
M2 AM]

_
| =1 AG—ppl =B§ 4-

Nach Substitution der Felder 0 — ¢’ sowie G — G’ in der Zerfall-Lagrangedichte
(4.47) erhilt man
Leer pp(0’, G')
= A, [cos(0)o’ —sin(0)G'] 7> + B, [sin(0)o” + cos(0)G'] p*?
= o' [cos(A)A, +sin(0)B,] "> + G’ [cos(0) B, — sin(h) A,] 7. (4.59)

Daraus resultiert fiir die Wahrscheinlichkeitsamplituden der Zerfille o/ — pp
sowie G' — pp

—
|—iAg—pp| = [cos(0)A, + sin(G)Bp]2
2 2 2 2 2 2
. [4 B Xim, T X3, . (Mg — Xi v, — X3 0,) ] (4.60)
2 1 :
M2 A
bzw.
Iy E— .
|—tAG—pp| = [cos(0)B, — sm(@)A,,]Q
. [4 - X12,Mp +X22,Mp N (Mg, — X12,Mp - X22,Mp)2‘| (4.61)
M2 AM?

Ist die fiir den Zerfall ¢’ — pp erforderliche Bedingung
My > X1 m, + Xo M, (4.62)
erfiillt, dann ergibt sich fiir den Zerfall o/ — pp folgende Zerfallsbreite

Fo”%pp(XLMpv XZ,MP)

kp(Xiag, Xom))T . =0 |
= 87-[-M3, —Z\/éAa/_wp @(Ma./ — X17Mp — XQ,MP)- (463)

Da das Sigmafeld o/, wie auch der skalare Glueball G’, entweder in p°p° oder
ptp~ oder p~pT zerfallen konnen, ergibt sich, aus den gleichen Griinden wie
bereits beim Zwei-Pion Zerfall erliutet, der Faktor v/6 in (4.63) bzw. in (4.69).
Zudem ist ©(My — X1 ar, — X2, m,) die Sprungfunktion, die die Bedingung (4.62)
sicherstellt, und

1

k=

VME (X2 0y, = X300 = 2M2(XE oy, + X34)  (464)

der Impuls der ausgehenden Teilchen, der den Phasenraum ergibt. Damit ldsst
sich nun die Zerfallsbreite des Zerfalls 6/ — 41 wie folgt berechnen

(o) o0
Fa’%47r:/ / Lorpp(Xana, Xona, )dp (X101, )dp(Xong, )d X0 n, Xo 0, s
o Jo
(4.65)
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wobei
Xf/[pF‘HW(XMp)
(XJQWP — MpQ)2 + XJQW 12 (XMP)

o POTT

dy(Xu,) = N O(Xn —2My)  (4.66)

P

die bereits erwiihnte Spektralfunktion des Rho-Mesons ist und

-1

p—TT

o X3 Domrn(Xna,)
N = / 2 : O(Xa, — 2M,)dXns
l o (X3, — 2P+ X3, T2 (Xap,) M ’

(4.67)
der Normierungsfaktor, der garantiert, dass die Wahrscheinlichkeit erhalten
bleibt

o0
/ dy(Xar )dXpy = 1. (4.68)
0

Die Spektralfunktion des Rho-Mesons (4.66) zeigt die in Abbildung 4.3 dar-
gestellte Massenverteilung. Wie bei jedem Zerfall notwendig, muss auch beim

d, [Gev-']

4

Q : : Xy, [GeV]
0.0 0.5 10 L5 ’

Abbildung 4.3: Massenverteilung des p-Mesons.

Zerfall des Rho-Mesons in zwei Pionen die kinematische Bedingung X, > 2M;
erfiillt sein, damit der Prozess stattfinden kann. Dies wird gleicherweise wie bei
(4.63) mit der Sprungfunktion realisiert.

Analog dazu erhélt man die Zerfallsbreite fiir den skalaren Glueballzerfall G’ —
pp — 4m. Die Zerfallsbreite fiir den Zerfall G — pp ist gegeben durch

Par—pp( X1, Xo )

Er( X, Xom )T =72
= ki, 22’M”) —iVBAG—pp| O(Mer — X101, — Xo.a1,) (4.69)
8mM¢, e e

mit

1
ky = 7\/M4/ + (X127M,J - X22,Mp)2 - 2Mc2:'(X12,M,J + X22,Mp)7 (4.70)
2M e
sodass schlief3lich

FG’H47r:/ / Larmpp(X1,m,, X201, dp( X101, )dp (X201, )d X1 01, X2 M,
o Jo

(4.71)
resultiert.
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4.4 Zerfallsbreiten I';/_,,,, und I'c'_,,

Die Lagrangedichte, aus der sich nach diversen Substitutionen die Zerfille o’ —
nn und o’ — nn’, wobei der Zerfallskanal o/ — nn’ in Particle Data Group [8]
nicht aufgefiihrt ist und sehr wahrscheinlich auch, bedingt durch den zu kleinen
Phasenraum, nicht moglich ist, sowie G’ — nn und G’ — nn’ berechnen lassen,
lautet

L = £O + £ze7‘,eta
1 g 1.5 5 1 2 1.5
+Arony + Az (0"ny)” + As (98%0) (Bunn) 1y
+BGny, + B2Go' iy

1 1 1 1
= 3 (80)? — SMz0%+ 5 (0"G)? — S MG + 206G
+A1om% + (A2 — As)o (0"ny)? — Aso (0,0 ny) nx
+B1Gny + B2Go' . (4.72)

Das Etafeld ny = % (uﬂ + ch) im effektivem Modell resultiert aus der Mi-

schung zwischen den Feldern 1 und 7'(958) nach

(w)=(eaioy e ) () um

Um nun die Zerfiille des physikalischen Sigmafeldes ¢/ — nn und o' — nn/
berechnen zu kénnen, muss das nicht-physikalische Feld 7, durch die physika-
lischen Felder n und 7’(958) ersetzt werden 7, — cos(¢)n — sin(¢)n’. Bedingt
durch die Tatsache, dass die Gluonen an alle Quarkflavours in gleicher Stér-
ke koppeln, muss bei den Glueballzerfillen G’ — nn und G’ — nn’ auch der
Strange-Anteil, ng = s§, des Etafeldes,  bzw. 1'(958), beriicksichtigt werden,
im Gegensatz zum Sigmafeld, bei dem die Zerfille in die Etas mit Strange-Anteil
unterdriickt sind. Demnach erfordert dies fiirs Erste folgender Substitution der
betroffenen Terme

— 1 _

1
ﬁns»
womit man
£zer,eta - +A10-77?V + (AQ - AS)U (8#77N)2 - A3U (aualunN) NN

+B,G (mv + \}insf + ByG {3” (mv + \}insﬂ 2 (4.75)

erhiilt. Als néichstes miissen in der Zerfall-Lagrangedichte die nicht-physikalischen
Felder n, und ng nach ny — cos(¢)n — sin(¢)n’ und ng — sin(e)n + cos(p)n’
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substituiert werden. Dadurch erhélt man

Lereta

= Ajo [cos®(p)n” + sin®()n'* — 2 cos(p) sin(p)nn']
+(A2 — Ag)ofcos®(¢)(9"n)* + sin® () (9"n)? — 2 cos(p) sin(p)9und* =]
—Ago[cos®(9)(9,0"n)n + sin® () (8,0"1" )" — cos(p) sin(p) (8,0 n)’
—sin(¢p) cos(¢) (9,00 )]

FBG{leos(p) + 5 sin’(p) + — cos(i) sin(ip)]?

V2

+sin?(g) + = cos?() — % sin(i) cos(i) ]

2
Hs cost () = s sin(p) = cos(i) sin(i) '}

B {05t () + g sin() + —= cos(i)sin(e)) (0"

Hsin?(g) + = cos?(g) % sin(i) cos(i2)] (01

2

T o) = sini(p) — sin() cos() 00"} (4.76)

Die Terme der Wechselwirkung-Lagrangedichte (4.11) bis (4.18) liefern die ent-
sprechenden Konstanten

A
A =-— <)\1 + ;) 002, (4.77)
2z2
Ay = g%w2Z200 - QIU/Z2 + v 70 (h1 + ho + h3) (4.78)
’11)2Z2
= g%wQZQO'O — 91U}Z2 + 70 (Mg — m%)7 (479)
Az = grwZ?, (4.80)
B = Moy (4.81)
1= 75, :
und ,
By = My272, (4.82)
Go

die identisch mit den in Zwei-Pion Zerfillen (4.26) bis (4.30) sind. Diese fiithren
auf die Ubergangsamplituden der nicht-physikalischen Felder o sowie G

. . 2 XZZW _2Mn2 2
—iAg—yn(Xn,) = icos®(p) [A1 — (A2 — A3>Gf + Az M,

X2, —2M? X2
= icos?(p) (Al—Ag Mo 5t As f) (4.83)
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72"’4(;—’77?7 (XMG )

= g [0052(@) + %Sin2 (o) + % cos(y) sin(gp)}

X2, —2M?
. <B1 — By~ Me 1 B 71) ) (4.84)

welche von den laufenden nackten Massen X, und Xy, abhingen. Dies zeigen
die beiden Abbildungen 4.4 und 4.5. Werden an dieser Stelle die Felder nach

Agy [GeV]

20

2_‘0 X, [GeV]

Abbildung 4.4: Ubergangsamplitude A,_,,, als Funktion der laufenden Sigmamasse
X, -

o

AGHI}I} [GEV]

4.0F
35
3.0F
25¢F
20F

L5F

S5 X [GeV]

Abbildung 4.5: Ubergangsamplitude Ag_.,, als Funktion der laufenden skalaren
Glueballmasse Xy .

G — G’ und ¢ — o' substituiert, so erhiilt man die Ubergangsamplituden
der entmischten physikalischen Felder G’ und ¢’, wobei sie nun Funktionen der
laufenden physikalischen Massen Xjs , sowie Xy, sind,

i A (X ar,) = i [c08(0) g (Xar.,) + sin(0) Ag_pn(Xar,)],  (4.85)

—iAG (X)) =i [— sin(0) Ay —nn(Xar,, ) + c08(0) AG—mn (X, )] -
(4.86)
Gleiche Griinde wie bei den Zerfillen in zwei Pionen fithren dazu, dass sich fiir
die Ubergangsangsamplituden A, (X a,,) und Agrqr (X, ) jeweils eine
destruktive Interferenz ergibt.
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Mit (4.85) und (4.86) sowie der Formel fiir Zwei-Korper Zerfélle (1.192) kénnen
die Zerfallsbreiten I/, und '/ _,,, wie folgt berechnet werden

Ty = J]\Zg [\@A(,/q,,,,,} ’ (4.87)
mit
ky = MT‘EI - M2, (4.88)
sowie
Ty = 8:—]\22/ [\/iAG/_,m,}z (4.89)
mit

[ M2,
k= TG - M2, (4.90)

wobei ky die jeweiligen ausgehenden Impulse sind. Der Faktor V2 in (4.87) und
(4.89) ergibt sich wie folgt. Das Sigmafeld ¢’ bzw. der skalare Glueball G’ zerfillt
in zwei identische Eta-Mesonen. Dies liefert, wie im Fall der Pionen bzw. der
Rho-Mesonen, zwei Feynman-Diagramme erster Ordnung mit gleichem Vertex
und ergibt somit einen Faktor 2 bei den Ubergangsamplituden. Der Symme-
triefaktor ist ebenfalls sy = 1/2. Da es sich bei Eta-Mesonen um Singuletts
handelt, gibt es, im Gegensatz zu den Pionen bzw. Rho-Mesonen, die als Tri-
pletts vorkommen, nur eine Zerfallsmoglichkeit, nn. Somit ergibt sich mit Be-
riicksichtigung der Vertices, des Symmetriefaktors und des Isospins der Faktor

V2.

4.5 Zerfallsbreiten I'y/_,,y und I'q'_,,,

Zur Berechnung der Zerfille o/ — nn’ und G’ — 7’ geht man von der Lagran-
gedichte (4.72) bzw. (4.76) aus. Der wesentliche Unterschied zu den Zerféllen
o' — nm und G’ — nn ist einerseits, dass das Sigmafeld und der Glueball in
zwei verschiedene Bosonen zerfallen, wodurch sich kein zusitzlicher Faktor in
den Zerfallsformeln ergibt. Andereseits ergibt sich aus kinematischer Sicht fiir
beide Zerfille folgende Situation

My r < My + My, (4.91)

die, wie bereits bei den Zerfillen o/ — pp — 47 und G’ — pp — 4, mittels
der Spektralfunktion behandelt werden muss. Die Lagrangedichte (4.76) liefert
folgende Ubergangsamplituden

_Z'AG‘H’O?’]/(XMG')
= —i2sin(¢p) cos(yp)

X3, — M2 — M?, M2+ M2,

U LA P 1 4.92
2 + Ag 2 a( )

| A1 — (A2 — A3)
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*iAG—Wm’(XMc)
'[2 2(0) + = sin’(g) + sin() cos()
= —17 | ———= COS — S1n Sin COS
\/i 2 \/5 2 2 2
X2 M2 M3
B1 _ B2 JV[G n n ]

5 (4.93)

Substitution o — ¢’ und G — G’ der nicht-orthogonalen Felder in der Zerfall-
Lagrangedichte liefert

—iAgr oy (X, ) = —i [c0os(0) Ag—yy (Xar,, ) + sin(0) Ag—nm (Xa1,,)] ,

(4.94)
—iAG o (Xazy,) = —i [—sin(0) Ag .y (Xas,, ) + co8(0) Ay (Xar,, )]

Der Zerfall ¢/ — nn’ kann nur dann erfolgen, wenn

(4.95)
X, > My + My (4.96)
gilt. In diesem Fall wire die Zerfallsbreite
kr(Xn,,)
Fa’—»nn/(XMg/) = &TTQG [Aa’—wm/f G(XMUI - M, — Mn') (4.97)
mit

1
b = 5 \/Xg,*, + (M2 — M2)? — 2X2,(M2 + M2),

(4.98)
wobei die Sprungfunktion ©(Xy,, — M, — M,) die kinematische Forderung

realisiert. Da jedoch die Masse des Sigmafeldes M, = 1200—1500 M eV betrigt,
kann der Zerfall ¢/ — nn’ nur mit Hilfe der Spektralfunktion berechnet werden

]-—‘cr’~>'rm’ = / FG”*)’I]’I]/ (XMU/ )da" (XIWU/ )dXMU/ y
0
wobei

(4.99)

X]2\4 Lor oy (Xn,,)
do'(Xpr,) =N < z O(Xy — M, — M,y)
i (X3, —M2)*+ X3, T2, (X, o T
die entsprechende Spektralfunktion ist und

(4.100)

N=N"1 (4.101)
wobei

N:/OO Xzzwo,ra’ﬂnn’(XM,,/)
o (X3,

MR KR T2 (K, ) e~ M MK

M~ o' —nn’

(4.102)
die Normierungskonstante, die sicherstellt, dass die Wahrscheinlichkeit erhalten
bleibt

/ dor(Xar, )dXnr, = 1. (4.103)
0
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Analog fiir den Glueball muss Xy, > M, + M, gelten, um die Zerfallsbreite
nach

k(X ) 9
| Ve (XMG/) = 8777]\4;, [.AG/_W],]/] @(XMG, - M, — Mn/) (4.104)
mit
1
= 4 2 22 2 5 2
b=y VX (M2 = M2)? - 2X2, (M2 + M) (4.105)

berechnen zu kénnen. Die Masse des skalaren Glueballs ist mit Mg = (1505+6)
MeV nur etwas kleiner als die Summe der Massen von 7 und 7', somit muss zur
Berechnung des Zerfalls G’ — nn’ ebenfalls die Spektralfunktion herangezogen
werden. Dies fithrt auf

FG’—Vrm’ = / FG’—»nn’ (XJWG/ )dG/ (XMG/ )dXMG/ (4106)
0
mit

X]2\4G/ FG/""TO’ (XMG' )
(X]2\JG/ - Mé’)z + X2 el F2G’—>n7]’ (XMG/ )

do (X, ) =N O(Xn_, — My — My).

(4.107)
Die Spektralfunktion des Sigmafeldes bzw. des skalaren Glueballs zeigt folgende
Massenverteilung

d- [GeV "]

L35G

00 s s X, (V]

Abbildung 4.6: Massenverteilung des Sigmafeldes.

4.6 Zerfallsbreiten I' ,_ ;i und ' it

Die Konstituenten der Kaonen sind unter Anderem die Strange-Quarks. Un-
geachtet dessen, dass das in dieser Arbeit entwickelte effektive Modell kei-
ne Strange-Freiheitsgrade enthiilt, lassen sich die Zerfille des Sigmafeldes und
des skalaren Glueballs in Kaonen berechnen. Dazu betrachte man das effekti-
ve Modell mit der SU(3)r x SU(3)g-Symmetrie in [32], welches die Strange-
Freiheitsgrade beriicksichtigt und folgende Relationen liefert

o—-KK _ — 4.1
Tyorr 3 (4.108)
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dg [GeV™"]
6 -

0 . . - ! Xy, [GeV]
3.0

Abbildung 4.7: Massenverteilung des skalaren Glueballs.

sowie

To ki 4
lo—kk _ 2 (4.109)

FG—>7T7I' 3 ’

Durch Symmetriebetrachtungen kénnen diese zur Berechnung der Zerfille o’ —
KK sowie G’ — KK im vorligenden effektiven Modell herangezogen werden.
Die entsprechende Lagrangedichte wiirde wie folgt aussehen

L = £0+£zer,kaon

- % (00)* — %Mﬁaz + % (0"G)? — %MC%GQ + 206G
+A10KTK™ + Ayo (0,KT) (0" K™) + A3 (0"0) (0, K1) K~
+B1GKTK™ 4+ ByG (9,K™) (0"K™)
+A10K K° + Ay0 (9,K°) (0" K°) + A; (0"0) (0,K°) K°
+B,GK K" + B,G (8,K") (0"K")

= % (0"0)* — % 267 + % (0"G)? — %MéGQ + z0G
+A10’K+K_ + (A2 - Ag)O‘ (8MK+) (8”[(_) - A30' (8M8MK+) K~
+B1GKTK™ + BoG (G#KJ“) (a“K’)
+A410K°K® + (A2 — A3)0 (9,K°) (0" K°) — As0 (9,0"K°) K°

+B1GK K° + ByG (0,K°) (0" K°). (4.110)

Um die erforderlichen Ubergangsamplituden zu ermitteln, werden die bereits be-
rechneten Zerfallsbreiten (4.41) sowie (4.39) verwendet. Dabei werden zunéichst
die Ubergangsamplituden (4.35) und (4.36), mit den Konstanten (4.26), (4.27),
(4.28), (4.29) und (4.30), entsprechend der Relationen (4.108) und (4.109) ska-
liert und zugleich die entsprechenden Massen substituiert M, — Mp. Dies
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ergibt folgende Ubergangsamplituden

. /1
_’L‘AU—J(I? (XMa) = _Z\/QAO'HTUI’ (XMU)

1 X2 —oM?2

= Z\/; I:Al — (A2 —A3)% +A3M12(}
1 X]2\4 —2M12( XJQM

= i\ (A1 —Ar—= Az—fe 4.111

z\/Q( 1 2 B + As > ), ( )
. . /4
7ZAG~>KK(XJ\4G) = Z\/QAG—HM'(XMG)

4 X2,  —2M?
NEIPR L S

die weiterhin Funktionen der laufenden nackten Massen des Sigmafeldes Xy,
bzw. des Glueballs X/, sind, wie die Abbildungen 4.8 und 4.9 zeigen. Nun wird

A(raK? [GeVJ
I5F

10+

- Xy, [GeV]

Abbildung 4.8: Ubergangsamplitude A, _, 5 als Funktion der laufenden Sigmamasse
X,

o

A ev]

G-KEK [G

% X, [GeV]

Abbildung 4.9: Ubergangsamplitude Ao_, i als Funktion der laufenden skalaren
Glueballmasse Xy, .

anlog der Zwei-Pion Zerfiille vorgegangen. Zunéchst werden die Felder G —
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G’ und o — o' substituiert, worauf man die Ubergangsamplituden der SO(2)
rotierten Felder G’ und o’ erhélt

71AO"*>KK (XMU/)
= ifcos(0)A, ki (Xn,,) +sin(0)Ag_ ki (Xar,,)],  (4.113)

—iAg . xr(Xmy)
= 1 [— sin(0) A, kg (Xnr.,) + COS(Q)AGHKR(XMG,)] . (4.114)

Anschlielend werden sie in (1.192) eingesetzt, was die Formeln zur Berechnung
der Zerfallsbreiten I' o/, g und I' s 5 liefert

k 2
Lo kg = &ri]\fp/ (A kK] (4.115)
mit
M?,
ky = —4" —M12<7 (4.116)
sowie
k 2
mit
M2,
k= 4G — M%. (4.118)

Wie bei den Pionen ergeben analoge Betrachtungen auch im Fall der Kaonen,
siche dazu die Abbildungen 4.8 und 4.9, dass sich fiir die Ubergangsamplituden
mit den physikalischen Feldern jeweils eine destruktive Interferenz ergibt.



Kapitel 5

Resultate

In diesem Kapitel sollen die in dieser Arbeit erzielten Resultate prisentiert und
diskutiert werden.

5.1 y’-Funktion

Um die im vorigen Kapitel hergeleiteten Zerfallsbreiten explizit berechnen zu
kénnen, mussten zunichst die dafiir notwendigen freien Parameter bestimmt
werden. Dabei handelt es sich um das Gluonkondensat C*, die nackte Sigma-
mase M, , die aus der Dilaton Potentialdichte nackte Glueballmasse mg und
den Massenparameter der vektoriellen Freiheitsgrade my. Um die bestmoglichen
Werte dieser Parameter zu ermitteln, wurde auf die y2-Analysis zuriickgegriffen.
Dazu wurden einerseits die in Kapitel drei und vier hergeleiteten theoretischen
Grofien

M2, = MZ cos?(0) + M2 sin?(0) — zsin(26), (5.1)
M?, = M?cos®(0) + M2 sin*() + zsin(20), (5.2)

Mf;, Y ,
Tormmn =Yg — {\/EAG/M,,] , (5.3)

Mf;, B 3 2
ey = W {\/ﬁAG’Hnn} (5.4)

und T .

o = Y ™ Mol 5.5

andererseits die in der Tabelle A.1 zusammengefassten experimentellen Befunde
[8] herangezogen. Die entsprechende x2-Funktion sieht nun wie folgt aus

X2 = X2(07 MO’7mG7m1)

(Mg - Mg 2+ My — MEF 2+ Tormn — T \?
- AME: AME? NV

2
F’—> _Fe/I;‘} F/_) 7_].—‘693, = 2
y| 2 DG ) (2GR TR G oKE ) (5.6)
AT, ATes

—nn G'—-KK

(6]
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Der Mischungswinkel 6, der in (5.1) und (5.2) sowie auch in den Ubergangsam-
lituden der Zerfallsbreiten (5.3) bis (5.5) steckt, ist unter Anderem Funktion
der nackten Sigmamasse M,,. Fiir die nummerische Berechnung von (5.6) konn-
te der Mischungswinkel, wie auch die restlichen Gréfien, die Tabelle 5.3 bzw.
5.4 enthilt, als Funktion der durch die y2-Funktion zu bestimmenden freien
Parameter ausgedriickt und anschlieBend berechnet werden. Die dazu entspre-
chenden expliziten Gleichungen sind den beiden letzten Kapiteln zu entnehmen.
Die Zerfallsbreiten I'g .,y und I'gr—.4x wurden bei der Parameterbestimmung
mit (5.6) nicht berticksichtigt. Der Zerfall G’ — nn’ besitzt einen sehr kleinen
Phasenraum und einen grofen experimentellen Fehler von etwa 50 % und wurde
deshalb nicht in die y?-Funktion miteinbezogen. Im Fall von G’ — 47 wurden
in dieser Arbeit nicht alle Zerfallskanile in Betracht gezogen und aus diesem
Grund auch I'g/ .4, bei der Berechnung der freien Parameter ausgelassen. Bei-
spielsweise kann der skalare Glueball nicht nur iiber zwei Rho-Mesonen in vier
Pionen zerfallen, sondern auch iiber die skalare Resonanz fo(600),

G' — f5(600) f5(600) — 47. (5.7)

Demnach sollte, fiir den in dieser Arbeit berechneten Zerfallskanal G’ — 4, die
Obergrenze
F75C€L’~>47T < ng’ﬂéhr (58)

nicht iiberschritten werden und wie die Tabelle 5.5 zeigt, wird diese Forderung
erfiillt.

5.2 Die freien Parameter

Bei der Minimierung von (5.6) findet man ein lokales Minimum, das der im
Kapitel drei geforderten Bedingung
M, <mg < Mg (5.9)

geniigt. Die dazu entsprechenden Parameter sind in Tabelle 5.1 zusammenge-
fasst.

Parameter | Wert [MeV]
c 698 £ 39
M, 1275 £ 29
mg 1369 + 26
my 809 + 18

Tabelle 5.1: Die freien Parameter des effektiven Modells mit chi? ~ 1.2.

Die Bestimmung der Fehler, sowohl der Parameter als auch der Zerfallsbrei-
ten selbst, erfolgte anhand der y2-Analysis und ist in Anhang C erliutert.
Betrachtet man die Massengleichung der vektoriellen Freiheitsgrade

2
M2 = M2 =m§+%(h1 + ho + h3) (5.10)

so muss fiir den vektoriellen Massenparameter my, der, wie der Term

G w ey
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zeigt, proportional zum Gluonkondensat ist, die Zwangsbedingung
0<mi <M (5.11)

erfiillt sein. Denn wire m? < 0, wiirde es zu imaginiren Massen der vektoriel-
len Freiheitsgrade nach Restauration der chiralen Symmetrie, d.h. im Grenzfall
oo — 0, fithren und im Fall von m; > M, miisste

3
> hi<0 (5.12)
1=1

sein und dies wiirde bedeuten, dass bei (5.10) der Beitrag, der proportional
zum Quarkkondensat ist, negativ wire. Da aber NJL-Modelle [35, 36] positive
Quarkmassen vorhersagen und fiir diese

Mopeson X 02 >0 (5.13)

gilt, wird deshalb angenommen, dass

3
> hi >0 (5.14)
i=1

gelten muss. Wiirde man bei der Parameterbestimmung die Zwangsbedingung
(5.11) direkt durch Einfithrung einer fiktiven Funktion fordern, so ergiibe sich
fiir das Minimum des vektoriellen Massenparameters

my = M, =775 MeV. (5.15)

Fixiert man nun m; = 775 MeV, so findet man ein lokales Minimum von
(5.6), welches ebenfalls der (5.9) geniigt, fiir Parameter, die der Tabelle (5.2) zu
entnehmen sind.

Parameter | Wert [MeV]
C 670 + 30
M, 1220 £ 9
ma 1388 £ 22

Tabelle 5.2: Die freien Parameter des effektiven Modells mit chi? ~ 4.

Die erhaltenen Parameter liefern unmittelbar zwei interessante und wichtige
Erkenntnisse dieser Studie. Dazu betrachte man erneut die Massengleichung der
vektoriellen Freiheitsgrade (5.10), deren Beitriige einerseits zum Gluonkonden-
sat und andererseits zum Quarkkondensat proportional sind. Auf Grund von
m1 = 775 MeV bedeutet dies, dass die Masse der vektoriellen Zusténde nicht
durch das Quarkkondensat, sondern durch das Gluonkondensat generiert wird
und somit innerhalb des entwickelten effektiven Modells keine Brown-Rho Ska-
lierung zu erwarten ist [34].

Des Weiteren wurde in vorliegender Arbeit eine Verbindung zwischen einer nicht
perturbativen Grofle, dem Gluonkondensat

<% (GZVGZ”)> oLy (5.16)

™
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und einer phinomenologischen, zu der die messbaren Zerfille zéihlen, hergestellt.
Der genaue Wert des Gluonkondensats ist zum gegenwiirtigen Zeitpunkt nicht
genau bekannt. Im Abschnitt zum Dilaton wurde erwihnt, dass das Gluonkon-
densat zum Einen mit QCD Sum Rules [26] und zum Anderen mit QCD Lattice
Rechnungen [27] ermittelt wurde. Die Ergebnisse beider Methoden liegen jedoch
deutlich auseinander. Die QCD Lattice Rechnungen ergaben einen Wert fiir das
Gluonkondensat von etwa

C* ~ (650 MeV)* (5.17)
und aus den QCD Sum Rules Rechnungen folgte
C* ~ (360 MeV)*. (5.18)

Die nun zweite interessante Erkenntniss ist somit, dass der Wert des Gluonkon-
densats, welches aus dem effektiven Modell hervorgeht, in etwa dem der QCD
Lattice Rechnungen entspricht.

Fall mit fixiertem vektoriellen Massenparameter m; = 775 MeV.

Mit den erhaltenen freien Parameter in Tabelle 5.2 konnten weiterhin, die in
Tabelle 5.3 aufgefiihrten Groflen auf Baumdiagrammniveau berechnet werden.
Dabei handelt es sich um die Masseneigenzustéinde des Sigmafeldes

o' = fo(1370), (5.19)

welches iiberwiegend als der Quark-Antiquark Zustand

_ 1 —
o= E(uu + dd) (5.20)

interpretiert wird, bzw. des skalaren Glueballs
G’ = fo(1500), (5.21)

welcher tiberwiegend als Gluon-Gluon Zustand
G=gg (5.22)

interpretiert wird, den Mischungswinkel, den Grundzustand des Dilatons sowie
dem Skalenparameter.

Grofle Theorie Experiment
My | (1150 £9) MeV | (1200 — 1500) MeV
Mg | (1504 +5) MeV (1505 +6) MeV

0 (24.9+£2.7)° —
Gy (554 +39) MeV —
A (540 £ 40) MeV —

Tabelle 5.3: Mit freien Parametern der Tabelle 5.2 berechnete Grofen.

Fiir die Mischungsmatrix erhélt man

fo(1370) =0’ \ _ ( 0.91 042 0 = 2= (uti + dd)
( f3(1500) =G > - ( ~0.42 091 > ( o 99 > (5.23)
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was konkret bedeutet, dass im Rahmen dieses effektiven Modells die Resonanz
f0(1500) als skalarer Mischzustand zu betrachten ist, welcher zu 82 % den nack-
ten skalaren Glueball G und zu 18 % das nackte Quarkonium o darstellt. Fiir
die skalare Resonanz f,(1370) ist es entsprechend umgekehrt. Die Vorzeichen in
der Mischungsmatrix sind eindeutig festgelegt. Da der Mischungswinkel 6 posi-
tiv ist, ergeben sich daraus fiir die Ubergangsamplituden, wie die Abbildungen
4.1,4.2, 4.4, 4.5, 4.8 und 4.9 zeigen, jeweils destruktive Interferenzen.

Fall mit nicht fixiertem vektoriellen Massenparameter m; = 809 MeV.

Wirft man einen Blick auf die experimentelle Masse des Rho-Mesons
M 770y = (775.49 £+ 0.34) MeV (5.24)

und den Wert des ermittelten vektoriellen Massenparameter in der Tabelle 5.1,
so zeigt sich, dass Experiment und Theorie in Rahmen der jeweiligen Fehler
miteinander iiberlappen und demnach die Zwangsbedingung (5.11) als erfiillt
betrachtet werden kann. Dies rechtfertigt die Parameter in Tabelle 5.1 zur Be-
rechnung der Zerfallsbreiten zu verwenden. Daraus resultieren zunéchst die in
Tabelle 5.4 erfassten Ergebnisse.

Grofle Theorie Experiment
My | (1191 £25) MeV | (1200 — 1500) MeV
Mg (1505 +5) MeV (1505 +6) MeV

0 (29.6 £3.7)° -
Gy (605 +57) MeV —
A (591 £59) MeV —

Tabelle 5.4: Mit freien Parametern der Tabelle 5.1 berechnete Groflen.

Fiir die Mischungsmatrix ergibt sich
(uu + dd)

£1370)=0" \ _ [ 087 050\ [ o= (5.25)
f0(1500) = 6" ) =\ —050 0.87 = gg ’ '
was fiir diesen Fall bedeutet, dass die Resonanz fp(1500) zu 75 % dem nackten

skalaren Glueball G und zu 25 % dem nackten Quarkonium o entspricht. Fiir
die skalare Resonanz f;(1370) ist es auch hier entsprechend umgekehrt.

2

Qg

In beiden Fillen liegen die erhaltenen Masseneigenzustinde des Sigmafeldes
niherungsweise am unteren Wert der entsprechenden experimentellen Massen.
Die Masseneigenzustinde des skalaren Glueballs stimmen mit dem Experiment
iiberein. Demzufolge kénnen diese Resultate als erste Bestétigung der Annahme
gedeutet werden, dass in vorliegender Arbeit der Quark-Antiquark Zustand mit
der skalaren-isoskalaren Resonanz f,(1370) und der skalare Glueball mit der
ebenfalls skalaren-isoskalaren Resonanz fo(1500) identifiziert wird.

5.3 Zerfallsbreiten

Hinsichtlich der in obigen Abschnitten présentierten Parameter lielen sich letzt-
lich die Zerfallsbreiten des skalaren Glueballs G’ und des physikalischen Sigma-
feldes o’ berechnen. Diese sind fiir den Fall, bei dem der vektorielle Massenpara-
meter fixiert wurde mq, = 775 MeV den Tabellen 5.5 und 5.6 zu entnehmen. Im
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Fall von m; = 809 MeV sich ergebende Zerfallsbreiten sind in den Tabellen 5.7
und 5.8 zu finden. In Bezug auf die nummerischen Berechnungen sei noch ange-
merkt, dass in dieser Arbeit fiir den Renormierungsfaktor der Wellenfunktionen,
der iiber die Masse des axial-vektoriellen Mesons d@; definiert ist

2 o\ —1/2
910p
Z=11- 5.26
( M2, ) (5:20)
der Wert
Z =1.67+0.2 (5.27)

verwendet wurde [8, 24]. Wie (5.26) ist auch der Parameter

_ G100

w= T (5.28)

der auf Grund der Redefinition der axial-vektoriellen Freiheitsgrade hervorgeht,
iiber die Masse des @;-Mesons definiert. Nach [8] lautet seine Masse

M,, = (1230 + 0.40)MeV, (5.29)

wobei dies nur einer Schitzung entspricht. In vorliegender Arbeit wurde der

Massenwert
M,, = 1050MeV (5.30)

verwendet [39].

Fall mit fixiertem vektoriellen Massenparameter m; = 775 MeV.

Zerfallskanal | T [MeV] | T [MeV]
G —7r 34.3+4.4 | 38.04 +4.95
G = | 72407 | 556+ 1.34

G - KK 87+1.7 9.37 £ 1.69
G —Ar 23 53.96 + 7.06
e 0.6 2.07 £ 1.01

Tabelle 5.5: Zerfallsbreiten des skalaren Glueballs mit m; = 775MeV .

Zerfallskanal | T" [MeV]
o — 7w 359 + 51
o’ —mm 57+4
o — KK 6.7+ 2.7
o — pp —4m 0.2

Tabelle 5.6: Zerfallsbreiten des physikalischen Sigmafeldes mit m1 = 775MeV.
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Fall mit nicht fixiertem vektoriellen Massenparameter m; = 809 MeV.

Zerfallskanal | T*" [MeV] | T [MeV]
G — 7 38E£5 38.04 +4.95
G =y | 53+13 | 556+1.34

G — KK 93+£1.7 9.37 £ 1.69
G —4n 30 53.96 + 7.06
=y 0.8 2.07 £ 1.01

Tabelle 5.7: Zerfallsbreiten des skalaren Glueballs mit m; = 809MeV .

Zerfallskanal | T [MeV]
o' — rw 284 £+ 95
o — 724 14
o —- KK 4.6+3.3
o — pp — 4w 0.1

Tabelle 5.8: Zerfallsbreiten des physikalischen Sigmafeldes mit m; = 809MeV .

Die aus der effektiven Lagrangedichte berechneten Zerfallsbreiten, sowohl
des skalaren Glueballs G’, als auch des physikalischen Sigmafeldes ¢’ ergeben in
ihrer Gesamtheit eine gute Ubereinstimmung mit dem Experiment.

Die beste Ubereinstimmung ist in beiden Féllen bei den Zerfallskanglen

G —nar, G —nn uwd G — KK (5.31)

erzielt worden. Wie Tabelle 5.7 zeigt, stimmen die Ergebnisse im Fall von my =
809 MeV sogar sehr genau mit den experimentellen Befunden iiberein.
Die Zerfallsbreite des Zerfalls

G —n (5.32)

ergibt hingegen, ebenfalls in beiden Fillen, einen kleineren Wert als im Experi-
ment gemessen. Die Erklérung fiir die zu kleine theoretische Zerfallsbreite kénnte
der extrem kleine Phasenraum, wie dies die beiden Massen der pseudoskalaren
Resonanzen 7 und 7/,

M, = (547.853 + 0.024) MeV (5.33)

und
M, = (957.78 £ 0.06) MeV, (5.34)

zeigen, zusammen mit einer destruktiven Interferenz in der Ubergangsamplitude
sein. Bei diesem Zerfall wurde zudem auf die Berechnung des Fehlers verzichtet,
da die Zerfallsbreite sehr klein ist und der nummerische Aufwand in Relati-
on zu einer qualitativ besseren Aussagekraft des Ergebnisses zu hoch war. Die
deutlich kleinere theoretische Zerfallsbreite beim Zerfall des skalaren Glueballs
in vier Pionen als die im Experiment erhaltene, erklirt sich aus der bereits in
Abschnitt zu x2-Funktion erwihnten Tatsache, dass im betrachteten Fall nicht
alle moglichen Zerfallskanile untersucht worden sind, sondern nur der iiber die
Rho-Mesonen,

G — pp — 4. (5.35)
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Diesbeziiglich wurde auch hier auf die Berechnung des Fehlers verziehtet.
Schaut man sich die Zerfiille des Sigmafeldes ¢’ an, so liefert das effektive Modell
ein qualitativ gutes Ergebnis. Obwohl die einzelnen Zerfallskanile von ¢’ expe-
rimentell nicht bekannt sind, siehe dazu die in Tabelle A.3 zusammengefassten
experimentellen Befunde [8], und der Bereich der Gesamtzerfallsbreite mit

D% 1570 = (200 — 500) MeV (5.36)

ziemlich grof} ist, befindet sich die theoretische Gesamtzerfallsbreite sowohl im
Fall von mq = 775 MeV mit

I ~ (420 +60) MeV, (5.37)
als auch im Fall von m; = 806 MeV mit
I'h ~ (361 +£112) MeV, (5.38)

innerhalb der experimentellen.
Beim Zerfallskanal B
o — KK (5.39)

wiirde man in beiden Fillen, auf Grund von Symmetriebetrachtungen, eine gro-
Bere Zerfallsbreite, etwa ein Drittel von 'y, als die ermittelte erwarten. Eine
mogliche Erklirung konnte auch hier die destruktive Interferenz in der Uber-
gangsamplitude sein.

Die Ursache fiir die sehr kleine Zerfallsbreite des Zerfalls

o' — pp — 4w (5.40)
liegt in dem sehr geringen Phasenraum des Zwischenzerfalls
o' — pp. (5.41)

Aus gleichen Griinden wie bei G’ — 11’ wurde auch hier der Fehler nicht be-
rechnet.

Abschlielend kann gesagt werden, dass die erzielten Resultate in dieser Ar-
beit der Annahme in Bezug auf die Identifikation der Resonanz f(1370) bzw.
fo(1500) iiberwiegend als Quarkonium bzw. als skalarer Glueball gerecht wur-
den.



Kapitel 6

Zusammenfassung und
Ausblick

In vorliegender Arbeit wurde ein lineares Sigma-Modell mit verktoriellen sowie
axial-vektoriellen Freiheitsgraden durch Einkopplung des Dilatons verallgemei-
nert, wodurch Kontakt mit der Skalen-Anomalie erzielt wurde. Anschlielend
war die Intention, die Zerfallsbreiten des entmischten Sigmafeldes sowie des
entmischten skalaren Glueballs, die mit den skalaren-isoskalaren Resonanzen
fo(1370) und fo(1500) identifiziert wurden, auf Baumdiagrammniveau zu be-
rechnen und mit experimentellen Befunden zu vergleichen, um Aussagen iiber
die Natur dieser Resonanzen im Rahmen der durchgefiihrten Studie machen zu
konnen.

Basierend auf [22, 23, 24, 28] wurde als Erstes eine effektive Lagrangedichte
konstruiert, die einerseits die leichtesten skalaren, pseudoskalaren, vektoriellen
sowie axial-vektoriellen Zwei-Flavour Quark-Antiquark Freiheitsgrade enthilt
und andererseits den Glueball Freiheitsgrad. Die mesonischen Quark-Antiquark
Freiheitsgrade wurden dabei in einer Isospinstruktur realisiert. Die Beschreibung
des skalaren Glueball Freiheitsgrades erfolgte mittels einer klassischen Dilaton
Potentialdichte. Die Einbeziehung des skalaren Glueball Freiheitsgrades fiihrte
unmittelbar auf die Skalen-Anomalie, durch die der Skalenparameter A im effek-
tiven Modell eingefiihrt wurde. Dieser Skalenparameter manifestiert im gesam-
ten Modell die einzige Skala, der nach, bis auf die explizite Symmetriebrechung,
alle dimensionalen Groflen generiert werden. Bei verschwindenden Quarkmas-
sen, abgesehen von der U(1) 4-Anomalie, unterliegt die effektive Lagrangediche
der globalen chiralen U(2)r x U(2)g-Symmetrie. Schaut man sich in diesem
Zusammenhang die Quarkmassen an, die in Tabelle 1.1 erfasst sind, so kénnen
diese approximativ in zwei Gruppen aufgeteilt werden

Myas <1GeV < Mgy . (6.1)
Die Grofienordnung von 1 GeV zeigt sich bei den typischen Hadronenmassen,
beispielsweise M, 770y = 775 MeV. Betrachtet man in Bezug darauf die Massen

der Konstituenten des Rho-Mesons, so konnte, im Fall von Ny = 2, wegen

M,y(770) > My + Ma, (6.2)

83



84 KAPITEL 6. ZUSAMMENFASSUNG UND AUSBLICK

der chirale Limes M,, 4 — 0 angenommen werden. Da die Quarks de facto nicht
masselos sind und dadurch die chirale Symmetrie explizit brechen, wurde in der
effektiven Lagrangedichte ein entsprechender Term eingefiihrt, der diesen Um-
stand erzeugt. Dabei konnte bedingt der geringen Strommassendifferenz der Up-
und Down-Quarks von deren Entartung ausgegangen werden, wodurch sich die
residuale SU(2)y-Symmetrie ergab. Aufler der expliziten Symmetriebrechung
kann die chirale Symmetrie auch spontan gebrochen werden, wodurch das Va-
kuum eine geringere Symmetrie als die Lagrangedichte aufweist. Betrachtet man
in diesem Fall das Vakuum, so wird dabei die SU(2) 4-Symmetrie spontan ge-
brochen, was mit einem nicht-verschwindenden Quarkkondensat,

{qq) # 0, (6.3)

verbunden ist. An dieser Stelle sei angemerkt, dass die spontane Brechung der
chiralen Symmetie in Bezug auf die Massenerzeugung die dominierende ist. Wei-
terhin treten dabei nach dem Goldstone Theorem drei massenlose Goldstone-
Bosonen,

Ny=2- Nj—-1=3, (6.4)

auf. In der Natur sind jedoch keine massenlose Goldstone-Bosonen beobachet
worden. Die leichtesten in der Natur vorkommenden bosonischen Materieteil-
chen sind die drei Pionen, die fiir den betrachteten Fall (6.4) als pseudo Goldstone-
Bosonen interpretiert werden. Entsprechend wurde auch der Sachverhalt der
spontanen Symmetriebrechung bei der Modellierung der effektiven Lagrange-
dichte beriicksichtigt. Das Sigmafeld, welches als Quark-Antiquark Zustand

_ 1 —
o= ﬁ(uu + dd), (6.5)

und der skalare Glueball, welcher als Gluon-Gluon Zustand
G=gg (6.6)
interpretiert wurde, besitzen die Quantenzahlen des Vakuums
JPC =ot+, (6.7)

Zur Untersuchung ihrer Fluktuationen wurden beide Felder um ihren Vakuumer-
wartungswert entsprechend verschoben. Nach der Verschiebung des Sigmafeldes
um dessen Vakuumerwartungswert ergaben sich in der effektiven Lagrangedich-
te nicht-diagonale Terme. Um diese zu eliminieren, wurden die axial-vektoriellen
Freiheitsgrade redefiniert. Diesbeziiglich mussten anschliefend die Wellenfunk-
tionen der pseudoskalaren Freiheitsgrade renormiert werden. Dieser Sachverhalt
wurde nach [24, 29, 30] behandelt.

Bedingt durch die gleichen Quantenzahlen des Sigmafeldes o und des skalaren
Glueballs G, kommt es innerhalb des effektiven Modells zu deren Mischung, die
durch eine SO(2)-Rotation realisiert wurde. Nach deren Entmischung wurde das
Sigmafeld iiberwiegend als die skalare-isoskalare Resonanz

o' = f,(1370) (6.8)

und der skalare Glueball iiberwiegend als die, ebenfalls skalare-isoskalare, Reso-
nanz
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identifiziert. Im Anschluss dazu wurden aus der effektiven Lagrangedichte fiir die
jeweiligen Zerfallskanile die entsprechenden Vertizies isoliert, sodass die Uber-
gangsamplituden und letztendlich nach der im Abschnitt zu Zerfiillen hergeleite-
ten Formel die Zerfallsbreiten ermittelt werden konnten. Bei den Zerfallskanilen

o' — pp — 4, (6.10)
G — pp — 47 (6.11)

und
G —n (6.12)

wurde aus kinematischen Griinden zu Berechnung derer Zerfallsbreiten die Spek-
tralfunktion herangezogen [31]. Ein Problem lieferten die beiden Zerfallskanile

o —- KK (6.13)

und -
G' - KK, (6.14)

da die in der vorliegenden Arbeit konstruierte effektive Lagrangedichte keine
Strange-Freiheitsgrade enthilt. Dennoch konnten die entsprechenden Zerfalls-
breiten, auf Grund von Symmetriebetrachtungen in Anlehnung auf ein SU(3), x
SU(3)g-Modell [32], berechnet werden. Um die Zerfallsbreiten explizit berech-
nen zu konnen, wurden einerseits die aus der Konstruktion der effektiven La-
grangedichte sich ergebenden Kopplungen durch messbare, physikalische Gro-
Ben, den Massen der Felder sowie der Pion-Vakuumzerfallskonstante, ersetzt.
Andererseits wurden mittels der x?-Analysis die dazu erforderlichen freien Pa-
rameter, das Gluonkondensat C, die nackte Masse des Sigmafeldes M, , die aus
der Dilaton Potentialdichte nackte Glueballmasse m¢g und der vektorielle Mas-
senparameter m, bestimmt. In Rahmen der in das effektive Modell gesteckten
Annahmen kann abschlieflend gesagt werden, dass die erzielten Resultate, wie
sie den vorherigen Kapitel zu entnehmen sind, qualitativ die experimentellen
Befunde reproduzieren.

Das in dieser Arbeit konstruierte effektive Modell bietet einige interessante Mog-
lichkeiten der Weiterentwicklung. Zunéchst wire es sinnvoll die Tetraquark Zu-
stéinde, die jeweils iiberwiegend als die skalare-isoskalare Resonanz f;(600) iden-
tifiziert werden [33], in das effektive Modell einzubinden. Im Fall von Ny = 2 ent-
hielte das effektive Modell einen Tetraquark Zustand. Dadurch konnte man die
insgesamt drei skalaren-isoskalaren Resonanzen, fo(1370), f5(1500) und fo(600),
die die neue effektive Lagrangedichte nun besitzen wiirde, mittels der SO(3)-
Rotation entmischen. Im Zusammenhang mit der Untersuchung von Zerfalls-
breiten hitte man die Moglichkeit zusézliche Zerfille berechnen zu kénnen, wie
z.B.

G’ — fo(600)f5(600) — 4. (6.15)

Damit hitte man einen weiteren Beitrag in dem Vier-Pion Zerfallskanal. Das
durch die Einkopplung von f,(600) erweiterte effektive Modell, welches folg-
lich drei Kondensate hitte, wiirde damit einen weiteren Beitrag zum besseren
Versténdnis der bis heute noch nicht endgiiltig gekldrten Natur dieser skalaren-
isoskalaren Resonanzen leisten. Eine weitere Verallgemeinerung des effektiven
Modells wiirde man erreichen, indem man tensorielle sowie auch baryonische
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Freiheitsgrade einfiihrt [40] oder auch die globale chirale Symmetrie unter Ein-
beziehung des Strange-Freiheitsgrades auf die U(3) x U(3)g-Symmetrie erwei-
tert. Beziiglich der Einfiihrung des Strange-Freiheitsgrades, Ny = 3, ergiben
sich nun neun Tetraquark Zusténde im effektiven Modell, was eine komplizier-
tere Mischung zu Folge hitte.

Eine sehr nahe liegende Weiterentwicklung dieser Arbeit wire das Verhalten
der effektiven Lagrangedichte bei endlichen Temperaturen bzw. endlichen Dich-
ten zu untersuchen. Dies kbnnte zum besseren Verstéindnis des in Abbildung 6.1
dargestellten Phasendiagramms der stark wechselwirkenden Kernmaterie fithren
[41]. Das wire unter Anderem von sehr grofier kosmologischer Bedeutung, denn
nach heutigem Wissensstand vermutet man, dass das friihe, sehr heifle Univer-
sum, kurz nach dem sogenannten Urknall, in der Quark-Gluon-Plasma Phase
vorlag. Als sich das Universum anschlieend abkiihlte, soll ein Phaseniibergang
zur hadronischen Materie stattgefunden haben. Dies sei die Voraussetzung da-
fiir gewesen, dass sich nach entsprechender Zeit Strukturen im Universum bilden
konnten. Wird die Kernmaterie in diesem Kontext hohen Dichten ausgesetzt,
mit solchen man in stellaren kompakten Objekten wie z.B. den Neutronens-
ternen rechnet, so befindet sich diese in einer farbsupraleitenden Phase. Eine
entsprechende Weiterentwicklung des in der vorliegenden Arbeit konstruierten
effektiven Modells wiirde die Untersuchung der Kernmaterie unter solchen ex-
tremen Bedingungen ermoglichen, das bedeutet derartige Phaseniibergénge bei
hohen Temperaturen bzw. die farbsupraleitende Phase bei hohen Dichten zu
studieren.

T A

160 MeV =

hadrons

10 MeV <= x\ color superconductivity

A\

308 MeV i

Abbildung 6.1: Phasendiagramm der stark wechselwirkenden Kernmaterie.



Anhang A

Die Mesonen

Im Folgenden werden die fiir diese Arbeit relevante Eigenschaften der vorkom-
menden Teilchen in knapper Form zusammengefasst [8, 37]. Es handelt sich
dabei um die leichtesten mesonischen Zustinde, deren Konstituenten die Up-
und Down-Quarks sind, bei Beriicksichtigung der Kaonen wéren es zusétzlich
noch die Strange-Quarks, sowie den skalaren Glueball, der sich aus kollektiven
Gluonen zusammensetzt. Der skalare Glueball stellt ebenfalls einen mesonischen
Zustand dar, da seine Baryonzahl, wie bei einem Quark-Antiquark Zustand, null
ist.

A.1 Der skalare Glueball

Wie bereits in der Einleitung beschrieben, ist die QCD eine nicht-abel’sche lo-
kale Eichtheorie mit der SU(3).-Symmetrie. Dies hat zur Konsequenz, dass ihre
Eichfelder, die Gluonen, selbst die Farbladung tragen und somit einer Selbst-
wechselwirkung unterliegen. Dadurch sind die Gluonen in der Lage gebundene
Zusténde, die Gluballs, zu generieren. In dieser Arbeit wird der skalare-isoskalare
Glueball

G = gg, I9(JFC) =0t (0T ) (A.1)

iiberwiegend mit der Resonanz
fo(1500), I19(JPC) =0T (0FT) (A.2)

identifiziert [5]. Die Masse sowie die volle Zerfallsbreite dieser Resonanz sind
experimentell sehr gut bekannt und betragen

Mf0(1500) = (1505 + 6) MeV und ng(1500) = (109 + 7) MeV. (A?))

In der Tabelle A.1 sind die Zerfallskanéle dieser Resonanz mit den entsprechen-
den Zerfallsbreiteten dargestellt.
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Zerfallskanal von fo(1500) | Fraktion (I';/T") Zerfallsbreite I';
T (34.9+2.3) % | (38.04 £4.95) MeV
pp — 4w (49.5+£3.3) % | (53.96 £7.06) MeV
nn (5.1£0.9) % (5.56 £ 1.34) MeV
nn'(958) (1.9+0.8) % (2.07+£1.01) MeV
KK (8.6 £1.0) % (9.37 £1.69) MeV

Tabelle A.1: Zerfallskanile der Resonanz fo(1500) [8].

A.2 Die Quark-Antiquark Zusténde

In Tabelle A.2 sind die Quantenzahlen der drei leichtesten Quarks dargestellt.
Bei Antiquarks éndert sich das Vorzeichen der entsprechenden Ladungen. Dabei

ist

Y=B+S (A.4)
die Hyperladung und
Y
Q=I5+ Bl (A.5)
die Ladung.
Quarkflavour | Spin | B Q I3 S Y
U 1/2 | 1/3 | 2/3 1/2 0 1/3
d 1/2 1 1/3 | =1/3 | =1/2 | 0 1/3
S 1/2 | 1/3 | —1/3 0 —-11-2/3

Tabelle A.2: Quantenzahlen der Quarks.

Die Zwei-Flavour Mesonen stellen im Isospinraum, welcher durch die SU(2)-
Gruppe beschrieben wird, den Triplett- und den Singulett Zustand dar

202=301, (A.6)
deren Wellenfunktionen wie folgt aussehen
=1, I3=1 = ud,
I=1, I;=0) = %(uﬂ — dd),
[I=1 Is3=-1) = du (A.7)
und ) )
I =0, Is =0) = ﬁ(ua + dd). (A.8)

Berticksichtigt man den Strange-Quark, so stellen die Drei-Flavour Mesonen
einen Nonett der SU(3)-Gruppe dar

33=8d1 (A.9)
mit einem SU(3)-Oktett und einem SU(3)-Singulett
1 _

I1=0, I3s=0) = —(uu+dd+ s3). A.10

| 3=0) \/§( ) (A.10)
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A.2.1 Skalare Mesonen

Die skalaren Quark-Antiquark Zustiénde in dieser Arbeit sind der Singulett
f0(1370) und das Triplett ag im Isospinraum. Sie haben Spin S = 1 und Dre-
himpuls L = 1. Damit lassen sich fiir den Gesamtdrehimpuls folgende Konstel-

lationen erreichen
0++

JP=p++85¢ 1+ . (A.11)
2++

Ist der Drehimpuls bzw. auch der Spin eines Mesons bekannt, so lassen sich nach
P=(-1)F (A.12)

und
C = (-1)L*s (A.13)

seine Paritéit sowie Ladungskonjugation berechnen. Fiir die skalaren Mesonen
- sowie auch fiir die axial-vektoriellen Mesonen, die noch diskutiert werden -
ergibt sich demnach sowohl eine positive Paritit als auch Ladungskonjugation'.
Da es sich hierbei um skalare Teilchen handelt, muss der Gesamtdrehimpuls
verschwinden J = 0. Demzufolge miissen S und L antiparallel zueinander aus-
gerichtet sein. Tensorielle Teilchen, J¢F = 277 sind im effektiven Modell dieser
Arbeit nicht enthalten und werden somit nicht betrachtet.

Die Resonanz f;(1370)

Im effektiven Modell dieser Arbeit wird der Quark-Antiquark Zustand

o= %(ua +dd), 19(J7C) = 07 (0+) (A.14)

iiberwiegend mit der Resonanz
fo(1370), I19(JFC) =0t (0+T) (A.15)
identifiziert. Thre Masse und die volle Zerfallsbreite betragen
My, (1370) = (1200 — 1500) MeV  und I' = (200 —500) MeV. (A.16)

Die in Tabelle A.3 zusammengefassten Zerfiille von f,(1370) sind zwar experi-
mentell nicht exakt bekannt, wurden aber beobachtet.

Die Resonanz a((1450)

ao(1450) ist ein Triplett im Isospinraum mit I(JF¢) = 17 (0% ") und die ex-
plizite Quarkzusammensetzung dieser Zustéinde lautet: asr = ud, a; = du und

ay = %(uﬁ —dd). Die Masse und die volle Zerfallsbreite von ay(1450) betragen

Moy (1450) = (1474 £19) MeV  und T = (265 + 13) MeV. (A.17)

!Neben den kontinuierlichen Symmetrien, die bereits in der Einleitung behandelt
wurden, besitzt die starke Wechselwirkung auch diskrete Symmetrien, wie z.B. die
Paritét oder die Ladungskonjugation. Diese sind zur Charakteriesierung der Hadronen
von Bedeutung. Eine Vertiefung dieses Sachverhalts liefern Standardwerke wie z.B.
[37, 38].
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Zerfallskanal von fo(1370) | Fraktion (I';/T")
v gesehen
pp — 4w gesehen
m gesehen
KK gesehen

Tabelle A.3: Zerfallskaniile der Resonanz fo(1370) [8].

A.2.2 Pseudo-skalare Mesonen

Die pseudoskalaren Mesonen, die in vorliegender Arbeit vorkommen, sind die
beiden Singuletts 7 und 7/(958), das Pionen-Triplett m sowie die zwei Kaonen-
Dubletts K+, K~ und K9, K° im Isospinraum. Zusammenbetrachtet stellen sie
das oben erwihnte Nonett, 3 ® 3 =8 @ 1, der SU(3)-Gruppe dar.

Sie haben Spin S = 0 und Drehimpuls L = 0. Wie fiir skalare Teilchen erforder-
lich, verschwindet der Gesamtdrehimpuls J”¢ = 0=+, Nach (A.12) und (A.13)
ergibt sich fiir sie eine negative Paritéit und eine positive Ladungskonjugation.

Die Eta Teilchen

Die physikalischen Felder 7 und 7/(958) mit den Quantenzahlen I¢(JF¢) =
07 (0~ ) besitzen folgende Massen

M, = (547.853 £0.024) MeV bzw. M, = (957.78 £0.06) MeV  (A.18)
sowie folgende volle Zerfallsbreiten
T'=(1.30+0.07) keV bzw. I = (204 + 15) keV. (A.19)

Diese beiden physikalischen Felder mischen miteinander nach

() =(oae, e ) (o), (A.20)

dabei werden die nackten Felder 1, = % (ut + dd) und ng = s5 durch folgende
Lagrangedichte beschrieben

—Zz

1 1 1 M? n
£= 30+ g0ms* =g (o s (Mo 2 ) ()

Dies ergibt folgende Gleichungen fiir die physikalischen Massen sowie den Mi-
schungswinkel

M) = MgN cos?(p) + Mss sin?(p) — zsin(2yp), (A.22)
2 _ a2 2 2 .2 -
My, = M, sin”(p) + My cos™(p) + zsin(2¢) (A.23)
und
1 2
Y = 5 arctan (M) . (A24)
S nN

Die Massen der nackten Felder betragen

M, , =716 MeV und M, =839 MeV. (A.25)
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Der Mischungswinkel ist

¢ = —36.0033° (A.26)
und der Mischungsparameter
z=—0.294 GeV. (A.27)
Die Pionen
Die Quarkzusammensetzung der Pionen ist 74 = ud, 7y = du und 79 =

%(uﬂ — dd). Die Masse und die mittlere Lebensdauer der geladenen Pionen

betragen

M+ = (139.57018 £ 0.00035) MeV und 7 = (2.6033 4 0.0005) x 1078 s
(A.28)
bzw. des ungeladenen Pions

Mo = (134.9766 4 0.0006) MeV und 7= (8.440.6) x 1077 5. (A.29)

Die Kaonen

Die in vorliegender Arbeit konstruierte effektive Lagrangedichte enthilt keine
Strange-Freiheitsgrade, dennoch kénnen, auf Grund von Symmetriebetrachtun-
gen, die Zerfille sowohl des Glueballs als auch des Sigmafeldes in Kaonen be-
rechnet werden. Die Quantenzahlen der Kaonen sind I(J¥) = 1/2(07) und
die Quarkzusammensetzung der beiden Kaonen-Dubletts lautet: KT = u3,
K~ = su, K =ds und K° = sd. Die Masse der geladenen Kaonen betrigt

M+ = (493.677 £0.016) MeV (A.30)
bzw. der ungeladenen

Mpyo = (497.614 4 0.024) MeV. (A.31)

A.2.3 Vektorielle Mesonen

Die vektoriellen Mesonen im effektiven Modell sind das Singulett w(782) und das
Triplett p(770) im Isospinraum. Sie haben Spin S = 1 und Drehimpuls L = 0,
woraus sich fiir den Gesamtdrehimpuls JP¢ = 17~ ergibt. Auf Grund des Spins
und Drehimpulses erhélt man fiir sie iiber die (A.12) und (A.13) sowohl eine
negative Paritét als auch Ladungskonjugation.

Das Omega Teilchen w(782)

Die Quarkzusammensetzung des Omega-Mesons lautet w(782) = %(uﬂ + dd)
mit I¢(JPY) =07 (177). Seine Masse und volle Zerfallsbreite betragen

M,y(7s2) = (782.65 £ 0.12) MeV  sowie T = (8.49 +0.08) MeV.  (A.32)
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Das Rho Teilchen p(770)

Die explizite Quarkzusammensetzung des Rho-Tripletts p(770) im Isospinraum
ist pg = ud, py = du und pf = %(uﬂ — dd) mit I¢(JPY) = 1+(177). Die
Masse und die volle Zerfallsbreite betragen

My 770y = (77549 £ 0.34) MeV  sowie T = (149.4+1.0) MeV.  (A.33)

Das Rho-Meson zerfiillt fast zu 100 % in zwei Pionen, p — 7.

A.2.4 Axial-vektorielle Mesonen

Die axial-vektoriellen Mesonen sind in dieser Arbeit das Singulett f1(1285) und
das Triplett aq(1260) im Isospinraum. Sie haben Spin S = 1 und Drehimpuls
L = 1. Fiir ein vektorielles Teilchen ergibt sich daraus fiir den Gesamtdrehimpuls

JOP =17+,
Das f1(1285) Teilchen
Dieses Singulett im Isospinraum hat folgende Quarkzusammensetzung f; =

%(uﬂ + dd) mit I¢(JPC) = 0F(17+). Seine Masse und volle Zerfallsbreite

betragen

My, 1285) = (1281.8 £ 0.6) MeV  sowie I = (24.3+1.1) MeV.  (A.34)

Das a;(1260) Teilchen
a1(1260) ist ein Triplett im Isospinraum mit 7¢(JF¢) = 17(07*) und die ex-

plizite Quarkzusammensetzung dieser Zusténde lautet o = ud, a; = du und

al = %(uﬁ — dd). Die Masse und die volle Zerfallsbreite von a;(1260) betragen

M,, = (1230 +0.40) MeV und T = (250 — 600) MeV, (A.35)

wobei diese Masse nach [8] nur eine Schéitzung ist. Fiir die nummerischen Be-
rechnungen wurde die Masse

M,, = 1050 MeV (A.36)

verwendet [39].



Anhang B

PCAC-Relation

Betrachtet man die Fermi-Theorie, so zeigt sich, dass in der Hamiltondichte der
schwachen Wechselwirkung vektorielle sowie auch axiale Stréme vorhanden sind.
Bei der sogenannten PCAC-Relation (Partial Conservation of the Axial-Vector
Current) wird der schwache axiale Strom zu dem stark wechselwirkenden Pion-
Triplett 7%(x) in Beziehung gesetzt. Dazu betrachte man vorerst den schwachen
Zerfall des Pions, welcher wegen der negativen Paritit durch das Matrixelement
des axialen Stroms zwischen dem Vakuum und dem Pion

(0] Ay [m) (B.1)

dominiert wird. Dieses Matrixelement muss zum Impuls des Pions proportional
sein

(0] A5 () [7(q)) = —ifrqud®e 7. (B.2)

Aus experimentellen Befunden ergibt sich fiir die Propotionalitéitskonstante
fr=924MeV. (B.3)

Die Indizies a und b beziehen sich auf den Isospin und p ist ein gewthnlicher
Lorentzindex. Bildet man nun die Divergenz von (B.2), so erhilt man die PCAC-
Relation

(010" A5y () [7"(q)) = —frq?8*e™" 1" = —fr M5 (B.A)

Auf Grund der geringen Masse der Pionen im Vergleich zu der hadronischen
Skala, kann der axiale Strom in der starken Wechselwirkung als niherungsweise
erhalten betrachtet werden. Dies impliziert, dass die QCD annéhrend invariant
unter den axialen Transformationen ist. Aus den Bezichungen (B.2) sowie (B.4)
folgt, dass der axiale Strom des Pions durch folgende Gleichung

i Pion = frOum(2) (B.5)

w,Pion

gegeben ist, die ebenfalls als PCAC-Relation bezeichnet wird.
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Anhang C

Fehlerbestimmung mittels
v2— Analysis

In diesem Teil des Anhangs soll erklirt werden, wie bei einem System, wel-
ches von n freien Parametern w1, zs, ..., z,, abhiingt, anhand der y2-Analysis die
Fehler dieser Parameter bestimmt werden kénnen.

x?-Funktion und die Hesse-Matrix

Zunichst werden die Parameter selbst ermittelt, indem man das Minimum von

Aqlzy, 29, . xN] — AT 2 Aslzy, o, ...xN] — AS® 2
2 o 1|41, 42, N 1 2 ’ ) 2
X [x1, T2, n] = ( SATT ) + ( S At
Aglzr, 22, TN] — AGT 2
Nl
b (R R ©1)

wobei A;[z1, o, ..xy] mit i = 1,2,...,q und ¢ > n theoretische Funktionen sind,
zu denen experimentelle Befunde A$* mit entsprechendem Fehler § A$” vorliegen,
bestimmt. Das Minimum von (C.1) ist an der Stelle P = {z{"" g0 . gl
realisiert. Nun wird folgender Vektor definiert

m x — LElimn
y = . = . = r — xmln. (0.2)
min
Yn Tp — Ty,

Beziiglich den Variablen y; ist das Minimum offensichtlich bei P = {0,0,...,0}.
Entwickelt man (C.1) um y; = 0, so erhélt man

Xl = x5 +y" Hy, (C.3)

wobei H die Hesse-Matrix ist

1 82X2[y17 Y2, yn]
H;; = — . 4
o2 ( 9y 0y, ) (C4)
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Diagonalisierung der Hesse-Matrix

An dieser Stelle werden zur Diagonalisierung der Hesse-Matrix neue Variablen
eingefiihrt
21 Y1

wobei B C SO(n) ist, sodass
BHBT = )\ = diag{\i, X2, ..., \n }. (C.6)

Dabei sind \; die Eigenwerte der Hesse-Matrix H. Die Matrix B bzw. BT kénnen
dargestellt werden als

Oz Oz .
— Ozz Oz
B = Oz Oxo (07)
bzw
Oz1  Oz1 |
0z1 0z
BT — Omy  Ozy | . (C.8)

821 622
Die Funktion x? ausgedriickt hinsichtlich der neuen Variablen z; sieht wie folgt
aus
2] = xe+2'BHBTz= 3+ :2")\z
= Xngzf/\l +z§)\2+...+22/\n. (C.9)

Fiir die Fehler der Variablen z; ergibt sich

0z; = Vovk (C.10)
Dies entspricht der Variation von 41 fiir x?2
2 1 2
x°[0,0, ..., z; ::l:\/—)?(),...,O] =xg;+ 1L (C.11)
Verschiebt man zusétzlich alle z;, so folgt
X2[:|:\/%,...,Zi ::I:%,...,:I:\/%] =Xt +n. (C.12)

Dies entspricht der maximal erlaubten Variation.

Bestimmung des Fehlers einer beliebigen Funktion F

Die theoretischen Gréflen die man bestimmen will, sind Funktionen der freien
Parameter x;. Hierzu betrachte man folgende Funktion

F:F[a?l,l‘g,...,.’L'N], (013)
die nun bestimmt werden soll. Die Funktion am Minimum lautet

Fy = Flatin, gpin, . o] (C.14)
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Die Schwierigkeit ist nun den Fehler dieser Funktion § F' zu ermitteln, da nur die
Fehler der Variablen z; bekannt sind. Dazu muss zunéchst die Funktion hinsicht-
lich der Variablen z; ausgedriickt werden F' = F'[z], worauf sich anschliefend
ihr Fehler nach

OF . \? [oF _\* OF . \?

ermitteln lisst. Anstatt dies explizit zu berechnen, fillt auf, dass

OF _ OF Ovy | OF Oz, OF Oz,
821 Oz 0z  Oxe 0z Ox, 0z

(C.16)

wobei die Ableitungen g—‘g, g—‘zf, ey %i? die erste Spalte der Matrix BT darstel-

len. An dieser Stelle ist es sinnvoll die folgende Matrix D

ox ox
D— % g (C.17)
sowie das Matrixprodukt
D-BT . \71/? (C.18)
einzufiihren. Man betrachte dann den Vektor «
(D . BT . )\71/2)
11
a= , (C.19)

(D .BT. )\*1/2)

nn

dessen Komponenten den Diagonalelementen von (C.18) entsprechen. Damit
ergibt sich fiir den Fehler der Funktion F’

0F =VaT - a. (C.20)

Betrachtet man nun eine andere Funktion G, so verlduft alles analog vorausge-
setz, dass die Matrix D entsprechend berechnet wurde

ox ox
p=| 9¢ od . . (C.21)

Oz1  Oza
Fehler der urspriinglichen Parameter z;
Man betrachte den Spezialfall G = z1. Damit ergibt sich fiir die Matrix D
1 0o ---
D= 1 0o - 1. (C.22)

Man erhiilt den Fehler des urspriinglichen Parameters nach

or; 1 \? or1 1 )2
oxry = P P 2
. mm L) (LY 2
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Dieser kann auch anderweitig bestimmt werden. Dazu betrachte man noch ein-
mal die diagonalisierte Hesse-Matrix

BHBT =\ (C.24)

und folglich
B(B™A\7'B) =1, (C.25)

sodass sich daraus die Inverse der Hesse-Matrix identifizieren lasst
H'=B"\"'B. (C.26)

Man betrachte nun das Element H fll, welches sich zu
_ 81'1 2 1 a(L’l 2 ].

Hil=(=—"—) — — ] —+... C.27

1 (821) )\1 * (82’2 )\2 * ( )

ergibt und demzufolge
6wy =/ Hy" (C.28)

Der Fehler des urspriinglichen Parameters z; ist die Wurzel des ersten Elements
der inversen Hesse-Matrix. Allgemein betrachtet bedeutet dies, dass die Wurzel
des Diagonalelements der Hesse-Matrix

Swy =/ H;;! (C.29)

dem Fehler des urspriinglichen Parameters x; entspricht. Bedingt des erhaltenen
Fehlers dx; konnte man verleitet werden, den Fehler der Funktion F wie folgt
zu berechnen

OF . \* (oF _ \? OF 2
0F ey = \/(%6-731) + <ax26$2> + ...+ (axnéz‘n) . (CSO)

Die Parameter x; diagonalisieren nicht die Hesse-Matrix und Korrelationen wer-
den nicht eliminiert, demnach ergibt sich

0Fpey > OF. (C.31)

Der Fehler §F,., wird gegeniiber dem tatséchlichen Fehler iiberschitzt. Der
Grund liegt darin, dass die Parameter z; innerhalb des Hypervolumens z; 4+ dx;
nicht beliebig variiert werden kénnen, da somit die Korrelation vernachlissigt
wird und man einen gréferen Wert von x? erreicht, als den oben errechneten
Grenzwert xg + n.



Anhang D

Die explizite effektive
Lagrangedichte

Nach Berechnung der einzelnen Terme erhélt man folgende nicht-verschobene
effektive Lagrangedichte

1 Lo 9.
L o= 5(0"0)"+g1(0"0)(7-af +nn /) + 51(# Ly 4y fl)?
1 Yo G L
+5@0y)* = 1 (9" nx) (o ff +do - @) + T (o fif + o - )

+=(0"do)? + g1(0"do) - (P" x do +nyal + f{'7)

Q N =
=0 —~~

+0- (B x do + nyay + fi'7)°

O'7)? — g1 (0M7) - (7 x P + odl + fi'do)

+ o+
Kol

(@ x g+ odl + flldg)?

\V]

27a\? 2,2 L2, =2 A, o 9o 9, 209
0

E

2

M2

8
L L C
+60%a2 + 6937 + 6(do - T)? + Sonydo - T) + 5(

[0 + 0N + (@)% + (72)% + 20°n% + 20k @3 + 2027 — 4aiw>

2—77?\,—&%—&-7?2)4-7100

1 1
— (0" — 9w - (O — 0 E)?

1

— @ - o - 0y

1
4
mi (G ? 2 2 2

+t (5 ) @ AT )
2 \ Gy
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h P o
+5 (0% +ag+ AW+ R )

i P Loy o
0% 0+ @+ 7 W+ R a®) a7y
4Gy - @ flo + 47 - By Wt + Adg - PP owt

+4f'do - (7 x p') — dwhdp - (@ x 7)]
h o o
F (0 oy + @+ )W = A+ )

+A(odo + N R) WP — fIEL) + 4@ x F)(wHa — [P
FA(nydo — oF) (7 x @) - 2((@ x 7)” — (@ x @)

1 1 m?2 G| G*
H(7 % P2 — (7 x @) + = (0"G)? — 26 <G4 In ‘A‘ - 4>(D.1)

mit der effektiven Potentialdichte

Vv

2 2

91 T - B2\2 91 - _— 1 B \2
_E(P X do +nyay + f1'7) _E(WXP +ody + fi do)

mg (G’ o
+5° <G> (0 + iy + 33+ 7)

0

A o oo A P

+ 50 i+ a7+ Loty + (@) + (%) + 2070

+20%,@2 + 20277 — 4(dy - 7)? + 60%a2 + 6037 + 6a27

o & s o T
+8cn o - 7| — 5(02 — % —ds+ 7T2) — hoo
m2 [ G\* . .
() W AR E)
2 \ Gy

M
1

h o, o o o, .
— 0P iy + a5+ @)W ) + a7
+4dy - af fi'o + 47 - gy ywt + 4dy - g ow?

+Aflay - (7 x ') — dwtdy - (@ x 7)]

h Lo | - 2
— @ i+ 3+ AW - A7 - )
(o +nyT) (WP = Fa) + A(do x A (W — f7)
FA(nydo — o) (7" x ) = 2(@o x 7)* — (do x af)*

- (D , (D.2)

(o ik + @5 + ) (W + [ + 7 + )

L - L. 1 m2 G
HE X - (R )} + 20 (G‘*ln\A

die wegen m3 < 0 spontan gebrochen ist.



Anhang E

Bewegungsgleichungen der
Felder

Da sich die vorliegende Arbeit mit Elementarteilchen beschéftigt, sollen an
dieser Stelle die relevanten Bewegungsgleichungen kurz diskutiert werden. Mit
dem Lagrangeformalismus der klassischen Mechanik erhilt man iiber das Ha-
milton’sche Prinzip die Bewegungsgleichungen eines Massenpunktes bzw. eines
Massenpunktsystems mit IV Freiheitsgraden. Das Hamilton’sche Prinzip besagt,
dass die vom Massenpunktsystem tatséichlich durchlaufene Bahn derjenigen ent-
spricht, fiir welche die Variation der Wirkung S verschwindet

08 =0. (E.1)

Die Wirkung lautet ,
Sla:(t)] = /t: dtL(gi, Gi, t) (E.2)
und ist ein Funktional der generalisierten Koordinaten ¢; mit ¢ = 1,...,N.

L =T —V ist dabei die Lagrangefunktion. Dies fiihrt auf die Euler-Lagrange

Gleichungen
d oL 0L

dtog  0q

(E.3)

Beim Ubergang zur Feldtheorie werden die generalisierten Koordinaten, wobei
im Folgenden der einfachste Fall mit NV = 1 betrachtet wird, durch Felder ersetzt

q(t) — o(X) (E.4)

und die generalisierten Geschwindigkeiten durch die Ableitungen der Felder

G(t)=0,0(X), (E.5)

wobei X = (t,Z) der vierer Vektor im Minkowski-Raum ist. In diesem Fall erhéilt
man die Lagrangefunktion durch Integration iiber die Lagrangedichte

L= [ dL(6(0),0,6(X).1). (E:6)
1%
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Fiir die Wirkung ergibt sich dann

S[o(X)]

t2 t2
/t Ldt = /t1 dt /V PBaL(9(X),0,6(X), t)da

1

=/, Ld*X (E.7)

Analog zur klaschischen Mechanik erhélt man die Bewegungsgleichungen fiir
Felder in der klaschischen Feldtheorie iiber das Hamilton’sche Prinzip. Dazu
werden die Felder variiert

P(X) = ¢(X) + 56(X), (E-8)
0, d(X) — 0,0(X) + 6(9,6(X)). (E.9)

Dabei sind ¢(t1, T) sowie ¢(t2, Z) konstant, woraus folgt, dass die Variation bei t;
und ¢ verschwindet

0¢(t1,T) = 6¢(ta, T) = 0. (E.10)
Fiir die Variation der Wirkung ergibt sich mit
5(0up(X) = 0u(d(X) + 06(X)) — 0ud(X) = 9, (3¢(X)) (E.11)

sowie der Annahme |d¢| < |¢|

0 = 6S= [ d'XL((6+06,0,0+0(0,0) — L(9,0,9))

Vi

— 4 9L _oL -
= [ ax (co0,0+ Bo+ 5 a0, - c0.0,0))

oL oL
d*Xx (5¢ + =0, (&;5)) : (E.12)
/\/4 9¢ 0(0u0)
Nach partieller Integration des zweiten Termes und Beriicksichtigung der Za-
wangsbedingung (E.10), wodurch der Oberfléichenterm keinen Beitrag leistet
und somit weggelassen wird, folgt

oL oL
0=6S= [ d'X (5¢ -0 ) 5¢. E.13
w95 a0 (E19)
Da die Variation des Feldes d¢ beliebig ist, folgen daraus schliellich die Euler-
Lagrange Gleichungen fiir Felder
oc P oL

9(X)  "9(0ue(X))
Diese liefern bei Kenntnis der Lagrangedichte des Systems die entsprechenden
Bewegungsgleichungen der klassischen Felder.

(E.14)

E.1 Klein-Gordon Gleichung

Freie massive (m # 0), neutrale, d.h. ohne séimtliche Ladung, skalare Felder,
also bosonische Felder mit Spin 0, werden durch die Klein-Gordon Gleichung
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beschrieben. Man erhilt sie aus dem relativistischen' Energiesatz
plpy = E*—p-p=m’ (E.15)
Nach der Substitution des klassischen Impulses durch den Impulsoperator
P — 10y (E.16)
ergibt sich die Klein-Gordon Gleichung
(0,0 +m?) p(X) = (O+m?) p(X) =0. (E.17)

Setzt man nun die folgende Lagrangedichte
1
Lrxa = §(E)M<p8“<p - m2<p2)

in die Euler-Lagrange Gleichungen (E.14) ein, so ergibt sich
oc 9

90 —m-p (E.18)
sowie or

— 2 = 9k E.19

9(0y7) (£19)

und dies fiithrt schliefllich auf die Klein-Gordon Gleichung (E.17).

E.2 Dirac Gleichung

Die Konstituenten der Mesonen sind Quarks und Antiquarks. Diese sind Spin
% Fermionen und werden damit mit der Dirac Gleichung beschrieben. Die La-
grangedichte, die auf die Dirac Gleichung fiir freie, massive Spin % Felder fiihrt,
lautet

Lp = (i, 0" — M) (E.20)
Dabei sind

1 0
Yo = 02 _12 > ’ (E21)

Y = < f)” K ) (E.22)

die 4 x 4 Dirac Matrizen und M die Massenmatrix. Man erhilt nun die Dirac
Gleichung, indem die Euler-Lagrange Gleichungen fiir Felder (E.14) auf das
adjungierte Feld ¢ = ’L/JT’YO in der Lagrangedichte (E.20) angewendet werden

oL
5 (iv,0" — M), (E.23)
oc
oD 0 (E.24)
= (i7,0" — M)y = 0. (E.25)

Analog ergibt sich die adjungierte Dirac-Gleichung

1]}('57#5“ + M) =0. (E.26)

IDie Schrodinger Gleichung ist die nicht-relativistische Approximation der Klein-Gordon
Gleichung.
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E.3 Proca Gleichung

Massive (m # 0) Spin 1 Felder, wie z.B. die Rho-Mesonen, werden mit der Proca
Gleichung beschrieben. Die Lagrangedichte dazu lautet

1 L1
Lp==20umP" + 5Mpuo", (E.27)

mit p,,, = dup, —Oyp,. Wie bereits zuvor wird auch (E.27) in (E.14) eingesetzt,
wodurch man die Proca Gleichung erhélt

(O+ M) p” =8 (dup) = 0. (E.28)
Multipliziert man (E.28) mit 9,, so erhilt man die Divergenz
(O+ M) 8,p" — 0,0"(8,p") = 0. (E.29)

Daraus folgt
2 v o__
M;0,p" =0 (E.30)

und damit reduziert sich die Proca Gleichung auf vier Klein-Gordon Gleichungen

(O+ M) p” =0. (E.31)
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