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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Naturkrafte

Die moderne Physik kennt vier Arten von Naturkriften:

1.) Gravitation,

2.) Elektromagnetische Kraft;
3.) Starke Wechselwirkung;
4.) Schwache Wechselwirkung.

Die elektromagnetische und die schwache Wechselwirkung werden im Weinberg-Salam-
Modell 7ur elektroschwachen Wechselwirkung zusammengefiigt. In diesem Sinne konnen
auch die

1.) Gravitation,
2.) Elektroschwache Wechselwirkung,
3.) Starke Wechselwirkung

als die drei grundlegenden Naturkréfte betrachtet werden. Allerdings sind gewisse ex-
perimentelle Uberpriifungen der elektroschwachen Theorie noch nicht abgeschlossen -
insbesondere in Anbetracht der Suche nach dem Higgs-Teilchen - so dass wir in dieser
Einleitung von der Trennung der elektromagnetischen und der schwachen Wechselwir-
kung ausgehen werden.

Die Unterschiede zwischen diesen Kréften sind teilweise sehr grofs; wir listen hier

1



2 KAPITEL 1. EINLEITUNG
einige von ihnen auf .!

Reichweite. Wihrend die Reichweite der gravitativen und der elektromagnetischen
Wechselwirkung unendlich ist, besitzen die starke und die schwache Wechselwirkung
die Reichweite von etwa 1fm (Nukleonenradius), beziehungsweise 10~>fm.

Eichbosonen. Die Gravitationskraft ist die einzige Wechselwirkung, die ein Spin-
2-Eichboson ( Graviton) besitzt (die anderen erwdhnten Kréfte besitzen Spin-1-Teilchen/
Vektorfelder als ihre Eichbosonen/Eichfelder - Photonen fiir die elektromagnetische
Wechselwirkung, W=*- und Z°-Bosonen fiir die schwache und die Gluonen fiir die star-
ke Wechselwirkung).

Fiir die Gravitonen und die Photonen postuliert man wegen ihrer Reichweite die Mas-
selosigkeit (sie ist beispielsweise fiir die Photonen bis zur unteren Schranke von
m., < 6-10717eV experimentell bestitigt)?. Die Gluonen sind ebenfalls masselose Eich-
bosonen, obwohl die experimentellen Daten die Masse von einigen eV nicht eindeutig
ausschliefen ([1], S. 32).

Die Eichbosonen der schwachen Wechselwirkung besitzen experimentell festgelegte
nichtverschwindende Massen: my+ = (80.403+£0.029)GeV; mzo = (91.1876+£0.0021)GeV.
Sie sind deshalb instabil und zerfallen hauptséichlich in Hadronen und Leptonen - die
mittlere Lebensdauer betriigt 7 = 3.1 - 10~?%s fiir W* und 7 = 2.6 - 10~%s fiir Z°.

Kopplungskonstanten. Durch die Betrachtung der Werte der Kopplungskonstan-
ten wird noch ein stark ausgeprigter Unterschied zwischen den einzelnen Naturkriften
deutlich: wiahrend die sehr bekannte Feinstrukturkonstante o = % ~ mo;m
demzufolge die elektromagnetische Kopplungskonstante e ~ 0.30282212 betrigt, ist die

Strukturkonstante der starken Wechselwirkung ag(myz) = % ~ 0.1176, beziehungswei-

und

se, die Kopplungskonstante der starken Wechselwirkung ¢ ist g ~ 1.22 oder
g~ 1.

Dies bedeutet, dass die Losung von Problemen in der Theorie der starken Wechselwir-
kung, der

Quantenchromodynamaik

!Zahlenangaben in diesem ganzen Kapitel laut [1].
2Die Gravitonen sind bislang nicht experimentell beobachtet worden; ihre Ruhemasse ist den theo-
retischen Vorhersagen nach null, siehe [2].
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durch eine Entwicklung in eine perturbative Reihe im Allgemeinen erhebliche Kompli-
kationen hervorruft, denn die perturbative Reihe muss bei g ~ 1 keineswegs konver-
gent sein. Wegen e ~ 0.30282212 gilt dies nicht fiir die Quantenelektrodynamik, die
Theorie der elektromagnetischen Streuprozesse auf dem Quantenniveau.

Ganz im Gegenteil ist die gravitative Kopplungskonstante sehr klein - sie betrigt

Gy = 6.6742 - 10’111{?;2 (SI-Einheiten) oder Gy = 6.7087 - 1073GeV 2 (natiirliche

Einheiten) - und stellt die schwiichste Kopplungskonstante bei den vier angegebenen
Naturkriften dar. Die schwache Kopplungskonstante (Fermi-Kopplungskonstante) be-
trigt Gp = m‘;i = 1.1664 - 107°GeV 2 und ist demzufolge viel grofer als G, aber

w
auch viel kleiner als e.

Trotz dieser Unterschiede ist die Bestrebung vorhanden, die Naturkrifte zu wver-
einheitlichen: die Verkniipfung des elektrischen Feldes E und des magnetischen Feldes
B mittels des Feldstirketensors F* = 9#A” — 9" A" (A*: das Vierer-Potential) fiihrt
zu dem Konzept, in dem die zwei separaten Felder E und B im kartesischen Raum
durch einen Tensor zweiter Stufe - ein elektromagnetisches Feld - im Minkowski-Raum
beschrieben werden. Dies ist eine Konsequenz der Speziellen Relativititstheorie (siehe
z. B. [3]).

Oder: das schon erwidhnte Weinberg-Salam-Modell der elektroschwachen Wechselwir-
kung (siehe z.B. [4]) - hergeleitet von beiden Wissenschaftlern unabhéngig voneinander
- basiert auf der spontanen Brechung der Eichsymmetrien. Es wird zunéchst angenom-
men, dass die Eichbosonen der schwachen Wechselwirkung (W* und Z°) sowie die
Leptonen - Elektronen, p- und 7-Leptonen und ihre Neutrinos - masselos sind; fiir die
Neutrinos werden ausschlieflich linkshidndige Spinoren benutzt. Die Einfiihrung des
Higgs-Feldes (skalares Feld) mit einem nichtverschwindenden Vakuumerwartungs-
wert fiihrt zu der spontanen Brechung der lokalen SU(2);, ® U(1)y -Symmetrie, wo-
durch nicht nur die Leptonen (mit Ausnahme von Neutrinos) sondern auch die Eich-
bosonen der schwachen Wechselwirkung massiv werden; das Photon bleibt masselos.
Diese theoretischen Ergebnisse stimmen mit den experimentellen Ergebnissen iiberein;
allerdings sagt diese Theorie ebenfalls voraus, dass das Higgs-Feld einen Vakuumer-
wartungswert von etwa 177GeV besitzen miisste. Die Experimente zur Bestimmung
des Erwartungswertes sind noch nicht durchgefiihrt worden, aber es ist bereits eine
untere Schranke von 114.4GeV festgestellt worden.

Oder: vor ungeféhr dreifig Jahren ist das Konzept der GUT (Grand Unification Theo-
ry) entstanden, einer Theorie, in der die elektroschwache mit der starken Wechsel-
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wirkung vereint werden sollte (siche z.B. [4] fiir einleitende Anmerkungen). Sie sagt
beispielsweise voraus, dass sich die laufende elektromagnetische, starke und schwache
Kopplungskonstante bei der Energie von etwa 10'°GeV in einem Punkt treffen sollten.
Allerdings stehen die experimentellen Beweise dafiir noch aus.

Im Fokus dieser Arbeit sollen die Mesonen stehen, Teilchen, die durch die Quan-
tenchromodynamik (QCD) beschrieben werden.

1.2 Quantenchromodynamik
Wir beginnen mit den bekannten Werten?® fiir die Masse der Quarks (Quarkflavours):

my, = (1.5 — 3.0)MeV; myg = (3 — 7)MeV; ms = (95 £+ 25)MeV;
me = (1.25 £ 0.09)GeV; my, = (4.20 £ 0.07)GeV;
my = (174.2 + 3.3)GeV.

Nun ist aus diesen Werten ersichtlich, dass von der Massengleichheit der Up- und Down-
Quarks ausgegangen werden kann; dann kann aber ein Quark-Antiquark-Gebilde durch
die SU(2); -Symmetrie? beschrieben werden.® Dies hat sich nach der Entdeckung di-
verser mesonischer und baryonischer Zustinde in den 1950er und 1960er Jahren und
der darauf folgenden Frage nach der Klassifizierung dieser Teilchen sehr niitzlich erwie-
sen.

Die Quantenchromodynamik (QCD) hat ihre Urspriinge in den 1960er Jahren: zu
diesem Zeitpunkt war die Quarkflavour-Struktur der Hadronen schon bekannt, zum

3Die Massen fiir die Up-, Down- und Strange-Quarks sind Schiitzwerte der so genannten current
quark masses auf der Skala von p =~ 2GeV. Die Massen der Charm- und Bottom-Quarks sind die
"laufenden" Massen auf dieser Skala. Die fiir das Top-Quark angegebene Masse stammt von den direkt
beobachteten Top-Events, nach den Daten der Tevatron Electroweak Working Group.

4Sie wird sich wegen der Quark-Massengleichheit weiter unten als die SU(2)y-Symmetrie erkennen
lassen, siehe Kapitel 1.3.

SEs gibt auch die Moglichkeit, von anderen Quark-Massengleichheiten auszugehen, was zu Symme-
trien hoherer Ordnung fiihrt [SU(Ny)|; da die nichtseltsamen Mesonen das Thema dieser Arbeit sind,
werden wir uns auf die SU(2)-Symmetrie beschrénken. Auferdem sind die Symmetrien der jeweils
hoheren Ordnung immer stirker explizit gebrochen, da die Quark-Massenunterschiede immer gréfier
werden.
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Beispiel war die Struktur der Protonen [p) ~ |uud) bekannt. Die Struktur eines Qua-
sipartikels, der

Delta-Resonanz A™"

(baryonisches Teilchen mit Gesamtspin 2 und Energie 1232MeV) war ebenfalls bekannt,
und das von Gell-Mann vorgeschlagene Modell der SU(2) ;-Symmetrie zur Strukturer-
klirung der Baryonen sagte die Struktur

AT [ fympz = wpuguy

voraus, was gegen das Verbotsprinzip von Pauli, bzw. das Paulische Spin-Statistik-
Theorem |[5] verstiefs.

Um diesem Prinzip doch Folge zu leisten, wurde eine neue Quantenzahl im Hilbert-
Raum der Quarks eingefiihrt: die Farbladung - colour charge (QCD = "Dynamik der
Quantenfarbladungen"). Jedem Quark-Flavour (¢y) kann eine der drei Farben zugeord-

net werden: rot, griin oder blau und die Quarks stellen somit ein Triplett im Farbraum
dar [lokale SU(3)c-Eichsymmetrie]:

qf,r
ar = | df.g
qf,b

Dann sind die Strukturen anderer A-Resonanzen:
1
T ﬁwTUTUT + updyuy + ugupdy),
1
A% 1ymsg = ﬁ(deTUT + dyurdy + uydydy),
[A7) [y = dydydy

ebenfalls unbedenklich.

Selbstverstindlich kann sofort die Frage gestellt werden, ob die Anzahl der Farbla-
dungen richtig gewéhlt wurde. Dass dem so ist, zeigen (zum Beispiel) die nachfolgenden
zwei Experimente.

Ezxperiment 1. Ein Pion zerfillt in zwei Photonen: 7° — 2. Daraus resultiert die
Zerfallsbreite des m°-Mesons I'(r? — 2vy) = 7.87 - (5)? (theoretisch), und I'(7" —
27) = (7.95 £ 0.05)eV (experimentell) - also muss N, = 3 gewihlt werden.
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Ezperiment 2. Das Verhiltnis der Wirkungsquerschnitte fiir die Prozesse ete™ —

Hadronen und ete™ — ptpu™ ist

5 -
o(efe” — Hadronen) | § E%f g;
(7(6"’6‘ — M+N_) 3 =
5 (Np=4)

Diese theoretischen Vorhersagen entsprechen den experimentellen Werten nur bei N, =
3.

Also kénnnen wir von N, = 3 ausgehen und insgesamt werden die Zwei-Flavour-Quark-
Zustande demzufolge durch eine SU(2); ® SU(3).-Symmetrie beschrieben.

Es sei noch angemerkt, dass es sich bei den Mesonen - wenn wir von ihnen als
Zweiquarkzustinden ausgehen - um Zustdnde aus Quarks und Antiquarks handeln
muss, denn nur die Kombination eines Farbtripletts und eines Farbantitripletts wird
ein Farbsingulett ergeben konnen:

1.3 Effektive Modelle der QCD

Bekanntlich ldsst sich ein Dirac-Spinor v mittels rechts- und linkshdndiger Chirali-
tatsprojektionsoperatoren

- das "+ Vorzeichen gilt fiir den rechtshindigen Projektor Pg; 75 ist die Diracsche Ma-

: ( 1, ©
trix v =

0 1 ) - in einen jeweils rechts- und linkshidndigen Anteil aufspalten:
-1

Y ="Pr) +Prip = ¢r + 1.

6Bisher beobachtete Teilchen sind farbneutral - weif, was durch das Quark-Confinement erklirt
wird: wir leiten in der Theorie die innere Zusammensetzung von Hadronen unter anderem mit der
Forderung her, dass die Hadronen Farbsinguletts sind, aber der Grund dafiir ist - wie gesagt - expe-
rimenteller Natur, und theoretisch noch nicht erklart worden.
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Die freie Lagrange-Dichte fiir massive Dirac-Teilchen lisst sich analog aufspalten:

L =Yg —m)p = i )Py — pmap
= (YrUR + i Pr — Yrmipr — Yrmabg. (L.1)

Wie aus (1.1) ersichtlich ist, werden die beiden Anteile des Spinors ¢ im Massenterm
miteinander gemischt. Dies ist ein Indiz fiir die explizite Brechung der chiralen Sym-
metrie, was fiir den Fall der Quark-Spinoren besonders besprochen werden soll (siehe
unten).

Ersetzt man nun die partielle Ableitung 0,, durch eine lokal eichkovariante Ableitung
D, =0, —igA,,

in der die N2 — 1 = 8 Eichfelder (Gluonen) auftreten’:
8
A, =" Aty (Ay: matriz-wertiges Vierer-Potential der Gluonen),
a=1

so gilt fiir den Quark-Lagrangian analog zu (1.1):

Ny Ny
Locp =Y Gs(iD—mp)gs =D (1qr ;P ar s +ide, ;P ar
f=1 f=1

—qR, fMfqr, § — qr, fMiqR, 1)

Zu diesem effektiven QQCD-Lagrangian wird ein gluonischer Anteil addiert; dazu
wird der Gluonen-Feldstirketensor G}, = 0,A; — 0, A}, + gf“bcAZAf, definiert® |febc:
Strukturkonstanten der SU(3).-Gruppe|, und es ist

Ny Ny
. 1 y L L
Locp = le Gy (iP—my)ay — 1 GG = le(@ qr, i ar, s +1qr, 1P qr s
— — 1 a v
— 4R, fMyqL, § — QL. fMrqR, f) — 1 GwGa (1.2)

Der Quark-Anteil in (1.2) ist fiir masselose Quarks (my = 0) invariant unter den

"Hierbei sind t, die Generatoren der SU(3).-Gruppe: t, = %)\a, wobei A\, die Gell-Mann-Matrizen
sind.
8Der Feldstiirketensor muss bekanntlich diese Form besitzen, um SU(3). invariant zu sein.
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globalen, unitéren U(Ny)g X U(Ny)p-Transformationen

N2
s f a
Gr s — Qi ;= Unqr s = ¢ 2=kl gp 4 (1.3)
N2
. f a
Gy — qh ;= Unqr = e 2=r%legy p. (1.4)

Die U(Ny)r x U(Ny)r-Symmetrie (die chirale Symmetrie) wird durch die Masse ez-
plizit gebrochen. Dies ist aus der Gleichung (1.2) ersichtlich und wird in dem noch zu
konstruierenden Lagrangian fiir das Modell aus dieser Diplomarbeit zu beriicksichtigen
sein.

Nach dem Noether-Theorem [6] fithren erhaltene Symmetrien zu erhaltenen Stro-
men® (und gebrochene Symmetrien zu nicht-erhaltenen Stromen). Dabei empfiehlt sich
hier der Ubergang von rechts- und linkshindigen Stromen R*, L* zu den vektoriellen

V# = RM + LF (parititsgerade) (1.5)
und den axialen Stromen:
AF = RF — L* (parititsungerade). (1.6)

Dann folgt aus dem QCD-Lagrangian mittels Variationsrechnung [7] (der Flavour-
)10,

Index f wird unterdriickt; m ist die Quarkmassenmatrix
8#‘/0# =0
OuAy = igmysq
0V = iqlmtilq (i=1,...Nj=1)
QAL = iq{m,ti}vsq.

Der vektorielle Singulett-Strom ist also erhalten (Baryonenzahlerhaltung) [Symmetrie:
U(1)y]; die Vektorstrome V/* sind bei entarteten Quarkmassen erhalten [SU(Ny)y];
die axialvektoriellen Strome AY sind bei m = 0 (alle Quarkmassen verschwinden) er-
halten [SU(Ny) a; der axialvektorielle Singulett-Strom Af sollte ebenfalls erhalten sein
|U (1) 4-Symmetrie nicht gebrochen|, was er in dieser klassischen Betrachtung der uni-
taren Transformationseigenschaften auch ist; allerdings l&sst sich in Anlehnung an die

9Von erhaltenen Stromen lisst sich umgekehrt auf erhaltene Symmetrien schliefen.
10 A% in den nachfolgenden Gleichungen ist nicht mit dem Vierer-Potential der Gluonen zu verwech-
seln.
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quantenelektrodynamischen Berechnungen in |8] zeigen'!, dass nach der Quantisierung
der QCD

2

. 9Nt g e a
aﬂAg = quﬁ)ﬁ’)q_zﬁﬂgﬁu naGuV no (17)

folgt (chirale Anomalie)'?. Dies bedeutet dann, dass die U(Ny)g x U(Ny)-Symmetrie
bei verschwindenden Quark-Massen zu einer U(Ny)y x SU(Ny) 4-Symmetrie gebrochen
wird.

Neben der expliziten Symmetriebrechung konnen die Symmetrien auch spontan ge-
brochen werden. Dies soll im néchsten Unterkapitel an einem Beispiel diskutiert werden.

1.3.1 Spontane Symmetriebrechung

Der Lagrangian

1 y m?
L= 3 D0 Py — 7(@)2 — A¢i)?

(¢ skalare Felder; i = 1,2,3) ist SO(3)-symmetrisch - also symmetrisch unter der
Isospin-Transformation

G: ¢ — ¢, = (e7"*%);0; = Uy,

(ay:Rotationswinkel im Isospinraum; ¢;: Matrizen in der Lie-Algebra der Transforma-
tionsgruppe).

Das Minimum des Potentials V = %2(@)2 + A(¢;)* liegt reelle Massenparameter
m? > 0 bei ¢; = 0 (Wigner-Weyl-Modus).

Fiir

m? <0 (Goldstone-Modus)

"Fujikawa zeigt néimlich in [8], dass die chirale Transformation des Pfadintegralmafies der eichin-
varianten Fermionentheorien funktional nicht unitér ist, was zu einem der ABJ-Anomalie (Adler-
Bell-Jackiw) entsprechenden Phasenfaktor bei der 7s-Transformation des Pfadintegralmafes fiihrt:
DYDYy — DYDip exp(—ia(z) 15; e"””eF,‘jVFr‘fe). Dieser Faktor ergibt sich dann analog in der QCD
und ist in der Gleichung (1.7) enthalten.

1274 der Existenz der chiralen Anomalie sind experimentelle Ubereinstimmungen mit den theoreti-

schen Vorhersagen vorhanden, zum Beispiel mit der Vorhersage in [9].
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ist das Minimum bei

NI

R 3 2\
il = 00 = ()
Im Wigner-Weyl-Modus ist der Grundzustand unter der ganzen Transformationsgruppe
symmetrisch; im Goldstone-Modus ist diese Symmetrie spontan gebrochen, denn das
Minimum ist nicht unter der ganzen Gruppe G symmetrisch, sondern nur unter ihrer
Untergruppe H, die unter der Annahme, dass qgg in die 3-Richtung im Isospin-Raum
zeigt, folgendermafien bestimmt ist:

H : 50 — 56 = '3t 50 = 50-

Also sind in diesem Modus zwei Generatoren gebrochen, was zu der Entstehung von
zwei masselosen Goldstone-Bosonen fithrt; ein Generator ist nicht gebrochen, was zu
einem massiven skalaren Feld y mit der Masse m? = —2m?* > 0 fiihrt.

Dass in diesem Fall zwei Goldstone-Bosonen entstehen, kann aus einer Diskussion
des Potentials V hergeleitet werden. Die Entwicklung des Potentials bis zur zweiten
Ordnung um das Minimum fiihrt ndmlich zu der Massenmatrix

m..—< o2V )
Y a¢za¢j ¢0'

Die Massenmatrix ist positiv semidefinit, da ¢q das Minimum des Feldes ist.

Nun fiihrt die Gruppentransformation des Potentials zu

0?V

mij 0¢i0¢; = (M

) Sib; = 0,

$o

da sich das Potential bei der Transformation nicht dndert (d¢; ; ist die Variation von
¢i ; unter der Gruppentransformation). Dann kénnen aber die Massen der Moden ge-
nau dann ungleich null sein, wenn ihnen verschwindende Feldvariationen entsprechen
- mit den Bezeichnungen aus diesem Unterkapitel ist die Anzahl dieser massiven Mo-
den gleich dimH % und sie besitzt in unserem Beispiel den Wert 1. Mit dem ana-
logen Denkverfahren ergibt sich dann die Anzahl von Moden mit verschwindender
Masse (Goldstone-Moden) zu dimG/H (was der Anzahl von gebrochenen Generato-
ren entspricht - in unserem Beispiel besitzt sie den Wert 2). Dies ist die Aussage des

13Dies bedeutet, dass die Masse dieser Moden nicht verschwinden muss - aber sie kann zufdllig doch
null sein.
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Goldstone-Theorems'.

*oksk

Der Mechanismus der spontanen Symmetriebrechung war an dieser Stelle zu bespre-
chen, da er in dieser Arbeit bei der noch herzuleitenden Lagrange-Dichte benutzt wer-
den soll (siehe néchstes Kapitel).

Hierbei sei angemerkt, dass die vektoriellen Symmetrien in der QQuantenchromodyna-
mik - sowie in anderen vektoriellen Theorien - nicht spontan gebrochen werden konnen
[12[; dies gilt aber nicht fiir die axialen Symmetrien. Angewandt auf den Fall der Meso-
nen bedeutet dies, dass die chirale U(2)g x U(2)-Symmetrie zu einer U(2)y x U(1)a-
Symmetrie spontan gebrochen wird; diese spontane Symmetriebrechung wird in der
Natur allerdings nur ndiherungsweise beobachtet (es sind keine masselosen Mesonen
oder iiberhaupt Hadronen gefunden worden). Als (Pseudo-)Goldstone-Bosonen die-
nen dann die Pionen, da sie die Mesonen mit der kleinsten Masse darstellen (etwa
135MeV). Die Tatsache, dass ein massives Teilchen als Goldstone-Boson interpretiert
werden kann, konnte als eine Bestéitigung der PCAC-Hypothese (partially conserved
axial current) betrachtet werden®.

Der folgende Abschnitt soll dazu dienen, uns mit den Eigenschaften von Mesonen
vertraut zu machen.

1.4 Wichtige Eigenschaften der leichten Mesonen

Mesonen sind hadronische Zustinde mit ganzzahligem Spin - eine der zwei
Arten von hadronischen Teilchen, neben den Baryonen, die durch den halbzahli-
gen Spin gekennzeichnet sind. Im Allgemeinen ist die Mesonen-Energie kleiner als die
Baryonen-Energie, was sich auch durch die griechische Herkunft ihrer Namen herleiten

14Dies ist eine klassische Uberlegung. In der Quantenfeldtheorie lautet das Goldstone-Theorem:
Wenn ein Feldoperator ¢(x) mit nicht-verschwindendem Vakuumerwartungswert gegeben ist, der kein
Singulett unter einer kontinuierlichen Symmetriegruppe eines Lagrangians ist, dann existieren masse-
lose Anregungen im Spektrum von Zustinden, die durch diesen Lagrangian beschrieben werden. Siehe
dazu zum Beispiel [4], [10] oder [11].

15Als PCAC-Formel wird oftmals die Formel 9, (0|A*|r(k)) = — frmZe "k bezeichnet, wobei fx
die Pionenzerfallskonstante ist. Da sowohl f, = 91.9MeV als auch m, im Vergleich zu anderen Pio-
nenmassen als relativ klein betrachtet werden konnen, ergibt sich der im Formelnamen vorhandene,
teilweise erhaltene Axialstrom.
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lasst: psoos (mesos) = mittel(schwer); Bapis (barys) = schwer.

Sie wechselwirken stark und/oder elektromagnetisch. Das Hauptblickfeld dieser Arbeit
wird sich der starken Wechselwirkung der Mesonen widmen - bekanntlich ist sie im
Vergleich zu der elektromagnetischen Wechselwirkung mehr ausgeprigt, da die star-
ke Kopplungskonstante den Wert g ~ 1 besitzt und daher viel gréfer als die fiir die
elektromagnetische Wechselwirkung verantwortliche Kopplungskonstante - die Elemen-
tarladung e = V4w - o = /1 ~ 0.30282212 - ist; somit ist die relative Hiufigkeit der
starken Wechselwirkungsprozesse ebenfalls (viel) hoher als die Héufigkeit der elektro-
magnetischen Wechselwirkungsprozesse.

In dieser Arbeit werden die leichten Mesonen betrachtet, die durch Up- und Down-
Quarkzustinde beschrieben werden; auf den Miteinbezug der Mesonen mit anderen
Quark-Freiheitsgraden (seltsame, Charm-, Bottom- und Top-Quarks) wird in dieser
Arbeit verzichtet.

Die fiir diese Arbeit interessanten Mesonen gliedern sich aufgrund ihrer unten angege-
benen Eigenschaften in:

1.) skalare (zum Beispiel: o, dy),
2.) pseudoskalare (1, ),

3.) vektorielle (w, p),

4.) azialvektorielle (f, d,)

Mesonen auf.

1.4.1 Mesonen-Quantenzahlen

Wir werden uns in diesem Unterkapitel mit den Eigenschaften der leichten Meso-
nen in Bezug auf die Quantenzahlen Bahndrehimpuls L, Spin S, Gesamtdrehimpuls
J (J = L+ 8), Isospin I, Paritit P und Ladungskonjugation C sowie G-Paritiit be-
schiftigen. Die Werte des Spins und des Isospins bewegen sich fiir die Teilchen aus dem
Modell in dieser Arbeit zwischen 0 und 1 (es sind aber auch Mesonen experimentell
gefunden worden, die einen hoheren Gesamtdrehimpuls J besitzen).

In diesem Abschnitt widmen wir uns noch den Eigenschaften der Paritit, Ladungs-
kojnugation und G-Paritit. Andere Eigenschaften der skalaren und vektoriellen Meso-
nen sind den Unterkapiteln 1.4.2 - 1.4.5 zu entnehmen.
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Paritdt. Wir erinnern uns in Bezug auf die pseudoskalaren und axialvektoriellen
Mesonen zunéchst kurz daran, dass die pseudokalaren Vektoren schon in der klassischen
Mechanik als jene Vektoren definiert wurden, die bei Spiegelung um den Koordinatenur-
sprung ihr Vorzeichen &ndern; die Azialvektoren wurden ebenfalls durch ihr Verhalten
bei Spiegelung um den Koordinatenursprung definiert: sie dndern ihr Vorzeichen dabei
nicht (Beispiel: der Resultantenvektor im Produkt ¢ = @ x b: @, b, ¢ aus RY).

Diese klassische Betrachtung fiihrt uns zu der Mesonenparitit - in der Elementarteil-
chenphysik definieren wir die Paritédt iiber die Transformation im Minkowski-Raum
(Rauminversion):

Pt ) — (t,—1). (1.8)

Ein Meson besteht aus Fermionen:

(X

(t,7)) :/(;l;;;’; 3 b (7)) (7) e PX 1 dO (@0 (5) e PX]

s

[N

U (X) :/(sﬂlj3;z 3 BT () a® () P X + a9 ()0 (5) e 7]

s

N

(bT, d': Erzeugungsoperatoren fiir Dirac-Teilchen /-Antiteilchen; b, d: Vernichtungssope-
ratoren fiir Dirac-Teilchen/-Antiteilchen) und die obige Definition (1.8) fiihrt zu (fiir
die explizite Herleitung, siehe [13]):

po{ B0 050)
dg” 10) — _dﬂy 10)

(fiir die Vernichtungsoperatoren analog), so dass sich fiir die Paritit P bei bekanntem
Bahndrehimpuls L zu |14]

P=(-1)H,

ergibt, wobei die Erhéhung des Drehimpulses um den Wert (+1) fiir die Uberein-
stimmung mit den experimentellen Ergebnissen und fiir den Miteinbezug der inneren
Symmetrieeigenschaften der Quarks im Meson notwendig ist.

Somit ergibt sich fiir die skalaren Mesonen (siehe Kapitel 1.4.2) positive Paritit; fiir
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die pseudoskalaren (Kapitel 1.4.3) ist sie negativ; fiir die vektoriellen Mesonen (Kapitel
1.4.4) ebenfalls negativ und fiir die axialvektoriellen Mesonen (Kapitel 1.4.5) positiv.

Ladungskonjugation. Diese Transformation ldsst die Erzeugungsoperatoren der
Fermionen und Antifermionen ihre Plitze tauschen [13]:

[t
4910y — 501 joy
(fiir die Vernichtungsoperatoren analog) und die Quantenzahl berechnet sich zu [14]:

C = (-1 = (=1). (1.9)

Da sich diese Arbeit mit den Pionen beschéftigen wird, geben wir hier als Beispiel die
Transformationen fiir die Pionen an; die Transformationen fiir die anderen Mesonen
werden in den nachfolgenden Unterkapiteln angefiihrt.

Fiir die Pionen ist J =0 = C' =1 und daher:

Cla®) = |=°)
Cla™) = I=7)
Clr™) = =)

Schon aus diesen Beispielen ist ersichtlich, dass der Ladungskonjugations-Operator
C' keine Eigenzustinde in seinen Gleichungen erhilt (denn er wandelt beispielsweise
|7%) in |77) um); dies wird durch das Konzept der G-Paritdit korrigiert.

G-Paritat. Definiert man die Flavourtransformation

(3) ()

mit U, = ¢®% und betrachtet den Spezialfall oy 3 = 0,y = 7, dann wird mit dem
dazu korrespondierenden Operator Us ein neuer Paritdtsoperator G = C' - Uy definiert
(G-Paritit); der Wert der entsprechenden Quantenzahl wird mittels G = (—1)F+5+
[14] oder

G=C(-1)! (1.10)
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berechnet |[der Anteil (—1)7 stammt von dem unitéiren Operator Us|. Da wir die Wer-
te der Ladungskonjugation C' kennen, ist G = C' fiir alle Isospin-Singuletts; fiir alle
Isospin-Tripletts ist G = —C'.

Die G-Paritit dndert das Ladungsvorzeichen der Wellenfunktion, auf die sie wirkt, nicht
ab (der Eigenzustand bleibt auf beiden Gleichungsseiten erhalten) - dies war auch der
Einfiihrungszweck der G-Paritat.

Dann folgt - wieder zum Beispiel fiir die Pionen, bei denen I = 1, also laut (1.10)
G = —1 ist:

Gl = )
Glrt) = —|=7)
Glr™) = —|77).

Die G-Paritét sollte - so wie die gewdhnliche Paritit - bei den starken Wechselwir-
kungsprozessen erhalten sein; also sollten Prozesse wie beispielsweise

w— 7t~
nicht stattfinden, da im Eingangskanal die G-Paritéit negativ (Vektormeson) und im
Ausgangskanal (—1)2, also positiv, ist. Experimentell ist dieser Zerfall aber doch be-
obachtet worden ([1], S. 38), und zwar in etwa 1.70% der Félle - also ist die G-Paritét
nur naherungsweise erhalten.

Anmerkung zu der mittleren Lebenszeit (mean life) der mesonischen Teilchen:
sie kann durch ein Zeitintervall 7[s| oder durch sein Inverses - die so genannte volle
Zerfallsbreite (full width) I' - ausgedriickt werden:

1
r=-.
T
Da bekanntlich 197.3 MeVfm = hc =1, so ist (wenn [[| = MeV) 7 = 1803 [Mc/lm]
= B3 |fm] = B2 . b - 1072 [s] & 65.8 - 107224 [s], also

1
T=6.58- 10_22f[s].

Mit dieser Formel reicht in den nachfolgenden Unterkapiteln die Angabe von entweder
7 oder T" aus'®.

16 Alle Angaben in den folgenden Abschnitten gemif [1].
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1.4.2 Skalare Mesonen

Skalare Mesonen sind das o- und das ag-Teilchen; sie besitzen Spin S = 1; Drehimpuls
L = 1 und Gesamtdrehimpuls J = 0; die Paritit ist positiv. Das ag-Teilchen ist ein
Triplett im Isospinraum: in der Natur sind das ag -, ag - und das aJ-Teilchen vorhanden.

Das ag-Teilchen hat die Masse mg,, = (984.7+1.2)MeV [ay(980)] und die volle Breite
I' = (50 — 100)MeV. Der dominante Zerfallskanal fiir dieses Teilchen ist

ao(980) — nm (1.11)

(das Pion jeweils mit der entsprechenden Ladung).

Experimentell wurde auch die Existenz des ay(1450)-Teilchens mit der Masse my, (1450)
(1474 + 19)MeV und der vollen Breite I' = (265 £+ 13)MeV festgestellt, das eben-
falls ein Triplett im Isospinraum darstellt. Bei diesem Teilchen wurden die Zerfille
ap(1450) — 7n und ag(1450) — K K beobachtet.

Fiir das o-Teilchen (das manchmal auch als fy bezeichnet wird) liegt die Masse in
einem breiten Intervall: m, = (400 — 1200)MeV [0(600)]; seine Lebenszeit ist ebenfalls
grof: I' = (600 — 1000)MeV. Wegen der dermafen grofen Zerfallsbreite wird manch-
mal sogar die Existenz dieses Teilchens bezweifelt, aber in dieser Arbeit wird durch-
aus davon ausgegangen, dass es existiert. Auferdem sind Modelle der Pion-Nukleon-
Wechselwirkung entwickelt worden, in denen das (existierende) o-Teilchen als die 0-te
Komponente eines "Vierer-Pions" aufgefasst wird und die ganz erfolgreich sind. |7]
Dieses Teilchen besitzt den folgenden dominanten Zerfallskanal:

o(600) — 7, (1.12)
obwohl der Zerfall
a(600) — vy (1.13)

ebenfalls beobachtet wurde. Auch andere o-Mesonen wurden experimentell beobach-
tet:

1.) das ¢(980)-Teilchen, mit der Masse m = (980 £+ 10)MeV und der vollen Brei-
te I' = (40 — 100)MeV; dieses Teilchen zerféllt in Pionen und Photonen genau wie
das ¢(600)-Meson - allerdings ist bei 0(980) im Gegensatz zu ¢(600) auch der Zerfall
0(980) — K K registriert worden;

2.) das o(1370)-Teilchen [mg;gma(1370) = (1200 — 1500)MeV; I' = 200 — 500MeV]; dieses
Teilchen zerféllt hauptséichlich in Pionen;
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3.) das 0(1500)-Teilchen mit der Masse m,(1500) = (150745)MeV und der vollen Breite
' = (109 £+ 7)MeV; auch dieses Teilchen zerfillt hauptséchlich in Pionen;

4.) das o(1710)-Meson, mit der Masse m,710) = (1718 & 6)MeV und der vollen Breite
I' = (137 & 8)MeV; dieses Teilchen zerfillt in Kaonen, n-Mesonen und Pionen.

Ladungskonjugation. Hier und in den Abschnitten {iber die anderen Mesonenarten
berufen wir uns auf die Uberlegungen aus dem Einfiihrungsabschnitt, in dem die La-

dungskonjugation und die G-Paritéit besprochen wurden. Fiir die skalaren Mesonen ist
dann nach (1.9) C' =1 (denn L = S = 1), also ist

Clo)y = o)
Clag) = lag)
Clag) = lag)
Clag) = lag).
G-Paritat. Nach (1.10) ist
Glo) = o)
Glag) = —lap)
Glag) = —lag)
Glag) = —lay).

Diese Arbeit wird sich auf das ¢(600)- und ay(980)-Teilchen beziehen. Wie aus
(1.11) - (1.13) ersichtlich, zerfallen die skalaren Mesonen hauptséchlich in die pseudo-
skalaren Mesonen und Photonen.

1.4.3 Pseudoskalare Mesonen

Pseudoskalare Mesonen sind das n- und das w-Teilchen; sie sind ebenfalls Spin-0-
Teilchen; ihr Drehimpuls ist L = 0 und Gesamtdrehimpuls J = 0; ihre Paritit ist
negativ (pseudoskalare Teilchen).

Das Pion existiert - wie sein skalares Analogon, das ag-Meson - in drei Isospinvarianten:
als positiv und negativ geladenes und neutrales Teilchen.

Laut den experimentellen Daten erscheint das geladene Pion als ein Teilchen mit
der Masse m,+ = (139.57018 £ 0.00035) MeV mit der mittleren Lebensdauer 7,+ =
(2.603340.0005)-10~8s; fiir das 7°-Teilchen wurde die Masse m,o = (134.9766+0.0006)
MeV gemessen. Nach den experimentellen Angaben der Particle Data Group leben die
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geladenen Isospinvarianten dieses Teilchens um den Faktor 10® linger als das neutrale
Pion: die mittlere Lebensdauer fiir das 70 ist 7,0 = (8.4 & 0.6) - 10~ '7s.

Gefunden wurden auch andere Formen des Pions (mit der gleichen Paritit und dem glei-
chen Gesamtdrehimpuls und Isospin wie bei den bisher beschriebenen Pionen): 7(1300)
mit der Masse mz(1300) = (1300 &= 100) MeV (volle Breite I' von 200 bis 600 MeV) und
7(1800) = (1812 £ 14)MeV |[volle Breite I' = (207 £ 13) MeV].

Die Masse des n-Teilchens betrdgt m,,,, = (547.51 £ 0.18) MeV; die volle Breite I ist
I' = (1.30 £ 0.07) keV. Experimentell gefunden ist auch:

1.) das 7' (958)-Teilchen mit der Masse m,, = (957.78 £ 0.14) MeV und der vollen
Breite ',/ = (0.203 £ 0.016) MeV;

2.) das 77(1295)-Teilchen mit der Masse m(1205) = (129444) MeV und der vollen Breite
Fn(1295) = (55 + 5) MeV

3.) das 7)(1405)-Teilchen mit der Masse my(1405) = (1409.8 = 2.5) MeV und der vollen
Breite I';(1405 = (51.1 & 3.4) MeV;,

4.) das 1(1475)-Teilchen mit der Masse my(1475) = (1476+4) MeV und der vollen Breite
FU(1475) = (87 + 9) MeV.

Das 7t- und 7~ -Teilchen zerfallen zu etwa 99.98% in das entsprechend geladene p-
Lepton und das miionische Neutrino:

™ — pFu,, (1.14)

wihrend das 7°-Teilchen zu etwa 99.8% in zwei Photonen zerfallt:
70— 2. (1.15)

Bei dem 7(1300)-Teilchen wurde der Zerfall auf ein leichteres Pion und ein p-Meson
beobachtet; bei dem m(1800)-Teilchen wurden die Zerfélle 7(1800) — n"n~ 7~ und
7(1800) — nnm~ beobachtet.

Fiir das n-Teilchen [(548)] ist die Zerfallswahrscheinlichkeit in neutrale Moden mit
etwa 72% am hochsten; damit sind die Zerfélle

n— 2y (1.16)
und
n — 37° (1.17)

gemeint.
Die relative Haufigkeit fiir die Zerfille in geladene Teilchen
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+ 0

n—mT'T T
betrigt ungefihr 28%.
Die wahrscheinlichsten Zerfallskanile fiir n'(958) sind 7 (958) — 7771 (45%) und
1'(958) — p°v (30%).
Beim 7(1295) wurden die Zerfille 7(1295) — nr*7~ und 1(1295) — a¢(980) = beob-
achtet.
Beim 7(1405) wurden die Zerfille 7(1405) — K K7 und 7(1405) — na7 beobachtet.
Beim 7(1475) ist der Zerfall 7(1475) — K K7 dominant.

Ladungskonjugation. Die pseudoskalaren Mesonen haben L = S = 0, also ist C' = 1.
Dabher ist nach (1.9)

Clnpy = |m
Cln% = |=°
Clr*) = |=7)
Clr™) = |=").

G-Paritdt. Nach (1.10) ergibt sich

Glp = |n)
Gl = —|°
Gy = —|7%)
Glr™) = —|r7)

Diese Arbeit wird sich auf das 7(548)- und das 7(140)-Teilchen beziehen. Aus (1.14),
(1.15), (1.16) und (1.17) ist ersichtlich, dass die pseudskalaren Mesonen hauptséchlich
in Miionen, Photonen und andere pseudoskalare Mesonen [wie beispielsweise 7(548)]
zerfallen.

1.4.4 Vektormesonen

Die Vektor-Mesonen sind das w”- und das p"-Teilchen; da sie Vektormesonen sind, ist
ihr Gesamtdrehimpuls J = 1; sie sind Spin-1-Teilchen; ihr Drehimpuls ist L = 0 und
ihre Paritdt ist negativ.
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Das p-Meson ist ein Isospin-Triplett. Laut den experimentellen Befunden betrigt
die Masse des p-Mesons m, = (775.5 = 0.4)MeV [p(770)] mit der vollen Breite I' =
(149.4 £ 1.0)MeV (wir konnen den Lorentz-Index p bei dne Vektormesonen in diesem
Unterkapitel auslassen - er kommt erst spiter bei den Betrachtungen zu der Lagrange-
Dichte zur Erscheinung). Dieses Vektormeson zerfillt zu fast 100% in zwei Pionen:

p(770) — 7 . (1.18)

Experimentell gefunden wurde auch:

1.) das p(1450)-Teilchen: m1450) = (1459 & 11)MeV; T' = (147 £ 40)MeV; dieses Teil-
chen zerfillt ebenfalls in Pionen;

2.) das p(1700)-Teilchen mit der Masse m,,(1700) = (1720 & 20)MeV und der vollen Breite
I' = (250+100)MeV; der dominante Zerfallskanal fiir dieses Teilchen ist p(1700) — pmr;
3.) das m1(1400)-Teilchen mit der Masse M, 1400y = (1376 &= 17)MeV und der vollen
Breite I' = (300 £ 40)MeV; fiir dieses Teilchen wurde der Zerfallskanal 71 (1400) — nm
beobachtet;

4.) das m;(1600)-Teilchen mit der Masse m., (1600) = (1653715)MeV und der vollen Brei-
te [' = (225752 )MeV; fiir dieses Teilchen wurde der Zerfall auf drei (natiirlich leichtere)
Pionen beobachtet. Die Anzahl der neu entstandenen Pionen muss aus Griinden der
Parititserhaltung ungerade sein (denn nur so ist zu erreichen, dass die Paritit im Zer-
fallskanal so wie im Eingangskanal negativ ist).

Das w-Meson ist ein Isospin-Singulett. Fiir dieses Teilchen wurde experimentell die
Masse my,7s2) = (782.65 £ 0.12)MeV mit der vollen Breite I' = (8.49 £ 0.08)MeV
gemessen [w(782)].

Dieses Teilchen zerfallt zu etwa 89% geméif

w(782) — 770 (1.19)
und zu etwa 9% geméfs
w(782) — 7. (1.20)

Der restliche (statistisch vernachléssigbare) Anteil der Zerfallswahrscheinlichkeit bein-
haltet andere pseudoskalaren Mesonen und ihre Kombinationen und Leptonen.
Experimentell gefunden wurde auch:

1.) das ¢(1020)-Teilchen, das die Masse mg(1020) = (1019.46040.019)MeV und die volle
Breite I' = (4.26 £ 0.05)MeV besitzt sowie hauptséchlich in Kaonen zerfillt;

2.) das w(1420)-Teilchen, das die Masse my,1420) = (1400 — 1450)MeV und die volle
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Breite I' = (180 — 250)MeV besitzt; es zerfallt hauptsichlich gemaf w(1420) — pm;
3.) das w(1650)-Teilchen, das die Masse my,(1650) = (1670£30)MeV und die volle Breite
I' = (315 £ 35)MeV besitzt; fiir dieses Teilchen wurde der Zerfall w(1650) — pm beob-
achtet;

4.) das ¢(1680)-Teilchen, das die Masse mg(16s0) = (1680 £20)MeV und die volle Breite
[' = (150 & 50)MeV besitzt; fiir dieses Teilchen ist der Zerfallskanal ¢(1680) — KK
dominant.

Ladungskonjugation. Nach (1.9) ist wegen L =0, S = 1:

Clw)y = —|w)
Clp”) = —1pn")
Clp*) = —lp7)
Clp™) = —lp").
G-Paritit. Nach (1.10) ist
Glw)y = —|w)
Glp’) = 10
Glp") = |p")
Glp™) = |p7)

Diese Arbeit wird sich auf das w(782)- und p(770)-Teilchen beziehen. Wie aus (1.18)
- (1.20) ersichtlich, zerfallen die Vektormesonen hauptséchlich in die pseudoskalaren
Mesonen (Pionen) und Photonen.

1.4.5 Axialvektorielle Mesonen

Auzialvektorielle Mesonen sind das f{'- und das a/-Teilchen; sie sind - genau wie Vek-
tormesonen - Spin-1-Teilchen; ihr Drehimpuls ist L = 1 und Gesamtdrehimpuls J = 1;
ihre Paritét ist aber positiv.

Das af-Teilchen |a;(1260)] ist (genau wie das vektorielle p#-Teilchen) ein Triplett
im Isospinraum. Seine Masse betrigt m,, = (1230 £ 40)MeV mit der vollen Breite
I' = (250 — 600)MeV [den Lorentz-Index p konnen wir bei den Mesonen in diesem
Unterkapitel - wie bei den Vektormesonen - auslassen, da er uns erst spéter bei der
Ankopplung des Feldes an die Matrizen des SU(2)-Raums von Nutzen sein wird|. Fiir
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dieses Teilchen wurde kein dominanter Zerfall festgestellt; beobachtet wurden aber die
Reaktionen:

ar — (P7)s—weite; 1 — (PT)D—wente; a1 — 7. (1.21)

Es wurde auch ein anderes Isospin-Triplett bei den Vektormesonen gefunden: das
b1(1235)-Teilchen mit der Masse 1y, (1235) = (1229.5 £ 3.2)MeV und der vollen Breite
I' = (142 £ 9)MeV; der dominante Zerfallskanal fiir dieses Teilchen ist b1(1235) — wm
mit dem iiberwiegenden Anteil der s-Amplitude.

Das fiir dieses Kapitel ebenfalls interessante Isospin-Singulett f; besitzt die Energie
my, = (1281.8 & 0.6)MeV [f1(1285)] und die volle Breite I' = (24.2 & 1.1)MeV. Fiir
dieses Teilchen ist mit der relativen Haufigkeit von 52% (mit der nicht unbedeutenden
Standardabweichung von +16%):

Jir — nmm (1.22)
und - mit der relativen Haufigkeit von etwa 33.1% - ist ebenfalls der Zerfallskanal
fi —A4r (1.23)
sowie (mit 9%) der Zerfallskanal
fi — KKr

vorhanden.

Experimentell gefunden wurden auch folgende axialvektorielle Isospin-Singuletts:

1.) das h(1170)-Teilchen mit der Energie my, (1170) = (1170 = 20)MeV und der vollen
Breite I' = (360 £40)MeV; bei diesem Teilchen wurde der Zerfallskanal hy(1170) — pm
beobachtet

2.) das f1(1420)-Teilchen mit der Masse m4(1420) = (1426.3 £ 0.9)MeV und der vollen
Breite I' = (54.942.6)MeV; bei diesem Teilchen ist der Zerfallskanal f;(1420) — KK
dominant.

Ladungskonjugation. Nach (1.9) ist C' =1 wegen L = S = 1 und also

C’f1> = |f1>
Clal) = |[a})
Claf) = lar)

Clay) = lar).
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G-Paritit. Laut (1.10) ergibt sich

Gl = |f)
Glay) = —la))
Glaf) = —laf)
Glay) = —lap).

Diese Arbeit wird sich auf das f;(1285)- und a;(1260)-Teilchen beziehen. Wie aus
(1.21) - (1.23) ersichtlich, zerfallen die Axialvektormesonen hauptséchlich in die pseu-
doskalaren und vektoriellen Mesonen.

*okok

Anmerkung. Gefunden sind auch Mesonen mit einem héheren Gesamtdrehimpuls
als J = 1. Diese sind:
1) mit J = 2: f5(1270); ax(1320); f,(1525); f2(1950); f2(2010); f»(2300); f2(2340)
(Tensormesonen); n2(1645); m2(1670) (Pseudotensormesonen);
2.) mit J = 3: w3(1670); p3(1690); ¢3(1850);
3.) mit J = 4: a4(2040); f4(2050).

1.5 Motivation und Gliederung der Arbeit

In dieser Arbeit wird ein effektives Modell zur Beschreibung leichter, skalarer und vek-
torieller Mesonen (bestehend aus Up- und Down-Quarks) betrachtet. Aus der Lagrange-
Dichte fiir diese mesonischen Teilchen (sie wird in Kapitel 2 konstruiert) werden die
Terme extrahiert, die die Wechselwirkung von Pionen (also Goldstone-Bosonen) be-
schreiben; fiir diese Wechselwirkung wird die Streuamplitude berechnet (Kapitel 3).
Sie wird als Summe von Feynman-Diagrammen auf dem Baumgraphenniveau bis zur
zweiten Ordnung im Vakuum bestimmt. In Kapitel 4 wird die berechnete Streuampli-
tude benutzt, um die s-Wellen-Streuldngen der Pion-Pion-Streuung zu berechnen, und
es wird ebenfalls iiberpriift, ob die Streuamplitude an der Schwelle im chiralen Limes
verschwindet.
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Kapitel 2

Lagrange-Dichte des geeichten
linearen Sigma-Modells

Die zentrale Aufgabe in diesem Kapitel ist die Konstruktion der Lagrange-Dichte,
in der sowohl die Erhaltung als auch die Brechung (spontane, explizite) der SU(2)-
Symmetrie zum Ausdruck kommt. Die Konstruktion des Lagrangians ist ebenfalls eine
der zentralen Fragestellungen in dieser Arbeit, da man aus dieser Funktion nach ihrer
Konstruktion alle Wechselwirkungen ablesen kann, die von Interesse sind (hier: Pion-
Pion-Streuung).

Es empfiehlt sich, die Terme beziiglich der skalaren und vektoriellen Mesonen se-
parat zu betrachten (zu konstruieren)!; der Konstruktion der allgemeinen Form der
Lagrange-Dichte folgen dann die expliziten Berechnungen dieser Terme.

2.1 Skalare Mesonen in der Lagrange-Dichte

Eine Moglichkeit, die skalaren Mesonen in eine Struktur einzubinden, ist, die Singuletts
und Tripletts (siehe voriges Kapitel) in die folgende Struktur einzubinden:

® = (o +in)t° + (d + i7) - . (2.1)

Hier ist to = 21, und £ = (t1, 2, t3) (Generatoren der SU(2)-Gruppe). Fiir diese Gruppe
gilt t; = %ai; o; sind die Pauli-Matrizen:

'Es handelt sich hierbei um leichte Mesonen, die in den Unterkapiteln 1.4.2 - 1.4.5 als fiir diese Ar-
beit besonders interessant eingestuft wurden; auf die Einbeziehung von baryonischen Freiheitsgraden
in die Lagrange-Dichte wird verzichtet.

25
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Dann wird beispielsweise der Ausdruck
—1*Tr(OT0) (2.2)
(der Massenterm) unter der Transformation
d— ' = ULDU, (2.3)

[Ug, 1 definiert gemif (1.3) und (1.4)] invariant bleiben, denn die Symmetrie dieses
Terms ist mit Benutzung der zyklischen Vertauschbarkeit innerhalb der Spur schnell
bewiesen:

—p2Te(0T0) = — 2 Te[(ULOU, ) ULOU,| = — 2 Te(U T URULOU,)
= —PTe(ULUL®T®) = — 12 Tr(9F D).

Dann sind aber die Terme
—\Tr(dTP)? (2.4)
und
— )\ [Tr(0T®)]? (2.5)

[(2.4) und (2.5) beschreiben die skalarmesonische Selbstwechselwirkung| ebenfalls chi-
ral symmetrisch.

2Es gilt [t,,ty] = i€apete fiir a,b, ¢ € {1,2,3}. Die Antikommutator-Gleichung gilt sogar fiir a,b, ¢ €
{0,1,2,3}, wenn wir vereinbaren, dass der e-Tensor den Wert Null hat, falls einer oder mehrere seiner
Indizes diesen Wert haben. Fiir die Indizes a,b,c € {0,1,2,3} gilt dazu auch Tr(t.t) = %5(11, und
{ta,tb} = %(Sab]lg.
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Dariiber hinaus kann ein kinetischer Term von der Form
Tr[(D*®)! (D" ®)] (2.6)

definiert werden. Damit der kinetische Term transformationsinvariant wird, muss die
Ableitung D* in diesem Term so definiert werden, dass sie sich lokal kovariant trans-
formiert, was durch

D'd = 9'® +ig(PAl — ALD)
(D*®)T = 9,07 —ig(A,, " — dTA,,)

erreicht wird. Dann werden aber in der kovarianten Ableitung die skalaren und die
vektoriellen Mesonen miteinander gemischt, denn A} und A sind als

—

Al = (W f O+ () - (2.7)

definiert®, wobei A* mit dem positiven Vorzeichen bei den axialvektoriellen Mesonen
definiert ist.

D#® transformiert sich dann in der Tat kovariant, denn (im nachfolgenden Beweis wird
(2.3) sowie

A, — Agﬁ = UE,R (A}, + ig'0,) UL r (2.8)
benutzt?):

(D'®) = 9 (ULDUL) + ig[ULUL UL (A +ig™'0") Uy — UL (A* + ig™ 0" Ug -
ULoU,]
= ULO'U, + 0"ULOU, + ULDO U, + ig (ULD AU, — ULARDU,)
+ig - ig” (UL U, + 0"ULDU,)
= ULD"®UL + 0*U LU, + ULd*U, — (ULPO" UL + 0"ULDUL)
— ULD"®U. (2.9)

Gemifs (2.9) ist klarerweise

(D*®)') = UL(D"®)'Ur,

3In (2.7) sind die vektoriellen Mesonen in eine Struktur zusammengefasst, die der Struktur von
(2.1) formal entspricht.

“BEs wird ebenfalls die Relation O*UTU = —~UT9*U benutzt, die bekanntlich aus 0 = 0*(UTU) =
OHUTU + UTo"U folgt.
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so dass wir fiir den Term unter der Spur
Te{[(D*®)T(D"®)]} = Te[U} (D*®) U, U},D"®U,]

erhalten, was unter der Benutzung der Unitaritdt des Operators U und der zyklischen
Vertauschbarkeit innerhalb der Spur zu

Te{[(D"®)"(D"®)]'} = Tx[(D"®)" D" P]

fihrt. Damit ist die lokale Eichinvarianz des kinetischen Terms bewiesen.

2.1.1 Symmetriebrechungsterme in der Lagrange-Dichte £

Wir haben in Kapitel 1.3 gesehen, dass die chirale Anomalie (1.7) dazu fiihrt, dass
die U(Ny)y x U(Ny)a-Symmetrie® der QCD selbst bei verschwindenden Quarkmassen
zu U(Ny)y x SU(Ny)a gebrochen wird [oder zu SU(Ny)y x SU(Ny)a, wenn die ba-
ryonenzahlerhaltende U(1)y-Phase unterdriickt wird]. Nun kann die chirale Anomalie
durch den Term

c(det® + detd') (2.10)

beschrieben werden. Um dies zu beweisen, definieren wir zunéchst in Anbetracht von
(1.5) und (1.6) die Parameter fiir U(Ny)y- und U(Ny)a-Symmetrietransformationen
so, dass

a a a a
a_aR+aL a_aR_aL
oder
a a a a
o Oyt oy oy — oy
af = —Y——2£ af = (2.11)
R o L 2

ist [a% 1, sind die Gruppenparameter in den schon definierten Operatoren aus (1.3) und

(1.4)].

Dann ergibt sich mit der bekannten Transformationseigenschaft (2.3) von ® und mit
(2.11):
¢ (det® + det®' ") = ¢ [det(ULDUL) + det(US &TUR)]

= c{det[exp(i Qv T to) Pexp(—i w to)]

y ap +as

+ det[exp(i L;%‘ te) @ exp(—i — ta)]}

= c{det[exp(ia’ t,) ®] + det[exp(—ia% t,) ®']}. (2.12)

5In dem Modell in dieser Arbeit ist Ny =2.
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Da alle die Determinanten aller Elemente eine speziellen unitdren Gruppe den Wert 1
haben, bleibt in (2.12):

c(det® + detd'") = c{det[exp(ia’ to) @] + det[exp(—ial to) T}

Somit ist (2.10) (zumindest) nicht U(1)s-invariant. Dass (2.10) tatséchlich die chirale
Anomalie beschreibt, hat 't Hooft [15] gezeigt.

Die Goldstone-Bosonen der QCD sind die Pionen - Teilchen, die nicht masselos
sind. Diese explizite Brechung der U(Ny)y x SU(Ny)a-Symmetrie wird durch den
Term

Tr[H(® + &1)] (2.13)

beschrieben.

Im Allgemeinen besitzt der Vorfaktor H die Form H = h,t* - dadurch wird der La-
grangian gewissermaflen in die Richtung einer oder mehrerer Komponenten des vier-
dimensionalen ®“-Feldes gekippt® (als dieses Feld wird in dieser Arbeit das o#-Feld
gewéhlt, dessen Komponenten das o-Singulett und das d@p-Triplett sind). Die Auswahl
der Komponente wird durch die Festsetzung des Faktors h, durchgefiihrt.

Nun ist im Modell in dieser Arbeit a = 0,1,2,3 oder H = hot® + hit! + hot? + hst?.
Ist dann hg # 0, so ist die Symmetrie durch den nichtverschwindenden Vakuumerwar-
tungswert (VEV) des o-Teilchens gebrochen ({(¢) # 0); und da wir im Kapitel 2.4 sehen
werden, dass dieses Teilchen einen nichtverschwindenden Vakuumerwartungswert be-
sitzen kann, so setzen wir (wie schon gesagt) hy # 0.

Die restlichen drei Faktoren h 23 beziehen sich auf das dp-Triplett; da das Triplett
auch geladene a- und ag -Teilchen besitzt und fiir diese somit (ag) = 0 gelten muss,
wéhlen wir fiir zu ihnen korrespondierenden Faktoren: hy 3 = 0. Es wiirde sich also fiir
den zu af entsprechenden Parameter i3 # 0 anbieten; in unserem Modell kann man
aber doch h3 = 0 wihlen, da auch dieses Teilchen - wie wir weiter unten sehen werden
- keinen Vakuumerwartungswert besitzt’.

Anmerkung. Die gleiche Moglichkeit einer Symmetriebrechung besteht auch im
Fall einer hoheren Anzahl von Quark-Flavours: man konnte auch weiterhin den Term
Tr[H(® + ®7)] mit H = hat® benutzen und beispielsweise bei dem SU(4)-Modell den
Parameter H = hot" + hgt® + h5t'> nehmen.

6H ist analog zu dem Maasenterm in dem QCD-Lagrangian, da per Definiton ® ~ gq ist.
"Bei (a) # 0 wire die Isospin-Symmetrie des Vakuums verletzt.
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2.2 Vektorielle Mesonen in der Lagrange-Dichte

Nun kommen wir zu den Termen, die die vektoriellen und axialvektoriellen Mesonen
beinhalten. Neben dem Term (2.7) werden die Feldstérketensoren

FIY = 9 Ay, — 0" A — ig[AL

l,r

Al (2.14)

definiert.

Aus (2.8) folgt dann, dass sich die Feldstirketensoren (2.14) auf diese Weise trans-
formieren:

FlY — F}" = U} pF{ UL . (2.15)

Dann ist aber der Term

— T(F)? o+ (R (2.16)

offensichtlich symmetrisch (der Beweis folgt analog zu dem Symmetriebeweis fiir den
kinetischen Term Tr[( D*®)T D*®]).

Fiir die Lagrange-Dichte in dieser Arbeit ist noch der Massenterm der Vektorboso-
nen

2

o T(AF)? + (A2, (2.17)

von Bedeutung [geméf (2.8) bricht er die bislang lokale QCD-Symmetrie zu einer glo-
balen].

Mit (2.2), (2.4), (2.5), (2.6), (2.10), (2.13), (2.16) und (2.17) ergibt sich schlieRlich
die folgende Lagrange-Dichte fiir das in dieser Arbeit zu betrachtende Modell:

L = Tr[(D*®)(D*®)] — 2 Tr(DT D) — ATr(dTd)? — A\ [Tr(dTd))?

TR 4 (FE )4 T Tl + (ALY + Te[H (@ + ®1)

+c(det @ + det ). (2.18)

Nun kénnen wir mit der Berechnung der einzelnen Terme anfangen.
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2.3 Berechnung der Terme in der Lagrange-Dichte £

2.3.1 Der kinetische Term Tr[(D"®)!(D"®)]
Ausgeschrieben lautet dieser Term
Te[(DF®) (D ®)] = Tr{[0"® + ig(PAL — A"D)] 0D + ig(DAL — ALD)]}.
Wir erhalten dann
DF® = (9o + id")t° + (0 a) + i0*m) ) — ig[fi'(o + in)t® + fl'(ad + im? )7
+ak (o +in)t? — (ad + im0 (1P pritP — ai§510))

und
(D"®) = (0,0 — idm)t° + (Duaf — 0,7Vt + ig[fi(o — in)t°
+ fiad — i)+ ab (o — i)t — (ad — iw?)(—ie?P pitP — a5 0)).
Dann ist

Tr[(D"®)!(D"®)] = ;[((‘9“0)2 + (0"n)% + (0"do)? + (9"70)Y]
—g[fi'(c0un —n0uo + 0,7 - dy — 0,y - 7)
+ @ (@ 0un — 700 + 0 0T — 0 d,do) + P+ (Budo X o + 0,7 X 7))
+ 922 {(0® + ) [(FA)? + (@) + (o - ) + (7 @)* + (7 x o)?
+ (0" x ®) 4 (f1)2 (a5 + 7°) + A ffdr - (odo +nR) + AL B - (do X 7)
+2ay - (o X fp, —ndo X py)}
und daraus

1 — — 1 g )
Te[(D"®)! (D' )] = (0" + g7 - @ + nfi) + 510" — g(o St + o - )]’
1 1
+ 510" + g(p" x do +ndi + T + (07 — g(7 x P + o + flido))*

2.3.2 Der Massenterm —p>Tr(®®)

Da die Ankopplung ® der skalaren Mesonen in (2.1) definiert wurde, berechnet sich
—p2Tr(®T®) leicht zu
2

P Te(0T) = T”(a? 4 a4 7). (2.19)
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2.3.3 Der Skalarmesonen-Selbstwechselwirkungsterm —\Tr(®1®)?

Der Term Tr(®'®)? ist proportional zu Tr(®?) und enthilt daher das Produkt von
vier Matrizen aus der Menge, die die SU(2)-Generatoren t',7 = 1,2,3 und das Ein-
heitselement t° enthilt. Bei der Berechnung dieses Terms benutzen wir die folgenden
Gleichungen fiir die Spur (a,b,c =0,1,2,3;4,5, k.1 =1,2,3):

|
Tr(tt’) = —o%

2
Te(£tth) = ieij’f

. 1 ... 1 .., . 1. .
Tr(tittht) = géwékl + gédéﬂc — géz’“éﬂ.

Ausgeschrieben lautet Tr(®T®)2:

1
Tr(®T®)? = (0 4+ n*)2(t9)* + ~ (0 + n?)(ah + in") (af" — ix™) Tr(t™)

i
1 l

+ 4(0 +in)?(a)) — in?) (al — im) Tr(H7t)) + i(cr + in)(a)) — in?)

, 1 ,
x (ab +in') (o —in)Tr(t/t) 4+ = 5 (o + in)(a} — in?)(al) + i7") (al* — in™)Tr(Ht't™)
4107 4+ 0P)(a i) (e — i IR () 4 (ah + i) (ahy + i) (o — in) Tx(P 1)
1 n°)(ay + im’)(ay — im") Tr 7 (a0 +im")(ag + im) (o — in) " Tr

1 , ,
+ ~(a} + in?) (o — in)(af + i7") (af’ — ™) Tr(t/ ™)

e Nl AV

+ = (a) +in?)(ak — i7*)(0? + n?)Te(t7t*) + 5(@6 + 79 (af — i7" (o + in)
1 . ) .
x (ap — im") Tr(t7t*") + 5(@% + 1) (af — i7*) (ah) + i7") (o — in) Tr(t/t*t)
+ (af +in?) (ak — im*) (a4 int) (al' — in™) Te (k).
Mithilfe der obigen Formeln fiir die Spur ergibt sich dann:

-\
—\Tr(70)? = 2 —[o* + (@) +n* + (7)) + 20707 + 2n’d; + 2077
—4(dy - T)? + 60°a: + 6n°7T* + 6aiT + Sondy - 7.
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2.3.4 Der Skalarmesonen-Selbstwechselwirkungsterm —\; [Tr(®'®)]?

Da wir Tr(®'®) in (2.19) schon bestimmt haben, berechnet sich —\;[Tr(®'®)]? klarer-
weilse zu

—A
—\[Tr(®T®))? = 71(02 + 0 4@+ 72

2.3.5 Der Feldstirketensoren-Term —Tr[(£]")? + (F!*)?]

F/} ergibt sich mit (2.7) und (2.14) zu
Y = {(0"w” = 0w + O fl = 0" 0 + (9" p7 — 0" p + 0¥ al? — 0"ay’ )P
—ig(p" — at?)(p"* — at")[, 1]}
und

Fp = {(0"w” — 0w + O f = 0" fIN° + (9"p7 — 0" p + Oay? — 07l )E
—ig(p" +af?)(p"" + a1}

(es gilt bekanntlich [t/ ] = ie/*H).

Da man fiir die Berechnung der angegebenen Spur im Lagrangian die Feldstérke-
tensoren F/;” quadrieren muss und da jeder von diesen Tensoren einen e-Tensor eI
beinhaltet, stoken wir auf das Tensor-Produkt

6jkzlelmn — 5jm5kn . 6]n5km
Daher lautet das Ergebnis

1 1
— 7 Trl(F) + FE)) = = (0" = 0°wh)’ + (0" fY = 9" 1)
+ (0" =0 4 g(p" x P+ at x ay))? + [otay — o'y + g(a) x p¥ + g x ay)]?}.
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2.3.6 Der Vektormesonen-Massenterm " Tr[(A})? + (A%)?]
Mit (2.7) ergibt sich (A!")? zu

(AF)? = (W = fIP2() + (P — @) (P — ")t
und (A#)2 7u

(A2)? = (W + 1) + (o, + ) (0" + al") "

Mit den bekannten Formeln fiir die Spur der SU(2)-Generatoren und des Einheits-
elementes t° ergibt sich dann

ST (A)? + (A0)) = [ + () + () + (@),

2.3.7 Der explizit symmetriebrechende Term Tr[H (P + )]
Mit (2.1) und H = hyt, ergibt sich
O 4 O = 201° + 2dy - t = Tr[H(® + ®1)] = hyo, (2.20)

da die SU(2)-Generatoren keine Spur besitzen.

2.3.8 Der U(1)4-Anomalie-Term c(det® + detd")

Mit der Definition (2.1) ergibt sich
det® = (0 +in)? — (ah + i’
und
detd’ = le[(a —in)? — (a) —in?)Y
Dabher ist

1
c(det® + detd’) = 50(02 —n? —ds+ 7).

Damit sind alle Terme aus der Lagrange-Dichte £ (2.18) berechnet worden.
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2.4 Lagrangedichte £ und spontane Symmetriebre-
chung

Um die Symmetrie spontan zu brechen, miissen wir das Vorzeichen des Massenpara-
meters fiir die skalaren Mesonen éndern; danach wird das Potential (Potentialdichte)
V identifiziert.

Dazu schreiben wir zunéchst die Lagrange-Dichte £ (2.18) unter Benutzung aller im
vorherigen Abschnitt 2.3 hergeleiteten Terme folgendermafien aus:

1 Lo ..
L= 5(8*‘0)2 + g0,0(7 - a +nfl') + 5 (7 a +nfl)’

2

— — g — —,
+ = (0"n)* — gOun(a fl' + @y - @) + E(Uff + dy - ay)?

2
+ 5(0"30)? + gBuito - (7 x o+ midk + FIF) + T (7 x o + i + fIF)

2
o (0MR) — g7 - (R x § + ol + fldo) + %(ﬁ X Pt o+ fl'd)?

— Zlot + (@) + 0t + (7)) + 20707 + 202d5 + 20°7 — 4(dy - T)? + 60°ds + 6172

+ 6dg7* + 8ondy - 7]
A
—iﬁ¥+nW+%+ﬁ%2

O R L O

1 v v 9 — ~ v ~ 9 ~v e —U
=109 = F") = S (OuPy = Do) - (P X P + @ X @)= (P x P+ @ x )

1 Sy v =) g — — = o~ -y 9 5 —v —y
@@ = 0 = L0 — dun,) - (@ x 7 x )@ X X @

2

m . 1 9
+ 5 [@)? + (1) + () + (@)’ + hoo + Selo® —n® — d@g + 7).

Die unterstrichenen Terme bilden die negative® Potentialdichte V - sie beinhalten

8Die Lagrangedichte ist die Differenz der kinetischen Energiedichte 7 und der Potentialdichte V:
L=T-V.
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keinerlei Teilchen mit einem Impuls, also keine Terme mit der Ableitung 0,, «+— —iP,.

Nun miissen wir - um die spontane Symmetriebrechung zu erreichen - einen positi-
ven Vorfaktor (Massenparameter) bei dem Massenterm besitzen, beziehungsweise wir
andern

W
AN
2 2
ab.

Daher lautet die sich aus der Lagrangedichte ergebende Potentialdichte:

2 2 2

g = = g — =) g — —) —

=V =S @@ +nfl) + S0 +do- @)’ + (0 x do+nay + fi7)°

92 MQ
+5(ﬁxw+ad¥+ffao)2+?( SR )

A
—g[aA‘—I—(6%)24—7744—(7?2)2—1—202?72—}—2?72&'3—1—2027?2—4(60-ﬁ)2+60253
+60°7 + 6ds7> + Sondy - )

A 2
= SO+ + 7= (P x @ x @)

ggﬂu W o =2 m? 2\ 2 12 117\ 2 )

—Z( L X pY + Pt X ay) +7[(W) + (1) + (") + (a))]

Wir betrachten nun den Vakuumerwartungswert (VEV) der Potentialdichte V (den
wir ebenfalls mit V' bezeichnen konnen) und berufen uns auf die in den vorherigen
Abschnitten besprochenen Eigenschaften der Mesonen.

Dann ist das o-Teilchen das einzige, das einen Vakuumerwartungswert besitzen kann;
andere Teilchen besitzen keinen VEV, da die Eigenschaften des Vakuums (wie bei-
spielsweise Gesamt-Spin, Isospin, Paritit oder Ladung) ansonsten verletzt wiirden. Die
Teilchen mit nichtverschwindendem Isospin (dy, 7, g, @1) konnen bekanntlich keinen Va-
kuumerwartungswert besitzen, da dies die Vakuum-Isospinsymmetrie verletzen wiirde;
es kommen also auschlieflich Isospin-Singuletts in Betracht (o, n,w, f1). Das pseudos-
kalare n-Teilchen kann nicht beriicksichtigt werden, da es negative Paritit besitzt; die
vektoriellen Mesonen w und f; besitzen Spin 1, und ihr nichtverschwindender Vaku-
umerwartungswert wiirde daher den Vakuum-Spin verletzen. Es bleibt also nur das o
-Teilchen, dessen Paritit (positiv), Gesamtspin (Null), Isospin (Null), Ladungskonju-
gation (Null), sogar die G-Paritéit (positiv) als relevante Quantenzahlen den Quanten-
zahlen des Vakuums entsprechen und das - genau wie das Vakuum - auch keine Ladung
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besitzt.

Dies bedeutet dann, dass wir bei der Berechnung des Minimums von V' ausschlieflich
die Terme beriicksichtigen miissen, die nur die o-Wellenfunktion beinhalten; bezeichnen
wir den Vakuumerwartungswert fiir das o-Feld als ¢, so ergibt sich:

_oV,_0=Y), s A 3
0—8U\a=¢— e \a=¢—/~4¢—2¢ — A\@” + cd + hy,
also
! A 3 2
0:—(§+A1)¢ + (u* + ¢)p + hy. (2.21)

Diese Gleichung lésst sich iiber die Cardano-Formel l6sen:

S\ A 20 27(\ +2X\)?

Lo ho 27Thg(X + 8X\1) — 8(p% + ¢)®
At 2h 270\ + 2A,)? ’

allerdings wird uns die obige Bestimmungsgleichung fiir das Minimum (2.21) - wie wir
noch sehen werden - in der folgenden Berechnung der Lagrangedichte von grofserer Be-
deutung sein.

Jetzt kénnen wir uns die Anregungen um den (konstanten) Vakuumerwartungswert
¢ des Sigma-Teilchens (die wir mit o bezeichnen kénnen) anschauen - im Lagrangian
L wird das o-Feld um seinen Vakuumerwartungswert verschoben:

o— 0+ ¢.

Dann ist

Llo—oss = 5 (00) + 90,0 (7% + uft) + L (7 - +nft)’
b @ (o+ O+ -] + L (o + )i + ot
b3 [0+ (7 X o+t + AP

(7 x " + (0 + ¢)at + fl'ay)?

1 ~ o ~ ~ 2
+ 5 Q'R —g0, 77 x '+ (0 + 9)at + fldn) + T
[0+ ¢)* +n* + ag + 7]

2
1
* 2



38KAPITEL 2. LAGRANGE-DICHTE DES GEEICHTEN LINEAREN SIGMA-MODELLS

)\ —
-3 (0 4+ ¢)* + (@) +n* + (72)? + 2(0 + 0)*n* + 2% + 2(0 + ¢)*7* — 4(d, - 7)?
+6(0 + qb)QcT% + 6072 + 6637?2 +8(o + ¢)ndp - 7

A
— G o+ + o + g+ 7
1 1
—1 (0'w” — 0 wH)? — 1 (0" fy — 0" f1')?

1 v v v et i
— 0" =0 (PP x P+ a x @)’

1
= loray = ovat + g(al x 7+ 7 x @)

m? ~ 1 o
+7[(W“)2+(f{‘)2+(ﬁ”)2+(a’f)2]+§C[(0+¢)2—n2—a3+ﬂ2]+ho(0+¢)-

Die unterstrichenen, nichtdiagonalen Terme
—90,me f{
und
—90,7¢ - iy

werden aus dem Lagrangian durch eine passende Verschiebung der axialvektoriellen
Mesonenfelder von der Form:

it — [+ wdn

@ — @+ wo'

mit der passend definierten Grofe

we 99 _ (2.22)

m? + (g9¢)?
entfernt.”

Der Lagrangian lautet dann

1 — =) —
Lot f1— i yworn at—idtvwonz = L = {00 + g[7 - (@ + w"T)
1 1 1 1 2

9Dadurch wird der Lagrangian in zweiter Ordnung in den Feldern diagonalisiert. Dies ist aber nicht
die einzige Moglichkeit, diese nichtdiagonalen Terme zu entfernen: sie kénnten auch in die Rechnungen
in der hergeleiteten Form - ohne Verschiebung - einbezogen werden (Beispiel: ein chirales O(4)-Modell
in [16]).
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Falfl 4 wd)]Y + S(0n) — g0uml(o + 6)(fL+ wdn) + iy - (@ + wHR)

Q
[N

+ L0+ Q)L+ wdn) + o - (@ + wd )P

1
—%{W%+dﬂx%+ﬂﬂ+wwﬁ+U%Hw%ﬁW

)
=
=l
o
|
Q
tQJ
=

7 x 4+ (0 + o) (@) + wd'T) + do(fi + wd'n)]

+
N — N

o],

+ (0 + @) (@ + wo'R) + (fI' + wd"n)dy)?

+

B
X

Rt

=
)

(0 + ¢)* +n* + a3 + 7]

+
OO\yM‘

[(o+ )" + (@)* + 0" + (7%)° + 2(0 + ¢)*n* + 20°a5 + 2(0 + ¢)°7 — 4(dp - 7)°
(0 + ¢)%a@> + 6n°72 + 6a272 + 8(0 + ¢)ndy - 7]

+
»Jk‘y@

[(U+¢) + 07+ ay + @)

i W) — L0+ wdn) — (1 4wty

NH

_= auw_avfyug,;uxﬁur @ +wor'T) x (@ +wd'7)|}
1

——{8“( + wd’ ) — 0¥ (ay + wo'T) + gl(a@y + wo'T) x p¥ + g x
( @y +wd"7)|}*

2
+ %[(w“f + (' + wd'n)? + (7") + (@ + wd'w)’]

b gello+0) — = &+ 7]+ holo +6). (2.23)

Die im obigen Lagrangian unterstrichenen Terme:

2

(@) — g0 (0 + B+ wdn) + o - @+ wo )] + L [(o + ) (L + wdvn)
+dp - (@ + wd"R))?, (2.24)

1
3 (0"R)* — g0, 7 - [7 x ' + (0 + ¢)(a@ + wo'R) + do(f1' + wd*n)]

(@ x 7"+ (0 + ¢)(@ + wd'R) + (fI* + wd"n)d)? (2.25)
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und

m2

7[(w“)z + (ff 4+ worn)® + (p) + (@ + wd"=)? (2.26)

ermoglichen uns, die unerwiinschten nichtdiagonalen Propagatorterme —gd,n¢f{ und
—g0,7d] zu entfernen. Dies sehen wir, wenn wir die drei Terme zusammenrechnen;
die Summe der ersten zwei ist

1 ~ _ . 2
5 (0" 0)* = gdun(o + @) (ft + wdn) = gOmdo - (@ +wd"7) + T [(o + @) (ft + wd'n)
+ap - (@ + w7

1
+ 5 (0M7)? = g0, - (7 % ) — gOuT - (0 + ¢) (@ + wd'T) — 98,7 - o(ff' + wd*n)

2
2
+ 57X 7 (o + 6) @ + wdR) + (' + wd'n)ao]?
1
= 5 (@) = gOm(e fi' + O + owd'n + gwd'n) — gOmdy - (@ + wd"7)
2
+ L ((0 + 0P+ wdn)? + 20 (0 + 6) s+ wByn) (@ + wD"F)
+ a3 (@ + wo )’
b5 (07) — 90,7 - (7 X ) — 90,7 - (0 + 6} + 0wdH7 + Gud'7)
- g_'Oa;ﬂT (ff + waun)
2
+ L7 x 7+ (0 + 0@ +wd"R) + G+ wdn)” + 20+ 0)(7 x )
(@ +wd"T) + 20 - (T % fu)(fi' +wd*n) + 28 - (0 + )@ + wT)(fi' + wdn)].

Zusammen mit dem dritten Term (2.26) ergibt sich dann

1

(0" 1)’ =g0un(o fi' + 611 + owd"n + pwd'n) — gdnio - (@} + wd"7)
g2

T (f 4 wdrn)? + 206( 1+ worn)? + *(F)? + 207 frwd'n

+
+ ¢*w?(0'n)* + 2dy - (0 + ¢)(f1, + wIn) (@ + wOrT) + ap(al + wotz)?]
+ = (0"R)* — g0, 7 - (R x §')—g0,7 - (odf + @) + cwd'7 + w7

— gy - 0,7 (fi' + wd*n)

(7 x 7)2 + 02(@ + wd"®)? + 200(@" + wo'7)? + (@)’

+ o+
[\

¢ @y, - wI'T + ¢*w?(0"7)? + Go(ff' + wd'n)*
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£ 20+ §)(F X 7) - (@ + wdR) + 2, - (7 x ) (fl + wdn)

+2dy - (0 + ¢) (a1, + w0, ) (ff' + wd*n)]
TP+ (0 + 0@+ (7 + (@) + (@R

+ meMw(‘?“n + mgc_im - wo'T.

Die einfach und doppelt unterstrichenen Terme beinhalten die nichtdiagonalen Pro-
pagatorterme, aber jeder dieser Terme verschwindet. Es ist ndmlich (beachte die Defi-

s — 9% .
nition w = m2+(g¢)2).

—90moft + g°¢* frawd"n + m*w f1,0"n = Ounft' (96 + g°¢*w + m*w)
L —M2gd — PP + ¢P PP + mPgd
m? + (go)

0

und (analog zu oben)

—gp0, 7 - @} + g*P*way, - OMF + mPwdy, - T = 0,7 - @ (—gd + g*d*w + mPw) = 0.

Die drei hervorgehobenen Lagrangian-Termen (2.24), (2.25) und (2.26) ergeben dann
in der Summe

(3~ gow + Sgttut + w0 ) 1 (1~ gow + SgPetut + w0
9o+ wdn) — gBF - (7 X ) — 90,7 - (@ + wd'R)
— gdo - (0,7 f1 + Ounay) — 2gdy - 0,7 wd'n
F L X PP+ (0 + 200+ B)(@ + w0 R + (@) + ()]
+ (ff' + wd"n)* (@5 + 0 + 200) + 2(0 + @) (7 x p,) - (@ + wor7)
+2do - (7 X pl)(f1 +wd'n) + 4dy - (0 + @) (@1, + wI,T) (f{ +wd"n)}

2

@) (A2 + () + (@),

Der Vorfaktor bei (0*7)% und (9#n)?

m?
—w
2

1 1
5~ gow + 592¢2w2 +
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lasst sich vereinfachen (w = #&))2):
1 1 55 9 m? 2
5 gow + 2g o w* + 5 w
1 g9 1 g*¢*
= §_g¢ 2 22+792¢2 2 2 12\2
m? +g2¢? 27 7 (m?+ g%
m2 9282

3 [t
(m? + g26?)? — 26262 (m? + ¢2¢%) + g1t + m2g> P
2(m2 + g2¢?2)?2
mA + 2m2g2¢? + gl — 2m2g2? — 2g46t + gAt + m2gP?
2(m2 + g24?)?
mt - m?g?¢?  mi(m? + ¢2¢%)  m? 1 Cm?w
2(m? + g2¢?)2 - 2(m2 + g24?)? T o m2 T g2¢? =2 g6

Jetzt sind die drei unterstrichenen aus dem Lagrangian (2.23) bekannt und wir kon-

nen den Lagrangian £ folgendermafen ausdriicken [die Summe der drei Terme (2.24),
(2.25) und (2.26) ist einfach unterstrichen):

1
L= (0" +gl7 - (@ +wd"7) +n(ff +wo'n)]}’
m? w
+—— (") + ——
2 g¢( ™) 2 g9
— go0un(fi +wd"n) — gdo - (0,7 fi' + may) — 2gdy - 9,7 wd'n

F L X PP+ (0 + 200+ B)(@ + w0 R + (@) + ()]

2
T2 (0m)? — 90,7 - (7 x ) — god,it - (@ + wd'R)

+ (fI' + wd"n)*(ag + 0 + 20¢) + 2(0 + ¢)(7 x f,,) - (@ + wd"7)
+ 2dy - (T % ) (fi" + wd"n) + 4do - (0 + ¢) (a1, + wI,7)(f1 + wd'n)}
2

L)+ (A + (7 + (@)

1
+5 {0"Gy + g x @y + n(@ + w7 + (fi + wdrn)7]}?

2
+%[(0+¢)2+772+53+7?2]

A
— g0+ 0" +40°0 4+ 60°6% + 40 + (@) + " + ()" + 20 + 6)"” + 207G

+2(0 + ¢)*7* — 4(dp - T)* + 6(0 + ¢)*ag + 6n°7 + 6aT + 8(0 + ¢)ndy - 7

A
—Zl[(a+¢)2+n2+63+7?2]2
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1 1
= (@ — @Y — MY+ w0 ) — O (4w

1
=100 = 07+ glP X P (@ w0 x (@ + wd'7)]}?

1
— 1 {0"(@) + w0 ®) — 0"(@ + wd'T) + gl(@ + wd'F) X + 7
x (@ + wd' 7))}

+;c[(0+¢)2—n2—6§+ﬁz]—i—ho(a—l—(b). (2.27)

Wir kénnen an diesem Lagrangian noch einige Einzelheiten abdndern, um seine
endgiiltige Form zu erhalten: als Erstes bemerken wir, dass die doppelt unterstrichenen
Terme in der Summe diesen Term beinhalten:

o= + MG+ (12 + )6 -+ hol,

der nach der Gleichung fiir den Vakuumerwartungswert ¢ (2.21) verschwindet. Der
lineare Term in o leistet also keinen Beitrag zu der Lagrange-Dichte.
Die restlichen von den erwéhnten doppelt unterstrichenen Termen aus (2.27) addieren
sich zu
1
—y Mo+ 6l 4070+ 60°6 +2(0 + 6)°(n° + @5 + 7°) + (n° + @ + 7))

2
1
+ 5 P+ S @B+ ) 4 e+ 0 — B+ ) + hoo. (2.28)

Nun bedenken wir, dass die konstanten Terme, also Terme, die ausschliefslich aus
Potenzen von ¢ und eventuell anderen Konstanten zusammengesetzt sind [zum Beispiel
diejenigen, die im obigen Ausdruck unterstrichen sind; auch andere sind im Lagrangian
(2.27) vorhanden|, fiir die Lagrangedichte £ entbehrlich sind. Es bleibt also aus (2.28):

1 ; 9 o o |
— M o" + 4070 + 6076 + 2(0 + 0)2 (0 + G + 7) + (0" + g + 7))

2
1
+%%2+ﬁ+ﬁ+%ﬂidﬁ—ﬁ—ﬁ+#) (2.29)

Daher korrigieren wir den Lagrangian im n&chsten Schritt, indem wir alle konstan-
ten Terme, die in der Lagrange-Dichte vorhanden sein kénnten, auslassen und die
korrigierten Terme (2.29), die im Lagrangian (2.27) doppelt unterstrichen waren, be-
riicksichtigen.

me

1
£ = {080 + gl (@ +wdR) + (i + wdn)]P + 5

(047
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m2

+ (b(é’“ ) = 90,7 - (7 x p') — god,7 - (af +wd"T) — godm(fi +wd'n)

— gdy - (0,7 f1 + Oundy) — 2gdy - 0, T wotn

2
+ TAF X 7 + (0 + 200 + @)@} +wd"7) + &*[(@)” + ()]
+ (fI' + w0 n)* (@5 + 0 + 20¢) + 2(0 + ¢)(7 x py,) - (@ + wd*7)

+ 2 - (7 X ) (1 + wd'n) + Adg - (0 + ¢)(d@r, + w, ) (1 + won)}
2

@ () + (7 + (@)

b 5400+ gl X do (@ + wdR) + (fE + wd )]}

—;\[a + (@) +n* + (7 + 40°p + 60°¢% + 2(0 + ¢)*n* + 2n’d; + 2(0 + ¢)*7
—4(d@y - ®)* + 6(0 + ¢)%dg + 6n°7 + 6d;i + 8(0 + d)ndy - 7]

— iAl[a“ +40°¢ 4+ 60°¢° + 2(0 + )’ (n* + d@g + 7) + (0° + d@p + 7))

2
1
+%( 2+n2+a§+ﬁ2)+§c(02—n2—a§+ﬁ2)

1 1
L@ — P L+ wdn) — O  wd)?
AR 0P gl @ wd ) x (4w R

— f{af‘( +wd"7) — 0 (@ + wor'r) + gl(@) + wot'z) x p¥ + P x
x (@ +wo’'T)]}>. (2.30)

Anmerkung. Interessant ist - und das kann man im obigen Lagrangian leicht be-
merken - dass der symmetriebrechende Term Tr[H(® + ®T)] = hgo (2.20) aus dem
Lagrangian (2.18), der nach der Verschiebung ¢ — o + ¢ zu ho(o + ¢) wird, letzt-
endlich keinen Beitrag zu der Lagrangedichte leistet: er ist im obigen Lagrangian nicht
mehr vorhanden; der Term hgo verschwindet nach der Minimumbedingung (2.21) und
der Term hy¢ wird als konstant aus dem Lagrangian ausgelassen.

Da die kinetischen Terme der pseudoskalaren Mesonen %(9*7)? und 3(9"n)? den
unerwiinschten Vorfaktor

9o 2

o W 2 m2+g¢242 m
m — =m =

g9 9o m? + g?¢?

besitzen, miissen wir die Wellenfunktion fiir die 7- und n-Mesonen renormzieren. Dazu

(2.31)
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setzen wir
m2w 1
o =: 7 (2.32)
und definieren
1
NRr ‘= 277;
— 1 —
TR = Zﬂ',
so dass wir fiir die renormierten Wellenfunktionen
I 2 1 Koy 2
(0" nr)" = —5(0"n)% (2.33)
o \2 1 )2
(O*7TR)” = ﬁ(a ) (2.34)

erhalten.

Nun kénnen wir im obigen Lagrangian die Ausdriicke -5 (9"n)? und - (0"7)? durch
die jeweils normierten Wellenfunktionen ersetzen; wenn wir dabei den Index R auslassen
und den Lagrangian umschreiben, ergibt sich die folgende Lagrange-Dzichte:

1
L==(c+gZ7 a+qgwZ>0"7 7+ gZnfl + gwZ?ndtn)?

[\]

R

(ZO'T + gZ " x T — gff'dy — gwZO"ndy — god) — gwZod'7)?

(Z0"n — go ff' — gwZod'n — gat - Gy — gwZ O'7 - Gy)”

;[u +et i+ >¢>2122 i

+
o »—Hw\»—n\wm—n

— St et (M + )¢2]ZH

+3 [0Vdy + gpt* x do + gZ fI'T + qwZ*TOFn + gZndy + gwZ*n O 7)?

1 A

-3 12 +c+ (M + )\)¢2]a0 — 5 l(odo + 7P 7)? + Z2aiw? — Z%(dy - 7))
1

— 2 (n+

A A
1 Ve +a+ 2% + 2272 — (A + ) po (0? + a: + 7%n* + 7°7?)

2
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1 2
= Ny (0 + 2% ) — 5 (9"’ — 0w 4+ " ()2
1
=L [0M = 0 g X g X @+ quZO'R X @+ quZdl x O
+guw?Z*(0"7 ) x (0"7))?

m2

1
+ 7(/5“)2 1 (0" fy — 0" f1')? +

m2_|_g2¢2 e m2+92¢2
Ty U

MG — OVa@ + gi X @ + quZpt x O'F + gdt x ¥ + quwZ(O'F) x )2

(ar)”

1
4
— P Qay, - [P x Z7 — fllay — wZd ")
—GFPwZ g0, 7 [Zp" x T — fldy — wZo'ndy) + g ¢ fu, (@ - do + wZO'R - dp)
+ g*wZ ¢ Oun (@ - do + wZO'T - dp)
+g% o [(fl)* +2wZ fi 0" +w? 2% (0" )]
+g*do (@) +2wZa,, - "7 + w?Z*(0"7)?)
1 g%
2 m? 4 g2¢?
Die kinetischen Terme (9#n)? und (0*7%)? sind tatsichlich kanonisch mormiert:
beispielsweise sind die Stellen im obigen Lagrangian, an denen (0/7)? (jeweils mit

gewissen Vorfaktoren multipliziert) erscheint, einmal unterstrichen; wegen (2.31) und
(2.32) ist

Z2(9,n0"n + 0,7 - O'7). (2.35)

PR
m2 + g2¢? 72
und daher
1 1 g>p? 1 1 1 1
S ZHO'R)? — 5 g 22(0'R) = S Z2(0"7)° — 5 (1 — —5) 2%(0"7)? = < (9'7)%;

genauso fiir die n-Wellenfunktion:
242

2O — 5 20 = S 2O - 5 (1= ) 20" = 5 )

Bemerken wir noch zum Schluss, dass die obige Rechnung zeigt, dass unserer
Lagrange-Dichte bei dem Ubergang von der Form (2.30) zu der Form (2.35) der Term
T Z%(0rm)* + § Z*(0"n)? hinzugefiigt und von ihr abgezogen wurde, um die vollstéin-
digen Quadrate 3 (ZO'T + gZp" x @ — gf{'do — gwZiyd"n — gody — gwZod*w)? und
s(Zomn — go ff' — gwZodtn — gdy - @y — gwZ O'T - Gp)* in der 3. und 4. Zeile von
(2.35) bilden zu kénnen |oder - mit anderen Worten - die Renormierungen (2.33) und
(2.34) hétten fiir die kanonische Normierung der betroffenen Wellenfunktionen schon
ausgereicht.



Kapitel 3

Berechnung von
Feynman-Diagrammen und
Korrelationsfunktionen

3.1 Terme im Lagrangian und die Wechselwirkung

Als Grundlage fiir die weiteren Berechnungen wird uns der Lagrangian dienen, den
wir am Ende des letzten Kapitels hergeleitet haben. Dieser Lagrangian ist ein Wech-
selwirkungslagrangian: aus diesem Lagrangian konnen wir ndmlich diejenigen Terme
extrahieren, die die Wechselwirkungen beschreiben, die fiir uns von Interesse sind. Fiir
diese Diplomarbeit sind die Pionen-Streuungen auf Baumgraphenniveau von Interesse,
und diese sind durch die folgenden Ausdriicke beschrieben, die sich aus unserem Wech-
selwirkungslagrangian ergeben.

4-Pion-Vertizes ergeben sich aus den folgenden Termen in der Lagrange-Dichte:

1 A 1 1
Lojm=— 1 (A + §)Z47?4 + igngZ4 (o' - )2 — 2 FwZ[(0'7) x (0"R))?. (3.1)

Pion-Sigma- Vertizes ergeben sich aus den folgenden Termen in der Lagrange-Dichte:
Lrjg=gwZ?0,0 "7 -7 — (M + ;\) $Z% o7 + g*w? Z* o (0"'7)?
—gqwZ?o(0"7)>. (3.2)
Pion-Rho-Vertizes ergeben sich aus den folgenden Termen in der Lagrange-Dichte:
Loty =972 0,7 (7' % 7) — 5 g0 2 (0ufis — 0u7i) - [(0/7) x (7]
—FwZ? ¢ 0,7 - (" x 7). (3.3)

47
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Dies sind die einzigen Vierer-Vertizes fiir die angegebenen Wechselwirkungen, die
aus dem Lagrangian abgelesen werden konnen; dies bedeutet dann auch, dass es andere
Wechselwirkungen (zumindest laut diesem Modell und wenn man iiber das Baumgra-
phenniveau nicht hinausgeht) nicht gibt - wéren sie vorhanden, wiirde dies bedeuten,
dass die Giiltigkeit unseres Lagrangians £ nicht gegeben ist, beziehungsweise, dass die
bei seiner Herleitung angenommenen Symmetrien so nicht richtig beschrieben werden.!
Die Wechselwirkungsterme sind so zu deuten, dass folgende Fille wihrend der Streu-
ung auftreten:

1.) Reine Pion-Pion-Streuung: (3.1);

2.) Zwei Pionen streuen iiber den Austausch eines Sigma-Mesons: (3.2);

3.) Zwei Pionen streuen iiber den Austausch eines Rho-Mesons: (3.3).

Es ist experimentell nicht zu bestimmen, welcher dieser Prozesse in der jeweiligen Mes-
sung stattgefunden hat. Daher miissen wir die Streuamplituden fiir die drei Teilprozesse
berechnen und sie addieren, um die Streuamplitude fiir den gesamten Prozess zu be-
stimmen.

Nun kénnen wir mit der Berechnung der Korrelationsfunktionen anfangen. Zunéchst
werden die Vertizes mithilfe der bekannten Funktionaldifferenzierungsmethoden be-
stimmt.

3.2 Direkte Pionenwechselwirkung

Wir haben den 4-Pionen-Anteil aus dem Wechselwirkungslagrangian in (3.1) gesehen.
Um daraus die Feynman-Diagramme berechnen zu koénnen, miissen wir die Funktio-
naldifferenzerung nach den Feldern durchfiihren.

Wir werden die Berechnungen stets im Impulsraum durchfiihren, und daher formen
wir den Pionenwechselwirkungsterm unter Benutzung der Relation 0* «—— —iP* fol-
gendermalen um:

Lorjr=— le (A1 + ;\ 7472+ ;g2w2Z4 (0,7 - 7)° — ig2w424 [(0"7) x (0"7)]?
_ i (M + ;)24(7?2)2 + ;gzw2Z4(—i)2(ﬁ . P,R)(7 - P'7)
- P TR R~ (') - (@)

Inwieweit sie gelten, wurde in Kapitel 1 besprochen.
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1 A . 1 o NN S
i) (A1 + §)Z4(7r2)2 + 3 g2w2Z4(—z)2(7r - P,7)(7 - P*TT)

— L P (PR (PR - (P'R) - (PUR)P), (3.4)

Jetzt filhren wir die Funktionaldifferenzierung durch; es empfiehlt sich dazu, den

Ausdruck (3.4) in drei Teile aufzuspalten (£ ,/x = L/z1 + Lrjx2 + Lr/x3), da die
Funktionaldifferenzierung dadurch viel iibersichtlicher wird.

3.2.1 Funktionaldifferenzierung des Anteils ohne Pionen-Impulse

Wir setzen Lqr1 (P, Po, Ps, Py) = —1 (A + 3)Z4 wo(Py)m(Po)me(P3)ma(Py); dann
folgt:

54
Te(Q1)07m 5 (Q2)0my (Q3)dmH(Q4)
A 54

- 4<A1+ L =y onF = o =y o T o / gd P, mo(Py) ()

X 7TC(P3) (P4) 5ab60d
1 A 5
= 1N )2 057, (@2)0m () (O]

5 ab 5cd

/Hd4P Loafnr (Pr, Py, Py, Py)

/Hd Py a(P) wa( Py)

X 7TC(P3) WC(P4)
A &
— ()\1 + )Z 0T (Q1)0m(Q2)0my(Q

+ / d*PLd* Py d* Py 6,4, 7o (Py) o(Py) 7o (Ps) + / d*Py d*Pyd* Py 6, m,(P))

[ / A Py d Py d* Py 0 a(PL) 7o Py) o P)

X To(Py) 7o P3) + / AP, APy d'Py 6. 10 (P1) a( Po) To( Py)]

41 A\ 0’
LN ) Q0 (@) (@)

1( 9 /d4P1d4P2d4P35ah7Ta<P1>

X 7TC(P2) 7TC(P3)
A 52

=~ G @)

. / d'Py d' Py 8uy0u, o(P) To(Py) + 2 / 4P, d*P,

X 5ah50g 7Ta(]Dl) 7TC<P2)]
A
= —2(\ + 5)Z4 57 (1)

+ /d4P1 5ah5cf6cg 7Ta<P1)]

[ / A" P8 ugdundos 7o (P1) + / d'P, 6, 10un0ey To( P1)
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A
= _2()\1 + 5)24 (6ag6ahéce5cf + 5af5ah6ce50g + 5a65ah50f60g)-

Also ist

4
5ab6cd d
07 (Q1)0m(Q2)0my(Q3) 71 (Qa
A
= -2 ()\1 + §)Z4 (5ef(59h + 5695fh + 5eh5fg)- (35)

4
) /Hd4P7;£7r/7T,1(P17P2,P37P4)
=1

Dieses Ergebnis ist fiir weitere Berechnungen von Bedeutung; interessant ist, dass
wir fiir diese Streuung fiir den Fall eines Isospinsingulett-Feldes (e = f = g = h)
nach der Funktionaldifferenzierung den Faktor —2 (A1 +3)Z*-3 =4!- [-1 (A + 3) 2%
erhalten hiatten. Der Faktor 4! ist typisch fiir die Streuung der Isospin-Singuletts in der
¢*-Theorie (diese ist zum Beispiel auf das Sigma-Teilchen anwendbar) - in der Vertex-
Herleitung in diesem Kapitel haben wir stets nur die Komponenten des 7-Tripletts be-
nutzt, weswegen der sich daraus ergebende Vorfaktor 4! nicht tiberrascht. Der Vorfaktor
kann auch durch die in unterschiedlichen Lehrbiichern beschriebenen geometrischen
Uberlegungen hergeleitet werden: sind in einem Streuprozess vier Wechselwirkungs-
kanéle vorhanden, so kann einer dieser Kanéile in einem Prddiagramm mit irgendeiner
der vier Teilchenquellen verbunden werden; bei dem néchsten Kanal ist die Anzahl der
Quellen schon auf drei verringert; dann auf zwei und schlieflich nur eine - insgesamt
also 4! Moglichkeiten.

Abbildung 3.1: Pridiagramm und Feynman-Diagramm in der ¢*-Theorie

Wir kommen nun zu dem Anteil mit zwei Pionen-Impulsen aus (3.4).
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3.2.2 Funktionaldifferenzierung des Anteils mit zwei Pionen-
Impulsen

Wir setzen L /r 2 (Pr, Pa, Ps, Py) = %w2Z4(—z’)2 Py - Py7y(Py)my(Po)me(P3)ma(Py).
Bei der Funktionaldifferenzierung ist

ome(P)
oy (Q)

zu beachten und dann ergibt sich?:

= 5ef 5(4) (P - Q)

54 ,
ot 5 @ @@y | L€ (PP

_ i L2 o d'P, Py, (P
R R o N T RN AT A H s7a(P2)

X 7Tb(P2) WC(PP,) 7Td(P4)
— _92w2z4 > /Hd4PP Py o(Py) a(P)

57T€<Q1)57Tf(Q2>57T9(Q3)57Th Q4 PoReRet el
X e (Ps) mo(Py)
92 2 74 5 4 4

= 2 U TR TP P Qun(POm(Pm(P)

n / d*PLd* Py d* Py Py - Pyta(P)ma(Ps)mn(Ps)]
52
0me(Q1)0ms(Q2)
+ / d*P d*Py Py - Qu 7y (P)mn(Py) + / d*PLd*Py Py - Qu (P ma(Ps) b,

= —gw?Z [/d4P1 d'Py Qs - Qumy(Pr) 7 (P)

+ / d*PLd*Py Py - Q3 my(P)mn(Py) + / d'Pyd'Py Py - Pymy(Pr)mn(P2)

+ /d4P1 d4P2 Py - Q374 (P1)ma(Pa) dg]

m /d Png Q47Th(P1 5fg+/d PlQB Q47Tg<Pl)5fh

+ /d4P1Q2'Q47Th(P1 5fg+/d P1P1'Q47Tg(P1 5fh+/d PlQQ'Q47rf(P1>59h

+/d4P1 P1'Q47Tf(P1)5gh+/d4P1 P 'Q37Th(P1)5fg+/d4P1 Q2 Qsmy(Pr) dgn

= —g w2z4

2An dieser Stelle kann die Frage zu der Impulserhaltung gestellt werden - der Viererimpuls ist
selbstverstiindlich durch eine globale §-Distribution erhalten [6*(Py + Py + Ps + Py)|; dies kommt aber
erst spéter bei der Streuamplitudenberechnung zur Geltung.
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+ /d4P1 Py Qomp(Pr)dgg + /d4P1 Py - Qo mg(Py) 6pn + /d4P1 Q2 - Qs m(Pr) dgn
+ [d'Pi P Qymy(Py) b
= —g*wZ* (Qs - Qubenbpg + Qs - QuSegOsn + Qo - QuIendrg + Q1 - Qadeglyn
+ Q2 QulcfOgh + Q1+ Qudefdgn + Q1 Q30eh05g + Q2+ Q30c40sn
+ Q1 Q20en0fg + Q1 - Q20eg07n + Q2 - Q3 0crdgn + Q1 - Q3 6efdgn)
= W Z" [0es0gn (Qu- Qs+ Q1 Qi+ Qa- Q3 + Q2 - Qu)
+0eg0pn (Q1- Q2+ Q1 - Qi+ Q2 - Q3+ Q3 - Qy)
+ 0endpg (Q1- Q2+ Q1 Q3+ Qa2 Qu + Q3 - Qu)].

Dann ist
54 4 .
P, PP, P; P

= —2¢°wZ" [8ep0gn (Q1- Q3 + Q1 - Qu) + 6egbsn (Q1 - Q2 + Q1 - Q)
+0endrg (Q1 - Q2 + Q1 - Q3)]. (3.6)

5ab50d

3.2.3 Funktionaldifferenzierung des Anteils mit vier Pionen-
Impulsen

Gemifs (3.4) und analog zu dem Verfahren in den letzten beiden Unterkapiteln setzen

WiI' £7r/7r,3 (Pl, PQ, P3, P4) = — %g2w4Z4P1‘LL7Ta(P1“)PQH’TFQ<P5L)P3VTQ,(Pgl,)PZ?Tb(PZ> +

L P Z* Py ymo(P1y) Payma(Pay) Pimy(PS) Py my(Py) und fithren die Funktionaldifferen-

zierung fiir jeden der zwei Teile von L )~ 3 (P, P2, P3, P;) durch.

Teil 1. Wir erhalten:
4
o 1g2w4z4 0 3
4 0me(Qra) 0§ (Q3) 67y (Qs33) dmn(Qy)
X [P AP 0Py 4Py PryalPy) PETG(PY) Poo(Pas) PLmo(PY)
L 5 44 &
= ——gwz -4 -
4 57Te(@1a) 57Tf(@2) 5”9(@35
X P2“7Ta(P2“) P3ﬂ7Th(P3B) Qf]

1 / d* Py, d*P d* Py Py yma(PL)
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62
57T€(Q1 a) 57Tf(Q2 )
+2 [ d4PMd4PwPf7rg<P3>@3wmew)@fl

m /d P17P177Tf(P17) QQ Q35Q4 gh
—|—/d4P17 P/ 7Tg(P1 )Q3 Q25Q4 Ofn

+ / d4P17 P 77Th<P1’y)QZ QgQB»B 5fg]

= 202w 2" (Q10Q5 0uf Q35Q% 5gn + Q1aQF by Q25Qs 071
+ Q10Q5 80n Q5Q3564,)
= 20" Z* (6crdgn Q1aQ3 Q35Q) + 0egbn Q1aQS Q25Q4 + dendry Q1aQS Q25Q3).
(3.7)

= —g'z! [ d*PLid Py PLuma(Pr) PEma(PY) QasQf O

— 252wzt

Tezl 2. Es ist:
1 4
—ggw4Z4 0 ;
4 57Te(Q1 a) 57Tf(Q2ﬁ) (57T9(Q§‘) 57Th(Q4)
X / d* Py, d* Py, d*PY d* P} Py ymo(P1y) Payma(Pay) Pimy(PY) PYmy(Py)

1 2 4r74 53
= —qgw/ -4
19 0me(Qra) 0mp(Q2p) 0y (QF)

X Py gmo(P2p) Ps'ma(P) Q4
52
0me(Q1a) 074(Q2)
+ [ AP APy PPy Q5 P(PY) Qua

+/d4plad4p2'yplo¢ﬂ-a(Pla) PZ’yﬂ-a(PQW) Qg A/(Sgh]

= g2w424m /d Piy Qs Qap PImn(PY) QF 654

+/d Piy Q35 Prymy(Pry) Q5 Q1 04
+/d4P17Q27Q§ P (P]) Qap b
+/d4P17 Py mg(Pry) Q5 Q3 Qap S
+ / d"Piy Qo Promy(Piy) Q5 Q) Ogn

—|—/d4P17 P1,Y7Tf(P1fy> QQ,@ Q;: Qf 59}1]

/d4P1ud P25d4p3 Plluﬂ'a(Pl,u)

— 92w4Z4

/d4P1ad4P2w Q3'ypla7rg(P1a) P2 ﬂ-h(PQ)Q4
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= G Z" (6o Q1aQS 01y Q25Q + ey Q1aQf 551 Q25Q5
+ 0o, Q10Q5 079 Qs 5Q1 + 809 Q10 QS S71 Qs 5Q
+0er Q1aQF 60 Q25Q5 + ber Q1aQS 5gn Q25Q1)
= G Z" [0es0g (Q1aQ5 Q25Q4 + Q1aQF Q25Q5)
+ 006011 (Q10Q5 Q35Q0 + Q1aQF Q25Q5)
+ 0010 (Q1aQ5 Q35Q4 + Q1aQ5 Q25Q0)]. (3.8)

Fiir diesen Beitrag zu dem Vertex erhalten wir aus der Summe von (3.7) und (3.8):

W Z [0e0gn (Q10QF QapQf + Q1aQS Q2505 — 2Q1 Q5 Qs5Q7)
0000 (Q1aQS Qs5Qf + Q1aQ Q25Q5 —2Q1.Q5 Qa5Q7)
+0en019 (Q1aQS Q35Q + Q1aQ5 Q25Q7 —2Q1aQ5 Q25Q5).  (3.9)

Insgesamt haben wir mit (3.5), (3.6) und (3.9) fiir den 4-Pion- Vertex [L . aus
(3.4): L ajm = =2 (M+3)Z472)2 43 g*w? Z4(—i) (7 P,7) (- PF)— L ?w* Z4{ (PHR)? (PV7)2—
[(Pr7) - (Pr7)]*}]:
A

-2 (/\1 + 5)24 (5ef59h + 5eg(sfh + 5eh5fg)

—26°W? Z [8ep0gn (Q1+ Q3 + Q1 » Qu) + egbpn (Q1 - Q2 + Q1 - Q)
+0en07g (Q1 - Q2+ Q1 - Q3)]

+ P 2 [0esOgn (Q10Q5 Q25Q4 + Q1aQF Q25Q4 — 2Q1aQ5 Q35Q7)
+ 000 5n (Q1aQ5 Q35Q) + Q1aQ% Q25Q5 — 2 Q1,05 Q25Q7)
+6endr (Q1aQS Q35Q4 + Q14Q5 Q25Q4 —2Q1.Q5 Q25Q3)]

= —0ef0gn [2(M + ;\)24 +2¢°w*Z* (Q1 - Q3+ Q1 - Q)
— W' 2" (Q1aQ5 Q25Q) + Q1.QF Q25Q8 — 2Q1aQ5 Q35Q))]
g2 (0 5)Z 2P0 Q- Qo+ Qu Q)
— W' 2" (Q1aQ5 Q35Q) + Q1.QF Q25Q8 — 2Q1aQ5 Q25Q))]
Sy [2 0w+ D)2+ 2702 Q- Qe+ Q1 Q)
—g"w' Z* (Q1aQ5 Q35Q4 + Q1aQ5 Q25Q —2Q1aQ5 Q25Q5)].  (3.10)
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3.3 Pion-Sigma-Vertex

Hier behandeln wir den Anteil (3.2) aus dem Wechselwirkungslagrangian. In diesem
Ausdruck bemerken wir den Term der Form gwZ? 8,0 O*7 - 7; nach der Transformation
in den Impulsraum entstiinden Terme von der Form P, - P,, aber fiir die Funktionaldif-
ferenzierung ist es empfehlenswerter, die partielle Ableitung von der o-Wellenfunktion
mithilfe der partiellen Integration zu entfernen; dadurch entsteht unter anderem ein
Term der Form O7 «+— —m?2 7%, was die Funktionaldifferenzierung beschleunigt?:

0,0 "7 7 = 0,(c "% - 7) — 0 O 7 -7 — 00,7 - O'F

= —o(O7 -7+ 0,7 0"T).
Dann ist
Lo =gwZ?0,00"7 -7 — (M + ;\) 0 2% ot + g*w? Z? o (0'7)* — gwZ? o (0 7)?
= —gwZ’c (07 -7+ 0,7 - O'%) — (M + ;\) o 227 + gwZ? (gpw — 1) o(0"7)?
= —gwZ’c O7-7— (92% — FowZ? + gZ*) wo (0"7)* — (A + ;\) oo 772

Unter Benutzung von (2.22) und (2.32) ergibt sich fiir den Vorfaktor (¢2%—g*¢wZ?)
von wo (O'7)%:

2
92% — gwZ’¢ = gZ* (1 — gow) = 51;1 (1 - gow)
_ 9o mP+ g% (1-go—90
m2 g¢ m2 +g2¢2
m2 +92¢2 m2
m2 m2 +92¢2
=g (3.11)

und daher vereinfacht sich £ -/, zu
2 - 2 —\2 A 222
Lrjeg=—gwZcOT-7—g(l+2Z%) wo (0"7) —()\1+§)¢JZ7T. (3.12)

Es empfiehlt sich wieder, den Lagrangiananteil £ /., der drei Terme beinhaltet, ab-
zuspalten (in, sagen wir, £ /5.1, £ z/0,2 und £ /5 3) und die Anteile separat funktional
zu differenzieren.

3Hier wird die Tatsache benutzt, dass in dieser Arbeit auf dem Baumgraphenniveau gerechnet wird
- wiirde man Schleifendiagramme betrachten, wire das Pion nicht auf der Massenschale.
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3.3.1 Funktionaldifferenzierung des Anteils mit dem
D’Alembert-Operator

Wir starten mit £ /51 1= — gwZ? o O7 -7, wie bei der Pion-Pion-Streuung fithren wir

die Funktionaldifferenzierung im Impulsraum und ersetzen beim Ubergang von dem

Orts- in den Impulsraum den D’Alembert-Operator durch das negative Pionenmassen-
quadrat (—m?2):

Lﬂ'/o,l(PhPQani) = ngmer U(P1)7Ta(P2) Wb(P?))-

Die Funktionaldifferenzierung bringt dann unter der Beachtung von g”e = Ocf §W(P—

Q); 325 = sW(P - Q):

53
O S 10n) 57 Q) 577 ( Q) /Hd””/‘”(P“P?’PS)

53
60 (Q1) 07 (Q2) 57Tf(Q3)
53
(Q1)57Te(Q2)577f (Q3)
/d Py o(Py)aebaf = 2m?2 gquwZ* 0gelarf-

/Hd Py o(Py) ma(Py) 75(Py) 8

= m2 gw22

= mguz? /d Py d" Py d* Py o (Py) wa( Po) wa( Ps)

= 2m2gwZ?
n 5a<c21>

Also

53
5 dP'Cﬂ'U PaPaP —2m U}Z256 3.13
00 (Q1) 07 (Q2) 0 (Qs3) /H jo.1 (Pr, Poy By) g ro (3.13)

3.3.2 Funktionaldifferenzierung des Anteils mit den partiellen
Ableitungen

Wie im letzten Unterkapitel setzen wir £/, 2 := —g (1+ Z*) wo 9,7 - 9", beziehungs-
weise

Lrioo(Pr,Po,P)=g(1+Z)wa(P) Py Pymy(Ps) my(P3).
Dann erhalten wir ebenfalls analog
53

5 (Ql) (577'@(@2)577-]‘ QS /Hd P£7r/02<P1,P27P3)
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63

RRARERL 00 (Q1) 07e(Q2) 075 (Qs3) /Hd4P o(P1) Py - Pyma(Po) m(P5) Oa
63

= g(l + Z2) (Ql)(gﬂ-e(Q2> 57Tf Q3 /Hd Pio Pl) Py P 7Ta(P2> 7Ta(P3)

2
— 2g(1+Z2) (Ql)(sd’]re Qg /d4P1dP20(P1)P2 Qgﬂ'a(P2>5af
= 2g (1+Z2)w )QQ'Q3§a65af.
Also
53

(Q1)57T (QQ)(Sﬂ-f Q3 /Hd4p ﬁw/GQ(Pl,PQ,Pg)—ng( + 72 )Q2Q3 of - (3 14)

3.3.3 Funktionaldifferenzierung des Anteils ohne die partiellen
Ableitungen

Wir setzen nun £ /5.3 = — (A1 + 3) ¢o Z*7? - im Impulsraum:

£w/a,3<P1>P2;P3) ()\1 + )Z ¢ <P1)7a<P2)7Tb(P3)-

Dann berechnet man rasch

53
0 5 (Qr) (@) 6 (Qa) /Hd”“/”(P“PQ’PB)
= —(\ +é)z2¢ & /HdPaP)w(P)w(P)(S
1 9 (Ql) 67‘[‘6(@2)(57{'}0 Qg 1 a\l?2 b\43) Yab
A

= 2\ + 5)22 ® 6uaelaf-

Also

K \
et 60 (Q1) 6m(Q2) 974 (Q3) /Hdpﬁw/m(Pl,Pz,Pa) 2(A1+§)Z2¢6ef. (3.15)
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Insgesamt haben wir also unter Benutzung von (3.13) - (3.15) fiir den Pion-
Sigma-Vertex (L ./, aus (3.12): L/, = —gwZ?c O7 -7 — g (1 + Z*) wo (9"7)* —
(M + 3) o Z%72):

5 3
" (@) 67.(Qa) 67 1(Qs) /gd PiL o (Pi, P2, Fy)
= [Qmi9w22+2gw<1+22>@2-Q3—2(A1+;)Z%ﬂ Sp (3.16)

3.4 Pion-Rho-Vertex

Nun beschéftigen wir uns mit dem Pion-Rho-Vertex; dazu betrachten wir den Anteil
(3.3) aus dem Wechselwirkungslagrangian.

L L1 . . L v
Lojp =92 07 (P X T) = 5 902" Oy = ) - [(0"7) x (97)
—gwZ? ¢ 0,7 (P x ®)
= 92207 (7' x T) — gu* 2 0, [(0'F) x (9VR)] — PwZ? $ 0,7 - (7" % 7)
= (92~ G0 Z29) O, - (7" X 7) = g’ Z* i, - [(9"7) x (9"7)].

Den Vorfaktor von 0,7 - (p* x 7) haben wir in (3.11) schon berechnet und daher ist

Loy =—guZ%0,p, - [(0"F) x (0"F)| + 90,7 - (7" X ) = L njp1 + Lorsp.a-

3.4.1 Funktionaldifferenzierung des Anteils mit der partiellen
Ableitung bei dem p-Meson

Wir setzen L ./, 1 = —gw*Z%0,p, - [(0"T) x (0"7)], d.h. im Impulsraum
Lojpr (P, Py, PY) = —igw?Z? Prupy(Piy) P2M7Tb(P2“) Pyme(Py) e,

Bei der Funktionaldifferenzierung konstruieren wir wie bisher den Differentialoperator
so, dass er formal die gleiche Struktur wie der Lagrangiananteil £/, 1 besitzt. Dabei
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wird beachtet, dass die 4-Vektoren-Kontraktion nur iiber die 4-Indizes der 4-Impulse
und der Wellenfunktionen (und nicht ihrer Argumente) durchgefiihrt wird (die 4-Indizes
der Argumente sollen nur zur Klirung dazu dienen, welcher Impuls dem jeweiligen
Teilchen zugeordnet wird).

Es gilt :

(57Ta(P1a)
o (Q2)

(analog fiir das p-Meson).

= 6y 6 (Pra — Qap).

Die Funktionaldifferenzierung ergibt dann

& /
d*Py  d*Pyd*PY L xp1 (P, Py, PY)
5pL(Q1 ) 6m(Q5) 77 (Q3) g ot
53
= —igw2Z2 /d4P1Nd4PMd4PV PlupV(Plli)

3pL(Q1 ) 0m(Q3) 07/ (Q3)
x PYmt(PY) Pymt(PY) e
52
2
6pa(Q15) ome QB
+ [ AP Py P (P PER(PE) Q5 67 e
52
0p4(Q15) 0m(Q3)
+f d‘*Pmd‘*P“ PLup(Pr) P (PE) Q5 e

— —igu®Z / d' Py od PY Prop?(Pro) 6% Q2 PYnc(PY) e

= —igw’Z’ /d4P1ad4P” Prapy,(Pra) Q5 Pyme(Py) e/

= 2 U P PR G0

+/d4P15P1ﬂ Pa(Prg) QhQ5 ]

= —igu?Z%(Q15Q5Q5 ¢¥° + Q1 5Q5Q5 €
= —@gw2Z2 e (Q16Q3Q2 _Q16Q2Q3)- (3-17)

Das Rho-Meson ist ein Interimsteilchen in dieser Form der Pion-Pion-Streuung; an dem
Vertex, an dem es entsteht, gilt die Vierer-Impuls-Erhaltung in der Form Q1+Q2+Q3 =
0 (siehe Kapitel 3.5.1 und Bild 3.2). Nun formt sich der obige Ausdruck wie folgt um:

63
0p%(Q1p) 67(Q3) o/ (QF)

/d4P1”d4PMd4PV£7r/p 1 (Pl,tuPQ 7PV)
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= iguw?Z% e [(Qy + Qg),gQéfQS — (Q2 + Q3)ﬁQ§Q§]
= igw?Z? ¥ (Q25Q5Q% + Q35Q5Q% — Q25Q5Q% — Q35Q5Q%)
= iguw?Z? " [m2(Q5 — QF) + Q25Q5(Q5 — Q3)]
und also
53
5p%(Q1 ) 0m(Q5) o7 (QF)
= igw?Z* ¥ (m? + Q5Qs5)(Q5 — Q3).

/d4P1Hd4PMd4PV£7r/p 1 (Pl,u7P2 7PV)

Abbildung 3.2: Pion-Rho-Vertex

3.4.2 Funktionaldifferenzierung des Anteils ohne die partielle
Ableitung bei dem p-Meson

Wir starten mit £/, 2 = g 0,7 - (p" x 7); im Impulsraum ergibt sich dann
Lrjpor (Pl Py PS) = —igP{ o (P{)p) (Py )m(F5) €.

Wir kénnen in diesem Unterkapitel auf die gleiche Weise wie im letzten Unterkapitel
vorgehen; aus Konventionsgriinden ordnen wir auch dieses Mal dem p-Meson den Im-
puls @ und den Isospinindex d (und den Pionen jeweils die Impulse ()2 und Q3 sowie
die Isospinindizes e und f). Dann ergibt sich:

(53
0me(Q3) 0pL(QY) o7/ (QF)

/ d*Pld* Py d*P§ £ )0 (PY, PY, PE)
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53
= —i d*P{ d* Py d*P§ Pl n(Pl) ph,(Py)m( Py ) e
géﬂe(Qg)(Spg{(Qﬂ)dﬂf Q) / 1 2 s Pf o ( 1)Pu( 5 )7 (Py)
52 /
_ d4pu d4P£ 5an P ( ) c(Pi) cabe
57T€(Q2) 6pd( Qﬁ . ’
+ / A4 PP d*PY PP o (Pl (PY) 6T ]
52 /
— d4PV d4P§Q p ( ) c(Pf) Efbc
5776(@2)5,0& Qﬁ . ’
+ / d' P d' Py P{ 7" (P{) ) (Py) €]
= —io gl AP QR P e+ [atpr PRy ]
_ —’Lg( « fde Qg eedf)'
Also:
53
d'Pl'd'Py d*P; L . !, Py, Py) = —ige*(Q3 — Q5).
57 (Q9) 5PQ(Q1) 57/ (QY) / /0.2 (P, Py 3) ge?(Q3 — Q3)
Insgesamt fiir den Pion-Rho- Vertex:
igw® Z® ¢ (m7 + Q3Qsp)(Q5 — QF) — ige*(Q5 — Q3)
= —ige*[Q5 — QF — wZ® (] + Q4 Qss) (Q5 — Q5)]
= —ige* [ —w?Z® (m? + Q5Q35))(Q5 — Q3). (3.18)

Nun konnen wir uns der Berechnung von Feynman-Diagrammen, beziehungsweise

der Berechnung der Streuamplitude fiir diesen Prozess widmen; wir werden dabei wie-

der zwischen der direkten Pion-Pion-Streuung und der Pion-Pion-Streuung mit dem

Sigma-, oder Rho-Meson als Austauschteilchen unterscheiden.
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3.5 Berechnung der Streuamplitude M fiir die Pion-
Pion-Wechselwirkung

In diesem Abschnitt wird die Streuamplitude M fiir den Gesamtprozess der Pionen-
streuung als Summe der Amplituden fiir die drei Teilprozesse (Mz/x, Mzjo, Mz/p )
bestimmt.

Es werden die Ergebnisse der Abschnitte 3.2, 3.3 und 3.4 ausschlaggebend sein.
Um sie weiter bearbeiten zu konnen, beschiftigen wir uns zunéchst einfithrend mit den
Mandelstam-Variablen.

3.5.1 Mandelstam-Variablen

Es seien zwei Eingangsteilchen mit den Impulsen P, P> und zwei Ausgangsteilchen
mit den Impulsen Ps, Py gegeben. Wir wdihlen die Konvention so, dass alle Impulse als
einlaufend gezihlt werden [siehe Abbildung (3.3)]. Dann gilt die Erhaltung des Vierer-
Impulses in der Form P, + P, + P; + P, = 0 und in diesem Fall definiert man die
folgenden Mandelstam- Variablen:

s= (P + P)*=(P3+ P)* (3.19)
t= (P + P5)* = (P, + Py)? (3.20)
u= (P + P)* = (P, + P)* (3.21)

In dieser Konvention werden die Impulse also an jedem Vertex summiert (Impuls-
ibertrag am Vertex) und anschliefend quadriert; die Art der Mandelstam-Variable
wird dadurch bestimmt, welche Impulse in den Vertex hineinlaufen.

Der Grund, die Mandelstam-Variablen zu definieren, ist, dass sie Lorentz-Skalare
sind, also Gréfen, die in allen Bezugssystemen invariant bleiben. Aufterdem kann mit
ihrer Hilfe die Anzahl der Freiheitsgrade vermindert werden, die fiir die vollstandi-
ge Beschreibung des gegebenen Streuprozesses notwendig sind. Die vier 4-Impulse
Py, Py, P35, P, werden namlich insgesamt 16 Freiheitsgrade besitzen; durch die Benut-
zung des Energieerhaltungssatzes wird die Anzahl der Freiheitsgrade sofort auf 12 re-
duziert.

Fiir die weitere Reduzierung dieser Anzahl benutzen wir die Lorentz-Produkte der ge-
gebenen Impulse. Da fiir jeden dieser Impulse die Relation P; - P, = p3, — p? = m? gilt
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(i =1,2,3,4), wird die Anzahl der Freiheitsgrade auf 8 reduziert. Allerdings miissen
wir nicht zwangslaufig die Produkte der Form P;- P; betrachten - moglich sind natiirlich
auch diejenigen mit der Form P;- Pj; fiir den Fall ¢ < j gibt es sechs Moglichkeiten, diese
Skalarprodukte zu bilden. Sie sind offenbar Lorentz-Skalare, also speziellrelativistisch
invariant, und reduzieren die Anzahl der Freiheitsgrade auf 2.

Die Gleichungen (3.19), (3.20) und (3.21) beschreiben dann tatséchlich zwei Freiheits-
grade, da die Mandelstam-Variablen voneinander abhéngen:

4
s+t+u=>Y m?=const (3.22)
i=1

Beweis. Dazu benutzen wir die Gleichungen (3.19) - (3.21), um s +t + u zu be-
rechnen:

s+t+u=2P+2P; +2P; +2P, - P, + 2P, - P3 + 2P, - P; (3.23)
s+t+u= PP+ P;+ P;+3P]+2P -Py+2P,-Py+2P;- P, (3.24)

Nun ist laut Energieerhaltung

0= (Pi+ P+ P+ P)? =P+ P+ P{+ P/ +2P - P,
+ 2P - P34+ 2P - Py + 2P, - P +2P,- Py + 2P - Py.

Identifiziert man die letzte Gleichung in der Summe der Gleichungen (3.23) und (3.24),
erhalt man:

4

2(s+t+u) =2mi+2m3 +2m; +2m] < s+t+u=>» m;.

i=1
Also sind die Mandelstam-Variablen untereinander abhingig, und der besagte Streu-
prozess lasst sich durch zwei unabhingige Variablen beschreiben.
In Verbindung mit den Variablen s,f und w spricht man oft von den dazugehéri-
gen Kandlen (s,t,u), da man diese Kanile durch die Benutzung von Mandelstam-
Variablen graphisch darstellen kann. Dies ist auch ein Grund, die Mandelstam-Variablen
zu benutzen; wie man sie in eine konkrete Berechnung einbezieht, wird jetzt in der Be-
arbeitung der Pion-Pion-Streuung gezeigt.
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s-Eangl - Eanal u-Kanal

Abbildung 3.3: Feynman-Diagramme im Impulsraum

3.5.2 Direkte Pion-Pion-Streuung

Das zu diesem Wechselwirkungsprozess gehorende Feynman-Diagramm ist in der Ab-
bildung 3.4 dargestellt.

Abbildung 3.4: Pion-Pion-Streuung

Das Diagramm besitzt nur den Vertex, und den Vertex haben wir in (3.10) berechnet.
Die Anordnung von Isospin-Indizes e, f, g, h in (3.10) ldsst vermuten, dass die drei Ter-
me in diesem Ausdruck mit den drei Wechselwirkungskanilen (s, ¢, ) in Verbindung
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stehen, die wir im Unterkapitel zu den Mandelstam-Variablen definiert haben. Dies ist
in der Tat so, denn mithilfe der Definitionen (3.19) - (3.21) ergibt sich

5= Q1 +2Q1 Qo+ Q5 =2m; +2Q1- Qo =2m +2Q3 - Qu
4
Q- Qe=Q3 Q=735 —m. (3.25)
Analog ist
t
t:Q%+2Q1'Q3+Q§:2mi+2Q1'Q3=>Q1'Q3:Q2'Q4=§—m3r (3.26)
und
u
U:Q%+2Q1'Q4+Q222mi+2Q1'Q4:Q1'Q4=Q2'Q3=§—mi- (3.27)
Dann nimmt (3.10) die folgende Form an (Notation wie auf Abbildung 3.4):
A
65 L 2w ZM [(2m2 —t) + (2m2 —u)] — 2 (M, + §)Z4

b3 P2 (= 2m2) 4 (u— 2m2)? — 2(s — 2m2)?]}
+ 8% L PP Z4 [(2m2 — 5) 4+ (2m2 —u)] — 2(\ + ;\)24
+ le FwZ (s — 2m2)* + (u — 2m2)* — 2 (t — 2m2)?]}
+ 545 LGP ZH [(2m2 — s) 4+ (2m2 — )] — 2 (A + /2\)Z4

+ i FwZ* (s — 2m72r)2 +(t— Qmi)2 —2(u— 2m72r)2]}. (3.28)

Fiir die Berechnung des Streuamplitudenanteils aus (3.28) (bezeichnen wir sie mit
M, /W) benutzen wir die Konvention, dass jeder Vertex mit dem Faktor ¢ multipliziert
wird. Dann ergibt sich mit s +¢ +u = 4mfr der Streuamplitudenanteil M, zu:

Mo r =186 {FPw? Z s — 2 (A + ;\)24
b w2 [~ 2m2) - (u— 2m2)? — 2(s — 2m2)?]}
+i6%8" {gPw? Z4 t — 2(\; + ;)24
7 P2 (s = 22 (= 22— 2.6 — 227}
+i6%6" {gPw? Z u — 2 (A + ;)24

bWtz (s - 2 (- 2md 2w 2m2)). (329)
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3.5.3 Pion-Pion-Wechselwirkung mit virtuellem Sigma-Meson

Wir basieren die Berechnungen in diesem Abschnitt auf den Ergebnissen aus Kapitel
3.3, insbesondere auf der Formel (3.16):

A
2m2 gwZ* + 29w (1 4+ Z*) Qs - Q3 — 2 (A1 + 5)22 O] Sef (3.30)

die den Vertex darstellt |e, f sind die Isospin-Indizes der Pionen; sie und die Bezeichnun-
gen der Vierer-Impulse aus (3.30) stellen den allgemeinen Fall dar und sollen den Be-
zeichnungen aus dem jeweiligen Feynman-Diagramm in diesem Unterkapitel angepasst
werden|. Der Anteil M./, an der Gesamt-Streuampitude M wird als Summe der ent-
sprechenden Anteile fiir die drei Kanéle bestimmt: M/, = M/ s + My /o i+ Mz g u.

S-Kanal. Das Feynman-Diagramm ist der Abbildung 3.5 zu entnehmen.

O i
o4

Abbildung 3.5: Pion-Pion-Streuung, mit Sigma-Meson als virtuellem Meson - s-Kanal

Den Vertex (3.30) miissen wir auf die Impulse, wie sie auf der Abbildung (3.5) gegeben
sind, anpassen. Analog zu (3.25) lassen sich die Q)2 - @3- und Q4 - Q5-Terme zu

QQ'Q3:Q4'Q5:§_m72r (3.31)
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umformen. Setzen wir dies fiir den (Q2, Q3)-, beziehungsweise fiir den (Q4, Q)5)-Vertex
ein, und beachten wir, dass zu jedem Vertex und zu jedem Propagator der Faktor 7
dazumultipliziert wird, so ergibt sich M/, ; zu:

Mo = 8909 o gu 4 2142 —
A 1
—2(\ - Z2 2
A+ 5)27 0] — w2
= —j§sed [2m2 gwZ? + gw (1 + Z?) (s — 2m?2)

S22 P

(3.32)

_ 2
mg

T-Kanal. Das entsprechende Feynman-Diagramm ist in Abbildung 3.6 dargestellt.

ci Qs Qs g

Qs

' :
C

10, 0,8

Abbildung 3.6: Pion-Pion-Streuung, mit Sigma-Meson als virtuellem Meson - t-Kanal

Der Vertex (3.30) muss wieder an die Notation aus der Abbildung 3.6 angepasst werden;
da die Impulse ()3 und Q)4 im Vergleich zu der Abbildung 3.5 ihre Plitze getauscht ha-
ben, so tauschen die Mandelstam-Variablen s und ¢ bei der Umschreibung der Vertizes
ebenfalls ihre Plétze:

Q3 Q<= s 1.
Dies ist als Crossing Symmetry bekannt und fithrt in diesem Fall zu

Moo 1 = —i6°0" 2m2 gwZ® + gw (1 + Z°) (t — 2m?2)
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—2(0+ )2 o

1

—m2
t—m3

(3.33)

U-kanal. Analog zu den Berechnungen fiir den s- und ¢-Kanal erhalten wir mit

der Crossing Symmetry

Qo — Q5 < s — u,
aus (3.32):

M/ u = —i 66" 2m2 gwZ? + gw (1 + Z°) (u — 2m2)

A 1

—2(\ + 5)Z2 o)? (3.34)

—m2
u—m2

(¥} ,"’
#
..-"‘l-Q:3

Abbildung 3.7: Pion-Pion-Streuung, mit Sigma-Meson als virtuellem Meson - u-Kanal
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Mit (3.32), (3.33) und (3.34) ergibt sich fiir den Anteil M, an der Gesamt-
Streuamplitude M:

Mﬂ'/O’ = Mw/cr,s + Mﬂ/a,t + Mw/o,u

A 1
= i 2 guz? g (14 2%) (s - 2m?) - 200+ )220
A 1
g m? quZ® 4 gu (14 2%) (¢ — 2m2) — 20+ )220
1
—i0%6% 2m2 qwZ? + gw (1 + Z%) (u — 2m2) — 2(\ + ;\)Z2 B —

(e

(3.35)

3.5.4 Pion-Pion-Wechselwirkung mit virtuellem Rho-Meson

Das Verfahren zur Bestimmung des Amplitudenanteils M/, an der Gesamtstreuampli-
tude M ist analog dem Verfahren in den letzten beiden Kapiteln, mit dem Unterschied,
dass der Rho-Propagator - da dieses Teilchen ein Vektormeson ist - die folgende Form
annimmt:

P,P;s 1

Aaﬂ:_i(gaﬁ_ P2 )Pg_mg'
P

Die Indizes o und f sind Indizes im Minkowski-Raum (nicht im Isospin-Raum); g,z
ist der metrische Tensor des Minkowski-Raums und P der Vierer-Impuls des p-Mesons
(in unserer Konvention die negative Summe der ein- oder auslaufenden Vierer-Impulse).
Diese Propagator-Form entpricht der Form des Photonenpropagators in der Landau-
Eichung (die beiden Teilchen besitzen den gleichen Gesamtspin).

Zur Berechnung von M./, benétigen wir den Vertex, der in (3.18) bestimmt wurde:
—ige* [1 —w?Z* (m} + Q2 - @5)](Q5 — Q) (3.36)

(d ist laut den Konventionen in Kapitel 3.4 der Ispospin-Index fiir das Rho-Meson, und
e und f fiir die Pionen; dies ist die Allgemeinbetrachtung und soll den Konventionen
fiir die Isospinindizes, die auf den Abbildungen in diesem Unterkapitel angegeben sind,
angepasst werden) und es gilt M/, = Mz/, s + Mz, 1+ Mz u.
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S-Kanal. Wir passen die berechnete Vertex-Form (3.36) der Notation auf der Ab-
bildung 3.8 an.

Abbildung 3.8: Pion-Pion-Streuung, mit Rho-Meson als virtuellem Meson - s-Kanal

Dann lautet der Anteil M/, s [P? aus (3.36) — QF = s; in (3.36) ist Q2 - Q3 =
m?2, genau wie in (3.31)]:

s _

2

Mﬂ'/p78 — i2 (—Z) (—i)Q 92 (1 . w222 %)2 Eebaeedc - _1m%
Q5 — Q) gy — LT LELI
= g (1= w22 D) (50— 57%) - [(Q — 08 gas (QF — Q2
+ Zg2 (1 . U}2Z2 2)2 (5a05bd o 6ad6bc) - _1m§ [(Qg . Qg) (Q? + Qi’))aS(QQ + Q3)ﬁ
x (QF = Q9)). (3.37)

Wir bemerken im zweiten Summanden von (3.37) den Term (Q§ — @QF), der unter

dem Pionen-Austausch (2 < 3) antisymmetrisch, und den Term (Q2+Q3)°‘S(Q2+Q3)ﬂ , der
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unter dem genannten Teilchenaustausch symmetrisch ist. Ihr Produkt wird deshalb ver-
schwinden.

Dann bleibt iibrig:
1

_ m?2
S mp

(@25 — Q3p)(QF — QF)

Majps = =ig? (1 = w? 2% 2% (376" — §°!5) (@5 — Q3) gas (QF = Q2)]

1
— —ig2 (1 o w2Z2 3)2 (5ac5bd . 6ad5bc) P
P

N S ac a C 1
= —292(1—1112225)2(5 5bd_5d5b)78_m2 (@2 Qu— Q3 Qs— Qa2 Q5+ Q3 Qs).
o
Mit den Definitionen (sieche Abbildungen 3.9 und 3.10)

t=(Q2+Qu)° = (Qs+ Qs5)°
u=(Qs+ Q)% = (Qs+ Qu)’

konnen die Viererimpuls-Produkte in M/, s ersetzt werden:

1

Mw/p,s — _Z-QQ (1 o w222 §>2 (&zc&bd . 5ad5bc) —
P

x@—nﬂ—3+mﬁfﬂwﬁ+f—m%

2 2 2 T2 T
1

— _292 (1 - U}222 3)2 (5a05bd o 5ad5bc)

t_
-

1
_ _ig2(1_w222§)28_m2
o

[59esb(t — u) — 595%(¢ — )] (3.38)

T-Kanal.

Im Vertex (3.36) ersetzen wir Q3 < (4 und die dazugehorigen Isospin-Indizes

b und ¢, um den (Q2, Q4)-Vertex aus dem Feynman-Diagramm (Abbildung 3.9) zu

erhalten; fiir den (Q3, Q5)-Vertex aus der Abbildung 3.9 verfahren wir analog, was mit

den gleichen Konventionen wie fiir die Berechnung von My, , die folgende Form fiir
Mz, exrgibt:

2N (N2 2 2,2 t\2 ccaear L

Mg = (=) (=) ? (1 — w? 22 Lp esneew L

2 t—mz
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Abbildung 3.9: Pion-Pion-Streuung, mit Rho-Meson als virtuellem Meson - t-Kanal

< (@5~ Qg — DL ELI o )
=gt (1 w2 D) (U ) Q5 Q) g (QF — QD)
o
1 o
vigh (1 wiz? Ly (oot — i) L s - @ (@29 ;QQ HQs

p

x (Q5 — Q7).

Wie in (3.37) verschwindet der zweite Term im letzten Ausdruck, da er aus dem Produkt
eines unter dem Austausch Q) < ()4 symmetrischen und eines unter diesem Austausch
antisymmetrischen Terms besteht:

Mo = —ig? (L= 2 L2 (5706 — 5°15%) 1 [(Q5 — Q3) gos (QF — Q2

)
tmp

1
7z (@20 Qus) (@5 - Q)
1

— 2
tmp

— —’Lg2 (1 o ’UJ2Z2 ;)2 (6ab(scd - 6ad5bc)

. t
= —ig’ (1 —w’Z” 5)2 (6°00°0 — 5°45") (@2 Q3 — Q3 Qu— Q2 Q5+ Qu- Qs).
Mit (siehe Abbildungen 3.8 und 3.10)

s =(Qs+Q3)° = (Q1+ Q)
u=(Qs+Qs5)* = (Qs+ Qu)’
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konnen die Produkte von Viererimpulsen in M/, ; ersetzt werden und es ergibt sich:

1

t
Mw/p,t — —Zg2 (1 o wQZ2 5)2 ((5ab5cd . (Sadébc)

S _ 2w 2 U 2 | S 9
><(2 m: 2+m7r 24—m7r~|—2 m:)
a2 2 2E2 abgscd _ gad gbe -
= —ig”(1 wZ2) (09°6%4 — ¢ 5)7t_m/2)(s w)
t 1
— 42 1— 22272 abgsed/ . _ sadgbe( . ) )
ig° (1 —w 2) 2 [09°0° (s —u) — 6™ (s — u)] (3.39)

U-Kanal. Den Vertex (3.36) passen wir den Bezeichnungen auf der Abbildung 3.10
an.

- QE
Abbildung 3.10: Pion-Pion-Streuung, mit Rho-Meson als virtuellem Meson - u-Kanal
Im Vertex (3.36) ersetzen wir Q3 <> ()5 und die dazugehorigen Isospin-Indizes b und

d, um den (Q2, Q5)-Vertex aus dem Feynman-Diagramm Abbildung 3.10 zu erhalten;
fiir den (@3, Q4)-Vertex aus derselben Abbildung verfahren wir analog, und erhalten
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fir Mn/p,u3
M = 2 (i) (—i)2g® (1 — w222 E>2 ceda cech 1
m/p,u 2 U — mf,
o o + a +
< (Qf — Q) — 2T NL Dy o
. u a C ac 1 [0} (04
= —ig’ (1-w’Z"2)* (0 P61 — 5%6") ——— [(Q5 — @) gap (Q5 — Q)]
p
. u ab sc ac 1 o a (QQ + Q5>Q(Q2 + QE’))B
+292(1_w2Z2§)2<5 b9t — § 5bd)u—mz (@5 — Q5) S
X (Q5 — Q1))
- u a C ac 1 [0 (0%
= —ig® (1—wZ? )7 (0"9° = 0°0") —— [(Q5 = @5) gas (Q5 — Q1)]
u—m?
. 1
= —ig” (1w 2% 5 (50 = 5°0™) s (Qa- Qs = Qa- Qs — Q2 Qu+ Q- Qs).
p
Mit (siehe Abbildungen 3.8 und 3.9)
5= (Q2+ Q3) = (Qu + Qs5)”
t=(Qa4Qu)* = (Qs+ Qs5)°
ist dann
M — —Z92 (1 . w2z2 E)2 (5abé‘cd . 5a05bd) 1
/s 2 u—m?
s$_ 2 b s L 2 S5 9
><(2 ms 2~|—m7r 2+m7r+2 m:)
g2 o 2222 abgscd _ gac sbd .
= —ig (1 wZ2) (0%%8 65)u—m%(s t)
2 _22%2 1 ab scd o _ sacgbd _
= —ig®(l—wZ 2) u—m%[é 3 (s —t) —0%") (s — t)]. (3.40)

Mit (3.38), (3.39) und (3.40) ergibt sich fiir den Anteil M,,, an der Gesamt-
Streuamplitude M:

Majp = Mzsps + Maypi + M

— _iQZ{(Sab(SCd [(1 o w222 ;)

7/p,u

2 S—U 22 Uyg
— (1l —-wZ =

t—mz ( 2) u—m%

s—1

]
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t—u U t—s
saesbd [(1 — 27252 1— w2z %2
* (A —w 2) 5—m3+( v 2> u—m,%]
—t t.o u—3Ss
godste [(1 — w222 22 L 4 (1 — w?Z? )2 . 3.41
R O e U e | N 2L

Demzufolge ist die gesamte Streuamplitude der Pion-Pion-Streuung auf
dem Baumgraphenniveau bis zur zweiten Ordnung mit (3.29), (3.35) und (3.41):

A
M =i 66 GPw? Z s — 2 (M + 5)24

1
+7 Fw ZH[(t —2m2)? + (u — 2m?2)* — 2 (s — 2m?2)?]

™

A 1
—[2m2 gwZ® — g (1 + ZHw (2m2 — s) — 2 (\; + =)pZ?]?
22 guZ* g (1+ 2%) w0 (2m2 = ) =2 (0 + )02 ——
t uU—S U t—s
2 1_ 22272 1_ 22272
F (0w (w2 ) )
cacshd [ 2. 24 A\ 4
+1i0%0" {g*w Z t—2()\1+§)Z
1
+192w4Z4[(s—2mi)2+(u—2mfr)2—2(t—2m72r)2]
A 1
—2migwZ® —g(1+ Z%) w 2my — 1) =2(M + )02 ——
—t U s—t
211 _ 27252 Y 1 — w2z2%y2
O e U |
- cad cbe 2 274 )\ 4
+10%% {ngu—Z(/\1+§)Z
1
—|—1g2w4Z4[(s—2mfr)2+(t—2mfr)2—2(u—2m,2,)2]
A 1
—[2m2 gwZ® — g (1 + Z*)w (2m2 —u) — 2 (\ + §)<Z>ZQ]2 —
u—m?
t—u t sS—u
2((1 — 2Z2f2 1 — w2z2iy2 ‘

(3.42)
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Kapitel 4

Streuamplitude und Streulangen

4.1 Mandelstam-Variablen im Schwerpunktsystem

Fiir die weitere Verarbeitung des Ergebnisses fiir die Streuamplitude (3.42) beschéfti-
gen wir uns zunéchst mit den Definitionen der Mandelstam-Variablen (3.19) - (3.21)
im Schwerpunktsystem. In diesem Bezugssystem ist ¢ = —@ und g3 = —qj; es ist
bekanntlich B; = \/¢? +m2,i = 1,...,4.

So gilt beispielsweise fiir die Variable s:

2
E E. -
@@= | (2)4 (B ]~ m-am iz ) 0
1 —q1
Fiir die Mandelstam-Variable ¢ ergibt sich (die entsprechende Formel wird auf
die physikalische Bedingung angepasst, dass die auslaufenden Impulse als negativ ge-
zéhlt werden):

E, — Ej

2
t=<@1—Q3>2:( s q) (B By — (G- @) = (B — @) + (B — @)

—2F\ B3+ 2¢, - @3 = 2m2 — 2E1Es + 2|¢1| | 33| cos b,

wobei 6 der Winkel zwischen dem Eingangsimpuls ¢; und dem Ausgangsimpuls ¢ ist.
Die Erhaltung der Energie E erzwingt, dass die Gleichheit der Eingangs- und Aus-

gangsimpulsbetrige gegeben ist: |q1| = |¢a] = |¢3] = |G| (zusitzlich zu den schon
bekannten Beziehungen ¢, = —¢5; @5 = —qa)-
Dann ist

t=2m2 — 2E} 4 2|q1|? cos 0 = —2G7 + 2|q1|* cos§ = —2¢7(1 — cos 0)(4.2)

7
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t
< cos = — + 1.
247

Fiir die u-Variable gilt die Formel (3.22) - also ist s+t-+u = 4m?2, oder, bei bekanntem
s und t:

u=4m2 —s—t. (4.3)

4.2 Anpassung der Konstanten in der Streuamplitude
M an die physikalischen Grofien

Um aus der Streuamplitude physikalische Werte berechnen zu konnen, werden nun die
in der Streuamplitude vorhandenen Konstanten (freien Parameter) durch die physika-
lischen Grofen ausgedriickt.

Dazu bemerken wir zunéchst, dass in der Lagrange-Dichte (2.35) die folgenden Mas-
senterme vorhanden sind:

1 A 1 A
— S =3+ 300" — S — e+ (M + 5)97 27,
1 )\ 1 3 -
= St Mt )12, =5 17+ e+ O+ SN,
m2 m2 m?2 + g2¢2 m? + 92¢2 -
T w2 T S g, P @

Daraus ist sofort ersichtlich, dass dieses Modell gleiche Massen fiir das w- und
p-Meson (m, = m,) und gleiche Massen fiir das fi- und a;-Meson (my, = my,)
vorhersagt. Dass dies den experimentellen Daten ndherungsweise entspricht, ist aus
Kapitel 1.4.4 (m, ~ 782MeV; m, ~ 776MeV) und Kapitel 1.4.5 (m;, ~ 1282MeV;
Ma, ~ 1230MeV) bekannt.

Des Weiteren ist
my, =my, =my + ¢’ (4.4)

Da wir die Konstante Z laut (2.31) und (2.32) als Z = % definiert haben,
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folgt?
m2+ 2 12 2
mp mp my

Da ¢ = Zf: (fr: Pionenzerfallskonstante; f, ~ 91.9MeV [1]) = ¢ ~ 144.28MeV,
kann (4.4) nach g aufgeldst werden und es folgt fiir die Konstante g:

m2 — m2
¢* = 44%§?f54£ ~ 43.22. (4.6)

In der Strenamplitude (3.42) ist die Konstante w ebenfalls vorhanden, die in (2.22)
definiert wurde; mit (4.6) folgt dann:
99 ma, =M

1

Um den Wert fiir die Konstante c zu bestimmen, ziehen wir den Massenterm fiir
das Pion von dem Massenterm fiir das n-Meson ab und erhalten:
m2 — m? m2 — m? )
2c = — g = o W 57219MeV (4.8)
[Z aus (4.5) bekannt; m, ~ 548MeV und m, ~ 135MeV nach den Angaben im Ab-
schnitt 1.4.3].

Um die Konstante p zu bestimmen, addieren wir die Massenterme fiir das Pion
und das n-Meson:

L s 2 2 A\ o
7z (my +me) =207+ 2(0 + 5)¢%
mg—p*te

3

Da aus dem Sigma-Massenterm folgt, dass A\; + % = ist, ergibt sich aus dem

obigen Ausdruck:

1 4 2 2
ﬁ(m%JFm?r):gMQﬂLgngrgc-
Mit (4.8) ergibt sich dann:

g,u +§ma+§ 72 —ﬁ(mn—l—mﬂ)
41,21 , 41 , 2,

= = —=—m-+—-——m m
3 T3 Ty e 3
2 %mz—mg I 2

= = Bt —om? & —111690MeV”, (4.9)

IDie Masse des fi-Teilchens wird auf die Masse des a;-Teilchens angepasst.
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wobei fiir die Sigma-Masse der Standardwert m, = 600MeV genommen wurde.?

Um den Wert fiir die Konstante )\ zu erhalten, ziehen wir den 7-Massenterm von
dem ag-Massenterm ab:

mi, — 7 mf7 = \¢?
oder, mit ¢ = Z f:
2 1 .2
A= W ~ 40.76, (4.10)

wobei fiir die Masse des ag-Teilchens m,, ~ 985MeV nach den Angaben in Abschnitt
1.4.2 genommen wurde.

Fiir die Konstante \; folgt aus dem Pionen-Massenterm:

%mi—/ﬁ%—c—%qﬁz

¢? '
Setzt man in den obigen Ausdruck die Ausdriicke (4.8), (4.9), (4.10) sowie ¢ = Zf,
ein, so ergibt sich

)\1:

m2 —m2 + 2 (m?2 — m?
A = —2 aozzg}g Thiic) ~ —11.91, (4.11)
das heifst,
A m2— Lm?
Mt = 02272? ~ 8.47. (4.12)

Fiir die nachfolgenden Berechnungen werden sich diese Relationen als niitzlich erweisen:

72 1
92w2Z4 — F (1 - ?)2 (413)
[sie folgt aus (4.5), (4.6) und (4.7)];
A 4 22 2 1 2
2 ()\1 + 5) Z° = TT% (ma - ﬁ mw) (414)

2Das Vorzeichen des Parameters p? wurde im Zuge der spontanen Symmetriebrechung geéindert,
wodurch p imaginér und sein Quadrat negativ wurde.
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[folgt aus (4.5) und (4.12)];
1 1

gw = 77 (1-— ﬁ)’ (4.15)
beziehungsweise
o Z 1
gw(l—i—Z):ﬁ(l—ﬁ) (4.16)
[folgt aus (4.5), (4.6) und (4.7)];
20+ 272 = 2 (mz = L2y (4.17)
2 fo e T 2

[folgt aus (4.5) und (4.12)].

4.3 Die Streuamplitude an der Schwelle im chiralen
Limes

Nun kann die Streuamplitude im chiralen Limes (Masse des Goldstone-Bosons m, — 0)
berechnet werden, wobei alle Pionenenergien zu null werden [folglich s =t = u = 0,
geméf (4.1), (4.2) und (4.3)]. In diesem Fall &ndert sich der Wert der in (3.42) vorhan-

2 1 2

denen Konstante )\1—1-%, denn )\1+%:%—>%5%.
Dann wird die Streuamplitude zu
A A 1
_ +cabged 4 212
M =i {—2(A1+§)Z +[2(>\1+§)¢Z] m—g}
59660 {—2 (A )\Z4 2(\ A 72 2
+1 {—(1+§) +[(1+§)¢ ]W}
6080 {2 (\ + )2 2 (M + D)oz
+1 {—(14'5) +[(1+§)¢ ]W}
. ab ced ac ¢bd ad ¢be )\ 4 /\ 2 1
= — i (070 + 590" + 596 ){2()\14—5)2 [1—2()\1—1-5)(? ﬁ]}

ez

Werden nun die Gleichungen (4.12) und ¢ = Zf; in den obigen Audruck eingesetzt,
folgt
M = . 5abécd 5a05bd 5ad5bc mg' Z4 1 mg' Z2 2 1
= IO A ) e 2 (U e P )
= 0. (4.18)
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Die Pion-Pion-Streuamplitude verschwindet an der Schwelle 1m chiralen
Limes.

4.4 Berechnung von Streulangen

Da in dieser Arbeit die elastische Pionenstreuung mit Vernachldssigung elektromagne-
tischer Wechselwirkung betrachtet wird, lassen sich die Komponenten der Streuampli-
tude zum Isospin [ = 0, 1, 2 folgendermafen ausdriicken [17]:

TO(s,t) = 3A(s,t,u) + A(t,u,s) + A(u, s,t) (4.19)
T'(s,t) = A(t,u,s) — A(u,s,t) (4.20)
T%(s,t) = A(t,u,s)+ A(u, s, t), (4.21)

wobei A(s,t,u) dem Anteil der Streuamplitude (3.42) entspricht, dessen Vorfaktor
1096 ist; A(t,u,s) dem Anteil der Streuamplitude (3.42) entspricht, dessen Vorfak-
tor 996" ist und A(u, s,t) dem Anteil der Strenamplitude (3.42) entspricht, dessen
Vorfaktor 7§%¢6°? ist. Die Amplitudenkomponenten 7% 2 hingen von der Mandelstam-
Variable u nicht ab, da diese mittels (3.22) durch die anderen beiden Variablen ausge-
driickt werden kann.

Nun gilt fiir die Entwicklung nach den Partialwellenamplituden # (s):

T!(s,t) = 327 i(Zl + 1) Py(cos 0)t] (s), (4.22)
1=0

wobei P;(cosf) die Legendre-Polynome sind und ¢ durch (4.2) sowie s durch (4.1) ge-
geben ist® [der Raumimpuls-Index in (4.1) und (4.2) sei unterdriickt.

Dann lésst sich (4.22) umkehren:

L2+l ,
271 (2l + 1)t (s) = T/ Py(cos0) T"(cos ) dcos b
-1
oder
1 1
t(s) = —/ Py(cos0) T'(cos @) d cos . (4.23)
64m J-1

3In der Formel (4.22) ist die t-Abhiingigkeit in den Legendre-Polynomen P;(cos#) mittels (4.2)
enthalten, die s-Abhingigkeit hingegen in den Partialwellenamplituden tlI ().
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Danach berechnen sich die Streulingen gemaf
Ret{(s) = ¢* [ + ¢*b] + O(q")]; (4.24)

dabei sind fiir das Modell in dieser Arbeit die Partialwellenamplituden stets reell.

In dieser Arbeit werden alle Betrachtungen an der Schwelle gemacht (¢ = 0). Fiir
den Fall [ = 0 ist dann moglich, in den Lorentz-invarianten Amplituden aus (4.19) -
(4.21) die Werte der Mandelstam-Variablen s und ¢ geméfs (4.1) und (4.2) festzusetzen:
s=4m2 t=0 (= u=0).

Um dann die s-Wellen-Streuliingen af, aj und a3 zu berechnen, ist es zunichst not-
wendig, 7%'? zu bestimmen. Dies wird in den nachfolgenden Abschnitten immer als
Erstes durchgefiihrt.

4.4.1 Berechnung der Streulinge a

Bestimmung von T°. Die Berechnung von 7° geméif (4.19) erfolgt komponentenwei-
se.

e A(s,t,u) kann an der Streuamplitude (3.42) abgelesen werden. Es ergibt sich
dann bei den oben genannten Bedingungen:

A
A(s, t,u) = gw?Z* 4m2 — 2 (A + 5)24

A 1
2 2 2 212
2
m
8g% —X. 4.25
+8g m (4.25)
e Fiir A(t,u,s) gilt an der Schwelle:
Al 4 2 A 912 1 24m72r
—2()\1+§)Z +[_2mwgw_2(A1+§)¢Z ] mz Y 2
A\ 4 2 A 972 1 24m3r
= —2(>\1+§)Z +4[mﬂgw+(>\1+§)¢2] poac Sl e o (4.26)

o Iz
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e Fiir A(u,s,t) gilt an der Schwelle:

A\ a2 1 o dm2
—2(>\1+§)Z + [—2m2 gw — 2 (A + )¢Z] mZ 2
A 1 4m?2
= 200+ 7"+ afmlgw+ (A + )¢Z2] — 2%. (4.27)
o p

Aus (4.26) und (4.27) ist ersichtlich, dass A(t, u,s) = A(u, s, t) ist.
Mit (4.19), und (4.25) - (4.27) ergibt sich also
0 2, 274 42 A\
T° = 39" w2 4m7r—6(/\1—|—§)Z

2
—3[4m2 gwZ? 4+ 2migw — 2 (\ + )¢Z2] +2492%
p

4m2 — m?
A\ 4 o2 1 2 My
—4(>\1+2)Z +8[m gw—i—()q—i- )QSZ] mig_Sg miz
A 1
= 12m72rg2w224—10()\1+2)Z4—|—8[m gw + (A + )¢Z2]
2
2 2 212 2 my

Aus (4.23) ist ersichtlich, dass die Integration iiber den Kosinus nur den Faktor 2
liefern wird; daher ergibt sich fiir die Partialwellenamplitude:

327 t)(s) =T°. (4.29)

An (4.24) kann man ablesen, dass fiir die s-Welle bei ¢ — 0 die Gleichheit der Par-
tialwellenamplitude und der Streuléinge gegeben ist [t§(4m2) = af], so dass sich mit
(4.29)

1
L—— A 4.
o 327 (4.30)

ergibt.

Nun empfiehlt es sich, die Konstanten im obigen Ausdruck [beziehungsweise in
(4.28)] durch die physikalischen Werte zu ersetzen. Dadurch werden die Streuldngen
nur noch von Mesonenmassen und der Pionenzerfallskonstante abhéingen.
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70 _ 12m2 g*w?Z*(4m2 —m)m2 10 (A + 2)Z4(Am2 — m2) m?
(4m2 —m2)m? (4m3r —m3)m
8 (4m2 —m?2) [m2 gw + (M + %) ¢Z%2  12m2 [m2 gw(1 +22%) — (M + )(;522]
(4m2 —mZ)mg - (4m2 —mZ) mg
m2
164> TF. 4.31
+ 169 me (4.31)

Fiir die weitere Rechnung sind nur die Zahler der Briiche im obigen Ausdruck von
Interesse, und zwecks Ubersichtlichkeit werden sie separat behandelt.

e Der Zihler der ersten beiden Briiche in (4.31).
Es ist
12m2 g*w?Z* (4m2 — m2)m?2 — 10 (A, + )\)Z4(4m —m2)m2
= 48mim? gPw?Z* — 12miml g*w? Z* — 40m2m2 (N + ;\)Z
+10mi (A + ;\)Z

Mit Hilfe der Formeln (4.13) und (4.14) ergibt sich dann*

[

A
12m2 g®w?Z* (4m2 — m2)m?2 — 10 (A, + §)Z4(4m2 —m2)m?

1 12
= mim?248¢°w*Z* + mZm? F( 1222+24_ﬁ)
1 1
+m2Zm?2 ﬁ( 20Z°m?2 + 20m?2) + m ﬁ(5Z2m — 5m?)
= mim?48g°w*Z* L oz poa 12)+ ! (—202%)
= mim?248¢%w —I—mmﬁ( + 72 mmﬁ
, 1 1, L1
+20mim? F—i—m P(5Z ) — bmZm} o f2
= it 43gPu 7 4 3277 119 — %) 4 20 mtm?
= mim: 48g°w +P[mm( + —?)+ mom;
m¢ (522)). (4.32)

“Der erste Term bleibt unberiihrt, da er sich spiter mit einem anderen Term aus dem letzten Bruch
in (4.31) autheben wird.
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e Der Zihler des dritten Bruchs in (4.31).
Es ist

8 (4m2 — m?2) [m2 gw + (M + )¢Z2]
= (32m2 — 8m2)[m’ g?w? + 2m2Zgw (A, + )¢Z? + (M + ) ¢’ 2]
— (32m° — 8mim?) gPw +(64m — 16m2m2) gw (A + >¢22

+(32m2 — 8m?2) (A + ) VA

Unter Benutzung der Formeln (4.15) und (4.17) folgt:

8 (4m2 — m?2) [m? gw + (M + )¢Z2]

1 32 64 32 , ., 8 16 8

7 m (gt et (gt~ )
+(mim3—22)(32—;22)+(mimi—mizzﬁ)( 8—|—Zg2)+mm - 872
— 16 mim?2 +m”Z82+m (—22%) + 4m2m? + mim? _Zz]
flz[m?r(;—;i—l—;%)—i—mm(é%Zz 4+ZS2)

+mim (16—;%—;—286)%—7% (—22%)). (4.33)

e Der Zihler des vierten Bruchs in (4.31). Es ist

—12m2 [m2 gw(1 4 22%) — (M + )gbZQ]

= —12m? [m4 Fw (1 +42% + 424 —2m?2 gw(1 + 22°%) (A + )(;522)
+ (M + )¢ 7%
= —12mim 2 2 g?w?(1 +42%) — 48 m4m§g2w2Z4
+24m2m?2 (14 22°%) gw (A + )¢Z2 —12m2 (A + ) P> 7% (4.34)

Der dritte Term im Ausdruck (4.34) hebt sich mit dem ersten Term im Aus-
druck (4.32) auf, und kann im Folgenden ausgelassen werden. Die Anwendung
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der Formeln (4.13), (4.15) und (4.17) ergibt dann

—12m2 [m2 gw(l +22°%) — (A + )¢Z?]
1 12
= F [mfrmﬁ (2422 6 — ﬁ) + mﬂma (_72 = = = + mf’; (_322)].
(4.35)

Mit der Summe von (4.32), (4.33) und (4.35) ergibt sich die Summe der vier Zahler
n (4.31) zu
8 32 32 59 4 20 16

3 ma (55— 5+ 55) T mameg (=36 + —5 — — — —5 +mamg (9 — ).

1

2

(4.36)

Somit ist 79 aus (4.31) bekannt; der Wert von TV ist aber gemif (4.30) bis auf eine
Konstante das Gleiche wie die Streuléinge af. Mit (4.30) folgt also:

0 1{ 1 ( 1 1 . 1 ) m$
ay = — — = — 4+ —
O w2 tazr Z4 0 767 (4m2 — m2)m?
n (_9 n 5% 1 5 ) mi
8 3272 8Z% 8Z6 4AmZ —m?2
9 1 m2m? 1, m?2
— — = —g-—=1 4.37
TG 9 2 1 29 mg} (4:37)
Fiir die Standardwerte m, = 600MeV, m, = 135MeV und Z = —+ = 1.585051546

mit m,, = 1230MeV und m, = 776MeV ergibt sich die s- Wellenstreulange ad zu
ag = 0.1555. (4.38)

Die Formel (4.37) zeigt, dass die Streuléinge aj von der Sigma-Masse abhingt (die
experimentell bisher nur ungenau bestimmt wurde, siehe Abschnitt 1.4.2). Die Abhén-
gigkeit der Streuldinge von der Sigma-Masse ist auf der unteren Abbildung angegeben.
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0.188
0.1686
0.164 -
0.162

0.16
Weinberg

Streulange

0.158

0.156

0.154 -

0.152

0.15 400 500 . 600 700 800
Sigma-Masse

Abbildung 4.1: Abhdingigkeit der Streulinge ay von der Sigma-Masse m,

Auf der obigen Abbildung ist zum Vergleich der von Weinberg [18| mithilfe des Niedrig-
Energie-Theorems (als konstant) berechnete Wert der Streulinge aj = 0.159 angege-
ben. Der in dieser Arbeit berechnete Wert ist also etwas kleiner als der von Weinberg
vorhergesagte; der Weinbergsche Wert der Streulidnge entsteht bei der Sigma-Masse
von etwa m, ~ 500MeV.

Beide Werte der Streuldnge weichen allerdings von den experimentellen Ergebnissen
ab; der in der Literatur oftmals zitierte Wert von Nagels et al. |19] betrigt af =
0.26 £+ 0.05 und wird durch das in dieser Arbeit berechnete Ergebnis also unterboten.
Inzwischen sind auch andere, neuere Messdaten bekannt:

e laut Meifimer et al. [20] ist a) = 0.23 & 0.08;

e andere Experimente fiihren zu aj = 0.2284+0.012+0.003, beziehungsweise 0.203+
0.033 £ 0.004 ([21]; die unterschiedlichen Werte sind auf die unterschiedlichen
Datenauswertungen zuriickzufiihren).
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Daraus ist ersichtlich, dass der Wert (4.38) im Fehlertoleranzintervall von [20] liegt
- was womdglich als interessant erscheinen mag, da die Berechnungen in dieser Ar-
beit keinerlei (Schleifen-)Korrekturen beinhalten, sondern auf einem linearen Modell in
Baumgraphenniherungen basieren.
Zudem sei angemerkt, dass der Wert (4.38) aufserhalb des laut Gasser und Leutwy-
ler theoretisch akzeptablen Bereiches der Streuwellenwerte liegt® ([17], S. 45), der
a) € [0.18,0.3] erfordert; Gasser und Leutwyler [23] sagen mit Zweischleifenkor-

rekturen den Wert af = 0.220 & 0.005 voraus.

4.4.2 Berechnung der Streulinge a}

Da laut (4.26) und (4.27) A(t,u, s) = A(u, s, t) ist, verschwindet der Streuamplituden-

anteil 7" (4.20) identisch. Aus (4.23) folgt dann, dass die Partialwellenamplitude 3 an

der Schwelle identisch verschwindet, was wegen (4.24) dann ebenfalls fiir die Streulénge
1 .

ay gilt:

4.4.3 Berechnung der Streulinge a3

Das Verfahren zur Bestimmung dieser Streuliinge ist dem zur Bestimmung der Streu-
linge a) analog; unter Beachtung von A(t,u,s) = A(u,s,t) folgt mit (4.21), dass
T? = 2A(t,u, s) ist; da A(t,u, s) in (4.26) bestimmt wurde, ergibt sich 7% zu

1 o 4m?

A A
2 _ o A\ 4 2 Ao b h
T2 =2{-2(\ + 2)Z +4[mZ gw+ (M + 2)¢Z] m2 g e }. (4.39)

Mit (4.14), (4.16) und (4.17) und analog wie im Abschnitt 4.4.1 ergibt sich dann

, 1.1, 1 1 1. m+ 3 1  , 1

2

N G _ ' I _ - 2%
w=AulGem ~az T az) e T g~ az) ™l — 39 et (440)

™ o P

°Die Argumentation basiert hauptsiichlich auf der Olssonschen Summenregel [22], die das richtige
asymptotische Verhalten der t-Kanal-Streuamplitude 7 (s, t) fiir s — oo, t = 0 sicherstellt.



90 KAPITEL 4. STREUAMPLITUDE UND STREULANGEN

Fiir die Standardwerte m, = 600MeV, m, = 135MeV und Z = 1.585051546 mit
mge, = 1230MeV und m, = 776MeV ergibt sich dann

a3 = —0.0429. (4.41)

Dieser Wert ist - genau wie der Wert der Isospin-0-Streuléinge a - abhiingig von
der Auswahl der Masse des Sigma-Teilchens; diese Abhéngigkeit ist allerdings weniger

stark ausgepriigt als die Abhiéingigkeit der Streulinge a) von m,, da a) gemif (4.37)

mit —; und af geméf (4.41) mit —5 unterdriickt wird.

Die entsprechende Abhingigkeit ist auf der nachfolgenden Abbildung gezeigt.

—0.04284
—0.04285 -
—0.04286 -|
—0.04287 A
-0.04288 -
Streulange
—0.04289 -

—0.0429

—0.04291

-0.04292 “200 500 600 700 800
Siama-Masse (MeV)

Abbildung 4.2: Abhingigkeit der Streulinge a2 von der Sigma-Masse m,

Der Wert (4.41) ist etwas groRer als der von Weinberg [18] berechnete Wert a3 =
—0.0454.

Zum Vergleich der beiden Streuldngen sei die nichste Abbildung beigefiigt.
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—0.042
~0.0422
-0.0424 -

Streulange

~0.0426
—0.0428 | _ Chirales SU(2)-Modell
0.043 | a
~0.0432
~0.0434 |
~0.0436
-0.0438 |
0.044
~0.0442 1
~0.0444 |
—0.0446
~0.0448 1
0.045

—0.0452 A
] Weinberg

—0.0454 |

400 500 _. 600 700 80C
Sigma-Masse

Abbildung 4.3: Vergleich der in dieser Arbeit ermittelten Streuldnge mit der von Wein-
berg [18] berechneten Streuldnge

Nun ist die experimentelle Lage wie folgt:
e Nagels et al. [19] hat a2 = —0.028 + 0.012 gefunden;
e Meikner et al. [20] hat a2 = —0.031 £ 0.008 gefunden;

e Trudl [21] hat a2 = —0.036 & 0.009, beziehungsweise a3 = —0.055 + 0.023 £ 0.003
gefunden,

so dass der in dieser Arbeit berechnete Wert innerhalb der Fehlertoleranz von [21] liegt.
Ansonsten ist der Wert (4.41) tendenziell kleiner als die experimentellen Befunde [ge-
nau wie der Wert (4.38) fiir aj).

Es sei noch angemerkt, dass der Wert (4.41) - im Gegensatz zu dem Wert fiir die
Streuléinge af - innerhalb des laut Gasser und Leutwyler theoretisch erlaubten Wertebe-
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reichs fiir af liegt ([17], S. 45); Gasser und Leutwyler sagen in [23] a§ = —0.0444+0.0010
voraus.



Kapitel 5
Zusammenfassung und Ausblick

Das Thema der vorliegenden Arbeit waren die leichten skalaren und vektoriellen Meso-
nen, die in einem chiral symmetrischen SU(2)-Modell zusammengefasst wurden; auf-
grund der sich daraus ergebenden Lagrange-Dichte wurde die Streuamplitude fiir die
Pion-Pion-Streuung im Vakuum berechnet, was sodann die Berechnung der s-Wellen-
Streuldngen an der Schwelle im Vakuum erlaubte.

Der Ausgangspunkt und eine der zentralen Fragestellungen in dieser Arbeit war also
die Berechnung der Lagrange-Dichte; eine ebenso wichtige Aufgabe war die Durchset-
zung verniinftiger Annahmen, um diese zu konstruieren. Eine von diesen Annahmen
hat sich auf die Quarkmassenverhéltnisse bezogen - wie in Kapitel 1.2 diskutiert, besit-
zen die Up- und Down-Quarks eine anndhernd gleiche Masse, was unter der Annahme
der ezakten Massengleichheit zu der Erhaltung der SU(2)y-Symmetrie fiihrte.
Allerdings sind die chiralen Symmetrien selbst bei gleichen (oder sogar verschwinden-
den) Quarkmassen nicht vollstdndig erhalten, denn, wie in Kapitel 1.3 in der Diskussion
der QCD-Symmetrien betont wurde, gilt die chirale Anomalie auch im Fall m, = 0.
Auferdem musste in der Konstruktion der Lagrange-Dichte beriicksichtigt werden, dass
man die chiralen Symmetrien der QCD theoretisch spontan brechen kann, dass aber
experimentell keine dazugehorigen masselosen Goldstone-Bosonen beobachtet wurden.
Also wurde das Konzept der ndherungsweise beobachteten spontanen Brechung der chi-
ralen Symmetrien eingefiihrt, und ausgehend von allen diesen Annahmen die Lagrange-
Dichte in Kapitel 2 konstruiert.

Bei der Konstruktion der Lagrange-Dichte ist nach der Verschiebung des Sigma-Feldes
um seinen Vakuumerwartungswert das Problem der nichtdiagonalen Streumatrixele-
mente erschienen, das durch eine weitere Verschiebung (der axialvektoriellen Mesonen)
behoben wurde. Danach mussten die Wellenfunktionen der Pionen und n-Mesonen
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renormiert werden (damit sie kanonisch normiert sind), was mit der Auslassung al-
ler konstanten Terme in der Lagrange-Dichte zu der endgiiltigen Form des Lagran-
gians (2.35) fithrte. Aus der Lagrange-Dichte wurden danach die Vertizes mit den
Pseudo-Goldstone-Bosonen (Pionen) berechnet; dabei wurde festgestellt, dass sie drei
Arten von Pion-Pion-Streuung beschreiben: ohne virtuelles Austauschteilchen; mit dem
Sigma-Meson als Austauschteilchen; und mit dem Rho-Meson als Austauschteilchen.
Fiir jeden von diesen drei Prozessen wurden die Vertizes berechnet (Kapitel 3.2, 3.3
und 3.4).

Danach konnte die Streuamplitude als Summe der sich aus der Lagrange-Dichte erge-
benden Feynman-Diagramme berechnet werden (Kapitel 3.5).

Die Streuamplitude diente als Grundlage fiir die Berechnung der experimentell mess-
baren Grofen; um diese Berechnungen durchfiihren zu kénnen, war das Ersetzen der
bei der Herleitung der Lagrange-Dichte eingefiihrten Kopplungskonstanten durch die
physikalischen Grofen (Mesonenmassen und Pionenzerfallskonstante) notwendig - dies
wurde in Kapitel 4.2 durchgefiihrt und hat zu der (zumindest ndherungsweise rich-
tigen) Vorhersage der Massengleichheit jeweils der vektoriellen und axialvektoriellen
Mesonen gefiihrt. Dies konnte als der erste Anwendbarkeitstest fiir das in dieser Arbeit
benutzte Modell angesehen werden.

Der nichste Test fiir das Modell stellte die Berechnung der Streuamplitude im chira-
len Limes dar - wie in Kapitel 4.3 gezeigt, verschwindet die Streuamplitude unter den
genannten Randbedingungen, was den Erwartungen entspricht.

Danach wurden die s-Wellen-Streuléingen fiir die drei moglichen Isospinankopplungen
(I =0,1,2) berechnet und mit den experimentellen Werten verglichen. Die Diskussio-
nen hierzu sind dem Kapitel 4.4 zu entnehmen; an dieser Stelle sei aber angemerkt,
dass die berechneten Werte denjenigen von Weinberg mittels Niedrigenergietheoremen
bestimmten Werten entsprechen und eine Abhéngigkeit von der Sigma-Masse aufwei-
sen (im Gegensatz zu dem Weinbergschen Modell). Sowohl die Werte aus dieser Arbeit
als auch die Weinbergschen Werte sind kleiner als die experimentell gefundenen Werte,
wodurch sich die Fragen nach den Verbesserungsmoglichkeiten fiir die Streuldngen-
Berechnungsgrundlagen stellen.

Eine Weiterentwicklung dieses Modells ist selbstverstindlich sowohl mdoglich als
auch empfehlenswert. In Bezug auf die in dieser Arbeit berechneten Ergebnisse emp-
fiehlt es sich beispielsweise, die Niedrigenergiekonstanten der QCD zu berechnen und
die Schleifenkorrekturen zu den berechneten Ergebnissen fiir die Streuldngen zu bestim-
men. Als Grundlage dazu koénnen beispielsweise die Arbeiten von Gasser und Leutwyler
[23] dienen.
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Empfehlenswert ist ebenfalls die Bestimmung der Streuldngen zu anderen Drehimpul-
sen (p-, d-Welle und Wellen héheren Drehimpulses). Diesbeziiglich kénnte der Vergleich
von Ergebnissen aus dem chiralen Modell in dieser Arbeit mit den Ergebnissen aus dem
Modell von Weinberg interessante Einblicke in die theoretische Beschreibung der me-
sonischen Streuprozesse liefern, denn dieses chirale Modell hat (zumindest fiir die hier
berechneten Streuléingen) die Vorhersagen Weinbergs reproduziert, wodurch sich sofort
die Frage stellt, ob diese Kongruenz der Ergebnisse auch fiir die anderen Streuldngen
gelten wiirde.

Andere Moglichkeiten fiir die weitere Arbeit konnten die nachfolgenden sein:

e Im SU(2)-symmetrischen Modell kénnen die Tensor- und Pseudotensormesonen
in das Modell integriert werden;

e Die betrachtete Symmetriegruppe kénnte auf drei Flavours ausgeweitet werden
[Ausweitung auf die seltsamen Freiheitsgrade: SU(3)-Symmetrien; es bleibt aller-
dings fraglich, inwieweit die Verallgemeinerung auf die Modelle mit mehr als drei
Flavours wegen der starken expliziten Symmetriebrechung als Folge der grofen
Quarkmassen zu nachvollziehbaren Ergebnissen fiihren wiirde];

e 7Zu den in diesem Modell betrachteten Mesonen konnen die baryonischen Frei-
heitsgrade hinzugezogen werden, wodurch ein Modell zur Beschreibung von Zwei-
und Dreiquarkzustinden erfolgen wiirde;

e Die Betrachtungen kénnen von den Vakuum-Modellen auf die Materie mit endli-
chen Temperaturen und Dichten iibergehen (Ubergang zu der Statistischen Feld-
theorie).

Auferdem bleibt die selbstverstindliche Tatsache, dass die Quantenchromodyna-
mik immer noch keineswegs eine vollstindig erforschte physikalische Disziplin ist und
dass ihre Grundlagenforschung - inshesondere beziiglich der Vereinheitlichung der star-
ken Wechselwirkung mit den anderen fundamentalen Kriften der Natur - auch in der
Zukunft eines der Hauptarbeitsfelder in der Physik darstellen wird.
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