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Kapitel 1

Einfiihrung

In diesem einfiithrenden Kapitel priasentieren wir kurz die zwei wichtigsten Theo-
rien, auf denen diese Arbeit beruht: die Quanten-Chromodynamik (QCD), die
Quarks und Gluonen beschreibt, und die Kosmologie, die die Expansion des
Universums darstellt. Zum Schluss erkliren wir dann den Plan der Arbeit.
Wenn nicht anders geschrieben, verwenden wir natiirliche Einheiten: A = ¢ =
kg = 1.

1.1 Quanten-Chromodynamik (QCD)

Die Lagrangedichte der QCD beschreibt die starke Wechselwrkung zwischen
Quarks und Gluonen. Sie basiert auf der lokalen Invarianz unter Farbtransfor-
mationen. Die explizite Form lautet (fiir Details siehe Ref. [1]):

1
- (1.1)

’CQCD = (jf(ZPyHDM - mf)qf 4w

wobei:
e ¢ sind Quarkfelder;
o f=u,d,s,c,b,tist der Quark-Flavor-Index;
e my sind die nackten Quarkmassen;

e Das Quark-Feld ist ein Vektor im Farbraum, ein Quark kann also 3 Farben
haben: rot (R), griin (G), und blau (B);

o Aj ist das Gluon-Feld, Fj, = G#AﬁfE)VAZJrgf“bcAi’LAﬁ ist der Feldstarke-
Tensor der Gluonen, g ist die Kopplungskonstante und f®* sind die Struk-
turkonstanten der Gruppe SU (3);

e D, =0, —igAjt® ist die kovariante Ableitung, in der die Generation t*
der SU (3)-Algebra auftauchen;
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e ¢ =1,...8 zéhlt die Gluon-Farbe.

Die QCD wird derzeit in verschiedenen Bereichen untersucht. Bis jetzt war
es nicht moglich, diese Theorie mathematisch exakt zu losen. Namlich, wenn
die Quarks und Gluonen sich langsam bewegen, ist ihre Wechselwirkung sehr
stark, was die Anwendung von Stérungstheorie nicht erlaubt. Aulerdem werden
die Quarks und Gluonen nicht direkt in Detektoren gesehen, weil sie in soge-
nannten Hadronen confiniert sind (das ist ‘Confinement’). Insbesondere, Ha-
dronen konnen als Mesonen (d.h. Hadronen mit ganzzahligen Gesamtspin, wie
Quark-Antiquark-Zusténde) und Baryonen (d.h. Hadronen mit halbzahligen Ge-
samtspin, wie Quark-Quark—Quark Zustéinde) vorkommen. Alle Hadronen sind
‘weiss’, das heisst, dass sie invariant unter einer Transformation der Farbgruppe
sind. Ein Quark-Antiquark-Meson besteht aus Farbe-Antifarbe

V1/3(RR+ GG+ BB) , (1.2)
wobei ein drei-Quark-Baryon aus der Kombination von allen drei Farben
v1/6 (RGB+ BRG + GBR — GRB — BGR — RBG) . (1.3)

besteht.

Deswegen wurden Modelle der QCD entwickelt, die nur Hadronen enthalten.
Solche Modelle basieren auf den Symmetrien, die die QCD Lagrange-Dichte
(1.1) hat. Gleichzeitig wurden auch zahlreiche Simulationen der QCD entwickelt
(sogenannte Gitter-Rechungen), die die QCD numerisch 16sen und dabei zeigen,
dass die QCD die richtige grundlegende Theorie der Hadronen und der Kerne
ist, siehe z.B. Ref. [2].

Wenn man aber eine hinreichend hohe Temperatur und/oder Dichte erreicht,
konnen die Quarks aus den Hadronen befreit werden: ein Phaseniibergang fin-
det statt, der Confinement-Deconfinement-Phaseniibergang heift, siehe z.B. das
Review-Paper [3]. In dieser Arbeit konzentrieren wir uns auf endliche Tempera-
tur und verschwindende Dichte. Entlang dieser Richtung ist der Phaseniibergang
-wie verschiedene Gitter-QCD-Studien gezeigt haben ein Cross-Over, d.h. man
hat bei wachsender Temperatur eine kontinuierliche Verwandlung der Hadronen
in Quarks. Die entsprechende kritische Temperatur betrégt T, ~ 155 MeV [4].
Wie wir spiter detallierter diskutieren werden, ist eine wichtige Symmetrie der
QCD die sogenannte chirale Symmetrie. Sie ist eine Konsequenz der Tatsache,
dass die Gluonen an alle Quark-Flavors mit derselben Intensitéit koppeln (Fla-
vorsymmetrie) und aulerdem an beide Chiralitéiten der Quarks koppeln (chi-
rale Symmetrie). Diese Symmetrie ist explizit gebrochen durch die Quarkmas-
sen und, noch wichtiger, spontan durch ein nicht-triviales Quanten-Vakuum.
Als Konsequenz treten Goldstone-Bosonen auf, wie z.B. die Pionen. Bei ho-
her Temperatur wird diese Symmetrie wiederhergestellt; laut jetziger Kennt-
nis passiert der entsprechende Phaseniibergang parallel und gleichzeitig mit
dem Confinement-Deconfinement-Ubergang. Das bedeutet, dass der chirale Pha-
seniibergang, der in dieser Arbeit eine zentrale Rolle spielt, als Cross-Over-
Ubergang mit derselben kritischen Temperatur T}, stattfindet.
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1.2 Kosmologie

Unser Universum zeigt eine Expansion, die vor 13.7 - 10° Jahren in dem ‘Big-
Bang’ angefangen hat [5, 6]. Unter der Annahme, dass unser Universum homo-
gen ist, ist die Metrik gegeben durch

dr?

2 2 2
ds® = dt* — a*(t) ey

+ r2(d6? + sin® 0dp?)| (1.4)

wobei t die Zeit ist, a(t) der Skalen-Faktor ist, der von der Zeit abhingt, k =
0, 1 die Kriimmung ist, und r, 8, ¢ die riumlichen Koordinaten sind. Zu einem
sehr genauen Grad ist unsere Universum flach. In einem flachen Universum
(k = 0) hat man:

ds* = dt* — a*(t) [dr® + r*(d6” + sin® 0dp?)]
= dt* — a®(t) (da® + dy* + dz?) | (1.5)

in der die euklidische dreidimensionale Metrik dz? + dy? + dz? vorkommt.
Die Friedmann-Gleichung kann aus der allgemeinen Relativitdtstheorie unter
der Annahme eines homogenen Universums hergeleitet werden [5, 6]:

H%(t) = (a)z _ 8@, , (1.6)

a 3c?

wobei € die Energiedichte des Universums und G die Gravitationskonstante ist.
H(t) = a(t)/a(t) ist die Hubble-Funktion.
Die Energiedichte € enthilt die folgenden vier Beitrige:

€ = €Kriimmung + €Strahlung + €Materie + €Dunkle-Energie - (17)

(i) Der erste Term
kc?

€Krimmung = _? (].8)

ist der Anteil, der von der Kriimmung des Universums stammt. In dieser Arbeit
wird er nicht betrachtet, weil er in sehr gute Néherung verschwindet.

(i) Der zweite Term egiraniung enthélt den Beitrag von relativistischen Teilchen
(z.B. Photonen und Neutrinos); die Strahlungsenergie skaliert als
ag

_ 0
€Strahlung = 6Strahhlung (19>

a4
(ao ist der Skalenfaktor zu einer gewissen Zeit to).
(iii) Der dritte Term eéypaterie enthiilt den Beitrag von massiven Teilchen, wie
die sichtbare Materie (Protonen, Kerne, etc...) und unsichtbare Materie (dunkle
Materie):
0 aj
EMaterie = 6Materie$ . (1.10)
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(iv) Der vierte Term
Ac?
unkle-Energie = 1.11
€Dunkle-Energ e ( )

ist der Beitrag der dunklen Energie: A ist die beriithmte kosmologische Konstan-
te.

Diese Trennung ist nicht exakt, da manche Teilchen am Anfang relativistisch
sein konnen und spéter bei Abkiihlung nicht-relativistisch werden. Jedoch ist
diese Beschreibung eine gute und niitzliche Ndherung.

Es ist interessant, einige Spezialfiille zu betrachten:

1. Kriimmung-dominiertes Universum: € = €krgmmung. Man kann die Diffe-
rentialgleichung leicht 16sen (fiir k = —1):
t

a(t) ZGO%- (1.12)

2. Strahlungsdominiertes Universum: € = €s¢rahlung- Man kann die Differen-

tialgleichung leicht 16sen:
£\ 1/2
a(t) = ap () . (1.13)
to

3. Materiedominiertes Universum: € = €paterie- Man kann die Differential-
gleichung leicht 1osen:

a(t) = alt) = ag (t>2/3. (1.14)

to

4. Universum, da von der Kosmologischen Konstante dominiert wird:

a(t) = age™/?. (1.15)

Unser Universum wurde am Anfang zunéchst von der Strahlung dominiert, dann
hat die Materie den groften Beitrag iibernommen, und spéter (relativ neulich)
ist die dunkle Energie der wichtigste Term geworden. Der Kriimmungsanteil,
der zwischen Materie und dunkler Energie hiitte prinzipiell dominieren kénnen,
ist nicht anwesend: das Universum scheint flach zu sein. Um das zu erkldren
wird postuliert, dass sehr kurz nach dem Bing-Bang (Anfang: 10736 sek) eine
sehr schnelle Inflationsphase (mathematisch analog zu Gl. (1.15) aber mit ei-
nem viel grofieren A und fiir eine sehr kurze Dauer, bis zu ungefihr 10732 sek)
stattgefunden hat. Némlich, durch eine schnelle Expansion wird das Universum
praktisch flach.

In Gl (1.6) kann man die jetzige Zeit ¢;c;,; einsetzen:

_87TG €
3¢ H?

jetzt

= ril‘immung + QStrahlung + QMaterie + QDunkIe»Energie . (116)
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Die jetzige Energiebilanz des Universums zeigt, dass Qxrimmung = 0 und Qs¢rablung
vernachléssigbar ist (war es aber nicht in der Vergangenheit). Ausserdem:

QMatoric =0.27 3 QDunklc—Encrgic =0.73. (117)

Der Materie-Anteil besteht aus der dunklen Materie und aus der baryonischen
(sichtbaren) Materie:

QMaterie = Qdunk]efl\laterie + QbalryonischefMaterie (118)
mit: Qdunklc-l\rlat‘cric =0.23 > Qbaryonischc—l\latoric =0.04 . (119)

Man sieht also, dass die dunkle Materie und die dunkle Energie, die noch unbe-
kannt sind, 96% des jetzigens Universums ausmachen.

Eine weitere Moglichkeit, die Friedmansgleichung auszudriicken, wird in dieser
Arbeit benutzt. Sie lautet:

é 8rG

T 3(e+pP) V32 < (1.20)

ISHESE

Hier P ist der Druck. Némlich, wir werden in der Nihe eines Phaseniibergan-
ges (der chirale Phaseniibergang) arbeiten. Deswegen miissen wir sowohl die
Energiedichte als auch den Druck beriicksichtigen. Dieser Phaseniibergang hat
ungefiihr 10~# sek nach dem Big-Bang stattgefunden. Die Materie war sehr heiss
(im 1.8-Terra ( Billionen) Grad Kelvin bereich).

1.3 Grundidee der Arbeit

In dieser Arbeit untersuchen wir zuerst das Verhalten der chiralen Kondensate
und der Massen von Mesonen in Abhéngigkeit der Temperatur 7T'. Dazu benutzen
wir ein effektives Modell der QCD, namens erweitertes lineares Sigma-Modell
(kurz: eLSM), das nur Mesonen enthélt. Im allgemeinen beruhen Sigma-Modelle
auf der chiralen Symmetrie sowie auf ihrer spontanen und expliziten Brechung.
Um die Diskussion klarer zu machen, beschreiben wir zunéchst (Kap. 2) eine
vereinfachte Version des Sigma-Modells: man kann das Phéinomen der spontanen
Symmetriebrechung auf eine einfache Art und Weise erkliren, wenn nur zwei
Mesonen vorhanden sind. Wir zeigen auch, wie die Temperaturabhingigkeit
eingefiihrt wird.

Die volle Version des eLSM wird dann in Kap. 3 prisentiert. Die fiir uns wich-
tigste Veroffentlichung ist Ref. [7], fiir Details siehe auch Refs. [8, 9]. Die Tem-
peraturabhiingigkeit (Kap. 4) wird durch eine einfache Methode bertiicksichtigt:
zwei Massenparameter werden explizit temperaturabhéingig und sorgen dafiir,
dass bei hohem T die chirale Symmetrie wiederhergestellt wird.

Wir wenden dann die Resultate an (Kap. 5), indem wir den Effekt dieses chi-
ralen Phaseniiberganges auf die Expansion des Universums untersuchen. Der
Gedanke ist, dass bei hohen Temperaturen die chirale Symmetrie noch erhal-
ten ist. Somit haben Mesonen, die durch chirale Transformationen verbunden
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sind (chirale Partner), oberhalb des chiralen Phaseniiberganges dieselbe Masse.
Erst bei der Abkiihlung, bei der (und unterhalb der) kritischen Temperatur T,
= 0.155 GeV (entspricht etwa 1.8 Terra ( Billionen) Grad Kelvin), sind Mas-
senunterschiede entstanden: die spontane Symmetriebrechung wurde sichtbar.
AuBerdem sind die chiralen Kondensate, die die Ordnungsparameter des Uber-
ganges sind, grofler geworden. Der Phaseniibergang hat bei der kritischen Zeit
tir = 2.537 x 107° sek nach dem Big Bang stattgefunden.

Wir folgen der Methode von Ref. [10] und berechnen die Temperatur als Funk-
tion der Zeit ¢: wir sind insbesondere daran interessiert, wie schnell die Tem-
peratur gefallen ist. Fiir andere Arbeiten, die sich mit diesem Thema befasst
haben, verweisen wir auf Ref. [11] und auf Ref. [12].



Kapitel 2

Das einfache LSM

2.1 Die chirale Symmetrie der QCD

Zunichst erkldren wir kurz die chirale Symmetrie der QCD. Zu diesem Zweck
diskutieren wir die Gruppe U(N). Ein Element der unitéiren U(N)-Gruppe ist
eine komplexe N x N-Matrix, die die Gleichung

U'U=U0U" =1y (2.1)

erfiillt. Die Lagrange-Dichte der QCD ist im chiralen Limes (my; = 0) invari-
ant unter der chiralen Symmetrie, die aus zwei unitéiren Gruppen besteht und
als U(Ny)r x U(Ny)r bezeichnet wird. Namlich, wir kénnen die rechtshéndige
und die linkshindige Komponente der Quark-Felder unabhingig voneinander
transformieren. In Formeln:

¢ = qi,rR + ¢, — Urjq;,r +ULijq1 , (2.2)
mit zwel unitdren Matrizen
UREU(Nf)R, ULGU(Nf)L. (2.3)

Zur Erinnerung, die rechtshiéndigen und linkshéndigen Spinoren ¢; g und ¢; 1,
sind definiert als:

qi,r = Pra; ,q;r,R = QZPR, %.r=9"L, (2.4)
¢, = Prq; , QI,L =q/ Py, G =4:Pr (2.5)

mit Pp = %(1 +55), PL = %(1 —95), wobei 7° die chirale Matrix ist, siche
Details in Ref. [1].

Die chirale Symmetrie ist gebrochen durch die nicht-verschwindenden Quark-
Massen. Auflerdem ist sie auch spontan gebrochen zu sogenannten Flavor-Symmetrie:
U(Nyf)y x SU(Nf)a — U(Nyg)y. Dieses Phinomen der spontanten Symme-
triebrechung ist fiir das Verstidndnis der Hadronen sehr wichtig. Im néchsten
Abschnitt erkldren wir diesen Sachverhalt anhand eines einfaches Modelles.
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In dieser Arbeit werden wir in Kap. 3 und in Kap. 4 den Fall Ny = 3 betrachten;
wir befassen uns also mit Hadronen, insbesondere Mesonen, die aus den Quarks
u, d und s bestehen.

2.2 Das Sigma-Modell mit nur einem ¢ und ei-
nem 7

Wir beschreiben zunéchst ein einfaches hadronisches Modell, wo ein einziges
skalares Teilchen, o, und ein einziges pseudoskalares Teilchen, m, vorhanden
sind (siche z.B. von Ref. [13]). In diesem Fall ist die vorher besprochene chirale
Symmetrie sehr einfach, weil sie einer Drehung in der (7, 0)-Ebene entspricht:

()= (ol =) (7)- o

Das Potential, da die Massen und die Wechselwirkungen zwischen den Teilchen
7 und o beschreibt, muss (im chiralen Limes) invariant unter dieser Drehung
sein. Die Form des Potential lautet deshalb:

2
V(e,m) = % (7% +0%) + 2 (m* + 02)2 , (2.7)
wobei wir Terme hoherer Ordnung nicht beriicksichtigen (siehe z.B. [8, 9, 14]
fiir die Begriindung). Das Potential héingt von zwei Konstanten ab, mZ und \.
Die Konstante \ ist positiv, weil das Potential von unten begrenzt sein muss.
Wir nennen das Modell ‘einfaches Lineares Sigma Modell” (LSM).

Nun, wenn m3 > 0 , hat das Potential die schematische Form in Abb. 2.1. Dieses
Potential hat ein eindeutiges absolutes Minimum bei Py, = (0 = 0,7 = 0).
Niémlich, entlang der o-Richtung das Minimum ist durch die Gleichung

05V (0,0) = mdo + Ao® =0 (2.8)
gegeben.

Diese Gleichung hat als Losungen

2
—mg

A

Die letzteren zwei sind aber imaginire Zahlen fiir mZ > 0, was wiederum heifit,
dass o0 = 0 die einzige Losung ist. Dieser Fall enspricht einem Minimum, wie die
zweite Ableitung zeigt.

Die Massen der Teilchen werden wie iiblich durch die zweite Ableitung des
Potentials am Minimum bestimmt:

A%

c=0und o =+

(2.9)

2
my = =mg , (2.10)
I | p—p,.,
0%V
P=Ppnyin
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Abbildung 2.1: Normales Potential

Wie erwartet, haben die zwei Teilchen dieselbe Masse myg. Das ist zunichst eine
Konsequenz der chiralen Symmetrie, wenn das Potential exakt chiral symme-
trisch ist und eine einzige Minimum hat.

Es gibt aber ein Problem: die experimentellen Werte der Massen von ¢ und
7 sind sehr unterschiedlich, siehe Ref. [15]. Sogenannte chirale Partner sind nie
gleich schwer. Der Grund dafiir ist die spontane Symmetriebrechung. Die kénnen
wir in unserem Modell beschreiben, indem wir den Fall

mg < 0 (2.12)

berticksichtigen. Das heifit, dass mg rein imaginir ist. Das entsprechende Poten-
tial ist in Abbildung (2.2) gezeigt und hat die typische Form eines mexikanischen
Huts. Der Koordinatenursprung ist nicht mehr ein Minimum, sondern ein Ma-
ximum, was eine Instabilitdt bedeutet (imaginire Massen). Man hat hingegen
einen Kreis von Minima, die die Gleichung

mg

2 2 _
T+ o0 = h

(2.13)

erfiillen.
Das Vakuum des Systems wird bei einem von diesen unendlich vielen Minima

realisiert. Wir wéhlen:
m2
Pmin - _TO,O (214)
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Abbildung 2.2: Mexikanischer Hut

Indem wir diese Wahl fiir das Vakuum gemacht haben, haben wir die chirale
Symmetrie spontan gebrochen.
Der Wert des o-Feld am Minimum ist ein sogenannter Vakuumserwartungswert

und wird mit
2

Omin — ¢N = 7% (215)
A
bezeichnet. Wir berechnen nun die Massen:
0%V
ml=—— =0, (2.16)
or PP
0%V
m2 = ) =m2 +3\p% = —2m2 >0 . (2.17)
P=Ppin

Die Massen sind in diesem Fall sehr verschieden. Das Pion ist masselos: das ist
ein Spezialfall des Goldstone-Theorems. Die o-Masse ist hingegen schwer. Man
versteht also, warum die spontane Symmetriebrechung unterschiedliche Massen
von chiralen Partnern verursacht.

In der Natur ist die Masse des Pions nicht null; die ist zwar klein im Vergleich zu
dem ¢ Meson (und zu anderen Hadronen): sie betrigt 135 MeV. Hingegen, das o-
Teilchen wird mit der Resonanz f(1370) identifiziert, die eine Masse 1350 £ 150
MeV hat, siehe Details in Refs. [7, 8]. Um die nicht-verschwindende Pion-Masse
zu beschreiben, wird eine explizite chirale Symmetriebrechung benétigt. Das
neue Potential lautet:
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2
V(e,m) = % (m* +0%) + % (7% + 02)2 — ho (2.18)

wobei der Term —ho fiir die explizite Brechung verantwortlich ist. Die Form des
Potentials wird in der Abbildung 2.3 gezeigt. Das Potential hat aber jetzt ein
eindeutiges Minimum. Der Vakuumserwartungswert (VEW) des Pion-Feldes ist
noch null am Minimum, aber das VEW des o-Feldes (das chirale Kondensat
¢n) wird durch die folgende Gleichung bestimmt:

oV (c,0)

B = mion + Ao} —h

O=0min=¢N

=o¢n (m§+Xo%) —h=0. (2.19)

Diese Gleichung ist eine Gleichung dritter Ordnung, deren analytische Lésungen
durch die Cardano-Formel bestimmt werden kénnen; nur eine Losung entspricht
dem absoluten Minimum und ist daher physikalisch, siehe die Diskussion in Ref.
[8]. Das Minimum ist daher P, = (én,0). Die Masse des Pions lautet:

h
=mi+ X = — . (2.20)
P=Ppuin ¢N

T On2

Man sieht, dass die Pionmasse nicht mehr null ist, aber vom Parameter h ab-
hingt. (Die Pionmasse verschwindet im Limes h — 0, wie erwartet, weil das
Potential wieder der symmetrische mexikanische Hut ist).

Die Masse des o-Teilchen lautet:

2 PV

2= 53 =m2 4 3Xd% = m2 + 2)¢% . (2.21)

P=Punin

m

Die o-Masse ist also immer grofler als die Pionmasse und der Massenunterschied
betrigt mZ — m2 = 2\¢% > 0.

Das chirale Kondensat ¢ taucht explizit in den Ausdriicken fiir die Massen
auf und auch bei Zerfiillen, wie z.B. bei dem Zerfall 0 — ww. Man kann aber
zeigen, dass ¢y auch den schwachen Zerfall des Pions beeinflusst und somit
experimentell bestimmt werden kann. In dieser einfachen Version des o-Modelles
ist das Kondensat die Pionzerfallskonstante ¢y = fr = 92.4 MeV [13].

2.3 Das einfache Sigma-Modell bei T #£ 0

In dieser Arbeit sind wir daran interessiert zu bestimmen, wie die Massen der
Mesonen bei endlichen Temperatur variieren. Das bedeutet z.B., dass wir die
Funktionen der Pion-Masse und Sigma-Masse als Funktion der Temperatur,
my(T) und m,(T), bestimmen wollen. Eine rigorose Rechnung im Rahmen einer
Quantenfeldtheorie ist hier nicht beabsichtigt; wir wihlen aber ein einfaches
phénomenologisches Verfahren, das in Ref. [16] diskutiert wurde. Wir nehmen
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Abbildung 2.3: Schriger mexikanischer Hut.

an, dass die Konstante m2 von der Temperatur abhiingt und die folgende Form
hat:

T2
mg — mj (1 — 2) : (2.22)
15
also das Potential als Funktion der Temperatur lautet:
2 T2 A
V(o,n,T) = % (1 — Tz) (m* +0%) + 1 (7% + 02)2 — ho . (2.23)
0

Diese einfache Temperaturabhingigkeit erlaubt, eine Inkonsistenz von hadroni-
schen Modellen bei endlicher Temperatur zu losen (die Inkonsistenz hat mit
theoretischen Betrachtungen zu tun, wenn die Anzahl der Farben grof ist)
[16, 17]. Diese T?-Abhéngigkeit wurde auch in Ref. [18] gefunden.

Intuitiv bedeutet die Funktion m? (1 — %ﬁ), dass das chirale Kondensat kleiner
0
wird, wenn die Temperatur wichst. Im Fall ohne explizite Symmetriebrechung

(h = 0) hat man:

2 2
on(@) = /-0 (1- T\ fwr T < 1 (2.24)
) i
und
¢N(T) =0fuer T > 1T . (225)

Die Temperatur Ty ist die kritische Temperatur im chiralen Limes. Fiir T > Tj
ist das chirale Kondensat null, was bedeutet, dass die chirale Symmetrie nicht
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mehr gebrochen ist (Wiederherstellung der Symmetrie bei hohen Temperatu-
ren). Es ist interessant zu bemerken, dass

don(T)

- 2.2
ra 0 (2.26)

T=0

was auch kompliziertere Verfahren zeigen. Aufledem gilt

don(T)
dT

=0 (2.27)

T=T;

was bedeutet, dass die Steigung bei der kritischen Temperatur T unendlich ist.
Wir konnen also einen Phaseniibergang zweiter Ordnung einfach modellieren.
Der Verlauf der Massen als Funktion der Temperatur ist:

m2(T) =0, (2.28)

. 2 Y »
m2(T) ={ —2"0 (1 T&) far T'<To (2.29)
0 fir T > To

Fiir T > T} sind die Teilchen entartet (beide haben Masse null).
Wenn die chirale Symmetrie explizit gebrochen ist (b > 0 und m2 > 0), dann
muss man die Gleichung

2
m2 (1 - ;2) SN+ AP —h =0 (2.30)
0
fiir jede Temperatur T 16sen. Das kann man numerisch ohne Probleme machen,
siehe das Resultat in Abb. 2.4, wobei die numerischen Werte m, = 0.141 GeV,
me = 1.367 GeV, fr = 0.092 GeV benutzt wurden. Fiir Ty wihlen wir den Wert
0.155 GeV: das ist die kritische Temperatur, die in der Lattie-QCD bestimmt
wurde [4]. Man sieht also, dass ¢ (T) den Null-Wert asymptotisch néhert. Die
kritische Temperatur T}, ist die Temperatur, bei der die Steigung am grofiten

ist: 26
N
=0. 2.31
dT? =T, ( )

Numerisch lautet sie Ty, = 0.1552 GeV und ist wie erwartet dem Wert von Ty
sehr nahe.

Die Massen von 7 und o fiir dieses Modell werden in Abbildung 2.5 gezeigt.
Man sieht ein ganz anderes Verhalten fiir grofle Temperaturen. Némlich, die
Pionmasse steigt, wie man aus der Gleichung m2? = h/¢y sieht. Hingegen fillt
die o-Masse erst ab, steigt aber fiir grofle T' und ist wieder mit dem Pion entartet:
My >~ my fiir T >> Ty. Namlich, fir die Massendifferenz gilt:

m2 —m?2 = 2\¢% — 0 fiir T — oo . (2.32)
Es ist interessant zu bemerken, dass die Massen der Mesonen in komplizierte-
ren Verfahren der Quantenfeldtheorie auch linear mit steigender Temperatur
steigen.
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Abbildung 2.4: Chirales Kondensat ¢y (T) im einfachen LSM.
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Abbildung 2.5: Funktionen m,(T") (blau) und m,(T) (schwarz) im einfachen
LSM. Bei hohen T sind die Massen entartet, im Einklang mit der Wiederher-
stellung der chiralen Symmetrie.



Kapitel 3

Das eLSM im Vakuum

In diesem Kapitel besprechen wir eine vollstéindige Version des linearen Sigma-
Modelles, das in Refs. [7, 8, 9] prisentiert wurde. Das Modell ist ein effektives
Modell der QCD und man nennt es ‘erweitertes Lineares Sigma-Modell’ (eLSM)
und enthilt pseudoskalare, skalare, vektorielle und axial-vektorielle Mesonen fiir
den Fall mit drei Flavors: wir betrachten also Mesonen, die die Quarks u,d
und s enthalten. Die mathematischen Eigenschaften sind dem einfachen Sigma-
Modell mit nur einem ¢ und einem 7 sehr dhnlich. Es gibt aber mehr Felder
und deswegen mehr Moglichkeiten, das Modell zu testen und anzuwenden.

Das Modell setzt sich zusammen aus:

1) pseudoskalaren Mesonen:

. mv\gro it KT
P=— - an-r’ o | . 1
7 r oK (3.1)

K~ KO ns

Das Feld 7w entspricht dem Pion, das Feld K entspricht dem Kaon. Die Felder
ny und 7g entsprechen einer Mischung der physikalischen Zustéinde n und 7/,
sieche Refg. [15].

2) skalare Mesonen:

L
S=— as on—ag KO . (32)
0 S
vz Kg L/% o
s S N

Das Feld ag entspricht der Resonanz a(1450), das Feld Kg entspricht der Re-
sonanz K (1430), das Feld oy entspricht fo(1370), und das Feld og entspricht
f0(1710), siehe Ref. [15]. (Eine Mischung mit dem skalaren Gliiball ist auch
moglich, siehe Details in Ref. [14]).

3) Vektormesonen:

15
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wiv+p"° aas KR+

12 1 \/5 H 0
VH = E p,u— “’N\;g K*MO . (33)
Ko B

Das Feld p entspricht dem p-Meson, das Feld K* entspricht K*(892), wy dem
w-Meson, und wg dem ¢-Meson.
4) Axialvektormesonen:

O BEE e ke

mo_ _ i — ~no 0
A ﬁ a’f ) 11\:\/5‘;1 K{L . (34)

Ky Kt Is

Das Feld a; entspricht der Resonanz aq(1230), K7 der Resonanz K7(1270), fi,n
der Resonanz f1(1285), und f1 ¢ der Resonanz f;(1420).

Alle Felder und ihre Entsprechungen werden in Tabelle 1 gezeigt. Die Massen
kommen aus dem PDG [15] (fiir ein Isospin-Multiplett wird die Masse eines
geladenen Elements gegeben; Fehler werden ausgelassen). I steht fiir Isospin,
J fiir den Gesamtspin, P fiir Paritédt, und C fiir die Ladungskonjugation. (Die
Ladungskonjugation bezieht sich auf die neutralen Elemente eines Nonets). Fiir
die isoskalare Pesudoskalare gilt: a = cos @, b = sin 6, wobei § ~ —44° [7].
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Tab. 1: Felder des Modells und PDG

H Feld H PDG H Inhalt H 1 H Jre H Masse (MeV) H
H o, a0 H T H ud, i, “2-44 H 1 H 0+ H 139.57 H
| K"K ,K°K" [ K [ ussudssd [1/2[0°F [ 493677 |
H nna + nsb H | n H wi—dd g 4 g3 H 0 H 0+ H 547.86 H
—nna + nsb n (958) | uu ﬂdda+ssb 0 || 0 957.78
[ al,ag,al | a0(1450) | ud,du, 24 | 1 [ o+ | 1474 |
| Ki K5, K3 KY | K;(1430) || us, su,ds,sd [ 1/2 ] 07+ ] 1425 |
[ o [ [ =# oo | mw |
[ s [ o070 [ s [0 o] iz |
[ ool | o) [adf 1 [T | mmm |
[ K K K% K || K*(892) | us,su,ds,sd [[1/2 1~ [ 89186 |
[ o e [ =F [0 | me |
[ ws [ ¢(1020) ] 5§ [0 [1—— ] 1019461 ]
[ af,ay,ad? | @1(1230) | wd,du, 24 |1 [ 17+ | 1230 |
| K K KK} [ Ki(1270) | ws, 58, 8, sd [12] 177 ] 1272 |
[ o) [ =F [0 [ o |
[ fis [A0#20) [ ss [0 [ 17 124 |

Die pseudoskalaren Mesonen und skalaren Mesonen kann man in der Matrix ®
zusammenfassen:

X (o tei) i) af +int K& +iK+

d=5+iP = \ﬁ ag +in” (ONiag)j%(niV_WO) Kg' 4 KO

Kg +iK~ K% +iK° o5 +ings
(3.5)

Die adjungierte Matrix ®f lautet:
. (0N+03)\—/;;(71N+770) af —int K; KTt
0 : 0
P = ﬁ ag — it (O‘N—ZZU)\_/%(TIN—TI' ) Kg _ KO (3 6)
Kg—iK_ Kg—i}?o os — ins

Die Matrix ® transformiert einfach unter einer chiralen Transformation: ® —
U L@UIT%. Deswegen dient ® als Baustein des Modells.

Wir kombinieren die Vektormesonen V# und die Axialvektormesonen A* zu
einer rechtshindiger Struktur:
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RM = VM — AP
oy pHO B4 gh0 yun 1+
— ot —
IR ] Bt S, st sl et SO
K*~ — K} K*H0 — Kl wh — fls
(3.7
und einer linkshéndigen Struktur:
Lt =VH 4 AF
) “’IXJ\J/%P“O 4 f{LN\;F;‘fO pu-‘r _|_alli+ K*u+ —|—Kf+
—_ _ _ Ko p0 no_  p0
N e e el R
K"~ 4 Ki~ K+ 4 Ky wh+ fls
(3.8)

Die Matrizen R* und L* transformieren unter chiralen Transformationen wie:
RH — URR“U}L% , LF — ULL“UE. Sie dienen auch als Bausteine des Modelles.
Die resultierende Lagrangedichte des eLSM lautet:

L =Tr[(D,®)"(D,®)] — maTr(®T®) — A\ [Tr(®TP)]? — N Tr(®TP)?

1 m?
- ZTr(Lil, +R,)+Tr [(21 + A) (L2 + Ri)} + Tr[H(® + ®1)]

+ ¢ (det @ — det dT)2 + z’g—;(Tr{LW[L”, L")} + Te{ R, [R", R]})

h
+ %Tr(CI)T@)Tr(Li + R2) + hoTr[|L,®* + |®R,[?] + 2hsTr(L, P R* )

+ g3[Tr(L,L, L* L") 4+ Tr(R,R,R'R)]

+ga[Txr (L, L*L, L")+ Tr (R, R*R,R")]

+g5Tr (L, L") Tr (R,R")

+ go[Tr(L,L*) Te(L, L") + Tr(R,R") Tr(R,R”)) . (3.9)
Das Modell beinhaltet 36 unterschiedliche Mesonen. Die kovariante Ableitung

hat die Form:
DHFP = 9Hd — ig (LHP — PRY) . (3.10)

Die Feldstérketensoren fiir die links und rechtshéndigen Vektorfelder sind:

L =9rLY — oV L*, (3.11)
RMY = O*R” — 0" R*. (3.12)
Die Lagrangedichte ist so aufgebaut, dass sie invariant unter chiralen Symme-

trietransformationen ist (im chiralen Limes). Um Massenunterschiede mit die-
sem Modell zu erkliren, brauchen wir die spontane Symmetriebrechung. Die
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entsteht, sobald m2 < 0 (genau wie in dem einfachen Sigma-Modell aus Kap.
2). Um die Quarkmassen explizit zu beriicksichtigen, bendtigen wir eine expli-
zite Symmetriebrechung. Die Terme, die fiir die explizite Symmetriebrechung
verantwortlich sind, lauten:

2 h 0
H = 8 %N LR (3.13)
V2
Sy 0 0
A=| 0 6y 0 |. (3.14)
0 0 6

Desweiteren beriicksichtigen wir die chirale Anomalie. Das ist der Term propor-
tional zu ¢;.

In der verallgemeinerten Version des o-Modelles entstehen Kondensate fiir die
Felder o und og:

¢N = Z7rf7r; (315)
b = ZK K
S = \/§ )

(3.16)

wobei f, die Pion-Zerfallskonstante und fx die Kaon-Zerfallskonstante ist.

Die sogenannten Wellenrenomierungskonstanten Z lauten:

Mg, 7 2mp,

B K —
NI VAmi, — g (on +V26s)?

mflS QmK*

A — Zys = .
VAmi. — g (on — V20s)?

T =Zpy = , (3.17)

(3.18)

5 2 2.2
Vs ~ 29195

Diese entstehen, wenn man die unphysikalische Mischung von pseudoskalaren
und axial-vektoriellen Teilchen beseitigt, siche Details in Ref. [7]. Die Z tauchen
in den Ausdriicken der Massen auf.

Die Massen der Teilchen wurden in Refs. [7, 8] berechnet. Sie sind Funktion der
Kondensate (genau wie in unserem einfachen Sigma-Modell).

Die Massen der pseudoskalaren Teilchen sind:
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2 2] 2 A2 2 Z2hon
m, = Zﬂ. |:m0 + <)\1 + > ¢N + >‘1¢S] == y (319)
2 ON
2 2 2 A2 2 A2 2
my = Zi |mg+ ( A1+ 5 PN — \ﬁéf)NﬂsS + (M1 +A2) 95| (3.20)
A
m2, =72 [mg - (Al + 22> X + MdS + e ¢§V¢g}
) hon 2 2
=7z <¢N +c1 oy s) ) (3.21)
c
= 22, [mE+ Mok + i+ 2) 6% + ok
hos
=7, <¢ + ¢N> , (3.22)
m"7NS =Znx Z7TS D) ¢N¢S ) (3.23)
mfm . ist ein zu beseitigender Mischterm.
1
2
Moy = 5 [m%N + m%s + \/(m%N ) + 4m%NsJ . (3.24)

Die Massen der skalaren Teilchen sind:
3
m2, =mg+ ()\1 + A2> o+ Alqsg , (3.25)
)\

A
mgN = m% + 3 (Al + 2) ¢N + )\1¢S 3 (327)
m2_ = m% + )‘1¢§V +3 ()\1 + /\2) d)s . (328)

os

Die Massen der Vektormesonen sind:

mi ml (h1 + ho + h’3)¢N —|— (bS + 20N, (329)

1
mi. =m3 + 1 (91 + 2h1 + h2) O

1 1
+ \ﬁcfw(ﬁs(h?) -9+ 5(9% + by + ho)¢% + On + ds (3.30)
me, =ms, (3.31)

hy
ml, = mi + ¢N+(

D) + ho + hg) (15% + 20g , (332)
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Die Massen der Axialvektormesonen sind:

1 h
mg, = mi + 5(208 + hi + hy — ha)oR + 85 + 20w (3.33)
1
mi, =mi + 1 (91 + 2h1 + ha) dX
1 1
_ Eqsws(hg, -+ 3 (91 + h1 + h2) ¢% + 0N + 65, (3.34)
m?lN = mf2L1 ’ (335)
2 2 h1 g o, 2
Mg =mi+ 5 én+ | 201+ 5 +he—hs | ¢ +20s . (3.36)

Das Potential in Abhéngigkeit der Kondensate lautet (das bedeutet, dass alle
andere Felder gleich Null gesetzt worden sind):

A
V(6w 6s) = gmd(@k + %) + L6k + 20363 + ob)

Az

4
o <¢)2N + (Z%) —honoNn — hosds . (3.37)

Man bestimmt die Kondensate, indem man das Potential nach ¢y und ¢g ableitet:

W = [m§ + M (9% + 08)]on + %qﬁv — how, (3.38)
W = [mg + M (9% + 6%)]ds + A2¢d — hos. (3.39)

und das Minimum berechnet:
‘W 20 hoy = [m3+/\1(¢?\,+¢2§)]¢w+%¢%, (3.40)
(W =06 hos = [m3 + M (6% + 63)]os + Ao, (3.41)

Die Parameter wurden im Vakuum festgelegt und folgen aus dem Papier von
Ref. [7] und sind in der Tabelle 2 zu finden. (Die weiteren Parameter hy, A
wurden zu Null gesetzt). Der Vergleich der theoretischen Resultate mit den
entsprechenden experimentellen Werten ist in Tabelle 3 gezeigt.
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Tab. 2: Werte der Parameter (aus Ref. [7])

Parameter Werte

m [GeV?] | —0.9183 4 0.0006
m? [GeV?| | 0.4135+0.0147
1 [GeV 7] | 450.5420 £ 7.033
s [GeV?] [ 0.1511 4 0.0038
g1 5.843 £+ 0.018

g2 3.0250 + 0.2329
oy [GeV] | 0.1646 + 0.0001
b5 [GeV] 0.1262 + 0.0001

(3.42)

ho 9.8796 £+ 0.6627
hs 4.8667 £+ 0.0864
A2 68.2972 + 0.0435

Mit der oben genannten Parameterwahl erhalten wir folgende Tabelle (aus Ref.

[7])-

Tab 3: Theorie-Experiment-Vergleich (aus Ref. [7])

Observable Fit [MeV] | Experiment [MeV]
fr 96.3 £0.7 92.2+4.6
fr 106.9 £ 0.6 1104 +£5.5
My 141.0£5.8 137.3+6.9
mg 485.6 £ 3.0 495.6 +24.8
my 509.4 + 3.0 547.9+27.4
My 962.5 + 5.6 957.8 £47.9
m, 783.1+7.0 775.5 + 38.8

M+ 885.1 £6.3 893.8 £44.7
me 975.1 6.4 1019.5 £51.0
Mg, 1186 £6.0 1230 £ 62 (3.43)
M, 1363 £1 1474 £ 74
My 1450 £1 1425 £ 71
| Rp— 160.9 £ 4.4 1491+ 74
Trr o ron 146+1.9 162+23
Iy kK 3.34£0.14 3.564£0.18
| AP 549 £ 43 425 £ 175
| AP, 0.66 £ 0.01 0.64 £0.25
T (420 ok K | 44.6£39.9 139+22
T, 266 £ 12 265 £ 13
Pri o kn 285+ 12 270+ 80

Man sieht also, dass die Beschreibung der experimentellen Daten sehr gut ist.



Kapitel 4

Das eLSM bei 7" # 0

4.1 Chirale Kondensate als Funktion von 7T

Der QCD-Phaseniibergang wird durch den chiralen Phaseniibergang beschrie-
ben. In dem eLLSM gibt es zwei chirale Kondensate, ¢y und ¢g. Sie sind Ord-
nungsparameter des Phaseniiberganges. Wir sollten daher ihren Verlauf als Funk-
tion von T" bestimmen.

Wie schon in Kap. 2 beschrieben, implementieren wir eine explizite Temperatu-
rabhingigkeit des Massenparameters mg:

2 2 T
mg — mg <1 - T02> . (4.1)
Diese Wahl ist ziemlich einfach, hat aber viele Vorteile, sieche Refs. [16, 17].

Auflerdem muss im eL.SM auch der Massenparameter der axial-vektoriellen Me-
sonen temperaturabhéngig werden:

2 2 , I°
MY = MY~ MG (4.2)
0

Die Abhéngigkeit ist so gewihlt, dass fiir groBe 7' alle Mesonen die gleiche
Temperaturabhéingigkeit haben. Diese Ansiitze fithren zu einer Temperaturab-
héngigkeit der chiralen Kondensate:

on — on(T) , (4.3)

¢s — ¢s(T) (4.4)

die aus den folgenden Gleichungen bestimmt werden:

23
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Abbildung 4.1: Chirale Kondensate ¢y (rot) und ¢g (blau) als Funktion der T’
Temperatur.

hon = m2 1_Tj T A2 43 T 4.5

0N mygy TO2 ¢N( )+ 2¢N()7 ()
2

hos = mg <1 - jTﬂg) ¢s(T) + Aa¢%(T) . (4.6)
0

Die Resultate werden in Abb. 4.1 gezeigt. Wie erwartet, werden die Kondensate
kleiner fiir steigendes T und haben Null als asymptotischen Limes. Auflerdem ist
der Verlauf des Kondensats ¢g sanfter. Der grole Wert der Kondensate fiir kleine
Temperaturen folgt aus der spontanen Symmetriebrechung und der Ubergang
zu kleinen Werten folgt aus der Wiederherstellung der chiralen Symmetrie. Die
in der Grafik dargestellte Anderung der chiralen Kondensates bezeichnen wir
als chiralen Phaseniibergang.

Die kritische Temperatur des chiralen Phaseniiberganges definieren wir iiber die
zweite Ableitung des chiralen Kondesats: das ist ndmlich der Punkt, wo die
Zweite Ableitung verschwindet. Das wird in Abb. 4.2 gezeigt.

82

OEﬁ

on(T) . (4.7)
T=Th,
Um genau zu sein, erhalten wir eigentlich zwei kritische Temperaturen: T}, ent-

spricht der kritischen Temperatur von ¢ (non-strange Sektor) und analog dazu
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Abbildung 4.2: Zweite Ableitung der Kondensate. Die rote Linie entspricht ¢
(T') und die blaue Linie ist ¢4(T).
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Tir s entspricht der kritischen Temperatur von ¢g (also des strange Sektors).
Die numerischen Werte sind: T}, = 0.1552 GeV und fiir T}, , = 0.1676 GeV.
Beide sind dem Parameter T sehr nah.

4.2 Massen als Funktion von 7T

Aus der Temperaturabhingigkeit der chiralen Kondensate ¢ und ¢g folgen die
temperaturabhingigen Massen der Mesonen und ihre Wellenfunktionrenormie-
rung.

Die Wellenfunktionrenormierungskonstanten Z sind:

Zn (T) = ZT)N (T) = s (T) ? (4'8)
\m2, (T) — g2 (T)
Zw(T) = 2, (1) , (4.9)
\/4m§<1 (T) — ¢(on(T) + V205 (T))?
Z(T) = my,s(T) ’ (4.10)
VM3 () — 20364(T)
2mc- (T) (4.11)

Zry(T) = :
\/4m%(*(T) — @2 (opn(T) — V2¢5(T))?

Die Wellenfunktionrenormierungskonstanten Z,(T"), Zx(T') und Z, (1) haben
im Vakuum (7" = 0) den Wert von etwa 1.6 und nehmen mit steigender Tem-
peratur kontinuierlich ab bis zum chiralen Phaseniibergang. Fiir Temperaturen,
die hoher sind als die kritische Temperatur Tk,., entarten sie . Die Wellenfunk-
tionrenormierungskonstante Zg (1) hat bei T' = 0 den Wert 1. Beim chiralen
Phaseniibergang nimmt Zx (7') leicht zu und bei hohen Temperaturen geht es
wieder gegen 1 wie die anderen drei Wellenfunktionrenormierungskonstanten.
Ihr Verhalten wird in Abb. 4.3 gezeigt.

Wir wenden nun unsere Aufmerksamkeit den Massen der Mesonen zu. Die Mas-
sen der skalaren Mesonen als Funktion von T lauten:
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Abbildung 4.3: Die Wellenfunktionrenormierungskonstanten Z.(7T') (rot),
Zk(T) (blau), Z,4(T) (griin) und Zg; (T') (schwarz) als Funktion von T

w2 (1) = (1= 1) + k() (112)
2 _ 2 2 T2 )\ 2
m. (T) = Z2.(T) {mo (1 T02> + ?2¢N(T)+
Lo (T)os(T) + wém} , (4.13)
2
w2 (1) = (1= 1) + Padk(D) (1.14)
2
it () =3 (1= 1 ) + 3sb(D). (4.15)
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Die Massen der Pseudoskalaren Mesonen als Funktion von T sind:

w2(r) = 220 [ (1- T ) + oy = DI
WD) = Z() [ (1= 3 ) + P
~ 22 on(T)os(T) + ed(T) | | (4.17)

w2 ()= 22(0) [ (1- T2 ) + A + e D3]

= 22(0) (2 e M) | (1.18)
T2 C1
i (1) = 22,(7) o (1= T ) + 2a03(T) + o (1)
=72 (T) ( ¢Z?§F) + 4¢‘}V(T)> , (4.19)
M2 (1) = Zn(T) 2o (1) S 63(1)65(T) - (4.20)

Auch bei endlicher Temperatur 7' miissen 7y und ng entmischt werden. Thre
Massen sind gegeben durch:

20T = 5 [ (T) 2 (T) = [ (T) — 3 (1) + 4, (7)]

Der Plot, der analog zur Abb. 2.5 des einfachen Sigma-Modell ist, ist die Abb.
4.4: m,(T) verhélt sich bei niedrigen Temperaturen wie eine negative quadra-
tische Funktion von T fast bis zum chiralen Phaseniibergang bei der kritischen
Temperatur Ty, = 0.1552 GeV. m,(T) verhélt sich fast wie eine Konstante
ebenso bis zum chiralen Phaseniibergang. Danach entarten bei htheren Tempe-
raturen m,(T') mit m,(T) und beide steigen linear mit wachsender Temperatur
an. Fiir grofe Temperaturen verhalten sich die Massen wie :

P)
M (T) = my(T) = TmOT ~ 6.18T . (4.22)
0

Die Massen der kaonischen Teilchen werden in Abb. 4.5 gezeigt. Der Plot verhélt
sich analog zu dem vorherigen Plot.
In Abb. 4.6 sind die Verliufe der Massen der Teilchen ag und 7 présentiert.
May (T') ist bei jeder Temperatur mit m,(7") entartet und somit haben beide
denselben Verlauf. Daher sind auch beide in blau dargestellt. m,,(T") verhilt sich
bei niedrigen Temperaturen bis zu Ty, wie eine negative quadratische Funktion
von T und danach entarten die Massen analog zu den vorherigen Plots. Das
Verhalten von m,,(T') ist auf die chirale Anomalie zurtickzufithren. Das bedeutet:
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Abbildung 4.4: m,(T) (blau) und m,(T) schwarz als Funktion von 7.
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Abbildung 4.5: mg; (T) (rot) und m (T)) (griin).
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Abbildung 4.6: mg, (T") (blau) und m,,(T') (grau).

ohne die chirale Anomalie wiirde sich m, (1) wie die Masse m(T") verhalten fiir
jede Temperatur 7. Fiir niedrigere Temperaturen als Ty, wére m,,(T") konstant.

In Abb. 4.7 werden die Massen der Teilchen og und 7’ dargestellt. Die Massen
verhalten sich dhnlich wie im vorherigen Plot aber mit dem Unterschied, dass
die Entartung langsamer und bei htheren Temperaturen stattfindet.

Zum Schluss in der Abb. 4.8 werden nochmals alle Massen der pseudoskalaren
und skalaren Mesonen gezeigt. Ihre Entartung bei grofien T ist deutlich zu sehen.
Wir widmen uns jetzt dem (axial-)vektoriellen Sektor. Die Massen der Axial-
vektormesonen als Funktion von 7' lauten:

T 1
me, (T) = mi —mi =5 + 520 + ha = h3)ox(T) , (4.23)
0
2 2 2T2 1 2 2
my, (T) = m7 — Mo 72 + 1 (91 + h2) on(T)
0
1 1
- %¢N(T)¢S(T)(h3 —g1) + 5 (9 + ho) 95(T) + 65,  (4.24)
mf,y (T) =mg, (1), (4.25)
T2
m3, . (T) =m} — mgﬁ + (297 + ha — h3) ¢%(T) + 205 . (4.26)
0

Die Massen der Vektormesonen als Funktion von 7" sind:
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Abbildung 4.7: Der Plot zeigt die Masse m,4(T) (tiirkis) und die von m,, (T')
(magenta).
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Abbildung 4.8: Alle (pseudo-)skalaren Teilchen (Farben wie in den vorherigen
Plots).
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Abbildung 4.9: Die Funktionen m,(T") (schwarz) und mg, (T) (blau).

2
mA(T) = md — mdms 2 (b + )G (T) (4.27)
0
T2 1
mie. (T) = mi — mgﬁ + 1 (97 + h2) 3(T)
0
1 1
+ E¢N(T)¢S(T)(h3 - g+ 5(9? + h2)9%(T) + s (4.28)
m?, (T) =m>(T), (4.29)
2
m2 (T) =mi — mg% + (ho + h3) ¢%(T) + 205 . (4.30)
0

Die Massen der non-strange axial-vektoriellen Mesonen sind in Abb. 4.9 zu fin-
den. Blau sind die zwei identischen Massen fiir die Axialvektormesonen m,, (T')
und my, , (T'), und schwarz die zwei Massen fiir die Vektormesonen m,(7") und
Mmyy (T). Die Massen der Axialvektormesonen bleiben fiir niedrige Tempera-
turen konstant auf etwa mg, (I' = 0) = my, (T = 0).Dagegen steigen die
Massen der Vektormesonen m,(T") und my,, (T) fiir niedrige Temperaturen mit
T? an. Oberhalb des chiralen Phaseniibergangs bei der kritischen Temperatur
T = 0.1552 GeV entarten die Massen der Axialvektormesonen und Vektorme-
sonen. Danach steigen alle vier Massen linear mit steigender Temperatur an.

Die Massen der kaonischen Axialvektormesonen und Vektormesonen werden in
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Abbildung 4.10: Massen m g+ (T') (rot) und mg, (T') (griin).

Abb. 4.10 gezeigt und verhalten sich analog zu dem vorherigen Plot. Auch hier
entarten die Massen oberhalb der kritischen Temperatur Ty,

Die Massen der strange-antistrange Axialvektormesonen und Vektormesonen
sind in Abb. 4.11 gezeigt und verhalten sich d&hnlich zu den vorherigen Plots.
Die Entartung findet bei hoheren Temperaturen statt, da diese Mesonen sich
in unserem Modell aus s-Quarks zusammensetzen. Dies sieht man an den Mas-
senformeln der Mesonen, da die Massen zum grofien Teil aus dem s-Kondensat
¢s(T) folgen.

Zum Schluss zeigen wir alle (axial-)vektoriellen Teilchen in Abb. 4.12. Fiir sehr
hohe Temperaturen entarten alle Massen.

4.3 Druck und Energiedichte als Funktion von
T

In diesem Abschnitt berechnen wir die therodynamischen Eigenschaften (Druck
und Energiedichte als Funktion von T'). Dafiir benutzen wir die Funktionen der
Massen, die im vorherigen Abschnitt berechnet worden sind.
Der (naive Ausdruck von) Druck P(T') setzt sich aus den einzelnen Driicken
zusamimen:

P = S P, (4.31)

i=m,K,n...

wobei i = 7, K, 7...Die Summe l#uft iiber alle 16 Teilchensorten (siehe die Ta-
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Abbildung 4.11: Massen my, o (T) (magenta) und m,, (T) (tiirkis).
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Abbildung 4.12: Alle (axial-)vektorielle Teilchen (Farbzuordnng wie in den vor-
herigen Plots).
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Abbildung 4.13: Naives Verhalten des Drucks als Funktion von 7.

belle 1). Ein Term der Summe lautet:

o0 k2

wobei n; die Entartung der jeweiligen Teilchensorte (n, = 3, nx = 4, n, =
Ny = 1...) ist und m;(T") die Masse der Teilchensorte. Das Verhalten des Drucks
wird in Abb. 4.13 gezeigt. Man sieht schon, dass der Druck in der Nihe der
kritischen Temperatur kleiner wird, wenn die Temperatur steigt. Das ist ein
unphysikalisches verhalten, deswegen miissen wir spéter die Formel korrigieren.
Die gesamte Energiedichte setzt sich aus den einzelnen Energiedichten zusam-
men:

T

()= > &), (4.33)

i=m,K,n...

wobei ¢ = 7, K, 7...Die Summe lduft iiber alle 16 Teilchensorten, die in Kapitel
3 (Tabelle 1) eingefiihrt wurden. Ein Term in der Summe lautet:

© k2 R+ m(I)

Hier ist n; die Entartung der jeweiligen Teilchensorte (n. = 3, ng =4, n, =
ny = 1...) und m;(7T') sind die Massen der jeweiligen Teilchensorte. Das Ver-
halten der Energiedichte wird in Abb. 4.14 prisentiert. Man sieht einen Knick
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Abbildung 4.14: Verhalten der Energiedichte als Funktion von T

in der Nihe der kritischen Temperatur. Dieser Knick wird vom Verhalten der
Massen der skalaren und pseudoskalaren Teilchen verursacht, siche Abb. 4.8
Wir miissen nun iiberpriifen, ob unsere Beschreibung der Thermodynamik kon-
sistent ist. Folgende Energie-Druck-Relation muss fiir alle Temperaturen erfiillt
sein, siehe z.B. Ref. [19]:

dP(T)
oT

Das ist aber nicht der Fall. Mit den bisherigen Uberlegung verletzen wir die
thermodynamiche Konsistenz. Wir kénnen die thermodynamische Konsistenz
wiederherstellen, indem wir eine sogenannte Bag-Funktion B(T) einfiihren (sie-
he auch Ref. [20]):

«(T)=T — P(T) (4.35)

e(T) — €(T)=¢(T) , (4.36)
P(T) — P(T) = P(T) + TB(T) , (4.37)

was fiir die Entropiedichte bedeutet:
s(T) — s'(T) = s(T) + B(T) + T(;)—? (4.38)

Um die Bag-Funktion B(T") zu bestimmen, fordern wir, dass die thermodyna-
mische Konsistenz fiir die neuen Funktionen €'(T) und P (T) = P(T) + TB(T)
erfullt ist:
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Abbildung 4.15: Bag-Funktion B(T').

¢(T) = Tapalf) —P(T) — (4.39)
«(r) = 72D ;TTB D) _ pery -~ 1B(T) . (4.40)

Durch einfaches Umformungen erhalten wir:

1

oP(T)\ 0B(T)
= (e(T) +P(T) =T ) = (4.41)
Durch Integrieren von beiden Seite erhalten wir die Bag-Funktion B(T):
T P _ oP(7)
B(T) :/ PRk (Ti Tor (4.42)
0 T

Das Verhalten der Bag-Funktion wird in Abb. 4.15 dargestellt. Fiir kleine Tem-
peraturen ist die Bag-Funktion fast Null. In der Nihe des Phaseniibergangs wird
sie negativ und nach dem Phaseniibergang wird sie positiv und steigt linear mit
steigender Temperatur an.

In Abb. 4.16 wird die korrigierte Form des Druckes gezeigt. Sie wiichst monoton
und zeigt keinerlei unphysikalisches Verhalten.

Im Abb. 4.17 wird die Zustandsgleichung gezeigt: der Druck P’(T) wird in dem
Plot als Funktion der Energie ¢(T) = €/(T") dargestellt.

Die Schallgeschwindigkeit ist gegeben als:
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Abbildung 4.16: Druck P’'(T) , nachdem die Bag-Funktion beriicksichtigt wurde.
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Abbildung 4.17: Druck P’(T') vs. Energiedichte €'(T) = e(T).
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Abbildung 4.18: Quadrat der Schallgeschwindigkeit ¢ als Funktion der Ener-
giedichte.

5 OP

ST The
Die Schallgeschwindigkeit cg in Abhéngigkeit von der Energie € wird in Abb.
4.18 gezeigt: sie ist immer kleiner als eins und ist daher im Einklang mit der
speziellen Relativitaetstheorie. Sie zeigt aber ein Maximum in der Néhe des
Phaseniiberganges.

(4.43)
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Kapitel 5

Kosmologische Anwendung

Mit Hilfe der Energiedichte und des Druckes, die im vorherigen Kapitel bestimmt
wurden, berechnen wir jetzt die Zeitevolution des Universums. Zu diesem Zweck
benutzen wir die Gleichung (siehe Kap. 1):

de(T
- «(T) _ ) (5.1)
3ve(T) [e(T) + P/(T))] 3
Auf der linken Seite haben wir die Energiedichte €(T') in Abhéngigkeit der Tem-
peratur sowie den Druck P’(T) in Abhéingigkeit der Temperatur. Auf der rechten
Seite haben wir die Zeit ¢.

Das Differenzial von de(T) schreiben wir in das Differenzial dz(g) dT um:

de(T) g1 871G
- dT. = dt 5.2
s/en e+ Py Vs (52)

wobei G die Gravitationskonstante G = 6.70837(80) x 10739 5= ist. Wir inte-

grieren beide Seiten. Dies ist moglich, weil die Integrationsvariablen dT" und dt

separiert sind:
de(r) 81G
- dr dr =] ==(ty — t1) . 5.3
/3\/6(7’) [e(T) + P(1)] 3 (t2 = t1) (5:3)

Wir kénnen aus der obigen Gleichung die Temperatur T als Funktion der Zeit
t, also die Funktion T'(t), numerisch bestimmen. Fiir die weitere Betrachtung
withlen wir die Anfangszeit ¢; = 107°s und eine Anfangstemperatur von T} =
0.25 GeV. Als maximale Temperatur wihlen wir 0.25 GeV, weil wir nur Mesonen
haben und kein Plasma aus Quarks und Gluonen. Deswegen kann unser Modell
keine allzu hohe Temperaturen haben. Die fiir uns Anfangszeit t; = 1075 bei
T; = 0.25 GeV ist im Einklang mit der Simulation vom Ref. [10], in der aber
auch friihere Zeiten untersucht wurden, weil Quarks und Gluonen beriicksichtigt
wurden. Es ist zu bemerken, dass to grofler als ¢ ist, aber T5 kleiner als T ist.
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Abbildung 5.1: Temperatur als Funktion der Zeit ¢.

In Abb. 5.1 betrachten wir die Temperatur 7" in Abhiingigkeit von der Zeit
t.Fiir kleine Zeiten ¢t fillt die Temperatur T bis zur kritischen Temperatur Ty, =
0.15518 GeV stark ab und fiir spétere Zeiten fillt die Temperatur schwécher.
Die kritische Temperatur T}, entspricht der kritischen Zeit tz, = 2.537 x 107>
sek. Wir sehen somit deutlich ein Signal des chiralen Phaseniibergangs im frithen
Universum. Das ist ein Unterschied zu dem Paper von Ref. [10] und auch von
Ref. [12]. In Abb. 1 vom Ref. [10] kann man n#mlich sehen, dass die Variation
der Temperatur in demselben Zeitintervall ein anderses Verhalten hat.

Aus der Friedman Gleichung folgt (sieche Abschnitt 1.2):

at)  [87G
at) V3

wobei a(t) der Skalenfaktor (Expansion rate) ist. Auf der linken Seite konnen
wir den Quotienten durch die Ableitung des Logarithmus ausdriicken:

e(t) Y

S

~—

= 9, Infat)] , (5.4)

und damit erhalten wir:

O Infa(t)] =

Wir integrieren beide Seiten und erhalten:
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Abbildung 5.2: Skalenfaktor als Funktion der Zeit.

to

c / 871G byt . (5.6)

In [a(t)] -

t1

Wir wenden die Exponentialfunktion auf beiden Seiten an und betrachten das
Verhéltnis von a(te) zu a(t)):

e s o

Fiir Abb. 5.2 ersetzen wir to durch t. Dieser Plot zeigt den Skalenfaktor a als
Funktion der Zeit t. Fiir wachsende Zeiten nimmt der Skalenfaktor wie erwartet
zu. Es ist aber im Gegensatz zur Temperatur T als Funktion der Zeit ¢, bei der
kritischen Zeit ¢, kein ausgepregter Knick zu erkennen. Der chirale Phasen-
iibergang scheint keinen sichtbaren Einfluss auf den Skalenfaktor zu haben.
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Kapitel 6

Konklusion und Ausblick

In dieser Arbeit haben wir das chirale Kondensate und Massen von Mesonen
bei nicht-verschwindender Temperatur 7" untersucht.

Zunichst (Kap. 2) haben wir ein einfaches Sigma-Modell mit nur einem Sigma-
Teilchen ¢ und mit nur einem Pion 7 eingefiihrt und bei T' > 0 studiert: das
chirale Kondensat nimmt ab, wenn die Temperatur steigt, siche Abb. 2.4. Die
Massen von o und 7 sind verschieden, entarten aber fiir hohe Temperatur T,
sieche Abb. 2.5. Dafiir wurde der Massen-Parameter des Modells explizit tem-
peraturabhiingig gemacht. Diese Wahl ist zwar einfach, erlaubt aber eine gute
Beschreibung der Wiederherstellung der chiralen Symmetrie, siehe Refs. [16, 17].
Dann (Kap. 3 und 4) haben wir das erweiterte Lineare Sigma-Modell untersucht:
die zwei chiralen Kondensate sind in Abb. 4.1 zu finden. Sowohl das non-strange
als auch das strange Kondensat nehmen ab, das letztere ist aber etwas triger.
Die Massen der skalaren und pseudoskalaren Mesonen sind in Abb. 4.8 und die
Massen der vektoriellen und axial-vektoriellen Mesonen in Abb. 4.12 dargestellt:
die Wiederherstellung der chiralen Symmetrie ist sichtbar. Wir haben dann den
Druck und die Energiedichte berechnet: der Druck (nachdem wir sichergestellt
haben, dass die thermodynamische Selbstkonsistenz erhalten bleibt) ist in Abb.
4.16 gezeigt (siehe Kap. 4 fiir alle Plots und Details).

Zuletzt (Kap. 5) haben wir eine kosmologische Anwendung unseres Modelles
studiert. Nédmlich: das Modell erlaubt eine Beschreibung des Phaseniiberganges
der QCD im frithen Universum und zeigt, wie Differenzen der Massen von chi-
ralen Partnern entstanden sind, wenn das Universum die kritische Temperatur
Ty = 0.155 GeV fiir den chiralen Phaseniibergang erreicht hat.

Wir sehen ein Signal des chiralen Phaseniibergangs 2.537 x 10~ sek nach dem
Big Bang, als das Universum die kritische Temperarur T}, hatte. Es gibt einen
Knick der Temperaturfunktion in Abhéingigkeit der Zeit. Die Temperatur ist vor
dem chiralen Phaseniibergang schneller gefallen als nach dem Phaseniibergang.
Dieses Verhalten wird in Abb. 5.1 gezeit. Das Verhalten des Skalenfaktors wird
in Abb. 5.2 prisentiert. Allerdings sieht man im letzteren Plot keine ausgeprigte
Verénderung der Steigung bei der kritischen Zeit.

In der Zukunft kann man die Studie verbessern, indem man raffiniertere Me-
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thoden der Quantenfeldtheorie bei endlicher Temperatur anwendet. Auflerdem
kann man auch mehr Teilchen (hadronische sowie nicht-hadronische) in Betracht
ziehen. Man kann dann testen, ob das hier gefundene Verhalten der Temperatur
als Funktion der Zeit auch in vollstdndigeren Modellen zu finden ist.
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