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Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit setzt sich mit dem Einfluss von Tetraquarkzustédnden
auf den chiralen Phaseniibergang auseinander.

Das Quarkmodell ist ein wirkungsvolles Instrument zum Verstindnis des
Verhaltens der Mesonen und Baryonen. Im Bereich von Energien unter 1.8
GeV gibt es in Bezug auf die Mesonen dennoch eine Vielzahl von Problemen.
So ist bis dato nicht klar, wie sich die skalaren Resonanzen unter 1.8 GeV zu-
sammensetzen. In der Vergangenheit wurde eine Vielzahl von Moglichkeiten
diskutiert, wie beispielsweise die Existenz eines Glueballs, die von mesoni-
schen Molekiilen sowie die von Tetraquarkzustdnden. Alle diese Ansétze sind
mehr oder weniger in der Lage, die Phinomene bei 17" = 0 zu erkldren. Die
vorliegende Arbeit beschéftigt sich mit dem Ansatz, Tetraquarkzustinden
leichte skalare Resonanzen zuzuordnen.

Im Bereich der nichtverschwindenden Temperaturen wurden durch Git-
terrechnungen grofle Erfolge erzielt, die effektiven Modellen bei nichtver-
schwindender Temperatur als Referenz dienen. Gleichwohl fehlt ein effektives
Modell bei T # 0, das einen Tetraquarkzustand beinhaltet. Hier setzt diese
Arbeit an und erweitert das Modell, das leichte skalare Resonanzen mittels
Tetraquarkzustinden erklart, zu nichtverschwindenden Temperaturen.

In dieser ersten Studie zum Thema wird das Lineare Sigma-Modell um
den leichtesten Tetraquarkzustand ergénzt und sein Einfluss auf den chiralen
Phaseniibergang untersucht.

Es zeigt sich, dass dieser Ansatz nicht nur Fragen im Bereich der Vaku-
umphysik 16sen kann, sondern auch solche hinsichtlich der Restaurierung der
chiralen Symmetrie.
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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Quantenchromodynamik

Alle bekannten Phénomene lassen sich auf vier elementare Kréfte zuriickfiih-
ren: die Gravitation, die elektromagnetische Kraft, die schwache Wechselwir-
kung sowie die starke Wechselwirkung. Die Quantenchromodynamik (QCD)
befasst sich mit der starken Wechselwirkung und beschreibt die Wechselwir-
kung zwischen den Quarks durch den Austausch von Gluonen. Bekannt sind
die folgenden sechs Quark-Flavour: u, d, s, ¢, b und t. Im Gegensatz zur elek-
tromagnetischen Kraft, in der es ein Ladungszustand gibt, besitzt die starke
Wechselwirkung drei Ladungszustinde. Diese werden Farbe genannt, wobei
die einzelnen Quarks rot, griin oder blau geladen sein konnen. Die Antiteil-
chen der Quarks besitzen als mogliche Ladungszustéinde die Farben antirot,
antigriin und antiblau.

In der Natur treten nur Objekte auf, welche nach aufen hin farbneutral
sind (Confinement). Da Quarks eine Farbe besitzen, miissen sie farbneutrale
Objekt bilden wie Mesonen (Quark-Antiquark) und Baryonen (drei Quarks
oder drei Antiquarks), und moglicherweise auch Tetraquarks (Diquark -+
Antidiquark) und Pentaquarks (vier Quarks und ein Antiquark oder vier
Antiquarks und ein Quark). Bei sehr hohen Temperaturen hingegen konnen
sich Quarks und Gluonen frei bewegen und treten nicht mehr in gebundenen
Zustanden auf (Deconfinement).

Eine Theorie zur Beschreibung der starken Wechselwirkung muss diese
Eigenschaften beinhalten. Aus dem Confinement und der Anzahl der Quark-
farben folgt, dass die QCD-Lagrangedichte invariant unter SU(3)-Trans-



formationen im Frabraum sein muss. Eine U(3)-Symmetrie kann nicht ver-
wendet werden, da es unter einer solchen eine farbneutrale Wechselwirkung
geben sollte und diese nicht beobachtet werden konnte. Die Gluonen werden
als Eichfelder der SU(3)-Farbgruppe eingefiihrt. Da die SU(3) eine nicht-
abelsche Gruppe ist, konnen die Gluonen mit sich selbst wechselwirken und
besitzen somit auch eine Farbladung.

Die QCD-Lagrangedichte [1, 2, 3|, welche die Wechselwirkung zwischen
Quarks und Gluonen beschreibt, lautet:

— 1 a 14
fQCD = Xf:CIf(WuD“ - mf)Qf - @FH,VF# ) (1-1)
D, =0, —1gA;T?, (1.2)
Fo, = 0,A% — 0,A% + gf ™™ AL A (1.3)

Im ersten Term findet man die Quarkspinoren gy, wobei die Summe {iber
f fiir die sechs verschiedenen Quarkarten steht. Bei my handelt es sich um
eine Diagonalmatrix, welche aus den Massen der Quarks gebildet wird. D*
stellt die kovariante Ableitung dar; sie enthilt den Impuls der Quarks und
die Kopplung an die Gluonen A}. Die Summe iiber a ist die Summe iiber die
Generatoren T der zugrunde liegenden SU(3)-Symmetrie. Der zweite Term
ist das Quadrat des Feldstdrketensors der Gluonen F*”. In ihm stehen die
kinetischen Terme der Gluonen sowie Selbstwechselwirkungsterme.

An diesem Beispiel sieht man, dass allein durch die Betrachtung der
Symmetrie der Lagrangedichte eine Vielzahl von Informationen gewonnen
werden kann. Grundlegende Symmetrien sind zum Beispiel die C-, P- und
T-Transformationen. Das C steht fiir die Ladungskonjugation (Charge Con-
jugation). Sie transformiert ein Teilchen in ein Antiteilchen, ohne die Spin-
orientierung zu #ndern. Das P steht fiir die Paritétstransformation (Parity
Transformation). Sie bewirkt, dass ein Teilchen die Richtung des Impulses
wechselt, ohne die Orientierung des Spins zu verdndern. Das T schlieflich
steht fiir Zeitumkehr (Time Reversal), was bedeutet, dass die Entwicklung
eines Systems unabhingig vom Vorzeichen der Zeit ist.

Die CPT-Transformation ist eine Symmetrie, unter der eine allgemeine
Lagrangedichte .Z invariant ist. Daneben gibt es jedoch auch Lagrangedich-
ten, die unter einer der Transformationen im einzelnen nicht invariant sind.
Ist £ zum Beispiel nicht invariant unter der T-Transformation, miissen die
C- und P-Transformationen die CPT-Symmetrie wiederherstellen. Von den
anfangs genannten Kriften sind die elektromagnetische Kraft und die starke
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Wechselwirkung fiir C-, P- und T-Transformation im Einzelnen invariant.
Fiir die schwache Wechselwirkung gilt eine Invarianz unter der T- sowie der
CP-Transformation.

Da die QCD-Lagrangedichte zu komplex ist, um exakt gelost zu werden,
werden effektive Modelle herangezogen, die Symmetrien der QCD-Lagrange-
dichte beinhalten.

1.2 Quark-Modelle

1.2.1 Das Lineare Sigma-Modell

Die QCD-Lagrangedichte ist fiir masselose Quarks invariant unter der chira-
len Symmetrie U(Ny)p x U(Ny)g. Es ist zweckmifig, die Quarks iiber die
Projektoren P;, = (1 —v5) und P = (1 + 75) in linkshéindige und rechts-
héndige Quarks aufzuspalten.

1
qr = Prq = 5(1 — V5)4,

1
qr = Prq = 5(1 +5)4, (1.4)
und
_ n _1 _
qy, = q" Py = q§(1 +75) = qPg,
_ _1 _
dr = 4" Pro :q§(1 —5) =qPr. (1.5)

Die chirale Symmetrie spaltet die Quarks in rechtshindige und linkshén-
dige Quarks. Die Transformation U(Ny), hat keine Einfluss auf ¢g, ebenso
wie die Transformation U(Ny)g keinen Einfluss auf ¢, hat. Die Transformati-
onsvorschriften der einzelnen Felder unter der chiralen Symmetrie reduzieren
sich zu:

qr. — Urqr, (1.6)

qr — Ugrqr.

In der Natur besitzen die einzelnen Quarks Massen und die QCD-La-



grangedichte teilt sich unter den Projektoren wie folgt auf:

Ny
Locp = Z@f,LWuDMQf,L + G ruD"q5r — QprMyas,L — GrLMpqsR)
f
_ Lpa FHv (1.8)
4g2 wvte :

Die Summe iiber f steht fiir die Anzahl der verwendeten Quark-Flavour. Nur
im Fall von verschwindenden Quarkmassen m; = 0 gibt es keine Mischung
zwischen rechtshindigen und linkshindigen Quarks und die chirale Symme-
trie wird zu einer exakten Symmetrie. Die sechs verschiedenen (Quarks besit-
zen sechs verschiedene Massen. Sie lassen sich in die leichten u- und d-Quarks
sowie die schweren s-, c-, t- und b-Quarks aufteilen.

m, = 2 — 8 MeV, mg =5 — 15 MeV,

m.=10—1.6 GeV, m,=0.1—0.3 GeV,
my =180 £ 12 GeV, my, =4.1 —4.5 GeV. (1.9)

Liegen nur die beiden Quarkfamilien u und d vor, ist die chirale Symmetrie ei-
ne fast exakte Symmetrie. Es ist somit sinnvoll, im Falle von Ny = 2 von dem
Punkt zu starten, dass die QCD-Lagrangedichte invariant unter der chiralen
Symmetrie U(2)g x U(2)y ist. Unter Beriicksichtigung der U(1)4-Anomalie
[4], ist die QCD-Lagrangedichte symmetrisch unter SU(2)gr x SU(2)L X
U(1)y-Transformation, mit V' = R + L.

Die chirale Symmetrie schldgt sich nicht nur in den elementarsten Teilchen
nieder, sondern auch in den aus ihnen gebildeten Objekten. Linearisiert man
diese Symmetrie, ergeben sich fiir die Masseneigenzustinde entartete Paare,
die sogenannten chiralen Partner. Diese chiralen Partner unterscheiden sich
in ihren Quantenzahlen nur in der Paritit und der G-Paritit. Die G-Paritét
ist eine Quantenzahl, welche unter der starken Wechselwirkung erhalten ist,
wenn die Quarkmassen verschwinden.

Der chirale Partner des skalaren ¢gg-Zustands (Quarkonium) mit Isospin
I = 0 ist das pseudoskalare Pionen-Isospintriplet (I = 1). Diese Symmetrie
ist im Vakuum spontan zu SU(Ny)y gebrochen [5], die Massenentartung
verschwindet und die Pionen werden zu Goldstonebosonen. Wird die chirale
Symmetrie bei einer kritischen Temperatur 7, restauriert, kommt es wieder
zur Massenentartung zwischen der Masse des skalaren Isospinsinglets und
der Masse des pseudoskalaren Isospintriplets.
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Ein Beispiel fiir eine chiral invariante Theorie ist das Lineare Sigma-
Modell. Es beschreibt das Verhalten von Quarkoniumzustinden gg und geht
zuriick auf Gell-Mann und Levi [6]. In einer einfachen Variante beschréinkt
man sich nur auf das pseudoskalare Quarkoniumtriplet, die Pionen 7, und
das skalare Quarkonium o. Dies ist moglich, da fiir Ny = 2, U(2)g x U(2),
isomorph zu O(4) ist. Die Lagrangedichte des Linearen Sigma-Modells lautet

1 1 A
Lo, 7) = 5(80)2 + 5(87?)2 - 1(02 + 7 — F?)? + eo, (1.10)
wobei es sich bei A\, I und € um positive Konstanten handelt. Zur weiteren
Betrachtung ist das Potential von Bedeutung:

V= 2(02+ﬁ2—F2)2—ea. (1.11)

Das Potential ist spontan und explizit in der Symmetrie gebrochen. Das
negative Vorzeichen vor der Konstanten F' sorgt fiir die spontane Symme-
triebrechung und die Konstante e fiir die explizite Symmetriebrechung. Fiir
sich alleine genommen werden durch die spontane Symmetriebrechung die
Pionen zu masselosen Goldstonebosonen, und sie sorgt somit fiir einen Mas-
senunterschied zwischen den Pionen und dem Sigma. Die explizite Symme-
triebrechung erzeugt eine Masse fiir die Pionen. Zur Bestimmung der Massen
werden die Minima des Potentials benotigt:

€

2\F?

Der Vakuumserwartungswert oy ist die Vakuum-Zerfallskonstante der Pio-
nen. Das Feld o hat die Quantenzahlen des Vakuums und der Vakuumser-
wartungswert kann mit einem Quark-Kondensat identifiziert werden. Hierzu
muss der Erwartungswert mit passenden Potenzen von Agep ~ 0.25 GeV
multipliziert werden: (7q) ~ Adcpoo. Die Massen der Felder erhilt man
iiber die folgenden Definitionen

0 = 0, gpg = F+ + O<€2). (112)

2 82V
ij = 00 |
80{1805] Q;=Q,0, Oj=0Q350
o= (0-7 7?)7 (113)

wobei die Eintrige in dieser Matrix das Quadrat der einzelnen Massen wie-
dergeben. In diesem Beispiel handelt es sich bei der Massenmatrix um eine
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Diagonalmatrix. Die dem Minimum entsprechenden Massen lauten

M? = X305 — F?), M? = X\og — F?). (1.14)

g

Die drei freien Parameter des Modells A, F' und € lassen sich durch nachste-
hende Gleichungen auf tree-level Niveau bestimmen

1
A= —(M? - M? 1.1
302 (M5 = ALY, (1.15)
1
F? =o0f — XMi, (1.16)
€ = ogM?2. (1.17)

1.2.2 Quarkmodelle in der Realitat

In dieser Arbeit liegt das Interesse bei leichten skalaren Resonanzen. Quark-
modelle wurden in den vergangenen Jahren erfolgreich dazu herangezogen,
Phidnomene und Probleme im Bereich der Niederenergiephysik zu erkldaren
|7, 8, 9]. Zum Beispiel kann in Bezug auf die Vektormesonen mit einem sol-
chen Modell das Massenspektrum (Abbildung 1.1) und die Quantenzahlen
der einzelnen Resonanzen erklirt werden. Die leichten Resonanzen bestehen
aus den leichten u- und d-Quarks, die mittleren aus einem u- oder d-Quark
und einem schweren s-Quark, und die schwere Resonanz nur aus s-Quarks.
Die annéhernd gleichen Massen der p(770) Resonanzen und der w®(782) Re-
sonanz folgen direkt aus dem Modell.

Neben diesen Erfolgen gibt es im Bereich der skalaren und pseudoskalaren
Resonanzen unter 1.8 GeV und in Bezug auf den chiralen Phaseniibergang
immer noch physikalische Phénomene, die nicht erklart werden konnen. Ver-
sucht man die Resonanzen unter 1.8 GeV nur mit Quarkoniumzustinden zu
erklaren, ergibt sich fiir die skalaren Resonanzen folgende Zuordnung: Die
leichteste skalare Resonanz f3(600) entspricht dem Zustand 1/v/2(u@ + dd).
Das Isospinduplet r((800) wird mit den Zustinden su, 3u, sd und 3d in
Verbindung gebracht. Fiir ao(980) ergeben sich die Zustinde du, ud sowie
1/v/2(uti — dd) und fiir die Resonanz f;(980) der Zustand s3. Dieses einfache
Bild fiir Zustdnde unter 1.8 GeV ist nicht ausreichend. Einige der Kritik-
punkte an diesem einfachen Modell sind folgende:

e Die angegebene Zuordnung beschreibt nur einen Teil der gefundenen
Resonanzen. Es wurden mehr Resonanzen, als von diesem Bild zu er-
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O
#(1020) = 5s

% K*0(892) = 5d K*0(892) = ds
= K*7(892) = us K*1(892) = 5u

@) @) @)

p~(770) = ud p0(770) = %(Eu —dd) pT(770) = du
w0 (782) = %(ﬂ +dd)
-1 0 +1

Isospin

Abbildung 1.1: Massenspektrum der Vektormesonen.

warten sind, beobachtet. Zum Beispiel gibt es im skalaren und iso-
skalaren Kanal fiinf Resonanzen mit gleichen Quantenzahlen: f,(600),
£0(980), fo(1370), fo(1500) und f,(1710) [10], jedoch wiirde man von
einem einfachen Quarkoniumbild nur zwei erwarten. Zu diesem Pro-
blem finden sich in der Literatur viele Erklarungsanséitze |7, 8|. So wird
die Existenz von mesonischen Molekiilen, Tetraquarkzustinden und die
Existenz eines Glueball-Zustandes diskutiert [11].

Bis heute kann keine klare Aussage getroffen werden, bei welchen Zu-
standen es sich um Quarkoniumzusténde handelt und bei welchen nicht.
Viele Ansitze zu diesem Thema wurden diskutiert |7, 12, 13]. Es gibt
zahlreiche Argumente, die dagegen sprechen, dass der skalare Quarkoni-
umzustand mit der leichtesten gefundenen Resonanz f,(600) zu identi-
fizieren ist. Die Masse des leichtesten Quarkoniumzustandes sollte iiber
1 GeV liegen. Aus Gitterrechnungen folgt fiir das skalare Quarkonium
ud eine Masse von M5 = 1.4— 1.5 GeV [14]. Es wiire somit verwunder-
lich, wenn vergleichbare Quarkoniumzustinde mit wesentlich leichteren
Resonanzen identifiziert wiirden. Ein anderer Ansatz ldsst zudem auf
eine Masse grofer als 1 GeV schliefen. Betrachtet man die Quanten-



zahlen des Zustandes genauer, so ergibt sich, dass die Wellenfunktion
des Zustandes eine p-Welle sein muss. Eine kurze Herleitung findet sich
in Anhang A. Von einem solchen Zustand wird jedoch eine Masse im
Bereich der Tensor- und Axialvektor-Mesonen erwartet, diese besitzen
Massen iiber 1 GeV. Diese Argumente lassen daran zweifeln, dass die
f0(600)-Resonanz ein Quarkoniumzustand sein kann.

e Weitere Probleme ergeben sich durch die Massenentartung der f,(980)-
Resonanz und der a¢(980)-Resonanzen. In einem einfachen Quarkoni-
umbild besteht fy(980) aus zwei schweren s-Quarks und die aq(980)-
Resonanz nur aus Kombinationen von wesentlich leichteren u- und d-
Quarks. Es wére schon recht verwunderlich, wenn zwei Resonanzen, die
aus unterschiedlich schweren Quarks aufgebaut wiren, anndhernd die
gleiche Masse beséfen.

e Weitere Arugmente die gegen eine Quarkoniumnatur der f,(600)-Re-
sonanz sprechen, folgen aus einer large-N.-Studie im Rahmen der uni-
tdren, chiralen Storungstheorie [15] und der Gitterrechnung in Referenz
[16].

Neben diesen Problemen gibt es noch weitere, doch durch die Hinzunahme
von Tetraquarkzustinden konnen die meisten beseitigt werden. Das Konzept
von Tetraquarkzustdnden ist nicht neu, sondern wurde schon 1977 von Jaf-
fe vorgestellt [17]. Bei einem Tetraquarkzustand handelt es sich um einen
Vier-Quark-Zustand [4q]. Das Interesse dieser Arbeit liegt bei den skalaren
Tetraquarkzustanden, welche sich aus Diquarks zusammensetzen. In Referenz
[18] wurde gezeigt, dass skalare Diquarkzusténde favorisierte Diquarks sind.
Skalare Diquarks sind antisymmetrisch in der Farbladung und den Quark-
Flavour. Des Weiteren betriagt die Paritdt +1 und fiir den Bahndrehimpuls
und den Spin ergibt sich L = S = 0. Ein skalarer Diquarkzustand hat die
Form:

1

Die Diquarks haben die gleiche Struktur in den Quark-Flavour und in der
Farbe. Diese beiden Eigenschaften wurden symbolisch in einem Index zu-
sammengefasst. Der total antisymmetrische Tensor €;;, sorgt fiir die notige



Antisymmetrie in den Quark-Flavour und den Farben. Ein moglicher Di-
quarkzustand konnte folgende Form haben:

lgq) = |L = 0) [Spin:(T] — |1)) |Farbe:(RB — BR)) |Quarks:(ud — du)) ,
JE =0t (1.19)

Fiir Ny = 3 gibt es drei skalare Diquarks und drei skalare Antidiquarks:

P1= \/g[d’ s] <, 1= %[373] o,
P2 = — %[u,s]<—>87 E:_\/E[E’E]Hd’
po=\fSud o5 m=y/lwd e (1.20)

Der Doppelpfeil zeigt die Korrespondenz der Diquarkzustinde zu Antiquarks
an, die durch den total antisymmetrischen Tensor €;;; entstehen. Diese sechs
Diquarks konnen ein komplettes skalares Nonet formen mit umgekehrter Mas-
senzuordnung. Es zeichnet sich ab, dass unter 1 GeV ein solches skalares
Nonet gefunden werden kann. Dies sind die isoskalaren Resonanzen f,(600)
und f,(980) sowie das Isospin-Triplet a¢(980) und das Isodoublet (800).
In einer Beschreibung durch Tetraquarkzustinde (Abbildung 1.2) entspricht
die leichteste skalare Resonanz f5(600) dem Tetraquarkzustand,

1/2[, dl[u, d), (1.21)

wobei der Kommutator die Antisymmetrie in den Quark-Flavour und -farben
anzeigt. Fiir die Zustande §(800) ergében sich folgende Kombinationen:

1/20@, d)[d, s], 1/2[@ d][u, s,
3 3[u, d]. (1.22)

—
~
N
=
ol
e
—
~
N

Das Tsospin-Triplet ag(980) setzt sich zusammen aus
1/2[u, s][d, 3], 1/(2v2)([u, s][@, 3] — [d,][d,3]), 1/2[w,3][d,s]. (1.23)
Fiir den schweren skalaren Zustand f,(980) ergibt sich
1/(2v2)([u, 5[, 3] + [d, s][d, 3]). (1.24)

Eine solche Zuordnung erklart ohne weitere Annahmen die umgekehrte Mas-
senanordnung im Nonet, und die Massenentartung der Zustédnde a(980)
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und f,(980). Die schweren Resonanzen miiften somit mit Quarkoniumzu-
stinden mit Massen iiber 1 GeV identifiziert werden. Dies wiirde auch im
Einklang stehen mit Gitterrechnungen. In einem kombinierten Quarkonium-
Tetraquark-Modell kénnten die beiden skalaren Zustinde 1/v/2(u@ + dd),
$s zusammen mit dem Glueball-Zustand die Resonanzen f,(1370), fo(1500)
und fp(1710) darstellen [19]. Eine Aussage, bei welchen der Resonanzen es
sich um den Glueball-Zustand oder den 1/v/2(u + dd)-Zustand handelt, ist
modellabhéngig. Gleichwohl haben sich die an vorangegangener Stelle auf-
gezeigten Probleme vereinfacht. Diese Erkenntnis hat in den vergangenen
Jahren zu vielen Arbeiten gefiihrt, die sich beispielweise mit den Einfluss
von Tetraquarkzustanden auf Zerfille beschiftigt haben.

O @)
ay (980) = L[w,3][d, 5] agd (980) = 1[d,3][u, s]
a0 (980) = 55w, 5][u, 5] — [d,5][d, 5]
f0(980) = 5= (@, 5] [u, 5] + [d, 5][d, 5]
% x9(800) = $[@,3][u, d] 7°(800) = L[, d][u, s]
= ~~(800) = L[w,d][d, s] ~+(800) = L[d,3][u, d]
O
fo(600) = %[, d][u, d]
-1 0 +1

Isospin

Abbildung 1.2: Mdgliches Massenspektrum in einem Tetraquarkbild.

1.3 Die Zustandssumme als Pfadintegral

In diesem Kapitel wird der Ubergang von der Quantenstatistik zur Quanten-
feldtheorie skizziert [1, 2, 20|. Die grofskanonische Zustandssumme Z stellt
die wichtigste Grofe der Thermodynamik wie auch der Quantenfeldtheorie
dar.
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In der statistischen Mechanik kann die Zustandssumme aus dem grofska-
nonischen Potential €2 bestimmt werden. Dieses hat die Form:

Q=F—TS — N, = —pV. (1.25)

Dabei ist E die Energie, p der Druck und S die Entropie. Das grofkanonische
Potential €2 beschreibt ein System mit dem Volumen V', welches in Kontakt
mit einem Wiarmebad der Temperatur 7T steht, und einen Austausch der
Teilchensorte N; mit einem Reservoir erlaubt. Der Index ¢ beriicksichtigt das
Vorhandensein verschiedener Teilchensorten. Fiir ein solches Ensemble sind
die Energie Ewie auch die Teilchenzahl N; im Mittel erhalten:

E —< E >= const. , (1.26)
N; —< N; >= const. . (1.27)

Somit sind die thermodynamisch unabhingigen Variablen die Temperatur 7,
das Volumen V und das chemische Potential p;:

o0}

_00 _ o0
aT

Oy

o0

5= oV

, P=
VT {pi}izts

Q
oo (128)

» 4V
Vf{.u‘i}

T?{/‘L’i}

Fiir das grofskanonische Potential ) lautet der erste Hauptsatz der Thermo-
dynamik:

In der klassischen Mechanik gestaltet sich das Auffinden der Zustands-
summe als kompliziert und langwierig. Hingegen in der Quantenmechanik
gelingt dies recht einfach. Benotigt wird hierzu die Dichtematrix p, die einen
Zustand |¥) in seine reinen Zustinde |¥,,) zerlegt, gewichtet mit der Wahr-
scheinlichkeit p,, sich in diesem zu befinden.

p= me W) (W] - (1.30)

Die Dichtematrix p fiir ein quantenmechanisches System, in dem fiir verschie-
dene Teilchensorten ¢ Erhaltungssitze gelten, hat folgende Form:

p = exp [—ﬁ(.ﬁ[ — ,ul]%)] : (1.31)
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Sie besitzt die Temperaturabhéngigkeit § = 1/T. Bei H handelt es sich
um den Hamiltonoperator. Aus der Dichtematrix folgt die grofskanonische
Zustandssumme:

Z=Trp="Tr {exp [—B(I:I — uZNZ)} } . (1.32)

Die Spur geht iiber sdmtliche Zusténde. Fiir die thermodynamisch abhén-
gigen Variablen ergibt sich folgender Zusammenhang zur grofskanonischen
Zustandssumme Z:

olnZz
oV

T Z)
oT

OlnZ
g,

S = N, =T

j , P = T
V?{Hi}

VvTv{Hi}i#j

(1.33)

T{pi}

Dem Pfadintegral liegt die Idee zugrunde, unter Beriicksichtigung der
Gesamtheit der méoglichen Ubergéinge den Ubergang eines Anfangszustan-
des zu einem Endzustand zu betrachten. Dieser Grundgedanke findet sich
auch in der analytischen Mechanik. Dort wird die Lagrangefunktion iiber al-
le der méglichen Wege, von einem Start- zu einem Endpunkt zu gelangen,
integriert. Der letztlich ausgewihlte, klassische Weg ist jener, fiir den das
Integral extremal wird. In der klassischen Mechanik wird iiber die Anfangs-
bedingungen derjenige Weg, der zur Losung beitrigt, festgelegt. Innerhalb
der Quantenmechanik ergeben sich dariiber hinaus auch Beitrige von samt-
lichen anderen Wegen. Im Rahmen der Quantenfeldtheorie kommt es zum
Ubergang der Bewegungen im Raum zum Verhalten von Feldern zwischen
zwei Raum-Zeit-Punkten.

Die Verkniipfung zwischen Quantenstatistik und Quantenfeldtheorie ge-
staltet sich wie folgt: Die Zustandssumme, die von Operatoren abhingig ist,
kann mit dem Pfadintegral in Verbindung gebracht werden. Eine ausfiihrliche
Diskussion dazu findet sich in den Referenzen |1, 2|:

Z =Tr {exp [—ﬁ(]:l — ,uzNz>i| }
_ / [T déu(@) (6n(a)] ex (=B — V)] 60(3))

¢(7—7£):¢0
:/@W(T, :f)/ Do(T, %)
#(0

E)=¢o
p 0
X exp [/0 dT/dgf (ma—f_S — (7, ¢) + Miﬂé(ﬁ,¢)>:| . (1.34)

12



Im letzten Schritt wurde auf Imagindrzeit 7 = 1t gewechselt, die Integrati-
onsgrenzen gehen iiber in das Intervall von 0 bis . 7(¢, ¥) sind die kanonisch
konjugierten Felder:

. 0Z
(t, @) = ot (1.35)

Die Integrale [ 27 (7, Z) und [ Z2¢(r, %) stehen fiir ein Produkt aller Integrale
tiber m(7, &) bzw. ¢(7, T):

I (T, ) HHdﬂ'TJZ @quxEHHdngx (1.36)

Tel0,8] T Telo,g] &

Die Verbindung zwischen Pfadintegral und Zustandssumme gilt nur fiir
den Fall, dass das Feld ¢(7, ¥) periodisch ist, ¢(7, %) = ¢(0, %) = ¢g; fiir das
Feld 7 (7, Z) ist diese Beschrankung nicht notwendig. Fiir die Hamiltonfunk-
tion und die Teilchenzahl bedarf es des Ubergangs auf Dichten:

H= / PPz, N; = / TN (1.37)

Von der Zustandssumme ausgehend, konnen mittels der Pfadintegralme-
thode die elektromagnetische Kraft, die schwache Wechselwirkung sowie die
starke Wechselwirkung untersucht werden. Neben diesen Theorien lohnt sich
auch das Studium effektiver Theorien, wie beispielsweise der ¢*-Theorie. Fiir
ein neutrales skalares Feld ¢ mit der Lagrangedichte

1
Z(9) = 50.00"¢ = U(9), (1.38)
und dem Potential
1

U(¢) = 5m*e” + %54, (1.39)

lautet die Hamiltondichte
w =72z LriLwer v (1.40)

"ot =375 ' :

Dies fiihrt fiir ein verschwindendes chemisches Potential p; = 0 zu der Zu-
standssumme:

o (7:8) =
Z =N o(T, T)exp (/ dT/d%.i”) (1.41)
¢(0,7)=¢
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Bei .4 handelt es sich um eine Normierungskonstante. Zwar kann die Zu-
standssumme der ¢*-Theorie kompakt zusammengefasst werden, ihre Aus-
wertung gestaltet sich jedoch als schwierig. An diesem Punkt setzen Néhe-
rungsverfahren ein. Eine Moglichkeit zur Auswertung dieser Zustandssumme
wird im nachfolgendem Kapitel beschrieben.

Die in der vorliegenden Arbeit verwendete Notation gestaltet sich wie
folgt:

-

[1w=["ar [@zre, [ 50 zTni [ & fn

(1.42)

Alle Rechnungen werden in natiirlichen Einheiten durchgefiihrt, A = ¢ =
kp = 1. Winkel werden im Bogenmaf angegeben. Der metrische Tensor hat
die Form g, , = diag(+, —, —, —).

1.4 Das effektive Potential im Cornwall-Jackiw-
Tomboulis-Formalismus

In der klassischen Mechanik ist das effektive Potential bei verschwindender
Temperatur gegeben durch die potentielle Energie: der Vakuumzustand ent-
spricht deren Minimum der potentiellen Energie. In der Quantenmechanik
gilt dies nicht zwangsldufig, da sich durch Quantenfluktuationen zu zuséatzli-
chen Termen im effektiven Potential ergeben konnen [2].

Um das Verhalten einer Lagrangedichte mit spontan gebrochener Sym-
metrie bei nichtverschwindender Temperatur zu verstehen, bietet sich als
ein denkbarer Losungsweg die Bestimmung der effektiven Wirkung dieser
Dichte an. Bei dem im Folgenden vorgestellten Cornwall-Jackiw-Tomboulis-
Formalismus (CJT-Formalismus) [21] handelt es sich um ein selbstkonsisten-
tes Vielteilchenresummationsschema.

Gewohnlich berechnet man das effektive Potential iiber Schleifenentwick-
lung [22]. Dieser Ansatz fiihrt in der Regel zu der Schwierigkeit, dass bei
Theorien mit spontan gebrochenen Symmetrien das Potential nicht mehr kon-
vex ist. Die Anregungen der Quasi-Teilchen mit kleinen 3-Impulsen werden
imaginédr. Um dennoch ein effektives Potential zu bestimmen, konnte mittels
einer Maxwellkonstruktion die Konvexitat des Potentials wieder hergestellt

14



oder auf ein anderes Verfahren zuriickgegriffen werden, wie den bereits er-

wahnten CJT-Formalismus. Der CJT-Formalismus erweitert die iibliche ef-

fektive Wirkung fiir Einpunktfunktionen um die Hinzunahme der Zweipunkt-

funktionen. Durch diese Erweiterung wird sichergestellt, dass die Anregungen

der Quasi-Teilchen fiir kleine Impulse reell bleiben. Im Falle von translations-

invarianten Theorien wird die effektive Wirkung zum effektiven Potential.
Als Beispiel soll ein skalares Feld dienen mit der Lagrangedichte

1
Z(9) = 50.90"¢ — U(¢); (1.43)
in der ¢*-Theorie lautet das Potential
L oo Ay
U(¢) = gm°¢" + 19" (1.44)

Das erzeugende Funktional von Greens-Funktionen einer skalaren Theorie in
Abhéngigkeit der beiden Quellenfelder J und K lautet:

Z[J, K] = "MKl = / exp {I[¢] +¢J + %qﬁKqﬁ} , (1.45)

wobei es sich bei #[J, K| um das erzeugende Funktional der verbundenen
Greens-Funktionen handelt. Die klassische Wirkung I[¢] setzt sich aus der
freien Lagrangedichte %(z) und dem Wechselwirkungsterm I, [¢] zusam-
m

11¢) = / Lo(a) + / L) = / o)D" (& — )d(y) + Luuld], (1.46)

dabei stellt D(xz — y) den tree-level Propagator dar. Dieser hat die bekannte

Form
dik ezk(az—y)
D(r — ) = )
(x =) / (2m) k2 —m?2 + 1€’ (1.47)

und der inverse tree-level Propagator die Form

1Dz —y) = —(O0+m?)d*(z — y). (1.48)
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Der Term ¢ verhindert die Divergenz an der Stelle k* = m?. Desweiteren
wurden folgende Abkiirzungen vorgenommen:

6. = / () (), (1.49)
oK = | o(x)K(z,y)9(y). (1.50)

‘Z7y

Die Erwartungswerte der Ein-Punkt-Funktionen ¢ und der verbundenen
Zwei-Punkt-Funktion G(z,y), in Abhéngigkeit der Quellen J(x) und K (x,y),
sind auf folgende Weise definiert:

WK~
T(:c) = ¢(z), (1.51)
Tt =3 [0 + 33 (152

Dies fiihrt bei einer doppelten Legendre-Transformation zu dem gewiin-
schten effektiven Potential, das nicht mehr von den Variablen J und K ab-
hingt, sondern von ¢ und G

L, Gl =#|[J, K| —¢J — %5}(5 - %GK, (1.53)

mit einer weiteren Abkiirzung GK = fxy G(z,y)K(z,y). Die fiir die Riick-
transformation benétigten Gleichungen lauten

OLILE] _ o i

iy =@~ | Koo (1.5
ST, K] 1

G y) = —§K(x,y). (1.55)

Dies bedeutet jedoch, dass fiir verschwindende Quellen J und K Stationari-
tatsbedingungen fiir die Erwartungswerte des Feldes ¢(x) und fiir den Pro-
pagator ¢ gefunden werden,

o1, Gl 0, (1.56)
06(2) |5 6y
INENE

=0. 1.57
G|, 0




Die untere Gleichung entspricht der Schwinger-Dyson-Gleichung fiir den voll-
stdndigen Propagator. Die Schwierigkeit besteht nun darin, die effektive Wir-
kung in eine brauchbare Form zu bringen. Es wurde in Referenz [21] gezeigt,
dass die effektive Wirkung I'[¢, G] folgende Form hat:

I3, G] = I[g] - %Tr(ln G — %Tr(DlG 1) + Ta[3, G] + comst. .
(1.58)

Die Konstante wird weggelassen. Fiir den inversen tree-level Propagator wur-
de die Abkiirung D~ (z,y; ¢) verwendet:

- 0*1[g]

D™ (z,y;0) = T 3a(@)00(y) ¢:$- (1.59)

Bei I';[¢, G] handelt es sich um die Summe aller Zwei-Teilchen-irreduziblen
Diagramme (two-particle irreducible, 2 PI), in denen alle Linien durch voll-
standige Propagatoren G reprisentiert werden.

Um nun von der effektiven Wirkung I's[¢, G] zum effektiven Potential
V'[9, G] zu gelangen, nutzt man die aus der Thermodynamik stammende Re-
lation V' = —T%. Bei ) handelt es sich um das dreidimensionale Volumen des
Systems. In der vorliegenden Arbeit wird ein homogenes System betrachtet,
die Ortsabhiingigkeit des Feldes ¢(x) verschwindet und somit gilt ¢(z) = ¢.

Das effektive Potential hat fiir diesen Fall folgende Form:

V.Gl = U@) +5 [ 1670+ 5 [ (D7 D)G) — 1] + 2[5,
(1.60)
mit
D7V (k;¢) = k> +U"(9), (1.61)

und der Definition V5[¢, G] = —T%.

Die physikalische Bedeutung des Minimums des effektiven Potentials ist
gleich dem negativen thermodynamischen Druck V[p, 4] = —p. Fiir den Fall,
dass keine Ladungserhaltungssitze vorhanden sind, ist der Druck bis auf
ein Vorzeichen identisch mit der freien Energie. Um nun das Verhalten des

Systems zu erhalten, muss das Potential fiir das Feld ¢ und den Propagator
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GG minimiert werden, da sich die Physik am Minimum des Systems abspielt.
Die Stationaritdtsbedingungen sind gegeben durch

Vi, G _, (1.62)
o9 o=p,G=Y
Vg, G
Lt} =0. 1.63
G (k) oGy (1.63)

Die letzte der beiden Gleichungen kann mit dem gefundenen Potential V[, G|
auf eine Form gebracht werden, die der Schwinger-Dyson Gleichung ent-
spricht

g1 (k) = D7V (k; ) + T (k), (1.64)
mit der Selbstenergie in der Form
Valg, G]
(k) =2———>—— : 1.
(k) 5G| (1.65)
p=p,G=Y

Der CJT-Formalismus beriicksichtigt die Symmetrien der zugrunde lie-
genden Lagrangedichte. Dennoch kann es bei der Bestimmung von V5[, G]
passieren, dass durch die verwendete Nidherung Symmetrien der Lagrange-
dichte verletzt werden. Dies wiederum kann zu einer Verletzung der Ward-
Takahashi-Identitéten fiithren, was sich beispielweise derart im Goldstone-
theorem niederschligt, dass die Pionen bei nichtverschwindender Temperatur
unterhalb einer kritischen Temperatur 7, nicht masselos bleiben.

Im néchsten Schritt wird das Potential auf vier skalare Teilchen erwei-
tert und die Symmetrie spontan und explizit gebrochen. Daraus resultiert
das in Kapitel 1.2.1 vorgestellte Lineare Sigma-Modell, das im Folgenden
auf nichtverschwindende Temperatur erweitert wird. Zur Betrachtung dieses
Modell bei nichtverschwindender Temperatur wird der zuvor besprochene
CJT-Formalismus verwendet. Hierzu wird das temperaturabhéngige QQuark-
kondensat (Gq) ~ ¢(T') eingefithrt. Das o-Feld wird um dieses Kondensat
verschoben und beschreibt Fluktuationen um diesen Wert. Das effektive Po-
tential wird in Hartree-Fock-Néherung (nur Doppelblasendiagramme werden
beriicksichtigt) betrachtet. Allgemein lautet das effektive Potential:

1
Versp =Va+ §/Tr[ln G '+ D'G -1+ V. (1.66)
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Vi ist das tree-level Potential, in dem das Feld o den Wert des Kondensates
¢(T) annimmt,

Va=V(#=0,0 = (T)) = 2(6(T)’ - F*)? - e(T). (1.67)

Bei den Ausdriicken G und G~! handelt es sich um diagonale Matrizen mit
den vollstindigen Propagatoren des o-Teilchens und der Pionen sowie den
inversen vollstindigen Propagatoren als Eintrigen. Die vollstdndigen Propa-
gatoren, und somit die physikalischen Massen, sind temperaturabhéngig. Die
Propagatoren haben die Form:

1
G = ( v @ ) S G , (1.68)
0 Gx 0 TR

= (G )= (T ey ) 0o

™

Die Diagonalmatrix D~! beinhaltet die inversen Propagatoren auf tree-level
Niveau. Die tree-level Massen werden durch das Kondensat temperaturab-
héngig, wobei die Beziehung ¢(0) = o gilt:

D' 0 —k? 4+ M? 0
-1 o o
b= < 0 D! ) = < 0 —k? + M2 ) ! (1.70)

™

— ABO(T)? — F?), M2 = N$(T)? - F. (1.71)

Bei V5, handelt es sich um die Summe aller 2 PI-Diagramme, die in dieser
Néherung verwendet werden (Abbildung 1.3). Die Vorfaktoren in V5, folgen
aus denen des urspriinglichen Potentials und den kombinatorischen Faktoren
der entsprechenden Diagramme.

V2=%A(/GJ)2+2)\/GU/GW+%)\(/GK)2. (1.72)

Aus diesen Teilen setzt sich das gesamte effektive Potential zusammen. Die
Integrale iiber den vollstindigen Propagator lauten:

/ / &'k ! i oam
k2+M exp (W/T) 2
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Fiir den Index gilt i = o, 7. Dieses Integral fiihrt zu diversen Divergenzen
in der Lagrangedichte. Zu deren Beseitigung muss die Lagrangedichte renor-
miert werden. Hier wird eine triviale Renormierung verwendet, folglich alle
divergenten Terme werden gleich Null gesetzt. Eine umfassende Studie zur
Renormierung des Linearen Sigma-Modells findet sich in einer Arbeit von
Lenaghan und Rischke [23].

Abbildung 1.3: Alle Diagrammtypen, die in der 2PI-N&herung in V> einfliefsen.
Links die oo-Schleife, in der Mitte die o7-Schleife und rechts die 77-Schleife.

Nun muss das effektive Potential fiir die Propagatoren und das Kondensat
minimiert werden:

1 OVeysr

0= Sek (1.74)
L OVery
— _lelf 1.
0 5Gﬂ_ b) ( 75)
L OVeyy
0= —=. 1.76
56(1) (1.76)

Das entstandene Gleichungssystem wird im Anschluss selbstkonsistent gelost.
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Die drei Formeln lauten im Einzelnen:

G;'=D;'+3)\ (/ G, + /G,r) : (1.77)
G;lzD;1+A(/GU+5/GW), (1.78)

e = \p(T)[(T)? — F?] — 2ga(T) + 3)(T (/G +/ > (1.79)

Die Particle Data Group (PDG) [10] liefert fiir die Masse der Pionen M, =
0.139 GeV und die Vakuums-Zerfallskonstante oo = 0.0924 GeV. Die o-
Resonanz innerhalb der angegebenen Resonanzen zuzuordnen gestaltet sich
problematisch, da es hier mehrere Moglichkeiten gibt. Die Auswahl kann
auf zwei skalare Resonanzen, die fiir die o-Masse infrage kommen, begrenzt
werden: f,(600) und fy(1370). Phanomenologisch unterscheidet das Modell
lediglich zwischen leichten und schweren Resonanzen. Hierzu werden in den
nachstehenden Beispielen dem ¢ einmal die f,(600)-Resonanz zugeordnet,
und im Anschluss die fy(1370)-Resonanz.

100

800
— ¢
%0 700
80
600
— 70
3 —
S e % 500
= s
B0 =400
3 i
5 40 S 300
X 30
200
10 100 -
™
0 0
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
T [MeV] T [MeV]
(a) Verlauf des Kondensates (b) Masse der Pionen und von Sigma

Abbildung 1.4: Das Verhalten des Kondensates und der Massen bei nichtver-
schwindender Temperatur fiir M, = 0.4 GeV.

Im ersten der beiden Félle (Abbildung 1.4), die an dieser Stelle diskutiert
werden, wird deutlich, dass der Verlauf des Kondensates einen crossover-Pha-
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seniibergang macht. Das Kondensat fillt erst langsam, dann immer schneller.
Bei einer kritischen Temperatur von 7, = 204.9 MeV &ndert sich das Verhal-
ten: Das Kondensat fallt nur noch langsam und geht bei hohen Temperaturen
gegen Null. Die Masse von o beginnt bei M, = 0.4 GeV und verhilt sich fiir
Temperaturen kleiner 7, dhnlich wie das Kondensat, im Gegensatz zu der
Masse der Pionen, welche langsam zu wachsen anfangt. Fiir Temperaturen
grofer als T, wéchst die Masse von o wieder und entartet mit der der Pionen.
Fiir groke Temperaturen 7" steigen beide Massen linear an.

%0 — ¢ 1200
& 1000
—70
3 -
S 60 3 80
= s
B0 =
= % 600
T 40
5 =
X 30 400
20
200
T N e .,
™
0 0
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
T [MeV] T [MeV]
(a) Verlauf des Kondensates (b) Verhalten der Masse der Pionen

Abbildung 1.5: Das Verhalten des Kondensates und der Massen bei nichtver-
schwindender Temperatur fiir M, = 1.2 GeV.

Der zweite Fall stellt einen Phaseniibergang erster Ordnung dar (Abbil-
dung 1.5). Die Masse fiir o betrdgt M, = 1.2 GeV. Das Kondensat fillt
mit steigender Temperatur. Bei der kritischen Temperatur 7, = 258.7 MeV
ist das System nicht stetig. Das Kondensat fillt augenblicklich von einem
recht hohen auf einen deutlich niedrigeren Wert. Nach dem Phaseniibergang
nédhert sich das Kondensat langsam Null an. Die Massen verhalten sich bis
zur kritischen Temperatur 7, wie bei einer o-Masse von 0.4 GeV. Bei dem
Phaseniibergang treffen sich beide Massen fast in der Nidhe der Pionenmasse.
Fiir weiter steigende Temperaturen entarten die beiden Werte und wachsen
fiir hohe Temperaturen linear an.

Ein kurze Einfiihrung in die Bestimmung der kritischen Temperatur 7.
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findet sich in Anhang B.

Die beiden Hauptprobleme des Linearen Sigma-Modells sind die folgen-
den: Zunichst ist die Ordnung des Phaseniibergangs sensitiv beziiglich der
Masse des o. Fiir Massen M, 2 0.948 GeV liegt ein Phaseniibergang erster
Ordnung vor. Massen M, < 0.948 GeV liefern einen crossover-Phaseniiber-
gang. Fiir eine Masse M, ~ 0.948 GeV erhélt man einen Phaseniibergang
zweiter Ordnung. Zudem wird die kritische Temperatur 7. mit steigender
Sigmamasse grofer. Gitterrechnungen widersprechen den Ergebnissen des
Modells. In ihnen wird fiir die Masse des chiralen Partners der Pionen ein
Wert von M, > 1 GeV und ein crossover-Phaseniibergang gefunden, und die
kritische Temperatur liegt bei 7, = 164 MeV [24, 25, 26].

1.5 Ziel und Aufbau der Arbeit

Ein Modell, das den chiralen Phaseniibergang mit einem Tetraquarkzustand
verbindet, wurde bislang nicht untersucht. An diesem Punkt kniipft die vor-
liegende Untersuchung an. Zunéchst wird das Lineare Sigma-Modell um den
leichtesten Tetraquarkzustand ergénzt, um anschlieffend den Einfluss auf den
chiralen Phaseniibergang ausfiihrlich zu diskutieren. Das verwendete Modell
ist der Ny = 2 Grenzfall eines allgemeineren Ny = 3 Modells, vorgestellt in ei-
ner Arbeit von Giacosa [13|. Da lediglich zwei Quark-Flavour betrachtet wer-
den, ergibt sich nur ein skalares Diquark und ein skalares Antidiquark. Dies
fithrt zu einer Erweiterung des Linearen Sigma-Modells um den Tetraquark-
zustand 1[4, d)[u, d]. Um das Verhalten bei nichtverschwindender Temperatur
zu studieren, wurde der CJT-Formalismus in einer Hartree-Fock-Nidherung
angewendet |27|. Der Tetraquarkzustand und das skalare Quarkonium werden
Mischterme aufweisen, die zu unphysikalischen Massen fiihren. Diese Terme
werden iiber eine temperaturabhidngige Drehung beseitigt.

In fritheren Arbeiten wurde haufig die fo(600)-Resonanz als der chira-
le Partner der Pionen ausgegeben. Dies fiihrte zu Resultaten, die nicht im
Einklang mit der hadronischen Spektroskopie stehen. Das im Rahmen der
vorliegenden Arbeit entwickelte effektive Modell erlaubt eine Beschreibung
des Phaseniibergangs unter Beriicksichtigung zweier skalarer Resonanzen. Die
chirale Restauration kann somit zum Einen fiir den Fall, dass sich im Vakuum
eine skalare Resonanz zwischen den chiralen Partnern befindet (ein Szena-
rio, welches durch Gitterrechnungen und die vorangegangenen Uberlegungen
gestiitzt wird) betrachtet werden, zum Andern kann der Einfluss einer schwe-
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ren skalaren Resonanz auf einen relativ leichten chiralen Partner der Pionen
getestet werden.

Der weitere Aufbau der Arbeit gestaltet sich wie folgt: Im zweiten Kapitel
wird die Herleitung einer effektiven Theorie bei nichtverschwindender Tempe-
ratur besprochen, die einen Tetraquarkzustand beinhaltet. Hierzu werden Va-
kuumsgrofen wie die Massen und Zerfallsbreiten bestimmt, und im Anschluss
zwei unterschiedliche Varianten zur Herleitung eines effektiven Modells bei
nichtverschwindender Temperatur vorgestellt. Das dritte Kapitel beschéftigt
sich mit den Resultaten der Studie. Fiir beide Anordnungsméglichkeiten der
skalaren Resonanzen wird das Verhalten bei nichtverschwindender Tempera-
tur untersucht. Zuerst wird der Einfluss des Tetraquarks auf die Ordnung des
Phaseniibergangs und schliefllich das Verhalten der einzelnen Vakuumsgréfen
betrachtet. Der letzte Teil des Kapitels befasst sich mit dem chiralen Limes
und den Zerfallsbreiten. Im vierten Kapitel folgt eine Zusammenfassung der
Ergebnisse sowie ein Ausblick auf weitere mdogliche Arbeiten.
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Kapitel 2

Erweilterung des
SU2)p x SU(2);-Modells um den
leichtesten Tetraquarkzustand

21 T=0

Bei dem hier verwendeten Modell handelt es sich um das Lineare Sigma-
Modell, das um das leichteste Tetraquark x = 1[u, d|[u, d] erweitert wird. Im
Linearen Sigma-Modell gibt es neben dem pseudoskalaren Quarkoniumtri-
plet einen skalaren Quarkoniumzustand. Die Notation ist wie folgt gewéhlt:
© = 1/v/2(Tu + dd) beschreibt den skalaren Quarkoniumzustand, die Pionen
T = (du,1/v2(wu — dd),ud) das pseudoskalare Quarkoniumtriplet und y
den Tetraquarkzustand. Der Tetraquarkzustand besitzt die gleichen Quan-
tenzahlen wie der skalare Quarkoniumzustand. Dariiber hinaus ist er inva-
riant unter chiraler Transformation und koppelt an den chiral invarianten
Term (% + 72) (Anhang C). Die erweiterte Lagrangedichte lautet:

L1 1 1,
L, 7) =50 + 5(00)* + 5 (07

T2
1 A _ o
M = (@ T - PP o+ gx(9 + 7). (21)

Die Lagrangedichte entspricht dem SU(2)r x SU(2).-Limes des allgemeinen
SU(3)r x SU(3)r-Modells, entwickelt von Giacosa [13|. Die Lagrangedichte
beschreibt zwar die Kopplung des Linearen Sigma-Modells an einen skalaren

25



Zustand, kann aber nicht fiir beliebige skalare Felder verwendet werden. Ska-
lare Felder, die fiir sich alleine genommen nicht chiral invariant sind, kann die
Lagrangedichte (2.1) nicht beschreiben. Auch die Beschreibung eines Glue-
balls ist nicht mdglich, da dieser Terme der Art ~ x*Iny benétigt. Das
Potential lautet:

A 1
V=@ +7 = F°)" —ep+ S M — gx(¢” + 7). (2.2)
Um die Massen der einzelnen Felder zu bestimmen, wird das absolute Mini-
mum des Potentials ben6tigt. Das Minimum liegt bei folgenden Werten der
einzelnen Felder:

F €

g
7T0,i207 X0 = MQSO%, Yo = 202 +2AF2
X \/1_,\1\9/12
X

Der Vakuumerwartungswert des Pions ist mp;, der des Tetraquarks x ist
Xo und der des skalaren Quarkoniums ¢ ist ¢y. Der Vakuumerwartungswert
o wird mit der Pionzerfallskonstanten f, identifiziert. Bei ¢ handelt es sich
bis auf einen Vorfaktor um das Quarkkondensat (gg) ~ Aéc po, und im Fal-
le xo handelt es sich bis auf einen Vorfaktor um das Tetraquarkkondensat
([7,9)] x [¢,q]) ~ Ajepxo- Im Folgenden wird aus Griinden der Einfachheit
wo mit dem Quarkkondensat identifiziert und xo mit dem Tetraquarkkon-
densat. Das Tetraquarkkondensat x ist proportional zum Quarkkondensat
©2; es ist somit durch die spontane Symmetriebrechung induziert. Der Va-
kuumerwartungswert der Pionen verhélt sich analog zum einfachen Linearen
Sigma-Modell und verschwindet. Zur Bestimmung der Massen wird das Po-
tential um das Minimum bis zur zweiten Ordnung in den Feldern ¢, m und
X entwickelt:

+ O(é?). (2.3)

1 1 1 o
V:§ £X2+§ 2@2+§M£7r2—29g00g0x+...

1 M?  —2g¢ > ( % ) 1. 5

= —(x, X + oM+
2009 (g, ) ()4
1

1.
— §(X7¢)M ( 5; > + §M§7r2 +.... (2.4)

Fiir die einzelnen Massen ergeben sich folgende Werte:

M} =DM, M2=X3¢g;— F?) —2gx0, M2 =X — F?) = 2gx0.  (2.5)

X X0’ T
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Es wird deutlich, dass die Massenmatrix auch nicht-diagonale Terme enthalt.

Mi —2g%0

o (2% e, -
Eine solche Mischung wiirde bedeuten, dass sich das Feld ¢ bzw. x spontan
in das Feld x bzw. ¢ umwandeln konnte. Da dies bei Mesonen nicht beobach-
tet wird, benotigt man ein neues System, das solches Verhalten ausschlieft.
Hierzu werden zwei neue Felder S und H sowie ein Mischwinkel 6y eingefiihrt.
Diese neuen Koordinaten wurden so gewahlt, dass die Massenmatrix diagonal
wird. Im Ubrigen ist deutlich zu erkennen, dass die Mischung abhiingig von
der Kopplung ¢ ist und dass im Limes g — 0 das Modell in das in Kapitel
1.2.1 beschriebene Lineare Sigma-Modell iibergeht. Fiir ¢ = 0 entkoppeln ¢
und x, die Vakuumerwartungswerte und die Massen der Felder ¢ und 7 ge-
hen in die des Linearen Sigma-Models iiber. Der Vakuumerwartungswert des
Tetraquarks verschwindet. Eine diagonale Massenmatrix erhédlt man durch
eine SO(2)-Rotation der urspriinglichen Felder (¢, x) in die neuen Felder
(S, H). Die verwendete Drehmatrix lautet wie folgt:

0= ( costly sinby )7 oT — ( cosfy  —sin ) (2.7)

—sinfy cosby sinfy  cosby

Im néchsten Schritt wird die Drehung in das Potential eingebaut:

1
( ¢)M<’;>+§ 272 4.

1
(x,9)OTOMOTO ( 2; ) T M

a

— N = N = DN

(H,S)0M0T<g>+% 24

_ H Lo
§GL$A@W(t;>+§ ot i (2.8)
Die diagonalisierte Massenmatrix hat die Form

_( ME 0 _ T
Mdiag - ( 0 Mg ) =0MO". (29)

Die Felder S und H setzen sich wie folgt aus den urspriinglichen zusammen,

(g>_0<i§>» (H,8) = (x. )0 (2.10)
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Statt nichtdiagonaler Eintrige in der Massenmatrix gibt es jetzt einen Dreh-
winkel von der Form:

0y = §arctan %; —% <0y < % (2.11)
Die Drehung wurde so gewéhlt, dass der Winkel 6 einen Bereich von —7 bis 7
durchlauft. Somit ist das Feld H dasjenige, das wenigstens zu 50 Prozent aus
dem Tetraquark y besteht, und S das Feld, welches wenigstens zu 50 Prozent
aus dem Quarkonium ¢ besteht. Aus Gleichung (2.11) wird erkenntlich, dass
M, und M, nur dann gleiche Werte annehmen konnen, wenn g Null ist.
Durch die Rotation ergeben sich nun die tatséchlichen Massen:

M3 = Mi cos® 6, + Mf, sin? 0y — 4gipg cos b sin 6,
1

= 5 | ME+ M2 = sign(M2 — M)\ /(M2 — M2 + (dg0?] . (212)

Mg = Mi sin? 6, + Mi cos’ By + 4gpo cos By sin by

1 :
=3 [Mi + M + sign(M? — Mi)\/(Mg — M2)? + (4gg00)2_ . (2.13)

Auch hier ist die enge Verbindung zum urspriinglichen Linearen Sigma-
Modell zu erkennen. Wenn g Null ist, verschwindet auch der Mischwinkel
o und es folgt, dass My zu M, und Mg zu M, wird. Eine weitere wichtige
Gleichung ergibt sich aus der Betrachtung der Spur und der Determinante
der Massenmatrix M vor und nach der Drehung

Tr Mo, = Tr(OT MO) = Tr(OO" M) = TrM, (2.14)
det My, = det(OT MO) = det O det M det O = det M. (2.15)

Durch den Vergleich der jeweils rechten und linken Seite ergeben sich folgende
Gleichungen

MF + Mg = M + M2, (2.16)
Mg Mg = M2M?2 — (29¢0)°. (2.17)

Einfache Algebra fiihrt nun zu dem Ausdruck

(M2 — M%)" = (M2 — M?)® + (4g¢0)*. (2.18)
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Diese Formeln sind leicht zu interpretieren. Fiir ein nicht-verschwindendes g
stofsen sich die Massen der Felder H und S ab. Es ergeben sich zwei mégliche
Anordnungen der Massen:

< M, < My, (2.19)
My <M, < M, < Msg. (2.20)

Je nach Art der Massenanordnung ergibt sich das Vorzeichen des Winkels
0o. Aus der Gleichung léasst sich weiterhin folgern: Die Annahme, dass alle
Parameter reell sind, fiihrt zu einer Ungleichung:

Mg — M| > 4gpo. (2.21)

Die Ungleichung zeigt, dass nicht jede beliebige Kopplung g zwischen y und
¢ zu reellen Massen Mg und My fiihrt. Betrachtet man die Gleichung von
Seiten der physikalischen Massen Mg und My, ist zu erkennen, dass es eine
maximale Kopplung ¢, zwischen x und ¢ gibt.

Das Modell besitzt fiinf Parameter A, I, €, M, und g. Vier werden durch
die drei Massen Mg, My und M, sowie die Vakuum-Zerfallskonstante des
Pions ¢y bestimmt. Der Parameter g konnte zwar aus Zerfillen festgelegt
werden, doch scheint dies im Rahmen des verwendeten Modells wenig ange-
bracht, da seine einfache Konstruktion die Bestimmung tatsichlicher Zerfalls-
breiten nicht zuldsst. Daher werden in der vorliegenden Studie die Parameter
iiber einen grofsen Bereich variiert. Es bleiben somit vier unabhéngige Para-
meter, die sich wie folgt ergeben: Aus den Gleichungen (2.16) und (2.17) folgt
eine Geichung M, . Die Gleichung fiir A erhélt man aus denen der tree-level
Massen (2.5) fir M, und M, sowie der zuvor genannten Gleichung fiir M,.
Diejenigen fiir F' und e ergeben sich direkt aus der tree-level Masse des Pi-
ons und dem Vakuumerwartungswert des Feldes ¢. Im Einzelnen lauten die
Gleichungen:

1 .
M2 = 5 {Mg + M? — sign(M2 — Mi,)\/(Mé — M7)? — (4990)?| , (2.22)
1 2 2 2 2
1 2g°
F? = pf — X (Mﬁ + Wﬁ)) ; (2.24)
X
€= poM?. (2.25)
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2.2 T # 0, Variante A

In diesem Abschnitt wird mittels des CJT-Formalismus ein selbstkonsisten-
tes Gleichungssystem geschaffen, das eine Analyse bei nichtverschwindender
Temperatur zulasst. Es wird sich in diesem Fall auf Tadpole-Beitrige be-
schrankt. Dazu werden alle Doppelblasendiagramme benotigt. Im Rahmen
der vorliegenden Arbeit wurden zwei Verfahren erarbeitet, um das Verhalten
bei nichtverschwindender Temperatur zu beschreiben. In Variante A wird
die Mischung als ein eigener Freiheitsgrad betrachtet und erhilt eine expli-
zite Temperaturabhangigkeit. In Variante B ist die Mischung kein eigener
Freiheitsgrad, und es kommt nur indirekt iiber die anderen Freiheitsgrade zu
einer Temperaturabhéingigkeit. Beide Varianten zeigen Unterschiede, die an
spaterer Stelle diskutiert werden sollen. Der Fokus in dieser Arbeit liegt auf
Variante A. Im vorangegangenen Kapitel ist zu sehen, dass ¢ und x nichtver-
schwindende Vakuumserwartungswerte haben. Im ersten Schritt werden fiir
diese Felder zwei voneinander unabhéngige, von der Temperatur abhiangige
Kondensate ¢ = ¢(T") und a = a(T") eingefiihrt und um ihren Vakuumerwar-
tungswert verschoben. Die modifizierten Felder lauten somit ¢ — ¢ + ¢(7T))
und x — x + «(T). Das verschobene Potential ergibt sich zu

V=3 {lo+ oD + 7~ P —clp+ o(T)
F M2+ = g+ o) {lo +TE+ 7% (2:26)

Fiir die Vakuumerwartungswerte erhilt man wie erwartet ¢(0) = ¢y und
a(0) = xo. Das Einfiihren der verschobenen Felder liefert eine Vielzahl neu-
er Terme. Die Mehrzahl dieser Terme sind fiir die hier verwendete CJT-
Néaherung iiberfliissig. Die benotigten Terme sind von quadratischer, biqua-
dratischer oder vierter Ordnung. Nach Aussortieren der iiberfliissigen Terme
ergibt sich fiir das Potential folgendes:
1 1 1
— _M2 2 _M2 2 -
M Ty
A A A
22

N4 N
—|—4g0+47r +2

v M27 — 299(T)px

o, (2.27)
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mit den entsprechenden Massen:

M = M,
M2 = \36(T)* = F?] = 2ga(T),
M? = MNo(T)? — F? — 2ga(T). (2.28)

Das allgemeine CJT-Potential lautet:
1
Vers = Vu + §/Tr[ln G '+ D'G -1+ Vs (2.29)

Vi ist das tree-level Potential, die einzelnen Felder nehmen die Werte der
Kondensate an:

Vi :V(ﬁ: =0,p= ¢(T)a X = a(T))
A

=207~ FY — o(T) + S M2a(T) — ga(T)6(T. (230

Bei V5 handelt es sich um die Summe aller Doppelblasendiagramme:

szZA(/GQZ%A/G@/G,FJF%A(/GWY. (2.31)

Die Vorfaktoren ergeben sich aus kombinatorischen Faktoren der Diagramme
und den Vorfaktoren des Potentials. Fiir die Pion-Pion-Schleife erhilt man
als Beitrag fiir den Vorfaktor aus dem Potential A/4, und die Pion-Pion-
Schleife lasst 15 verschiedene Mdéglichkeiten zu, das Diagramm zu schliefien.
Fiir die Pion-p-Schleife erhilt man aus dem Potential A\/2 und drei fiir die
Anzahl der Pionen, die ¢-p-Schleife erhilt aus dem Potential den Vorfaktor
A/4, und dieses Diagramm lésst sich auf drei verschiedene Arten schliefsen.
Wie schon im Vakuum gibt es auch hier auf der Massenebene einen Misch-
term zwischen ¢ und y. Diese Mischung fiihrt zu einem nicht-physikalischen
Propagator G, . Dieser wird dhnlich dem nicht-diagonalen Term bei T" = 0
durch eine Drehung beseitigt. Da jedoch die Mischung der beiden Felder
temperaturabhéngig ist, muss bei jeder Temperatur entmischt werden. Um
zu den physikalischen Propagatoren zu gelangen, werden die vollstédndigen
Propagatoren G, und G, entdreht. Nach der Drehung werden die vollsténdi-
gen und auch physikalischen Propagatoren Gg und Gy betrachtet. Daneben
ergibt sich eine weitere Observable: der Mischwinkel 6(T"), der eine Tem-
peraturabhingigkeit besitzt. Auch hier gehen alle Werte fiir 7' = 0 in das
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Vakuummodell iiber. Am Ende wird gezeigt werden, dass es auch moglich
ist, weiterhin mit den Propagatoren G, G und einem Mischpropagator
G, zu arbeiten und erst in einem letzten Schritt diesen zu beseitigen. Das
Entdrehen gestaltet sich wie folgt. Zuerst wird das Verhalten der vollstandi-
gen Propagatoren und der inversen Propagatoren unter Drehung zueinander
betrachtet:

1 =00" =0GG0" = 0GOTOG 0" = G 4ia, OGO
= GaiagG g, = 1. (2.32)

diag =
Die Drehung ist so gewihlt, dass sie die Propagatoren diagonalisiert

Giag = OGO”, G3} = 0G0 (2.33)

diag

Zur Diagonalisierung des effektiven Potentials muss zudem geklirt werden,
wie die Drehung die Determinante und Spur beeinflusst:

det G™' = det Odet G~ det O = det(OG*OT) = det chl.(llg, (2.34)
TeG™' = Te(G'OT0) = Tr(OG0T) = TrGy,, (2.35)

Tr(D'G) = Tr(D'OTOGO™0O) = Tr(OD'OTOGO") = Tr(D; 1 Gaiag)-
(2.36)

Wie erwartet sind die Spur und die Determinante invariant unter dieser
Koordinatentransformation. Fiir die weitere Rechnung werden die einzelnen
Groken wie folgt gewithlt. Bei O und OT handelt es sich um eine SO(2)-
Drehmatrix und ihr Inverses, eingebettet in eine 3 x 3 Matrix:

cosO(T) siné(T) 0 cosO(T) —sinf(T) 0
O=| —sind(T) cosO(T) 0 |, OF = | sinf(T) cosO(T) 0O
0 0 1 0 0 1

(2.37)

Unter der Bedingung, dass die Drehung die Propagatoren diagonalisiert, fiihrt
dies zu folgenden Gleichungen fiir die Propagatoren:

Gy 0 0 Gt 0 0
Gagg=| 0 Gs 0 |, Gui,= 0 Gg' 0 |; (238
0 0 Gi 0 0 Gt
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mit den vollstandigen Propagatoren

Gy' = =k + Mu(T)?, Gg' = —k* + Ms(T)?, G' = k% + My (T)%.
(2.39)

Der Zusammenhang zwischen den neuen und den alten Propagatoren wird
hier deutlich:

/ G, = cos’(T) / Gy +sin? §(T) / Gs, (2.40)

/ G, = sin® 6(T) / G+ cos0(T) / Gs, (2.41)
/GW _ sin6(T) cos O(T (/Gs—/GH) (2.42)

Zum Verhalten der tree-level Massen unter Rotation:

D} =0D™'O". (2.43)
Die Notation ist wie folgt gewéhlt:
1 Dt DL 0 L D;,ll D,‘i}f 0
0 0 D! 0 0 D!

Da G 4iqy diagonal ist und nur die Spur iiber das Produkt aus D,,; und G g,
bendtigt wird, ist der Term Dl},ls nicht von weiterem Interesse. Die restlichen
Propagatoren lauten:
Dy = -k + M5
=D_ ' cos®0(T) + D" sin® 0(T) + 2Dy, sinO(T) cos O(T),  (2.45)
D' = — k* + M3
=D_'sin®(T) + D" cos® 0(T) — 2D, | sin(T) cos O(T),  (2.46)
D' = —k? + M2, (2.47)

mit den Abkiirzungen:

D' = -k + M, (2.48)
— 2 2

Dt =~k + M, (2.49)

Dy, = —29¢(T). (2.50)
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Mit Hilfe dieser Voriiberlegungen kann nun das diagonalisierte effektive Po-
tential Vesf giag aufgestellt werden:

1
Verfdiag = Va + 3 /Tr[ln G;Z-ig + Dr_o}ﬁdeg — 1] + V3 diag- (2.51)

Das diagonalisierte Potential lautet wie folgt:

A 1
Vett diag = Z[cb(T)Q — F?P? —ep(T) + 3 2o(T)? — go(T)p(T)?
+ % /[hnGH1 + DGy — 1]+ % /[lnGS1 + Dg'Gs — 1]

2
+ ZA (sinQQ(T) / Gy +cos®O(T) / G5>2

+;)\ (sin2 Q(T)/GH—I—COSQ 9(T)/Gs> /Gn
+ 175)\ </ GW)Q. (2.52)

Dieses Potential wird nun fiir die beiden Kondensate ¢(7") und «(7T),
sowie fiir die inversen physikalischen Propagatoren G', G;f und G, ! der
beteiligten Teilchen, sowie um den Mischwinkel #(7") minimiert:

43 /[ln G '+ D;'G, —1]

0= W#f;“g (2.53)
0= %, (2.54)
0= Waf—(-;j“g (2.55)
0= % (2.56)
0= % (2.57)
0= %. (2.58)

34



Es ergeben sich sechs gekoppelte Gleichungen. Die drei Gleichungen fiir die
inversen Propagatoren lauten:

Gyt = D' +3\sin® 0(T) (sin2 G(T)/GH + cos? O(T /Gs +/ )

(2.59)

GS —D + 3Xcos? O(T <51n9 /GH—ircos@ /Gs+/ )

(2.60)

Gl'=D'+ ) (sin2 Q(T)/GH + cos? 0(T) /Gs + 5/GW) : (2.61)

Fiir die beiden Kondensatgleichungen ergeben sich:
= MDY - F7) ~ 29a(T)o(T) + 30(T) [ G

+ (3A(T) sin® O(T) — 29 cos O(T) sin 0(T)) / G

4 (3A(T) cos O(T) + 2g cos O(T) sin 6(T)) / G, (2.62)
0= —go(T)* + Mia(T) - 3g/G7r — gsin? §(T) /GH —gcos?O(T) | Gs.
(2.63)
Die Gleichung fiir den Mischwinkel 6(T") lautet letztlich:
O(T) = L arct 2D
— e D' 43X (sin® (T fGH+COS29 ) [ Gs+ [Gx) — D!
1 —2G !
=3 arctan (G;TXC;;*) . (2.64)

Es wird deutlich, dass der Winkel 6(T") auf den Bereich von —% < 6(T) <
7 beschrinkt ist. Die Bedeutung entspricht derjenigen im Vakuum. Somit
besitzt das Feld H wenigstens einen Tetraquarkanteil x von 50 Prozent, und
das Feld S wenigstens einen Quarkoniumanteil ¢ von 50 Prozent. Folglich
setzen sich auch die Masse Mg zu einem Anteil grofer als 50 Prozent aus M.,
und die Masse My zu einem Anteil grofser als 50 Prozent aus M, zusammen.
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Die numerischen Lsungen dieser sechs Gleichungen werden an spéterer Stelle
besprochen.

Folgend wird eine alternative Herangehensweise beschrieben, die zu den
gleichen Ergebnissen fiihrt. Bei diesem Verfahren werden die Massen nicht
im effektiven Potential entdreht. Stattdessen wird mit dem unphysikalischen
Mischpropagator G » gearbeitet. Hierzu wird das nicht-diagonalisierte ef-
fektive Potential Veff betrachtet. In diesem Fall ergeben sich modifizierte
Stationaritdtsbedingungen:

0= 5;2 (2.65)

0= 55‘23 (2.66)

0= gggp X (2.67)

0= 55‘23” (2.68)

0= ;;5/(6%, (2.69)

= ggg’). (2.70)

Das resultierende Gleichungssystem lautet:

G.' =D, (2.71)

G,'=D," + 3\ ( Gy + /Gﬂ> , (2.72)
G:'=D; +/\(/G¢+5/Gﬂ), (2.73)
G, =D} (2.74)

XSO’

e = Ap(T)[o(T)* — F?] — 2ga(T)¢(

4+ 3NG(T (/G +/ )-@/GW, (2.75)
0=—go(T)>+ M}a(T)—g (/ G, + 3/Gﬁ) . (2.76)
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Das Gleichungssystem liefert neben den physikalischen Grofen M, (T), ¢o(T')
und «(7") auch nichtphysikalische Grofen wie M, (T'), M,(T) und M, (7).
Da diese nicht in der Natur vorkommen, miissen die Massen nachtriglich
so gedreht werden, dass die Mischung verschwindet. Es zeigt sich, dass bei-
de Verfahren nicht nur zu den exakt gleichen Ergebnissen fiihren, sondern
auch dquivalent sind. Die Aquivalenz beider Verfahren zeigt sich, wenn die
Drehung als Koordinatentransformation aufgefasst wird (G',G3",0(T)) —
(Gy', G, G L). Die Jakobideterminate J dieser Transformation lautet .J =
G;l — G;l. Dies bedeutet, dass die Transformation nur fiir den Fall nicht
definiert ist, wenn die Massen M, (T') und M, (T") gleich sind. Man kann aber
den Limes M, (T) — M,(T) — 0 untersuchen. Die Differenz ist lediglich in
der Grofe 6(T) (Gleichung (2.64)) bedeutsam. Es werden zwei Félle unter-
schieden: M, (T") > M, (T') und M, (T') < My(T). An diesem Punkt geht das
Argument des arctan gegen +oo oder —oo, je nach Verhéltnis von M, (T)
zu My (T) und somit §(T) gegen —7F oder +%. An diesen Stellen tauschen
Mg (T) und My(T) ihre Rollen.

2.3 Chiraler Limes

Im chiralen Limes wird das Pion ein Goldstoneboson: Der Parameter € wird
gleich Null gesetzt und die Masse des Pions im Vakuum verschwindet. Die
Gleichungen fiir die Vakuumerwartungswerte der Felder y, ¢ und 7 verindern
sich auf folgende Weise:

o

g (Maximum)
o, = 0, Xo = W(pga Yo =4 +—L (Minima) - (2.77)
X

Die Extrema von ¢ werden dadurch wie erwartet achsensymmetrisch. Zur
Losung der Gapgleichungen wird das Minimum bei pg = +F/,/1 — /\%22
X

verwendet. Die Vakuummassen sind im Vergleich zu denen des urspriinglichen
Modells leicht verdndert.

M; =M, M =2 g}, M =0. (2.78)

X X0’

Die weitere Vorgehensweise fiir nicht verschwindende Temperaturen ist ana-
log zu € # 0. Erst wird das CJT-Potential aufgestellt, danach werden die
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Felder entdreht und zum Abschluss wird durch Variation der Propagato-
ren, Kondensate und des Mischwinkels das zu losende Gleichungssystem
bestimmt. Die Massengleichungen, die Kondensatgleichungen und die des
Mischwinkels sind identisch zu denen des urspriinglichen Modells (2.59, 2.60,
2.61, 2.62, 2.63, 2.64); der einzige Unterschied liegt in dem Parameter €, der
nun den Wert Null hat.

2.4 alternative Vorgehensweise, Variante B

In einer alternativen Vorgehensweise wird das Potential erst entmischt und
darauf anschliefsend der CJT-Formalismus angewendet. Das gesamte System
wird um einen Freiheitsgrad reduziert und es gibt keine explizite thermische
Abhéngigkeit der Mischung. Beide Vorgehensweisen sind fiir 7" = 0 identisch,
die Parameter und Vakuummassen stimmen iiberein, der Unterschied ergibt
sich erst fiir 7' # 0. Die fiir die alternative Vorgehensweise benotigte Lagran-
gedichte entsteht aus der urspriinglichen, in dem alle nichtdiagonalen Terme
mittels einer Drehung entfernt werden:

1 1 1
V;liag = §M§SQ+§ [2{H2+§ 7%?2
A A A
+ 1 cos*9S* + 1 sin*OH* + 171'4

+ % cos?0sin?0S?H? + % cos? 05%n? + % sin? O H?7?
+O(S*H) + O(H?*S) + O(HT?) + O(ST?) + O(SHT?). (2.79)

Mit den bekannten Abkiirzungen fiir die Vakuummassen und den Mischwin-
kel:

1 .
M = 5 [ M2+ M2 — sign(M2 — M2),/ (M2 - M2)* + (49|,
1 .
M?:= 5 [Mi + Mj + &gn(Mj — M;)\/(Mg — M32)? + (49(%5)2_ )
M2 = \¢(T)? — F? — 2ga(T), (2.80)
1 499(T)
0 = 5 arctan m. (2.81)
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Fiir M, ergibt sich der Ausdruck
2 2 2
M7 = A3¢(T)” — F*| = 29a(T). (2.82)

Auf dieses Potential wird nun der CJT-Formalismus angewendet. Die einzel-
nen Teile des effektiven Potentials haben die Form:

Va = V<7? =0,p= ¢(T)7X = a<T))

= JO(T) — PP — eo(T) + L M2a(T) — ga(T)O(T),  (259)

+ ?A (/ GW)Q, (2.84)

1 1
Vin =5 /[lnG;f + Dy G =1+ 5 /[ln Gg' + Dg'Gs —1]

+ g /[ln G'+D'G,—1], (2.85)

mit den Abkiirzungen:

Gy' = =k + Mu(T)?, Gg' = =k* + Ms(T)?, G' = —k* + ML (T)%.
(2.86)

Das gesamte Potential ergibt sich zu
Vers = Va+ Vin + Va. (2.87)

Auch wenn sich die beiden effektiven Potentiale der unterschiedlichen Varian-
ten A und B dhneln, gibt es einen grundlegenden Unterschied: Die Mischung
und somit auch der Mischwinkel stellen in diesem Falle keinen eigenen Frei-
heitsgrad dar, sondern werden durch die Gleichung (2.81) festgelegt. Am
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deutlichsten wird der Unterschied in der expliziten Form der Gapgleichun-
gen. Wie bereits mehrfach beschrieben, gibt es in diesem Verfahren nur fiinf

Stationarititsbedingungen. Diese lauten:

oL WVers
Gy
0L 5Veff7

0Gg

1 0Vegy
0= G,
oL OVers
6(T)’
oL Ve
-~ 6a(T)

Die drei Massengleichungen lauten somit:

Gy = Dy' +3Asin®6 (sinZH/GH+COSZH/G5+/G,r),
Ggl :Dsl—l—B)\cosQH(sinQH/GH—l—cosQG/Gg—l—/Gﬂ),

Gﬂl:Dﬂl—k)\(sinQH/GH+cos20/Gs—|—5/GW).
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Aufgrund der expliziten Abhéngigkeit der Winkel von beiden Kondensaten
werden die Gapgleichungen fiir a(7") und ¢(7') langer.

0= Mia(T) — go(T)*

—g<Cos20/Gs+sin29/GH+3/GW)
([

—§)\zg sign(M? — M?)(4g9(T

2

\/(Mg—M§)2+ 49(T 2 /GH)

X (cos29/Gs+sin29/GH+/Gﬂ), (2.96)

T) [Aqs(T)? — AF? —2ga(T)

+ (3Asin?§ — 2g cos fsin 0) /GH

—i—(3)\(30829—i—2gcos€sin€)/Gs—1—3)\/(}’,r

sign(M2 — M2)(6A¢(T)?) — \M? M2
g JOE—IRP £ (ga)) (fefe)

X (cos29/G5+sin29/GH+/G,r) : (2.97)

Die einzelnen Kondensate werden somit nicht nur von den Tadpole-Beitrigen
der einzelnen Felder bestimmt, sondern auch von Vakuumdiagrammen. Diese
scheinen dann einen grofen Einfluss auf das System geltend zu machen, wenn
sich die Mischung schnell dndert und das Kondensat grof ist. Beim Vergleich
dieser Gleichungen mit denen der Variante A wird deutlich, dass sie sich
nur an wenigen Stellen prignant voneinander unterscheiden. Zum einen sind
die Kondensate von geschlossenen Doppelblasendiagramme abhéngig, zum
anderen gibt es eine andere Temperaturabhingigkeit des Winkels.

+ 122

2.5 Direkte Zerfalle

Das Modell erlaubt zwar die Untersuchung des chiralen Phaseniibergangs
zu betreiben und die Bestimmung des quantitativen Verhaltens der Massen,
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Kondensate und des Mischwinkels. Es ermdglicht jedoch keine realistische
Beschreibung der Zerfille. Frithere Arbeiten zum Thema haben gezeigt, dass
hierzu das Modell erweitert werden muss. Einen mdoglichen Schritt stellt die
Hinzunahme der Vektor-/ Axialvektor-Mesonen |28, 29| und eine Erweite-
rung auf drei Quarkfamilien [30]| dar. Aus diesem Grund wird sich hier auf
eine Betrachtung der direkten Zerfille beschrinkt. Dies soll einen ersten Ein-
druck dariiber erlauben, wie sich in einem Modell mit einem Tetraquarkzu-
stand die Zerfallsbreiten verdindern. Auch wird aufgrund der Einfachheit des
Modells von einer Berechnung temperaturabhéngiger Zerfallskonstanten Ab-
stand genommen. Es werden nur die direkten Zerfélle S — mm und H — 7w
betrachtet. Hierzu wird das Potential bis zu den Termen H 72 und S72
entwickelt:

1 1 1
V=3 257 + §M12{H2 - §M£?Q
+ (A\psinfy — gcosOp)HT2 + (Apcosby + gsinfp)S7T2+ ...  (2.98)

mit den bereits bekannten Abkiirzungen:

M3 = Mi cos? 0y + Mi sin’ 0y — 4g¢ cos 6, sin Gy, (2.99)
M3 = M; sin® @, + M«i cos? By + 4g¢ cos by sin by, (2.100)
Mz = Mg — F*) = 2gx0, (2.101)
4
0y = - arctan ﬁ. (2.102)
X

Mit Kenntnis der fiir die Zerfille entscheidenden Vertizes kann nun mit nach-
stehender Formel der Zerfall in zwei identische Teilchen in erster Ordnung
berechnet werden:

1/ m? )
r=— Y, (2.103)

wobei es sich bei M um die Masse des zerfallenden Teilchen handelt, bei m
um die der Zerfallsprodukte und bei .#Z um den zweifachen Vorfaktor des
Vertex, der den Zerfall beschreibt. Eine genaue Erlduterung zur Herleitung
dieser Formel ist im Anhang D nachzulesen. Es ergibt sich:

My = 2(Aposinby — g cosby), (2.104)
Ms = 2(Apg cos by + gsinby). (2.105)
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Fiir die Zerfallsbreiten der einzelnen Zerfille ergibt sich folgendes Resultat:

RRVA IR VE
i = 3 "ty 2.106
n 1670 M3 =] (2.106)
1/ ME
s nn =3 1 " s 2.107
S 160 M2 || (2.107)

Der zuséatzliche Faktor drei steht fiir die Moglichkeit, auf drei unterschiedliche
Arten in Pionen zu verfallen:

H — 7% S — 070, (2.108)
H—ntn, S —rtn, (2.109)
H—nnt, S—rnt. (2.110)

Mittels einer umfangreichen Rechnung lisst sich das Ergebnis auf folgende
Weise zusammenfassen:

M2
Ly MR (MR — M2
i = 3 O ( —L——=) | 2.111
" 160 M3 S0 ©o ( )
RRVA S VE. o (M2 — M2\
Ly nn =3 T O [ —=——= ) . 2.112
e =it (L) e

Die Zerfallsbreite ist somit stark von der Massendifferenz des zerfallenden
Teilchens, dem Ausgangsprodukt so wie dem Mischwinkel 6, abhingig. Die
maximale Zerfallsbreite fiir H — 7mm erreicht man fiir maximale Mischung

0 — +Z.
4
M2
1T = MR MR - M2
=3 ! ( 1 “). (2.113)

F — 7T, maxr —
f=m 32w M% ©o

Die minimale Zerfallsbreite ergibt Null, da sin(¢ = 0) = 0. Die minimale
Zerfallsbreite fiir den Zerfall S — 77 erhalt man fiir einen Winkel § — +7
und sie lautet:

ERVA B UE: M2 — M2\?
327 M? ( ©o ) ’

FS—*ﬂ‘ﬂ,m’L’TL =3 (2114)
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Fiir die maximale Zerfallsbreite bei einem Mischwinkel von 6 = 0 ergibt sich:

2
1y — M2 (M@-M,%)Q

167 M? ©o

(2.115)

FS—>7r7r,maa7 =3

Diese Formeln gelten sowohl fiir Variante A als auch fiir Variante B, da ein
Unterschied erst bei nichtverschwindender Temperatur auftritt. Im chiralen
Limes verschwindet die Pionenmasse M, = 0 und die Zerfallsbreiten ergeben
sich zu:

1 1
FH—>7T7r,cL = 3EM]3;$ Sin2 90, (2116)
0
1 1
FS—»ym—,cL = 3]_6_7TM:2? COS2 00. (2117)
0

Weitere Zerfille, wie beispielweise in vier Pionen, werden hier nicht naher
betrachtet. Um solche Zerfille beschreiben zu konnen, miifte das Modell
erweitert werden.
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Kapitel 3

Ergebnisse

3.1 Einfiihrung

Das untersuchte Modell zeigt eine Reihe interessanter Ergebnisse beziiglich
des Phaseniibergangs und des Verhaltens der Massen, der Kondensate und
des Mischwinkels. Das verwendete Potential lautet:

V= 2(s02+7?2—F2)2—690+% 2 = gx(@* + 7). (3.1)

Es besitzt fiinf Parameter: I, €, A\, g und M,. Drei der Parameter sind
nicht eindeutig zu bestimmen. Zum einen konnen die Massen der skalaren Fel-
der Mg und My nicht eindeutig den skalaren Resonanzen zugeordnet werden,
zum andern kann auch die Kopplung g, die das Tetraquarkfeld an die Felder
7 und ¢ bindet, nicht prazise bestimmt werden.

In Hinblick auf die beiden skalaren Felder treten zwei Probleme auf. Aus
Experimenten wird nicht ersichtlich, ob die leichte oder die schwere Resonanz
dem chiralen Partner des Pions zugeordnet werden muss. Des weiteren ist
die genaue Lage der beiden Resonanzen nicht bekannt, und die Experimente
geben ein breites Band an moglichen Werten an. In der vorliegenden Arbeit
werden beide Félle betrachtet und die Massen iiber einen ausreichend groften
Bereich variiert.

Zwar konnte aus Zerfillen die Kopplung g bestimmt werden, doch ist
dies wenig sinnvoll, da in dem betrachteten Modell - wie bereits mehrfach
beschrieben - zu viele Vereinfachungen enthalten sind, die eine realistische
Beschreibung der Zerfille nicht zulassen. Dieses Problem wird durch eine
breite Variation der Kopplung g umgangen.
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Aus Gitterrechnungen folgt fiir den chiralen Phaseniibergang ein cross-
over-Ubergang [24, 25, 26], und der chirale Partner der Pionen hat eine Masse
von mehr als 1 GeV [14]. Fiir das in dieser Arbeit diskutierte Modell ergibt
sich fiir den Grenzfall ¢ — 0, dass der S-Zustand zu einem reinen Quar-
koniumzustand wird und das Modell mit dem Linearen Sigma-Modell aus
Kapitel 1.4 identisch ist. Fiir Mg < 0.948 GeV ergibt sich ein crossover-
Phaseniibergang, wihrend man fiir Mg 2 0.948 GeV einen Phaseniibergang
erster Ordnung erhilt. Diese Beobachtung steht im Widerspruch zu den Git-
terrechnungen.

Die Erweiterung des Linearen Sigma-Modells um einen Tetraquarkzu-
stand fiithrt an dieser Stelle zu einer Verdnderung: Durch eine Erhéhung der
Starke der Kopplung g kann die Region des crossover-Phaseniibergangs er-
weitert und die geforderte Ordnung des Phaseniibergangs auch fiir Massen
Mg 2z 0.948 GeV erzwungen werden. Es ist nicht moglich, fiir alle Start-
massen Mg und My einen crossover-Phaseniibergang zu erhalten. Liegt eine
Massenordnung der Art Mg > My vor (Kapitel 3.2), geht der Phaseniiber-
gang fiir eine grofere Kopplung ¢ immer in Richtung eines “weicheren” Pha-
seniiberganges erster Ordnung und verdndert sich in vielen Fillen sogar zu
einem crossover-Phaseniibergang. Werden die Massen umgekehrt angeord-
net, Mg < Mpy (Kapitel 3.3), dndert sich das Verhalten vollkommen. Die
Grenze fiir einen crossover-Phaseniibergang liegt noch immer bei einer Mas-
se Mg ~ 0.948 GeV fiir ein verschwindendes g, fiir ein gréfer werdendes g
jedoch erhélt man einem “hirteren” Phaseniibergang erster Ordnung. Fiir
Massen Mg < 0.948 GeV kann aus einem crossover-Phaseniibergang durch
Einschalten der Kopplung g ein Phaseniibergang erster Ordnung erzeugt wer-
den. Die kritische Temperatur 7, ist stark von der Mischung abhéngig und
nimmt in beiden Fillen im Bereich des crossover-Phaseniibergangs mit grofer
werdender Mischung ab.

Die Bedingungen fiir einen crossover-Phaseniibergang lauten wie folgt:
Fiir Mg > My und eine Masse Mg 2 0.948 GeV wird eine relativ grofe
Differenz von Mg zu My benotigt sowie eine starke Kopplung g, die mit stei-
gendem Abstand weniger stark ausfallen muss. Fiir My > Mg gibt es einen
crossover-Phaseniibergang bei geringer Kopplung g fiir Mg < 0.948 GeV; ist
die Kopplung g gréfer, muss Mg kleiner werden.

Zum besseren Verstindnis sollen beide Fille der Massenanordnung im
Folgenden ausfiihrlicher betrachtet werden. Die Particle Data Group gibt fiir
die Lage der Resonanz f(1370) ein Spektrum von 1.2 GeV bis 1.5 GeV an.
Die Zerfallsbreite reicht von I'g 1370 = 0.3 — 0.5 GeV. Die Angabe fiir die
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Masse der fy(600)-Resonanz reicht von 0.4 GeV bis 1.2 GeV, wobei neuere
Studien eine Tendenz in Richtung der unteren Grenze belegen kénnen [31].
Die Zerfallsbreite wird angegeben mit I'f 00y = 0.5 — 1.0 GeV.

Um einen vollstéindigen Uberblick iiber das Verhalten des Modells am
Phaseniibergang zu erhalten, werden fiir die schwere Resonanz Werte von
1.2 GeV und 1.1 GeV gewdhlt und fiir die leichte Werte von 0.4 GeV bzw.
0.6 GeV. Die Grofen M, = 0.139 GeV und ¢ = 92.4 MeV werden aus der
Particle Data Group iibernommen.

Die Resultate werden - sofern nicht anders beschrieben - iiber Variante
A (Kapitel 2.2) bestimmt: In Kapitel 3.2 wird S die schwere Resonanz zuge-
ordnet und H die leichte. In Kapitel 3.3 wird .S die leichte und H die schwere
Resonanz zugeordnet. In den beiden Unterkapiteln (Kapitel 3.2.1 und 3.3.1)
wird jeweils die Ordnung des Phaseniibergangs beschrieben. Im Anschluss
daran wird (in Kapitel 3.2.2 und 3.3.2) fiir die jeweilige Massenanordnung
das Phanomen des Wechsels in der Massenzuordnung genauer untersucht.
Die Kapitel 3.2.3 und 3.3.3 betrachten zuletzt das Verhalten der Massen,
der Kondensate und des Mischwinkels. Das Verhalten der einzelnen Grofen
wird in diesen Kapiteln fiir diverse Parametersétze ausfiihrlich diskutiert. In
Kapitel 3.4 schlieflich wird Variante B (eingefiihrt in Kapitel 2.4) néher be-
trachtet. Der chirale Limes wird mit Variante A in Kapitel 3.5 untersucht.
Abschlieftend folgt in Kapitel 3.6 eine Betrachtung der Zerfille. Hier ist die
Unterscheidung zwischen Variante A und Variante B nicht notwendig, da es
sich um Vakuumszerfallsbreiten auf tree-level Niveau handelt.

3.2 Mg> My

3.2.1 Phaseniibergang

Die Frage, ob es sich bei der fy(600)-Resonanz um einen Quarkoniumzu-
stand handelt, kann nicht eindeutig beantwortet werden. Von den verschie-
denen Moglichkeiten der Resonanzenzuordnung wird in diesem Kapitel der
Fall betrachtet, dass der fo(600)-Resonanz nicht der skalare Quarkoniumzu-
stand zugeordnet wird, sondern der skalare Tetraquarkzustand. Das skalare
Quarkonium wird der fy(1370)-Resonanz zugeordnet.

Das Vorgehen gestaltet sich wie folgt: Da das Modell drei unabhéngige
Freiheitsgrade besitzt, die nicht eindeutig bestimmt werden kénnen, wird ein
Freiheitsgrad fixiert und die anderen innerhalb eines geeigneten Rahmens ge-
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wahlt. Die Wahl der beiden anderen Parameter wird durch die Bedingung
|MZ — M| > 4g9p0 (Gleichung 2.21) beschrinkt. In Abbildung 3.1 wird die-
se Einschrinkung dargestellt. Auf der Abszisse ist die Kopplung g, die das
Tetraquark x an die Quarkonia ¢ und 7 koppelt, aufgetragen. Zu erkennen
ist, dass die Gleichung (2.21) wie bereits beschrieben verhindert, dass die
Felder H und S fiir T = 0 in den Massen entarten. Mit grofer werdendem
Massenabstand ergibt sich die Md&glichkeit einer starken Kopplung, was zu
einer stiarkeren Mischung der Felder ¢ und Yy fiihrt. Die Grenze zum verbo-
tenen Bereich beschreibt den Fall maximaler Mischung mit M, = M. Der
verbotene Bereich beschreibt jene Region, in der die Wahl der Kopplung und
der Massen keine physikalisch sinnvollen Parameter zulassen. Nun wird die-
ses Diagramm weiter bearbeitet und fiir die verschiedenen Félle die Bereiche
des Phaseniibergangs erster Ordnung, zweiter Ordnung bzw. des crossover-
Phaseniibergangs eingezeichnet.

verbotener Bereich

Masse [GeV]

g[GeV]

Abbildung 3.1: Skizze des verbotenen Bereichs. Eine der physikalischen Mas-
sen wird konstant gehalten, z.B. My, die andere physikalische Masse Mg und
die Kopplung g werden variiert. Aus Gleichung (2.21) folgt fiir die Begrenzung

MS,grenz. = \/Slgn(Mq% - M§)49900 + M%I,const.'

Im ersten Teil wird die leichte Resonanz konstant gehalten (Abbildung
3.2). Legt man My auf einen Wert von My = 0.4 GeV (Abbildung 3.2(a))
oder My = 0.6 GeV (Abbildung 3.2(b)) fest, ist folgendes erkennbar: Ist die
Kopplung g = 0 oder sehr klein, verlduft alles wie im Linearen Sigma-Modell;
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fiir Massen Mg < 0.948 GeV ergibt sich ein crossover-Phaseniibergang und
fiir Massen Mg 2 0.948 GeV ein Phaseniibergang erster Ordnung. Wird nun
die Kopplung g erhoht, wichst der Bereich des crossover-Phaseniibergangs
an und auch fiir Massen Mg 2 0.948 GeV ist es moglich, einen crossover-
Phaseniibergang zu erhalten. Der Bereich des crossover-Phaseniibergangs
und des Phaseniibergangs erster Ordnung wird durch eine Linie getrennt,
auf der es zu einem Phaseniibergang zweiter Ordnung kommt. Erhéht man
die Kopplung weiter, kann bei Massen Mg von mehr als 1 GeV ein crossover-
Phaseniibergang eintreten; die Wahl der Kopplung g wird jedoch immer star-
ker eingeschrinkt. Auf der einen Seite ndhert sich die crossover-Region dem
verbotenen Bereich, auf der anderen befindet sich die Trennlinie zum Phasen-
iibergang erster Ordnung. Ab einem bestimmten g und Mg geht die Trenn-
linie in den Rand des verbotenen Bereichs iiber und die Moglichkeit eines
crossover-Phaseniiberganges ist nicht mehr gegeben. Fiir My = 0.6 GeV er-
gibt sich noch fiir eine Masse Mg = 1.15 GeV und g = 2.602 GeV ein Phasen-
iibergang zweiter Ordnung. Fiir hohere Massen und eine stirkere Kopplung
befindet man sich in der Phaseniibergangsregion erster Ordnung. Im Falle
My = 0.4 GeV lasst sich fiir Mg = 1.35 GeV und g = 4.49 GeV noch ein
Phaseniibergang zweiter Ordnung erhalten.

Eine weitere relevante Grofe, die der Parameterwahl unterliegt, ist die kri-
tische Temperatur 7., bei welcher der Phaseniibergang stattfindet. Allgemein
gilt, dass mit steigender Kopplung g und konstant gehaltenem Mg und My
die kritische Temperatur 7, abnimmt. Zur Orientierung soll nun die Trennli-
nie zwischen dem crossover-Phaseniibergang und dem Phaseniibergang erster
Ordnung dienen (Abbildung 3.2). An dieser Linie findet ein Phaseniibergang
zweiter Ordnung statt. Fiir ¢ — 0 ergibt sich auf der Trennlinie das Lineare
Sigma-Modell mit einer Masse Mg ~ 0.948 GeV und einer kritischen Tempe-
ratur von 7, ~ 241 MeV. Bei einer stiarkeren Kopplung g nimmt 7. entlang
der Trennlinie ab. Im Falle von My = 0.6 GeV geschieht dies sehr langsam
und es ergibt sich letztlich ein Wert von 7, = 214.0 MeV bei einem maxima-
len g = 2.602 GeV und M, = 1.15 GeV. Fiir My = 0.4 GeV fillt T, schneller
und resultiert in einem Wert von 7, = 168.8 MeV fiir ¢ = 4.49 GeV und
M, = 1.35 GeV.

Der zweite Typ von Diagrammen beschreibt die Situation, dass Mg bei
einer grofen Masse fixiert wird (Abbildung 3.3). Die Masse Mg hat in ei-
nem Fall den Wert Mg = 1.1 GeV (Abbildung 3.3(a)) und im anderen den
Wert Mg = 1.2 GeV (Abbildung 3.3(b)), wiahrend die Masse My variiert.
Beide Werte fiir Mg liegen iiber 0.948 GeV. Somit ist fiir eine geringe Kopp-
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11 1. Ordnung 11 1. Ordnung

verbotener Bereich 0.8 verbotener Bereich

00 05 10 15 20 25 30 35 40 00 05 10 15 20 25 30 35 40
g[Gev] g[Gev]

(a) My bei einem Wert von 0.4 GeV (b) My bei einem Wert von 0.6 GeV
fixiert fixiert

Abbildung 3.2: Variation von g, Mg und My fir Mg > My.

lung g der Phaseniibergang stets erster Ordnung. Erhéht man nun die Kopp-
lung g, bildet sich fiir kleine Werte von My nach und nach ein Bereich, in
dem ein crossover-Phaseniibergang moglich wird. Dieser Bereich wichst mit
steigendem ¢ an, so dass selbst fiir Massen My ~ 0.5 GeV im Falle von
Mg = 1.2 GeV und fiir Massen My =~ 0.7 GeV fiir Mg = 1.1 GeV crossover-
Phaseniibergénge erreicht werden kénnen. Um fiir solch hohe Massen einen
crossover-Phaseniibergang zu erhalten, miissen die Parameter sehr genau an-
gepasst werden: Beide Bereiche werden (wie in den vorangegangenen Beispie-
len) durch eine Linie getrennt, an der ein Phaseniibergang zweiter Ordnung
eintritt. Diese Trennlinie geht in dem Fall Mg = 1.1 GeV fiir My = 0.7 GeV
und g = 1.9457 GeV in die Begrenzung des verbotenen Bereichs iiber. Fiir
Mg = 1.2 GeV geschieht dies bei My = 0.5 GeV und g = 3.214 GeV.

In diesen Fillen ist bei grofer werdendem g, bei konstanten Mg und My
eine Zunahme der kritschen Temperatur 7. zu erkennen. Entlang der Linie
des Phaseniibergangs zweiter Ordnung (Abbildung 3.3) zeigt sich folgendes
Verhalten: Fiir ¢ — 0 geht T, fiir die entsprechenden Massen Mg = 1.1 GeV
und Mg = 1.2 GeV in den Wert des Linearen Sigma-Modells iiber. Folgt
man der Trennlinie, so steigen g und My an, wahrend 7, fillt. Bei einer
Masse My ~ 0.1 GeV hat T, ein Minimum. Fiir Mg = 1.1 GeV liegt das
Minimum bei 7T, ~ 154 MeV mit einem g ~ 1.1293 GeV und My ~ 0.05 GeV.
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Fiir die etwas hohere Masse Mg = 1.2 GeV liegt das Minimum bei 7, ~
144.8 MeV mit g =~ 1.997 GeV und My ~ 0.1 GeV. Danach steigt T, entlang
der Trennlinie bis auf einen Wert von T, = 227.15 MeV fir Mg = 1.1 GeV
und 7, = 196.9 MeV fiir Mg = 1.2 GeV.

14
12 12
verbotener Bereich verbotener Bereich
1.0 1.0
3 08 < 08
) 9
I I
= 06 S 06
04 1. Ordnung 04 1. Ordnung
0.2 0.2
................. " crossover e crossover
0 bl o) SO
00 05 10 15 20 25 30 35 40 00 05 10 15 20 25 30 35 40
g[GeV] g[GeV]
(a) Mg =12 GeV. (b) Ms = 1.1 GeV.

Abbildung 3.3: Variation von g, Mg und My fir Mg > Mpy.

Abschliefsend wird beschrieben, wie durch starke Kopplung des Tetra-
quarks an das Quarkonium die Ordnung des Phaseniibergangs veréndert wer-
den kann. In Abbildung 3.4 stellt die schwere Resonanz den Zustand mit der
groften Quarkoniumbeimischung dar, und die leichte Resonanz denjenigen
mit der grofsten Tetraquarkbeimischung. Die Massen betragen Mg = 1.2 GeV
und My = 0.45 GeV. Die Kopplung g startet rechts mit einem Wert von
g = 0, was dem normalen Linearen Sigma-Modell entspricht. Fiir jede weite-
re Linie erhoht sich die Kopplung um 0.3 GeV. Zwischen einer Kopplung von
g = 2.4 GeV und g = 2.7 GeV verdndert sich das Verhalten; beim Phasen-
iibergang handelt es sich nun nicht weiter um einen Phaseniibergang erster
Ordnung, sondern um einen crossover-Phaseniibergang. Mit jeder Erh6hung
der Kopplung hat sich die kritsche Temperatur 7. verringert. Die Kopplung
von g = 2.7 GeV liegt recht nahe am verbotenen Bereich, und die Massen
Mg = 1.2 GeV und My = 0.45 GeV lassen nur noch eine leichte Erhéhung
der Kopplung g zu.
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Abbildung 3.4: Abhéngigkeit der kritischen Temperatur von der Kopplung g fiir
konstantes Mg und Mp. Die Massen Mg = 1.2 GeV und My = 0.45 GeV werden
konstant gehalten und g in 0.3 GeV-Schritten von rechts nach links erhoht.

3.2.2 Wechsel der Massenzuordnung

Eine weitere Eigenschaft, die sich bei Variation der Parameter verdndert, ist
der nicht stetige Verlauf der Massen Mg und Mpy. Die Festlegung der Felder
S und H kann zu Spriingen in der Massenzuordnung fiithren: Per Definition
ist das Feld S jenes mit dem groften Quarkoniumanteil, wihrend das Feld H
den Zustand mit dem groften Tetraquarkanteil darstellt. Der Winkel 6 gibt
das Mischverhiltnis der Felder ¢ und x in den Zustidnden S und H wieder.
Es ist zwischen zwei Arten von Spriingen zu unterschieden: Der erste Sprung
findet vor der Massenentartung der chiralen Partner ¢ und 7 statt, der zweite
bei hoheren Temperaturen in der chiral restaurierten Phase.

Durch Variation der Vakuummassen und der Kopplungskonstanten g kén-
nen drei verschiedene Szenarien moduliert werden. In Szenario I besteht keine
Anderung der Massenzuordnungen. Die Masse des Feldes S liegt um einiges
iiber der Masse des Feldes H, und die Kopplung ¢ ist klein. In Szenario II
liegen dhnliche Vorausetzungen zugrunde wie in Szenario I, wobei hier die
Kopplung g grof ist und/oder der Abstand zwischen Mg und My klein. Der
Ubergang von Szenario I zu Szenario 1T wird durch einen Grenzfall separiert,
indem der erste und der zweite Sprung zur gleichen Temperatur stattfin-
den. Die Mischung wird zwar maximal, gleichwohl findet kein Austausch der
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Massenzuordnung statt. Eine letzte Variante stellt Szenario ITI dar, mit ei-
nem Sprung einzig in der restaurierten chiralen Phase. Bedingung fiir dieses
Phinomen ist lediglich eine nichtverschwindende Kopplung g und eine Mas-
senordnung der Art Mg < My.

Zum Verstindnis der beschriebenen Szenarien ist eine Betrachtung der
Temperaturabhéngigkeit des Mischwinkels unerlésslich. Die Mischung 6 steht
fiir das Verhéltnis von x zu ¢ in S und ¢ zu x in H. Es zeigt sich, dass fiir den
Fall Mg > My die Mischung und somit auch der Winkel § mit zunehmender
Temperatur ansteigen. Ob nun Szenario I (Abbildungen 3.5) oder Szenario
IT (Abbildungen 3.6) eintritt, ist abhéngig von der Wahl der Parameter. Sind
die Parameter passend fiir Szenario II gewahlt, so steigt der Winkel bis auf
7 an und springt dann auf —7; die Mischung nimmt nach dem Sprung ab
und steigt wieder zur Temperatur des zweiten Sprunges. Bei diesem zweiten
Sprung, der in Szenario IT (Abbildungen 3.7) und Szenario III (Abbildungen
3.6) auftritt, handelt es sich um Level-repulsing. Vereinfacht bedeutet dies,
dass zwei gekoppelte Zustinde mit gleichen Quantenzahlen nicht denselben
Wert annehmen. Allgemein gilt: Geht § — 0, geht auch die Mischung gegen
Null. Die Felder ¢ und x entmischen, S wird zu einem fast reinen ¢, also
einem Quarkoniumzustand, und H wird zu einem fast reinen Yy, also einem
Tetraquarkzustand.

Ahnlich wie in den Parameterraumgraphen des Phaseniiberganges werden
die zuvor beschriebenen Szenarien verschiedenen Parametersitzen zugeord-
net. In einem ersten Schritt wird der Parameterraum durch die Bedingung
2.21 begrenzt und dem Feld S wird die schwere Resonanz f,(1370) zugeord-
net (Abbildung 3.9). Da demzufolge S die schwere Resonanz darstellt und H
folglich nicht schwerer sein kann, gibt sich fiir diesen Fall das Szenario I oder
IT. Die Masse fiir die schwere Resonanz wird in der vorliegenden Untersu-
chung bei einem Wert von Mg = 1.1 GeV bzw. Mg = 1.2 GeV festgehalten
und die der leichten variiert. In beiden Fillen tritt das Szenario I nur fiir
kleine Massen My < 0.44 GeV und bei geringer Kopplung g ein. Diese Gren-
ze erhoht sich nur leicht mit groferem Mg. Die Begrenzung in Richtung der
Kopplung g liegt fiir Mg = 1.1 GeV bei etwas unter g = 2 GeV und steigt
bei groferem Mg = 1.2 GeV auf etwas iiber ¢ = 2 GeV. Fiir jede andere
Parameterwahl mit Mg > My ergibt sich Szenario II.

Im nachfolgenden Abschnitt wird My auf einem niedrigen Wert gehalten
und Mg variiert (Abbildung 3.10). In der Regel ergibt sich auf diese Weise im-
mer Szenario II. Lediglich bei Anndherung an den Rand des Parameterraums
kann Szenario I eintreten. Damit eine Masse My = 0.4 GeV zu Szenario I
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Abbildung 3.5: Szenario I besitzt keine Diskontinuitét in S und H.
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Abbildung 3.6: In Szenario II gibt es zwei Diskontinuitdten in S und H.
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Abbildung 3.7: Szenario III hat eine Diskontinuitdt in S und H.

Abbildung 3.8: Diese Diagramme zeigen, wie durch Drehung die Spriinge in den

Massen entstehen. Zur Ubersicht wurden die Einheiten an den Achsen sowie das
Verhalten der Pionmasse ausgelassen.
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Abbildung 3.9: Variation von g und My bei konstantem Mg.
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Abbildung 3.10: Variation von g und Mg bei konstantem Mg = 0.4 GeV.
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fithrt, bedarf es einer Masse Mg > 1.3 GeV und einer kleinen Kopplung g¢;
bei einer Masse My = 0.6 GeV liegt die Grenze fiir die Masse My bei iiber
1.5 GeV.

Bei alternativer Vorgehensweise (Variante B) und dem chiralen Limes
kann es nicht zu den Szenarien I und III kommen. Die Griinde hierfiir sind
jedoch verschieden: Im alternativen Verfahren ist der Winkel # iiber Vaku-
umsgrofen festgelegt und stellt keinen eigenen Freiheitsgrad dar. Die Mi-
schung besitzt nur eine indirekte Temperaturabhéngigkeit iiber das Konden-
sat. Ferner besitzt der Mischwinkel keine Temperaturabhénigkeit, die zum
Level-repulsing fiihrt. Im chiralen Limes ist nach dem chiralen Phaseniiber-
gang ¢ = 0; unabhingig davon, ob Variante A oder B angewendet wird.
Das Argument der Funktion arctan ist proportional zum Kondensat . Ver-
schwindet das Kondensat, so verschwindet der Winkel . Demnach kann es
im chiralen Limes nur Szenario II geben.

3.2.3 Temperaturabhingigkeit

In den beiden vorangegangenen Kapiteln 3.2.1 und 3.2.2 wurden die Phéno-
mene, welche im Parameterraum auftreten, niher untersucht. Im folgenden
Kapitel wird das Augenmerk auf die Temperaturabhingigkeit der verschie-
denen Vakuumsgréfen und auf die Massenordnung Mg > My gerichtet. So-
mit bildet H die fy(600)-Resonanz und S die f;(1370)-Resonanz. Exempla-
risch werden zwei unterschiedliche Fille betrachtet: im ersten gibt es einen
crossover-Phaseniibergang, und im zweiten einen Phaseniibergang erster Ord-
nung.

Zunichst zum crossover-Phaseniibergang (Abbildung 3.11): Ausgehend
von den Betrachtungen in Kapitel 3.2.1 und in Verbindung mit den Erkennt-
nissen der Particle Data Group féllt unsere Wahl der Vakuumsgréfen und
der Kopplung ¢ auf folgende Werte: Fiir die Resonanz f,(1370) eine Masse
Ms = 1.2 GeV, fiir die Resonanz f;(600) eine Masse von My = 0.4 GeV
und - um einen crossover-Phaseniibergang zu erhalten - eine Kopplung von
g = 3.4 GeV. Eine Ubersicht iiber alle Vakuumsgrofen und verwendeten
Parameter findet sich in Tabelle 3.1. Die Masse des entdrehten Quarkonium-
zustand betragt M, = 0.96 GeV.

Das ¢—Kondensat Abbildung 3.11(a) startet bei einem Wert von ¢ =
92.4 MeV, es fillt erst langsam, dann immer schneller. Bei der kritischen
Temperatur dndert das Kondensat sein Verhalten und geht gegen null. So
ergibt sich bei der kritischen Temperatur 7. = 180.1 MeV ein crossover-
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Vakuumsgréisen

Mg =12 GeV My =0.4 GeV M, = 0.139 GeV
é =924 MeV a=428MeV 0 =0.69

Parameter

A =52.85 F =51.6 MeV € = 1.785 MeV
M, =082 GeV g = 3.4 GeV

Tabelle 3.1: Vakuumsgréfken und Parameter fiir den Fall Mg = 1.2 GeV, My =
0.4 GeV und g = 3.4 GeV. Aus den hervorgehobenen Grofen werden die restlichen
Vakuumsgréfsen und Parameter abgeleitet.

Phaseniibergang. Das a-Kondensat verhilt sich wie folgt: Bei niedrigen Tem-
peraturen T < T, lauft es in guter Niherung wie o(T) ~ ¢(T)?; fiir Tem-
peraturen T > T, steigt das a-Kondensat an. Dieser Anstieg kann als Aus-
gleich der Tadpolebeitrige der verschiedenen Teilchen erkliart werden. Das
a-Kondensat verhélt sich fiir grofse Temperaturen wie:

. o . g .9 2 2
¢(1%§EOQ(T>_¢(I%£OM§(SID H/GH—i-COS 0/G3+3/G7r> x T=.
>0

>0 T
(3.2)

Fiir grofe Temperaturen in der restaurierten Phase steigt das a-Konden-
sat wie a(T') ~ T?. Offen bleibt, inwiefern es sich bei diesem Kondensat um
einen Ordnungsparameter handelt. Im Rahmen dieser Arbeit wird darauf
nicht weiter eingegangen.

Der Verlauf der Massen der S- und H-Felder (Abbildung 3.11(b)) ist in
Verbindung mit der Mischung 6 (Abbildung 3.11(c)) zu verstehen und gestal-
tet sich folgendermafsen: Fiir kleine Temperaturen bleiben die Massen nahezu
konstant und fallen nur leicht ab, gleichzeitig steigt der Mischwinkel 6 und
somit auch der Anteil des Quarkonium in H und der des Tetraquark in S.
Bei der Temperatur Ts; ~ 160 MeV sind Quarkonium und Tetraquark zu 50
Prozent gemischt, der Winkel 6 erreicht einen Wert von 7. Ab dieser Stelle
iibernimmt das Feld H die Aufgabe des Feldes S, und das Feld S die des
Feldes H. Im weiteren Verlauf fallen die Massen Mg und Mg weiter und die
Felder y und ¢ beginnen sich zu entmischen. Erst nach der kritischen Tem-
peratur 7. dndern diese ihr Verhalten: sie sind nach diesem Punkt nahezu
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komplett entmischt. S besteht nun ausschlieflich aus Quarkonium ¢, und H
ausschlieflich aus Tetraquark y. My verharrt nun konstant bei einer Masse
von 0.82 GeV. Mg entartet mit den Pionen und steigt mit der Temperatur
linear weiter an. Bei einer Temperatur von Tgo ~ 490 MeV kommt es zum
Level-repulsion zwischen S und H. Innerhalb weniger MeV schnellt die Mi-
schung hoch, die Felder S und H tauschen ihre Rollen und entmischen sich
erneut. Danach bleibt My konstant und Mg steigt zusammen mit M, an.

Die Pionenmasse, dargestellt in Abbildung 3.11(b), steigt fiir kleine Tem-
peraturen langsam, fallt leicht kurz vor T, und entartet fiir Temperaturen gro-
Rer T, mit Mg, welches nahezu ausschlielich aus Quarkonium ¢ besteht. Das
Verhalten der Pionenmasse verlauft unbeeinflusst von dem des Mischwinkels.
Die Wiederherstellung der chiralen Symmetrie findet somit wie angenommen
zwischen den chiralen Partnern ¢ und 7 statt.

Fiir diesen ersten Fall liegen die Zerfallsbreiten weit auferhalb der angege-
benen Bereiche. Fiir den Zerfall S — 77 ergibt sich eine Breite von I's_ ., =
3.403 GeV und fiir den Zerfall H — 77 eine Breite von I'y_ . = 0.050 GeV.

Hier ist der Einfluss des Tetraquarks gut zu erkennen. Denn bei Abschal-
ten der Kopplung ¢ dndert sich die Ordnung des Phaseniibergangs und es
ergibt sich der Fall des ersten Beispiels des Linearen Sigma-Modells aus Ka-
pitel 1.4.
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Abbildung 3.11: Mg =1.2 GeV, Mg = 0.4 GeV und g = 3.4 GeV.

Der zweite Fall beschreibt einen Phaseniibergang erster Ordnung (Ab-
bildungen 3.12 und 3.13). Bei S handelt es sich um die schwere f;(1370)-
Resonanz mit einer Startmasse von Mg = 1.3 GeV und bei H um die leichte
f0(600)-Resonanz mit einer Startmasse von Mg = 0.6 GeV. Die Kopplung
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g wird niedrig gehalten bei einem Wert von g = 1.5 GeV. Samtliche Vaku-
umsgroken und Parameter sind in Tabelle 3.2 aufgefiihrt. Fiir das entdrehte
Quarkonium ergibt sich eine Masse My = 1.277 GeV.

Vakuumsgrofsen

Mg =13 GeV My = 0.6 GeV M, = 0.139 GeV
¢ =92.4 MeV  «a = 30.5 MeV 0 =0.21

Parameter

A=0943 F =858 MeV e = 1.785 MeV
M, =0.648 GeV g = 1.5 GeV

Tabelle 3.2: Vakuumsgrofen und Parameter fiir den Fall Mg = 1.3 GeV, My =
0.6 GeV und g = 1.5 GeV. Aus den hervorgehobenen Gréfsen werden die restlichen
Vakuumsgrofen und Parameter abgeleitet.

Das Verhalten von ¢ und x wird in Abbildung 3.12(a) dargestellt. Der
Phaseniibergang ist von erster Ordnung und findet bei einer kritischen Tem-
peratur T, = 253.1 MeV statt. Abbildung 3.12 zeigt den gesamten Verlauf
und 3.13 zeigt das physikalische Verhalten am Phaseniibergang. Somit wird
in Abbildung 3.13(a) der tatsédchliche Verlauf der Kondensate beschrieben.
Das p-Kondensat fillt bis 7T, springt dann um einige MeV zu einem niedrige-
ren Wert und néhert sich schlieflich langsam Null. Das a-Kondensat fallt bis
zu diesem Wert nur leicht, springt dann zu einem etwas tieferen Wert, und
steigt anschlieffend wie im zuvor beschriebenen ersten Fall nach der chiralen
Restauration mit «(7T) ~ T? an.

Fiir die Massen (Abbildung 3.13(b)) und den Mischwinkel (Abbildung
3.13(c)) lauft fiir kleine Temperaturen alles wie gehabt. Die Massen Mg und
My fallen langsam und die Mischung steigt mit der Temperatur. Dabei er-
reicht die Mischung jedoch nicht 7. Der Phaseniibergang tritt vorher ein
und erzeugt einen vorzeitigen Sprung in der Massenzuordnung. Die erste
Sprungtemperatur 7s; entspricht damit der Temperatur des Phaseniiber-
gangs T's; = 1. = 253.1 MeV. Nach dem Phaseniibergang reduziert sich die
Mischung weiter und es kommt zur Massenentartung der Pionen und dem
Feld S, das zum grofiten Teil aus dem chiralen Partner der Pionen besteht
und mit der Temperatur linear steigt. Das Feld H, das nun fast ausschliefs-
lich Tetraquark enthélt, verhélt sich wie eine Konstante Mgz = 0.648 GeV.
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Steigt die Temperatur, kommt es zum Level-repulsion bei einer Temperatur
von Tgo ~ 350 MeV.

Die Zerfallsbreiten fiir diesen Fall liegen weit auferhalb der erwarteten
Bereiche I'g_,;r = 7.137 GeV und 'y, = 0.0082 GeV
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Abbildung 3.12: Mg =1.3 GeV, My = 0.6 GeV und g = 1.5 GeV.
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Abbildung 3.13: Mg = 1.3 GeV, My = 0.6 GeV und g = 1.5 GeV; T, =
253.1 MeV.
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3.3 My > Mg

3.3.1 Phaseniibergang

Im Folgenden stellt H die fo(1370)-Resonanz dar, wodurch diese den groften
Tetraquarkanteil besitzt. Gleichzeitig wird die Resonanz f,(400) S zugeord-
net, sie tragt den groften Quarkoniumanteil. Erneut sind zwei Arten von
Diagrammen abgebildet. In Abbildung 3.14 wird die Masse Mg konstant ge-
halten, Mg = const., und in Abbildung 3.15 ist die Masse My = const..

Zunachst wird die leichte Resonanz bei einem Wert von Mg = 0.4 GeV
(Abbildung 3.14(b)) und Mg = 0.6 GeV (Abbildung 3.14(a)) fixiert. Fiir fast
alle Werte der Masse My und Kopplung g findet ein crossover-Phaseniiber-
gang statt. Nur fiir sehr grofse Massen My entsteht ein Bereich, in dem ein
Phaseniibergang erster Ordnung moglich ist. Dieser wird durch eine Linie be-
grenzt, auf der es zu einem Phaseniibergang zweiter Ordnung kommt. Wenn
Mg = 0.6 GeV, kann ab einem My = 1.2 GeV und g = 2.914 GeV ein Pha-
seniibergang erster oder zweiter Ordnung eintreten. Wenn Mg = 0.4 GeV,
ist dies ab einem My = 1.45 GeV und g = 5.251 GeV moglich.

Beziiglich der kritischen Temperatur 7. ergibt sich fiir g — 0 bei Mg =
0.4 GeV ein Wert von T, = 241.5 MeV und bei Mg = 0.6 GeV ein Wert von
T. = 218.2 MeV. Durch Aufdrehen der Kopplung g sinkt 7. In der Ndhe der
Trennlinie zwischen dem Phaseniibergang erster Ordnung und dem crossover-
Phaseniibergang (Abblidung 3.14) bestehen die niedrigsten Temperaturen fiir
letztgenannten. Fiir Mg = 0.4 GeV, My = 1.45 GeV und g = 5.251 GeV liegt
diese bei T, = 162.8 MeV und fillt stetig fiir grokere My und g. Fiir Mg =
0.6 GeV, My = 1.2 GeV und g = 2.914 GeV ist die kritische Temperatur
T, = 210.8 MeV und sinkt fiir grofere My und g nur langsam.

Nun wird die schwere Resonanz auf einen festen Wert von My = 1.2 GeV
(Abbildung 3.15(b)) bzw. My = 1.1 GeV (Abbildung 3.15(a)) gesetzt. Es
zeigt sich folgendes: Fiir kleine g ist alles wie gehabt. Fiir Mg < 0.948 GeV
ergibt sich ein crossover-Phaseniibergang und fiir Mg = 0.948 GeV ein Pha-
seniibergang erster Ordnung. Wird die Kopplung g erhéht, so verringert sich
der Bereich eines crossover-Phaseniibergangs kontinuierlich, bis der Uber-
gang zwischen dem crossover-Phaseniibergang und dem Phaseniibergang ers-
ter Ordnung in die Begrenzung des verbotenen Bereichs iibergeht. Fiir My =
1.1 GeV geschieht dies schon bei einem g = 1.75 GeV und einer entsprechen-
den Masse Mg = 0.75 GeV, im Falle von My = 1.2 GeV erst bei einem
g = 3.078 GeV und einer Masse Mg = 0.55 GeV.
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Abbildung 3.14: Variation von g, Mg und My fiir Mg < Mp.

Entlang der Linie des Phaseniibergangs zweiter Ordnung (Abbildung 3.15)
zeigt die kritische Temperatur 7, das folgende Verhalten: Die Trennlinie be-
ginnt in beiden Féllen bei einem g = 0 und einem Wert fiir Mg ~ 0.948 GeV
mit einem T, = 241.5 MeV. Daran anschlieflend sinkt sie fiir My = 1.1 GeV
auf einen Wert von 7, = 230.8 MeV bis zu dem Punkt, an dem die Trenn-
linie in die Begrenzung durch den verbotenen Bereich iibergeht. Fiir My =
1.2 GeV fallt T, auf einem Wert von 1, = 204.2 MeV.

Die kritische Temperatur 7, muss mit steigender Kopplung nicht in jedem
Fall sinken. Im crossover-Bereich féllt die kritische Temperatur fiir konstantes
My und Mg, wenn g erhoht wird. Im Bereich des Phaseniibergangs erster
Ordnung, bei Konstanthaltung von My und Mg und Erhéhung von g, steigt
die kritische Temperatur.

Der letzte Teil dieses Unterkapitels geht auf den Fall ein, in dem durch
Erhéhen der Kopplung des Tetraquarks an das Quarkonium sich die Ord-
nung des Phaseniibergangs von einem crossover-Phaseniibergang zu einem
Phaseniibergang erster Odnung veréndert. In Abbildung 3.16 wird die leich-
te Resonanz durch das Feld S beschrieben und die schwere durch das Feld
H. Fiir die leichte Resonanz wird eine Masse Mg = 0.75 GeV gewdhlt, fiir die
schwere Resonanz eine Masse My = 1.3 GeV. Bis zum Wechsel der Ordnung
des Phaseniibergangs zeigt sich ein dhnliches Verhalten wie bei umgekehr-
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Abbildung 3.15: Variation von g, Mg und My fiir Mg < Mp.

ter Massenzuordnung (Kapitel 3.3.1, Abbildung 3.4). Fiir den Fall ¢ — 0
ergibt sich ein crossover-Phaseniibergang, der sich mit steigender Kopplung
langsam in einen Phaseniibergang erster Ordnung umwandelt. Die Anderung
der Ordnung geschieht zwischen g = 3.0 GeV und g = 3.3 GeV. Fiir eine
steigende Kopplung im Bereich des crossover-Phaseniibergangs nimmt die
kritische Temperatur ab, im Bereich des Phaseniibergangs erster Ordnung
jedoch steigt sie wieder leicht an.

3.3.2 Wechsel der Massenzuordnung

Stellt S die Resonanz fy(600) dar und H die Resonanz f;(1370), so ergibt
sich stets Szenario IlI, denn als alleinige Bedingung fiir dieses Szenario gilt
Mg > My, was durch die Zuordnung der Resonanzen gegeben. Es kommt
somit nur fiir hohe Temperaturen in der chiral restaurierten Phase zum Level-
repulsing.

3.3.3 Temperaturabhingigkeit

Im Folgenden wird die Zuordnung der fy(600)-Resonanz zu S und die der
f0(1370)-Resonanz zu H zugrunde gelegt. Betrachtungen in Kapitel 3.3.1 ha-
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Abbildung 3.16: Abh#ngigkeit der kritischen Temperatur von der Kopplung g fiir
konstante Mg = 0.75 GeV und My = 1.3 GeV. Die Kopplung g wird in 0.3 GeV-
Schritten von rechts nach links erhoht.

ben gezeigt, dass fiir die hier relevanten Massen fast ausschliefslich crossover-
Phaseniiberginge existieren.

Das nachfolgende erste Beispiel greift zuriick auf die Massen und die
Kopplung aus dem ersten Beispiel im Kapitel 3.2.3. Hier wird dem Feld S die
Masse Mg = 0.4 GeV zugeordnet, dem Feld H die Masse My = 1.2 GeV. Die
Kopplung betragt g = 3.4GeV (Abbildung 3.17). Der Parametersatz findet
sich in Tabelle 3.3.

Es resultiert ein crossover-Phaseniibergang bei einer Temperatur von 7T, =
174.2 MeV (Abbildung 3.17(a)). Wird das Feld S der Resonanz f;(1370) mit
einer Masse von Mg = 1.2 GeV zugeordnet, und das Feld H der Resonanz
f0(600) mit einer Masse von My = 0.4 GeV, so liegt die kritische Temperatur
T. nur wenig oberhalb der erstgenannten (Abbildung 3.11). Das Quarkoni-
um hat eine Masse von M, = 0.82 GeV. Auch in diesem Fall folgt das a-
Kondensat dem p-Kondensat fiir Temperaturen kleiner 7., fiir Temperaturen
grofer T, steigt es mit T2

Die Mischung (Abbildung 3.17(c)) sowie die Massen (Abbildung 3.17(b))
zeigen den folgenden Verlauf: Mit steigender Temperatur nehmen die anfangs
recht grofe Mischung sowie die Massen Mg und My ab. Im Bereich des Pha-
seniibergangs nimmt die Mischung massiv ab und geht im Anschluss gegen
Null. Die Masse Mg bleibt konstant auf Mg = 0.96 GeV. Die Masse des Fel-
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Vakuumsgréisen

Ms = 0.4 GeV My = 1.2 GeV M, = 0.139 GeV
$=924MeV a=315MV  0=—0.69

Parameter

\ = 38.59 F =499 MeV €= 1.785 MeV
M, =0.96 GeV g = 3.4 GeV

Tabelle 3.3: Vakuumsgréfken und Parameter fiir den Fall Mg = 0.4 GeV, My =
1.2 GeV und g = 3.4 GeV. Aus den hervorgehobenen Gréfen werden die restlichen
Vakuumsgréfsen und Parameter abgeleitet.

des S entartet nach dem Phaseniibergang mit der des Pions und steigt linear
mit der Temperatur. Bei einer Temperatur von Tgo ~ 600 MeV kommt es
zum Level-repulsion zwischen S- und H-Zustand. Das Verhalten der Pionen
zeigt keinerlei Besonderheiten.

Ein deutlicher Unterschied zur umgekehrten Massenzuordnung findet sich
hinsichtlich der Zerfallsbreiten. Die Zerfallsbreite von S — 7m betragt le-
diglich T's_.,.» = 0.0740 GeV, die des Feldes H — 77 betragt 'y .. =
2.216 GeV. Demnach kehren sich die Grofenordnungen durch die Zuordnun-
gen um. Auch hier liegen die Zerfallsbreiten weit aufserhalb der relevanten
Bereiche.

Durch die Kopplung an das Tetraquark werden die kritische Temperatur
und die Starke der Kriimmung des Kondensats beeinflusst, nicht jedoch die
Ordnung des Phaseniibergangs.

In einem abschlieffenden Beispiel werden die Massen durch die direkten
Zerféille bestimmt. Die Particle Data Group gibt fiir den Zerfall S — 77
eine mogliche Breite von I's .. = 0.5 — 1.0 GeV an und fiir den Zerfall
H — 7m eine mogliche Breite von 'y = 0.3 — 0.5 GeV. Durch diese
weitere Einschrankung der Massen ergibt sich die Massenzuordnung Mg =
0.585 GeV, My = 1.2 GeV und g = 1.68 GeV (Abbildung 3.18). Aus diesen
Startwerten geht der Parametersatz in Tabelle 3.4 hervor.

Die Zerfallsbreiten liegen in dem von der Particle Data Group geforderten
Bereich von I'g_.» = 0.5 GeV und I'g_.» = 0.5 GeV.

Es handelt sich um einen crossover-Phaseniibergang (Abbildung 3.18(a))
bei einer Temperatur 7, = 212.2 MeV. Der reine Quarkoniumzustand hat
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Abbildung 3.17: Mg = 0.4 GeV, My = 1.2 GeV und g = 3.4 GeV.

Vakuumsgréien

Mg = 0.585 GeV My = 1.2 GeV M, = 0.139 GeV
$=924MeV  a=107MeV  6=—0.30

Parameter

A=24.5 F=79.3 MeV e = 1.785 MeV
M, =1.16 GeV g = 1.68 GeV

Tabelle 3.4: Vakuumsgrofen und Parameter fiir den Fall Mg = 0.585 GeV, My =
1.2 GeV und g = 1.68 GeV. Aus den hervorgehobenen Grofen werden die restlichen
Vakuumsgrofen und Parameter abgeleitet.
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eine Masse M, = 0.66 GeV. Der Mischwinkel 6§ (Abbildung 3.18(c)) ist
anfangs klein, nimmt mit steigender Temperatur und verschwindet schlief-
lich nach dem Phaseniibergang. Die Mischung zwischen Quarkonium und
Tetraquark ist so gering, dass kaum eine gegenseitige Beeinflussung zwi-
schen beiden stattfindet. Erst beim Level-repulsion bei einer Temperatur von
Ts9 ~ 733 MeV wird die Kopplung zwischen beiden wahrgenommen. Mg und
My (Abbildung 3.18(b)) zeigen lediglich im Bereich des Level-repulsion Auf-
falligkeiten.

Das aus dem verwendeten Parametersatz hervorgegangene Verhalten stimmt
hinsichtlich der Ordnung des Phaseniibergangs und der Zerfallsbreiten mit
gewiinschten Resultaten iiberein. Dennoch ergeben sich an anderen Stellen
Probleme: So ist zum einen ist die kritische Temperatur 7. zu hoch. Dar-
iiber hinaus steht die Massenzuordnung im Wiederspruch zu der in Kapitel
1.2.2 motivierten Massenzuordnung, laut derer es sich nicht bei der f;(600)-
Resonanz um den Zustand mit der gréfsten Quarkoniumbeimischung handeln
sollte, sondern diejenige Resonanz mit einer Masse von iiber 1 GeV die grofite
Quarkoniumbeimischung besitzen sollte. Weitere Griinde die geben eine Ver-
wendung der Zerfallsbreiten zur Bestimmung der Parameter sprechen finden
sich in Kapitel 3.6.
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Abbildung 3.18: Mg = 0.585 GeV, My = 1.2 GeV und g = 1.68 GeV.

3.4 Variante B

Dieser Abschnitt beschéftigt sich mit den Resultaten der alternativen Vor-
gehensweise. Auch mit dieser Methode lasst sich die chirale Phase auf un-
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terschiedliche Art restaurieren. Wie bereits in Kapitel 2.4 aufgefiihrt, liegen
dieser Vorgehensweise nur fiinf Freiheitsgrade zugrunde: die Masse der Pio-
nen, die der S- sowie die der H-Teilchen, das ¢- und das a-Kondensat. Der
Winkel 6 und somit die Mischung stellen indirekte Messgrofen dar, die aus
den anderen errechnet werden miissen. Es ist zu erwarten, dass sich die grof-
ten Unterschiede ergeben, wenn sich die Mischung schnell &ndert. Somit wird
es in erster Linie den Phaseniibergang betreffen. Die Schwierigkeiten dieser
alternativen Vorgehensweise entsprechen denen der zuvor dargestellten Me-
thode. Auf eine Studie des gesamten Parameterraums wird jedoch verzichtet,
es werden nur einige ausgewahlte Parametersétze diskutiert. So wird zunéchst
der Fall eines crossover-Phaseniibergangs behandelt und im Anschluss der des
Phaseniibergangs erster Ordnung.

Zuerst wird der crossover-Phaseniibergang betrachtet (Abbildung 3.19).
Hierfiir werden Massen Mg = 1.5 GeV und My = 0.6 GeV gewihlt sowie
eine Kopplung von g = 5 GeV. Die verschiedenen Parameter sind in Tabelle
3.5 aufgefiihrt.

Vakuumsgrofsen

Mg =1.5 GeV My =0.6 GeV M, = 0.139 GeV
¢ =92.4 MeV «a = 38.7T MeV 0 = 0.68

Parameter

A=286.9 F =62.3 MeV e = 1.785 MeV
M, =1.05GeV g =5.0 GeV

Tabelle 3.5: Vakuumsgrofen und Parameter fiir den Fall Mg = 1.5 GeV, Mg =
0.6 GeV und g = 5.0 GeV. Aus den hervorgehobenen Gréfsen werden die restlichen
Vakuumsgrofen und Parameter abgeleitet.

Die reine Quarkoniummasse lautet M, = 1.226 GeV. Das Verhalten ist
mit einem crossover-Phaseniibergang in Variante A vergleichbar. Das Ver-
halten der Kondensate (Abbildung 3.19(a)) wurde bereits dargestellt: Das ¢-
Kondensat vollzieht bei einer Temperatur von 7, ~ 270MeV einen crossover-
Phaseniibergang, das a-Kondensat verhélt sich fiir T < T, wie a ~ ¢(T)?
und steigt fiir Temperaturen T' > T, wie o ~ T2,

Das Verhalten der Massen (Abbildung 3.19(b)) und des Mischwinkels
(Abbildung 3.19(c)) lisst sich wie folgt beschreiben: Fiir zunehmende Tem-
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peraturen steigt auch die Mischung, bei einer Temperatur 75 ~ 175 MeV
erreicht der Mischwinkel sein Maximum und es kommt zum Wechsel der Mas-
senzuordnung. Darauthin wird die chirale Phase restauriert und es kommt zur
Massenentartung von Mg und M,. Nach dem Phaseniibergang geht die Mi-
schung gegen Null. Bei einer Temperatur von 7" ~ 525 MeV kommt es zum
Level-crossing zwischen Mg und My, jedoch nicht zur Level-repulsion. Au-
Rergewohnlich ist an diesem Beispiel die enorm hohe Masse Mg, sie liegt
am oberen Limit der Resonanz f,(1370), bei der es zu einem crossover-
Phaseniibergang kommt.
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Abbildung 3.19: Die alternative Losungsmethode fiihrt selbst bei hohen Massen
des skalaren Quarkoniums zum crossover-Phaseniibergang. Mg = 1.5 GeV, My =
0.6 GeV und g = 5.0 GeV.

Zum Phaseniibergang erster Ordnung: Hierfiir werden die Massen Mg =
1.3 GeV und My = 0.5 GeV und die Kopplung g = 1.5 GeV gewéhlt (Abbil-
dungen 3.20 und 3.21). Der resultierende Parametersatz wird in Tabelle 3.6
angegeben.

Fiir den reinen Quarkoniumzustand ergibt sich eine Masse von M, =
1.28 GeV. Das ¢-Kondensat zeigt bei T, = 261.5 MeV einen Phaseniibergang
erster Ordnung (Abblidung 3.21(a)), das x-Kondensat verhilt sich fiir T < T,
wie a ~ o(T)? und fiir T > T, wie o ~ T?.

Auch fiir diesen Parametersatz wéchst die Mischung (Abbildung 3.20(c))
mit steigender Temperatur. Doch bevor die Mischung ihr Maximum erreichen
kann, kommt es zur chiralen Restauration, was zu einem Sprung in allen Ob-
servablen fiihrt. Beim Vergleich der beiden Abbildungen 3.20(b) und 3.21(b)
wird deutlich, wie der Austausch der Massenzuordnung vom Phaseniiber-

69



Vakuumsgréisen

Mg =1.3 GeV My = 0.5 GeV M, = 0.139 GeV
¢ =92.4 MeV  «a =42.3 MeV 0 =0.20

Parameter

A =945 F =83.7T MeV € = 1.785 MeV
M, =0.55 GeV g = 1.5 GeV

Tabelle 3.6: Vakuumsgréfken und Parameter fiir den Fall Mg = 1.3 GeV, My =
0.5 GeV und g = 1.5 GeV. Aus den hervorgehobenen Grofen werden die restlichen
Vakuumsgréfsen und Parameter abgeleitet.

gang verdeckt wird. Nach diesem ist die Mischung nahezu verschwunden,
die Masse Mp ist fast identisch mit M, . Die Massen von Mg und M, ent-
arten wie erwartet. Bei einer Temperatur 7" = 310 MeV kommt es nicht
zur Level-repulsion sondern zum Level-crossing. Im instabilen Bereich tritt
Level-crossing haufiger ein.

Es tritt keine Level-repulsion ein, obwohl die Mischung nicht verschwun-
den ist. Dies ldsst die Folgerung zu, dass dieses Verfahren nicht zur Beschrei-
bung des chiralen Phaseniibergang geeignet ist.

3.5 Der chirale Limes

Im chiralen Limes stellt das Pion im Vakuum ein masseloses Goldstoneboson
dar. Fiir relevante Massen und Parametersétze resultiert ein Phaseniibergang
erster Ordnung. In den physikalisch relevanten Bereichen gibt es keine An-
derung der Ordnung des Phaseniiberganges durch Verdndern der Kopplung
g.

Nach dem chiralen Phaseniibergang entkoppeln x und ¢, was an der Mi-
schung zu erkennen ist. Diese lautet —2gp(7T') und ist somit direkt propor-
tional zum Kondensat ¢(7'). Im chiralen Limes gilt fiir 7" > T, o(T) = 0 -
fallt also die Mischung weg, so verschwindet auch der Drehwinkel. Das Glei-
chungssystem vereinfacht sich nach dem Phaseniibergang auf folgende Weise:

My (T) = M,(T) = const., (3.3)
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des Phaseniibergangs kommt es h&ufiger zum Level-crossing.
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Abbildung 3.21: Mg
253.1 MeV.

1.3 GeV, My 0.5 GeV und ¢ 1.5 GeV; T, =
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M(T)? = Mg(T)? = —\F? + 4\ (§ _ 2 > /Gs, (3.4)

2 M2
4
a(T) = V‘JZ/GS. (3.5)
X

Da das Kondensat wie auch die Massen Mg und M, am gleichen Punkt ver-
schwinden, lisst sich diese Temperatur analytisch bestimmen, ¢, = /3F (% —

A%i%)_%' Hier hat das a-Kondensat den Wert oy = %(% — /\219;%)_1. Fer-
ner steigen Mg und M, nach dem Phaseniibergang linear an, die Steigung
kann {iber die Kopplung und die Masse des Tetraquarks beeinflusst werden
(Gleichung 3.4).

An einem Beispiel sollen weitere Eigenschaften diskutiert werden. Die
Masse des Feldes S wird auf Mg = 1.2GeV gesetzt und die des Feldes H auf
My = 0.4 GeV. Die Kopplung soll g = 3.4 GeV betragen (Abbildung 3.22).
Samtliche Parameter finden sich in Tabelle 3.7. Die Parameter weichen bei
expliziter Symmetriebrechung nur in der Kopplung A und in der Konstanten
F ab. Fiir die reine Quarkoniummasse ergibt sich My = 0.96 GeV.

Vakuumsgréien

Mg =12 GeV My =0.4GeV M, =0.0GeV
¢ =92.4 MeV «a=42.8 MeV 6 = 0.69

Parameter

\ = 54.0 F = 56.0 MeV
M, =082GeV g=3.4GeV

Tabelle 3.7: Vakuumsgréfken und Parameter fiir den Fall Mg = 1.2 GeV, My =
0.4 GeV und g = 3.4 GeV. Aus den hervorgehobenen Grofen werden die restlichen
Vakuumsgrofsen und Parameter abgeleitet.

Die Masse und die Kondensate mit Ausnahme der Pionen verhalten sich
fiir niedrige Temperaturen wie fiir explizit gebrochen chirale Symmetrie. Zu
Beginn fallen die Massen und das Kondensat leicht, der Mischwinkel hingegen
steigt. Bei einer Temperatur von tg; ~ 140 MeV kommt es zum Wechsel der
Massenzuordnung (Abbildung 3.22(c)). Das Kondensat vollzieht einen Pha-
seniibergang erster Ordnung bei einer Temperatur von 7, = 151.8 MeV (Ab-
bildung 3.22(a)). Mit dem Phaseniibergang verschwinden ¢ und 6. S besteht
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somit ausschlieflich aus Quarkonium und H ausschlieflich aus Tetraquark.
Za einer Level-repulsion bei hoherer Temperatur kommt es nicht, da ¢ und
x nun vollstdndig entkoppelt sind. Mg steigt linear mit der Pionenmasse an,
wohingegen My bei einem Wert von My = 0.824 GeV konstant bleibt.

Die Zerfallsbreiten liegen auferhalb der physikalischen Relevanz und wer-
den nur aus Griinden der Vollstindigkeit angegeben; die Zerfallsbreite von
S — mm betragt 's_.» = 5.836 GeV, die von H — 77w nur I'y_,., =
0.0075 GeV.

Ein weiterer Unterschied im Verhalten der Observablen besteht darin,
dass noch weitere Unstetigkeiten auftreten. Das Kondensat beispielsweise
geht nicht in langem Bogen zuriick auf Null, wie im Falle g = 0, sondern ist
das letzte Stiick komplex, um dann bei £, = 105.8 MeV zu verschwinden, das
a-Kondensat geht auf den Wert ag = 0.018 GeV und steigt dann quadratisch
an. Die Masse My wird zu M, und bleibt schlieklich wie bereits beschrieben
konstant. Ein komplexer Anteil zeigt sich nicht nur bei dem ¢-Kondensat,
sondern auch bei simtlichen Vakuumsgréfsen. Der Bereich mit komplexen
Anteil wird mit wachsendem g grofer und verschwindet im Limes g — 0.
Mg, M, und ¢-Kondensat springen auf Null.
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Abbildung 3.22: Chiraler Limes: Mg = 1.2 GeV, My = 0.4 GeV und g =
3.4 GeV.

3.6 Zerfallsbreiten

Allgemein zeigen die direkten Zerfille eine enorm hohe Symmetrie. Doch
zundchst zu den Zerfillen im Einzelnen.
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Wie bereits anhand der Formeln zu erkennen ist, sind die Zerfille pro-
portional zu cos? § bzw. sin” §. Die Zerfallsbreiten fiir die verschiedenen Mas-
sen unterscheiden sich nur in ihrem Vorfaktor. Der Zerfall H — 7r (Ab-
bildung 3.23) ist proportional zu sin? f. Fiir eine kleine oder nicht vorhan-
dene Mischung, entsprechend einer kleinen oder nicht vorhandenen Kopp-
lung, geht die Zerfallsbreite gegen Null. Denn fiir ¢ — 0 besteht H voll-
standig aus Tetraquark y, und ist nicht weiter an den chiral invarianten
Term (¢? + m2) gekoppelt, es kann somit auch nicht in Pionen zerfallen.
Fiir eine grofere Mischung, also bei stiarkerer Kopplung, steigt die Zerfalls-
breite auf 'y x maz- Das Modell erlaubt nur einen maximalen Mischwin-
kel von ¢ = 47, was einer maximalen Kopplung entspricht. In diesem Fall
besteht H aus gleichen Teilen Quarkonium ¢ und Tetraquark x. Dennoch
ist die Formel auch fiir grofere Winkel definiert und fiir gréfere Mischun-
gen geht der Zerfall in den (S — mm)-Zerfall iiber, mit einer Masse My
(Co—mr(0, M) = Ds_rr(0 £ 5, M), Mg = My = M). Je groker die Masse
My, desto grofer die maximale Zerfallsbreite.

Der Zerfall S — mr (Abbildung 3.24) hat sein Maximum bei einer mini-
malen Mischung und somit einer kleinen Kopplung g. In einem solchen Fall
besteht S ausschlieklich aus Quarkonium ¢. Bei Erhohen der Kopplung sinkt
die Zerfallsbreite und erreicht ihr Minimum fiir = £7, hier ist die Kopplung
maximal. Die Zerfallsbreite ist an diesem Punkt auf die Héilfte abgefallen.

Die Erkenntnis, dass I'g_zr (0, M) = I's_zr(6 £ 5, M) ist, unter der Be-
dingung, dass Mg = My = M, lasst sich mithilfe der Abbildung 3.25 dar-
stellen. Der dunkelgraue Bereich gibt den Zerfall S — 7w wieder, und der
hellgraue den Zerfall H — mm. Bei expliziter Symmetriebrechung starten
die Kurven bei einer Masse M > 2M,. Die Fliache wird genau in der Mit-
te getrennt. An diesem Punkt betrigt die Mischung 50 Prozent. H und S
sind hier also zu gleichen Teilen aus y und ¢ aufgebaut. Die untere Begren-
zung der hellgrauen Fliche (I'y_.,) ist gleich der Abszisse. Hier betriagt die
Mischung € = 0 und somit auch die Kopplung g = 0. Das Feld H besteht aus-
schlieflich aus Tetraquark y. Bei erhohter Kopplung steigen Mischung und
Zerfallsbreite, bis die Mischung maximal wird und sich die maximale Zer-
fallsbreite fiir H — mm ergibt. Bewegt man sich weiter in Richtung groferer
Zerfallsbreiten, so gelangt man in den dunkelgrauen Bereich und erhélt den
(S — mm)-Zerfall, welcher durch T's_ ., beschrieben wird. Bei Reduzieren
der Kopplung und somit auch der Mischung steigt die Zerfallsbreite weiter
und erreicht letztlich fiir ¢ = 0 und # = 0 ihren maximalen Wert. Der chirale
Limes unterscheidet sich hiervon dadurch, dass dort keine Beschrankung auf
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Abbildung 3.23: Winkelabhingigkeit der direkten Zerfallsbreite I'g_ ., fiir ver-
schiedene Massen My (0.4, 0.6, 0.8, 1.0, 1.2 und 1.4 GeV). Wird die Mischung
zwischen x und ¢ grofer, ergeben sich grofere Zerfallsbreiten.
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Abbildung 3.24: Winkelabhéngigkeit der direkten Zerfallsbreite I'g_,;, fiir ver-
schiedene Massen Mg (0.4, 0.6, 0.8, 1.0, 1.2 und 1.4 GeV). Fiir eine grofere
Mischung zwischen x und ¢ nimmt die Zerfallsbreite ab.
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die Massen M > 2M, vorliegt. Sobald Mg # 0 oder My # 0 sind, kénnen
sie in Pionen zerfallen. In der Amplitude entfillt ferner der Beitrag von M,
wodurch grofere Zerfallsbreiten moglich werden. Das quantitative Verhalten
ist jedoch identisch zum Fall € # 0.
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(a) € # 0, nur Zerfalle fiir M > 2M,. (b) Chiraler Limes, auch Zerfélle fiir
M < 2M;,.

Abbildung 3.25: Die Gesamtheit der Zerfallsbreiten der direkten Zerfélle fiir klei-
ne bis grofe Massen Mg bzw. Mp. Die hellgraue Flache zeigt die moglichen Zer-
fallsbreiten fiir den Zerfall H — 7w, die dunkelgraue die mdoglichen Zerfallsbreiten
fiir den Zerfall S — 7.

Gemaéls den Ausfithrungen der Particle Data Group sollte bei einer Masse
von 0.4 GeV und 1.2 GeV die Zerfallsbreite fiir f;(600) zwischen 0.5 GeV
und 1.0 GeV liegen. In Abbildung 3.26 wurden diese Grenzen eingetragen.
Es zeigt sich, dass beide Ordnungsmoglichkeiten Mg < My und Mg > My
jeweils einen Bereich fiir sich in Anspruch nehmen, der im Einklang steht mit
den Angaben der Particle Data Group. Beschreibt S die leichte Resonanz,
so kommen lediglich Massen 0.57 GeV < Mg < 0.86 GeV mit einer geringen
Mischung am unteren Ende und einer starken Mischung am oberen Ende
des Intervalls in Frage. Massen im mittleren Bereich des Intervalls konnen
durch Verdnderung des Mischverhiltnisses die gewiinschten Zerfallsbreiten
erreichen. Wird H der Resonanz fy(600) zugeordnet, konnen ab einer Masse
Mg = 0.7 GeV die gewlinschten Zerfallsbreiten erreicht werden.
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Anders liegt der Fall fiir f5(1370). Die Masse betrigt zwischen 1.2 GeV
und 1.5 GeV, wofiir Zerfallsbreiten von 0.3 GeV bis 0.5 GeV angegeben wer-
den. Dieses Fenster kann nur iiber einen H — 7r Zerfall erreicht werden. Fiir

S — mr liegen die Werte nicht nur wenige MeV entfernt, sondern mehrere
GeV.

11 . 11
10 : 10
09 09
08 08

® 07 $ 07

9 o
06 06

—~ ~
05 05
04 04
03 03
02 02

0.4 0.6 0.8 10 16 0.4 0.6 0.8

12 14 10 12 14 16
Masse des zerfallenden Teilchens [GeV] Masse des zerfallenden Teilchens [GeV]

(a) € # 0. (b) Chiraler Limes.

Abbildung 3.26: Die Ausfiilhrungen der Particle Data Group lassen fiir die
f0(600)-Resonanz die Zuordnung Mg < My und Mg > My zu. Fiir die fy(1370)-
Resonanz besteht nur die Ordnungsmoglichkeit Mg < Mp. Die Zerfallsbreite der
Resonanz f,(600) wird mit einem Bereich zwischen 0.5 GeV und 1.0 GeV angege-
ben, die Masse betrdgt zwischen 0.4 GeV und 1.2 GeV. Die Masse der Resonanz
fo(1370) liegt zwischen 1.2 GeV und 1.5 GeV, die Zerfallsbreiten zwischen 0.3 GeV
und 0.5 GeV. Die hellgraue Fléche zeigt die moglichen Zerfallsbreiten fiir den Zer-
fall H — 7m, die dunkelgraue Flache die mdoglichen Zerfallsbreiten fiir den Zerfall
S — 7.

Die Uberlegung aus den vorhergehenden Abschnitten kann auch auf den
Fall des chiralen Limes angewendet werden, wobei hier simtliche Werte fiir
die Massen um ungefdhr 50 MeV kleiner sind.

Im Hinblick auf die Zerfélle wird ein Szenario bevorzugt, in dem es sich
bei der leichten f;(600)-Resonanz um einen S-Zustand handelt und bei der
f0(1370)-Resonanz um einen H-Zustand. Die Zerfélle konnen jedoch nur in
begrenztem Mafe zur Parameteranpassung Verwendung finden. Das Modell
erlaubt es nicht, die Zerfille prizise zu berechnen, da hierfiir diverse weitere
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Teilchen und Phénomene einbezogen werden miissten, wie die Kopplung an
das p-Meson, das optische Theorem sowie die Crossing-Symmetrien. Unge-
achtet der Einfachheit des Modells zeigt sich, dass sich durch die Hinzunahme
eines stark gekoppelten Tetraquarkzustandes die Zerfallsbreite der f(600)-
Resonanz dem in der Literatur erwarteten Wert anndhert.
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Kapitel 4

Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurde das Lineare Sigma-Modell um den leichtesten Te-
traquarkzustand erweitert. Mittels des CJT-Formalismus in einer Hartree-
Fock-Naherung wurde das Verhalten der verschiedenen Observablen bei nicht-
verschwindender Temperatur beleuchtet. Der Einfluss dieses weiteren skala-
ren Zustandes auf den chiralen Phaseniibergang und die kritische Temperatur
wurden ausfiihrlich diskutiert. Auch wurden die Auswirkungen auf die Zer-
fallsbreiten betrachtet.

Beim verwendeten Tetraquarkzustand handelt es sich um ein skalares
Feld, das die gleichen Quantenzahlen wie das skalare Quarkonium und das
Vakuum besitzt. Beide skalare Zustidnde bilden jeweils ein Kondensat und
mischen miteinander. Je nach Zuordnung vergrofert oder verringert sich die
Mischung mit steigender Temperatur. Ordnet man der Resonanz f;(600) den
Zustand mit dem grokten Tetraquarkanteil zu und der Resonanz fy(1370)
den Zustand mit dem grofsten Quarkoniumanteil, so vergrofert sich einer-
seits die Mischung mit steigender Temperatur, und andererseits kann es vor
dem chiralen Phaseniibergang bei einer Temperatur 7 ; zu einem Wechsel in
der Massenzuordnung kommen. Der Zustand, der groftenteils aus Quarkoni-
um besteht, iibernimmt die Rolle der leichten Resonanz, wahrend jener, der
zum grofsten Teil aus Tetraquark besteht, die der schweren Resonanz iiber-
nimmt. Nach dem chiralen Phaseniibergang kommt es - unabhéngig von der
Zuordnung - zu einer Entmischung der Zustdnde sowie zu einer Entartung in
den Massen zwischen den Pionen und der leichteren skalaren Resonanz. Der
Zustand mit dem groferen Quarkoniumanteil wird zu einem fast reinen Quar-
koniumzustand und jener mit dem groferen Tetraquarkanteil zu einem fast
reinen Tetraquarkzustand. Damit liegt eine Entartung zwischen den Pionen
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und dem skalaren Quarkonium vor.

Der Einfluss des Tetraquarks auf den chiralen Phaseniibergang erlaubt
viele unterschiedliche Varianten der chiralen Restauration. Es wurde ge-
zeigt, dass eine starke Mischung einen Einfluss auf die Ordnung des Pha-
seniibergangs haben kann. Je nach Zuordnung der Felder zu den Resonan-
zen wird durch die Kopplung ¢ ein Phaseniibergang erster Ordnung zu ei-
nem crossover-Phaseniibergang oder umgekehrt. Wird der Resonanz f(1370)
das groftenteils aus skalarem Quarkonium bestehende Mischfeld zugeordnet,
geht ein Phaseniibergang mit steigender Kopplung in Richtung eines weiche-
ren Phaseniibergangs erster Ordnung, und in einigen Fillen verédndert sich
das Verhalten eines Phaseniibergangs erster Ordnung zu einem crossover-
Phaseniibergang. Im umgekehrten Fall, wenn also das Feld mit dem grofiten
Quarkoniumanteil der leichten f,(600)-Resonanz zugeordnet wird, ist es mog-
lich, einen Phaseniibergang erster Ordnung zu erhalten.

Gitterrechnungen bei nichtverschwindender Temperatur verlangen einen
crossover-Phaseniibergang bei einer Temperatur von 7, ~ 175 MeV, und sol-
che im Bereich der Vakuumphysik erfordern einen schweren chiralen Partner
fiir die Pionen. Hinzu kommen die in Kapitel 1 genannten Griinde, weshalb
der skalare Quarkoniumzustand eine hohe Masse benétigt. Das hier vorge-
stellte Modell lédsst einen crossover-Phaseniibergang zu fiir Massen des chi-
ralen Partners der Pionen iiber My 2 0.948 GeV - eine Grenze, die beim
Linearen Sigma-Modell ohne Tetraquarkerweiterung besteht. Ein weiteres
Resultat der vorliegenden Studie ist die Abhéngigkeit der kritischen Tempe-
ratur 7, von der Stirke der Mischung der skalaren Felder. In beiden Fillen
der Massenzuordnung ist es moglich, die kritische Temperatur zu verringern.
Dazu muss die Mischung sehr grofs sein.

Beide Eigenschaften, die Ordnung des Phaseniibergangs und die kritische
Temperatur, lassen sich durch eine starke Kopplung des Tetraquarks an das
Quarkonium in Einklang mit den Ergebnissen von Gitterrechnungen bringen.

Das Modell ist einfach gewahlt; es enthilt zwar alle notwendigen Frei-
heitsgrade fiir eine Studie bei T' # 0, doch die Resultate im Bereich der
Zerfallsbreiten sind kritisch zu betrachten. Es zeigt sich, dass mit steigender
Kopplung die Zerfallsbreite des Zustandes mit der grofiten Tetraquarkbeimi-
schung grofer wird, wihrend sich die Zerfallsbreite des Zustandes mit der
groften Quarkoniumbeimischung verringert.

Die gefundenen Resultate sind sehr vielversprechend. Sie zeigen, dass der
Tetraquarkzustand eine wichtige Rolle beim chiralen Phaseniibergang spielt
und viele Probleme in den Modellen fiir Massen unter 1.8 GeV 16sen kann. In
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zukiinftigen Untersuchungen sollte das Modell um die notwendigen Freiheits-
grade erweitert werden, um so qualitative Ergebnisse zu den noch austehen-
den Fragen zu erhalten. Zur genauen Beschreibung von Zerfillen, muss das
Modell um die Vektor- und Axialvektor-Mesonen ergénzt werden. Auch ist ei-
ne Betrachtung der Zerfillen bei nichtverschwindender Temperatur sinnvoll,
da es durch den Zuordnungswechsel der Massen zu interessanten Phinome-
nen kommen konnte. Weitere Untersuchungen sollten sich mit dem Verhalten
des Tetraquarkkondensats beschéftigen. Hier stellt sich die Frage, inwieweit
das Verhalten durch héhere Ordnungen in den Tetraquarkfeldern verdndert
wird, und ob es sich hierbei um ein physikalisch relevantes Phdnomen handeln
kénnte. Eine Betrachtung des Problems in large-N,. konnte zur Bestitigung
der in der vorliegenden Arbeit gefundenen Resultate dienen. Auf der techni-
schen Seite kann das Renormierungsschema weiter verbessert werden. Eine
Erweiterung auf drei Quarkfamilien wére erstrebenswert, da es in diesem
Fall ein Nonet von Quarkoniumzustinden sowie ein Nonet von Tetraquark-
zustdanden gibt, und durch die Hinzunahme des skalaren Glueballs fast alle
bekannten Resonanzen unter 1.8 GeV ihren Platz in einem solchen Modell

finden konnten. Schliefslich sollte iiberpriift werden, inwiefern das verwendete
Modell aus dem NJL-Modell herleitbar ist.
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Anhang A

Transformationseigenschaften von
Quarkoniumzustanden

Die Symmetrieeigenschaften einer Resonanz lassen mehrere Riickschliisse auf
die Wellenfunktion des Zustands zu. Fiir Quarkoniumzustinde bestehen fol-
gende Relationen:

P = (—1)¥, (A.1)
C = (—1)I*9, (A.2)
J=L+S, (A.3)
G = (-1, (A.4)

Dabei ist P die Paritét des Zustands, L der Bahndrehimpuls, C' die Ladungs-
konjugation, S stellt den Spin dar, J den gesamt Drehimpuls, I den Isospin
und G die G-Paritiat. Die G-Paritdt wird iiber die Ladungskonjugation C|,
gefolgt von einer Rotation im Isospin-Raum um die y-Achse definiert:

G = Ce™ = (—=1)!C = (—1):+5+, (A.5)
Fiir einen skalaren Quarkoniumzustand lauten die Grofen wie folgt:
I1€(JP%) =0T (0). (A.6)
Somit ergibt sich sofort
L=1,35..., (A.7)
S=1 (A.8)

Der skalare Quarkoniumzustand besitzt mindestens ein p-Orbital.

82



Anhang B

Bestimmung der kritischen
Temperatur

Der CJT-Formalismus liefert sidmtliche Extrema des Kondensats ¢ im ef-
fektiven Potential. Das physikalische Verhalten eines Kondensats entspricht
dem des absoluten Minimums des efffektiven Potentials. Somit ist fiir jede
Temperatur im effektiven Potential zu iiberpriifen, inwiefern es sich um ein
Maximum, ein lokales Minimum oder das absolute Minimum handelt. Das
Potential ist so definiert, dass das absolute Minimum bei positivem ¢ liegt.
Besitzt das Potential keine explizite Symmetriebrechung, so sind die Extrema
achsensymmetrisch.

Im Falle eines crossover-Phaseniibergangs gibt es fiir ¢ > 0 nur ein Mini-
mum, welches per Definition des effektiven Potentials automatisch das abso-
lute Minimum ist. In diesem Fall wird die kritische Temperatur 7, iiber eine
Anderung der Kriimmungsrichtung des Kondensats bei nichtverschwindender
Temperatur bestimmt.

.. [(0%(T) . (0%(T)
sy (240 o (P40).
T<T T>T,

Fiir einen Phaseniibergang erster Ordnung findet man fiir ¢ > 0 im Be-
reich des Phaseniibergangs drei Extrema (Abbildung B.1), zwei Minima sowie
ein Maximum. Die kritische Temperatur 7T, ist als die Temperatur definiert,
an der aus dem absoluten Minimum ein lokales wird, wie auch umgekehrt.
Zur ihrer Bestimmung muss zu jeder Temperatur das Potential an den Ex-
trema errechnet werden. Bei einem Phaseniibergang erster Ordnung kommt
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es daher fiir den Ordnungsparameter zu einer Unstetigkeit. Berechnet man
jedoch den Druck V[p,¥] = —p, zeigt sich, dass dieser stetig verlauft.
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-0.0012
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(a) Verlauf des Kondensats bei nicht- (b) Verhalten der Extrema im Bereich

verschwindender Temperatur. des Phaseniibergangs. Das effektive Po-
tential am Minimum ist bis auf ein Vor-
zeichen identisch mit dem Druck.

Abbildung B.1: Sketch eines Phaseniibergangs erster Ordnung. Die durchgezoge-
ne Linie entspricht dem absoluten Minimum und somit dem physikalischen Verlauf,
die gepunktete Linie den iibrigen Extrema.
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Anhang C

Chirale Invarianz der Terme
©? + 72 und y

Die Terme ©?+72 und  sind chiral invariant. Im verwendeten Modell werden
nur die u- und d-Quarks betrachtet. Die chirale Invarianz von ? + 72 folgt
direkt aus der Isomorphie von SU(2), x SU(2)r und O(4)

©? + 72 = Tr(o'®) (C.1)

mit & = o7 +17;m; (79 ist die Identitidt und 7; sind die drei Pauli-Matrizen).

Das Tetraquark y ist aus zwei Diquarkzustdnden zusammengesetzt. Hier-
bei handelt es sich um das Diquark p sowie das dazugehérige Antidiquark pf.
Das Diquark p hat die Form:

1

p= §€iij(075)Qj~ (C.2)

Auch hier beschrankt sich die Betrachtung auf zwei Quarkfamilien: ¢; = u
und ¢ = d. Bei C handelt es sich um die Ladungskonjugation in der Form
Cq;C = —1(qY072)". Unter chiraler Transformation teilt sich das Diquark
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wie folgt auf:

p= %Ez‘jfﬁ(c’f’)%
— Seldtn + ) (C)@n+ g3)
= euldPa+ ¢ PL)(CY)(Prg; + Pogy)
= %eijQEPR(C’YE’)PRQJ + %eijquL(nyf’)Pqu
= %Eiij,R(O’V5)Qj,R + %Giij,L(OVS)%,L- (C.3)

An dieser Stelle wurden die Relationen [Pg,C7°] = 0 und [Pr,C7°] = 0
verwendet.

Um zu zeigen, dass y invariant unter chiralen Transformationen ist, soll
zunéchst gezeigt werden, dass die beiden Terme invariant unter der SUR(2) x
SUL(2)-Transformation sind. Da sich das Diquark in ein rechtshéindiges und
ein linkshindiges Diquark aufteilt, wird sich auch die SUg(2) x SUL(2)-
Transformation aufteilen. Die SUg(2)-Transformation hat keinen Effekt auf
den rechten Term, ebenso hat die SUp(2)-Transformation keinen Effekt auf
den linken Term. Fiir die folgenden Schritte werden die Indizes L. und R un-
terdriickt, da jeder der beiden Terme fiir sich invariant ist, und die Rechnung
fiir beide analog verlauft. Die Transformation lautet:

Qj - jTQr ~ ((5jr + Z<O_£_))jr) dr, (04)
¢ — Uiqy, >~ (6 +1(QT)ir) .- (C.5)

Die Matrix U ist eine Darstellung der SU(2)-Transformation. Wendet man
diese Transformation auf p an, so zeigt sich, dass p invariant unter SU(2) ist.

1 1
p=564,(C7)a; = ¢’ = 56Ungi(CY)Ujrr
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1
P = §€z‘jUikQZ(CVS>Ujrqr

1

~ seij (O + UTP)ix) G(CV°) (05 + (A7) ;) Gr
~ ;Equk(07 ) + ;em( 7)irdi(CY°)gr + ;61r< 7). (CY°)gr
= ;equk(CV )gr + ;Ekj(_?)gr(bc(ory )¢y —% i(@7)ikgr(C°) g,
= el (C7)a,
= p. (C.6)

Da das Diquark invariant ist, miissen auch das Antidiquark sowie das Pro-
dukt aus beiden invariant sein. Der Tetraquarkzustand xy = pfp ist somit
ebenfalls invariant. Das Diquark ist fiir sich alleine genommen nicht invari-
ant unter der U(1)-Transformation, aber das aus Diquark und Antidiquark
zusammengesetzte Tetraquark ist invariant unter der U(1)-Transformation.
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Anhang D

Zerfallsbreiten

Zur Bestimmung der Zerfallsbreiten wird eine Toy-Lagrangedichte betrach-
tet:

1 1 1 1
Z = §(au77)2 + 5(5’#()2 — §M§ — §M<2 + bnC2. (D.1)

Die Felder ¢ und 7 konnen als Uberlagerung ebener Wellen in einer Box der
Kantenlédnge L darstellt werden:

1 1 KX |+ KX
n=-— Z —(aze +ale™ ), (D.2)
\/V E:@ A /2(,(),; k
mit wp = \/EQ + Mg Bei akf handelt es sich um den Erzeugungsoperator,
bei a; um den Vernichtungsoperator. Beide sind iiber folgende Bedingung
definiert: [ag,ag] = O - Die Summe iiber k ist eine diskrete Summe und

geht iiber siimtliche Impulse. Es gilt 77 € N* und die Beziehung V' = (27/L)3.

1 1
(=—— > (bye X 4 b)), (D.3)
V 2wy P
V ﬁ: 27Lm wp

Hier stellt wy = /p? + Mg b;f stellt den Erzeugungsoperator dar, by den

Vernichtungsoperator. Beide sind iiber die Bedingung [by, b;] = 057 definiert.
Es gilt 7 € N3 und die Beziehung V = (27/L)3. Auch in diesem Fall ist die
Summe iiber k eine diskrete Summe und geht {iber sdmtliche Impulse. Dabei
gelten m € N? und die Beziehung V' = (2w/L)3.
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Die Zerfallsbreite ist wie folgt definiert:
d’py . d°ph
It = S|y 1% V. D.4
[ risiar GV L (D.4)
Dies entspricht der Wahrscheinlichkeit, die Zerfallsprodukte nach einer Zeit

t zu finden. Die Wahrscheinlichtkeit p(t), das Ausgangsprodukt zu finden,
lautet entsprechend:

p(t) =1—Tt. (D.5)

Diese Formel gilt jedoch nur fiir den Fall ¢ < I'"!, da sich sonst negative
Wahrscheinlichkeiten ergeben konnten. Sie muss aber zu jedem Zeitpunkt ¢
fiir kleine Zeitspannen At gelten,

p(t+ At) = p(t)(1 — TAt). (D.6)
Geht man iiber zu infinitesimal kleinen Zeiten, ergibt sich
p(t) =e =€, (D.7)

mit der Definition fiir die Lebensdauer 7 = 1/I'. Das Resultat fiir die Le-
bensdauer ist modellunabhéngig und gilt fiir alle Arten von Zerféllen.
Von Interesse sind lediglich die Zerfallsbreiten in erster Ordnung:

(f1S]4) = (f1SW|d). (D.8)

Dieser Erwartungswert lisst sich berechnen iiber: % = —24 = bn¢®. Er
fliekt folgendermafen in S ein

S = / dAXT[). (D.9)

Der Wechselwirkungsterm lisst den Zerfall n — (¢ zu. Dies bedeutet, dass
die Zerfallsprodukte identisch sind. Der Ausgangszustand setzt sich folgen-

dermafen zusammen: ag 0) = ‘E> = [i). Der Endzustand lautet b3 b% 10) =

1/v2(|py, o) + |Pa, P1)) = | f). Fasst man die oben ausgefiihrten Herleitungen
zusammen, so ergibt sich:

(71810) = (flab [ XTinc?] i) (D10
1 1

(2m)*6* (P + Py, — K)(12b).
2wz 2wy, 2w,
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Dariiber hinaus wird das Quadrat der Deltafunktion benotigt:
[(2m)*64 (P + P, — K)]* = (2m)'0% (P, + P, — K)(27)*6%(0)
= (2m)*0H( P+ Py — / d*x / dt’
= 2m)*0H (P + Py — (D.11)

Das Integral iiber die Zeit reicht nicht von —oo bis oo, sondern von 0 bis
t, da das Teilchen innerhalb einer endlichen Zeitspanne zerfallen soll. Durch
das Zusammenfiigen aller Zwischenergebnisse ergibt sich:

1 /11 1 épy ., &y
Fr==-[-— =  2n)%*P, + P, — K)Vt|—120b? 174
/2V3 kaQWﬁIQWﬁQ( M By = KV | (2m)? " (2m)?
1 d®pyd3ps (27?)4 4
— bl £l - ) 5P+ P - K). D.12
/ > @rp | = Yoo 2o, D1 P = K) (D-12)

Zur weiteren Berechnung muss das Schwerpunktsystem von 7 gewdhlt wer-
den. Daraus folgt, dass der Gesamtimpuls verschwindet, k= 0, und die neuen
Teilchen mit entgegengesetztem Impuls auseinander fliegen p; = —ps. Des-
weiteren fiihrt die Wahl des Schwerpunktsystems zu wy; = M, und wp, = wy, .
Die Deltafunktion lasst sich umformen zu:

54(P1 +P—K) = 53(171 + P2)0 (M, — 2wy, )

M, M?2
= (P + o) = 1] <|p1| -\ M§> . (D.13)

Mit diesen Uberlegungen fiihrt die Rechnung zu dem simplen Ergebnis:

1 M% M2
E
= oo M2|—z//l] =15 e |—120)* . (D.14)
n
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