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1 Einleitung

1.1 Ziel der Bachelorarbeit

Viele Rechnungen der Quantenfeldtheorie werden in niedrigster Ordnung durchgefiihrt. Die-
se ist zugleich die einfachste und fithrende Ordnung der Stérungstheorie und wird Baumgra-
phen-Niveau (oder auf Englisch ‘tree-level’) genannt. Bei diesen Rechnungen, beispielsweise
bei der Berechnung von Wirkungsquerschnitten und Zerfallsbreiten, ist der dominante Teil
durch das Baumgraphen-Niveau gegeben. Die Ein-Schleifen-Ordnung ist die ndchsthohere
Ordnung und entspricht einer Quantenkorrektur.

In dieser Arbeit werde ich mich mit der Mischung von Feldern befassen, das hei3t mit Fel-
dern, die miteinander wechselwirken. Dafiir werde ich meine Berechnungen nicht nur auf
Baumgraphen-Niveau durchfiihren, sondern werde zur Ein-Schleifen-Ordnung tibergehen.
Ich betrachte ausschlieflich skalare Felder, welche keinen Spin und keine Ladung tragen.
Skalare Felder sind technisch einfacher zu behandeln, das beschriebene Phdnomen gilt je-
doch allgemein und kann fiir alle Spins auftreten. Ich beziehe mich nicht auf ein bestimmtes
physikalisches System, sondern bleibe so allgemein wie moglich. Lediglich am Ende der Ar-
beit werde ich Schitzungen fiir skalare Mesonen prédsentieren.

In den ersten Kapiteln werde ich eine kurze Einfithrung in die Quantenfeldtheorie geben,
die die wichtigsten Bausteine, die fiir diese Arbeit notig sind, enthilt. In Kapitel 6 geht es
um eine lineare Mischung von zwei Feldern, wobei sich herausstellen wird, dass sich der Mi-
schungsterm durch eine Drehung der Felder eliminieren ldsst. Danach werde ich mich mit
einem Teilchenzerfall befassen und die Zerfallsbreite bestimmen.

Das letzte Kapitel bildet den wichtigsten Teil der Arbeit. Ich werde den Propagator in Ein-
Schleifen-Ordnung berechnen, sowohl fiir den Fall, dass ein Zerfallskanal vorhanden ist, als
auch fur den Fall, dass zwei Teilchen in den selben Kanal zerfallen. Dabei wird der Effekt der
Quantenmischung in Ein-Schleifen-Ordnung gezeigt. Zuletzt werde ich eine Zusammenfas-
sung und einen Ausblick geben.

1.2 Konvention und Notation

In dieser Arbeit werden natiirliche Einheiten verwendet. Das heil3t, dass das Plancksche Wir-
kungsquantum 7 und die Lichtgeschwindigkeit c gleich Eins gesetzt werden und dimensi-
onslos sind:

h=c=1. (1.1)

Daraus folgt, dass die Masse, die inverse Zeit und die inverse Linge alle die Einheit Energie
besitzen.



Wihrend ich 3-Vektoren durch einen Vektorpfeil kennzeichne:

X1
X= X2 , (1-2)
X3

werde ich 4-Vektoren zur Unterscheidung als GroBbuchstaben darstellen:

0
X:X“:(’i):(f). (1.3)
X

X

Um von einem kontravarianten 4-Spaltenvektor X* zu einem kovarianten 4-Zeilenvektor X,
liberzugehen, verwendet man den metrischen Tensor g;,:

Xy:gvaV: (t,—)?) . (1.4)

Der metrische Tensor im Minkowski-Raum lautet:

1 0 0 0
0 -1 0 0

Ew=8& 1o 0 -1 o0 (1.5)
0 0 0 -1

Der kovariante 4-Gradient ist die Ableitung nach einem kontravarianten 4-Ortsvektor:
o= - ( 0 %) (1.6)
Hooxe \or ) '
Der D’Alembert Operator O ist wie folgt definiert:

% -
D:ayaﬂzﬁ—v? (1.7)



2 Klassische Feldtheorie

2.1 Der Lagrange-Formalismus'

Um den Lagrange-Formalismus fiir Felder zu erhalten, verallgemeinert man den klassischen
Lagrange-Formalismus auf ein kontinuierliches System. Dafiir verwendet man statt der ge-
neralisierten Koordinate g (t) die Feldgroe ¢(X). Dabei nimmt der Positionsindex x des
Massenpunktes g, kontinuierliche Werte an und man kann ihn durch die Ortskoordinate X
ersetzen:

(1) — ¢,3)=¢X). 2.1)

Fiir die Lagrange-Funktion L eines solchen Systems gilt in drei Dimensionen:
L= f RS AA 2.2)
v

Dabei ist V das Volumen des betrachteten Systems und . die Lagrange-Dichte. Diese hangt
im Allgemeinen nicht nur von ¢ ab, sondern kann sowohl von den zeitlichen und rdumli-
chen Ableitungen von ¢, als auch von der Zeit und vom Ort selber abhéngen:

L = Z(Pp(X),0,¢(X); X). ¢(X) ist hierbei die generalisierte Koordinate und d,,¢(X) die ge-
neralisierte Geschwindigkeit.

Die Freiheitsgrade des Systems, ¢ und d,,¢, hédngen von der Raum-Zeit X ab und kénnen da-
her an jedem Raum-Zeit-Punkt einen anderen Wert annehmen. Aus dieser Uberlegung folgt,
dass das System unendlich viele Freiheitsgrade hat.

Um die Bewegungsgleichung des Feldes ¢p(X) aus der Lagrange-Dichte abzuleiten, fithre ich
die Wirkung S[¢(X)] des Systems ein. Sie ist wie folgt definiert:

S[p(X)] = f a‘x.e. (2.3)
Vy

Dabeiist V, = T - V das vier-dimensionale Raum-Zeit-Volumen.

Das Hamiltonische Prinzip des klassischen Lagrange-Formalismus besagt, dass ein klassi-
sches Teilchen die Trajektorie durchlduft, an der die Wirkung ein Extremum hat. Analog gilt
das auch fiir Felder:

0S[p(x)]=0. (2.4)

Aus dieser Bedingung kann man nun die Bewegungsgleichung fiir das Feld ¢ herleiten, die
sogenannte Euler-Lagrange-Gleichung [3, S.83 f.].

(02 0¥ }
0_6S_Vfd X{ 3500 33,9700 2.5

1Quellen: [1], [2], [3]



Hierbei wurde ausgenutzt, dass der Ort und die Zeit als Integrationsvariablen nicht von der
Variation betroffen sind (6 X = 0). Des Weiteren wird auch das Feld ¢(X) auf der Oberfldche
0V, des Volumens V; nicht variiert, d.h. §¢(X)| ov, = 0.

Der zweite Term kann wie folgt umgeschrieben werden, wobei im ersten Schritt §(0,¢) =
0,,(6¢) ausgenutzt und im zweiten Schritt die Kettenregel benutzt wird:

0.7 0L 0.7 0.7
0(0u) = EYE t
0(0,¢p) 0(0,1(/5) 0((3#(/5) 0(0,¢p)
Setzt man den umgeformten Term wieder in Gleichung (2.5) ein, kann man den letzten Term

mit Hilfe des Gaul¥’schen Satzes umformen und somit zeigen, dass dieser verschwindet, da
5p(X) |4y, =0.

——0u(6¢) =

5S¢ 8¢ (2.6)

iy [0ZL 0L ]}
fd { %00\ 5547 a(au@w
i 0L ] 0.7 } 07
f X { O 10,9 6¢+J 4oy 0(0u¢)5¢ 2.7)

1y |02 _ A }
fd { %360 11°¢

-0
Damit das Integral tiber das gesamte Raum-Zeit-Volumen verschwindet, muss der Ausdruck
in der geschweiften Klammer Null sein:

5p+0,,

o 07 0%
Ho0up) 0o
Gleichung (2.8) ist die Euler-Lagrange-Gleichung fiir das Feld ¢.

(2.8)

2.2 Der Hamilton-Formalismus?

Analog zum konjugierten Impuls eines diskreten Systems, p = a(a L kann auch in einem
kontinuierlichen System ein kanonisch konjugiertes Feld 7 (X) deﬁnlert werden:

000p(X)) '
Die Hamilton-Funktion H ist dann wie folgt definiert:
H= f A*% [r(X)0pp(X) - L] = f >z (2.10)
4

Dabei ist # die Hamilton-Dichte.

2Quelle: [4, S. 16]



2.3 Die Klein-Gordon-Gleichung

Die freie Lagrange-Dichte fiir neutrale skalare Felder, also Felder, die keine Ladung und kei-
nen Spin haben, lautet:

L= %aucpaﬂcp -~ %mchz (2.11)

Indem man diese Lagrange-Dichte in die Euler-Lagrange-Gleichung aus (2.8) einsetzt, kann
man die Bewegungsgleichung fiir neutrale skalare Felder herleiten.

0L _ ot % =-—m’p (2.12)
0. T 0 '
0=09,0"d + m?
- po" P+ mg (2.13)

= (O+m?)¢
Das ist die Klein-Gordon-Gleichung, wobei m die Masse des Feldes ist.

Nun kann man noch das kanonisch konjugierte Feld 7(X) und die Hamilton-Dichte .7# des
Klein-Gordon-Feldes berechnen:

o 1 1 1
X)=—— |2 2__v 2_ - 22]
"X = 5 609) [2( op) VP mgme (2.14)
=00p(X),
1 2 1 2 1 2 42
«7&”=ﬂ50¢—(5(00¢) —E(V(P) —5m <P)
(2.15)

1 5.1 2,1 209
==+ =(VP) + -m°¢~.
2 2( 9 2 ¢



3 Kanonische Quantisierung®

Das Ziel dieses Kapitels ist es, von einem Ein-Teilchen-System in ein Vielteilchen-System
iiberzugehen. Dafiir fithrt man die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren ein. Diese Me-
thode wird kanonische Quantisierung genannt.

3.1 Die Losung der Klein-Gordon-Gleichung

Bevor ich die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren des Klein-Gordon-Feldes einfiihre,
mochte ich zuerst die Losung der Klein-Gordon-Gleichung (2.13) finden.
Die Fourier-Darstellung des Feldes ¢(X) lautet:

d*‘K - :
o0) = [ Grdtioe . S8

¢(X) soll eine Losung der Klein-Gordon-Gleichung sein:

2 d4K g 2 2\ —iK-X
0=(0O+m )¢:f(2”)4<p(1<)(—1< +m)e : 3.2)

> Kz=k-k*=m? o ky=+\Kk2+m? (3.3

Hierbei ist ky = Ej die Energie der entsprechenden ebenen Welle. Gleichung (3.3) ist also die
relativistische Energie-Impuls-Beziehung, auch Dispersionsrelation genannt. Daraus folgt,
dass man die Fourier-Form des Feldes ¢(X) wie folgt schreiben kann:

- - 2 - 2
BK) = m(k)z—;é(ko —EQ+ “—(k)z_g,f(k" +Ep). (3.4)

Eingesetztin Gleichung (3.1), erhédlt man die allgemeine Losung der Klein-Gordon-Gleichung:
(X) = f d*K
Y= ] e
~ f d*k
~J ©2n)32E;
Hierbei wurde im zweiten Schritt das ky-Integral ausgefiihrt und im zweiten Term k durch

(- 75) substituiert.
Das neutrale skalare Feld ist reell, d.h. ¢(X) = ¢* (X). Daraus folgt:

2
s

e—iK~X
2E;

a, (k)

- 27
ko—E _(k)—6(kg+ E
(ko k)+6l()2Ek (ko + Ex)

(3.5)

ai(k)=a_(-K):=a*(k), a*(-k=a. &) :=ak (3.6)

= ¢X) :fﬂ [a(%)e—"K'XJra*(%)e”K'X (3.7)
(2m)32E} '

3Quellen: [1], [3]



3.2 Kanonische Quantisierung des Klein-Gordon-Feldes

Das Feld ¢(X) wird quantisiert, indem man a(k) und a* (k) operatorwertig macht. ¢(X) wird
dann auch zu einem Operator:

. d3k L L
X)= | ——— |ak)e KX + af (ke KX . 3.8
$(x) f(Zﬂ)32Ek[a( e a' (ke (3.8)
61(%) ist der Vernichtungs- und éz*(%) der Erzeugungsoperator.

In der Quantenmechanik erfiillen der Ortsoperator X; und der Impulsoperator p; eines Teil-
chens folgende Vertauschungsrelationen:

[xi’ﬁj]_:lﬁijr [)ACi,)?Zj]_Z[ﬁi,ﬁj]_ZO, i,j:x,y,z. (3.9)
Um die Vertauschungsrelationen besser von gewohnlichen eckigen Klammern unterschei-
den zu konnen, kennzeichne ich sie mit einem Minuszeichen: [...,...]_ .
Erweitert man die quantenmechanischen Vertauschungsrelationen fiir den Ort und den Im-

puls auf ein kontinuierliches System, ergeben sich folgende Vertauschungsrelationen fiir das
Feld (/3(X ) und das kanonisch konjugierte Feld 7 (X):

[p(t, 0,71, %)]_=i6®(F-X),
(60, p(XN]_ = [2(X),#(X)]_=0.
Hierbei handelt es sich um Gleichzeit-Vertauschungsrelationen.

Mit Gleichung (3.10) lassen sich nun auch die Vertauschungsrelationen fiir den Erzeugungs-
und Vernichtungsoperator herleiten:*

(3.10)

[a(E), aT(E’)] = @) 2E. 59 (k- K,
I . . (3.11)
[&(k),a(k’)]_ - [éﬂ(k),a*(k’) =0.

Nun kann man noch den Hamilton-Operator berechnen und durch die Erzeuger- und Ver-
nichteroperatoren ausdriicken. Dafiir setzt man Gleichung (3.8) in Gleichung (2.10) ein. Nach
einigen Rechenschritten ergibt sich der Hamilton-Operator zu:

37
ﬂ:f d’k 1(Z@T(%)a(%)+(2n)32Ek6(3)(0))
(2m)3 4 (3.12)

A3k N |
_ 3¢(3) -
=2m1)°0 (O)f (271)3Ek(N(k)+2)

Hierbei ist N(k) der Teilchenzahloperator, der die Teilchen in Zustdnden mit Impuls k zéhlt
und wie folgt definiert ist:

N 1

_ StHbrac
N(k) = 2500 (Ka(k) . (3.13)

“4Eine Herleitung findet man beispielsweise im Buch vom Herrn Ryder [3].

7



Der Vorfaktor des Hamilton-Operators (27)36® (0) ist das unendliche Volumen des System:s.
Die Nullpunktsenergie des Systems ist der Vakuumerwartungswert des Hamilton-Operators:

A’k Ej

R (3.14)

Ho = 01 F110) = 2m)*6® (0) f



4 Funktionalintegral-Formulierung der Quantenfeldtheorie

In diesem Kapitel erweitere ich die Pfadintegral-Formulierung der Quantenmechanik auf
ein kontinuierliches System und erhalte dadurch die Funktionalintegral-Formulierung der
Quantenfeldtheorie. Dabei beschrianke ich mich auf neutrale skalare Felder. Ich leite die For-
meln hier nicht her, sondern stelle nur die Analogie zur Quantenmechanik dar. Eine explizite
Herleitung der quantenmechanischen Pfadintegral-Formulierung und der Formeln, die hier
aufgezeigt werden, findet man beispielsweise im Skript von Herrn Prof. Rischke [1] oder im
Buch von Herrn Ryder [3].

Bis jetzt habe ich in Analogie zur Quantenmechanik, statt der Koordinate g, (f) und dem Im-
puls p(?), mit dem Feld ¢(X) und dem kanonisch konjugierten Feld 7 (X) gerechnet. Nun
fiihre ich eine weitere Analogie ein: Die Ortsraum-Zustdnde |X(¢)) der Quantenmechanik
werden zu Feld-Zustdnden |¢(X)) = |¢, ). Diese sind Eigenzustdnde des Feldoperators [1]:

GX) 1, ty = Pp(X) |, 1) . (4.1)

Die quantenmechanische Ubergangsamplitude (¢’, t'|q, t) ist eine Superposition von allen
moglichen Pfaden, die ein Teilchen nehmen kann, um vom Punkt g am Zeitpunkt ¢ zum
Punkt g’ am Zeitpunkt ¢’ zu propagieren. Deshalb wird die Ubergangsamplitude auch Pro-
pagator genannt [5].

Die Ubergangsamplitude fiir neutrale skalare Felder lautet:

Iy
by, trli, ti) :ﬂf@¢(t,)?) exp ifdtfd%f«p,@@, t,X) . (4.2)
li
Dabei ist das Integral tiber Z¢ (¢, X) wie folgt auszuwerten:
N
2¢(1,%) = lim [[[]d¢;X). (4.3)
R

Dabei ist ¢ (X), 7 j(X) das Feld und das kanonisch konjugierte Feld zum Zeitpunkt #;:

¢ (X) = p(tj,X), mj(X) = 7m(t}, X). Das Zeitintervall (z7 — 1;) istin N Zwischenzeiten eingeteilt,
die einen Abstand von 7 haben. Wahrend N gegen Unendlich geschickt wird, 1duft T gegen
Null, damit das Zeitintervall konstant bleibt.

Der Vakuum-Erwartungswert des zeitgeordneten Produkts von Feld-Operatoren, die soge-
nannte n-Punkt-Korrelationsfunktion, sieht wie folgt aus:

O T [p(X1)...p(X,))] 10y = A f Dp p(X)...p(Xy) exp{i f d4X$(<p,aoqb,X)} (4.4)

Um mehr iiber die dynamischen Eigenschaften eines Systems zu erfahren, fithrt man eine
externe Storung ein und berechnet den Einfluss auf die Ubergangsamplitude. Die Stérung
wird durch eine externe Quelle /(X) beschrieben. Diese muss in der Lagrange-Dichte vor-
kommen, um die Bewegungsgleichungen des Systems zu beeinflussen [5].



Der Propagator mit einer Quelle J(X) hat folgende Form:

Or Ly
@rtripintr, = [ Fpw) expd i [dt [ @320, 0D+ IEDO0R] b @)
¢i L

Fiir die Vakuum-Ubergansamplitude gilt dann:

(010); o f DP(X) exp{i f d*X [ L (b0, X) + ](X)(p(X)]} = Z[J(X)] (4.6)

Z[J(X)] ist das erzeugende Funktional fiir n-Punkt-Korrelationsfunktionen: Durch n-faches
funktionales Ableiten von Z[J(X)], lasst sich die n-Punkt-Korrelationsfunktion erzeugen [1].
Fiir die 2-Punkt-Korrelationsfunktion gilt beispielsweise:

OIT [$X)P(Y)]10) = (—i)? 02U (4.7)
81(X)6J (V) |j=o '
4.1 Der skalare Feynman-Propagator®
Das erzeugende Funktional fiir neutrale skalare Felder lautet:
ZIJ(X)] :f@q) exp{ifd4X %qub@“(/)— %m2¢2+]</> } (4.8)

Beim Integral {iber Z¢ handelt es sich um ein verschobenes Gauf$-Integral, demnach kann
man es analytisch berechnen. Dafiir fiithre ich zuerst folgende Umformung durch:

Z1J(X)] :f@(,b exp{%fd‘le‘lY(p(X)A(X, Y)¢(Y)+ifd4X ](X)(b(X)} (4.9)
mit
AX,Y)=-i(@Qx+mH6W(X-Y). (4.10)

Gleichung (4.9) hat allerdings immer noch nicht die Form eines Gaul3-Integrals (z.B. ist das
Argument der Exponential-Funktion von (4.9) imagindr). Um dieses Problem zu 16sen, muss
man Gleichung (4.9) analytisch in die Euklidische Raum-Zeit fortsetzen. Dann kann man das
GauB-Integral ausfiihren. Das Ergebnis ist:

ZIJ(X)] = A" (detA)}? exp{—%fd4Xd4Y JXAX - Y)](Y)} . (4.11)
Dabei ist

INX-Y)=ATYX,Y). (4.12)

5 Quelle: [1]

10



A71(X,Y) ist die Greens-Funktion der Klein-Gordon-Gleichung, denn nach Gleichung (4.10)
gilt:

SWX-Y)=i@Ox+mHA (X, Y). (4.13)
Gleichung (4.13) ist fiir folgendes A~L(X, V) erfiillt:

d*K _. 1
-1 _ —iK(X-Y)
Die Fourier-Transformierte von A(X — Y) lautet also:
- 1

A(K) hat zwei Pole auf der reellen ko-Achse. Um diese in die komplexe Ebene zu verschieben,
wird die Feynman-Vorschrift gewahlt:

AK)= 5————. 4.16
() K?—m? +ie (4.16)
Ap(X —Y) ist der sogenannte Feynman-Propagator:
a‘K _; 1
Ap(X-Y)= | ——e K&V 4.17
o ) f(ZJ‘[)4 K2 —m? +ie @17

Berechnet man die 2-Punkt-Korrelationsfunktion durch funktionales Ableiten von Z[J], er-
hélt man, dass die 2-Punkt-Korrelationsfunktion identisch mit dem Feynman-Propagator
ist:

62 Z1]
ST(X)8J(Y) | =0 (4.18)
=iAp(X-Y)

OIT [p(X)P(Y)] 10y = (—i)?

11



5 Wechselwirkende Feldtheorie®

Bis jetzt habe ich nur die wechselwirkungsfreie Feldtheorie betrachtet. Nun befasse ich mich
mit wechselwirkenden Feldern, die wichtig fiir die Beschreibung von Streuungen und Zerfal-
len sind. Die Lagrange-Dichte wird aufgeteilt in einen freien Term % und in einen wechsel-
wirkenden Term %

0%:30 +,2ﬂjnt . (51)

Ebenso ldsst sich auch die Hamilton-Funktion in einen freien und einen wechselwirkenden
Term aufteilen:

H = Hy + Hin . (5.2)

Ich beschridnke mich auf die Fille, in denen der Wechselwirkungsterm der Lagrange-Dichte
keine Ableitungen der Felder enthdlt. Daraus folgt zum Einen, dass das kanonisch konju-
gierte Feld fiir die freie und die wechselwirkende Lagrange-Dichte identisch ist und zum An-
deren, dass der Wechselwirkungsterm der Hamilton-Funktion derart ausgedriickt werden
kann:

Hint :fd3x%nt = _/‘d?’xﬁnt . (5.3)
1% 1%

5.1 Wechselwirkungsbild’

Im Heisenberg-Bild sind die Zustidnde zeitunabhingig. Die Zeitabhdngigkeit wird von den
Operatoren getragen.

In dem betrachteten Fall hat der Hamilton-Operator jedoch einen zeitunabhzngigen Teil Hj
und einen wechselwirkenden Teil iy, der zeitabhdngig ist:

H(t) = Hy+ Hine (1) . (5.4)

Fiir die Beschreibung dieser Theorie ist das Wechselwirkungbild zweckmalig.
Sei ¢p(X) = ¢(t, X) ein Feld im Heisenberg-Bild und ¢;(X) = ¢;(¢, X) ein Feld im Wechselwir-
kungsbild. Die Transformation zwischen den beiden Feldern lautet folgendermafien:

B(X) = eiﬁ(t—to) e—iﬁo(t—to)(pI(X)eiﬁo(t—to)e—iﬁ(t—to)

A R (5.5)
= U1, t0)p1(X) U2, to)
Dabei ist U(t, fo) der Zeitentwicklungsoperator:
U(t, fo) = eiﬁo(t—to)e—iﬁ(t—to) (5.6)
®Quellen: [6], [1], [7]
“Quellen: [4], [8]

12



Da der Zeitentwicklungsoperator und somit die Transformation unitér sind, erfiillen die wech-
selwirkenden Felder die gleichen Vertauschungsrelationen und die gleichen Bewegungsglei-
chungen wie die freien Felder. Es kénnen also alle Gleichungen des freien Falles benutzt
werden.

Wie man leicht zeigen kann, ist der Zeitentwicklungsoperator eine spezielle Losung der Schro-
dinger-Gleichung:

.0 . B (—t) o P A s —iEI(f—
la_tU(tr t()) — elHo(l’ to) (H_H())e iH(t—1tp)
_ eiHO(t—to)ﬁinte—iﬁo(t—to) eiﬁlo(t—to)e—iﬁl(t—to)

\

(5.7)

HI,im(l‘)
= Hrind(OU (1, 1),

wobei H 1.int () die wechselwirkende Hamilton-Funktion im Wechselwirkungsbild ist.
Lost man diese Differentialgleichung, erhidlt man folgenden Ausdruck fiir den Zeitentwick-
lungsoperator®:

t
Ut ty) =Texp |—i f dt' Hpm(t) ] . (5.8)
4]

Dabei steht 7 fiir den Zeitordnungsoperator.

5.2 Die Streumatrix®

Die Streumatrix ist die Ubergangsamplitude eines gegebenen Anfangszustandes |i) in einen
bestimmten Endzustand | f), die miteinander wechselwirken. Die Streumatrix beschreibt al-
so Streu- oder Zerfallsprozesse von Teilchen.

Ich betrachte den Anfangszustand |i);, und den Endzustand |f) .. Dabei ist |i);, der Zu-
stand vor der Wechselwirkung zum Zeitpunkt ¢ = —oo, bei dem die Teilchen noch unendlich
weit voneinander entfernt sind. Zu einem bestimmten Zeitpunkt ndhern sich die Teilchen
und wechselwirken miteinander. | f),, beschreibt den Zustand lange nach der Wechselwir-
kung zum Zeitpunkt ¢ = +o0. Die Teilchen sind nun wieder weit voneinander entfernt. Der
folgende Ausdruck steht fiir das Streumatrixelement S ;:

Sfi =out <f|i>in . (5.9)
Die Zustdnde |i);, und |f),, sind allerdings in verschiedenen Fock-Rdumen definiert. Um
die Streumatrix ausrechnen zu kénnen, muss man erst den Zusammenhang zwischen den
beiden Zustinden finden. Die Transformation ist durch einen unitiren Operator S gegeben:

1Din=S1Dout € Dour =S 11)in
Pin=81Pow € MNow=S1/Nin

8Eine Herleitung dieser Losung findet man beispielsweise in [4, S. 84].
9Quellen: [6], [1], [2]

(5.10)
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Damit ergibt sich fiir das Streumatrixelement:

Sti =in (f181Din Zout (f1818) oy = (F1811) - (5.11)
Der S-Operator ist durch den Zeitentwicklungsoperator U (¢, t;) gegeben:

o0
S:tlim Ul(t, ty) = Texp —ifdt Hine (5.12)
——00
7?—>+OO —00
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6 Lineare Mischung zweier Felder'’

Ich betrachte die folgende Lagrange-Dichte mit den skalaren Feldern S; und S;:

1 1 1 1
L= Eauslaf‘s1 + Eauszaﬂs2 —~ 5Mfsf - 5M§s§ ~£S$1S, (6.1)

Hierbei ist f der Mischungs-Parameter der beiden Felder. Ist f # 0, bedeutet das, dass die
Wellenfunktionen der Felder S; und S, nicht orthogonal zueinander sind.

Im Folgenden werde ich zeigen, dass man durch eine SO(2)-Rotation der Felder S; und S,
die physikalischen Felder P; und P, bestimmen kann, welche orthogonal zueinander sind.
Hierzu definiere ich den Vektor ¢ und die Matrix Q:

(8) (% )

Die Lagrange-Dichte aus Gleichung (6.1) kann nun wie folgt umgeschrieben werden:

1 1
L =2 0up" 0up) - 0" Q. 6.3)

Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dass die Gleichungen (6.1) und (6.3) iibereinstim-
men.

Um die physikalischen Felder ohne Mischung zu erhalten, muss man nun die Matrix Q dia-
gonalisieren:

M 0

DOD' = ( 1 2 ) =Q'. (6.4)
0 M,

Dabei sind M; und M, die Eigenwerte von Q und zugleich die Massen der physikalischen

Felder P; und P,. Um die Relation zwischen Mj, M, und M;, M, zu erhalten, lése ich das

Eigenwertproblem:

det(Q—-A11)=0
2 2 2 (6.5)
Man erhilt fiir die Massen der Felder P; und Ps:
1
M = > [Mf + M3 + \/(Ml2 + M2)2 + 4(f2 —MfMg)] :
(6.6)

1
M} = > [M§+M22— \/(Mf+M22)2+4(f2—M12M22)

Wie bereits erwédhnt, ldsst sich QO durch eine SO(2)-Rotation diagonalisieren. Die Matrix D
hat also folgende Form:

(6.7)

cos?d sind
—sind cosd

10Quellen: [9], [7]
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Dabei ist 9 der Mischungswinkel der Felder. Multipliziert man die Matrix mit den Feldern S;
und Sy, erhilt man die physikalischen Felder:

Pl _
(PZ)—cp—D(p. (6.8)

Setzt man nun ¢’ und Q' in die Lagrange-Dichte von (6.3) ein, so sieht man, dass kein Mi-
schungsterm in der Lagrange-Dichte vorkommt:

1 1
L= E(augo’T) 0 — Ew’TQ’(p’
_1 1z 1 v L2 1.2 5 (6.9
= SO0uP10" Py + 50, P20M Py~ S M P} — 2 M7 P
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7 Berechnung der Zerfallsbreite

In der experimentellen Kern- und Teilchenphysik werden viele Daten aus Streuexperimen-
ten gewonnen. Die Messung des Wirkungsquerschnittes ist dabei von entscheidender Be-
deutung. Bei Zerfdllen instabiler Teilchen wird die Information durch Zerfallsbreiten aus-
gedriickt. Beispielsweise ldsst sich aus der Zerfallsbreite I die mittlere Lebensdauer 7 eines
Teilchens bestimmen: 7 = % . In der theoretischen Physik ist es moglich, diese Groflen zu
berechnen. Sie bilden die Schnittstelle zwischen der Theorie und dem Experiment [10]. In
diesem Kapitel beschéftige ich mich mit der Berechnung von Zerfallsbreiten.

7.1 Zerfallvon S, und S, in p¢ (f =0)

In diesem Kapitel betrachte ich ein System mit drei skalaren Feldern Sy, S» und ¢. Die Felder
S1 und S, wechselwirken nicht miteinander, beide Felder wechselwirken jedoch mit ¢?. Die
Felder S; und S, zerfallen also in ¢¢. Die Lagrange-Dichte sieht wie folgt aus:

1 1 1 1 1 1
&= EapSlauSl+5(3”820“82—EMle%—EMZZS§+§6ﬂ<p0“(p—Emz(p2+g181<p2+g282(p2 (7.1)

Dabei ist g; die Kopplungskonstante des Feldes S; an ¢? und g, die Kopplungskonstante
des Feldes S, an ¢?. Die Kopplungskonstante legt die Stirke der Wechselwirkung fest. Wie
bereits erwdhnt, nehme ich an, dass der Mischungsparameter fiir die Felder S; und S, Null
ist, d.h. dass die beiden Felder nicht mischen.

Damit die Zerfélle kinematisch moglich sind, miissen die Massen von S; und S, gréRer als
die doppelte Masse von ¢ sein: M; > 2m, M, > 2m. Vorerst befasse ich mich nur mit dem
Zerfall von Sy in @e.

¢,/

/

—<gl
(p \

Abbildung 7.1: Zerfall von S; in ¢ ¢ mit der Kopplungskonstante g;

Um die Zerfallsbreite zu bestimmen, werde ich zunidchst die Streumatrix berechnen, die
nach Kapitel 5.2 der Beschreibung von Zerféllen dient. Da es sich bei den Feldern S; und
¢ um neutrale skalare Felder handelt, haben sie die gleiche Form wie in Gleichung (3.8). Um
mir spédter die Rechnung zu vereinfachen, teile ich die Felder in zwei Teile auf:

. A3k . A3k . . .
$1X) = f g e Xy f —————al. et X = g9 4§
2m)32E;, © 2m)32E;, ki
( ) _ dS p A —IPX + dSﬁ AT +iP-X —
(27)32E, 2E,, (2m)32E,

(7.2)
) 4 )
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;. der Vernichtungs-, bzw. Erzeugungsoperator des Feldes $; und Cpl é’; der

1
Vernichtungs-, bzw. Erzeugungsoperator des Feldes ¢.

Vorerst befasse ich mich nur mit dem Zerfall von S; in ¢¢. Der Anfangszustand |i) wird durch
den Erzeugungsoperator des Teilchens S; beschrieben, welcher auf das Vakuum |0) wirkt:

Dabei ist 51,51 ! a

liY=N a% 0 . (7.3)

Die Normierungskonstante N ergibt sich unter Verwendung von (3.10) und dl?l |0) = 0 aus
der Normierung des Anfangszustandes:

A INRola- at 10y = (N2 ol [a- 4t ta
(ili) = INT” (Olag, L. 10 = INI* Ol | ag,, al. | +al. ag 10

Loyl

4

= [N @m)®2E;, 69 (0) =|N|22Ek1fd355 pifi%

. =N}
k1=0 | | ZEkl v
| (7.4)
=1
1

V2Ei, V
Der Endzustand | f) des Zerfalls kann wie folgt dargestellt werden, wobei die Berechnung der
Normierungskonstante analog verlduft:

1) =\/2V2 2B, 2E), & & 10) . (7.5)

Um die Matrix S¢; ausrechnen zu konnen, benétigt man nun noch den zur Streumatrix geho-
renden Operator S. Um Verwechselungen zu vermeiden, sei angemerkt, dass dieser Operator
stets ohne Index verwendet wird, wihrend die Feldoperatoren $; und S einen Index tragen.
Um den Operator S zu bestimmen, nutze ich aus, dass ich die Zerfallsbreite nur in erster
Ordnung, also auf Baumgraphen-Niveau, bestimmen will. Entwickelt man die Exponential-
Funktion aus Gleichung (5.12) bis zur ersten Ordnung, erhélt man:

=>N-=

§:1—ifd4X T A (7.6)

Dabei ist nur der zweite Term von Interesse, da der erste Term den Fall ohne Wechselwirkung
beschreibt:

W = —ifd“x T St - (7.7)

Aus Gleichung (5.3) folgt fiir den hier relevanten Teil von Gleichung (7.1):
Hine = ~Lint = =815199 (7.8)
> S§W=ig f a*x T{$:1¢p¢} (7.9)

Das zeitgeordnete Produkt der Operatoren kann man mit Hilfe des Wickschen Theorems
auflésen [5]:

T{S10¢} =810 +:810¢: +: 8109 +: S1p¢ (7.10)
:S'l(i)(i):'i':gl:_:: |



In der ersten Zeile habe ich das Wicksche Theorem angewendet. Dabei bedeuten die Dop-
pelpunkte, dass man die Produkte normalordnen muss. Das heif3t, dass die Erzeuger immer
links von den Vernichtern stehen. Die eckigen Klammern unterhalb der Operatoren sind
Kontraktionen. Eine Kontraktion von zwei beliebigen Operatoren ¢4 und ¢p ist wie folgt
definiert:

$adp = OIT [padps]10) (7.11)

Die Kontraktion von $; und ¢ verschwindet, da die Erzeuger und Vernichter von S; und ¢
vertauschen und daher immer ein Vernichter nach rechts oder ein Erzeuger nach links auf
das Vakuum wirken kann. Daher sind der zweite und der dritte Term in der ersten Zeile Null.
Die Kontraktion von ¢¢ verschwindet zwar nicht, aber setzt man den letzten Term in die
Streumatrix ein, kann wieder ein Vernichter (bzw. Erzeuger) auf das Vakuum wirken und der
Term wird ebenfalls Null. Also bleibt nur noch der erste Term tibrig, welchen ich wie folgt
auflose:

a(+) | &)
S1 +S1

[0 +¢7][¢" +0]:

S(H) A (+) A(+) 4 &) A(+) a(=) | &(H) A=) A(+) | &(H) A=) o (=
Sl (,0( )()0()+S1 (,0( )()0()4_51 (,0( )(p()+Sl (,0( )(p()

83)

>

>
|

() A ) AH) L 8 A(H) A=) | 8 A=) A(4) | (=) A=) 40) ] . 7.12
+S1 (p()(p()+51 (,0()<P()+51 (P()‘P()+Sl (p”(p()- ( )
— &) A(+) A(+) 4 A(5) &(F) a(+) | A (=) &(H) A(+) | (=) ~ (=) &(+)
—81 (p( )(p()+(p( )S1 (p()+(p( )S1 (p()+(p( )(p( )51
A(+) A

&(=) ) L 8) () A () L &) (=) A (+) 4 &) A=) A (=
+87¢ (p()+51 (,0( )(P()+51 (,0( )(p()+51 (,0( )(p()

In der ersten Zeile habe ich die Aufspaltung der Feldoperatoren verwendet. Danach habe ich
die eckigen Klammern ausmultipliziert und normalgeordnet. Eingesetzt in die Streumatrix,
bleibt auch hier nur ein nichtverschwindender Term: ¢~¢~§{"). Alle anderen werden aus
dem gleichen Grund wie zuvor verschwinden.

Nun setzte ich alle bisherigen Ergebnisse in die Streumatrix ein:

Sfi= ! ! ©le5, 5,979 8Mal 10
V2V3 \2E,2E,2E,, 7 L7
. 37. 33 33
__i& 1 fd4X d”ky d”py d’p, ol (PI+P=K)- X (7.13)
V2V3 \/2E, 2E,, 2E,, (2m)32E (2m)32E,y; (21)32E,y,

A A At oAt A At
x {0|C3, C5,CL, C., Az, G-~ |0

Auf die Operatoren im Vakuumserwartungswert kann man die Vertauschungsrelationen der

19



Erzeuger und Vernichter anwenden. Dadurch erhélt man mehrere Delta-Distributionen:

(0125, 85,C. el C‘; i |0)
— 01 AT At At s A
= (0|c}51 ([cpz,cﬁ, + cﬁ, cpz) Cp2“k’ aq [0)
_ 395, 5@ (5, _ &t a oot anat (7.14)
(2m) 2Ep16 (P2 )<0|cp1 1|0)+(0|c,,1 . Cp, Cﬁ;“ki“am)

_ 3 3
= (2m)2E, (2m)*2E,y, (2m)° ZEki
< [5(3) (B2 — P8 (51— pp)8® (ke = k}) + 8D (51 - p)6D (B2 — p6® (ky - K))

Verwendet man den soeben berechneten Vakuumerwartungswert in der Streumatrix, bre-
chen auf Grund der Delta-Distributionen die Integrale tiber k;, p} und p, zusammen und
die Streumatrix vereinfacht sich wie folgt:

Sfi lgl fd4xd3kl d3p1d3’-9>/ i(Pi+P£—K{)-X
V2v3 \/ZEkleplepz

x 6(3)(’—9’2 _ ﬁ’l)é(?))(ﬁl _ ﬁé)é(?})(i&l _ iéi) +6(3)(ﬁ1 _ ﬁ’l)a(?))(ﬁz _ ﬁé)é(?))(l_él _ iéi)

_2ig 1 fd‘lX ol (P1+P2—K1)-X
V2V3 \/2Ey,2E,, 2E),

_ Zigl 1

@m)*6W (P + P, - Ky)
V2V3 \/2E(, 2E, 2E),

(7.15)

Im zweiten Schritt, wurde das Integral iiber die Raum-Zeit X ausgefiihrt, welches eine vier-
dimensionale Delta-Distribution ergibt. Diese Delta-Distribution sorgt fiir die Energie-Im-
puls-Erhaltung. An jedem Vertex ist die Summe der ein- und auslaufenden Vierer-Impulse
Null, also erhalten: P; + P, — K; =0.

Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Zustand |i) in einen Zustand | f) zerfillt, ist gegeben durch
das Betragsquadrat der Streumatrix:

.2
2 _ |2ig] 1 45(4) 2
Sril" = 2m)°60 (P1+ P, — K
| fl| 2V3 2Ek12Ep12Ep2 [( 77:) ( 1 2 1)]
2 (7.16)
21 1
- [2i1] en)*sW (P +P, - KVt
Hierbei habe ich von folgender Ersetzung Gebrauch gemacht [11]:
[(@m)*6@ (P, + P - KD = @m)*6® (P + P, ~ KDVt (7.17)
Die differentielle Zerfallsbreite ist folgendermalien definiert:
&p B, 151",
= ve. (7.18)

C@em3end ot

20



Setzt man das Betragsquadrat der Streumatrix ein, erhilt man fiir die Zerfallsbreite:

= N 2
P o [ PP [Snil
199 2n)3 2m)3 ¢t
) |2ig1|2fd3ﬁ1 3B, 1
(2n)? @n)3 2E;,2E, 2E,,

(7.19)
em)*6W (P, + Py — K)

Fiir die weitere Rechnung verwende ich das Ruhesystem des Teilchens S;. Fiir die Energien
und die Vierer-Impulse gelten dann:

Ex, =My, Ep =y\m?+p5, Ep=\/m?+p3, (7.20)

S)om=l) =)
Ky = -7, Pi=| ! , P, = 2 . 7.21
1 ( 5 1 7, p) 7o ( )

Mit diesen Relationen kann man die vierdimensionale Delta-Distribution in der Zerfallsbrei-
te umschreiben. Das eine Impuls-Integral bricht zusammen und man findet heraus, dass die
Impulse der auslaufenden Teilchen betragsmiRig identisch sind: |p1 | = | p2|.

@m* WP +P-Ky)

6(Ep1 +Ep2 —M1)6(3) (ﬁ1+ﬁ2)

.2
2i A3p; 1
el [ 20 i em de, - 722

|21g1| d3p1 _.
f (2m)3 4(m2 7 @ 5(2W—M1)

Die Delta-Distribution ldsst sich nun auf folgende Weise umformen, wobei x; die Nullstellen
der Funktion g sind:

. 2 . -
Ts 00 = [2ig1] fd3p1 d’py 1
o1 2m)® (21)° 2Ep,2E,,

(7.23)
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Setzt man diese Umformung ein, kann man in Kugelkoordinaten iibergehen.

. 2
|2igi|”  d®p: My p
=280 | e R
AM 2m)3 b 1
)@ 16m2 + ) /M2 14— m?
. 2 ©0
4m|2ig | M 2 (
: y o[o= A=)
. 1
(2m)=4M, o 16(m2+ zz)\/m (7.24)
Am|2ig (M}/4—m?*)
- em?2
8M?\ /M2 /4~ m?
_ (2gn)? \/m

2 8T M7

|2

In der zweiten Zeile wurden die Integrale iiber d¢ und d6@ schon ausgefiihrt und es bleibt
nur noch das Integral iiber dz = d | p1| zu 16sen. Man erhilt fiir die Zerfallsbreite des Zerfalls

von §; in @ folgendes Ergebnis:
(2g1)2 \/Mf/4—m2
2 snMz

VM21a—m? = |p| =| P2 (7.26)

der Betrag des Dreier-Impulses der Ausgangsteilchen.

(2g1)? ist das Betragsquadrat der Zerfallsamplitude: |-i.# |> = (2g1)?, wobei der Faktor 2 da-
durch zustande kommt, dass S; in zwei gleiche Teilchen zerféllt.

Der Faktor % ist ein Symmetriefaktor (S¢). Da die beiden Ausgangsteilchen ununterscheid-
bar sind, braucht man den Faktor %, damit der Zerfall nicht doppelt gezadhlt wird.

Die allgemeine Formel fiir die Zerfallsbreite lautet also:

r81(P§0 = (7.25)

Dabei ist

. |
I=S;|-il) | 7.27
SV 720
Fiir den Zerfall von S, in ¢ gilt ganz analog zur Gleichung (7.25):
(2g2)2 \/M22/4—m2
Tso00 = — - (7.28)

2
87‘[M2

7.2 Zerfall der physikalischen Felder P; und P, in ¢ (f # 0)

Im letzten Kapitel habe ich mich mit den Zerféllen von zwei skalaren Feldern S; und S, be-
fasst. Dabei konnte ich die Zerfallsbreiten unabhéngig voneinander bestimmen, da der Mi-
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schungsparameter der beiden Felder Null war. Nun nehmen ich an, dass f nicht Null ist:

L= %Ousld“Sﬁ%auSga“Sg—%Mfo—%MSS%—f8182+%6u(p0“(p—%m2(p2+g1 Sl(p2+g252(p2

(7.29)
Ist der Mischungsparameter der Felder S; und S, ungleich Null, so muss man zunéchst zu
den physikalischen Feldern P; und P, iibergehen. Um die Zerfallsbreite der Zerfélle von P; in
@@ und von P, in ¢¢ berechnen zu konnen, setzt man die Felder S; und S, in Abhéngigkeit
von P; und P; in die Lagrange-Dichte ein. Aus Gleichung (6.8) folgt:

Sy =cosIP; —sindP,,

. (7.30)
S, =sindP; +cosIP, .

Eingesetzt in die Lagrange-Dichte erhélt man die Kopplungskonstanten g; und g, der Wech-
selwirkung von P; und P, mit ¢?:

1 1 1 o2, 1 2, 1 2 1 5
Z = 5auplaﬂpl + 5aupzaﬂpz — §M{ pPi - zMg P5+ E(ayq)) —5me
+ g1 (cos9P; —sinIP») <p2 + g2 (sin9d Py + cos I P») (p2

1 1 1 1 1 1
= S0uP10" Py + 50,P20" P, - Eszpf - EMgng +50up)* ~ Sy (7.31)

~ / ~ J

+(g1c0s9 + g2 sind) P1gp* + (—g1 5in9 + g2 cos 9) Prg?

g 8

Mit den soeben bestimmten Kopplungskonstanten g| und g; lassen sich die Zerfallsbreiten
I'p, o und I'p,y, analog zur Gleichung (7.25) angeben:

(2g))? VM %14 —m?2 (2g,)? \/ Mb2 14— m?

p = P =
199 2 87'[M{2 209 2 87[Mé2

(7.32)
mit

g1 =gicosd+ gsind und g, =-g;sind+grcosd. (7.33)

Die Kopplungskonstanten g; und g, héngen jeweils von g; und g, ab. Es kann daher vor-
kommen, dass eine der beiden Kopplungskonstanten Null ist. Ist etwa g; sin = g» cos 9, so
ist g, Null, was ein Beispiel destruktiver Interferenz ist. Obwohl die Felder S; und S beide
mit ¢? wechselwirken, verschwindet die Kopplung von P, was bedeutet, dass P, in diesem
Limes stabil ist. Solche Mischungseffekte treten in der hadronischen Physik auf.
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8 Ein-Schleifen-Ordnung

Bisher habe ich alle Berechnungen in niedrigster nicht verschwindender Ordnung durch-
gefiihrt. Diese Ordnung wird Baumgraphen-Niveau genannt, da in den Diagrammen keine
Schleifen auftreten. In allen Prozessen mit Beitrdgen hoherer Ordnung enthalten die Dia-
gramme Schleifen [4]. Die, nach dem Baumgraphen-Niveau, ndchsthéhere Ordnung in der
Storungstheorie ist die Ein-Schleifen-Ordnung. Damit sind alle Prozesse gemeint, deren Dia-
gramme eine oder mehrere ‘einfache’ Schleifen enthalten:

¥
Y ‘,_
S N__» S
%

Abbildung 8.1: Ein-Schleifen-Diagramm, Zerfall von S iiber ¢ in sich selbst

Die Schleife in Abbildung 8.1 bezeichnet man als Selbstenergie. Man kann sie ansehen als
Zerfall eines Teilchens S in die Teilchen ¢, welche dann wieder das Eingangsteilchen bil-
den. Das Teilchen S ‘zerféllt’ also in sich selbst (daher der Name Selbstenergie).

Die wiederum nédchst hohere Ordnung der Stérungstheorie enthélt Zwei-Schleifen-Diagram-
me:

P 4. P
/ \
S N /// S
¢ = ®
Abbildung 8.2: Zwei-Schleifen-Diagramm

In diesem Kapitel befasse ich mich mit der Ein-Schleifen-Ordnung. Ich werde zum Beispiel
die Ein-Schleifen-Korrektur des Propagators berechnen. In Kaptiel 8.1 werde ich mich da-
fiir zuerst mit einer Lagrange-Dichte befassen, die einen Wechselwirkungsterm enthilt, eine
Wechselwirkung eines Feldes S mit ¢?. In Kapitel 8.2 leite ich dann den Propagator her, wenn
zwei Felder, S und S, beide mit dem gleichen Feld (p2 wechselwirken. Das heif3t, dass beide
Teilchen in den selben Kanal zerfallen.
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8.1 Ein Zerfallskanal

Zunichst betrachte ich die folgende Lagrange-Dichte mit einem skalaren Feld S und einer
Wechselwirkung von S mit ¢?:

1 1 1 1
£ = EGuSG”S - EMSSZ + Edu(pautp - Emch2 +gS¢? (8.1)

8.1.1 Herleitung des Propagators

Im Kapitel 4.1 habe ich den Feynman-Propagator fiir ein skalares Feld ohne Wechselwirkung
eingefiihrt. Nun betrachte ich die Lagrange-Dichte aus Gleichung (8.1) mit dem Wechselwir-
kungsterm:

Lini=gSp” . (8.2)

In diesem Kapitel werde ich den Wechselwirkungs-Propagator, den sogenannten vollen Pro-
pagator, fiir das Feld S herleiten. In der Ein-Schleifen-Ordnung beinhaltet der Propagator,
zusdtzlich zum freien Propagator, alle Terme, die eine Schleife enthalten. In der folgenden
Rechnung ist dies dargestellt. Dabei steht die durchgezogene Linie fiir den freien Propaga-
tor des Feldes S, die gestrichelte Linie fiir ¢ und —>¢— steht fiir den vollen Propagator des
Feldes S, der im folgenden als Ag bezeichnet wird.

X = + é 4 + ‘\ ’—‘\ —
F e
(8.3)
= + ‘:‘\’ +—‘:~,_+

Hierbei handelt es sich um eine Bethe-Salpeter-Gleichung [ 2]. Mit Hilfe der Feynman-Regeln
im Impulsraum kann man diese diagrammatische Schreibweise in Formeln iibersetzen:

i

K?- M3
§y =iz 8.4)
/ .
—<« =g

Hierbei ist X die Selbstenergie, welche im allgemeinen komplexwertig ist.
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Gleichung (8.3) lautet also:

i i N
ASZKZ—M§+K2—M§ (\/Ezg) (=i%) Ag
i 1 2
:Kz_Mg-Kz_Mg(\/Zg) % As
2 (8.5)
(V2g)'z i
< Ag|l+ =
K?-M5| K>-M;
K2-M2+(v2g)'E i
As 2_ 72 T2 _ 2
K2 - M2 K% - M2

In der ersten Zeile muss im zweiten Term ein Symmetriefaktor von 2 berticksichtigt werden.
Nach den Umformungen erhilt man fiir den vollen Propagator des Feldes S folgendes Er-

gebnis:
i
(8.6)

Ag= — .
K?—-M>+(v2g)°%

Im folgenden werde ich zur Vereinfachung fiir den vollen Propagator Ag auch % verwenden

8.1.2 Die Selbstenergie'!
Zur Berechnung der Selbstenergie verwende ich die Feynman-Regeln:

K
71tQ
_f”\‘,_
K “__ K

K
7-Q

Abbildung 8.3: Selbstenergie =

(8.7)

— a 1
z ( Kz) =i 2 Q4 X 2 11k 2 .
(27) [(5+Q) —m2+l€”(3—Q) —m2+ze]
Dieses Integral ist jedoch logarithmisch divergent. Um es endlich zu machen, wird eine Re-
gularisierungsfunktion fj (Q) eingefiihrt. Diese hdngt von einem Impuls-Cutoff A ab.

[ d'Q Q)
Z(\/ﬁ)_ lf(Zn)“[(§+Q)2—m2+ie][(%—Q)z—m2+i€]

(8.8)

Quellen: [13], [14], [15]
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Es gibt verschiedene Mdglichkeiten die Regularisierungsfunktion zu wéhlen. Ich wihle einen
scharfen Cutoff, wobei fj (Q) nur von dem Betrag des Dreier-Impulses || abhéngt:

r@-=fa(ld)=e(a*-]a]") . (8.9)

Fiir andere Ausdriicke von f (Q) erhélt man dhnliche Resultate [13]. Die Wahl (8.9) ist streng
genommen nicht Lorentz-invariant, ich verwende jedoch das Ruhesystem des zerfallenden
Teilchens:

M
K—( 5 ) . (8.10)
Damit folgt fiir das Quadrat der Vierer-Impulse:
K V¥ (M ) e
SQ| =|5 g ~1d)* . (8.11)

Damit kann man das d*K-Integral in seinen zeitlichen und seinen rdumlichen Anteil auftei-
len:

Z(\/KZ:M):

o dG .- dq° 1 (8.12)
—i I (q)f
o M ] o O = me ] [ (P -]

Das Integral iiber ¢° kann man mit Hilfe des Residuensatzes 16sen. Man erhilt folgende vier
Pole fiir ¢°:

q?/zz_%i\/W:—%i\/W?ie
qg/4:]\2_/[i\/mz%/[i\/miie

Zwei der Pole (g9 und ¢)) liegen oberhalb der negativen reellen g°-Achse und die anderen
beiden unterhalb der positiven reellen g°-Achse. Ich schlieRe die Kontur im Uhrzeigersinn
in der unteren Ebene und muss daher nur die Pole q? und qg beriicksichtigen. Die Residuen
sind:

(8.13)

1
om\/|G[2+ m? (M—Z |E/|2+m2)
1

2M\/|G|* + m? (M+2\/|E]’|2+m2

Die Losung des Integrals ist nun die Summe der Residuen multipliziert mit (—27i) (das Mi-
nuszeichen erhidlt man, wenn die Kontur im Uhrzeigersinn geschlossen wird):

Res (X(M), q7) =

’

(8.14)
Res(Z(M), q5) =

~27iy_Res(X(M),q}) = . (8.15)
7

i
laP e m?[a(jaP e m?)-ae]
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Damit erhilt man fiir die Selbstenergie:

fr(lal)

=M= f(2n)3 W[4(|q| +mz) Mz]'

Nun gehe ich wieder in Kugelkoordinaten iiber und fiihre die Integration iiber die Winkel
direkt aus:

(8.16)

(M) =

A fdz 2f2(2)
(2m)® o VZ2+m?[4(22+ m?) - M?]

N (8.17)

41 z?

= d .
(2m)® of ¢ V22 + m?[4(22 + m2) — M?]

Hierbei ist z = |G|. In der zweiten Zeile habe ich die Regularisierungsfunktion aus Gleichung
(8.9) eingesetzt. Das Integral ldsst aus nun analytisch l6sen. Da dies jedoch sehr kompliziert
ist, gebe ich hier nur das Ergebnis an:

Vam? — M? AM 1 m
(M) = — i, arctan +-—In . (8.18)
8m°M \/(A2+m2)(4m2—M2) 8% \A+VA2+m?

In den zwei folgenden Abbildungen ist die Selbstenergie gegeniiber der Masse M aufgetra-
gen, wobei ich fiir die Masse m einen Wert von 0,5 GeV und fiir den Impuls-Cutoff A einen
Wert von 1,5 GeV verwendet habe.
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Abbildung 8.4: Die Selbstenergie X(M) fiir m = 0,5 GeV, A =1,5 GeV
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Abbildung 8.5: Der Realteil (blau) und der Imaginirteil (rot) der Selbstenergie Z(M) fiir m = 0,5 GeV,
A=1,5GeV

Wihrend in Abbildung 8.4 die Selbstenergie bis zu einer Masse M von 1 GeV geplottet wur-
de, wurde in Abbildung 8.5 der Realteil (blau) und der Imaginirteil (rot) der Selbstenergie
bis zu einer Masse M von 4 GeV geplottet. Man erkennt dadurch, dass die Selbstenergie fiir
Werte von M < 2m rein reell ist, das heilst Im X = 0 fiir M < 2m. Oberhalb von 2m hat die
Selbstenergie einen Real- und einen Imaginérteil. Bei einer Masse M von ungefidhr 2A ist der
Imaginérteil wieder Null und die Selbstenergie ist wieder rein reell. Dieser Grenzwert ldsst

sich wie folgt berechnen:
M? )
7 = _— = A
=\ (8.19)

=> M=2VA2+m?=2A.

Fiir den Imaginérteil der Selbstenergie gilt:
M2
Tom?

Im(Z(M)):S—M, 2m<M<2v A2+m2. (8.20)
T

Indem man A und M gegen Unendlich laufen ldsst, konnte man diese Theorie renormieren.
Im Bezug auf eine hadronische Theorie ist dies jedoch nicht erforderlich, da der Impuls-
Cutoff einer solchen Theorie zwischen 1 und 2 GeV liegt.

8.1.3 Definition der Masse

Im letzten Kapitel habe ich die Masse von S als My bezeichnet und nicht wie zuvor als M.
Dies liegt daran, dass die Masse M, nicht die physikalische Masse des unstabilen Teilchens
S ist. Die Masse M, wird meistens als nackte Masse des Teilchens bezeichnet. Es gibt ver-
schiedene Moglichkeiten die physikalische Masse M zu definieren.

Eine Moglichkeit ist es, die physikalische Masse als Realteil des Pols des vollen Propagators
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zu definieren. Diese Masse wird Breit-Wigner-Masse genannt, weshalb ich sie im Folgenden
als Mgy bezeichnen werde.

K?— M +g* Re (2 (\/ﬁ))]z@:MgW =0
(8.21)

= Mz, — M;+g* Re(Z(Mpw)) =0
Die physikalische Masse wire dann im Vergleich zu M, verschoben und die Selbstenergie

kann als Korrektur zur Masse angesehen werden. Da der Realteil der Selbstenergie im Allge-
meinen positiv ist, fiihrt die Korrektur zu kleineren Werten der Masse.

Die Spektralfunktion dg(x) ist definiert als Imaginérteil des vollen Propagators:

2x
ds(x) = —? Im(Ag) . (8.22)

Die Grofle ds(x)dx gibt die Wahrscheinlichkeit dafiir an, dass das Teilchen S eine Masse
zwischen x und x + dx hat [16]. Es handelt sich dabei also um die Massenverteilung von S.
Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein Teilchen eine Masse zwischen Null und Unendlich
hat, ist selbstverstdndlich Eins. Die Spektralfunktion ist demnach wie folgt normiert:

fdx ds(x)=1 (8.23)
0

In Abbildung 8.6 ist die Spektralfunktion dg(x) fiir folgende Werte geplottet: g =3 GeV,
m=0,135GeV, A =1,5GeV, My =1 GeV.
Dabei wurde fiir die Selbstenergie Gleichung (8.18) verwendet.
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Abbildung 8.6: Die Spektralfunktion dg(x) fiir g =3 GeV, My =1 GeV, m=0,135 GeV, A = 1,5 GeV

Wie man sehr gut an dem Plot sieht, nimmt dg(x) nur fiir x > 2m nicht-verschwindende Wer-
te an.
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Durch die Spektralfunktion ergeben sich zwei weitere Moglichkeiten, die physikalische Mas-
se zu definieren. Die physikalische Masse kann einerseits als Mittelwert der Spektralfunktion
festgelegt werden:

M=<x>= f dx x ds(x) . (8.24)
—00

Andererseits kann man die Masse auch als Maximum der Spektralfunktion definieren:
M = Mpea -

In der Literatur findet man eine weitere Definition der Masse, die ich hier der Vollstandig-
keit halber ebenfalls auffiihren werde. Ich zeige jedoch nur eine vereinfachte Diskussion des
Problems und empfehle fiir mehr Informationen die Masterarbeit von Thomas Wolkanowski
[13]. Der volle Propagator Ag ist auf einer Riemann-Flidche definiert. Der Pol des Propagators
befindet sich auf der zweiten Ebene dieser Fldache. In der Kéllén-Lehmann-Darstellung gilt
fiir den vollen Propagator im Impulsraum [4]:

iz
KZ - M2 —iZIm (ZH) '

Dabei ist M die physikalische Masse des Teilchens und Z eine Renormalisierungskonstante.
Nach dem optischen Theorem gilt:

Ag ~ (8.25)

T-—é Im (Zy) (8.26)
=T ) - :

Daraus folgt fiir den Pol des vollen Propagators:

K2

— T — 2 T
po=M=-iz o M=,\/Kp, +iz (8.27)

Pol 2

In der Literatur wird diese Definition der Masse haufig verwendet.

Die Spektralfunktion fiir verschiedene Werte der Kopplungskonstante

In der Abbildung 8.7 ist die Spektralfunktion fiir verschiedene Werte der Kopplungskonstan-
te geplottet. Dafiir habe ich fiir My, m und A die gleichen Werte wie in Abbildung 8.6 einge-
setzt: My =1GeV, m=0,135GeV, A =1,5 GeV.

In der folgenden Abbildung entspricht der rote Graph einer Kopplungskonstanten von 2 GeV,
der gelbe Graph einer Kopplungskonstanten von 2,5 GeV und der und blaue Graph einer
Kopplungskonstanten von 3 GeV.
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Abbildung 8.7: Die Spektralfunktion dg(x) fiir My =1 GeV, m =0,135 GeV, A = 1,5 GeV, rot: g =2 GeV, gelb:

g=2,5GeV, blau:g =3 GeV

Je kleiner die Kopplungskonstante ist, desto schirfer wird der Peak und desto nidher liegt er
bei der nackten Masse des Teilchens, also bei x = 1 GeV. Bei gréBeren Kopplungskonstanten

wird die Spektralfunktion breiter und der Peak wird deutlich kleiner.

In der folgenden Tabelle sind die verschiedenen Massen, also die Breit-Wigner-Masse, der
Mittelwert und das Maximum der Spektralfunktion fiir die unterschiedlichen Kopplungs-
konstanten berechnet und aufgelistet worden. Dabei erhdlt man Werte unterhalb der nack-

ten Masse, die in einem Bereich um 0,9 GeV liegen.

g [GeV] | Mgy [GeV] | M [GeV] | Mpeax [GeV]

2 0,94 0,97 0,94
2,5 0,89 0,95 0,90
3 0,83 0,92 0,86

Tabelle 1: Die verschiedenen Massen fiir unterschiedliche Kopplungskonstanten
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8.2 Zwei Zerfallskanile

In diesem Kapitel befasse ich mich mit folgender Lagrange-Dichte, die die skalaren Felder
S1, S2 und ¢ und zwei Wechselwirkungsterme enthalt:

.,s,ﬂ——(a S1)% - M0182 (a S2)% — M0282+g181(p + g2S2¢° (8.28)

8.2.1 Herleitung des Propagators

Ich mo6chte den Propagator G fiir das Feld 81 herleiten, wenn aulSer g181(p eine zweite
Wechselwirkung vorhanden ist: % = g1S1¢? + g2S2¢%. Die Herleitung verlduft dhnlich wie
die Herleitung des vollen Propagators aus Kapitel 8.1.1. Man summiert wieder alle Terme in
Ein-Schleifen-Ordnung auf, in denen das Teilchen S; propagiert. Allerdings muss man nun
noch weitere Terme beriicksichtigen, da zwischen der Propagation von S; auch das Teilchen
S, propagieren kann.

\ \ \
@ = + ¢ o—+ é o—4¢ o + ...
S1 S1 hEe S1 S1 ‘-2 § Mo S1
(AN RN RN RN RN
+ 6 o4 o—+—4 o4 o4 o + ... (829
S =7 S -7 & S1 =7 & -7 S S1

— N + N ‘/~\ N ‘/~ .

s sio =S5 T

Hierbei steht —®— fiir den vollen Propagator G;. Ansonsten verwende ich die gleiche No-
tation wie in 8.1.1. Nun gehe ich wieder mit Hilfe der Feynman-Regeln (siehe Kapitel 8.1.1)
in Formeln tiber, um die Gleichung nach G; aufzulésen. Im zweiten Term muss ein Symme-
triefaktor von 4 = 2 - 2 berticksichtigt werden.

Gr = -+ (i) (-2 (ig2) - (ig2) (i) (i) G

i

(2g182%)° _
T h . _D_1 (8.30)

G
DD,

[ DlDz — (2g1g22)2

G
DD,

D,

Das Ergebnis fiir den vollen Propagator G; des Teilchens S; lautet:
iD,

= 8.31
DD, — (2818:%)? ®:31)
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mit
2 a2 2 2_ a2 2
D =K —M0,1+(\/§g1) s und Dy=K —M0y2+(\/§gg) s, (8.32)
Analog kann man zeigen, dass fiir den Propagator G, des Teilchens S, gilt:

B iDy
D1D; - (28182%)?

Gy (8.33)

8.2.2 Die Spektralfunktion

Die Spektralfunktion fiir das Teilchen S; ist analog zur Gleichung (8.22) proportional zum
Imaginérteil des Propagators Gi:

2x
ds, = - Im(Gy) . (8.34)
Auch Gleichung (8.34) ist normiert:
fdx ds (x)=1. (8.35)
0

In der nachstehenden Abbildung ist die Spektralfunktion dg, (x) fiir verschiedene Werte der
Kopplungskonstanten g, geplottet, wihrend die Kopplungskonstante g; konstant auf 3 GeV
gehalten wurde. Hierbei habe ich einen Impuls-Cutoff von 1,6 GeV und folgende Massen
verwendet: My =1 GeV, My» =1,5GeV, m=0,135 GeV.

1.5
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— | @
0]
=
%3
@ 05
0.0 , . . .
0.5 1.0 1.5 2.0
x[GeV |

Abbildung 8.8: Die Spektralfunktion ds, (x) fiir My; =1 GeV, My, =1,6 GeV, m = 0,135 GeV, A =1,5 GeV,
blau: g» = 0 GeV, rot: g» =2 GeV, gelb: g» =3 GeV

Ist die Kopplungskonstante g» Null (blauer Graph), so erhélt man wie erwartet den gleichen
Graphen wie in Abbildung 8.6. Fiir grélere Werte von g, verschiebt sich die Spektralfunktion
des Teilchens S; zu grofleren Massen und wird breiter. Dabei handelt es sich um den Einfluss
der Quantenmischung.
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9 Zusammenfassung und Ausblick

Ziel dieser Bachelorarbeit war es, die Mischung von skalaren Feldern, sowohl auf Baumgra-
phen-Niveau als auch in der ndchst hoheren Ordnung, der Ein-Schleifen-Ordnung, zu un-
tersuchen.

Ich habe herausgefunden, dass die lineare Mischung zweier Felder durch eine Drehung der
Felder behoben werden kann. Dadurch erhélt man die physikalischen Felder. Es handelt sich
dabei also lediglich um eine nicht pragmatische Wahl des Koordinatensystems. Zerfallen
diese beiden Felder in den selben Endzustand, muss man erst zu den physikalischen Fel-
dern iibergehen, um die Zerfallsbreite berechnen zu kénnen. Dabei hat sich herausgestellt,
dass die Mischung dazu fiihren kann, dass die Zerfallsamplitude von einem der Felder durch
konstruktive Interferenz verschwindet.

Im letzten Kapitel habe ich den vollen Propagator in Ein-Schleifen-Ordnung hergeleitet und
habe erfahren, dass der Unterschied zum freien Propagator durch einen zusétzlichen Beitrag
im Nenner, der Selbstenergie, gegeben ist. Dadurch kann die Masse des Teilchens, die in der
Lagrange-Dichte vorkommt, nicht mehr als physikalische Masse des unstabilen Teilchens
angesehen werden. Die physikalische Masse ist durch Quantenfluktuationen zu kleineren
Werten verschoben.

Sind zwei Zerfallskanidle vorhanden, ist zu beachten, dass im vollen Propagator des einen
Teilchens auch das zweite Teilchen propagieren kann. Der volle Propagator setzt sich dann
aus beiden Kopplungskonstanten und Propagatoren zusammen. Dabei erhdlt man fiir den
Grenzfall, dass eine Kopplungskonstante Null ist, den korrekten Propagator fiir das andere
Teilchen.

Das folgende Beispiel zeigt einen Fall, bei dem man den hergeleiteten vollen Propagator ver-
wenden muss und dient als Ausblick fiir weitere Untersuchungen zu diesem Thema. Ange-
nommen man wiirde folgende Wechselwirkungen betrachten:

éfim:ngSl+a81(p2+g1$1(p2 . 9.1)

Dabei sind Y, v, S1, ¢ und ¢ der Einfachheit halber skalare Felder. Das beschriebene Pha-
nomen ist jedoch auch fiir Teilchen mit Spin giiltig. Diese Lagrange-Dichte beschreibt einen
Zerfallvon Y in vpp: Y — vSy — vpep.

Abbildung 9.1: Feynman-Diagramm fiir den Zerfall von Y — v¢p¢p mit einer Propagation von S;

Das Teilchen Y zerfdllt in v und S;. Das Teilchen S; kann entweder direkt in ¢¢ zerfallen
oder es zerfillt in @@, welche wieder das Teilchen S; bilden, welches Wieder zerfallt usw.
Man erhélt also zwischen den externen Linien den vollen Propagator Ag, = DLl des Teilchens
S1.
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Nun ist in dem folgenden Fall eine weitere Wechselwirkung vorhanden:

D?int:ng81+a81</>2+g181(p2+g282<p2 . 9.2)

Wieder zerfdllt Y in v¢p¢: Y — vpep. Dieses Mal propagiert zwischen den Ein- und Ausgangs-
teilchen jedoch nicht nur das Teilchen S;, sondern auch das Teilchen S, welches ebenfalls
an ¢? koppelt:

Abbildung 9.2: Feynman-Diagramm fiir den Zerfall von Y — v¢¢ mit einer Propagation von S; und S,

Dieser Vorgang kann sich immer wieder wiederholen, so dass man zwischen den externen
Linien den vollen Propagator G; des Teilchens S; erhilt:

Abbildung 9.3: Feynman-Diagramm fiir den Zerfall von Y — v¢p¢ mit dem vollen Propagator Gy
Das, was ich in Kapitel 8.2 gezeigt habe, beeinflusst also die Resultate dieses Beispiels.

Fiir den Fall von zwei Zerfallskanilen ist noch eine interessante Eigenschaft beobachtbar.
Die Wellenfunktionen verschiedener stationdrer Zustinde sind im Allgemeinen orthogonal
zueinander. Dies ist fiir unstabile Zustdnde allerdings nicht immer der Fall. Wenn zwei Zu-
stdnde |S;) und |S») den gleichen Zerfallskanal haben, so sind diese nicht orthogonal zuein-
ander, das heil3t

[{S11S2)1 # 0. 9.3)
Der Wert von [(S1]S2)| liegt zwischen Null und Eins und ist gegeben durch:
(S11S2)1 = at 9.4)
n T +T2)%+Q? .
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mit

Q=(My—M) . (9.5)

Im Grenzfall stabiler Teilchen wird I Null und somit auch [{S1]|S2)| [17].
Um zu zeigen, dass der Wert von [(S1]S2)| nicht unbedeutend klein ist, werde ich ihn fiir ei-
nige Beispiele ausrechnen. Ich werde folgende Zerfallskanile betrachten:

fo(500) — 7°7% M =500MeV, T =3-550MeV =~ 183,33 MeV

f0(980) — 7% M =990MeV, T =3-70MeV = 23,33 MeV

fo0(1370) — n°7% M =1350MeV, I =1-350MeV ~ 116,67 MeV

fo(1500) — 7°7% M =1505MeV, I =3-38MeV~ 12,68 MeV

Die Werte der Massen und Zerfallsbreiten wurden dem ‘Particle Physics Booklet’ entnom-
men, wobei bei Unsicherheiten der Mittelwert errechnet wurde. Da sich die angegebene
Zerfallsbreite aus drei moéglichen Zerfillen zusammensetzt, ndmlich aus dem Zerfall in 7079,
n7n~ und 7~ 7", habe ich ein Drittel des angegebenen Wertes verwendet, um die Zerfalls-
breite fiir einen Zerfall zu erhalten. Es sei noch angemerkt, dass der Zerfall von f,(1370) in
nr nicht der dominante Zerfallskanal ist. Da allerdings kein Verzweigungsverhiltnis bekannt

ist, habe ich angenommen, dass der hier betrachtete Zerfall von f;(1370) in 7t dominant ist.
Eingesetzt in (9.4) ergeben sich folgende Werte:

< f0(500)1£5(980))| = 0,13
|<fo(500)| f5(1370))| ~ 0,17
|<f(980)| fo(1370))| = 0,14

| fo(1370)1 f5(1500))| = 0,23

Tatsachlich erhdlt man nicht vernachlédssigbare Werte, aus denen sich noch der genaue Win-
kel zwischen den Feldern bestimmen ldsst. Als Weiterfiihrung dieser Arbeit, kann man die
Mischung dieser Felder noch genauer untersuchen.
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