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Notation

Einheitensystem

In dieser Arbeit werden durchgehend die natiirlichen Einheiten
h=c=kp=1 (0.1)
verwendet.

Konventionen der speziellen Relativititstheorie, Metrik

In dieser Arbeit wird stets die Einsteinsche Summenkonvention verwendet. Dabei laufen
griechische Indizes iiber 0,1,2,3 und romische Indizes iiber die rdumlichen Komponenten
1,2,3. Die in dieser Arbeit verwendete Konvention fiir die Minkowski-Metrik lautet

nuw = diag(1, -1, —1, —1) (0.2)
Die ko- und kontravarianten 4-Vektoren sind definiert als
o = (t,7), x, = (t,—7) (0.3)
mit den dreidimensionalen rdumlichen Vektoren 7.

Kommutatoren

Die Notation fiir Kommutatoren und Anti-Kommutatoren in dieser Arbeit lautet

[A,B]=AB—-BA

{A,BY=AB+BA (0.4)
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1 Einleitung

Die starke Wechselwirkung, eine der fundamentalen Kréfte der Natur, wird in der Theorie
durch die Quantenchromodynamik (QCD) beschrieben. Sie beschreibt die Wechselwir-
kung zwischen Quarks, den heute als elementar angenommenen Bausteinen der Materie,
und Gluonen, den zur starken Wechselwirkung gehorigen Eichbosonen. Die Theorie der
QCD lisst sich mit Hilfe des Eichprinzips fiir die SU(3)-Farbsymmetrie aus der Dirac-
Lagrangedichte konstruieren. Somit ist die QCD eine lokale SU(3)-Eichtheorie, welche auf
Grund ihres nicht-abelschen Charakters, im Gegensatz zur U(1)-Eichtheorie der Quante-
nelektrodynamik, zur Selbstwechselwirkung zwischen den Vermittlern der starken Kraft,
den Gluonen, fiihrt. Diese tragen im Gegensatz zu Photonen, ebenso wie Quarks, selbst
die sogenannte Farb-Ladung und wechselwirken in dreier- und vierer- Gluonvertizes un-
tereinander. Ein weiterer Effekt der QCD ist das sogenannte Confinement, welches dafiir
sorgt, dass in der Natur nur farbneutrale Zustédnde, also durch Kombination aller 3 Far-
ben (Baryonen) oder Farbe und Anti-Farbe (Mesonen), vorkommen.

Die QCD ermoglicht es insbesondere Groflen wie Massen und Zerfallsbreiten von Hadro-
nen zu berechnen, wozu mehrere Verfahren existieren. Zum einen lassen sich in héheren
Energiebereichen pertubative Rechnungen durchfithren, dabei werden Rechnungen in
Potenzen der Kopplungskonstanten durchgefiihrt, man erhélt dabei eine physikalisch an-
schauliche Sortiereung in Form von Diagrammen, die virtuelle Wechselwirkungen bzw.
Austausch von Teilchen fiir den jeweils betrachteten Prozess Ordnung fiir Ordnung be-
schreiben.

FEin weiterer Zugang zur QCD ist die Diskretisierung der Raumzeit und die darauf fol-
gende numerische Berechnung, die sogenannte Gitter-QCD. Diese benotigt sehr hohe
Rechenleistungen, ermdoglicht allerdings sehr genaue Rechnungen, insbesondere fiir die
Bestimmung von Massen. Zerfallsbreiten lassen sich mit Gitter-QCD allerdings schwierig
berechnen.

Besonders schwierig im Rahmen der QCD is die korrekte Beschreibung von Hadronen,
also gebundenen Zustédnden aus Quark-Antiquark (Mesonen) oder 3 (Anti-)Quarks (Ba-
ryonen). Um dies zu bewerkstelligen fiihrt man effektive Modelle ein, die die Hadronen
als elementare Teilchen auffassen. Wichtig dabei ist, dass die Symmetrien der QCD nicht
verletzt werden diirfen. In dieser Arbeit soll ein solches effektives Modell spezielle fiir an-
geregte Vektor-Mesonen untersucht werden. Wir fithren pertubative Rechnungen durch,
dabei ist es oft schwierig festzustellen, welche der unendlich vielen Beitrége besonders
wichtig sind und moglichst nicht vernachléssigt werden sollten. Eine Betrachtung der Bei-
trige dritter Ordnung fand parallel zu dieser Arbeit in [J.S14] statt, es wurde gezeigt,
dass ein Beitrag dritter Ordnung in einem Beispielmodell nur zu kleinen Korrekturen
zum Beitrag erster Ordnung fithrt. Wir beschrinken uns deswegen in dieser Arbeit auf
den Beitrag erster Ordnung.

Mesonen lassen sich anhand ihrer Quantenzahlen in Pseudoskalare-, Vektor-, Pseudovektor-
und Axialvektor-Mesonen unterteilen. In den Arbeiten [L.012] und [F.D12] wurden be-
reits erfolgreich Modelle fiir Pseudo- und Axial-Vektor-Mesonen untersucht. Es wurden
speziell die Zustinde mit den Quantenzahlen n?**t11; = 1'P; und n?**11; = 13P; unter-
sucht. Dabei werden die Quantenzahlen Paritéit und Ladungskonjugation durch Spin s



und Drehimpuls [ festgelegt. Wir wollen in dieser Arbeit ein Modell fiir die angeregten
Vektormeson-Zustinde betrachten, diese entsprechen dem Zustand n?$t11; = 239, also
einem Zustand mit angeregter Radial-Quantenzahl n = 2, die z.B. von der Beschrei-
bung des Wasserstoff-Atoms bekannt ist, d.h. die zugehorige Wellenfunktion hat genau
einen Knotenpunkt. Wir nehmen dabei an, dass sich die Beschreibung der angeregten
Zustande nicht wesentlich von den nicht-angeregten Zustdnden unterscheidet. In [D.P11]
wurden fiir den 3 Flavor-Fall Meson-Nonets mit der Annahme, dass es sich um Quark-
Antiquark-Zustdnde handelt, konstruiert. Wir verwenden diese weiter und iiberpriifen,
ob diese Beschreibung mit experimentellen Daten vergleichbare Ergebnisse liefert.

In den Kapiteln 2 bis 4 wird zunichst der Formalismus rekapituliert, worauf in Kapitel
5 beispielhaft eine Zerfallsbreite berechnet wird, um bei der Diskussion des Modells mit
Hilfe dieser ein Vergleich mit dem Experiment zu erméglichen. Kapitel 6 fithrt schlieflich
das Modell ein, dabei wird zunéchst gezeigt, dass die Symmetrien der QCD erfiillt sind.
Im Folgenden werden dann die Zerfallsbreiten unterschiedlicher im Modell enthaltener
Zerfallskanéle berechnet, um zunéchst die Kopplungskonstanten des Modells zu fixieren
und dann weitere Ergebnisse mit dem Experiment zu vergleichen. Letztendlich wird in
Anlehnung an [FG14] noch die Kopplung der angeregten Vektor-Mesonen and Photonen
und Pseudoskalar-Mesonen eingefiihrt.



2 Klassische Feldtheorie

2.1 Lagrange-Formalismus

In der klassischen Mechanik fiir Vielteilchen-Systeme werden Massenpunkte x; in Abhéngigkeit
von der Zeit t beschrieben (z; = x;(t)), wobei j ein Index ist, der angibt um wel-
chen Massenpunkt es sich handelt. Zur Beschreibung solcher System wird der Lagrange-
Formalismus verwendet. Die Lagrangefunktion L héngt dabei von den generalisierten
Koordinaten ¢, Geschwindigkeiten cj’, und der Zeit t ab:

L= L(q,qt). (2.1)

In der Feldtheorie ist man nun an Feldern ¢ intressiert, dies sind Groéflen die an jedem
Raumzeitpunkt definiert sind. Es werden beim Ubergang von Vielteilchen-Mechanik zur
Feldtheorie folgende Ersetzungen vorgenommen:

q;j (t) — (z)(tv F)7
(1) = 9(67)

Der diskrete Index j wird durch die Ortsabhéngigkeit ersetzt, die als kontinuierlicher In-
dex zu verstehen ist. Das Feld ¢ selbst beihaltet nun die (unendlich vielen) Freiheitsgra-
de, analog zu den g;, die in der Vielteilchen-Mechanik die (endlich vielen) Freiheitsgrade
beinhalten.

(2.2)

Die Lagrangefunktion zerfiillt beim Ubergang zur Feldtheorie in Beitréige pro Léngeneinheit.
Dies wird durch eine Lagrange-Dichte L realisiert, die von dem Feld ¢ und dessen
Raumzeit-Ableitungen d,,¢ abhéngt:

L= L(6,0,0)- (2.3)

Da die physikalischen Gesetzte an jedem Ort gleich sind, erhilt man die Lagrange-
Funktion, indem man die Lagrange-Dichte iiber das Volumen des Systems integriert:

L= / 37 L. (2.4)

Um die Bewegungsgleichungen des Systems zu erhalten, wendet man, wie in der Vielteilchen-
Mechanik auch, das Hamiltonsche Prinzip an, welches besagt, dass die gesuchten
Bewegungsgleichungen die Wirkung S extremieren. Damit gilt

5S = 5/d4x L0, (2.5)
wobei iiber das gesamte Raumzeit-Volumen €2 des Systems integriert wird. Da wir die Be-

wegungsgleichung des Feldes bestimmen wollen, miissen das Feld ¢ und dessen Raumzeit-
Ableitungen 0,,¢ variiert werden. Die Raumzeitkoordinaten X und das Feld ¢(X) auf



dem Rand des Raumzeitvolumens X € 92 werden dabei konstant gehalten:

0—/d4x 5L = /d4 <a¢6¢+ (8f¢) (auqb))
= [ (500 + 35,7 09)

oL oL Y
= [d'z [ = - b — 5
[ (& -939) P rrri

=0

(2.6)

Im 2. Schritt wurde verwendet, dass x, nicht variiert wird und deswegen Variation
und partielle Ableitung vertauschen. Im 3. Schritt wurde partiell integriert. Der Ober-
flichenterm im letzten Schritt verschwindet, da das Feld auf dem Rand von §2 nicht
variiert wird, also d¢|,n = 0. Fiir beliebige Variation d¢ ist diese Gleichung erfiillt wenn

L _, oL
96 "9 (0u0)

Gleichung (2.7) ist die Euler-Lagrange-Gleichung fiir Felder. Liegen mehrere Felder
¢; vor, so gilt (2.7) fiir jedes Feld:

(2.7)

oL _, oL
i "0 (Fudi)

(2.8)

Es ist noch anzumerken, dass die bisherigen Betrachungen auch im Rahmen der spe-
ziellen Relativitétstheorie korrekt sind, wie schon durch die kovariante Schreibweise an-
gedeutet. Voraussetzung dafiir ist die Forminvarianz der Bewegungsgleichungen unter
Lorentz-Transformationen. Da sich diese mit Hilfe des hamiltonschen Prinzips aus der
Wirkung S wie gezeigt ableiten lassen, geniigt es, wenn die Wirkung invariant unter
Lorentz-Transformationen LT ist:

S = /d% L [ dta o = /d4x |detA| £ = /d% L=S8. (2.9)

Dabei wurde verwendet, dass ' = Az und detA = +1. AuBerdem wurde vorasgesetzt,
dass £ invariant unter Lorentz-Transformationen ist, dies ist also bei Konstruktion von
L zu priifen.

2.2 Hamilton-Formalismus

Fiir spétere Zwecke wird hier noch der Hamilton-Formalismus aufgefithrt. In der klas-
sischen Mechanik ist die Hamilton-Funktion eine einfache Legendre-Transformation
der Lagrange-Funktion .

H(Gp.t) =7 G- L, (2.10)



mit dem kanonisch konjugierten Impuls

)

- = 2.11
9, (2.11)

Di

In der Feldtheorie lisst sich analog die Hamilton-Dichte als Legendre-Tranformation
der Lagrange-Dichte definieren:

H(¢7 7T) = Wé - Ea (212)
mit der kanonisch konjugierten Impuls-Dichte

oL
mw=—.
99

Die Hamilton-Funktion ergibt sich dann durch Integration der Hamilton-Dichte iiber
den gesamten Raum:

(2.13)

H= /dSFH. (2.14)



3 Dynamik von Quantensystemen

Um im spéteren Verlauf Wechselwirkungen zwischen quantisierten Feldern betrachten zu
konnen, ist es notwenig die Zeitentwicklung dieser beschreiben zu kénnen. Es gibt dabei
unterschiedliche Moglichkeiten die Zeitentwicklung auf quantenmechanische Zustéande
oder Operatoren zu verteilen. In der Quantenfeldtheorie ist die Verwendung des soge-
nannten Wechselwirkungsbildes {iblich, welche das Ziel dieses Kapitels darstellt. Dazu
werden zunéchst das Schrodinger- und das Heisenberg- Bild diskutiert. Als Quelle fiir
dieses Kapitel dienten insbesondere [D.R11], [W.N09] und [MD95].

3.1 Schrédinger-Bild und Zeitentwicklungsoperator

Im Schrédinger-Bild wird den quantenmechanischen Zusténden jegliche Zeitabhéingigkeit
zugeordnet, Operatoren bleiben dabei zeitunabhéngig. Dazu wird der Zeitentwicklungs-
Operator U(t, tg) eingefiihrt:

[¥s(t)) = Ul(t, to)|vhs(to))- (3.1)

Wir lassen im Folgenden den Index S fiir Schrodinger-Bild Zustdnde und Operatoren
weg: |[s(t)) = |1(t)), Os = O. Fiir diesen lassen sich einige Eigenschaften angeben.
Zunichst muss die Norm eines Zustandes zeitlich konstant und identisch 1 sein:

WD) = ((to)|UT (¢, 1)Ut to) [ (t0)) = 1 (3.2)
D.h. der Zeitentwicklungs-Operator ist unitér:
UT(t,to) = U™L(t, to). (3.3)

Weiter darf sich ein Zustand nicht &ndern, wenn er von einer Zeit ¢ zur gleichen Zeit ¢
entwickelt wird, damit gilt
U(t,t) =1. (3.4)

AuBlerdem gilt fiir sukzessive Zeitentwicklung offensichtlich
U(t>t1)U(t17t0) = U(tatO)' (35>

Eine Entwicklung riickwérts in der Zeit stellt das Inverse der Entwicklung vorwérts in
der Zeit dar, was auch die Kombination von (3.4) und (3.5) fiir tg = t zeigt:

Ul(t, to) = U™ (to, t). (3.6)

Um den Zeitentwicklungs-Operator genauer zu bestimmen, betrachten die Taylor-
Entwicklung einer infinitesimalen Zeittranslation:

Ut +dt, t) =1 + <£,U(t’, t)) dt =: 1 — iH(t)dt. (3.7)
t'=t

10



Dabei wurden Terme in quadtratischer Ordnung von dt vernachlissigt und der unbe-
kannte Operator H definiert. Wir betrachten nun die Zeitableitung eines quantenmecha-
nischen Zustandes:

[(t+dt)) —|¥(t)) iy U(t+dt,t) —1
dt - dt

i%W@%ﬂ (1) = HIp(®).  (3.8)

Man kann nun eine Ahnlichkeit mit der zeitabhiingigen Schrédinger-Gleichung

0 .
zaw(r,t) = Hi)(7,t) (3.9)

erkennen. Wir multiplizieren (3.8) mit einem Ortszustand (7|

L0, 0 o\ .

i T100) = i 0t = [ BT E0) = HoEo. (3.10)
Diese Gleichung ist identisch mit der zeitabhingigen Schrédingergleichung (3.9), d.h.
H' ist gerade der Hamilton-Operator in Ortsdarstellung. Damit muss auch der zuvor
unbekannte Operator H in (3.8) der Hamilton-Operator sein, denn dann gilt

—A-

2m

H = (F|H|Z) = ( +V(F,t)> 5(F — 7). (3.11)

Wir wenden nun die Schrodinger-Gleichung (3.8) auf die Definitions-Gleichung des Zeit-
entwicklungsoperators (3.1) an:

D) = U w0 = HOW®) = HOU ki) (3.12)
Also erfiillt der Zeitentwicklungsoperator die Bewegungsgleichung
i;U(t,to) = H)U(t,to). (3.13)
Diese Gleichung lésst sich unter Beachtung der Randbedingung (3.4) integrieren:
Ultto) =1 — i /t I H ()T (4 10). (3.14)
0

Man kann nun iterativ den Ausdruck U(t1,tg) wieder durch die rechte rechte Seite mit
der Ersetzung t — t; ausdriicken. Wiederholt man dies unendlich oft erh&lt man die
sogenannte von Neumann-Reihe:

Ult,to) = 1 + i(—i)" /t dtr ... /t"_l dtnH(t)) ... H(t). (3.15)
n=1 to to

Dabei muss beachtet werden, dass wegen (3.14) die Hamilton-Operatoren nach der Zeit
geordnet sind, t > t1 > tg > -+ > t, > tg. Die Zeitordnung muss beibehalten werden,
da Hamilton-Operatoren zu unterschiedlichen Zeiten im Allgemeinen nicht vertauschen.

11
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1

Abbildung 1: Integrationsreihenfolge zur von Neumann-Reihe

Wir betrachten nun den n = 2 Term der Summe in der von Neumann-Reihe. In Abb 1
veranschaulicht die graue Fléche das Integrationsvolumen dieses Terms. Das linke Bild
stellt den urspriinglichen Ausdruck dar. Die Variable t; wird von t; = tg bis t; = ¢
integriert, dabei wird fiir jeden Wert von ¢ jeweils to von to = tg bis zur Gerade t5 = t1
integriert. Das rechte Bild zeigt eine dazu dquivalente Integrationsreihenfolge, es wird to
von ty = tg bis to = t integriert, wobei fiir jeden Wert von to jeweils t; von der Gerade
t1 = to bis t; =t integriert wird. Man kann diesen Term damit wie folgt umschreiben:

/ it / by H(t1)H (1) = / dts / dty H (1) H(ts). (3.16)

Man kann auflerdem die Integrationsvariablen umbenennen, wir nehmen die Ersetzung

t1 <> to vor:
t t1 t t
/ dt, / dts H(t1)H (t2) = / dty / dty H(t2) H(t). (3.17)
to to to t1

Addiert man nun die rechte Seite von (3.17) zur linken Seite, erhélt man

t1 t1
/dtl/ dts H(t1) H(t2) /dtl/ dts H(t)H(t2)
to to to

+3 /t it /: dto H (1) H (1) (3.18)

= ;/t: t: dtidty [H(h)H(tz)@(tl — t9) + H(t2)H(t1)O(ty — tl)]-

12



Im letzten Schritt wurde die Stufenfunktion © eingefiihrt, um die Integralgrenzen zu
verschieben, denn wegen tg < t1 <t ist

t t1

dta©(ty —ta) = [ dts,
fo o (3.19)

t t
/dtg@(tg—t1)=/ dts.
to t1

Um in (3.18) den Ausdruck in Klammern zu vereinfachen, fiihren wir den Zeitord-
nungsoperator 7 ein:

A(tl)B(tQ), t1 > to

. (3.20)
B(tQ)A(tl), t1 < to

T {A(t1)B(t2)} = {

Damit lautet der n = 2 Term der von Neumann-Reihe

/t: dty /t:l dioH(t1)H (t2) = %T { </t: dt’H(t’))Q} . (3.21)

Diese Umformung lésst sich auch auf den n-ten Term der von Neumann Reihe anwenden,
dabei muss analog zum Rechenweg in (3.18) jede Reihenfolge der n Hamilton-Operatoren
beachtet werden. Es gibt n! Moglichkeiten die Hamilton-Operatoren zu sortieren. Fasst
man die umgeformten Terme lasst sich der Zeitentwicklungsoperator schreiben als

Ult,tg) =T {nf;) (_n?n </t: dt’H(t’))n} = Texp (—i /t: dt’H(t’)> : (3.22)

Liegt als Spezialfall ein abgeschlossenes System vor, ist der Hamilton-Operator nicht
explizit zeitabhéngig %—If = 0 und das Integral kann direkt ausgefiithrt werden:

U(t, t()) = exp (—i H(t — t())) . (3.23)

3.2 Heisenberg-Bild

Im Heisenberg-Bild sind im Gegensatz zum Schrodinger-Bild die quantenmechanischen
Zustinde zeitunabhéngig, und die Operatoren zeitabhéngig. Wir identifizieren den zei-
tunabhéngigen Heisenberg-Zustand |¢ ) mit dem Schrédinger-Zustand zur einer festen
Zeit tg:

[Yu) = [P(to)) = Ulto, t)|4(2)), (3.24)
wobei im letzten Schritt die Definition des Zeitentwicklungsoperators (3.1) benutzt wur-
de. Die Umkehrung ist offensichtlich

U(t, to)lvbm) = |(1)). (3.25)

Um die Zeitentwicklung von Operatoren zu definieren, verwenden wir, dass Erwartungs-
werte in allen Zeitentwicklungs-Bildern gleich sein miissen:

(W) AJp(L)) = (Wu|UT (¢, to) AU (t, to)[n). (3.26)

13



Wir identifizieren den zeitabhingigen Heisenberg-Operator
Ay (t) = U (t,t0) AU (t, to). (3.27)

Nun kénnen wir die Bewegungsgleichung der Operatoren ableiten, dabei nehmen wir an,
dass der Operator A nicht explizit von der Zeit abhéngt (%—i1 =0):

dAy(t) _ OUT(t,1o) i OU (t, to)
T AUt to) +U (757150)147
=i UV (t,to)) HAU (t, to) — i UT(t, to) A HU(t, to) (3.28)

= iU (t,to) [H, A U(t, o).
AuBlerdem gilt fiir Kommutatoren unter unitdren Transformationen U:
U'[A, B|JU = (UYAU)(UTBU) — (UTBU)(UTAU) = [Ay, By]. (3.29)

mit transformierten Operatoren Ay = UTAU und By = UTBU. Die Bewegungsglei-
chung fiir Heisenberg-Operatoren lautet damit

dAu(t)
dt

—i[Hpy, Ap(t)]. (3.30)

Fiir abgeschlossene Systeme vertauscht der Zeitentwicklungsoperator (3.23) mit dem
Hamilton-Operator [H, U] = 0 und es deswegen gilt in diesem Fall Hy = H.

3.3 Wechselwirkungsbild

Das Wechselwirkungsbild, auch Dirac-Bild genannt, vereinigt das Schrodinger- und Heisenberg-
Bild, die Zeitabhéngigkeit wird hier sowohl den Zustdnden als auch den Operatoren
zugewiesen. Das Wechselwirkungsbild ist besonders fiir Hamilton-Operatoren der Art

H=Hy+ H; (331)

geeignet. Dabei ist Hy der wechselwirkungsfreie und H; der wechselwirkende Anteil des
Hamilton-Operators. Die Idee ist den Operatoren eine Zeitentwicklung zuzuordnen, die
nur von Hy verursacht wird, wahrend sich die Zustdnde nur unter dem Einfluss von H;
in der Zeit entwickeln. Auch im Wechselwirkungsbild soll bei einer festen Zeit to der
Zustand mit denen der anderen Bilder iibereinstimmen:

[vp(to)) = ¥ (to)), (3.32)

wobei der Index D fiir Dirac, also Groflen im Wechselwirkungsbild, steht. Die Zustande
sollen sich wie erwédhnt nur unter dem Einfluss von H; entwickeln, d.h. wir miissen einen
neuen Zeitentwicklungsoperator Up im Wechselwirkungsbild definieren:

[¥p(t)) = Up(t, t)[¥n(t)) = Us(to, t)[¥(2)). (3.33)
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Im zweiten Schritt haben wir die Zeitentwicklung des Zustandes im Wechselwirkungsbild
definiert. Uy ist dabei der Zeitentwicklungsoperator des wechselwirkungsfreien Anteils
des Hamilton-Operators. Er nimmt damit die Form

Uo(t,t") = exp (—i Ho(t — 1)) (3.34)

an. Die Zeitabhéngigkeit der Operatoren erhalten wir, wenn wir ihren Erwartungswert
berechnen:

(WOIA (1) = (Wp(OIUf (¢ t) AUn(t. to) [Yp (1))- (3.35)
Wir identifizieren den Operator im Wechselwirkungsbild:

Ap(t) = Ul(t, t0) AUs(t, to). (3.36)

Damit nimmt die Bewegungsgleichung der Operatoren Ap(t) die Form der heisenberg-
schen Bewegungsgleichung (3.30) an, wobei statt dem vollen Hamilton-Operator nur der
wechselwirkungsfreie Anteil Hy eingeht. Damit ldsst sich die Bewegungsgleichung fiir
Zusténde ableiten:

S () = [~ HoUolto, 1) + Un(to, 111 [0(0)
= [tatto, (1) U t0, ) w0 (1) (337
= H1,p(t)[¢¥p(t)),

wobei im ersten Schritt die explizite Darstellung von Uy und die Schrédinger-Gleichung
fiir den Schrodinger-Zustand [1)(t)) verwendet wurden. Diese Bewegungsgleichung &hnelt
der Schrodinger-Gleichung fiir Schrodinger-Zustéande, es geht lediglich statt des vollen
Hamilton-Operators nur der wechselwirkende Anteil ein. Zuletzt konnen wir noch den
Zeitentwicklungsoperator Up im Wechselwirkungsbild angeben. Zunéchst kann die Be-
wegungsgleichung fiir Up vollig analog zum Schrodinger-Bild (siehe (3.12)) berechnet
werden. Es geht wieder statt dem vollen Hamilton-Operator nur der wechselwirkende
Anteil ein. Die Losung der Bewegungsgleichung verlauft damit ebenfalls analog. Der
Zeitentwicklungsoperator im Wechselwirkungsbild lautet

t

Up(t,tg) = Texp (—z/ dt’HLD(t’)> . (3.38)
to

Das Wechselwirkungsbild erlaubt uns bei der Formulierung der Quantenfeldtheorie nun

die Verwendung von Feldoperatoren, die sich wie wechselwirkungsfreie Feldoperatoren

entwickeln. Fiir diese kénnen wir die aus der Theorie des quantenmechanischen harmo-

nischen Oszillators bekannten Erzeugungs- und Vernichtungs-Operatoren verwenden.
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4 Feldquantisierung

In diesem Kapitel werden die fiir die spétere Behandlung von Skalar- und Vektor-

Mesonen bené6tigten Felder untersucht und quantisiert. Wir gehen dabei von der Lagrange-
Dichte aus, die das jeweilige Feld beschreibt, leiten die Bewegungsgleichung ab, und

16sen diese. Im Anschluss betrachten wir die kanonische Quantisierung der Felder, d.h.

auf Operator-Ebene. Zunéchst gehen wir nur vom freien Fall aus, die Wechselwirkungen

werden spiter miteinbezogen. Als Quellen fiir dieses Kapitel dienten [M.W12], [F.D12]

und [MD95].

4.1 Klein-Gordon-Feld

4.1.1 Losung der Klein-Gordon-Gleichung

Fiir ein freies, reelles, skalares Feld ¢, welches Teilchen mit Masse m beschreibt, lautet
die Lagrange-Dichte:

1 1
Lia = 5 (0,0) (99) - ym** (11)
Da ¢ ein Skalar ist und alle Lorentz-Indizes kontrahiert sind, ist £ wie erforderlich ein

Lorentz-Skalar.

Die Bewegungsgleichung lisst sich mit (2.7) finden:

ILkg _ o :3‘%71@:13L6 0
oo me "0 (0up) 27" (6h¢)( n0) (07) (4.2)

= 2 0u(10 (0°0) + 0 (00) ) = Do,

Damit ist die Bewegungsgleichung, die sog. Klein-Gordon-Gleichung:
(O+m?) ¢ =0, (4.3)
mit dem d’Alembert-Operator [ = 9,,0".

Die Klein-Gordon-Gleichung (4.3) ist eine Wellen-Gleichung und ldsst sich mit einem
Ebene-Wellen-Ansatz 16sen:

¢(X) = exp (ip/'z,) . (4.4)
Einsetzen in (4.3) ergibt
(=p'pu +m?) 9(X) = (5% — pg +m?) =0, (4.5)
mit den Losungen
po = £E; = £/p? +m2. (4.6)

Dies ist die bekannte relativistische Energie-Impuls-Beziehung. Die Energieen mit positi-
vem Vorzeichen entsprechen Teilchen, Energieen mit negativem Vorzeichen entsprechen
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Antiteilchen. Die allgemeine Losung der Klein-Gordon-Gleichung ist damit eine Superpo-
sition von Ebenen-Wellen der Form (4.4) mit unterschiedlichen Impulsen, wobei jeweils
(4.6) erfiillt sein muss:

$(X) = /(25;1;} [aﬁ exp( —i(Byt—p :E)) n b;;exp(z'(Eﬁt s f))]
g (4.7)

d3p . .
= /W%[aﬁexp(—w“xu) + by exp (Zp“wu)}-
Dabei sind az und by beliebige, vom 3-Impuls p” abhéngige Amplituden, wobei im 2.
Term p durch —p ersetzt wurde, also b ;= by. Weiter ist p# = (Eﬁ, ﬁ)T; man sagt,

der Impuls liegt auf der Massenschale. Der Vorfaktor ist reine Konvention (er

1
(27)32E;
koénnte auch in die Amplituden gezogen werden) und wird oft so gew#hlt, da diese Wahl

das Integrationsmafl Lorentz-invariant lasst. Ausserdem gilt fiir reelle Felder ¢ = ¢*:

a

_— (48)

hSIRS

4.1.2 Quantisierung des Klein-Gordon-Feldes

Um eine quantisierte Version des Klein-Gordon-Feld im Rahmen des kanonischen Forma-
lismus zu erhalten, muss das Feldtheoretische Analogon der aus der Quantenmechanik
bekannten Vertauschungsrelation [z, p] = i erfiillt sein. Aus Abschnitt 1 ldsst sich fol-
gern, dass

(0(71), 7(72)| = 18(71 — 7) (4.9)

die richtige feldtheoretische Vertauschungsrelation ist. Dabei ist m die kanonisch konju-
gierte Impuls-Dichte (2.13). Die Vertauschungsrelation ist immer zu gleichen Zeiten zu
verstehen, die Zeitabhéngigkeit wurde abkiirzend weggelassen. Es ist erforderlich dem
Klein-Gordon-Feld (4.7) Operatorcharakter zu verleihen. Dazu ersetzen wir die Ampli-
tuden a; und by = a;; durch die bosonischen Erzeugungs- und Vernichtungs-Operatoren

. -
ay und a:

- &P T L . .
o(X) = /%%[aﬁ exp (ip'zy,) —I—aﬁexp(—zp“:z:u)] (4.10)
Die kanonisch konjugierte Impuls-Dichte lautet dann nach (2.13):

. oL 3 3pi . o . o
T(X) = 6gG =¢= / 202y {ajs* exp (ip"x,) — ay exp (—zp“xu)] (4.11)

Im Folgenden werden Operator-Décher weggelassen.
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Durch Linearkombination kénnen die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren berech-
net werden:

/dsF[Eﬁqﬁ(ﬁ t) +in(7,t)] exp(—ip- ) = ayexp(—i Eyt), (4.12)
/dgF[Eﬁqﬁ(ﬁt) —im(,t)] exp(i p- ¥) = alexp(i Eyt). (4.13)

Unter Vorraussetzung von (4.9) lisst sich damit die Vertauschungsrelation, die Erzeugungs-
und Vernichtungs-Operatoren erfiillen miissen, berechnen:

[aﬁ, a” = (2n)* 2E;8(5 — k). (4.14)
Der Vorfaktor (27)32Ej tritt dabei (im Gegensatz zum harmonischen Oszillator [a,al] =
1) auf Grund der von uns gewéhlten Konvention fiir das Integrationsmafl im Klein-
Gordon-Feld (4.10) auf, welche die Definition der Erzeugungs- und Vernichtungs-Operatoren
beeinflusst.
Der Feldoperator (4.10) ist ein zeitabhéngiger Heisenberg-Operator, d.h. er muss die

heisenbergsche Bewegungsgleichung (3.30) erfiillen. Dazu muss zunéichst der Hamilton-
Operator des Klein-Gordon-Feldes mithilfe von (2.12) und (2.14) berechnet werden:

2
Hio = /d3F [;wz + % (ﬁqﬁf - ";qs?} : (4.15)

Durch Einsetzen von (4.10) und (4.11) kann dieser durch die Erzeugungs- und Vernich-
tungsoperatoren ausgedriickt werden:

O N 4.16
KG = | 3amys e T Pvac (4.16)

wobel Eyqe = [ (gjr’)?g, (27)35 (0)% eine unendliche Konstate ist, die als Vakuum-Energie
interpretiert wird. Die Divergenz dieser Konstante stellt sich bei spéteren Rechnungen
als unproblematisch heraus. Nun kann iiberpriift werden, ob das Feld die heisenberg-
sche Bewegungsgleichung (3.30) erfiillt. Dazu reicht es aus, wenn die Ausdriicke auf der
rechten Seite von (4.12) und (4.13) die heisenbergsche Bewegungsgleichung erfiillen, da
diese Ausdriicke den gesamten Operatorcharakter und die gesamte Zeitabhingigkeit des

Feldoperators (4.10) enthalten. Durch Einsetzen von (4.14) findet man

. . [ dk .
i [H, ayexp(—i Ept)] = Z/W [a;%a];, aﬁ} exp(—i Ezt)

p (4.17)
= —iBzagexp(—i Ezt) = %aﬁexp(—i E;t)
und analog
. . d .
i [H, a;exp(z Eﬁt)] = ia;exp(z Est). (4.18)

Der Feldoperator (4.10) erfiillt damit die heisenbergsche Bewegungsgleichung.
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4.2 Proca-Feld
4.2.1 Losung der Proca-Gleichung

Das Proca-Feld beschreibt massive Vektorbosonen. Die Lagrangedichte masseloser Vek-
torbosonen, ndmlich Photonen, ist uns bereits aus der Elektrodynamik bekannt. Im
Fall massebehafteter Teilchen muss, dhnlich wie im Klein-Gordon Fall, noch ein in den
Feldern quadratischer Masseterm hinzuaddiert werden. Die Lagrangedichte des freien
Proca-Feldes fiir Vektorbosonen mit Masse m lautet damit

Lo m? Iz
Mit dem aus der Elektrodynamik bekannten Feldstérketensor
FHrY = ol AY — 9" AF. (4.20)

Die Bewegungsgleichungen lassen sich wieder mit (2.7) finden:

aﬁP . 1 P, OV O, PV po 1 v u v
aﬂa(auAy) - _48H [(77 n -—n'n )Fpg+F (’I’]p Ne — No 77P )]
= LOu[P P ] = 0, P (.21)
_OLp m?2 i b 2 ap
_3141/_7(77 AM—’_ATIM)—mA.

Damit lautet die Proca-Gleichung
OAY — 0V9,A" + m*A” = 0. (4.22)
Anwenden der Divergenz auf (4.22) 9, liefert
00, A” — 00, A" + m?0, A" = m?9,A” = 0. (4.23)

Diese Zusatzbedingung ist wegen m # 0 identisch mit der Lorentzeichung aus der Elek-

trodynamik:
0, Al = 0. (4.24)

Sie eliminiert einen der 4 Freiheitsgrade, so dass nur die fiir ein massives Vektorboson mit
Spin 1 erforderlichen 3 Freiheitsgrade (Spineinstellungen -1, 0, +1) verbleiben. Anwenden
von (4.24) auf (4.22) vereinfacht die Proca-Gleichung zu

(O+m?) A =0, (4.25)
das heiit jede Komponente von A" erfiillt separat die Klein-Gordon-Gleichung (4.3).
Damit lisst sich sofort die Losung der Proca-Gleichung angeben:
By O
AY(X) = / GrYE, Zgg,ﬁ[am exp (i p"x,) + by exp (—i ﬁ“xu)] (4.26)

2m)32E; ~
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Dabei wurde die Losung der Klein-Gordon-Gleichung (4.7) um die 4-Vektoren €y 5 und
die Vorfaktoren um einen Index A erweitert. Dies ermdglicht, dass die rdumlichen Kom-
ponenten des Feldes A” voneinander unabhingig gewéhlt werden kénnen, um die erfor-
derlichen 3 Freiheitsgrade zu gewéhrleisten. Die zeitliche Komponente wird dann durch
die Zusatzbedingung (4.24) fixiert. Die Vektoren eKﬁ geben die Polarisation des massiven
Vektorboson-Feldes an, man wéhlt diese deshalb als Orthonormalbasis, wobei zwei der
Vektoren die transversalen Polarisationsfreiheitsgrade darstellen und senkrecht auf dem
Impuls p stehen, und einer den longitudinalen Polarisationsfreiheitsgrad darstellt und
parallel zum Impuls steht. Wir wihlen 0.B.d.A den Impuls in z-Richtung, 5 = (0,0, p)”:

0
0 0 €35
1 0 0
e’fﬁ =10 ,egﬁ =, ,eg’ﬁ =10 | (4.27)
0 0 Np
wobei egﬁ und N mit (4.24) und der Normierungsbedingung
€7 (€870 = —0ap (4.28)
bestimmt werden miissen. Einsetzen von A in (4.24) liefert
61;7%]7?” = eg,ﬁEﬁ — eg\’ﬁ Pt =0. (4.29)

Fiir A = 1,2 ist diese Bedingung durch die Wahl (4.27) schon erfiillt, fiir A = 3 lautet sie

€355 — Np* = 0. (4.30)
Die Wahl ,
0

=1 o (4.31)
Ey

€55 (€n)sp= = = 1. (4.32)
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Damit lasst sich eine spéter benotigte Eigenschaft der Polarisationsvektoren berechnen:

, 000 0\ /000 0\"
, 0100 0000
Hw%p 0000 0010
- 0000 0000
P> 0 0 pEA"™
1 0 00 0
+—1 0o 00 o (4.33)
pE; 0 0 EZ
nv
P +m? 0 0 pEj .
0 00 0 pt'p
ey 13 7 nv
Tt e 0 00 0 Tt
pE; 0 0 p?

Dieses Resultat gilt auch fiir beliebige Ausrichtungen des Impulses, die Rechnung dazu
soll an dieser Stelle jedoch nicht gezeigt werden.

Zuletzt sei noch erwéhnt, dass die Lagrange-Dichte des Proca-Feldes (4.19) nicht in-
variant unter den aus der Elektrodynamik bekannten Eichtransformationen

AP =AM — 9Py (4.34)

ist. Dabei ist x = x(X) eine beliebige, hinreichend oft stetig differenzierbare Funktion.
Grund fiir die Brechung der Eichsymmetrie ist der im Gegensatz zur Elektrodynamik
nicht verschwindende Massenterm. Ohne die Eichsymmetrie treten bei der folgenden
Quantisierung des Proca-Feldes viele Probleme, die bei der Quantisierung von Eichfel-
dern auftreten, nicht auf.

4.2.2 Quantisierung des Proca-Feldes

Fiir die Quantisierung ist es erneut notwendig das Feld und die kanonisch konjugierte
Impuls-Dichte zu Operatoren zu erheben und die zu (4.9) analoge Vertauschungsrelation
zu fordern. Da, wie wir gesehen haben, die zeitliche Komponente des Proca-Feldes keinen
Freiheitsgrad darstellt, ist es ausreichend, wenn die Vertauschungsrelation nur fiir die
rdumlichen Komponenten definiert ist. Genauer erkennt man dies, wenn man zunéchst
die kanonisch konjugierte Impulsdichte berechnet:
o 9Lp o

T EIEYR @A) F (4.35)
Die Rechnung verldauft analog zur Berechnung der Bewegungsgleichungen. Man erkennt,
dass 7 = 0, d.h. die 0-Komponente der Impuls-Dichte tritt nicht in der Hamilton-
Funktion auf. Damit ist die Forderung einer Vertauschungsrelation fiir 7% nicht notwen-
dig. Im Folgenden erheben wir zunéchst analog zum Klein-Gordon Fall das Feld zum
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Operator und zeigen dann, dass die geforderten Vertauschungsrelationen erfiillt sind.
Der Feldoperator fiir das Proca-Feld lautet

RN -
AM(X) = / WSQE;? Zef\”p [ai ~exp (ip"x,) + ayyexp (—iD x,,)] . (4.36)
Die raumlichen Komponenten der kanonisch konjugierten Impuls-Dichte sind:

Bpi L
i) = 9iA0 _ OAi:/ 0 i g
T ( ) g g 2(27r>3Eﬁ =~ (6)\43 p NP P) (4.37)

X {a; ~exp (1p"w,) — ay pexp (— if)"x,,)} .

Fiir die Vertauschungsrelation der Erzeuger und Vernichter orientieren wir uns ebenfalls
am Klein-Gordon Fall, wir fordern

g al ] = @n)*2E505, 05— F) (4.38)

[“W ' “nﬁ} - [ ip, H =0 (4.39)

wobei das zusétzliche 9y, bewirkt, dass die Erzeuger und Vernichter fiir unterschiedliche
Polarisationen unabhéngig voneinander sind, bzw. vertauschen. Nun lédsst sich der zu
(4.9) analoge Kommutator berechnen:

i = d3]{32 i 7
[A (F1,t), m (T2’t)] 27T 3E 2(27) 3E~ 6/\71’ ( n,k - 677/? EE)
=1

([l Jor w )~ g - )
Bpi o ;
— g Eﬂ>
/2 2m)3 By );6 P < p (4.40)

X <exp (iﬁ(ﬂ — FQ)) + exp (W(fé - Fl)))

5i3Eﬁ( 0pp® n 953 E;%)
m

= ——0(" —72) [5i15j1Ez7 i20j2F5 — m m

= —id;; 0(7 — T2),

wobei der Impuls in z-Richtung gelegt wurde p’ = (0,0, p)” und damit die Polarisations-
vektoren (4.27) benutzt wurden. Es sei angemerkt, dass auch dieses Resultat fiir eine
beliebige Wahl des Impulses p’ gilt. Das zusétzliche Minuszeichen im Endergebnis ist in
Ubereinstimmung mit unserer Konvention fiir die Minkowski-Metrik n;; = —1:

[A°(7, 1), 7/ (7, 1)] = in™ (71 — 7). (4.41)

Damit ist (4.41) die korrekte Vertauschungsrelation fiir das Proca-Feld. Es sei noch
angemerkt, der Feldoperator (4.36) auch die heisenbergsche Bewegungsgleichung (3.30)
erfiillt, der Beweis soll hier nicht gezeigt werden.
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5 Berechnung von Zerfallsbreiten

In diesem Kapitel sollen die fiir diese Arbeit zentralen Gréflen betrachtet werden, die
sogenannte Streumatrix und die auf einen Streuprozess bezogene Zerfallsrate bzw. Zer-
fallsbreite. Die Streumatrix ist ein Objekt, welches Ubergiinge zwischen Zustidnden in
der Quantenfeldtheorie beschreibt. In der Quantenfeldtheorie sind wir dabei, im Ge-
gensatz zur klassischen Quantenmechanik, nicht mehr auf Streuprozesse beschrénkt, bei
denen die Art der Teilchen unverénderlich ist. Mithilfe der Streumatrix lassen sich dann
mit den bekannten quantenmechanischen Methoden Ubergangswahrscheinlichkeiten, und
schliellich die fiir uns interessante Zerfallsbreite berechnen. Fiir dieses Kapitel wurden
die Quellen [MD95], [M.W12] und [F.D12] verwendet.

5.1 Streumatrix

Zur Definition der Streumatrix priaparieren zunéichst zwei Zusténde, einen intialen Zu-
stand |in, t;) und einen finalen Zustand |fin,ty). Die Zustidnde sollen dabei zu der jeweils
angegebenen Zeit ¢; bzw. t; Eigenzusténde zur jeweils gleichen Menge von miteinander
vertauschenden Operatoren sein, d.h. die Quantenzahlen der Zusténde sind zur jeweils
angegebenen Zeit eindeutig festgelegt. Die Quantenzahlen des Zustandes |in, t;) konnen
dabei unterschiedlich von den Quantenzahlen des Zustandes |fin,ts) sein, d.h. beide
Zusténde koénnen unterschiedliche Anzahl und Arten von Teilchen beschreiben. Die Zeit-
entwicklung dieser Zustidnde ist durch den Zeitentwicklungsoperator gegeben:

’Z?”L(t» = U(t,ti)’in,ti>, (5.1)
|[fin(t)) = U(t;ts)| fin, tf).

Interessant ist nun die Ubergangsamplitude fiir den Ubergang |in, t;) — |fin,t )

(fin(tg)lin(ty)) = (fin, te|UT(ts, tp)U(tg, ts)|in, t;) = (fin,t;|U(ts, t;)]in, t;).  (5.3)
Wir definieren nun die Streumatrix S, auch S-Matrix genannt:

S = tigriloo U(tf,t,'). (5.4)
ty—00

Die Elemente der S-Matrix sind damit durch

(finlSlin) = lim_(fin, ty[Uts, t;)]in, t;) (5.5)

ty—o0

gegeben. Dabei sind |in) und | fin) nun beliebige Zustéinde im Rahmen der Quantenfeld-
theorie. Wiren also alle S-Matrix Elemente bekannt, lielen sich alle denkbaren Streupro-
zesse der Theorie berechnen, wenn wir annehmen, dass fiir t — +o0o die Wechselwirkung
ausgeschaltet ist und damit die ein- und auslaufenden Zusténde |in) und | fin) asympto-
tische Zusténde sind.
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5.2 Zerfallsrate fiir die 3-Teilchen Streuung

Wir wollen nun die Zerfallsbreite einer 3-Teilchen Streuung berechnen. Ein Teilchen
der Sorte A soll dabei in 2 Teilchen der Sorten B; und Bs zerfallen. Wir gehen davon
aus, dass ma > mp, + mp,, d.h. der Zerfall kann stattfinden. Die Zerfallsbreite bzw.
Zerfallsrate I' héingt mit der Zerfallswahrscheinlichkeit W wie folgt zusammen:

WA—}BlBQ

T (5.6)

FA—)BlBQ =
wobei T die betrachtete Zeitspanne ist. Sei | A(7 = 0)) der Anfangszustand und | By (k1) Ba(k2))
der Endzustand. Die Wahl p = 0 vereinfacht die Rechnung etwas, die Zerfallsrate I' ist
allerdings ohnehin immer im Ruhesystem p'= 0 definiert. Die Zerfallswahrscheinlichkeit
ldsst sich nun aus der Ubergangsamplitude berechnen:

Wasss, = » > | (Bi(k1)Ba(ky)| S |A(0)) (5.7)

E1 Ko
Wir summieren iiber die Impulse, da wir die Wahrscheinlichkeit, dass A in By und B>
zerfillt, wissen wollen und die Impulse der Ausgangsteilchen dabei nicht festelegt sind.

Wir kénnen die unhandlichen Summen in Integrale umschreiben, da wir uns in einem
unendlich ausgedehnten Raum befinden, in dem beliebige Impulse angenommen werden

konnen: . . I3 3 £5
Y- a7 e 2 Y [ o
Damit ist die Zerfallswahrscheinlichkeit gegeben durch
W =V2 [ S8 [ O8 5 @ )mElslaop e (9
(2m)% ) (2m)?

Wir miissen noch sicherstellen, dass die Normierung der Zusténde korrekt ist, um Wahr-
scheinlichkeitaussagen treffen zu koénnen. Zur Konstruktion der Zustdnde wollen wir
spéter die in Kapitel 4 definierten Erzeuger und Vernichter verwenden. Wir betrachten
die Norm eines so konstruierten Zustandes:
(A@D)|A(P)) = (Olayal|0) = 2(2m)*E55(0)
3 dSF ) . (5.10)
=2(27)°Ey / Wexp(z() 7)) =2E;V # 1.

Um die korrekte Normierung zu erhalten, miissen wir die Zustdnde also durch einen
Faktor /2E;V teilen. Die Zerfallswahrscheinlichkeit lautet dann

1 3k, B3k 1 - -
14 B B B A 2, 11
A V/2(27r)3E£1>/2(27r)3E£2> 2y P BR)SIAON (51D
k:l k?2
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Wegen p = 0 hat sich der Faktor Ejz = my4 vereinfacht. Die Indizes an den Energieen
geben an, welcher Teilchensorte diese zugeorndet sind bzw. welche Massen zu verwenden

sind: 0
B =\[p? + mQBj. (5.12)

Das Ubergangsmatrixelement kann nur von 0 verschieden sein, wenn der Zerfal physika-
lisch moglich ist, d.h. keine Erhaltungssétze verletzt. Es muss 4-Impulserhaltung gegeben
sein. Wir ziehen die 4-Impuls erhaltende §-Distribution aus dem Matrixelement:

(B1(k1)Ba(ka)| S|A(0)) = (2m)*8(p — ky — ko) (—iMas,5,), (5.13)

und definieren damit das invariante Matrixelement M 4_,p, p,. Beim weiteren Aus-
werten der Zerfallswahrscheinlichkeit tritt nun das Quadrat einer §-Distribution auf. Wir
verwenden zum Auswerten dieses Ausdrucks den sogenannten Fermi-Trick:

d* .
S(p— k1 —k2)? =0(p — k1 — k2)8(0) = 6(p — ky — kg)/@;;exp(zo )
(5.14)
sty YT ) p@ys 7y VT
=0d(p— k1 — k) (27‘1’)4 =d(ma Efc} EEQ Vo (k1 + ko) (271')4'

Im letzten Schritt haben wir wieder ausgenutzt, dass p'= 0. Wir kénnen nun die Zer-
fallsbreite berechnen:

Bk By | —iMasp, |2
TA_B. B :(27r)4/ / 1220 5(p — ky — ko)
o 22m)3EY ) 2(2rpEY 2ma
kl k2
37 _ 2
2my ) 2(2m)3 EMEC k1 k1 (5.15)
ki k1
1 o oo | —iMas BB, | (1) (1)
= Swma /d\k\ |kl £ £ (ma — By - Ep )-
k k

Im letzten Schritt wurden sphérische Koordinaten eingefithrt und iiber den Winkelanteil
integriert. Dabei wurde verwendet, dass beim 3-Teilchen-Zerfall das invariante Matrix-
element unabhéngig von den Winkeln zwischen den Impulsen ist, da die Zerfallsprodukte
im Ruhesystem mit Ez = m4 nach dem Zerfall immer entegegesetzt gerichtete Impulse
besitzen und damit jede mogliche Orientierung der Impulse der Zerfallsprodukte den
gleichen Beitrag liefert. Die verbleibende d-Distribution werten wir nach der Relation

3(7(e) = | 282

-1
d(z — o) (5.16)

25



aus, wobei f(x) eine Funktion mit einer einzigen Nullstelle z( ist. Wir erhalten

-1

= - - 1 1 >
22 e 2 _
) <mA \/k‘ mp, \/k m32> |k| =0 + =) S(|k| — ky)
0o N k k (5.17)
- E’% )E’%) (k| = kyp) = '%) ’%)5(“_5 —ky)
k (1) (2) m )
! EE +EE
Einsetzen in (5.15) ergibt
Tasb B, = kf ’ —iMaB, B ’2. (5.18)
1oz 87rm?4 1oz

Zuletzt bleibt noch der Betrag k¢ des Impulses der Zerfallsprodukte zu bestimmen. k ist
gerade die Nullstelle der Funktion in der §-Distribution (5.17). Wir kiirzen ab m; = mp;:

ma— /K3 +md =\ K3+ m3 =0

—m% = (K +m?) + (k3 + m3) + 2\/1%% —i—m%\/kfc +m?2

m2 —m2 — m2 — 9k2)2 2 _ 02 2)2
(my 1 - 2 f) :(mA 7711 m3) +k;%—kj2c(m,24—m%—m§) (5.19)

=k} + k}(m + m3) + mimj

o (= () — b o 2(md 4 md)  (md = m)?
f 4m!24 4 4m124

5.3 Ubergangsamplitude im Wechselwirkungsbild

Um die Berechnung der Zerfallsbreite abzuschlieBen, miissen wir noch die Ubergangs-
amplitude bzw. das invariante Matrixelement bestimmen, dazu miissen wir zunéchst
die Zustéinde |in) = |[A(7 = 0)) und |fin) = |Bi(k1)Ba(ks)) konstruieren. Wir wollen
dazu die bei der Quantisierung der Felder eingefiihrten Erzeugungs- und Vernichtungs-
Operatoren verwenden. Diese sind allerdings analog zum quantenmechanischen harmo-
nischen Oszillator nur fiir freie Theorien anwendbar, wie wir sie bei der Quantisierung
des Klein-Gordon- und des Proca-Feldes vorausgesetzt haben. Mit Hilfe des Wechselwir-
kungsbildes kénnen wir allerdings weiterhin Felder verwenden, die sich wie in der freien
Theorie entwickeln.

Wir driicken zunéchst das S-Matrix-Element im Wechselwirkungsbild mit (3.33) durch
Schrodinger-Zustéinde aus:

SA-B1B; = t41_1>11100D<31(El)B2(Ez)|UD(tfati)!A(0)>D
I%f-)OO
= lim (B (k1) Ba(ka)|Un(ts, t0)Un(ts, t:) U (£, t0) | A(0)).

t;——00
ty—o0

(5.20)
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Dabei ist t eine beliebige, feste Zeit, zu der die Zustédnde in allen Bilden identisch sind.
Im néchsten Schritt nehmen wir nun an, dass die Wechselwirkung fiir |¢| — oo verschwin-
det. Die Anfangs- und End-Zusténde, welche zu den Zeiten t; bzw. t; als Zusténde mit
gegebenen Quantenzahlen, d.h. als Eigenzustdnde der zugehorigen Operatoren, definiert
sind, sind im dann Limes ¢; — —o0,ty — oo gegeben durch

|A(0)) = (a)}|0)
)

|Bi(k1)Ba(k2)) = (ap,)}; (ap,)]; [0).

(5.21)

Wobei aL,aTBl,aLQ die jeweiligen Erzeugungs-Operatoren sind und |0) das Vakuum

der wechselwirkungsfreien Theorie darstellt. Weiter sind diese Zustéinde auch Eigen-
zusténde des freien Hamilton-Operators Hy zur gleichen Energie F, da Energieerhaltung
beim Ubergang A — BB, gegeben sein muss. Anwenden des freien Zeitentwicklungs-
Operators auf diese Zustédnde ergibt damit nur einen Phasenfaktor und wir erhalten

Saspip, = lim e PU0)(ap, )y, (as,), Un(ty, ti)(aa)}|0) (5.22)
ty—00

Der Phasenfaktor fillt beim Bilden des Betrags-Quadrates zur Berechnung der Ubergangs-
wahrscheinlichkeit heraus, und kann damit auch weggelassen werden. Um das S-Matrix-
Element vollstandig durch Erzeugungs- und Vernichtungs-Operatoren der freien Theo-
rie ausdriicken zu konnen, miissen wir noch den Zeitentwicklungs-Operator im Wech-
selwirkungsbild durch freie Felder ausdriicken. Dieser ist im Wesentlichen durch den
wechselwirkungs-Anteil des Hamilton-Operatoren im wechselwirkungsbild Hy p gege-
ben. Fiir die betrachteten Wechselwirkungen ist H; stets gegeben durch ganzzahlige
Potenzen von Feldern:

H(t) ~ / d37 " (7, t). (5.23)

Im Wechselwirkungsbild lautet dieser
Hyp(t) = US (¢, to) H (t0) U (2, f0) ~ / (1), (5.24)

mit ¢o(t) = Ug(t, to)p(to)Uo(t, o), d.h. ¢g entwickelt sich wie ein freies Feld, welches zur
Zeit to identisch zum wechselwirkenden Feld ¢(tg) ist. Wir konnen daher die in Kapitel
4 definierten Feldoperatoren verwenden um das S-Matrix-Element zu berechnen.

5.4 Wick’sches Theorem

Um die Berechnung der Zerfallsbreite abschlieBen zu kénnen, miissen wir die im Zeit-
entwicklungsoperator Up auftretenden zeitgeordneten Produkte auswerten. Im vorigen
Abschnitt haben wir gesehen, dass dazu die freien Feldoperatoren aus Kapitel 4 verwen-
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det werden konnen. Es ist zweckméflig diese in 2 Teile aufzuspalten:

(X)) =t (X) + o7 (X)
By :
ot (X) :/w)@EﬁageXP (ip"zp) (5.25)
3 =
o7 (X) = / 2(2671)2155% exp (—ipt'z,) .

Dabei ist p* der Impuls auf der Massenschale . Wir betrachten zunéchst das zeitgeordnete
Produkt von 2 Feldoperatoren fiir den Fall 2% > ¢/:

T{o(X)p(Y)} =T (X)o (V) + 6T (X)o™ (V) + ¢~ (X)g" (V) + ¢~ (X)¢™(Y)
=:¢(X)o(Y): + [¢7(X), o (Y)].

Dabei haben wir die so genannte Normalordnung definiert: Innerhalb der : : wer-
den die Operatoren so sortiert, dass alle Erzeugungs-Operatoren af links von allen
Vernichtungs-Operatoren a stehen. Fiir der Fall 2% < 4° gilt analog

T{o(X)p(Y)} = ¢ (V)" (X) + ¢ (V)™ (X) + ¢~ (V)o " (X) + ¢~ (V)¢ (X)
=:(X)p(Y): +[¢7(V), o7 (X)].

Wir definieren den so genannten Feynman-Propagator als

(5.26)

(5.27)

Ap(X,Y) =0(2" —3°) [¢7(X), 67 (V)] + Oy —2°) [¢p7(Y), o7 (X)] . (5.28)

Dieser hat den Stellenwert einer Zahl, da die auftretenden Kommutatoren im Wesentli-
chen Kommutatoren von af und a, und damit Zahlen, sind. Zusammenfassend gilt also

T{o(X)p(Y)} =: 6(X)p(Y): + Ap(X,Y). (5.29)

Man nennt Ap(X,Y) auch Kontraktion von ¢(X) und ¢(Y) und schreibt dies als

Ap(X,Y) = ¢(X)o(Y). (5.30)

Diese Uberlegungen lassen sich auch auf zeitgeordnete Produkte von beliebig vielen
Feldoperatoren verallgemeinern:

T{o(X1)...0(Xn)} =: d(X1)...06(X,): + alle moglichen Kombinationen
von normalgeordneten Produkten (5.31)

und Kontraktionen

Diese Relation wurde von Wick und Dyson bewiesen, und wird auch Wick’sches Theorem
genannt, ein Beweis findet man z.B. in [MD95].
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5.5 Berechnung der Ubergangsamplitude

Wir wollen nun als Beispiel die Ubergangsamplitude der 3-Teilchen Streuung fiir Klein-
Gordon-Felder berechnen. In dieser Arbeit sollen ausschlielich Beitrage zur Zerfallsbrei-
te in erster Ordnung der Kopplungskonstanten beriicksichtigt werden, man nennt dies
auch ” Baum-Niveau” oder ” Tree-level”. Wir betrachten weiterhin den Zerfall A — B1Bs,
wobei nun alle 3 Felder Klein-Gordon-Felder sein sollen. Die Lagrange-Dichte dieses Mo-
dells ist

L=CLxkca+Lrkcn +LkcB, +9040B,0B,, (5.32)
mit der Klein-Gordon Lagrange-Dichte
Lrxax = 5(3;@)()(5 bx) — §mx¢x- (5.33)

Damit lautet der wechselwirkungs-Anteil der Hamilton-Dichte:

Hl =—-g ¢A¢BI¢BQ‘ (534)

Der Zeitentwicklungsoperator im Wechselwirkungsbild lautet bis zur ersten Ordnung in
der Kopplungskonstanten g:

UD(tf,ti) :Texp (Z/d4x (g¢A¢Bl¢32)> :ig/d4l‘T{qf)A¢Bl¢B2}. (5.35)

Dabei sind, wie wir in Abschnitt 5.3 gesehen haben, fiir alle Felder die freien Klein-
Gordon-Felder einzusetzen. Einsetzen in (5.22) ergibt

S =g, lim [ ' Ol(am, ), (0m), T 164(0)0m, (2)62,(2)) (@)}0). (530

tf—o0

Die Felder im zeitgeordneten Produkt besitzen hier alle die gleiche Zeitkoordinate, wir
konnten die Zeitordnung also weglassen, dennoch kénnen wir das Wick’sche Theorem
anwenden. Dabei bleibt nur der Term {ibrig, in dem fiir jedes Feld jeweils ein Erzeugungs-
und ein Vernichtungs-Operator zwischen (0| |0) auftreten. Speziell verschwinden damit
alle Terme, in denen Kontraktionen der Felder auftreten:

(0l(as, )i, (a5,), T {94(2)d, (2)05,(2)} (aa)}[0) =

a3y / d37 / a3 ,
/ A B B exXp (/L(q# + v'u - p/-/') : xﬂ)
22rpESY ) 22r)PESY J 2(2m 3B (5.37)

(Ol(an))g, (a5,)g, (a5,) an,) h(aa)(aa)}[0)
= exp (i(El(fl) + E]%f{") —ma)t —i(k1 + ko) - F’)) = exp (i(k} + k5 — p')z,) .
Im vorletzten Schritt wurde der Kommutator [a, aT] fir Klein-Gordon-Felder einge-

setzt und iiber die daraus entstehenden ¢é-Distributionen integriert. Es war auflerdem
zu beachten, dass fiir die Felder alle Impulse auf der Massenschale liegen, d.h. auch die
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Impulse ki, ko, p im Endergebnis liegen auf der Massenschale. Wegen p'= 0 gilt wieder
EI(?A) = my. Fithren wir nun die x-Integration in (5.36) aus, erhalten wir einen Faktor
(27T)45(p — ]€1 — kz):

Sasp B, = (2m) 6(p — k1 — ko) (ig) L (2m)16(p — k1 — ko) (—iMa_p,B,).  (5.38)

Wir vergleichen mit der Definition (5.13) des invarianten Matrixelements und identifi-
zieren

Der bisherige Rechenweg lisst sich auch fiir Felder anderer Art, wie z.B. Proca-Felder
anwenden. Dabei entstehen durch die Exponential-Funktionen, bei Integration iiber die
Raumzeit-Koordinaten der Felder im Zeitentwicklungsoperator, immer 4-Impuls erhal-
tende §-Distributionen. Man kann damit oft direkt den Wert des invarianten Matrix-
Elements angeben. Dieses beinhaltet die (Kopplungs-)Konstanten, die vor dem Term in
der Lagrange-Dichte stehen, der fiir die betrachtete Wechselwirkung sorgt. Zudem bein-
haltet es jegliche Faktoren bzw. Objekte, die (ausgenommen den 4-Impuls-Erhaltung
erzeugenden Exponentialfunktoinen) im den Feldoperatoren vor den Erzeugungs- bzw.
Vernichtungs-Operatoren stehen. Diese sind fiir Klein-Gordon-Felder gerade 1, fiir Proca-
Felder dagegen e‘;’ﬁ. Im Proca-Fall geht also die Polarisation der Teilchen mit ein und
das invariante Matrix-Element erhélt zusétzliche Indizes, die die Polarisation angeben.
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6 Effektive Theorie

In diesem Kapitel wurden speziell die Quellen [D.P11], [M.W12] und [F.D12] verwendet.
Wir wollen nun eine effektive Theorie in der Quantenchromodynamik (QCD) betrachten,
die zur Beschreibung von Mesonen, d.h. von gebundenen Quark-Antiquark Zustinden,
geeignet ist. Wir beschrinken uns dabei auf 3 Quark-Flavors und betrachten speziell
die Kopplung von Vektor- und Pseudoskalar- Mesonen an ein weiteres Vektor- oder
Pseudoskalar-Meson. Bei der Konstruktion des Modells muss beachtet werden, dass die
Symmetrien der QCD erfiillt sind. Unter Beachtung dieser Symmetrien lassen sich unter
anderem Pseudoskalare- und Vektor-Mesonen iiber ihre zugehorigen Quark-Strome zu
Nonets zusammenfassen. Die hier verwendeten Nonets sind der Arbeit [D.P11] von D.
Parganlija entnommen, sie sind wie folgt definiert:

Pseudoskalar-Nonet:

nn+m° at K+t

P L p—_t e KO (6.1)
jk = —=4gY54; = —F= T .
V2 el T s
K K ns
Vektor-Nonets:
) 1 wNM‘;,DOM pth e
— _ 0K
Vii= mate V=t e ) (6.2)
G ‘G
0K
1 WN E:;;P pEu K%Hl
b . 0 K .
Vi = 7 pg" % K0 |- (6.3)
K" TEOM ws,g*

Dabei sind ¢; die Quark-Spinoren, wobei q1, g2, g3 den Flavors Up, Down und Strange
entsprechen. Vg ist das Nonet der angeregten (Index E fiir ”excited”) Vektor-Mesonen

mit den Quantenzahlen n?*71; = 238, und J¢ = 17~ Die Felder des nicht-angeregten
Vektor-Nonets haben die Quantenzahlen n?**11; = 135;. Die Quantezahlen der Pseudoskalar-
Felder sind n?**1]; = 1155 und J¥¢ = 0~*. Die Felder in den Nonets sind alle in [Par12]

zu finden.

70, ¢ sind die leichtesten QCD Anregungen, die Pionen, mit der Masse m, .+ = 139.57018+
0.00035 MeV.

K sind die bekannten Kaon-Felder mit der Masse myg+ = 891.66 = 0.26 MeV. ny und
ns sind unphysikalische Felder, die zu den physikalischen Feldern 7 und 1’ (958) mischen.
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Weitere Zuordnungen sind:

wy = w(782) ws = ¢(1020)
WN,E = w(1420) WS E = (Z)(1680) (6 4)
K* = K*(892) p = p(770) '

K = K*(1410) pE = p(1450).

Dabei sind genau genommen auch die Vektor-Felder wy,wg unphysikalische Felder, die
zu w und ¢ mischen. Allerdings ist die Mischung klein und wird daher in dieser Arbeit
verachlassigt.

6.1 Symmetrien

Die in der QCD enthaltenen fundamentalen Symmetrien sind die Lorentz- und die
SU (3) parbe-Symmetrie. Erstere muss in jeder fundamentalen Theorie enthalten sein, d.h.
die Lagrangedichte der Theorie muss invariant unter Lorentz-Transformationen, also ein
Lorentz-Skalar, sein. Die starke Wechselwirkung bzw. QCD lasst sich ausgehend von der
Dirac-Lagrangedichte durch anwenden des Eichprinzips, d.h. Erweiterung der globalen
auf lokale SU(N)-Symmetrie, konstruieren. Dies ist gerade die SU(3)parpe-Symmetrie
der QCD. Die zugehorigen Eichbosenen heiflen Gluonen, experimentelle Ergebnisse ha-
ben gezeigt das Quarks und Gluonen gerade 3 unterschiedliche Farbladungen tragen
konnen. Da wir hier lediglich Mesonen, d.h. Farbneutrale Zustinde (Farbe und Anti-
Farbe) betrachten ist diese Symmetrie automatisch in der effektiven Theorie enthalten.

Wir geben nun zunichst die Lagrange-Dichte der Theorie an und zeigen dann im weite-
ren Verlauf, dass die Symmetrien der QCD erfiillt sind.
Der Wechselwirkungsanteil der Lagrangedichte des Modells lautet:

L=L1+ Lo (6.5)
L1 =ia Tr[[(?“P, (Vi) P} (6.6)
Lo=bTr [%“”{v,w, P}] — 2p evad Tr[(aa(VE)g) {(0,Vy) ,P}] (6.7)

Mit den Feldstiarke-Tensoren der Vektor-Mesonen:

VA = gRYY — QY VM, (6.8)
~ 1
VY = §ewaﬁvaﬁ. (6.9)

Es sei angemerkt, dass Mischungsterme, die aufgrund unterschiedlicher Quark-Massen
erforderlich sind, hier weggelassen wurden und im weiteren nicht betrachtet werden
sollen.

32



6.1.1 Lorentz Symmetrie

Um das Transormationsverhalten der Nonets unter Lorentz-Transformationen (LT) zu
tiberpriifen, muss zunéchst das Transformations-Verhalten der Quark-Spinoren bekannt
sein. Dieses lésst sich durch Forderung von Lorentz-Invarianz der Dirac-Gleichung finden.
Man findet die im Spinor-Raum wirkende Transformation

() = exp ({0, )

)
Opuy = 5 ['Yua%/] :

wobei w”*” die Parameter der Transformation enthéilt. Die Quark-Felder transformieren
sich damit wie

(6.10)

g5 S(A) ¢ 755 S7YA). (6.11)

Damit lasst sich das Transformationsverhalten der Pseudoskalar-Mesonen untersuchen:
1

LT o ) 1 _ .
Pjj, — ﬁqk STHA) ivs S(A) ¢; = EQk ivs ¢j = Pjr, (6.12)

wobei benutzt wurde, dass aufgrund von (6.10) bei Vertauschen von S und ~5 zwei
Minuszeichen entstehen, da 7, und 5 antikommutieren. Es handelt sich also bei den
definierten Pseudoskalar-Mesonen tatséichlich um Lorentz-Skalare.

Das Transformationsverhalten der Vektor-Mesonen ist

n LT 1 _ 1 o 1 — v »
Vi — Jlk STHA) A S(A) g5 = 7 A, gy gy = A Vi, (6.13)

wobei die Relation S™!'(A)y*S(A) = A*,4” benutzt wurde, die aus der Forderung
der Invarianz der Dirac-Gleichung unter Lorentz-Transformation folgt. Die definierten
Vektor-Mesonen transformieren sich somit wie erwartet wie 4-Vektoren unter Lorentz-
Transformationen.

Es bleibt noch zu zeigen dass die Lagrangedichte des Modells (6.5) wie ein Lorentz-
Skalar transformiert:

£ ia e | [P, Vigy] P'| 4+ 26 €2 T [ (04,Vih) { (9,V7) , P'} ]
—ia Tr[ [A“,,@”P, (A_l)pMVEp} P] 42 VB A A A AP,
Te| (A7)0, (A7) 5Vie ) { (A7) %00 (A7), 7,) . P} (6.14)
— ia A", (A1), Tr[ [0 P, Vg, P} +2b eWUTr[(apVEJ) { (V) ,P}}

—ia Tr| [07P, Vi, P| + L2 = L.
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6.1.2 Paritit

Nach dem sogenannten CPT-Theorem ist die Lagrangedichte der QCD invariant unter
CPT-Transformation. Dabei sind C, P und T die diskreten Transformationen Ladungs-
konjugation C, welche Materie und Antimaterie vertauscht; Paritétstransformation P
bzw. Raumspiegelung x — —z; und Zeitumkehr T ¢t — —¢.

Unter Raumspiegelungen bzw. Paritdtstransformationen P im Spinor-Raum gilt fiir die
Quark-Felder

- P N - _ - P _ — _ —
qt, %) = d(t,7) =" qt, %)  qt.7) =7 (t7) =q(t,—7) " (6.15)
Fiir Ableitungen gilt
0 Ly 90
(6.16)
L _ g
Damit gilt fiir die Pseudosklare
- P 1 _ 0 - 0 1 _ . —»
Py (t, %) — 7 QY 57 @ = — 7 4,175 ¢j = — Pji(t, —T). (6.17)

da v* und 5 antivertauschen und v°4° = 1. Es findet ein Vorzeichenwechsel statt, daher
die Bezeichnung "Pseudo’.

Fiir Vektoren gilt

p 1 _
Vi = 75 0 "4 g5 (6.18)
Wegen {~y#,~"} = 2¢"¥ ist also
P 1 S
Vit @) = —= 3,7 45 = Vjj,(t, —1),
V2
LV (6.19)
i — — i 0 —
Vie(t, @) — — NG qp ' qj = — Vi (L, —2).

Wir lassen im Folgenden die Argumente t,7 weg. Damit ist £; invariant unter Pa-
ritdtstransformationen, denn

L1 B ia ] ([0°(=P), (V)] + [(=0)(=P). (~(Ve))]) (=P)] = £ (6.20)

Um das Transformationsverhalten von Lo zu untersuchen, betrachten wir zunéchst das
Transformationsverhalten der Feldstérketensoren (6.8) und (6.9):
P
Voi = —Vio — 00(—Vi) — (—0:)Vo = Vio = — Vi,
P
Vij = (=0)(=Vj) = (=0;)(=Vi) = Vij,
(6.21)

Vi0 — _j70i _ %Eink Vi L %ei()jk Vi = V0 = 0%

T — gy, By g 0k (L) — )
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Bei gleichen Indizes pv tritt bei Paritdtstransformation beim dualen Feldstérketensor
VA immer umgekehrtes Vorzeichen auf wie bei V,,,,. Die Kombination aus Feldstérketensor
und dualem Feldstarketensor in Lo erhilt bei Paritétstransformation also immer ein
zusétzliches Minuszeichen. Somit gilt fiir Lo unter Paritatstransformation:

LoDy by [%“V{VW, (—P)}} = L. (6.22)

Damit ist die Lagrangedichte des Modells 6.5 auch unter Paritétstransformationen inva-
riant.
6.1.3 Ladungskonjugation

Fiir das Transformationsverhalten der Quark-Felder unter Ladungskonjugation C im
Spinor-Raum gilt

C _ . _ _ C .
q=Cq =—-iy"y’q" q=q" C=—iq" 7%y (6.23)
Fiir Psuedoskalare gilt damit
P & L qf CingCqT = ——— T in"y*357°2 %07 = ——= ol insd!
J \/§ k J \/§ k j \/§ k b

. . (6.24)

1
_ T .. T=T \*) —
=~ B%0 = 5 (@ 159k

~

= \2% iv5qr = Prj,
wobei die Relationen {v*,4"} = 2¢g", {y*,95} = 0 und ¢ = 5 benutzt wurden.
Folgerungen aus ersterer sind 4% = 1 und +?4? = —1. Das Transponieren bezieht
sich immer auf die Spinor-Indizes, die Quark-Felder enthalten jedoch zusétzlich noch
Erzeugungs- und Vernichtungs- Operatoren. Durch das Zusammenfassen des Transponie-
rens im Schritt (*) vertauschen nur die Spinor-Anteile, die Operatoren miissen zusétzlich
vertauscht werden, damit man die Quark-Felder insgesamt vertauschen kann. Der Vorzei-
chenwechsel im Schritt (*) entsteht also, da die fermionischen Erzeugungs- und Vernich-
tungsoperatoren antivertauschen. Im vorletzten Schritt wurde noch das Transponieren
weggelassen, da in den runden Klammern die Spinor-Indizes vollstéindig kontrahiert sind

und damit nur eine Zahl {ibrig bleibt. Fiir das Pseudoskalar-Nonet gilt damit P C, pT.

Fiir das Vektor-Nonet gilt
1 _
7 qi cyHC q;‘-F. (6.25)

Wir betrachten den Ausdruck Cy#C getrennt fiir u =0, u=2und p =1, 3:

C
n
Vie =

(=)0 (=iv%9?) = =7%%% =0 = (197,
(=) (=iv"?) =+ = (¥, (6.26)
(=) 3 (=in"9?) = —913909209% = —413 = (413)T,
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wobei der jeweils letzte Schritt an der expliziten Dirac-Darstellung von v* zu erkennen
ist. Damit gilt Cy*C = (v*)T und damit
c 1 7 T-T I
V= —=a. (0" = ——F=a7" e = -V (6.27)

V2

Oder V& —(VMT fiir das Vektor-Nonet.

N

Damit ist die Lagrangedichte (6.5) auch unter Ladungskonjugation C invariant:
£ % ia T [0"PT, < VL] PT] + 26 o7 Tr| = (0,Vip) " { = (0,13)", PT}]
—ia Tr| [0"P, Vi, )" PT| + 20 7 Tx| (9aVing)" { (0uV2), P} | (6.28)
—ia Tr| [0"P,Vi,] P| + 20 7 Tr| (9aVing) { (9V), P}| = £

Dabei bewirkt im ersten Schritt das herausziehen des Transponierens aus dem Kommu-
tator ein Vorzeichenwechsel. Im zweiten Schritt wurde benutzt, dass unter der Spur das
Transponieren weggelassen werden kann, und zyklisch vertauscht werden darf.

6.1.4 Chirale und Flavor-Symmetrie

Eine weitere Symmterie des Modells ist die sogenannte chirale Symmetrie. In diesem Ab-
schnitt haben wir uns insbesonders an [D.P11] und [M.W12] orientiert. Fiir verschwin-
dende Quark-Massen wire die chirale Symmetrie eine exakte Symmetrie der QCD, sie
dussert sich in der Enkopplung der sogenannten rechts- und links-héindigen Anteile der
Quark-Felder. Man erkennt dies mithilfe der Operatoren

7)1-%:1‘1”}/57 PLZl_PyS. (629)
2 2
Diese erfiillen die Relationen
Pr.r =Pr.L,
PrPr, = PLPr =0, (6.30)
Pr+PL =1,

und sind damit Projektionsoperatoren auf die rechts- bzw. links-h&ndigen Unterrdume.
Spaltet man die Quark-Felder in rechts- und links-hédndige Anteile auf:

q=(Pr+PL)q=4qr+4qL, (6.31)
so nimmt die Dirac-Lagrangedichte die Form
Lp =q(i7"0y —mq)q = q1iv"0uqr + GriV"Ouqr — Grmeqr — Grmeqr - (6.32)

an. Fir my = 0 ist damit die QCD-Lagrangedichte (Summe der Flavors q = u,d,s,..
und 0* — D#) symmetrisch unter U(Ny)r x U(Ny)r Transformationen im Flavor-
Raum, wobei Ny die Anzahl der Flavors im Modell ist. Diese Symmetrie nennt man
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chirale Symmetrie. Die zugehorigen erhéltenen rechts- bzw. links-hdndigen Stréme ha-
ben indefinite Paritit, weswegen man zu der zu U(Ny)r x U(Ny)r isomorphen Gruppe
U(Ny)yxU(Ny)a, der Vektor- und Axialvektor-Transformationen iibergeht, deren erhal-
tene Stréme definite Paritéit haben. Weiterhin lassen sich die U(Ny)-Anteile aufspalten
in U(Ny) =U(1) x SU(Ny). Die U(1)y-Symmetrie sorgt fiir die Erhaltung der Ladung
bzw. Netto-Quark-Zahl.

Die SU(Ny) a-Symmetrie ist nur fiir verschwindende Quark-Massen erfiillt. Fiir Ny = 2
ist sie approximativ erfiillt. Allerdings tritt bei kleinen Temperaturen spontane Sym-
metriebrechung der SU(Ny)4 Symmetrie auf, welche nach dem Goldstone-Theorem das
Auftreten der 3 approximativen Goldstone-Bosenen 70 7t 7~ erklirt [M.W12].

Die U(1) s-Symmetrie ist ebenfalls fiir verschwindende Quark-Massen erfiillt, allerdings
ist sie auf Quantenebene durch die sogenannte chirale Anomalie gebrochen gebrochen.
Dies fiithrt zu den grofien Massenunterschieden zwischen den 7- und n’-Mesonen [M.W12]
und der nicht-vernachléssigbaren Mischung der in unserem Modell enthaltenen unphy-
sikalischen Felder ny und ng.

Nach spontaner Symmetriebrechung bleibt (bis auf U(1)y ) nur die SU(N¢)y-Symmetrie
iibrig, sie ist nur erfiillt, wenn alle Quark-Massen identisch sind. Dies ist die Flavor-
Symmetrie der QCD, sie sorgt fiir die &hnlichen Massen innerhalb der Flavor-Multipletts.
Fiir Ny =2 (u und d) ist diese Symmetrie identisch zur Isospin-Symmetrie. In unserem
Modell ist diese Symmetrie relativ gut erfiillt, da die Massenunterschiede der fiir Ny = 3
(u,d und s) enthaltenen Quarks im Vergleich zur hadronischen Massenskala (~ 1GeV)
sehr klein sind. In der Lagrangedichte unseres Modells (6.5) ist diese Symmetrie sogar
exakt erfiillt, da die fiir die Brechung verantwortlichen Mischungsterme nicht enthalten
sind. Die zugehorigen SU(3)y Transformationen lauten:

P UPUY, VS UVHFUT, (6.33)
mit den SU(3) Gruppenelementen U. Draus folgt sofort auch
Vi gveryt, (6.34)
Man sieht schnell die Symmetrie der Lagrangedichte unseres Modells:
£y~ ia T | |9"UPUY, U (Vi) Ut | UPUY| = ia Tx U [0 P, (Vi) | UTUPUT| = £,
£ b T [UVE" UHUV,, UL UPUTY| = b T UV UTU V0, PYUT| = £,

(6.35)

6.2 Zerfallsbreiten

Es steht nun noch aus die Kopplungskonstanten der Theorie zu bestimmen um schliefSlich
Vorhersagen bzw. Vergleiche weiterer Resultate des Modells mit experimentellen Daten
machen zu konnen. Auch fiir die Bestimmung der Kopplungskonstanten benétigen wir
den Ausdruck fiir die Zerfallsbreiten der in der Theorie enthaltenen Zerfallskanile. Wir
konnen diese dann an experimentell gut bestimmten Werten fixieren.
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6.2.1 Berechnung der Zerfallsbreite I'y, _,pp

Wir betrachten zunéchst die Kopplung zweier Pseudokalar-Mesonen an ein Vektor-
Meson. Wir kénnen auf analogem Weg wie in Abschnitt 5.5 direkt das invariante Matri-
xelement an £; ablesen. Wie wir gesehen haben tragen skalare Felder nur einen Faktor 1
bei. Das Vektor-Feld dagegen trigt mit einem Faktor e’; 7 bei, wobei A die Polarisations-
richtung und p der Impuls des angeregten Vektor-Mesons ist. Weiter seien die Impulse
der 2 Pseudoskalar-Mesonen ki und k. AuBerdem ist noch die Ableitung 0P in L4
zu beachten, diese wirkt auf den Exponential-Faktor in der freien Losung des Klein-
Gordon-Feldes und kann damit bis auf Faktoren vom Betrag 1 durch den Impuls k* auf
der Massenschale ersetzt werden.

Das invariante Matrixelement in erster Ordnung lautet damit

M| = ‘ a(ky), eg{ﬁ‘ . (6.36)

Die Zerfallsbreite ist dann durch den Ausdruck (5.18) gegeben. Allerdings ist an dieser
Stelle keine Polarisation A durch ein Experiment vorgegeben. Um dennoch ein sinnvol-
les Ergebnis zu erhalten, mitteln wir {iber die Polarisation. Dies ist in Einklang mit
Experimenten die keine Polarisationsrichtung gesondert behandeln, da dann sdmtliche
Einstellungen identische Beitrige liefern. Da es 3 Einstellmoglichkeiten fiir die Polarisa-
tion gibt, gilt es also den folgenden Ausdruck zu bestimmen:

IMP? = Z|M/\| u(k1)y Z S

a2

= 5 (kD)u(ka)y (—n“” + pﬂ}j) (6.37)

_ aj (kitpu)Z 2
3 m2 g
1%

Dabei sind my die Masse des angeregten Vektor-Mesons und mj, ms die Massen der
Pseudokalar-Mesonen mit Impuls k1, ko, wobei die Pseudoskalar-Mesonen immer aus-
laufende Teilchen sein sollen. Wegen 4-Impuls-Erhaltung gilt aufferdem

= (k2)u ks = (0" = k') (pp — (k1)) = miy +mi — 2k'p. (6.38)
Um den ersten Term umzuschreiben losen wir auf:

mi +m? —m}

K by = ; (6.39)
Wir fassen zusammen und erhalten fiir das invariante Matrixelement:
- 2 2 2\2
2 a (ml - m2)
M =15 (mzv —2(m}+m3) + mQ,) . (6.40)
Vv
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Einsetzen in die Zerfallsbreite (5.18) mit dem Impuls kp aus (5.19) liefert fiir den Zerfall
eines angeregten Vektor- in zwei Pseudoskalar-Mesonen:

2 2 2

2\ 2

a my—my

Tvespp = 1953 (m%/ — 2 (mf +m3) + (mg)> : (6.41)
v v

6.2.2 Berechnung der Zerfallsbreite I'y,_,y p

Fiir die Kopplung zweier Vektor-Mesonen an ein Pseudoskalar-Meson lesen wir das in-
variante Matrixelement erster Ordnung an Lo ab.

M| = (6.42)

b eu,z/aﬁ Pa (Ez\,ﬁ)ﬁ m (60@‘)”

Dabei besitze das einlaufende angeregte Vektormeson die Masse my,, und den Impuls
p, und das auslaufende Vektormeson die Masse my und den Impuls ¢q. Den Faktor 2
aus Lo haben wir vorest weggelassen. Wir mitteln wie im vorigen Abschnitt iiber die
Polarisationseinstellungen:

—s 1
MP = 2 3 My
Ao

b2
= 3 Z etwaB cpmyd Do Qu Dy dp (6)‘75)& (6)\,17)5 (Eg’qﬂ)n (Gqu*)y
A\,o

= o Py du 9p 2 v 2
3 my, my,
b? @ Qv PaPs  DBPsdnd
:§e“”aﬁep"75papwqqu NBs T — Mo — M —g e — o2 |
my My, mymy,

Die Terme in der runden Klammer enthalten, multipliziert mit den vollstindig anti-
symmetrischen e-Tensoren, bis auf den ersten Term, alle einen antisymmetrischen und
symmetrischen Anteil mit gleichen Indizes. z.B. ist im zweiten Term der e-Tensor an-
tisymmetrisch unter der Vertauschung p <+ v, gleichzeitig sind die Faktoren g, und g,
enthalten, welche symmetrisch unter dieser Vertauschung sind. Fiihrt man die Summe
tiber diese Indizes aus, so verschwindet also dieser Beitrag. Damit vereinfacht sich der
Ausdruck zu

b2
2
IM|” = 3 etvoh €pu7,8 Pa Py Gu 9p- (6'44)
Wir betrachten das Produkt der e-Tensoren:
eveB e 5= nP° ,775 ehavB €osup = —1"° nvﬁ ehavp odvp

— 9P YO (@ B Qo (PO Y Pl YO (6.45)
= =207 (kg —nfng) =2 " — Pl

Dabei wurde im zweiten Schritt verwendet, dass die Eintrdge des e-Tensors nur verschie-
den von 0 sind, wenn alle Indizes unterschiedlich sind, d.h. beim Hochziehen aller Indizes
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entsteht insgesamt ein Minuszeichen, da genau 3 rédumliche Indizes vorhanden sind. Im
dritten Schritt wurde die Summe explizit ausgefiithrt. Fiir 4 = o, = ¢ haben beide
Faktoren die gleichen Indizes, es findet kein Vorzeichenwechsel statt. Fiir die Summe
iiber v, 5 bleiben nur 2 Indizes, d.h. es Tragen 2-1 = 2 Terme bei. Fiir y = §, & = o sind
zwel der Indizes in einem der Faktoren vertauscht, was ein extra Minuszeichen liefert.
Einsetzen in (6.44) liefert

202
IM|? = 5 (( )’ — P ppd” qu) : (6.46)
Mit 4-Impulserhaltung folgt wie im vorigen Abschnitt
2 2 2
my, +my —mp
Pap=—" (6.47)
wobel mp die Masse des Pseudoskalar-Mesons ist. Einsetzen und Umformen liefert
b2 m2 — m2 2
M = Em%/E (m%/E —2(m} +mp) + (VmQP) . (6.48)
Ve
SchlieBlich lautet die Zerfallsbreite (5.18)
b2 (m2 —m2 )2 2
T = — 2 9 2 2 AV P 6.49
VesVP = g <mVE (my +mp) + m? ; (6.49)

wobei der Faktor 2 in (6.5) nicht mitgenommen wurde. Beim Expandieren der Lagran-
gedicht in die einzelnen Wechselwirkungsterme und der Berechnung der Zerfallsbreiten
ersetzen wir also b (nicht 2b) durch sémtliche Vorfaktoren vor diesen Termen.

6.3 Kopplung an Photonen

Mit dem konstruierten Modell (6.5) lassen sich mit einer Modifikation auch Kopplun-
gen an Photonen untersuchen, speziell die Kopplung von Vektor-Meson an Photon und
Pseudoskalar-Meson fiir den Zerfall Vg — ~P. Dies ldsst sich im Wesentlichen durch
die Ersetzung des Vektor-Nonets durch einen zum Photon-Feld proportionalen Anteil
erzielen. Da das Photon-Feld ebenfalls Paritit und Ladungskonjugation P = —,C = —
besitzt, sind die bisherigen Symmetriebetrachtungen auch fiir diesen Fall giiltig und
unser Modell muss nicht weiter modifiziert werden. In [FG14] wurde gezeigt, dass die
notwendige Ersetzung
V2a

Viw = Vi + g—QFw. (6.50)
P
lautet. Die schon betrachtete Kopplung Vg — V P wird reproduziert, und wir erhalten
lediglich eine modifizierte Kopplungskonstante fiir die Kopplung an Photonen. Dabei
ist & ~ 1/137 die Feinstrukturkonstante, g, = 6.1 eine durch den Zerfall des p-Mesons
fixierte Konstante und Q die Matrix, die die Ladungen der Quarks enthélt:

2 1 1
—diag (2, —=. —= ). 51
Q = diag (3’ 3 3> (6.51)
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Bei der Bestimmung der Zerfallsbreite fiir Vg — v P summieren wir wie im Abschnitt
6.2.2 iiber die Polarisationseinstellungen des ausgehenden Photons, wobei die Polarisa-
tionsvektoren eine andere Vollstandigkeitsrelation erfiillen wie die der Vektor-Felder. In
[MD95, S. 159-160] wurde gezeigt, dass wir die Ersetzung

> (&), (ep), = v (6.52)
A

vornehmen koénnen. Wir erhalten auf analogem Wege wie in Abschnitt 6.2.2 fiir das
invariante Matrixelement:

2
M| = %E”mﬂ € Doy quy (775577771/ - nnypﬁf‘s) . (6.53)
mi,

Der zweite Term f#llt erneut wegen Symmetrie und Antisymmetrie heraus, sodass das
invariante Matrixelement fiir den Zerfall Vg — P den selben Ausdruck wie fiir den
Zerfall Vg — V P liefert. In der Konstanten ¢ sind dabei die Kopplungskonstante b und
die modifizierenden Faktoren auf Grund der Ersetztung (6.50) enthalten. Wir setzen
auflerdem m., = 0 ein, und erhalten

T _ C2 2 ) 2 TnlllJ ’ 4
Ve3P = ge | My — 2Mp + ) (6.54)
E

6.4 Fixierung der Kopplungskonstanten

Wir haben nun unser Modell auf die Symmetrien der QCD iiberpriift und die Ausdriicke
fiir die Zerfallsbreiten der im Modell enthaltenen Zerfille berechnet. Es bleibt offen die
Kopplungskonstanten a und b zu bestimmen und anschlieflend zu iiberpriifen, ob sich fiir
weitere Zerfallsbreiten Werte berechnen lassen, die mit Experimenten iibereinstimmen.
Zur Bestimmung der Kopplungskonstanten verwenden wir experimentell moglichst gut
bestimmte Zerfallsbreiten.

6.4.1 Bestimmung der Kopplungskonstanten fiir den Zerfall Vp — VP

In den experimentellen Daten der Particle Data Group [Parl2] findet man fiir fiir das
Vektor-Meson ®(1680) einen einzigen dominanten Zerfallskanal ®(1680) — K K*(892) +
c.c.. Wir nehmen daher an, dass die Zerfallsbreite fiir diesen Zerfall der totalen Zerfalls-
breite von ®(1680) entspricht. Diese hat den Wert

Tigios0) = 150+ 50 MeV. (6.55)

Die Massen der relevanten Mesonen sind:
mg(1680) = 1680 & 20 MeV,
myo = 493.677 £ 0.013 MeV,
mpy+ = 497.614 + 0.022 MeV,
mg+ = 891.66 + 0.26 MeV.

(6.56)
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Abbildung 2: Feynman-Diagramme erster Ordnung fiir den Zerfall ®(1680) —
KK*(892) + c.c.

Wir konnen das unphysikalische Feld wg des Vektor-Meson-Nonets unseres Modells mit
dem physikalischen Feld ®(1680) identifizieren. Dabei vernachléssigen wir Mischungsef-
fekte zwischen wg und wy zu ¢ und w aufgrund der chiralen Symmetriebrechung. Der
Mischungswinkel dieser Felder ist allerdings vernachlédssigbar klein, was unsere Identifi-
kation gerechtfertigt. Wir expandieren Lo aus (6.5), die Terme die zur Zerfallsbreite fiir
den Zerfall ®(1680) — KK*(892) + c.c. beitragen lauten

£<1>—>Kﬁ+c.c. = \%GWQB (Oa®p) ( (8MK;O) KO + (8/17;0) K°

(6.57)
+ (0, K7) KT + (0,K.7) K) :

Wir miissen also zur Berechnung der Zerfallsbreite in erster Ordnung die Beitrage der
4 Diagramme in Abb. 2 summieren. Wir beachten, dass wir bei der Berechnung der

Zerfallsbreite (6.49) fiir den Vorfaktor der Terme in L9 nur die Konstante b beachtet

haben; somit nehmen wir die Ersetzung b — % vor und setzen die Massen ein. Wir

V2
erhalten

Lo kRrtoe = 0% |2 (131 40.16) +2- (1.28 & 0'16)] 107 MeV? (6.58)

— (5.18 4+ 0.64) - 10° - 5 MeV?® = Taias0) = 150 £ 50 MeV.
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Damit erhalten wir die Kopplungskonstante

1
MeV'

b=(5.38+0.96)-1073 (6.59)

6.4.2 Bestimmung der Kopplungskonstanten fiir den Zerfall Vi — PP
Fiir diese Kopplung ist die Zerfallsbreite fiir den Zerfall K*(1410) — K7 gut bekannt,

fiir das Verhaltnis zur totalen Zerfallsbreite I‘}gi(l 410) findet man
exp
MO SRT _ 664 1.3 %. (6.60)
ptot.exp
K*(1410)

Fiir die totale Zerfallsbreite findet man

tot,ex _
- (iti0) = 232+ 21 MeV. (6.61)

Damit ist die Zerfallsbreite fiir K*(1410) — K

Py 1410) s kr = 15-3 £ 4.4 MeV. (6.62)

Die Massen der beteiligten Mesonen sind [Par12]:

Mice(110) = 1414 £ 15 MeV,
Mo = 493.677 £ 0.013 MeV,
M+ = 497.614 £ 0.022 MeV, (6.63)
Mo = 134.9766 & 0.0006 MeV,
m .+ = 139.57018 & 0.00035 MeV.

Die Terme in £ aus (6.5), die zu diesem Zerfall beitragen lauten
_ O k0 (70K 0 350 _on —B_+ — M
EKMKW—M{KM (K K 7% VoK "5t + V2K =n )
F70 00K 0K _0 +,_—H +H_—
+ K}, (Kw — K%70 oKkt M £ V2K 7r)
+ K (K+uﬂo KO KO \/§Kouﬁ+u>

+ K;+ (KVrW —K 'O -2 FWTF + \/§ Foﬁfu) ] .

(6.64)

wobei wir fiir die Pseudoskalare K und 7 abkiirzend K* = 0* K, n# = 0#m geschrieben
haben. Wir erhalten 8 Diagramme (vgl. Abb. 3), wobei jedes Diagramm mit 2 Termen
beitréigt, in denen jeweils die Ableitung 0* auf eines der Pseudoskalar-Felder wirkt. Nach
(6.41) sind diese 2 Beitrage allerdings identisch. Zur Bestimmungen der Zerfallsbreite
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mitteln wir iiber die Anfangszustinde K*°, K* , K*~, K**, einsetzen der Massen liefert
schlief3lich

2

1
Pk (1410)+kn = 52 i”—6 2+ (1.52 4+ 0.098) + 2 - 2 (1.51 & 0.098)
2.

+2-(1.51£0.098) + 2 - 2 (1.52 + 0.098) | MeV (6.65)

= (0.568 % 0.037) - a> MeV = T3 100 e = 15.3 % 4.4 MeV.,
Wir erhalten die Kopplungskonstante
a=>5.19+0.77. (6.66)
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Abbildung 3: Feynman-Diagramme erster Ordnung fiir den Zerfall K*(1410) — K=
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6.5 Vergleich mit experimentellen Daten

Da wir nun die Kopplungskonstanten des Modells fixiert haben, kénnen wir weitere
Zerfallsbreiten des Modells berechnen und mit experimentellen Daten vergleichen, um
die Giiltigkeit des Modells zu iiberpriifen. Fiir die Kopplung zweier Vektor-Mesonen and
ein Psuedoskalar-Meson ist z.B. der Zerfall K*(1410) — Kp im Modell enthalten. Die
Terme in der Lagrangedichte fiir diesen Zerfall lauten

b . . _ —0 —0 _
Licoorcp = 5| K2p® (Vapi K™ = oK) + Koo (V200K = pf, K°) 66,
+ Koy (V20K + oK) + Kag~ (V20l KO+ i K7 |

Wir mitteln wie im vorigen Abschnitt iiber die Anfangszustinde und setzen die Massen
in den resultierenden Ausdruck ein. Wir erhalten

T (1410) 5 Kp = 17.2 = 6.8 MeV. (6.68)

wobei wir fiir die Masse von p, m, = 769 £ 0.9 MeV verwendet haben. Um mit den
experimentellen Daten Vergleichen zu kénnen bilden wir das Verhéltnis

Lo (1410) 5 Kp

tot,exp
11K*(1410)

= 0.074 + 0.030. (6.69)

Als experimentellen Wert finden wir

|
(KUK yexp 707 (6.70)

tot
FK*(1410)

Dieser Wert stimmt gut mit unserem Modell iiberein.

Fiir die Kopplung eines Vektor-Mesons an zwei Pseudoskalar-Mesonen vergleichen wir
mit dem Zerfall ®(1680) — K K. Die zugehorigen Terme der Lagrangedichte lauten

ta —0 —= _ _
Lofroso)-rick = 55| (KK = (97KT) KO — (0"K) K+ o+ (") K- .
(6.71)
Wir setzen ein und erhalten
F¢(1680)—>KF =19.7+6.1 MeV. (6.72)

In den experimentellen Daten finden wir das Verhéltnis zum dominanten Zerfallskanal:

T . exp
< 26802 KK > = 0.07 £ 0.01. (6.73)
)+c.c

F@(lGBO)HKW(SQZ
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Wir nehmen wie bei der Bestimmung der Kopplungskonstanten b an, dass die Zerfalls-
breite des dominanten Zerfallskanals der vollen Zerfallsbreite entspricht und berechnen
mit (6.72):

F _
PUBOER  — 0.131 + 0.060. (6.74)

F@(lﬁ$0)—>KW(892)+c.c

Auch dieser Wert stimmt gut mit dem Experiment {iberein.

6.5.1 Mischung von ny und 7ng

Die im Pseudoskalar-Nonet P auftauchenden Felder ny und ng Mischen aufgrund der
sogenannten chiralen Anomalie zu den physikalischen Feldern 7 und n’. Wir definieren
den Mischungswinkel von 7y und 7ng:

(-2 2
n —sing cosp Ns

1N = cospn —sin e,
ns = sinpn + cospn'.

Damit erhalten wir

(6.76)

Wir kénnen nun die Substitution (6.76) in die Lagrangedichte des Modells einsetzen um
die richtigen Kopplungskonstanten fiir » und n’ zu erhalten. Wir finden z.B. die fiir die
Zerfille K* — Kn und K* — Kn' relevanten Terme:

Licren = 3 [K (07K°) - K%9) — K3 (0K - 0" )
+ KT (("KY) - KTo") — K3 (0K ™) — K—au)} (6.77)

: Kcosgo—ﬂsincp)n— (singp#—x/icosgo) n’} .

Da wir fiir den Zerfall des angeregten Vektormeson-Nonets in 7 oder 1’ keine gut be-
timmten experimentellen Daten finden, nehmen wir an dieser Stelle den aus anderen
Modellen bekannten Mischungswinkel von ny und ng als gegeben an, dieser lautet

o = —40°. (6.78)

6.5.2 Zerfille Vg — P

Fiir die Zerfille V. — ~P fiithren wir die Ersetzung (6.50) in der Lagrangedichte Lo
unseres Modells (6.5) durch. Wir erhalten

V2ab
Gp
+ 3(0apB)N + (Baws)nn + 3(Bawp) T’ — 2(0adp)ns (6.79)

+ (0K )K" + (0aK5T) K™ — 2(0.K5 ) K° — z(aaK;;O)FO] 0, A,.

Lyp = Ym0 (Dap)n + (9apf)m + (Dapp)n*
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Mit dem Photon-Feld A,. Es sind damit die Zerfille

p— A,
P’ =,
P’ =,
w = Y1,
w— 7, (6.80)
w — ym?,
¢ =,
¢ =1,
K* — yK.

im Modell enthalten.

6.5.3 Weitere im Modell enthaltene Zerfille

Im Folgenden sind alle im Modell enthaltenen Zerfille aufgelistet und dem experimen-
tellen Wert gegeniibergestellt. Der experimentelle Wert wurde dabei jeweils aus den An-
gaben der totalen Zerfallsbreite des jeweiligen Mesons und dem Verhéltnis der parteillen
Zerfallsbreite des jeweiligen Kanals zur totalen Zerfallsbreite bestimmt. Samtliche Daten
wurden [Parl12] entnommen. Felder, in denen — angegeben ist sind dabei in [Par12] ohne
experimentell bestimmte Werte aufgelistet. Freie Felder sind dagegen nicht in [Parl2]
gelistet.

| Vg —» PP | T [MeV] | T*P[MeV] |
K*(1410) — K7 || 15.34+4.4 | 153 +4.4
#(1680) - KK | 19.7+6.1 | 11+5
p(1450) - KK | 6.54+22 | —
p(1450) — 77 31.0+£9.6 | —
w(1420) - KK | 5.942.0
K*(1410) — Kn | 3.4+ 1.1
K*(1410) — K7/ || =0
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Vg — VP [ T [MeV] [ T*P[MeV] |
$(1680) — KK* 150 £50 | 150 £ 50
K*(1410) — Kp 17268 | <17
K*(1410) —» K¢ ~0

K*(1410) — Kw 50+ 2.1

K*(1410) - K*(892)r || 40£15 | >93£9
K*(1410) — K*(892) || ~0

K*(1410) — K*(892)n' || = 0

p(1450) — wrr 103+39 | 84+13
p(1450) — K*(892)K || 89+6.1 | —
p(1450) — p(770)n 144+66 | <16+3
p(1450) — p(770)n ~ 0

w(1420) — pr 280+ 110 | 120 — 182
w(1420) — K*(892)K || 2.0 £3.6

w(1420) — w(782)7 T2+41

w(1420) — w(782)1/ ~0

#(1680) — #(1020); || 22+ 11 | 55+ 19
$(1680) — ¢(1020)/ || ~ 0

Fiir die Zerfille Vg — ~P sind keine hinreichend genauen experimentellen Daten vor-
handen, es konnten daher nur Vorhersagen gemacht werden:

| Ve — 4P | T™[keV] \

p(1450) — y7r 0.093 £ 0.034
p%(1450) — vn 0.3240.12
p°(1450) — vn' || 0.067 £ 0.027
w(1420) — yn 0.032 & 0.012
w(1420) — 7/ 0.0060 =+ 0.0025
w(1420) — 47 [ 0.77 £ 0.28
#(1680) — 1 0.171 4 0.062
#(1680) — yn/ 0.105 4 0.039
K*(1410) — vK || 0.145 £ 0.053

Angaben mit ~ 0 deuten darauf hin, dass die Summe der Massen der Zerfallsprodukte
nahe an, oder grofer ist als die Masse des einlaufenden Teilchens.

Fiir den Zerfall des p-Mesons sind in [Parl2] noch einige zusitzliche Werte zu finden
(rechts), im Folgenden im Vergleich mit dem Modell (links).
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F —
K = 0.063 +0.032 < ’HKK> <0.08
pP—wT P_“’-”r
F T T
P2 —0.30 £0.15 < P ) ~ 0.32
. Fp—)wfr p—)UJﬂ' (681)
£8L = 0.033+0.016 < I@;f”) < 0.04
FP

r T

—PZP — (0.140 4 0.084 (’H""> ~ 0.24
Pp—mm Fp—>u.)7r

Wir stellen fest, dass im Ganzen die Resultate unseres Modells gut mit dem Experiment

iibereinstimmen. Inbesondere sind die Zerfallsbreiten fiir Kanéle, die in [Parl2] nicht

aufgelistet sind bzw. noch nicht beobachtet sind, in unserem Modell vergleichsweise
klein.
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7 Zusammenfassung

Ziel dieser Arbeit war die Untersuchung eines effektiven Modells im Rahmen der QCD fiir
3 Quark-Flavors fiir den Zerfall von angeregten Vektor-Mesonen. Wir haben zunéchst das
Modell angesetzt und gezeigt, dass die Symmetrien der QCD im Modell enthalten sind.
Fiir die Beschreibung der Vektor-Mesonen haben wir dabei die in [D.P11] konstruierten
Meson-Nonets fiir Quark-Antiquark Strome verwendet. Die Kopplungskonstanten des
Modells wurden anhand der Zerallskanile K* — K7 und ¢ — KK* und den in[Par12]
aufgefithrten experimentellen Daten festgelegt. Drauthin wurden die im Modell enthal-
tenen Zerfallskanile mit den fixierten Kopplungskonstanten berechnet. Wir haben fest-
gestellt, dass diese in sehr guter Ubereinstimmung mit weiteren experimentellen Daten
in [Par12] liegen. Es ist somit in der Tat moglich die angeregten Vektor-Meson-Zustéinde
mit den gleichen Mitteln wie die nicht-angeregten Zustdnde zu beschreiben, wobei der
Unterschied in der Beschreibung letztendlich allein durch die grofleren Massen der an-
geregten Zustdnde gegeben war.

In Anlehnung an [FG14] haben wir zudem die Kopplung von angeregten Vektor-Mesonen
an Photonen und Pseusoskalar-Mesonen untersucht. Ein hinreichender Vergleich mit ex-
perimentellen Daten war auf Grund fehlender Daten leider nicht méglich. In Anbetracht
des Erfolges des Modells lassen sich die Resultate fiir die Vg — P allerdings als Vor-
hersagen in betracht ziehen.
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