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1 EINLEITUNG

1 Einleitung

Im Zuge der Entwicklung der Quantenchromodynamik (QCD) als Theorie der starken Wech-
selwirkung, Anfang der 70er Jahre, gewann ein Objekt immer mehr an Interesse, das bis heute
Gegenstand theoretischer und experimenteller Forschung ist, der Glueball. Die QCD ist eine
SU(3).—Eichtheorie, d.h. sie ist invariant unter lokalen SU(3).—Transformationen im dreidi-
mensionalen Farbraum, die die Physik der Quarks unter Ankopplung ihres Eichfeldes, den Gluo-
nen, beschreibt. Der nicht-abelsche Charakter der SU(3). sorgt firr die Existenz von 3- und
4-Gluon-Vertizes im Yang-Mills-Anteil der QCD-Lagrangedichte. Gluonen wechselwirken folg-
lich stark miteinander, was sofort die Vermutung aufkommen lésst, dass sie im Einklang mit
dem beriihmten Confinement gebundene, weifle Zustdnde bilden kénnen sollten, die sogenannten
Glueballs. Durch Gittersimulationen konnte einerseits die Vermutung der Existenz von Glueballs
weiter untermauert werden, andererseits war es durch diese moglich ein vollstandiges Glueball-
Massenspektrum in verschiedenen Quantenzahlen J¥¢ vorherzusagen [13], das insbesondere fiir

diese Arbeit bei der Berechnung von Zerfallsbreiten von ausgezeichneter Bedeutung sein werden
(siehe Abb. 1).
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Abbildung 1: Vorhergesagtes Glueball-Massenspektrum der reinen SU (3)—Eichtheorie aus Git-
tersimulationen. Entnommen aus [13]

Da der skalare [19] bzw. pseudoskalare Glueball [16] theoretisch gut untersucht ist, soll die fol-
gende Arbeit diese Studien fiir den Spin-2-Fall weiterfithren, indem der Tensor-Glueball mit
JPC = 2+ und der Pseudotensor-Glueball mit JF¢ = 2=+ untersucht werden. Bis zum heu-
tigen Zeitpunkt konnte kein Glueball zweifelsfrei identifiziert werden, wodurch die Ergebnisse
dieser Arbeit besonders im Hinblick auf das Experiment von Interesse sind. Ein solches, das
PANDA-Experiment [17], befindet sich derzeit im Bau an der Facility for Antiproton and Ion
Research (FAIR) und wird, basierend auf Proton-Antiproton-Kollisionen, unter Anderem einen
Fokus auf die eindeutige Identifizierung von Glueballs legen, da das Experiment erstmals in der
Lage sein wird den Massenbereich oberhalb von 2.5 GeV aufzulésen. Damit sollte es in der Lage
sein die folgenden Ergebnisse experimentell zu tiberpriifen.



1 EINLEITUNG

Grundlage dieser Arbeit wird die Realisierung eines linearen Sigma-Modells unter Anbindung
von Vektor- und Axialvektor-Mesonen mit vollstdndiger chiraler Symmetrie sein, das sowohl
Strange- als auch Non-Strange-Quantenzahlen inkorporiert und als ’erweitertes Lineares Sigma-
Modell’ (eLSM) bezeichnet wird [18]. Das Modell ist ein 3-Flavor-Modell, das die drei leichtesten
Quarks, also Up-, Down- und Strange-Quark, einbindet und fiir die Anordnung der jeweiligen
Mesonen in sogenannten Nonets sorgt.

Die Gliederung der Arbeit sieht vor zunéchst die fundamentalen Formalismen der Quantenfeld-
theorie zu rekapitulieren, um anschlieBend einen kurzen Blick auf die freie Theorie massiver
Tensor-Felder und deren Losung werfen zu kénnen, der die Glueballs als Spin-2-Teilchen genii-
gen. Es werden die allgemeinen Grundlagen zur Beschreibung von Streuprozessen und damit
auch Zerféllen gelegt werden, bevor das effektive Modell der Arbeit mit seinen Wechselwirkungs-
Lagrangedichten vorgestellt werden kann, um es, im Hinblick auf die Eigenschaften der QCD,
einer ausfithrlichen Symmetriebetrachtung zu unterziehen. Das Ziel wird die Berechnung der Zer-
fallsbreiten der einzelnen Zerfallskanéle sein. Da es sich herausstellen wird, dass diese stets von
der jeweils unbestimmten Kopplungskonstante abhéngen, werden letztendlich alle Zerfallsbreiten
als Verhéltnis zu einem ausgewéhlten Zerfall angegeben, was die Werte fixieren wird und fiir das
Experiment verwertbar machen wird.

Da das Modell im Strange-Sektor kaonische Kanile enthélt, die durch Mischungseffekte mit
unphysikalischen Feldern beschrieben werden, wird abschliefend eine genaue Untersuchung der
Kaon-Felder angefiihrt, um alle unphysikalischen Felder durch die modifizierten physikalischen
Teilchen ausdriicken zu kénnen.



2 NOTATIONEN UND KONVENTIONEN

2 Notationen und Konventionen

Natiirliche Einheiten

Als grundlegendes Einheitensystem werden fiir die gesamte Arbeit die sogenannten natiirlichen
Einheiten gewéhlt, die sich durch

c=h=¢ =1 (2.1)
auszeichnen, was beispielsweise zur Gleichheit von Energie und Masse bzw. Dimensionslosigkeit
der Geschwindigkeit fiihrt.

Metrik
Der metrische Tensor im Minkowski-Raum wird mit der Signatur (4, —, —, —) verwendet, also
1 0 0 0
y 0 -1 0 0 .
gw=9"=10 o _1 o |=dasd-1,-1,-1). (2.2)

o 0 0 -1

Weiterhin gilt die FEinsteinsche Summenkonvention, nach der iiber doppelte Indizes summiert
wird, ohne dass das Summenzeichen explizit notiert wird. Generell stehen griechische fiir Raum-
Zeit-Indizes, wihrend fiir rdumliche Indizes lateinische Buchstaben verwendet werden. Vier-
Vektoren werden dabei durch Groflbuchstaben kenntlich gemacht. Die Metrik gibt den Zusam-
menhang zwischen ko- und kontravarianten Vektoren an, wobei erstere tiefgestellte und letztere
hochgestellte Indizes besitzen

Xt = ()", (2.3)

X, =9 X"=(-2) .

Gleiches gilt ebenso fiir die ko- und kontravarianten Ableitungen bzw. den Vier-Gradienten

d 0 = d =\
frng —_ " — — R
O X H (8t’v) , 0= 0X, (at’ v) ' (2:5)
Durch Kontraktion erhélt man den bereits aus der kovarianten Elektrodynamik bekannten d’Alem-
bert-Operator

2
0= 0,0" = g 00" = % —A (2.6)

mit dem Laplace-Operator A = V2,

Dirac-Matrizen

Die Dirac Matrizen werden, ebenso wie die Dirac-Algebra, insbesondere fiir die Symmetriebe-
trachtungen in dieser Arbeit von zentraler Bedeutung sein. Da ihre Gestalt von der gewahlten
Basis abhéngt, wird hier die Dirac Darstellung

I, 0 : 0 o . 0 1
0 _ 2 i ) 5__,.0.1.2.3 2
7= (0 _12> . —(_Uz 0) » =Ty (12 0) (2.7)

verwendet, wobei ¢® mit i = 1, 2,3 die Pauli-Matrizen bezeichnet:

T BN ) N Y R

Die Dirac-Matrizen geniigen weiterhin der Dirac-Algebra in Form einer Antikommutator-Relation

{7} =2¢""14 (2.9)
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3 Klassische Feldtheorie massiver Tensor-Felder

In diesem Abschnitt sollen die Prinzipien des Lagrange-Formalismus’ der klassischen Mechanik
rekapituliert und auf Felder, also kontinuierliche Konfigurationen mit unendlich vielen Freiheits-
graden, erweitert werden. Dies wird dazu fiihren, dass Euler-Lagrange-Bewegungsgleichungen fiir
Felder abgeleitet werden konnen. Mit diesen Ergebnissen wird im Anschluss die Lagrangedichte
fiir massive Tensor-Felder mit Spin 2 im wechselwirkungsfreien Fall hergeleitet.

Fiir den ersten Abschnitt dienten [1, 2, 5] als Quelle.
3.1 Euler-Lagrange-Gleichungen fiir Felder

Bei der Beschreibung von Feldern miissen die generalisierten Koordinaten g¢;(t), ¢;(t) eines dis-
kreten Systems, wie es aus der klassischen Mechanik bekannt ist, in ein Kontinuum iiberfithrt
werden. Hierbei bezeichnet i einen Positionsindex. Wir betrachten dabei den Ubergang

qi(t) — o(t, Z) . (3.1)

Aus den anfinglichen Koordinaten werden also Felder, die nun von den Orten abhéingen. Die
Koordinate £ nimmt dabei die Bedeutung eines kontinuierlichen Positionsindex’ ein. Das bedeutet
weiterhin, dass die Lagrange-Funktion zu einem Funktional wird, was durch eckige Klammern
gekennzeichnet wird

L=LJ[¢(t ), d(t,T)] . (3.2)

Allgemein bezeichnet ein Funktional eine Abbildung V — I, wobei K ein Korper und V ein
Vektorraum iiber den Koérper K ist. Im Folgenden betrachten wir Funktionale mit der Zuordnung

C® —UCR, (3.3)

wobei C* der Vektorraum der unendlich oft stetig differenzierbaren Funktionen ist. Funktionale
ordnen folglich Funktionen Zahlen zu. Da wir keine nicht-lokalen-Theorien betrachten, kann
das Lagrange-Funktional als Raumintegral der sogenannten Lagrange-Dichte iiber das jeweilige
Systemvolumen geschrieben werden

Lo, ¢] = /V BEL (3.4)

Hierbei wurden die Argumente der Felder der Kiirze halber nicht mehr explizit notiert. Die
Lagrange-Dichte ist selbstverstédndlich ebenfalls ein Funktional und kann ganz allgemein von
den Feldern, ihren rdumlichen bzw. zeitlichen Ableitungen, den Koordinaten selbst und der Zeit
abhéngen. Dies lasst sich in relativistisch kovarianter Schreibweise einfach ausdriicken:

a¢(8tt, f)’ﬁqs(t,f),t,f} = L[6(X),0,6(X), X] = L[, 0,0, X] . (3.5)

c:c@m@,

Die Bewegungsgleichungen fiir Felder konnen analog zur klassischen Mechanik durch Variation
der Wirkung, oder in diesem Fall des Wirkungsfunktionals, hergeleitet werden. Die Wirkung
ergibt sich mit (3.4) zu

. ts : ts
so.d) = [(arfod) = [ adicivoex= [ dxcoo0x . 6o

i
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wobei im letzten Schritt die Integration tiber das betrachtete Raum-Zeit-Volumen Vy = [t;, tf] X
V, mit [t;, t7]] C R, V C R3 gemeint ist. Nach dem Hamiltonschen-Prinzip ist die Wirkung
stationdr und verschwindet bei Variation der Felder

0=105[¢.0] =S [¢+30,6 + 3] — S [¢. 4]
:/V d*'X |:£' [¢+6¢78u¢+6(8u¢)aX]_£[¢78;L¢5X] ) (37)

mit der Forderung, dass die Variation der Felder und damit auch ihrer Ableitungen am Rand
des Raum-Zeit-Volumens verschwinden

5¢(X)‘6V4 —0. (3.8)

Fiir den Fall hinreichend kleiner bzw. infinitesimaler Variationen lasst sich (3.7) in erster Ordnung
in eine Taylor-Reihe entwickeln

/ 4 X Bﬁ; 56+ (af 557 000) +0 (00, (0(0,9))) | (3.9)
mit
6(0u9) = Ou(d + 6¢) — Oudp = 0,69 . (3.10)

Dieser Ausdruck ldsst sich mit Hilfe von (3.10) weiter auswerten, indem der zweite Summand
des Integranden partiell integriert wird:

oL oL
X ———5(0,0) = | d*X ——— 0,00
Va a(8u¢) ( ' ) V4 ( u¢) !
oL
d'X Oy 0
;L(ZS ¢‘6V4 / ua(auﬁb) ¢
oL
—— | @*x0,-2= 54, 3.11
/\/4 50,0 -
wobei in der zweiten Zeile (3.8) verwendet wurde. Wird dieses Ergebnis nun wieder in (3.9)
eingesetzt, so ergibt sich
oL oL
0:/d4 { 8]5 : 3.12
50~ 55,00 12

Da es keine Einschrinkungen an die Variation §¢(X) gab und diese i.A. nicht verschwindet, ist
der Term allgemein genau dann erfiillt, wenn der Integrand verschwindet. Dies fiihrt direkt zu
den Fuler-Lagrange- Bewegungsgleichungen fiir Felder

o _, oL
¢ " 9(0,9)

Falls ein System nicht nur durch ein einzelnes, sondern n unabhéngige Felder ¢ (X) beschrieben
wird, so erfiillt jedes einzelne Feld separat die Euler-Lagrange-Gleichung

=0 . (3.13)

oL oL

I 9,5 0, Vk=1,2....n. 3.14
9on " 5(0,0m) n (3:.14)
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3.2 Die Hamilton-Formulierung fiir Felder

Wie bereits aus der analytischen Mechanik bekannt, wird ein System nicht nur durch die Lagrange-
Funktion, sondern auch durch die Hamilton-Funktion vollstdndig charakterisiert. Diese héangt
allerdings nicht mehr von den generalisierten Koordinaten und deren Ableitung ab, sondern von
den Koordinaten und Impulsen. Der Ubergang zwischen zwei vollstindigen Sitzen von Koordi-
naten wird allgemein durch eine sogenannte Legendre-Transformation bewerkstelligt

N
H(G.p.t) =Y pidi — LI, q.t) (3.15)
i=1
wobei oL
i = - 3.16
b 0¢; ( )

den generalisierten Impuls bezeichnet. Beim Ubergang zu Feldern, kann die Hamilton-Funktion,
wie bereits im vorherigen Abschnitt gesehen, als Volumen-Integral tber die Hamilton-Dichte
H(Z,t) = H(X) geschrieben werden, wobei erneut die kovariante Notation verwendet wird

H(t) = / BrEH(X) . (3.17)
v
Nun kann in Analogie zu (3.1) {iber (3.16) die Impulsdichte 7(X) definiert werden:
)
m(X) = 75 . (3.18)
5¢(X)

Hierbei bezeichnet ¢/ é die Funktionalableitung nach der zeitlichen Anderung des Feldes. Damit
ergibt sich die Hamiltondichte
H(X) =7(X)p(X) — L(X) . (3.19)

Durch Einsetzen in (3.17) ldsst sich letztendlich auch die Hamiltonfunktion fiir Felder angeben
H) = [ &7 [1()9(X) - £(X)
v

:/ 43z [W(X)QA(X)] —L(t) . (3:20)
14

Die aus der Mechanik bekannten Bewegungsgleichungen zum Hamilton-Formalismus (siehe [1])
nehmen somit folgende Form an

. 6H 0H
=—, fT=—-——. 3.21
=% "% (3.21)
Zuletzt soll noch eine weitere Grofle betrachtet werden, die weitreichende Folgen fiir die Konstruk-
tion physikalischer Theorien in Anlehnung an die klassische Mechanik hat. Die Poisson-Klammer
0ASéB 0AMB

_ 32
{A’B}_/de 56 on  om 0o

fiir zwei beliebige Funktionale A[¢, 7], B[¢, ], fiihrt im Falle von ¢(X) und 7(X) zu den Rela-

tionen

(3.22)

{p(t,Z),n(t,2")} =03 (& - z') (3.23)
, {¢(t, f) ) (;5(15, fl)} = {W(t, f) ,W(t, fl)} =0. (3'24)

Diese Relationen haben eine besondere Bedeutung bei der kanonischen Quantisierung von Fel-
dern, da sie in gleicher Form als Kommutator-Relationen gefordert werden.
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3.3 Freie Lagrangedichte fiir massive Tensor-Felder

Bei der Herleitung einer freien Lagrangedichte fiir die Glueball-Felder G** soll im Nachfolgenden
in Analogie zu einem Ansatz gearbeitet werden, den bereits Markus Fierz und Wolfgang Pauli
1939 gewéhlt haben [6]. Fierz und Pauli haben im Rahmen ihres Ansatzes zur Beschreibung eines
massiven Gravitons abgeleitet, dass ein allgemeines Tensorfeld T*” bestimmte Eigenschaften
erfillt, die sogenannten Fierz-Pauli- Bedingungen:

9, T =0 , (3.25)
g;wT“V =0 5 (326)

T — T =0 , (3.27)
(O+m?)TH =0 . (3.28)

Ein Spin-2-Feld wird demnach durch einen symmetrischen, spurfreien Tensor beschrieben, der
die Klein-Gordon-Gleichung erfiillt.

Rein formal stammen die Fierz-Pauli-Bedingungen aus der irreduziblen Darstellung der Poincaré-
Gruppe und kénnen heuristisch {iber die Fierz-Pauli-Wirkung durch Variation des Wirkungs-
funktionals motiviert werden [7]. Im Rahmen dieser Bachelor-Arbeit werden wir (3.25)-(3.28)
allerdings ohne Beweis als gegeben voraussetzen

Bei der Betrachtung der Bewegungsgleichung (3.28) dréngt sich bereits hier der Verdacht auf,
dass die gesuchte Lagrangedichte gerade der Klein-Gordon-Lagrangedichte mit der Substitution
¢(X) — T entspricht. Da die Lagrangedichte ein Lorentz-Skalar ist, der wegen der Euler-
Lagrange-Gleichungen linear in den Glueball-Feldern und ihren Ableitungen sein soll, kann der
allgemeine Ansatz

Lo =a0,Gapd"G +bG oG + c0,Gop0*GH’ (3.29)

gemacht werden wobei a, b reelle Konstanten sind und Terme, die wegen (3.25)-(3.27) keinen
Beitrag geben (z.B d0,G""0°G,, ), vernachléssigt wurden. Es kann durch partielle Integration
gezeigt werden, dass der letzte Summand der Lagrangedichte keinen Beitrag zur Wirkung liefert
und somit 0.B.d.A. ¢ = 0 gewéhlt werden kann:

/ d*X c0,Gap0°G" = ¢ / d*x [aa (0uGapGH*?) — 9%0,G apGH?
V4 V4

207{ do® G#GagG”B—/ d*X 9,,0°Gup G"P
6‘/4 V4 H/_/
=0

—0. (3.30)

Hierbei wurde der Integrand in der ersten Zeile mit Hilfe der Produktregel umgeschrieben. Der
erste Summand der zweiten Zeile kommt durch den verallgemeinerten Gauflschen Integralsatz
zustande, der einen Oberfléchenterm ergibt und nach (3.8) verschwindet. Durch das Vertauschen
der partiellen Ableitungen nach dem Satz von Schwarz ergibt sich im zweiten Summanden Be-
dingung (3.25), die ebenfalls verschwindet. Die iibrigen Konstanten kénnen durch Bestimmung
der Euler-Lagrange-Bewegungsgleichungen ermittelt werden. Es gilt

0Ly ., 9Ly
5~ " g =0 (3.31)
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wobei die jeweiligen Ableitungen wie folgt lauten:

350 _ 0 vV Ipo 144
3oy = 90 [0 0,G ,p0"GP +bG ,, G|

0 0
— a, B po pa o8
b [(3(?043 95" 9o GQB)G +Gpo <8Gagg g Gag)]

=b [9,"9."G" + 9" 97" G oo |
=20GP | (3.32)

0Ly 0
w__ Y gk~ v 1po
19} 70" Cop) 0 90" Gos) [a0,G,,0"G ]

=adM g,,#gpagaﬂamag) ' Gre

(e@e

0
G pa o3
00Go (3(3“Gaﬂ)g wg" 9" O G“Bﬂ
=ad" [gvugpagaﬁauGPU + g”#gpag”BBVGpg]
= ZCLDGQB . (333)

Dabei bezeichnet 9#9,, = [J den d’Alembert-Operator. Durch Einsetzen dieser beiden Ergebnisse
in (3.31) ergeben sich die entsprechenden Bewegungsgleichungen

206G — 240G = —2(a0 — b)G*? =0 . (3.34)

Durch Vergleich mit (3.28), lassen sich die Konstanten direkt ablesen

m2
a= —
2

b= — (3.35)

1
9

Hierbei wurde ausgenutzt, dass die Bewegungsgleichungen nur bis auf eine beliebige, globale
komplexe Konstante ¢ € C eindeutig sind, die so gewdhlt werden kann, dass £, wie bereits
vermutet, die Form der Klein-Gordon-Lagrangedichte annimmt (kanonische Normierung)

1
Lo=3 (0uGapd"G* —m?GapGP) . (3.36)

Es sei an dieser Stelle erwéhnt, dass die Bedingungen (3.25) - (3.27) im Lagrangian selbst nicht
inkorporiert sind und zusétzlich an die Felder gestellt werden miissen.
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4 Kanonische Quantisierung

Da im weiteren Verlauf dieser Bachelor-Arbeit Zerfélle, also Vielteilchen-Prozesse, betrachtet
werden, ist es unerldsslich das Glueball-Feld zu quantisieren, um Feldanregungen aus dem Va-
kuum beschreiben zu kénnen. Dies wird dazu fiihren, dass das Glueball-Feld durch Erzeugungs-
und Vernichtungsoperatoren ausgedriickt werden kann, da im Anschluss, analog zur Quanti-
sierung des Photon-Feldes, entsprechende Vertauschungsrelationen der Erzeuger und Vernichter
bestimmt werden sollen.

Die primére Quelle fiir diesen Abschnitt war [2].

4.1 Fourier-Darstellung des Glueball-Feldes

Wie bereits angedeutet, wird sich dieser Abschnitt an der Quantisierung des Photon-Feldes orien-
tieren, wie sie beispielsweise in [2] oder [1] gefunden werden kann. Der entscheidende Unterschied
zum Photon-Feld ist, dass das Glueball-Feld massiv ist und Spin 2 besitzt. Dadurch ergeben sich
2s + 1 = 5 Polarisationsfreiheitsgrade. Wir betrachten den folgenden Fourier-Ansatz:

4
GW(X):/ 'K G,“, (K, \) e KX

2m)4
K L .
_ / 5 N (F) GK, \) e KX (4.1)
A

Hierbei bezeichnet 65[},), mit A = 1,2, 3,4,5, die Polarisationstensoren, die sich, wie iiblich, aus

der Richtungsquantisierung des Spins ergeben. Weiterhin ist zu bemerken, dass der tensorielle
Charakter des Feldes allein durch die 5&);) getragen wird. Mit (3.28) ergibt sich

(O+m?) GM(X) = / (ﬁf)i EN(F) G, N) (K% +m?) e KX =0 . (42)
A

Wegen der linearen Unabhéngigkeit der Polarisationstensoren bzw. wegen e~ %X £ (0, VK, X €
R* und der Tatsache, dass das Verschwinden der Fourier-Amplituden G(K) i.A. lediglich lokal
erfiillt sein kann und der trivialen Losung entspricht, kann diese Gleichung nur dann allgemein
erfiillt sein, wenn

(~K24m?) =0 & kK-F=m> & k=+\/R+m2=<E, . (4.3)

Es folgt also auch in diesem Fall eine Massenschalen-Bedingung, die als relativistische Energie-
Impuls-Beziehung bezeichnet wird. Die Existenz der Losungen zu positiver bzw. negativer Energie
lassen sich in die Fourier-Amplituden einarbeiten:

2w

G(K,\) = o5 M (&) 5(k0—E;€)+22—;€ aM(E) (ko + Ey) (4.4)

wobei die Delta-Distributionen jeweils fiir die richtige Bedingung nach (4.3) sorgen. Daraus folgt

G (X) = / A Z e () [l (R) 8(ko — B) + 0 (R) o(ko + B) | e~ X

(2m)* 2By
d*k 7 7\ —i(Ext—k-& 7 i k&
:/(27r)32EkZ (A)(k) [ ()(k)e (Ept—Fk )_,'_a(j\)(k,)e(Ekt-&-k )] _ (4.5)
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Im zweiten Schritt wurde die Integration iiber die d-Funktion ausgewertet. Da die verbleiben-
de Integration iiber den gesamten Impulsraum ausgefithrt wird, ldsst sich fiir eine einheitliche
Schreibweise im zweiten Summanden, ohne Einschrénkung, die Substitution k — —k vornehmen.
Mit der Konvention K - X = Eyt — k - Z, also der fixierten Massenschalen-Bedingung, lésst sich
letztendlich schreiben:
G(X) = / Lk eX (k) [a(’\)(E) ) ei“] . (4.6)
(2m)3 2By, 4«1 *

G v (X) beschreibt ein reelles Feld, das bedeutet es gilt G, (X) = G
Vergleich ergeben sich folgende Eigenschaften:

(X). Durch Koeffizienten-

V) =V (k) e oV (F) =) ; (4.7)

ag)(ﬁ) und o )( k) sind offensichtlich keine unabhéingige GréBen. Das bedeutet, dass das

Glueball-Feld eindeutig durch aE;\)(E) = a™ (k) und seinem komplex Konjugierten charakte-
risiert wird

3_’ - - . - .
G (X) = / (27:537];]%2 e (k) [aw(/c) e X L N (E) e KX (4.8)

4.2 Polarisationstensoren

Wie bereits in Abschnitt 3.3 angemerkt miissen wir uns nun iiberlegen, welche Form die Pola-
risationstensoren annehmen. Da in der vorangegangenen Diskussion lediglich die Klein-Gordon-
Gleichung verwendet Wurde miissen nun noch die Bedingungen (3.25)-(3.27) eingearbeitet wer-

den, die die Gestalt der 5#1, (k) bestimmen werden. Eigenschaft (3.25) ergibt

0=0"G = / 37 2Ek ZE()‘) (—iK*) [a(E) e X _a*(K) eiK'X} . (4.9)

Diese Gleichung kann ganz allgemein nur dann erfiillt sein, wenn

MK =0 . (4.10)

pv

Fiir ein Teilchen mit gegebenem Impuls kann jederzeit in sein entsprechendes Ruhesystem trans-
formiert werden, in dem das Teilchen ruht und somit auch der Wellenvektor verschwindet k& = 0.
Der 4-Wellenvektor nimmt in diesem Fall die Form

K, = (kg =m,0,0,0)

an. Durch Einsetzen und explizites Ausrechnen wird ersichtlich, dass Gleichung (4.10) erfiillt ist,
falls die erste Zeile der Polarisationstensoren verschwindet

0 0 O 0
ey o
ey = ) . 4.11
I 55’8) ( €ij ) ( )
A
5&0)

Durch diese Bedingung werden offensichtlich 4 Polarisationsfreiheitsgrade eliminiert. Die Sym-
metrie des Feldes (3.27) sorgt dafiir, dass nicht nur die erste Zeile, sondern auch die erste Spalte

10
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der Polarisationstensoren verschwindet. Weiterhin existieren demnach in EE-) nur noch 6 unab-

héingige Elemente auf den Nebendiagonalen. Insgesamt reduziert sich die Zahl der Freiheitsgrade
hierdurch um weitere 6

0 0 0

( o) ) . (4.12)

Zuletzt bleibt noch Bedingung (3.26), die dafiir sorgt, dass in EZ(»J)»\) ein Diagonalelement in Abhén-

gigkeit der anderen ausgedriickt werden kann, also noch einen weiteren Freiheitsgrad eliminiert.
Somit verbleiben durch die Fierz-Pauli-Bed. gerade 16 — 4 — 6 — 1 = 5 Polarisationsfreiheits-
grade, was konsistent mit (4.8) ist. Die Summe beinhaltet tatséchlich, wie bereits durch die
Spineinstellungen motiviert, 5 Terme. Gesucht sind nun 5 linear unabhéngige, symmetrische,
spurfreie 3 x 3-Matrizen. Im Rahmen der Gruppentheorie hat Murray Gell-Mann bereits acht
linear unabhéngige, spurfreie, orthogonale Matrizen als eine Darstellung der Generatoren der
SU(3) aufgestellt, von denen gerade fiinf symmetrisch sind. Diese symmetrischen Gell-Mann-

) =

SO O O O

Matrizen sind eine mogliche Wahl fiir die Darstellung der EE;\). Somit ergeben sich folgende
Polarisationstensoren im Ruhesystem des Glueballs:

0 0 0O 00 0 O 0 0 0O
6(1) — 0 01 0 6(2) _ 0 1 0 0 5(3) _ 0O 0 0 1
w 01 0 0 ™# 00 -1 0 ™™ 0 0 0O
0 0 0O 00 0 O 01 00
00 00 00 0 O
w_|0 000 o 1 [o 10 o0
S =lo oo 1| w=7Floo 1 o (4.13)
00 10 0 0 0 -2

Die Polarisationstensoren in einem beliebigen, mit Geschwindigkeit v bewegten Inertialsystem
erhélt man durch einen sogenannten Lorentz-Boost in die entsprechende Richtung gemé&fl

E/H(;\) =A", A"l,s(pi‘,) & W =ATeWQ | (4.14)

Die Lorentz-Matrix A lautet beispielsweise fiir einen Boost in z—Richtung

¥y =B 00
|- v 00
A, = 0 0 1 0 , (4.15)
0 0 0 1
mit dem Lorentz-Faktor (in natiirlichen Einheiten)
1
g=v (4.16)

VZ*W’

Eine fiir die Berechnung von Zerfallsbreiten fundamentale FEigenschaft der Polarisationstensoren
ist deren sogenannte Vollstindigkeitsrelation. Wie in [10] hergeleitet wird, nimmt diese die Form

— -, 1 2
S L) = (GWGVB GG 3(;,Waaﬂ) (4.17)

11
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an, wobei G,,,, nicht zu Verwechseln mit dem Glueball-Feld, die Gréfie

K, K,
Guy = (g;,w - =£ > (418)

m2

kennzeichnet und im Ruhesystem des Glueballs gerade dem Projektor auf den zweidimensionalen
Unterraum transversal zu K entspricht.

4.3 Quantisierung

Im Rahmen der kanonischen Quantisierung wird das Glueball-Feld zum Feldoperator
A N (7 =KX AT (D KX
G (X) = / o) 32 A ZW (k) [ (k)e +aMf(k)e (4.19)

erhoben, was dazu fiihrt, dass die Fourier-Amplituden &(’\)T(E) bzw. d(’\)(E) die Bedeutung des
Erzeugungs- und Vernichtungsoperators fiir Quanten mit Impuls k und Polarisation \ erhalten.
Fiir das weitere Vorgehen stoflen wir auf dem vorgestellten Niveau allerdings auf einige Probleme,
da das kanonisch konjugierte Feld bzw. dessen Feldoperator

v oL

™= S0G) (4.20)
benotigt wird und die Lagrangedichte (3.36) nicht auf die Fierz-Pauli-Bedingungen fithrt, also
nicht den vollen Informationsgehalt des Systems beinhaltet. Dies wird zur Folge haben, dass das
kanonisch konjugierte Feld nicht die richtige Form besitzt. Fir die Quantisierung wird damit
ein Lagrangian benotigt, dessen Bewegungsgleichungen neben der Klein-Gordon-Gleichung ohne
zusédtzliche Forderungen auch die Fierz-Pauli-Bedingungen liefern. Eine ausfiihrliche Behandlung,
der die nachfolgenden Ergebnisse entnommen sind, findet sich in [10]. Dort wurde die vollstindige
freie Lagrangedichte zu

L= Z (a Gap "GP + 0,G op 0" GP*) — fa GO'G
-4 (aacaﬁ MG g + 0aGP O'Gay + 0,GP* MG g + 0,GP* 9" G,)
1 m? m? 9
+ 5 (G 0,G + 0,6 0,G) = == (G G" + G G™) + -G (4.21)

bestimmt. Dabei bezeichnet G die Spur des Glueball-Feldes G = G*,,. Wie sich bereits vermuten
lésst, erfiillen die Erzeuger und Vernichter Vertauschungsrelationen der iiblichen Form

(@), aNNE)| = 28, (2m)%s,, 0D (E - F) |

AN

[&(A)(E)’ A (k' )} [ WHE), aT ) = (4.22)

Mit diesen lasst dich der Tellchenzahloperator N ()‘)( ) definieren, dessen Eigenwerte gerade die

Anzahl der Teilchen mit Impuls %k und Polarisation A zum entsprechenden Fockraum-Zustand
sind. Er ist definiert durch

aNT(R)a™ (F) = 2B, (2m)%6® (0) NV (R) . (4.23)
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5 Dynamik von Quantensystemen

In diesem Kapitel sollen einige Eigenschaften der Zeitentwicklung allgemeiner Quantensysteme
rekapituliert werden, um die Grundlagen fiir die Beschreibung von Streu-bzw. Zerfallsprozessen
zu legen. Bekanntermaflen existieren in der Quantenmechanik mehrere dquivalente Darstellun-
gen, die sich darin unterscheiden welche Grofle zeitabhéngig ist. Dies wird dazu fithren, dass
eine explizite Form des Zeitentwicklungsoperators hergeleitet werden kann, mit dessen Hilfe sich
die sogenannte Streumatrix darstellen ldsst. Die Streumatrix ist eine zentrale Gréfe, da sie die
Beschreibung von Zerfillen erméglicht.

Als Quelle fiir dieses Kapitel dienten [1, 3, 4].

5.1 Schrodinger-Bild

Das Schrodinger-Bild zeichnet sich dadurch aus, dass die gesamte Information iiber die zeit-
liche Entwicklung eines quantenmechanischen Systems in den jeweiligen Zustdnden beinhaltet
ist, wihrend Operatoren stationér sind. Ein beliebiger reiner Zustand [¢) = |1(¢¢)) wird durch
Anwendung des Zeitentwicklungsoperators U (t,to) auf den entsprechenden, zeitentwickelten Zu-
stand abgebildet

(1)) = U(t, to) [1(to)) (5.1)

und entsprechend

A T A

(V)] = Ut to) Iw(to)ﬂ = ((to)| U'(t, to) - (5.2)
Aufgrund der Wahrscheinlichkeitserhaltung wird gefordert, dass die Norm des Zustands unter
Zeitentwicklung erhalten bleibt

1= ((&)[(t)) = (Y(to)| Ut (t,t0) U(t, to) [ (to)) - (5.3)

Aus dieser Eigenschaft ldsst sich direkt die Unitaritiat des Zeitentwicklungsoperators ablesen. Die
Forderung ist gerade dann erfiillt, wenn

Ut to) Ult,te) =1 = Ul(t,to) = U (L, to) . (5.4)

Weiterhin soll der Zeitentwickler ein System natiirlich unverdndert lassen, falls keine Zeitent-
wicklung vorliegt, oder anders ausgedriickt, falls eine Entwicklung vom Zeitpunkt tg nach tg
betrachtet wird. Fiir diesen Fall muss der Zeitentwickler offensichtlich die Form der Einheitsma-
trix annehmen

A~

Ulto,to) = 1 . (5.5)

Die Entwicklung eines Systems zwischen zwei Zeitpunkten ist nach der sogenannten Konwvoluti-
onseigenschaft in beliebig viele Teilentwicklungen partitionierbar. Das bedeutet, dass nach

Ut to) = Ut ty) Ulty, to) Ulta, ts) ... U(ty_1,tx) U(tn, to) (5.6)

beliebig viele Zwischenschritte eingefiigt werden kénnen. Mit (5.5) und (5.6) lasst sich zuletzt
noch eine weitere Eigenschaft festhalten. Es gilt:

A~ N A~

Ulto, t) U(t,to) = Ulto,to) =1 = Ult,to) = U (to,t) = Ul(to,t) , (5.7)

wobei verwendet wurde, dass die Zeitentwicklung eine unitédre Operation ist. Um die Form des
Zeitentwicklers zu bestimmen, geniigt es wegen (5.6) infinitesimale Zeitschritte zu betrachten,

13
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da sich jede finite Zeitentwicklung durch Mehrfachanwendung bzw. Integration infinitesimaler
Zeitentwicklungsoperatoren erreichen lasst. Dies ermoglicht die Entwicklung in eine Taylor-Reihe

Ut +dt, t) = U(t,t)Jr%U(t',t) dt + O(dt?)
t'=t
(5.5) 0 i 2
= ]1 . .
+ 55U ,t)‘t/:tdt +O(dt?) (5.8)

Andererseits nehmen infinitesimale unitire Transformationen allgemein die Gestalt
Uing =1+ M +0(\?) (5.9)

an, wobei gezeigt werden kann, dass der Hz}miltor}—Operator der Generator der Zeitentwicklung
ist (siehe z.B. [4] ), also die Identifikation A = —H (t), A = dt gemacht werden kann!. Mit

o ., B
Splt|  =—H() (5.10)

liisst sich die Form von U (t + dt, t) angeben:
Ut 4 dt,t) =1 — iH(t)dt + O(dt?) . (5.11)

Dieses Ergebnis fiihrt mit der Konvolutionseigenschaft (5.6), unter Vernachlissigung von Termen
der Ordnung O(A?), zu einer Operator-Differentialgleichung 1. Ordnung

Ut +dt,to) = Ut +dt, t) U(t, to) = (]1 - iﬁ(t)dt) Ult,to) . (5.12)
Die Umformung dieses Ausdrucks fiihrt zu

. Ut +dt, to) — Ult, to)

7 = Ht)U(t, o) , (5.13)

was gerade dem Differenzenquotient, also der Ableitung des Zeitentwicklungsoperators, entspricht

4

dtU(t,to) = H()U(t, o) . (5.14)

7

Da, wie am Anfang erwéihnt, lediglich stationéire Operatoren betrachtet werden H(t) = H, lisst
sich die Differentialgleichung mit der Randbedingung (5.5) offensichtlich durch einen Exponen-
tialansatz 16sen und wir erhalten

U(t, to) = e Htt0) | (5.15)

Zuletzt lasst sich durch Anwenden dieses Resultats auf (5.1) die zeitabhdngige Schrodingerglei-
chung fir Hilbertraum-Zusténde ableiten

iz () = HO)(1)) - (5.16)

IDiese Identifikation ist ein hochgradig nicht-trivialer Aspekt, da hierfiir die Giiltigkeit der Schrédinger-
Gleichung angenommen wird, wie gleich demonstriert wird.

14
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5.2 Heisenberg-Bild

Im Heisenberg-Bild steckt die Zeitabhédngigkeit eines Systems in den Operatoren, wiahrend die
Zustdnde stationér sind

V() = [Y(to))n = [¥)a - (5.17)

Ein Heisenberg-Zustand ist dann identisch mit dem entsprechenden Zustand im Schréodinger-Bild
zum Zeitpunkt ¢t = t5. Um zu sehen, welche Form eine physikalische Observable im Heisenberg-
Bild annimmt, betrachten wir ihren Schrédinger-Bild-Erwartungswert

(O)s(t) = (V1) O (1)) = (¥(to)| U(to, 1) O U(t, t0) [¥(t0)) = (| O (t) [)m ,  (5.18)
mit dem Heisenberg-Operator
Ou(t) =Ulty,t) OU(t,to) = U (t,t0) OU(t, to) . (5.19)

Operatoren erfiillen im Heisenberg-Bild eine Bewegungsgleichung, die die zeitliche Anderung
eines Operators beschreibt:

G 0nl) = (5 01) 050401 (505) 040705 (5.0)

dt dt dt dt
CA0 (1t Og 0 + O Lg; 0—ittos a0
=iU" | [H,0s] + a@o;) U=i[Hy,Onl + 8ng : (5.20)

Dies ist die sogenannte Heisenberg-Bewegungsgleichung

d N N
Z%OH(t) = [OH,HH} + 1

(5.21)

5.3 Wechselwirkungsbild

Das Wechselwirkungsbild ist eine Kombination aus Schrédinger- und Heisenberg-Bild, in dem
sowohl Zusténde als auch Operatoren zeitabhéngig sind. Hierflir wird ein System betrachtet,
dessen Hamilton-Operator in einen wechselwirkungsfreien, stationdren Teil und eine zeitabhén-
gige Stérung separiert . R A

H(t) = Ho+ Hrp(1) (5.22)

wobei die Stérung fiir ¢ — +oo verschwinden soll und H(t — +00) = Hy. Im Wechselwirkungs-
bild entwickeln sich Operatoren, entsprechend dem Heisenberg-Bild, unter dem freien Teil Hy?,
withrend sich Zustdnde gemafl Schrodinger-Bild, allerdings unter Hip,,;(t), entwickeln. Allgemein
gilt

[w (1)) = Uw (t, to) [1(to)) - (5.23)
Hierbei ist ﬁw(t, to) der Zeitentwicklungs-Operator im Wechselwirkungsbild. Unter der Forde-
rung, dass die Physik invariant unter Wechsel der Darstellungsbilder sein muss und somit z.B.
Erwartungswerte physikalischer Observablen in allen Bildern identisch sein sollen, findet man

[ (£)) = Uo(to, t) [ (1)) = UF (£, t0) [1(2)) (5.24)

2Hierin ist letztlich unser Interesse an dem Wechselwirkungsbild begriindet. Da in ihm die Operatoren, wie
auch der Feldoperator, der freien Theorie gentigen, bleibt die bekannte Form des Glueball-Feldes (4.19) weiterhin
glltig
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Ow = Ul (t,t0) O Uy(t, to) . (5.25)

Dabei bezeichnet Uy (t,tp) den Zeitentwicklungsoperator in Abhéngigkeit von H’O, wie er durch
(5.15) bestimmt wurde

U(t, to) = e Holt=to) | (5.26)

Durch explizite Differentiation von (5.25), 14sst sich eine zum Heisenberg-Bild dquivalente Form
der Bewegungsgleichung von Operatoren im Wechselwirkungsbild ableiten

a
dt

R A a0
Ow(t) = [Ow,Ho] +1 8:[/ ,

in der lediglich der ungestorte Anteil des Hamiltonians auftaucht. Um die zeitabhéngige Schro-
dingergleichung fiir Hilbertraum-Zustinde im Wechselwirkungsbild zu erhalten, wird die zeitliche
Anderung eines Zustands betrachtet:

1

(5.27)

o (0) = (5 0otart)) 1) + Ootte.0) 3 o2
°20 (£ 03(e0)) 1000} — i ot () [0

(5.14) [_i HoUolt, tO)T [(t)) — i Up(to, t) (ﬁo + Flm(t)) ()

(5.24) 5.25)

i O (to ) Hrae(0) O b0, ) [ (6)) °2 —i Hpsw (0w (1) (5.28)

wobei in der dritten Zeile die Hermitizitdt des Hamilton-Operators verwendet wurde. Mit Hilfe
der so gewonnenen zeitabhéngigen Schrodingergleichung

. d -
i [w (8) = Hrow (819w (1)) (5.29)
lasst sich durch Verwendung von (5.23) eine Operator-Differentialgleichung fir Uw(t, to) erhalten

d 3 .
i %Uw(t,to) = Hrnew(t) Uw (t,t0) (5.30)

mit deren formaler Losung wir uns im folgenden Kapitel beschéftigen moéchten.

5.4 Zeitentwicklungs-Operator im Wechselwirkungsbild

Um eine geschlossene Losung fiir den Zeitentwicklungs-Operator im Wechselwirkungsbild zu
generieren, muss zundchst die Bewegungsgleichung (5.30) durch Integration in eine dquivalente
Integral-Gleichung unter der Randbedingung (5.5) umgeformt werden

A~

t
Uw (t, to) = ]1+(—i)/ dt’ Hppew (1) Uw (', 10) (5.31)

to

Dies ergibt eine sogenannte Volterrasche Integralgleichung, bei der die unabhéngige Variable als
Obergrenze des Integrals auftaucht. Da die Losung des Zeitentwicklers selbst wieder von sich
abhéngt, kann der gleiche Losungsansatz

tl
Uw (' to) =1+ (—i)/ dt" Hrypew (") Uy (1", to) (5.32)
to
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t=t, ti=t,

to to

Abbildung 2: Darstellung der Integrationsméglichkeiten in der Neumannschen Reihe

ebenso fiir Uy (t',to) eingesetzt werden usw. Die Gleichung ist also durch Iteration 16sbar und
ergibt eine Neumannsche Reihe®

t
Ult,tg) =1+ (—z)/ dty Hrnt(t1)
to

t t1
(i) / dt, / dty Fpy (1) Frg (1)
to to

+.
t t1 tn—1 R R R
(=i [ dt [ dts . / Aty Hins (1) Frne(ts) - .. Fre(tn)
to to to
o0 t t1 tn—1 R R R
=1+ Z (—Z)n / dty dty ... / dt, H[mg(tl) Hjnt(tg) - H]mg(tn) . (533)
n=1 to to to

Es féllt auf, dass die Hamilton-Operatoren zeitgeordnet sind, mit ¢ > ¢t; > ... > t,,. Das heif}t,
dass der Hamilton-Operator, der zur jeweils fritheren Zeit gehort, entsprechend frither auf den
rechts von ihm stehenden Zustand wirkt. Da die Behandlung dieses Ausdrucks wegen der un-
einheitlichen Integralgrenzen schwierig zu handhaben ist, wird das erste Ziel sein die Integrale
derart umzuschreiben, dass sie alle im Intervall [to,¢] auszuwerten sind. Zunéchst muss jedoch
die Zeitordnung in (5.33) sichergestellt werden. Hierzu wird der Zeitordnungsoperator

~

T (A(tl)/x(tz) A(tn)) = A(ti) A(ts,) ... Alt) )t >t >... >t (5.34)

eingefiihrt, der das Produkt beliebiger zeitabhéngiger Operatoren nach ihren Zeitargumenten
ordnet. Betrachten wir zundchst das Doppelintegral in der Neumann-Reihe fir n = 2. Wie in
Abb. 2 dargestellt, wird iiber eine Dreiecksfliche mit ¢; > to integriert, wobei das linke Bild
die urspriingliche Konfiguration darstellt. Hierbei wird zuerst iiber ¢5 € [tg,t1] und anschlieBend
iiber t; € [to, 1], also entlang der vertikalen Streifen integriert. Offensichtlich wird aber dasselbe
Integrationsvolumen abgedeckt, indem zunéchst iiber t; € [t2,¢] und dann tiber t2 € [to, t], also
iiber alle horizontalen Streifen in der rechten Darstellung von Abb.2, integriert wird. Es gilt somit

t tl t t2
/ dtl/ dto Hyne(t1) Hine(ta) :/ dtg/ dty Hrne(t1) Hine(ta) - (5.35)
to to to t

3Da klar ist, dass die folgende Rechnung im Wechselwirkungsbild vorgenommen wird, wird fiir diesen Abschnitt
auf den Index "W’ verzichtet
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Nimmt man anschliefend eine Umbenennung der Variablen ¢ <> t5 vor

t t1 t t1
/ dt, / dts Fpna(ty) e (t2) = / it / dts Fpni(ts) Brme(ty) (5.36)
to to to to

so zeigt sich, dass sich das Doppelintegral aus (5.33) wie folgt umschreiben lasst:

t t t t
1 R . 1 1 R R
/ dtl/ dto Hrpe(t1) Hrne(t2) = 5/ dty dto Hrnt(t1) Hine(t2)
to to to

to

t1
/ dt1/ dty Hpne(t2) Hrne(th)
= / / dtidts Hlm(f1)H1nt(t2)9(t1 —to) + Hrne(ta) Hrne(t1) 0(t2 _tl)}
to

- / / dtrdts T (Hpue(t) Hpue(t2)) (5.37)
to Jto

Hierbei wurde im zweiten Schritt die Eigenschaft verwendet, dass die #-Funktion die Integrale auf
die jeweils richtigen Grenzen beschrénkt, und im letzten Schritt die Definition des Zeitordnungs-
operators (5.34). Der Vorfaktor % verhindert Doppelzdhlung und entspricht gerade dem Kehrwert
der Zahl aller méglichen Permutationen bzw. aller Zeitordnungen der Hamilton-Operatoren. Die
obige Rechnung kann vollig analog fiir jeden Term der Neumann-Reihe sukzessive durchgefiihrt
werden und fithrt zu einem kompakten Ausdruck fiir den Zeitentwicklungsoperator

o0 t t1 tn—1
Ot to) =1+ :(—i)”/ dtl/ dts / dty Fopm(t2) Foona(ts) -« Fra(t)
n— to to to

:]1+§: - /dtl. /dt T Hmt(tl) Hlnt( ))

n=1
& (i) co A
=147 ) ~— / dity / dtn Hing(t1) ... Hing(tn)
nm_ to to
. (_Z)n ! ! £ / !
—1+7 > — dt’ Hpny (')
— ! to
A t A
=T exp {—z/ dt' ant(t’)} . (5.38)
to

5.5 Die Streumatrix

Die Streumatrix ist fiir die Quantenfeldtheorie und insbesondere fiir diese Bachelor-Arbeit ei-
ne GroBe von zentraler Bedeutung, da sie die Wahrscheinlichkeitsamplitude fiir den Ubergang
zwischen zwei Fockraum-Zustinden |n) — |m) mit n bzw. m Teilchen unter einer gegebenen
Wechselwirkung angibt; sie beschreibt folglich Zerfalls- und Streuprozesse. Im Folgenden seien
die Anfangszustinde mit |¢) und Endzustdnde durch |f) gekennzeichnet. Fiir die Konstrukti-
on der Streumatrix wird zunéchst vereinbart, dass die jeweiligen Zustdnde im Grenzfall grofer
Zeiten freie Teilchen beschreiben*

Jdim () = i) (5.39)
Jim o) =1f) - (5.40)

4Dies ist im Falle kurzreichweitiger Wechselwirkungen eine gerechtfertigte Annahme
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Wir postulieren nun die Existenz eines Operators S , der Streumatriz, dessen Matrixelement S ti
der Ubergangsamplitude zwischen festgelegten Anfangs- und Endzusténden entspricht und durch

Sr. = (F1813) (5.41)

definiert ist, wobei dieser die gesamte Information iiber die zeitliche Entwicklung der Zusténde
enthélt. Die explizite Form von S gilt es nun zu bestimmen. Die Ubergangsamplitude lisst sich
ferner durch den Uberlapp des Endzustands mit dem zeitentwickelten Anfangszustand nach der
Streuung darstellen® R R

Sri= tim (f]O(tst) i) - (5.42)

ti——o00
ty—+o00

Die Streumatrix kann durch Vergleich mit (5.41) bzw. mit Hilfe von (5.38) direkt identifiziert
A A A t A
S =U(co,—0) =T exp [—z/ at’ H]nt(t/):| (5.43)
to

und im Rahmen der Quantenfeldtheorie durch die Hamilton-Dichte ausgedriickt werden, wie sie
in Kapitel 3.2 diskutiert wurde

S =1 exp [—i/d4X ﬁznt(t/)] . (5.44)

6 Effektives Modell

In diesem Kapitel wird im Rahmen der Quantenchromodynamik ein effektives Modell zur Be-
schreibung von Mesonen, d.h gebundenen qg-Zustédnden, im linearen Sigma-Modell mit drei
Quark-Flavors (u, d, s) vorgestellt, das es uns erlauben wird die Zerfallskanile des Tensor- bzw.
Pseudotensor-Glueballs in verschiedene Vektormesonen und Axialvektormesonen zu beschreiben.
Hierzu werden wir zwei Wechselwirkungs-Lagrangedichten konstruieren, die sogenannte Nonets
einbinden. Da hier ein effektives Modell der QCD konstruiert wird, muss sichergestellt sein, dass
dieser Zugang ihre grundlegenden Symmetrien nicht bricht. Daher sollen die QCD-Symmetrien
rekapituliert und das Modell auf diese tiberpriift werden, bevor die Zerfallsbreiten der jeweiligen
Glueballs bestimmt werden kénnen.

Als Quellen fiir dieses Kapitel wurden [5, 8] verwendet.

6.1 Konstruktion der Meson-Nonets

Die Meson-Nonets sind bereits aus [8] bekannt sind, weshalb hier auf die folgenden Symmetrie-
betrachtungen vorgegriffen wird, um die betrachteten Gréflen in Anlehnung an die Symmetrien
der QCD konstruieren zu kénnen. Zunéchst definieren wir eine Meson-Matrix

O =V24raiL (6.1)

die rechtshindige Antiquarks und linkshdndige Quarks verkniipft, wobei die Indizes 4, j € {u,d, s}
die Quark-Flavor kennzeichnen. Unter Rechts- bzw. Linkshédndigkeit ist dabei das Verhalten unter

5Es sollte stets im Hinterkopf behalten werden, dass die eingehenden und ausgehenden Zustéinde per se keine
Sétze von Zustanden desselben Fock-Raumes sind. Allgemein ibernimmt der Operator S die Rolle eines inver-
tierbaren, unitdren Operators, der die Basen ineinander transformiert. Fiir den vorliegenden Fall ist dieser subtile
Punkt jedoch vernachlassigbar.
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6 EFFEKTIVES MODELL

chiralen Transformationen gemeint. Die chirale Symmetrie der QCD bezieht sich auf die Tatsache,
dass sich die Quarkfelder zu einem Flavor ¢; tiber die chiralen Projektionsoperatoren
1447

2

in zwei Anteile zerlegen lassen und getrennt voneinander Symmetrien erfiillen. Um dies zu sehen,
miissen zunichst die Eigenschaften des Projektors deutlich gemacht werden. Es gilt

(I+7°) +(1-9)
2

Und aufgrund der Tatsache, dass es sich bei Pgr 1 um einen Projektor handelt

Pr,L = (6.2)

Pr+Pr =

=1. (6.3)

1£4°)° 1440
4 )

Phr= ( =Pr. , (6.4)

wobei die Eigenschaft 42 = 1 der fiinften Dirac-Matrix verwendet wurde. Und letztendlich
PrPr =0 . (6.5)

Durch die Antivertauschungsrelation der Dirac-Matrizen

{»*,7°} =0 (6.6)

lasst sich die Wirkung der Projektoren auf die Quark-Felder definieren

(6.3)
qs = (PrR+PL)ar =4qrr + 45 - (6.7)

—~
(=)
w

_ (6.3) o
4 = @y (PL+Pr)=arr+dsL - (6.8)

Mit diesen Ergebnissen lasst sich die Meson-Matrix (6.1) umschreiben

_ _ 6.4 _
®;; = \/qu',R qi, L. = \/iqj,PLPLqi (Z) \/iquLqi

1 1
= ﬁ (@j%‘ - %75%‘) = ﬁ (ij%‘ +i(jji’)’5(1i)
= Si; +iPy; , (6.9)

wobei wir den sogenannten Skalar-Strom S;; und den Pseudoskalar-Strom F;; eingefithrt haben

1 _ 1 5
— qiq; — qiiY°q; -
\/? qqu 9 \/§ q] ’y ql
Die Nomenklatur beruht einerseits auf den physikalischen Freiheitsgraden, die die Objekte be-
sitzen (Skalar-), andererseits auf dem Transformationsverhalten unter Paritdt (Pseudo-), was
im weiteren Verlauf noch klar werden wird. Auf die gleiche Weise lassen sich weiterhin Vektor-
und Axialvektor-Strome konstruieren. Dafiir wird eine rechtshindige bzw. linkshdndige Matrix
definiert

_ " (6.6) ,
Rl =V2@mtan = V24Pry " Pra;

(6.2) V2
=T (q}vov“qi + @75 g + 4l g + q}v570’y”v5qi)

6.6) 1 ,_ _ 5
=7 (7" ai — G° " @) = Vi — AL (6.11)
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6 EFFEKTIVES MODELL

Im vierten Schritt wurde verwendet, dass das Quadrat der fiinften Dirac-Matrix gerade der
Einheitsmatrix im Spinor-Raum entspricht. Fiir die linkshéndige Matrix ergibt sich vollig analog

_ 1 ,_ _
LY =V2q07 i = NG (@G7"q + @47 ) = Vi + Al (6.12)

In den jeweils letzten Schritten der beiden Rechnungen wurden die Vektor- und Axialvektor-
Strome identifiziert ] ]

7*.#2.7 A/{E_if.ﬂ5i. 6.13
754" 0= (6.13)
Der Vollstdandigkeit halber sei noch erwédhnt, dass neben den bereits betrachteten Stromen auch
ein Pseudovektor-Strom

—
Vi =

1 — _
Bj = 75 (070"~ (0"4)7"w) (6.14)

definiert werden kann, indem Ableitungen der Quark-Spinoren eingebunden werden. Fir die Be-
trachtung von drei Quark-Flavors konnen die Strome aus (6.10), (6.13) und (6.14) offensichtlich
als 3 x 3-Matrizen im Flavor-Raum dargestellt werden und wir erhalten:

Sﬁi ar N KO LS =S ¢ (6.15)
\/i 0 \/5 S ) \/i \_/5 ) .
Ky K%Y o K- K° s
L;.)“—‘,— yrie] « flu Jra;ld) + +
, 71\’\/; p“Jr Krt . N\/§ a;f KiA
TR - why —p"? 0 pa p— IN—@ )
%4 7 Pt a K* , A 7 alf RO K (6.16)
) KIL*O wg K{LE K{L% fs
Fin g 01’ L+ +
(B
i oa B I Y1
- 1.0
Ki'g Ki'p fis.p

Es kénnen noch einige Zuordnungen zwischen den jeweiligen Mesonen der Nonets und physikali-
schen Resonanzen bzw. unphysikalischen Feldern vorgenommen werden. So ist im Skalar-Nonet
ap = ap(1450). Das Pseudoskalar-Nonet enthilt hingegen die unphysikalischen Felder ny und
ng, die erst durch eine Mischung mit einem Winkel von etwa ¢, ~ —36° die physikalischen
Teilchen 7 und 7’ beschreiben

Ccos sin
) = " P e (6.18)
n —sin, cospy, ns

Im Falle des Vektor-Nonets ordnen wir einerseits K* = K*(892) zu, andererseits tauchen auch
hier unphysikalische Felder wy und wg auf, deren Mischungswinkel allerdings klein genug ist,
sodass die Mischung vernachléssigt und direkt wy = w bzw. wg = ¢ gewéhlt werden kann.
Fiir das Axialvektor-Nonet machen wir die Zuordnung a; = a1(1260), fiy = f1(1285) bzw.
fis = f1(1420). Letztendlich bleibt noch das Pseudovektor-Nonet, in dem b, = b1(1235),
fin,g = h1(1170) und f15.5 = h1(1380) gewéhlt werden.
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Es sei darauf hingewiesen, dass die Felder K; 4 und K, p keiner Zuordnung unterzogen wur-
den und somit zunéchst unbestimmt bleiben. Es lédsst sich zeigen, dass diese Felder erneut un-
physikalisch sind und durch Mischung die physikalischen Kaon-Felder K7(1270) und K;(1400)
beschreiben. Fiir eine explizite Betrachtung der Mischungseffekte in Kaon-Feldern sei an dieser
Stelle auf Kapitel 6.5 verwiesen.

Obwohl die einzelnen Wechselwirkungs-Lagrangedichten im Anschluss untersucht werden, soll
zunéchst noch das erweiterte Lineare Sigma-Modell fiir drei Quark-Flavor vorgestellt werden,
das die Grundlage dieser Arbeit bildet. Die volle Lagrangedichte des Modells enthélt einen voll-
stdndig hadronischen Sektor, wobei wir uns hier auf den mesonischen Anteil konzentrieren wollen

Lonen = T [(D,®)1(D40)] — m3 T [91@] — A, (T [010])” — AT (1) ]

m2
- % Te[(L")? + (R*)?] + Tr[(Tl + A) (LM? + (R")2] + T [H(® + oh)]

+ e (det ® — det ®)2 4+ % (Tr{L,, [L*, L]} + Tr {R,., [R*, R"]})

+ % Tr(®7®) Tr [(L*)? + (R*)?] + ho Tr [®TL,L*® + ®R,R' D]

+2hy Tr [OR,®TLH] . (6.19)

Wie bereits eingefiihrt, bezeichnen ®, R* und L* die Meson-Matrix bzw. die rechts- und links-
héindigen Strome. Weiterhin wird durch die Gréfien

D' = 9"® — ig, (L"® — ®RM) — ie A" [Ty, ®] |
LM = QMLY — ieA" [Ty, L¥] — (0V LV — ieA¥ [T5, LM])
R* = 9MRY — ieA" [Ty, R¥] — (8" R* — ieA” [Ty, R"] )

das elektromagnetische Feld A* angekoppelt, wobei T5 = A3/2 den dritten Generator der SU(3),
also die entsprechende halbe Gell-Mann-Matrix, bezeichnet. Bei diesen handelt es sich um die
kovariante Ableitung und die zu den rechts- bzw. linkshéndigen Strémen korrespondierenden
Feldstérketensoren. Die Matrix A = diag (0n, 0y, ds), mit dy ~ m2 ; und ds ~ mZ, beschreibt
die explizite Brechung der chiralen Symmetrie durch die nicht verschwindenden Quarkmassen im
Vektor- bzw. Axialvektor-Kanal®, wihrend die Brechung im skalaren und pseudoskalaren Sektor
ganz analog durch H = 1/2 diag (how, hon, \/ihos) realisiert wird. Die Gleichheit der jeweils
ersten beiden Diagonalelemente rithrt von der als perfekt angenommenen Isospin-Symmetrie
fir Up- und Down-Quarks her. Ebenso bemerkenswert ist der Term proportional zu ¢y, der
garantiert, dass das Modell die sogenannte U(1)4—Anomalie, 6fter auch als chirale Anomalie
bezeichnet, erfiillt, auf die im weiteren Verlauf ebenfalls eingegangen werden wird. Bis auf diese
drei Terme besitzt die Lagrangedichte eine vollstdndige chirale U(3)g x U(3) —Symmetrie.

6.2 Wechselwirkungs-Lagrangedichten

Bisher wurde lediglich die freie Lagrangedichte des (Pseudo-)Tensor-Glueballs betrachtet. Da
allerdings Zerfille, also Prozesse, die auf einer Wechselwirkung beruhen, studiert werden sollen,
miissen wir uns nun damit beschéiftigen, wie die freie Lagrangedichte um einen Wechselwir-
kungsterm erweitert werden kann, der die jeweiligen Zerfélle beschreibt. Bei diesem wird es

6An dieser Stelle wird auf die Symmetriebetrachtungen der QCD vorgegriffen, um dem Leser einen Eindruck
des Modells zu vermitteln. Die erwahnten Aspekte werden in Kapitel 6.3 ausfiihrlich behandelt.
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sich um einen additiven Term handeln, wodurch zu beachten ist, dass die Wechselwirkungs-
Lagrangedichte ein vollstdndig kontrahiertes Objekt sein muss, was sicherstellt, dass die gesamte
Lagrangedichte weiterhin wie ein Lorentz-Skalar transformiert. Aulerdem soll der Wechselwir-
kungsterm die wichtigsten Symmetrien der Quantenchromodynamik beinhalten. Wir werden da-
mit beginnen die Wechselwirkungsterme zu beleuchten, um sie in den folgenden Abschnitten
ausfiihrlich auf ihre Symmetrieeigenschaften hin zu untersuchen. Um die jeweiligen Glueballs zu
unterscheiden, werden sie nach der Notation JF¢ durch ihren Gesamtdrehimpuls J, Paritit P
und Ladungskonjugation C' charakterisiert. Diese Angaben definieren die Teilchen vollstdndig, da
sie einen direkten Zugang zur Bahndrehimpuls- bzw. Spin-Quantenzahl geben, mit P = (—1)5+1,

C = (71)L+S

6.2.1 Lagrangedichte fiir den 2" "-Tensor-Glueball

Ein moglicher Wechselwirkungsterm, mit dem wir im Folgenden arbeiten werden, beinhaltet
die Kopplung des Tensor-Glueballs G, an die rechts- und linkshéndigen Matrizen und hat die

folgende Form:
ot+
int T

L cc Gy Tt |RMRY +L“L"} , (6.20)

wobei c¢g die Kopplungskonstante der Lagrangedichte ist, die die Stidrke der Wechselwirkung
angibt. Dieser Ausdruck ist, wie in Kapitel 6.3 bewiesen wird, einerseits chiral invariant und
erfillt andererseits die C P—Symmetrie. Mit den Definitionen (6.11) bzw. (6.12) lisst sich die
Spur in Abhéngigkeit der Vektor- und Axialvektor-Strome ausdriicken

L2 = ca G Tr | (V94 A) (VY 4 A”) + (VI =A%) (VY =A%)

= 2¢g Gy Tr [V”V” n A“A”} . (6.21)

Um explizit zu sehen welche Zerfille dieser Lagrangian beschreibt, muss die Spur ausgewertet
werden. Mit (6.16) ergibt sich die Lagrangedichte zu

++ _ — _ —
L3, =ceGu {aToalfo +aiTal T +alTal T + fivafina+ fsafisa+ KfijiA + KiAKlujl
+ KO KO + KO KO + KWOK0 4 KPORY0 4 Kt v 4 KT KVt
+ p0p"0 4 pH YT 4 pH T p T Wik + wgwg] . (6.22)
Fiir die spatere Berechnung der Zerfallsbreiten wird es sich als hilfreich erweisen, dquivalente

Terme zusammenzufassen. Hierfiir wird die Symmetrie des Glueball-Feldes verwendet und in
einigen Summanden die Umbenennung j <+ v vorgenommen

++ 10 + v— + v— — v
L3, =ccGu|a®a® +2ad a]™ + fvafina+ foafisa+ K K 4+ Kf,AKl,tl
+ Ki(z)axKi/BA + Ki(,)axki(l} + QK”*OKV*O + 2K}L*+KV** + p/,LOpVO
+ 2 p" T+ whw + whwd | - (6.23)

Der Kaon-Sektor bleibt zunéchst unverdndert, da wir uns ihm im weiteren Verlauf getrennt
widmen werden.
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6.2.2 Lagrangedichte fiir den 2~ "-Pseudotensor-Glueball

Bei der Konstruktion der Wechselwirkungs-Lagrangedichte des Pseudotensor-Glueballs ©,,,, er-
geben sich einige technische Schwierigkeiten, da dieser mit negativer Paritat transformiert. Wie
wir im néchsten Kapitel sehen werden, ldsst sich diese Eigenschaft durch den Epsilon-Tensor
inkorporieren. Die Lagrangedichte lautet

ﬁ%;: = co Opuja Tr [EWLO‘ + R‘“’RO‘} , (6.24)
wobei folgende Konventionen verwendet wurde:
@[uu]a = au@ua - 8u@/ux ) (625)
~ 1
LM = 5 e Lpg (6.26)

Entsprechendes gilt fiir den dualen Tensor R*. Weiterhin wurden die rechts- und linkshéndigen
Feldstérketensoren eingefiihrt

Rpo = 0,Ry — 0,Ry ,  Lpy =0,Lo — 5L, . (6.27)

Auch diese Lagrangedichte erfiillt die chirale- bzw. C'P—Symmetrie (siche Kapitel 6.3). Mit allen
Definitionen léasst sich die Spur erneut durch den Vektor- und Axialvektor-Strom ausdriicken

2=t

2 = % €0 27010 Tt [ (0,Vs +0,Ag — 0.V, — 0,4,) (V° + A°)
F (0,Vy — 8yAg — 85V, + 0, A,) (VO — Aa)]
= c0 & O T [ (0,Vo) V= (0,V,) V™ + (9,A5) A% — (9,.4,) A°]

= co £"P7 0,10 Tr [Vpgva + Ay A”] (6.28)
mit den Feldstarketensoren zum Vektor- und Axialvektor-Strom
Voo =0,V — 05V, Ape = 0,A5 — 054, . (6.29)

Nun kann die vollstindige Antisymmetrie des e-Tensors genutzt und seine Wirkung auf Oy,
untersucht werden:

EHVPUG[MV](X = ghvP? (au@l/a - avelf,a) = slwpgau@ua + 5D”pgau®ua

=e"P?0,0,0 +€"P70,0,4 =2"770,0,4 . (6.30)
Beim Ubergang zur zweiten Zeile darf, wegen der vollstindigen Kontraktion der Summations-
indizes, im zweiten Summand 0.B.d.A. die Umbenennung p <> v vorgenommen werden. Vollig
analog ergibt sich die Wirkung des e-Tensors auch auf V,, bzw. A,,. Mit diesem Ergebnis kann
die Spur ein weiteres Mal explizit ausgewertet werden, um alle mdglichen Zerfallskanéle zu be-
stimmen, die der Lagrangian im Rahmen des Modells beschreibt. Die Lagrangedichte nimmt
dann die folgende Form an

E%;: =2ce """ (0,0ua) [ (8,, a;l) G?Jr + (6p ajl) ai” + <8p a21) a?o +(9p fo1n,4) flaN,A
+ (ap fcﬂS.,A) flas,A + (ap K;LA)Kf,tx + (ap K;FLA)Kfi; + (ap Kgl,A) Rla,?ax
+ (0, Ky 4) K% + (0, K2°) + (0, K2O) K™ + (0, K;7) K™ + (9, K;T) K**~

Ka*o
(0 5) 020+ (95 07) P+ (8 9) 97 + (Bp o) Wiy + (B ors) w8 | - (6.31)
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6.3 Symmetrien des Modells

Wie bereits angekiindigt wird sich dieser Abschnitt intensiv mit den Symmetrien der QCD befas-
sen, um letztendlich die vorgestellten Wechselwirkungs-Lagrangedichten auf diese hin zu iiber-
priifen. Die Quantenchromodynamik ist eine lokale SU(3).-Eichtheorie, deren Lagrangian

1
Locp = E qr (’Lm — mf) qr — B Tr [g,wg*“’} (6.32)
!

eine Vielzahl diskreter und kontinuierlicher Symmetrien erfiillt, also invariant unter spezifischen
Transformationen ist, deren Form im Folgenden erldutert wird.

6.3.1 SU(N.).-Farbsymmetrie

Die elementare Symmetrie, in deren Hinsicht die Lagrangedichte der QCD konstruiert wurde, ist
die Farbsymmetrie SU(N,). = SU(3).. Wie bereits erwihnt, ist sie die lokale Eichtheorie der
QCD und entspricht einer Raum-Zeit-abhéngigen, internen Rotation bzw. Mischung der Quarks
im Farbraum, in dem sie einen dreidimensionalen Vektor bilden

a5

qf = Q? 7f =u, da S,C,t,b . (633)
b
qf

Da es sich bei SU(3). um eine Lie-Gruppe handelt, lassen sich deren Elemente U.(X) als Expo-
nentialfunktion darstellen, unter der die Quarkspinoren entsprechend

N
SU3). , ; ;
qf —"qy =U(X)qs = exp —zZaJ(X)tj ar , (6.34)
j=1
_ SU®B). _ f _
ar "8 gy = (Ve(X) ap) 1° = af UL(X)4° = 4, U (X) (6.35)

transformieren, mit N = N2 — 1 = 8 und den halben Gell-Mann-Matrizen ¢/ = M\ /2. Aufgrund
des Confinements, das besagt, dass beobachtbare, physikalische Teilchen stets weifle Zustédnde,
also entweder Farbe-Antifarbe-Zustdnde sind oder die Mischung aller drei Farben beinhalten,
sind auch die Glueballs G, bzw. ©,, weifle Zustande. Fiir diese gilt folglich, per Definition,
Invarianz unter lokalen SU (3). -Transformationen, weil ein weiler Zustand auch nach Mischung
der Farben weif3 bleibt. Dies ist ein sehr phdnomenologisches Argument, das mit dem vorgestell-
ten Modell rein mathematisch noch nicht verstanden werden kann Dies beruht darauf, dass wir
bisher keinerlei Annahmen iiber die Substruktur der Glueballs gemacht und damit vernachlassigt
haben, dass sie gebundene Gluon-Zusténde sind. Um die tiefere Struktur zu beschreiben, miiss-
ten Glueball-Strome in Abhéngigkeit der Gluon-Felder konstruiert werden, die die geforderten
Eigenschaften aufweisen. So kénnten beispielsweise folgende Identifikationen gemacht werden:

G2, =T [G, G (6.36)

- . 1
G2, =T [G,,0°)] = 3 Cupac Tr[G9GP] (6.37)
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wobei die Spur iiber den Farbraum auszuwerten ist und G*” den aus dem Yang-Mills-Teil der
QCD bekannten matrixwertigen Feldstarketensor

GM = t,GY =t (0" Ay — OV AL + g fape A} AY)
= 0" (ta A7) — 0" (ta AY) = ig (i fabe ta) Ay A7
=OHAY — VA" —ig [ty t) A AY
=M A — OV A* —ig [AH*, A”] (6.38)
bezeichnet [2]. Hierbei wurde die Lie-Algebra [tq, ts] = i fapc te der Generatoren der SU(N) mit
ihren vollstindig antisymmetrischen Strukturkonstanten f,;. und die Definition des matrixwer-

tigen Eichfeldes A* = ¢, A# verwendet. Da das matrixwertige Eichfeld unter lokalen SU(N)-
Transformationen in der adjungierten Darstellung

A ST pw g angt ; voryt (6.39)
transformiert, nimmt der matrixwertige Feldstérketensor die Form
Ggrv ST g =uUgmyt (6.40)

an. Hierdurch wird sofort ersichtlich, dass die Stréme (6.36) und (6.37) tatséchlich invariant
unter SU(N) und damit auch unter SU(3). sind. Rein formal miisste selbstverstéindlich noch
gezeigt werden, dass die Strome die korrekte Paritdt und Ladungskonjugation aufweisen, jedoch
soll dieser kleine Einschub lediglich der ndheren Beleuchtung der physikalischen Beschreibung auf
mikroskopischer Ebene dienen, wahrend wir nun wieder zu dem Argument zuriickkehren, dass
die Glueballs als weiBle Zustdnde per se invariant unter SU(3).-Transformationen sind. Somit
gilt nach (6.34) bzw. (6.35) fiir das Vektor-Nonet

Vﬂ SU®3). 1 1 _ L

VR R ¥
Im zweiten Schritt kann die Dirac-Matrix mit der Transformationsmatrix vertauscht werden,
da diese ausschliellich im Spinor-Raum und jene lediglich im Farbraum wirkt und die jeweils

andere nicht beeinflusst. Weiterhin wurde die Unitaritdt von U.(X) benutzt. Mit den gleichen
Argumenten erhilt man

GUIX)U(X" g =V} . (641)

)

qj Uc]L (X)'V# UC(X) qi

SU(3)e 1 _ 1 _
AR PN T g a5 — G N (X mAS UL(X) g
ij \/quvqu \@CI] (X )My (X)¢
= L G UIOUX) g = AT (6.42)
V2 7

Da sowohl die Nonets als auch die Glueballs invariant sind, folgt sofort auch die Invarianz der
Lagrangedichten unter lokalen SU(3).-Transformationen

2 Y L2 =206 G, Te [V 4 AT AY]
=2¢6 G, Tt [v“v" + A“A"} 2 (6.43)
i PHO L2 = o 76, Te [V, VI + A, 4]
= co £ 010 Tr [Vnga + A,MA“} =2 (6.44)
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6.3.2 Lorentz-Symmetrie

Wie bereits durch Einstein postuliert, behalten Naturgesetze in allen Inertialsystemen ihre Form
und sind somit im Rahmen ihrer kovarianten Formulierung invariant unter Lorentz-Transformati-
onen, d.h. Raum-Zeit-Drehungen. Die Lorentz-Symmetrie ist eine fundamentale Forderung an
eine Feldtheorie und muss in unseren effektiven Modellen beriicksichtigt werden. Die Quark-
Spinoren transformieren unter Lorentz-Transformationen geméaf

q(X) 5 ¢ (X') = S(A) g (A71X) | (6.45)
7(X) =5 g (X)) =q(A'X) STH(A) . (6.46)

Da die Gruppe aller Lorentz-Transformationen, die Lorentz-Gruppe O(3, 1), eine Lie-Gruppe ist,
kann die Transformationsmatrix S(A) wie folgt dargestellt werden:

i

S = exp (~ o) ot =Ll (6.47)

wobei w,,, die kontinuierlichen Parameter der Gruppe sind. Mit diesem Ergebnis kénnen nun die
Transformationseigenschaften der Nonets untersucht werden. Unter Verwendung der Bedingung
M = A*, 47 = STHA)y*S(A) folgt fiir das Vektor-Nonet

1 1

v Koy gy = G (ATIX) STHA)AMS(A) g (ATLX

s i =5 0" ﬁq( ) STHA)A"S(A) ¢ ( )
1

= A", G (X)) 7" q(X') = A" VE(X) . 6.48

7 q(X") v q(X") S(X) (6.48)

Offensichtlich transformiert es, geméf3 vorheriger Behauptung, wie ein Lorentz-Vektor. Entspre-
chend gilt fiir das Axialvektor-Nonet
LT 1 r _ _
Ay = Al = = 4" = 75 (A71X) STHA)y° S(A) g (AT1X)

q(X') STHA)AM(=1)? S(A)y° ¢ (X)

,_.S‘,_A
[\}

= — A (X)) Y0 q (X)) = A, AL (X)) . (6.49)

I~

Der doppelte Vorzeichenwechsel in der zweiten Zeile, kommt durch die Vertauschung von S(A)
mit v° zustande, da in (6.47) gerade zweimal die Antivertauschungsrelation der Gamma-Matrizen
{v*,7"} = 0 verwendet wurde. Zuletzt muss noch das Glueball-Feld berticksichtigt werden. Ein
allgemeiner kovarianter Lorentz-Tensor zweiter Stufe, wie ihn G, darstellt, transformiert geméaf

Gl = Gap (AH, (ATHF (6.50)

Mit diesen Ergebnissen konnen nun die Wechselwirkungs-Lagrangedichten auf ihr Transformati-
onsverhalten untersucht werden:

2 =2, Ty [V’“V”’ + A"‘A"’]
|

v o

++ LT
i = r

int int —

=2ca Gaﬁ (A_l)a (A_l

. AL VPNV 4+ AF, AP A”(,A"}

= 206 Gag (A1), AP, (A1)P AV, Tr [vpva + APAU}
=206 Gapd®, 07, T [VIV7 + 4747

= 2¢g G T [V“Vﬂ + AaAﬂ} =2 (6.51)

int
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wobei in der dritten Zeile (A=1)® o A =07, ausgenutzt wurde. Da auch die kovariante Ablei-
tung wie ein Lorentz-Vektor transformiert, wird sofort deutlich, dass (6.25) wie ein Lorentz-
Tensor dritter Stufe und die Vektor- bzw. Axialvektor-Feldstarketensoren (6.29) jeweils wie
Lorentz-Tensoren zweiter Stufe transformieren. Damit folgt analog zur vorherigen Rechnung
fir den zweiten Lagrangian

L

o=+ LT 27T _  uwpo gy ! Yl I gl
int £ int —Co¢f e[uy]a Tr VpO'V + ApO'A
o7 ’ 1" 1 ’

= Co A#;A’Auy’App’Ago” ghtvee @[u”y”]a' (Ail)u w (Ail)u v (Ail)aa
X TI' |:VP”0'” (A—l)p//

"

s (A A% VO A (A1), (A7) A g 4]

1ot

" " ’" " ’ " "
= C@ 5“ #/ 51’ v 5P p/ (SU o’ 6aa// EM veo 9[/L//V”]Ot' TI' |:Vp”a'” Va —|— Ap//o-ll Aa :|

1ot

= co """ Oy T [V,,U/ VY 4 Ay Aa’] —r2 (6.52)

int

6.3.3 Chirale Symmetrie

Eine weitere sehr prominente Symmetrie der QCD-Lagrangedichte ist die sogenannte chirale
Symmetrie. Wie bereits in Kapitel 6.1 diskutiert, konnen die Quark-Spinoren durch Anwendung
der chiralen Projektoren auf ihren rechts- bzw. linkshéndigen Anteil projiziert werden, siehe (6.7)
und (6.8). Durch Einsetzen in (6.32) erkannt man, dass die chirale Symmetrie der QCD im Falle
nicht verschwindender Quarkmassen durch ebendiese explizit gebrochen wird. Fir verschwin-
dende Quarkmassen separiert die Lagrangedichte gerade in je einen rechts-und linkshédndigen
Anteil. In diesem Fall ist der Lagrangian invariant unter einer globalen U(N;)r x U(Ny)r -
Transformation im Flavor-Raum der Form

N
qfp — q}R = Ug qfp = €xp —iZaﬁtj g (6.53)
§=0
N .
ar, — q5, = UL qp, = exp —Z'ZonLtj ar (6.54)
§=0

wobei t; die N = N)% Generatoren der Gruppe U(Ny) bezeichnet. Da es sich bei der unitéren
Gruppe ebenfalls um eine Lie-Gruppe handelt, sind die Gruppenparameter ag,r ; kontinuier-
lich. Durch die chirale Symmetrie konnen wir nun auch die Bezeichnung der Nonets als Strome
beleuchten. Nach dem Noether-Theorem [2] korrespondiert zu jeder kontinuierlichen Symmetrie
eines Systems eine entsprechende Erhaltungsgréfie. Im Falle der chiralen Symmetrie lassen sich
gerade die rechts- und linkshéndigen Strome (6.11) bzw. (6.12) als Erhaltungsgrofien identifi-
zieren. Die indefinite Paritdt dieser Strome ldsst sich durch den Wechsel zu den Vektor- und
Axialvektor-Strémen

(L* + RM) A — (L* — RM)

2 ’ - 2

umgehen, die eine wohldefinierte Paritét besitzen, wie im Folgenden gezeigt wird, und vollig kon-
sistent mit unserer Definition aus Kapitel 6.1 sind. Folglich ist die Gruppe der chiralen Transfor-
mationen U(Ny)g X U(Ny)r, isomorph zur Produktgruppe der unitéren Vektor- und Axialvektor-
Transformationen im Flavor-Raum U(Ny)y x U(Ny)a, die nun auf den gesamten Quark-Spinor
mit beiden Handigkeits-Anteilen wirken. Weiterhin ist aus der Gruppentheorie bekannt, dass die
unitire Gruppe selbst eine Produktgruppe’ der sogenannten Kreisgruppe U (1)vya, die letztlich

VE = (6.55)

"Streng genommen handelt es sich hierbei allerdings nicht um ein direktes, sondern um ein semidirektes Pro-
dukt, da lediglich SU(N) ein Normalteiler von U(N) ist.
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Phasentransformationen beinhaltet, und der speziellen unitdren Gruppe SU(Ny)y 4 auf dem
Flavor-Raum ist, also U(Ny)y X U(Ny)a = U(1)y x SU(Ny)y x U(1) 4 x SU(Ny) 4. Die chirale
Symmetrie ist jedoch nicht ohne Weiteres erfillt, da verschiedene Mechanismen zu expliziter
bzw. spontaner Symmetriebrechung fithren (Eine ausfiihrliche Behandlung der folgenden Effekte
findet sich in [8]).

Es lasst sich zeigen, dass die chirale Symmetrie der QCD fiir nicht verschwindende, entartete
Quarkmassen durch ebendiese je explizit zu U(Ny)y x U(Ny)s — U(1)y x SU(Ny)y und im
Falle nicht verschwindender und nicht entarteter Massen zu U(Ny)y x U(Ny)a —> U(1)y ge-
brochen wird. Die Axialvektor-Symmetrien scheinen zunéchst fir my = 0 erfiillt zu sein, doch
miissen hierbei zwei weitere Effekte berticksichtigt werden. Die U(1)4-Symmetrie ist zwar rein
klassisch fiir verschwindende Quarkmassen erfillt, wird jedoch im Zuge der Quantisierung selbst
fiir my = 0 durch Quantenfluktuationen

2
~ L g N 1 a,uv a,po
0Tl = 0 (@ ar) = 87r2f (8 & v pe GO GOP ) £0 (6.56)
7

gebrochen, was als chirale Anomalie bezeichnet wird (vgl. [12]). Weiterhin besitzt die QCD
fir my = 0 eine SU(Ny) 4-Symmetrie, die jedoch durch deren Grundzustand spontan gebrochen
wird. Die spontane Brechung der chiralen Symmetrie U(Ny)y xU(Ny) g — U(1)y x SU(Ny)y x
U(1)a (fiir verschwindende Quarkmassen und Vernachlédssigung der chiralen Anomalie) sollte
nach dem Goldstone-Theorem zum Auftreten von NJ% — 1 masselosen Goldstone-Bosonen fiihren.
Fiir den Fall Ny = 3, sind dies gerade drei Pionen, vier Kaonen und das n-Meson. Dass die
auftretenden Bosonen wider Erwarten dennoch eine experimentell bestitigte Masse besitzen,
liegt daran, dass es sich bei ihnen, wegen der expliziten Brechung der chiralen Symmetrie, um
Pseudo-Goldstone-Bosonen handelt. Das vorgestellte effektive Modell besitzt eine vollsténdige
chirale Symmetrie, wie nun gezeigt wird.

6.3.3.1 U(1l)y-Symmetrie

Wie auch vorher, kénnen die Elemente der Kreisgruppe durch eine Exponentialfunktion dar-
gestellt werden und nehmen die Form

Uy = exp (—iaft") (6.57)

an, wobei der Generator durch t° = 1 N;/v/2Ny definiert wird. Aus dieser Darstellung folgt
mit (6.53) bzw. (6.54) a% = a9 = ¥ /2 und damit gleichzeitig Up = Uy, = Uy. Nach dem
Noether-Theorem ist die korrespondierende Erhaltungsgrofie gerade die Baryonen-Zahl (vgl. [8]).
Fiir die Untersuchung des Verhaltens der Nonets unter U(1)y-Transformationen, wird sich die
komponentenweise Betrachtung als vorteilhaft erweisen. Der Quark-Spinor transformiert gemaf

¢ ¢ =vyq, (6.58)
_U)vy _
727 =Wy 1 =qUjr" . (6.59)

Somit erhalten wir fiir das Vektor-Nonet

U(1) 1 _ 1 1 _
Vi =S v = 7 iy, = 74 ULA Uik qr. = Ui 7 17 uf,
= U V4 UL = (UVrUT) (6.60)

ij
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und ganz analog fir das Axialvektor-Nonet
A _>A’M_L*/, u5{_i Ut AO~yHAB T, _UAL* BaBa, Ul
ij ii = /3 ﬂqu—\/in Y Yy Vik Qe = m\/ifJWW’Qk lj

= Ui, AY, UlTj = (U A*UT) (6.61)

j

Mit diesen Ergebnissen lédsst sich nun zeigen, dass die beiden Wechselwirkungs-Lagrangedichten,
wie behauptet, invariant unter U(1)y -Transformationen sind

++ r
2 Y L =206 G T [VIVY 4 A A

=206 Gy, Tr [UVAUTU VU + UAMUTU AU |

=206 Gy Tr [UTU VIV 4+ UTU A7 A7

= 2c6 G Tr VAV + AMAV} =2 (6.62)
Hierbei wurde verwendet, dass lediglich die Quark-Spinoren transformieren, wahrend der Glueball
invariant bleibt. Weiterhin wurde in Zeile zwei und drei die Unitaritdt der Transformationsma-
trix bzw. die zyklische Invarianz der Spur ausgenutzt. Offensichtlich ist die U(1)y-Symmetrie
fir den Tensor-Glueball sogar lokal, d.h fiir Parameter mit expliziter Raum-Zeit-Abhéngigkeit,
erfillt. Im Gegensatz dazu besitzt die Lagrangedichte fiir den Pseudotensor-Glueball aufgrund
der Feldstérketensoren lediglich eine globale Symmetrie, mit

Voo " v =0,V -0,V =0, (UV,U') -0, (UV,U)

=U(0,V, — 0, V,) U =UV,,U" , (6.63)
Apoe " a1~ 0,4 — 0, A, =0, (UA,UT) -8, (UA,UY)

=U(0,Ay — 0, AU =UA, U . (6.64)

Im Falle einer lokalen Transformation, wiirden bei den transformierten Feldstéarketensoren iiber
die Produktregel zusédtzliche Ableitungen der Transformationsmatrix auftauchen, die nicht ver-
schwinden. Folglich ist die Pseudotensor-Glueball-Lagrangedichte global U(1)y-invariant:

int
= co &7 010 Tr [UV,, UTU VO UT 4 UA,, UTU AT

= co £ 0) Tr [UTU VoV + UTU A, A°]

nr)o

int

= o "0 10 Tt [Voo Vo + A,y Aa} S (6.65)

6.3.3.2 SU(Ny)-Symmetrie

Die Elemente der speziellen unitdren Gruppe lassen sich durch

Uy = exp (—iajt’) (6.66)

30



6 EFFEKTIVES MODELL

darstellen, wobei sie gerade 7 = 1,..., NJ% — 1 Generatoren besitzt. Fir drei Quark-Flavor wéren
dies die Gell-Mann-Matrizen, allerdings soll die folgende Symmetriebetrachtung fiir eine beliebige
Flavor-Anzahl geschehen. Auch hier ldsst sich erneut der Zusammenhang zwischen chiralen und
vektoriellen Parametern finden ol = o} = of, /2 fir i = 1,...,N? — 1, was gleichermafien
Ugr = Ur = Uy impliziert. Das Transformationsverhalten der Quark-Spinoren ist ebenfalls durch
(6.58) und (6.59) gegeben. Damit ist sofort klar, dass die Form der Vektor- und Axialvektorstrome
unter SU(Ny)y identisch zum vorherigen Fall der U(1)y-Symmetrie mit (6.60) und (6.61) ist
und es folgt ganz analog

int int —

£2++ SU(&)V £/2++ 2ea ij Tr V//LV/V+A//LA/V:|

=206 Gy, Tr [UVAUTU VUT + UAM U U AU

[
=206 Gy Tr [UTU VIV 4 UTUA* A

=206 Gy Tr [VIV 4+ A2 AY| = 22 (6.67)

nt

Auch hier wurde sowohl die Unitaritéit der Transformationsmatrix als auch die zyklische Invarianz
der Spur verwendet. Offensichtlich besitzt die Lagrangedichte des Tensor-Glueballs eine lokale
SU(Np)y-Symmetrie, wiahrend sie fiir den Lagrangian des Pseudotensor-Glueballs, erneut wegen
der Ableitungen in den Feldstarketensoren, nur global erfiillt ist
- -+
/_’,2 + SU(ﬂ)V L/Q = co EHV/)U@[#,,]Q Tr [V;UV/a + A/paAla}

int int

= co &7 00 Tr [UV,,, UTU VO UT 4 U A, UTU AU

int

[
= o &0 Tr [UTU VoV + UTU A, A°]
|

= o £ 010 Tt [Voo Vo + Ay A"} — 2 (6.68)

6.3.4 Chirale- und U(Ny)4—Symmetrie

Es lasst sich leicht zeigen, dass beide Lagrangedichten U(Ny)4—invariant sind. Hierzu betrach-
ten wir beide Ausdriicke in Abhéngigkeit von den rechts- und linkshéndigen Stromen (6.11)
bzw. (6.12). Mit dem Verhalten der Spinoren unter chiralen Transformationen (6.53) und (6.54)
erhalten wir

R}, — R} = \ﬁtﬁ,R Y g = V2qir UIE"RPYO,‘YH Uik r @ = Uik R V2GRV Gr.R UlTj,R
= Unkon BYy Ul = (Un R U (6.69)

j
und ganz analog

(6.70)

ij
Wegen der Unitaritit der Transformationsmatrizen und der zyklischen Invarianz der Spur, gilt

Lt — L} = (U, 1 U})

ot+

L2 =Gy Tr [R’“R’” n L’“L”’]
= ¢ Gy Tr [UpR*UL UpR* UL + UL L'UL UL LU |

o++
int

[
= ¢ Gy Tr [URURR! R + UL UL L' L]
[ (6.71)

= o G Tr [RURY + L0 | = £
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Fiir den Fall des Pseudotensor-Glueballs ist das Transformationsverhalten der Feldstarketensoren
identisch zu den entsprechenden Stromen, falls globale Transformationen betrachtet werden

Ry — R, =0,R, —9, R, =0, (UR,U") -0, (UR,UT")
=U (9, Ry — 05 R,) U =UR,, U, (6.72)

Ly — L, =0,L,—0,L,=09, (UL, U') =9, (UL,U")
=U(0,Ly — 0, L,) U =UL,,U" , (6.73)

wodurch, unter Verwendung derselben Eigenschaften, die bereits in der vorherigen Rechnung
verwendet wurden, folgt:

L) = o O T [F7 L + RMRE]
= co Opuja Tr UL L*UL ULLOU] + Up R*U}, U R°U}|
= co Opja T [UJULLM L® + URUR ™ R]

92—+

= o Oa Tr :D“’Lo‘ + RWRO‘} =2 (6.74)

Offensichtlich sind beide Lagrangedichten vollsténdig chiral invariant und besitzen damit, wie
behauptet, automatisch die axiale U(Ny)a = U(1) 4 x SU(Ny) 4—Symmetrie.

6.3.5 CP-Symmetrie

Bisher wurden ausschliefllich Symmetrien betrachtet, die durch kontinuierliche Lie-Gruppen be-
schrieben werden, allerdings besitzt die Quantenchromodynamik neben diesen auch eine Reihe
diskreter Symmetrien, deren prominenteste Vertreter im Folgenden vorgestellt werden. Nach
dem berithmten CPT-Theorem (C-Ladungskonjugation, P-Paritat, T-Zeitumkehr) sind physika-
lische Prozesse invariant unter Vertauschung von Teilchen mit Antiteilchen, Raumspiegelung und
gleichzeitiger Zeitumkehr. Da nun noch gezeigt werden muss, dass die vorgestellten Lagrangedich-
ten die geforderten Transformationsverhalten unter Paritdt und Ladungskonjugation aufweisen,
werden wir uns in diesem Kapitel auf CP-Transformationen beschrénken.

6.3.5.1 Paritat

Ein wichtiger Aspekt, der bei Raumspiegelungen berticksichtigt werden muss, ist, dass verschie-
dene Teilchenarten eine inhérente Eigenschaft besitzen, die als intrinsische Paritdt n, = +1
bezeichnet wird. Da Quarks per Definition eine positive intrinsische Paritdt besitzen, verhalten
sie sich unter Raumspiegelung wie folgt:

q(t,7) T ¢'(t,7) = 10q(t, ~T) |, (6.75)
q(t, @) 2 7 (t,7) = q(t,—7) 7" . (6.76)

Wie iiblich, werden zunéchst die Nonets nidher betrachtet. Es gilt

T3 G(X)0a(X) =VHX)  fiep=0
P 1 _ o 5 \/ﬁqJ( Y4 ij o’
T R N
-5 4G(X) Y (X)) = -V5(X") firp=i
(6.77)
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Die Fallunterscheidung beruht dabei auf der Dirac-Algebra, da 7° trivialerweise mit sich selbst
kommutiert, wihrend sie mit allen anderen Gamma-Matrizen antivertauscht. Weiterhin wurde
die verkiirzende Schreibweise X’ = (t,—&) verwendet. Entsprechend gilt fiir den Axialvektor-
Strom

_ o . 1 ’
Al = AF = —— q;(t, = %) Y *v° 0 (t, - %) = % G (X") 409075 (X7)
L (X709 (X)) = —AY(X") i =0
N : . : (6.78)
— 75 G(X) 7 (X)) = Ay(X') fir p=i

Zusétzlich wurde im zweiten Schritt die Antivertauschungsrelation der flinften Dirac-Matrix
verwendet. Wie es fiir einen Axialvektor zu erwarten ist, bleiben seine rdumlichen Komponenten

JPC — 2++ JPC — 2*+
Goo — +Goo B©pp — —Bqo
Goi — —Go; B©¢; — +06y;
Gio — —Gio ©i;0 — +0650
Gij — +Gij ©ij — —Bij

Tabelle 1: Transformationsverhalten der Glueball-Felder unter Paritat

unter Paritdtstransformationen invariant. Bevor die Lagrangedichten untersucht werden kénnen,
miissen zunéchst die Paritdtseigenschaften der Glueballs geklart werden. Per Definition gelten
die Eigenschaften, die in Tabelle 1 aufgelistet sind. Somit kann nun gezeigt werden, dass die
Lagrangedichten des effektiven Modells invariant unter Paritét sind:

ot+

2l B gt —0eq G, T v+ ama]
= 2¢q (Gl Tr [V + AA°| 4 Gp, Tx [VOV" 4 A0 A"
Gl e [V 4 44| Gl T [V 4 atat] )

=2¢q (GOO Tr [VOVO + (—1)2A0A0] — Goi Tt [ _ oy - AOA"]

G Tr [ _ iy - AiAO} + Gy Tr [(f1)2vivj + AiAJ} )

ot+

=206 Gy Tr VIV + AP A = £2] (6.79)

Fir den Fall des Pseudotensor-Glueballs erweist es sich als sinnvoll zunéchst die Feldstarketen-
soren zu betrachten, wobei die Raumkomponenten des 4-Gradienten unter Paritédtstransforma-
tionen ein zuséatzliches Minus liefern:

P g g
Voo — Vi =0V, — 0LV, = (-1)" 9, (-1)V, — (-1)(7 9, (-1)! V,
= ()W (-)V,, , (6.80)
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P [oa o
Apr 5 4, = 9,4, = 0,4 = (~1) 8, () (=1 A, = (<)) 0, (-)(~1) 4,
= () (=D)P (-1) 4,, . (6.81)
Die Schreibweise (—1)(*) ist dabei reine Notation und fasst, wie beispielsweise an (6.77) bzw.
(6.78) iiberpriift werden kann, die Fallunterscheidung zwischen Zeit- und Raumkomponenten

kompakt zusammen. Es gilt (—1)®) =1, falls = 0 und (=1)®) = —1 fiir 4 = 1,2, 3. Weiterhin
hat der Epsilon-Tensor folgende Wirkung auf die Feldstarketensoren:

€Oijkvvjk — {0 _ _yrio P, Eol'jkvjlk (6.80) _yi0 — 0 (6.82)
SIORYL i — i By ok O gt s (6:83)
EOijkAjk — J0i _ _jio B, é_OijkA;_k (6:81) Fio _ _ foi 7 (6.84)
S0k Ay, = At = A Ly itk g OFD g g (6.85)

Die iibrigen Komponenten verschwinden wegen e#*#? = 0. Mit der eingefiithrten Notation ldsst
sich auch dieses Ergebnis sehr kompakt als

v Loy _ — (=)W (—1)®) | (6.86)
A By e — (1)) @) gmv (6.87)
schreiben. Zuletzt muss noch das in (6.25) definierte Objekt
Outa — Ouja = 9,OL0 — 9,0}
T2 )0, (1) @O0 — (=)0 () (1) (1) Oy
= — (=)W (=) (=1)!) O )a (6.88)

untersucht werden, bevor letztendlich gezeigt werden kann, dass die Lagrangedichte des Pseudotensor-

Glueballs invariant unter Paritatstransformationen ist:
2*+

L2 Do L = co 0], T Vo, V' + A, A”]
=co @EW}Q Tr {V”“’V’a + A’“"A’a]
= o ()(= )W) (1)) (1)@ B0 Tr [(-) (1)) (~1) I VH (1)@
()W) A () (1) A7)
= co (= ((=17)" ((=1)®)" (1)) Opuuje Te [TV 4 A0 %]

= Co & O T (Voo Vo 4 Ay A7 = L2, (6.89)
6.3.5.2 Ladungskonjugation

Die Ladungskonjugation ist die letzte Symmetrie, auf die das Modell untersucht werden soll.
Hierunter versteht man den Austausch zwischen Teilchen und Antiteilchen, unter dem sich die
Quark-Spinoren geméaf

9(X) 5 ¢(X) = —in"* ¢ (X) = C @ (X) , (6.90)
57 (X) = —¢"(X)in"? = ¢'(X) C . (6.91)
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verhalten. Es lasst sich durch Anwendung der Vertauschungsrelation fir die Dirac-Matrizen zei-
gen, dass die Matrix C' unitér ist CT = C~! = —C. Weiterhin erfiillen die Gamma-Matrizen die
Relation Cy*CT = —(y*)!, welche bei der Transformation der Nonets benétigt wird:®

c 1 1 B 1 _ 1 _
VS =gt = = di OV O G = ——= gt OO gt = —= ¢t ()

1 ¢ 1 - 1 g T
=— (\/§ qw”%) == (\/§ Qﬂ“qi> =- (\/5 qﬂ”%) =— (V) -
(6.92)

Das negative Vorzeichen in der zweiten Zeile ist der fermionischen Natur der Quarks zu verdanken
und kommt durch die Grassmann-Wertigkeit der Quark-Spinoren bei Vertauschung zustande.
Weiterhin muss beachtet werden, dass die Transposition ,,;t“ im vorletzten Schritt vernachlassigt
werden kann, da ¢;v"¢; = g, Y5 55 M Spinor-Raum vollstdndig kontrahiert ist und einen Skalar
bildet, der identisch mit seinem Transponierten ist. Unter Verwendung der Kommutatorrelation
der fiinften Dirac-Matrix und der Tatsache, dass +® symmetrisch ist, ergibt sich die Rechnung
fir das Axialvektor-Nonet ganz analog

ar <, 7% d"°g, = 7% L OO gl = % q; OOy g} = *% a; (") () @
1 . ¢ 1 1\ 1 _ -\ T
= (\E qw"’y“qj) =- <\/§ qw“v"%) = (ﬁ qﬂ”V"%) = (45)" -
(6.93)

Da beide Glueballs (J7¢ = 27+ und JP¢ = 2=%) per Konstruktion positiv unter Ladungskon-
jugationen transformieren, erhélt man fiir den ersten Wechselwirkungsterm

S L = 206G, T VIV A A" ]
=2cq G 'Tr [(_1)2(VIL)T(VU)T + (A”)T(A”)T}
_(VUVM)T + (AVAH)T:|

= 2¢6 G Tr [VVVE 4 A”A#}

=20 Gy Tr [VIV? 4 ArA*] = 2217 (6.94)
Im dritten Schritt wurde die Eigenschaft Tr [O”] = Tr [O] und zuletzt die zyklische Invarianz der
Spur verwendet. Der Lagrangian ist folglich, wie gefordert, invariant unter Ladungskonjugation.
Dies lésst sich gleichermaflen auch fiir den zweiten Wechselwirkungsterm zeigen:

ezl )

int int

— o 0], Tt [V V'™ + Ay A

= co #7001, Tr [ (,V) = 0, V) VI + (9, Af — 0, A}) A°]

8Der Ubersichtlichkeit halber wird zur Kennzeichnung der Transposition mit Klein-und GroBbuchstaben ge-
arbeitet, wobei ,t die Transposition im Spinor-Raum kennzeichnet, wahrend sich , T“ auf den Flavor-Raum
bezieht.
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= 0 701,10 T [(-)7 (9,VF) (V) — (=12 (0,VT) (V)"
+ (@,AT) (4°)T — (2,47) (4°)"
= co O Tr | (V7 (9,Vo))" = (V* (8:V;)"
(A7 (@,40))" = (47 (0:4,))" |
= co PO 0 Tr [va (8,Vy) — V(0,V,) + A% (8,A,) — A (a,A,,)}
= co £"P7 010 Tr [(apv,,) Ve = (9,V,) V + (8,4,) A® — (8,A,) Aa}

= o £"P7 0,10 T [V,MV‘“ + Ay, Aa} . (6.95)

AbschlieBend sei noch die Nomenklatur zu den jeweiligen J7¢-Zustinden geklirt. Teilchen und
damit auch Mesonen bezeichnen wir als Skalare J¥¢ = 01+, Pseudoskalare JF¢ = 0=+, Vekto-
ren JP¢ = 17—, Pseudovektoren JF¢ = 17~ und JP¢ = 1+, Tensoren JX¢ = 2++, Pseudo-
tensoren JFC = 277 etc.

6.4 Berechnung der Zerfallsbreiten

Effektive Theorien, wie die hier vorgestellte, haben das grundsétzliche Interesse phdnomeno-
logische Aussagen iiber physikalische Prozesse zu liefern, die experimentell verifizierbar bzw.
falsifizierbar sind. Hierzu benétigen wir Gréfen, die die Ubersetzung einer Theorie in experimen-
tell zugéngliche Observablen erméglichen. Die zentrale Grole dieser Arbeit ist die sogenannte
Zerfallsbreite I', welche gemaf I' = 7! umgekehrt proportional zur Lebensdauer eines Zustands
ist und somit den Zerfall vollstdndig charakterisiert.

Fiir die Bestimmung der Zerfallsbreiten existiert ein effektiver Formalismus, der die Grundla-
ge aller weiteren Berechnungen sein wird, jedoch soll nachfolgend eine kurze Motivation der
Herleitung gegeben werden. Die Information iiber die zeitliche Entwicklung eines Quantensys-
tems unter Einfluss einer Wechselwirkung wird durch die in Kap. 5.5 vorgestellte Streumatrix
vermittelt. Daher wird die Aufgabe sein, das Betragsquadrat des Streumatrixelements

1S5il® = [(£1518)]” (6.96)

zu bestimmen. Hierbei wird der Uberlapp der entsprechenden Fockraum-Zusténde mit der Streu-
matrix betrachtet, die durch die Erzeuger und Vernichter aus dem Vakuum generiert werden
konnen. Die Feldoperatoren des Tensor- und Proca-Feldes [1] lauten

5

G (X) = / (27_‘_?2];56)\_15””()\,%) (aW(E) e KX 4 g (E) eiK‘X) , (6.97)
. &3 E N . . . L

VH(X) /(%)32Ek Az;lgl‘()\l,kl) (b@l)(kl)eﬂfﬁ'x+b<A1>T(k1)elKl'X) . (6.98)
. B 5 . L L

V4 (X) :/m g_:l #(Na, o) (éW)(kg)e—sz'X +6(A2)T(k2)em2'x> . (6.99)
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Damit lassen sich die Anfangs- und Endzustédnde am Beispiel des Tensor Glueballs wie folgt
definieren:

1 - 1 . .
i) = A()\)T k = e — "()\2)1' k b(/\l)T k . 1
|) B (k)10) , 1) STTTRE ¢ (ko) (k1) |0) (6.100)

Die Vorfaktoren garantieren, dass die Zustande entsprechend (i|i) = (f|f) = 1 normiert sind.
Fiir hinreichend kleine Kopplungskonstanten kann die Streumatrix in erster Ordnung entwickelt
werden. Der Wechselwirkungsanteil lautet dann

(A0 = [~ i [ X T00.019)] (6.101)

wobei sich die Hamiltondichte ganz allgemein aus der Legendre-Transformation der Lagrange-
dichte

Hint = TP — Lint » (6.102)
mit dem kanonisch konjugierten Feld
a‘cint
= , 6.103
) (6109

ergibt. Die Zerfallsbreite ergibt sich letztendlich durch

Blyd3ks V2 oy
/71 2 [(FISYI)? =Taovv, - (6.104)

(2m)  t |
Fiir den allgemeinen Fall eines Bosons mit 4-Impuls K bzw. Masse My, das in n Teilchen mit

4-Impulsen Ky, f = 1,2,...,n zerfillt, ist die differentielle Zerfallsbreite im Ruhesystem des
Ausgangsteilchens bereits bekannt [11] und nimmt die Form

1 4Pk , )
T =5 11 (27r)32fEf iMatyosiicpy | 2m)*6W [ YK - K (6.105)
7

an. Hierbei erkennt man das aus der Quantisierung bekannte Lorentz-invariante Integrationsmafl
fiir jeden Ausgangskanal wieder, wihrend die §—Funktion die Impulserhaltung garantiert. Die
physikalische Information des Zerfalls ist im Betragsquadrat der invarianten Zerfallsamplitude

|i/\/l Mo—{K;} |2 enthalten und ergibt sich aus der Ubersetzung der korrespondierenden Feynman-
Diagramme.

Da, wie bereits erwdahnt, die folgenden Rechnungen im Ruhesystem des Glueballs durchgefiihrt

werden, miissen zundchst die Grundprinzipien der Zerfallskinematik geklédrt werden. Betrachten
wir die 4-Impulse, so ergibt sich im Ruhesystem des Glueballs fiir den Zerfall in zwei Endzustdnde

()-(2)+(2).

wobei die jeweiligen Energien E; und F, durch die relativistische Energie-Impuls-Beziehung

gegeben sind:
Ep, =\m2+k, En=\mi+k?. (6.107)
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Aus [6.106] wird sofort ersichtlich, dass die Impulse der Ausgangsteilchen antiparallel und be-
traglich gleich sind . . .
kl = —]{12 = k‘o . (6108)

Durch Einsetzen von [6.107] und [6.108] in [6.106] und anschlieBendes Auflésen, kann der Aus-
gangsimpuls als Funktion der Massen aller Konstituenten ausgedriickt werden

1
2M,

Die ©—Funktion beschréinkt die moglichen Impulse auf solche Félle, in denen die Ruhemasse
des Glueballs mindestens so grof§ ist wie die Summe der Ruhemassen der Ausgangsteilchen und
somit kinematisch erlaubt sind.

6.4.1 Zerfallsbreite fiir den Tensor-Glueball I'c_.v, v,

Bei genauer Betrachtung der Lagrangedichte (6.22) fillt auf, dass alle Zerfallskanéle dieselbe ma-
thematische Struktur haben. Daher geniigt es, die allgemeine Form der Zerfille zu extrahieren
und fiir diese die Zerfallsbreite zu berechnen. Diese wird sich als reine Funktion der Teilchenmas-
sen herausstellen, in die letztendlich nur noch die Massen des jeweiligen Zerfallskanals eingesetzt
werden miissen. Fiir den Tensor-Glueball lautet die allgemeine Struktur

Elnt = Cq Gyuvlll‘/QV 3 (6110)

mit dem zugehorigen Feynman-Diagramm aus Abb. 3a. Die Zerfallsbreite ist fiir Vektor- und Axi-
alvektormesonen identisch, weshalb keine Unterscheidung zwischen beiden Teilchenarten in der
Struktur gemacht werden muss. Dem Feynman-Graphen entnehmen wir mit den entsprechenden
Feynman-Regeln die invariante Zerfallsamplitude im Impulsraum

iM = e,,(\ k) [—ica) e” (A, k1)e™ (g, ko) (6.111)

Unter Beriicksichtigung der Fierz-Pauli-Bedingungen folgt direkt die Eigenschaft ELV(/\,E) =

€W(/\,E), und weiterhin kann fiir ebene Polarisationen e*#(X,k) = (X, k) gewiihlt werden,
womit das Betragsquadrat der invarianten Zerfallsamplitude folgende Form annimmt:

liM)? = e (N K) €00 (N B) e (A1, k1) €”(A1, k1) €7 (Na, k) €7 (Mg, Ka2) - (6.112)

Da keine ausgezeichnete Polarisation betrachtet werden soll, sind wir an der unpolarisierten Zer-
fallsamplitude |i./\/l|12mp_ interessiert, die alle moglichen Polarisationen beriicksichtigt. Diese ergibt
sich aus der Mittelung der eingehenden und Summation tiber die ausgehenden Polarisationsein-

stellungen
3

5

, 1 ,

M. =5 > D liMP. (6.113)
A=1 A

1,A2=1

Um diesen Ausdruck weiter auszuwerten, muss nun die Vollstindigkeitsrelation der Polarisa-
tionstensoren (4.17) aus den vorangegangenen Kapiteln verwendet werden. Da die massiven
Vektorfelder durch die Proca-Gleichung beschrieben werden, ist bekannt, dass auch die Pola-
risationsvektoren eine Vollstdndigkeitsrelation der Form

3 m v
Z EH(/\l,zﬁ k:l,Q) 61/()\1,2? kl,Z) = _g,ul’ + % = _Gi“; (6114)
=1 1,2

38



6 EFFEKTIVES MODELL

Gy 0uOva

K. A K, A\
(a) Allgemeine Struktur des Zerfalls des (b) Allgemeine Struktur des Zerfalls des
Tensor-Glueballs Pseudotensor-Glueballs

Abbildung 3: Feynman-Graphen der Zerfallsstrukturen des Tensor- bzw. Pseudotensor-Glueballs

erfiillen [1]. Hierbei bezeichnet G** nicht das Glueball-Feld, sondern den Projektor (6.114). Ins-
gesamt erhalten wir unter Verwendung aller genannten Relationen

2
2
‘ZM|2 = % |:G/J«P GVO’ + G,uo’ Gyp - g Gy,l/ Gpo' Glfp Ggu . (6115)

unp.

Es wird sich als praktikabel erweisen zunédchst zu untersuchen welche Form der Projektor zum
Glueball im Ruhesystem desselben annimmt. Mit (6.106) ldsst sich direkt zeigen, dass der Pro-
jektor

GH = g —

rKY 1-1= firpu=v=0
KrK :{ 0, firpu=v (6.116)

m? —oH fir p,v € [1,2,3]

gerade einem rdumlichen Kronecker-Delta entspricht. Damit sind in der folgenden Rechnung alle
Summationsindizes rein rdumlich. Auswerten der Kronecker-Deltas ergibt

2 2
[iM[Gap. = % {G?“GZVJFG‘{”GZP— 3G’1“’G‘2’”} : (6.117)

Da die Metrik fiir rdumliche Indizes ebenfalls in ein negatives Kronecker-Delta tibergeht, also
g"" — —o6"¥ | erhalten wir mit (6.114) letztendlich

2 K#Kll KYKY KO’KP KUKP
|7’M|121np:C£ |:<6;L;L+ 121> <5uv+ 222)+(50p+ 121) (60;)_'_ 222>
10 my ms mi ms

K rro UKM
) (o )

3 1 ma
— i Pl + SHH KEKQV + svv K{LK]{L + K{AK],.LKQVKé/
10 m2 m2 m? m2
2 1 1 M3
opsop | sop BSKE ., K{K! K{KVKSK§
+ 67P87P 4 §°°P - + 67° - i
2 1 1Mma
_g SHOFoH _ 25#0 KS-KS _ z(sau KﬁKf _ g Kleg-KgKg
3 3 m3 3 m3 3 mim}
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2 2 2 o 2 1.2 1.2
_G g WAL 0K L (k12 k22) TGN (6.118)
10 3my 3 ms5 3 mims miym;
Der Ausdruck vereinfacht sich mit (6.106) weiterhin zu
liM|2, = cZ 1+/<:0( + 1>+2 £ (6.119)
unp. = TG 3 2 m3 15 mims |’ '

mit dem Impuls (6.109) der Ausgangsteilchen. Die Zerfallsbreite erhélt man nun durch Integration
von (6.105)

- o / d*ky ks @r M, 59 (K — Ky — Ky) (6.120)
G—-V1Vy — 2 M, (27‘-)64 EklEkg unp. 1 2) .

wobei sich die Delta-Distribution in das Produkt des zeitlichen und rdumlichen Anteils aufspalten
W (k — ky — ko) = 6 (Mo — Ey, — B, )6 (ky + k2) (6.121)

und somit eine der Impulsintegrationen zusammenbrechen lasst

37
0 \/ k2 +m? \/ k2 + m3

(6.122)

Hierbei wurden die Eigenschaften (6.107) und (6.108) verwendet. Um diesen Ausdruck auszuwer-

ten, miissen wir uns einer grundlegenden Eigenschaft der Delta-Distribution bedienen. Allgemein

gilt .
) = zl: 7@l 6z —zi) , (6.123)

wobei z; die Nullstellen der Funktion f(x) sind, also f(x;) = 0. Angewendet auf (6.122) ergibt
dies

(o Er - ) - A
ko <\/k§+m§+ \/k3+m%>

R R

wobei die Nullstelle des Arguments der urspriinglichen Delta-Funktion gerade dem bekannten
Endimpuls (6.108) entspricht. Da die Zerfallsbreite mit eingesetzter Delta-Distribution

iM|2,,, \/k§+m§\/k§+m§5(|];|

1
Peosvive = soomor /d3 — ko) (6.125)
8(277') Mo \/k2+m1\/k2+m§ k'OMO )
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nur noch vom Betrag der Integrationsvariablen abhéngt, empfiehlt es sich die Integration in
sphérischen Koordinaten mit Radius |k| = k auszuwerten:

1 , [iM 2. \/k%—i—m%\/k:g—&-m%
Tooviv, = ————— [ dkdQk 5 (k — ko)
8 (2m)* Mo VE2+m2 k2 +m3 ko Mo
_ 1 A k'O |ZM|12mp
8 (27T)2M0 MO
kO . 2
= . 6.126
87TM3 |ZM|unp. ( )

Einsetzen des Ausdrucks fiir die unpolarisierte Zerfallsamplitude ergibt das endgiiltige Ergebnis
fir die gesuchte Zerfallsbreite als Funktion der Konstituentenmassen

c2 ko kK2 (1 1 2k}
r = G (1+20 (= + = — o . 12
GoViV: T R M2 < 3 <mf * m%) 15 m2 m3 (6.127)

6.4.2 Zerfallsbreite fiir den Pseudotensor-Glueball I'se_, 5v1)v,

Mit dem gleichen Argument, das wir bereits im vorherigen Fall angebracht haben, muss zur
Bestimmung der Zerfallsbreite fiir den Pseudotensor-Glueball erneut die allgemeine Struktur des
Wechselwirkungsterms extrahiert werden, der sémtliche Zerfallskanéle beschreibt. Diese lautet

Lint = 2ce "7 (0,0ua) (0,V10) Vs (6.128)

und korrespondiert mit dem Feynman-Graphen aus Abb. 3b. Bevor das invariante Matrixelement
bestimmt werden kann, miissen wir unsere Aufmerksamkeit auf die Ableitungsterme der Lagran-
gedichte richten und bestimmen, wie die Feynman-Regeln fiir Ableitungen von Vektorfeldern
lauten. Die Fourier-Darstellung des Proca-Feldes und seine Ableitung lauten [1]

g 3
AM(X) = / (27:;?;& S et (AR) (a“)(l%') e KX g xR eiKX) : (6.129)
A=1
37 3 . . . . )
%4 = [ (o, 2t H) (aPE) (~iK) e 1+ aOF) (iK,) <X
(6.130)

Daraus erhilt man, dass auslaufende Teilchen einen zusétzlichen Faktor (—iK,) und einlaufende
den Faktor (1K) beitragen. Analoges gilt auch fiir Ableitungen des Tensorfeldes. Somit haben
wir alle Ingredienzien beisammen, um die invariante Zerfallsamplitude aus Abb. 3b abzulesen

iM = (iK,) eva(\ E) [~2ico eP7) (—iK1,) g0 (A1, k1) €5 (N, K2) (6.131)

Die unpolarisierte Zerfallsamplitude erhélt man erneut durch Mittelung bzw. Summation {iber
die Polarisationen:
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‘ZM|unp =

o] =

3
Z liM|?
)\ =1

3
Z 4c etrreh VO e (NE) Eprar (N K) E0 (M1, k1) €5 (A, K1)

‘.Mm wmm

[S =

'()\Q,kQ)Eal()\Q,EQ)KMKM/ KlpKlp’ . (6.132)

Mit den Vollstandigkeitsrelationen fiir die Polarisationstensoren und -vektoren (6.114) kann die
unpolarisierte Zerfallsamplitude durch die bekannten Projektoren ausgedriickt werden

4 T 1 2 ’
|ZM‘ EC)@ ghvpaghvea 2 (Guu’Gaa’ + Gua’Gau’ - g GuaGV'a’) Gloa/Gga

unp.
X KILKH' KlpKlp/ . (6133)

Wie bereits demonstriert, geht der Projektor G*” im Ruhesystem des Glueballs in ein Kronecker-
Delta iiber und eliminiert so die zeitliche Komponente. Mit dem 4-Impuls des Glueballs im
Ruhesystem K* = (My,0)7 ist der obige Ausdruck nur fiir g = g/ = 0 von null verschieden

4 ¢2 , 2
iM|2p = 2% Lovpo 0vp'o (5W Soe + Opers Ot — 3 Suer 5w> MZ Ky, Ky,

10
4 J\I2 62 ’ ’r ’ ’ ’
— 1(()) (€] |:501/ pU€O vp'o Glg’gl Gga 4 5004 pogo ap'o G1ag/G§w‘
2 ror ! ’
-3 glarar 0l o Gy oGS ] Ki, Ky . (6.134)

Da die ausgehenden Impulse im Glueball-Ruhesystem gemé$ (6.108) antiparallel orientiert sind,
kann das Koordinatensystem stets derart rotiert werden, dass 0.B.d.A

K" = (By,k1,0,0)" |, K4 = (B, —k1,0,0)7 (6.135)

mit ky = |k1| = ko (vgl. (6.109)). Diese Wahl vereinfacht den Ausdruck (6.134) ungemein, da er
weitere zwei Summationsindizes fixiert. Unter Verwendung der vollstdndigen Antisymmetrie des
e—Tensors, folgt

4 Mg cg kg [

/ ’__! 7 !’ !
0 6011/ 06011/0 Gla’a’l Gga + 601a 0'6() lao Glaa/Gga

|7’M|unp
2 ’_! ’
—5601“501“ Glgg,Gg“] . (6.136)

Es ist einerseits zu beachten, dass sémtliche Summationsindizes raumlich sind, daher liefern die
Projektoren der auslaufenden Teilchen weitere Delta-Distributionen

K", K" 2
Gla= (g“” - ) — (—6“” - Lg 6#15"1> : (6.137)

2
m1,2 m1,2

Damit lasst sich die unpolarisierte Zerfallsamplitude vollstdndig berechnen und erneut als Funk-
tion der Konstituentenmassen angeben
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4 M@ kE y " k2 k2
|ZM|3H = 0 e %o 801V0801VU 50_0/ + % 50-1(50/1 §re % 5(115a1
P 10 m3 ms

’ ’ ]{72 ’ k2 ’
+ 8010( 0601040 <6gg/ + % 60150'/1) <6o¢a + % 6041504 1)
my my

2 11 k2 ’ kz 4
4 6010(0'501&0' <6gg'/ + 702 60150,1> <§O‘O‘ + 702 selse 1>:| . (6138)
3 mi my

Wegen e##P? = ( verschwinden in der Klammer alle impulsabhidngigen Terme, die mit dem
e—Tensor kontrahiert sind und wir erhalten

4 M2 2 k? , ' k2 , ,
|'LM|12m — 0 Co Ro EOlu 0'8011/0' 35001 + % 50_0_, + 80105 08010«7 50’0"6aa’
b 10 m3
2 1!
_g EOlaUé.Ola o 600”5cw/:|
4 M3 2 k2 k2 2
— 0 C@ 0 601VU501VU <02 + 3 + 1— )
10 m3 3
AMG kS | o123 o123 , o132 0132y ( Ko, 10
- —0 (91230128 4 g0192.0132) m3 +
AMEAKE (K2 10
_ ko 10 6.139
5 m3 + 3 ( )
In der vorletzten Zeile wurde die Definition des e—Tensors mit €223 = 1 bzw. %132 = —1 benutzt.

Die Zerfallsbreite fiir den Pseudotensor-Glueball erhélt man, wie vorher, durch Einsetzen der
Zerfallsamplitude in die differentielle Zerfallsbreite (6.105) und Integration iiber den Impulsraum

@2m)*iM|2 6 (K — K1 — K3) (6.140)

unp.

- B 1 / d?’]gl d3E2
00— (0V1)V2 = 2 M, (27)54 By, Ey.,

Dieser Ausdruck unterscheidet sich allerdings nur durch die Form der Zerfallsamplitude von der
Zerfallsbreite (6.120) des Tensor-Glueballs, die eine reine Funktion der Massen ist und somit als
Konstante aus dem Integranden herausgezogen werden kann. Die Losung des Integrals erfolgt
ganz analog zum vorherigen Kapitel und liefert dasselbe Ergebnis, das wir bereits zu (6.126)
bestimmt haben:

ko . 2k (k2 10
Poo—ovi)v, = m |ZM|I2an. = 1@%0 WO% + 3/ (6.141)

6.5 Mischung der Kaon-Felder

Wir sollten mit den beiden Zerfallsbreiten nun erwartungsgeméf in der Lage sein sdmtliche
Zerfallskanéle zu berechnen, jedoch existiert, wie bereits in Kap. 6.1 erwdhnt, im Kaon-Sektor
ein nicht-vernachléssigbarer Mischungseffekt der unphysikalischen Felder K; und K; . Da es
sich hierbei um geladene, also komplexwertige Felder handelt, wird die Mischung gerade durch
eine SU(2)—Transformation beschrieben (vgl. [5]), deren Elemente die Form

—

U = exp(—i¢ - &) (6.142)
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haben, wobei & = (01,02,03)7 der Vektor der Pauli-Matrizen als Generator der SU(2) ist.
Taylor-Entwicklung der Exponentialfunktion ergibt eine explizite Matrixdarstellung
= (—i
U = exp(— = Z (b
7 \2n - _\2n+1
_ f: ( Z)2n ((b U) +( Z)2n+1 (¢ U)
— 2n! (2n +1)!

Il
| —|
—
\
—
S~—

3
1\3‘%‘;
SRR

=
\
—
\
—_
S~—
3
—
N
3
_l’_
—_
o)
o
D
Qu
| I

= cos(¢)1 — isin(¢p)éy - & . (6.143)

Hierbei wurde die Reihenentwicklung der trigonometrischen Funktionen benutzt, wéhrend &g den
Einheitsvektor in ¢—Richtung beschreibt, der als gemiff €5 = (1,0,0)7 gewihlt werden kann.
Mit dieser Wahl nimmt die Transformationsmatrix die Form

_ [ cos(¢)  —isin(e)
U_<—isin(¢) cos(¢)> (6.144)

an.Die physikalischen Kaon-Felder ergeben sich durch Anwendung der Transformationsmatrix
auf den Vektor der unphysikalischen Zusténde

(K6 v (k) - (i ") () - oo

Durch Invertierung der Matrix lassen sich die unphysikalischen Zustdnde als Funktion der phy-
sikalischen ausdriicken und wir erhalten

K, = cos(¢) K1(1270) + isin(¢) K1(1400) . (6.146)

Diese Form kann nun in den Kaon-Anteil der Lagrangedichten eingesetzt werden. Fiir den Tensor-
Glueball ergibt dies

L3, = co G| KIGKY L + KIGKYS + KIG KL + KUK |

=cq G { (cos(qS) KﬁJ{Qm + isin(¢) K{‘LOO) (COS(¢) Kfﬁm + isin(g) Kijﬁoo)
+ (COS(¢) Kfﬁ?o + isin(¢) Kfﬁoo) ( os(¢) Ky 1270 + isin(¢) Kj 1400)
(COS(¢ L 1270 + isin(¢) K 1400) (‘305@7) 1270 + isin(¢) K 1400)
(¢) K

) K ) K
+ (cos(¢) Kt 1270 +isin(¢) K 1400)( cos(¢ 1270 + isin(¢) KY 1400)}

=cq Gy {COS () (K1 127051 1270 + K71, 1270K1 1270 T K1 1270K1 1270 + K1, 1270K1 1270)
+ icos(¢) sin(¢) (Kl 1270KTI400 + K7 1400K1 1270 T Ky 1270K1 1400 + K7’ 1400K1j270
+Kﬁ?270K1,1400 + K1,1400K1,1270 + K1,1270K1,1400 + K1,1400Kf,%270>
—sin®(¢) (KﬁmoKiﬁoo + KiﬁooKiﬁoo + Rﬁ?zxooKlngloo + Kfomoof{f,omoo)}
(6.147)
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Die Lagrangedichte beschreibt durch die Mischung offensichtlich drei Zerfallskanéle im Kaon-
Sektor, die jeweils unterschiedlich durch ihre Vorfaktoren gewichtet sind. Wie bereits in Kap. 6.2.1
gesehen, ldsst sich die Symmetrie des Glueball-Feldes ausnutzen und fithrt durch Umbenennung
der Summationsindizes zu

o++

v— 1.0 v
EKI,A =2ccGu {COSQ(@ (Kﬁrmel 1270 T K{Lm?oKng?o)
- : pn+ v— 10
+ i cos(¢) sin(¢) (Kl 127087 1200 + K1’ 1400K1 1270 K1 1270K1 1400 + K1 1400 K7 1270)
. v— 10 v
—sin®(¢) (K{LLOOKLMOO + Kf14ooK1g4oo)} . (6.148)

Die invariante Zerfallsamplitude (6.119) behélt dabei ihre Form und wird lediglich durch die
jeweilig betragsquadrierten, konstanten Vorfaktoren modifiziert, die die Integration der Zerfalls-
breite nicht beeinflussen und somit auch hier nur als multiplikativer Faktor auftreten. Fiir den
Zerfall G, — KY' 1270K1 1970 erhdlt man beispielsweise

liM|? =4cZ cos’ (o) [ 1+ @ (1 + 1) + 2 K (6.149)
e Kl 1270511270 “ 3 m% m% 15 mf m% '
und
2 2 4
_ Cg ko k 1 1 2 kO
FGHK1 270K 1am0 27TM3 cos (d)) <1 + ? (mf + mig + IR m% mg . (6.150)

Ganz analog gehen wir auch im Falle des Pseudotensor-Glueballs vor und erhalten, wegen der
Ableitung, vier kaonische Zerfallskanéle

‘CKl 2 =200 (0,0u4) [(8/3 K;LA)KTY; + (9, K:LA)K?,Z + (8, K91 4) K%
(0,0 ) K7
=2ce " (0,0u4) [ (cos(¢) 9pK 51,1270 + isin(¢) ang_1,1400>
X (cos(¢) Kféﬁm + isin(¢) Kféﬁoo)
+ (Cos(gb) 0 Kgl 1270 + #sin(¢) 0 Kgl 1400) (cos (9) Kﬁfgm + isin(¢) Kfé,ﬂoo)
+ (cos(¢) 0 Ko’l 1270 + isin(¢) 8, K2, 1400) (cos(¢) Kﬁ?zm +isin(¢) Kﬁ?zxoo)
+ (cos(¢) Kal 1270 + isin(@) 9, K2, 1400) (cos(¢) Kﬁ(ﬁm + isin(¢) Kﬁ?mo)]
=2ce "’ (0,0va) {COS { (9, K, 1270) K 1 To70 + (0, K, ol, 1270) K{' 1270
+ (9, K, 1270) K79 1270 T (9, K}, 1270) K 1270}

+ isin(¢) cos(9)

—

p— a+ p—

op K51 1270) K1 1400 T (6 K1 1400 1 1270
+ +

0 b K 511270 K1 1400 + (9 oK 51 1400 K1 1270

0 0
0pK 51 1270 K1 1400 1 (9K 1,100 K1 1270

( ) ) K
( ) ( )
( ) ( )
(a R21,1270) 1 1400 + (a Kgl,l400) Kl 1270:|
) ( ) K ( )
( ) K ( )

+
+
+

—

+ —
— sin® 1400 + (9 K01,1400 Ky ,1400

9 Ka1,1400

+ (9 Kol 1400 400 + (9 [_(21,1400 K 1400” . (6.151)
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Zur Demonstration, dass die unpolarisierte Zerfallsamplitude (6.139) gemaf vorheriger Betrach-
tung erneut nur einen multiplikativen, konstanten Faktor erhélt, sei sie exemplarisch fiir den
gleichen Zerfall G, — K{' 1570 K7 1979 angegeben

4 M@ c2 k2 kK2 10
A2 _ 0 % Ko 4 ry AV
My = TR (o) (354 ) (6.152
was zur folgenden Zerfallsbreite fithrt
2c2 k3 kK2 10
Loo—s (0K 1270) K1 1270 = Eir 9 cost(¢) (mog + 3) . (6.153)

Der Mischungswinkel der unphysikalischen Kaon-Felder wurde in [15] bestimmt und lautet

¢ =—33.6°+43° . (6.154)

6.6 Resultate

Bei néherer Betrachtung der Ergebnisse fillt auf, dass die Zerfallsbreiten von den jeweiligen
Kopplungskonstanten cg bzw. cg der Wechselwirkungsterme abhéngt. Diese Kopplungskonstan-
ten wiirden tiblicherweise durch den Abgleich mit experimentell gut gemessenen Zerfallsbreiten,
die das Modell beschreibt, bestimmt. Da die Zerfélle des Tensor- bzw. Pseudotensor-Glueballs
bislang jedoch nicht gemessen wurden, kénnen die Absolutwerte der Zerfallsbreiten lediglich in
Abhéngigkeit von cg bzw. cg angegeben werden und bleiben damit vorerst unbestimmt. Die
Werte konnen jedoch dadurch fixiert werden, dass alle Zerfallsbreiten in einer gewéhlten Basis,
also als Verhéltnis zu einer bestimmten Zerfallsbreite, angegeben werden. Das Verhéltnis selbst
héngt nicht von der Kopplungskonstante ab und liefert im Experiment verifizierbare Werte. Als
Basis wéhlen wir die jeweilige Zerfallsbreite in zwei p—Mesonen, da seine Masse sehr gut be-
stimmt ist.

Bevor nun schlussendlich die Resultate angegeben werden kénnen, muss beachtet werden, dass
die Lagrangedichten zum Teil mehrere Terme zum gleichen Zerfall beinhalten, die die einzelnen
Ladungszustinde der ausgehenden Teilchen beschreiben. Ganz allgemein ergibt sich die Gesamt-
zerfallsbreite eines Kanals durch Summation der korrespondierenden Zerfallsbreiten und Mitte-
lung iiber die Ladungszustéinde des eingehenden Teilchens. Da der Glueball ungeladen ist, erhélt
man

Fiot. = Z L. (6.155)
J

Zerfille in identische Teilchen (z.B. G — p°p°) tragen dabei aus Symmetriegriinden, wie in Abb.
4 veranschaulicht, in der Zerfallsbreite mit einem Faktor 2 bei °

6.6.1 Tensor-Glueball

Die Masse des Tensor-Glueballs ist aus Gittersimulationen bekannt [13] und betrégt

My = 2390(30)(120) MeV .

9Dieser ergibt sich sowohl aus der Tatsache, dass fiir einen Zerfall in identische Teilchen, wie veranschaulicht,
zwel Feynman-Graphen zur Zerfallsamplitude beitragen, was nach Betragsquadrierung einen Faktor 4 liefert, als
auch durch die Antiparallelitdt der ausgehenden Impulse im Ruhesystem des Glueballs. Aufgrund dieser, wird das
Raumwinkel-Integral (6.126) nur noch tiber ¥ € [0, 7] ausgewertet, bzw. ¥ € [0, 27r] mit einem Faktor % Insgesamt
tragt die Zerfallsbreite folglich mit dem Faktor 2 bei.
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v
G/1 v G/l v

v

‘/7 14
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Abbildung 4: Beitriage des Zerfalls in identische Endzustande

Alle weiteren Massen werden dem Archiv der Particle Data Group (PDG) [14] entnommen. Die
Zerfallsbreite des Zerfalls in zwei p—Mesonen ergibt sich nach (6.127) durch Einsetzen der Massen
zu

Taopp =3Tqpo0 =3-2-1.38- 107 eV - ¢, =8.25- 107 eV " - ¢ . (6.156)

Wie bereits erwahnt, dient dieser Wert als Basis fiir alle weiteren Zerfallsbreiten, auf die diese
normiert werden!'?. Die Resultate fiir den Tensor-Glueball sind in Tabelle 2 festgehalten. Das
Verschwinden der meisten Zerfallsbreiten basiert in diesem Fall auf der Heaviside-Funktion in
(6.109), die den Beitrag jeweils verschwinden ldsst, da die Ruhemasse des Glueballs kleiner ist
als die Gesamtruhemasse der Teilchen im Ausgangskanal.!’ Ganz analog ist die Behandlung des
Pseudotensor-Glueballs.

Kanal n Lp/ck [1071eV 1] T, /Tas,

K*K* 7.06 0.86 £ 0.04
ww 2.67 0.32 + 0.02
0l 1.10 0.13+0.01

ai1aq 0 0

J1,1285 f1,1285 0 0
J1,1420 f1,1420 0 0
K1.1270 K1,1270 0 0
K1 1270 K1 1400 0 0

0 0

K1,1400 K1,1400

Tabelle 2: Zerfallskanile und Zerfallsbreiten des Tensor-Glueballs mit JF¢ = 2++

10 Auf eine Fehlerbetrachtung in der zweiten Spalte wird verzichtet, da die einzelnen Zerfallskanile durch die
Abhingigkeit von der Kopplungskonstante unbestimmt bleiben. Eine Fehlerbetrachtung macht nur fiir die fixierten
Verhéltnisse in der letzten Spalte Sinn

HDer Vollstandigkeit halber sei erwahnt, dass die kinematisch ausgeschlossenen Zerfille durchaus virtuell exis-
tieren und selbst wiederum in Kanéile zerfallen kénnen, die im Einklang mit der Kinematik stehen.
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6.6.2 Pseudotensor-Glueball

Die Masse des Glueballs entnehmen wir erneut den Ergebnissen der Gittersimulation aus [13]
und erhalten
My = 3040(40)(150) MeV .

Bereits an dieser Stelle ldsst sich gerechtfertigterweise die Vermutung duflern, dass die héhere
Glueball-Masse im Vergleich zum vorherigen Fall zu einer grofieren Anzahl kinematisch erlaubter
Zerfallskanéle fithren wird. Zunéchst betrachten wir erneut die Basis © — (9p) p

Lo (ap)p = 1.75859 - 10° MV ¢, (6.157)

in der alle weiteren Zerfallsamplituden angegeben werden, um auch hier die Kopplungskonstante
zu eliminieren'?. Die Ergebnisse zu den einzelnen Zerfallskanilen sind nachfolgend in Tabelle 3
aufgelistet.

Kanal n T, /c3 103 MeV®]  Th/Taosop),
(OK*) K 12.30 0.93 + 0.02
(Ow) w 8.60 0.49 + 0.03
(90) ¢ 4.16 0.24 + 0.01
(0a1) ay 3.50 0.20 + 0.06
(0f1,1285) f1,1285 1.30 0.074 £ 0.024
(0f1,1420) f1,1420 0.32 0.018%5 073
(0K 1270) K1 1270 2.76 - cos(¢)* 0.0765:5%
(0K1,1270) K1,1400  1.72-sin(#)? cos(¢)?  0.0211005,
(0K1,1400) K11270  1.75 - sin(¢)? cos(¢)?  0.02170:03,
(0K1,1400) K1,1400 0.89 - sin(¢)* 0.00480 5045

Tabelle 3: Zerfallskanile und Zerfallsbreiten des Pseudotensor-Glueballs mit J¥€¢ = 2—+

12 Auch hier wird aus den bereits erwahnten Griinden auf eine Fehlerbetrachtung in der zweiten Spalte verzichtet
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7 Zusammenfassung

In dieser Bachelorarbeit wurde ein effektives Modell der Quantenchromodynamik zur Beschrei-
bung der Zerfille des Tensor- und Pseudotensor-Glueballs in Vektor- und Axialvektormesonen
vorgestellt. Hierflir wurden zwei Wechselwirkungs-Lagrangedichten konstruiert, die die funda-
mentalen Symmetrien der QCD enthalten. Aufgrund bislang fehlender experimenteller Daten,
wurde erlautert, dass die eigentlichen Zerfallsbreiten per se jeweils nur bis auf die zugehorige
Kopplungskonstante angegeben werden kénnen und damit vorerst prinzipiell unbestimmt blei-
ben. Aus diesem Grund wurden alle Ergebnisse in Relation zur Zerfallsbreite der Glueballs in zwei
p—Mesonen angegeben. Diese Verhéltnisse enthalten keine unbekannten Gréfien und konnten im
Rahmen der Fehlerbehaftung der verwendeten Werte entsprechend exakt angegeben werden.
Weiterhin wurden die Mischungseffekte des jeweiligen Kaon-Sektors untersucht, wobei der Mi-
schungswinkel ¢ = —33.6° £ 4.3° aus [15] bekannt ist.

Diese Resultate legen unter Anderem eine gute Grundlage bzw. Orientierungshilfe fiir das kiinfti-
ge PANDA-Experiment der FAIR, das sich voraussichtlich mitunter der experimentellen Untersu-
chung der vorgestellten Glueballs widmen wird. Somit wird es, nach experimenteller Bestimmung
der Zerfallsbreiten, im gleichen Zuge moglich sein die Kopplungskonstanten durch Vergleich mit
dem Experiment explizit zu bestimmen.

Diese Arbeit bietet eine Vielzahl an Moglichkeiten der Erweiterung und Vertiefung. So sei
beispielsweise angemerkt, dass das Modell keineswegs auf Vektor- und Axialvektor-Mesonen
beschrankt bleiben muss. In einem weiteren Schritt kénnten auch skalare bzw. pseudoskala-
re Mesonen oder Pseudovektor-Mesonen in die Lagrangedichten eingearbeitet werden, um ein
entsprechend breiteres Spektrum an moglichen Zerfallskanélen zu erhalten. Ebenso wurden al-
le kinematisch zunéchst nicht erlaubten Zerfélle des Tensor-Glueballs strikt ausgeschlossen und
nicht weiter betrachtet. Auf einem tiefergehenden Niveau kénnten solche Zerfélle als kurzfristig
virtuell erlaubte Zwischenmoden betrachtet werden, die selbst wiederum im Einklang mit der
Kinematik zerfallen kénnen.
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