Johann Wolfgang Goethe-Universitat

Frankfurt am Main
Fachbereich Physik
Institut fiir Theoretische Physik

Bachelorarbeit

Korrekturen 3. Ordnung zum S¢¢ Zerfall

Jonas Schneitzer

20. Februar 2014

Erstgutachter
Dr. Francesco Giacosa
Institut fiir Theoretische Physik
Universitat Frankfurt a.M.

Zweitgutachter
Prof. Dr. Dirk H. Rischke
Institut fiir Theoretische Physik
Universitat Frankfurt a.M.






Notationen

Einheitensystem
Im Folgenden wird durchgehend in natiirlichen Einheiten gearbeitet:

h=c=kp=1.

Metrik

Zunachst sei angemerkt, dass sowohl fiir die romischen als auch fiir die griechischen
Indizes die Einsteinsche Summenkonvention verwendet wird. Die romischen Indizes lau-
fen dabei iiber die drei Raumrichtungen 1, 2, 3 wéahrend die griechischen Indizes tiber
0,1,2,3 laufen. Die Vektoren des dreidimensionalen, euklidischen Raumes werden mit
Vektorpfeil gekennzeichnet, wahrend Vektoren ohne Index und Vektorpfeil kontravari-
ante 4-Vektoren darstellen:

—

7= (z1, 29, 23)" w=2at= 7" z,=gur" =(t,—7)
Das Skalarprodukt zweier 4er Vektoren wird wie folgt dargestellt:

r, k' =xk.
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1 Einleitung

Die Quantenchromodynamik (QCD) ist die Theorie die die Wechselwirkung von Quarks
und Gluonen beschreibt. Es handelt sich bei ihr um eine nicht-abelsche lokale SU(3)-
Eichtheorie, welche mathematisch wesentlich komplizierter ist als zum Beispiel U(1)-
Eichsymmetrie der Quantenelektrodynamik (QED) und bis heute nicht exakt 1osbar ist.
Es tauchen beispielsweise dreier und vierer Gluonen-Vertizes auf (Selbstwechselwirkung
von Gluonen), welche fiir Photonen nicht existieren. Weiterhin entsteht das sogenannte
Confinment fiir Hadronen: In der Natur tauchen nur ungeladene Farb-Zusténde (durch
Kombination aller 3 Farben bei Baryonen und Farbe und Antifarbe bei Mesonen) auf.
Zur Berechnung von Massen und Zerfallsprozessen in der QCD bieten sich grundsétzlich
zwei verschiedene Herangehensweisen an.

Zum einen gibt es die sogenannte Gitter-QCD. Bei dieser sind hohe Rechenleistungen
gefordert und eine groflere Genauigkeit kann mit Hilfe von mehr Rechenleistung im Re-
gelfall immer erreicht werden. Sie eignet sich besonders gut zur Berechnung von Massen,
die Berechnung von Zerfallsprozessen ist jedoch sehr schwierig.

Die andere Moéglichkeit ist die pertubative Berechnung fiir effektive Modelle mit Hadro-
nen. Fin Beispiel fiir solche Berechnungen mit einem sehr umfangreichen Modell ist das
Paper "Meson vacuum phenomenology in a three-flavor linear sigma model with (axial-
Jvector mesons" von D. Parganlija et al.[PKW™13].

Bei einer solchen pertubativen Berechnung wird die Rechnung in Ordnungen der Kopp-
lungskonstante durchgefiihrt. Oft sind die Rechnungen auf die niedrigste Ordnung (tree-
level) beschrankt wie in [? |. Man sollte daher, um eine Abschétzung tiber den Fehler der
aktuellen Berechnung zu erhalten, die Groflenordnung der Ergebnisse in hoherer Ord-
nung kennen.

Ziel dieser Arbeit ist nun, eine solche Abschétzung fiir das unten stehende Modell zu
ermoglichen.

1 mg o 1 mg 2
2L = S(0,8)(0"S) — 25 + (8,0)(0"0) — S26* + 950 (11)
In dieser Arbeit sollen daher die Korrekturen bei Einbeziechung der dritten Ordnung
berechnet und dargestellt werden.

Dazu wird zunéchst in den ersten 4 Kapiteln der benotigte grundlegende Formalismus
rekapituliert, wihrend das fiinfte Kapitel der Erarbeitung eines Formalismus zur Berech-
nung von Zerfallsbreiten dient. Im sechsten Kapitel wird die Selbstenergie des 1-Loop
Terms dieser Theorie berechnet. Dies ist als Ubung fiir die spiteren Rechnungen niitz-
lich, da sie sich in der Form sehr dhneln (jedoch deutlich einfacher sind).

Im siebten Kapitel wird nun die Zerfallsbreite in dritter Ordnung berechnet. Dazu wur-
den die erhaltenen Gleichungen zunéachst soweit wie moglich analytisch aufgelost, ver-
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einfacht und fiir verschiedene Massenkonfigurationen numerisch berechnet. Abschlie-
Bend wurden die Korrekturen als praktisches Beispiel fiir die Zerfille der Resonanzen
f0(500), f0(980), fo(1370) und fy(1500) in Pionen durchgefiihrt.



2 Klassische Feldtheorie

Aufgrund ihrer fundamentalen Bedeutung fiir alle weiteren Rechnungen soll in die-
sem Kapitel zunédchst in kurzem Umfang die Herleitung der Euler-Lagrange-Gleichung
fiir Felder aus der Variation des Wirkungsfunktionals wiederholt werden. Danach wird
im zweiten Abschnitt dieses Kapitels der Ubergang vom Lagrange- in den Hamilton-
Formalismus betrachtet, da bei der spateren Berechnung der Streumatrix der Hamilton-
Formalismus genutzt wird.

2.1 Lagrange-Formalismus fiir Felder

Beim Ubergang vom klassischen Vielteilchen-Lagrange-Formalismus zur klassischen Feld-
theorie werden zunéchst die generalisierten Koordinaten und Geschwindigkeiten qi(t)
und ¢;(t) durch entsprechende generalisierte FeldgroBen ¢(¢,7) und ¢(t, ) ersetzt:

G(t) — o(t,7)  Gi(t) — B(t,7).

Das nun betrachtete System hat unzahlbar unendlich viele Freiheitsgrade, da ¢ nun
die dynamischen Variablen des Systems sind und die 7~Abhéangigkeit der Abhangigkeit
von einem kontinuierlichen Index entspricht. Der Kiirze halber werden im Folgenden
die Abhangigkeiten von ¢ und ¢ weggelassen. Hierdurch wird die Lagrange-Funktion
L(t,q, cj) zu einem Funktional von ¢ und seiner Zeitableitung ¢:

L(t,4.q) — L[, 9] .

Die 7™-Abhéngigkeit der Felder ist hier allerdings nur als kontinuierlicher Index anzuse-
hen, das Lagrange-Funktional kann also als L(t) angesehen werden. Nun lasst sich das
Lagrange-Funktional auch mit Hilfe der zugehorigen Lagrange-Dichte schreiben. Diese
ist ebenfalls ein Funktional, kann aber nun zusatzlich von den raumlichen Ableitungen
der Felder sowie von den Raumkoordinaten 7 abhangen:

Lig.d) = [ d7L(6,0,9).
Hierbei ist V das Volumen des betrachteten Systems (es wurde hier direkt die kovari-

ante Schreibweise verwendet). Eine weitere zentrale Gréfie (mit Hilfe derer die Euler-
Lagrange-Gleichungen hergeleitet werden) ist die Wirkung S:

S0.9] = [ dtLig.é] = [ d'z Z(6.0,0). (2.1)
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Q) beschreibt hier ein beliebiges Raum-Zeit-Volumen ¢ x V C R x R3. Da die Wirkung
einer Feldvariablen stets ein Lorentz-Skalar ist, muss aufgrund von Gl auch die
Lagrange-Dichte ein Lorentz-Skalar sein.

Mit Hilfe des Hamiltonschen Prinzips der stationdren Wirkung kann man nun die Be-
wegungsgleichungen des Systems herleiten. Dabei ist zu beachten, dass die Variation des
Wirkungsfunktionals bei konstanter Zeit ¢t und konstantem Ort 7 durchgefiihrt wird und
die Felder an der Oberfldche 6€2 ebenfalls konstant gehalten werden. Es gilt dann also:

0=065=4 /Q d*2.2(6,0,0)

_ [ g4, (92 02 02
— /Q diz ( 500+ a(%)a(w) + 55 5¢) (2.2)

Mit Hilfe von partieller Integration lassen sich nun der zweite und dritte Term der
Gleichung weiter umformen:

0.7 0.y .
/Q A% 5(%¢) = /Q dix V()

(V) (Vo)
“ e (5@) 5¢}

- [ { 0
== =¥ (am)) - 2

Hierbei wurde zunachst ausgenutzt, dass bei festgehaltenem Ort 7 die partiellen Orts-
ableitungen und die Variation vertauschen. Beim letzten Schritt wurde zudem genutzt,
dass die Variation von ¢ an der Oberfliche des Raum-Zeit-Volumens, hier an der rdumli-
chen Oberfldche OV, verschwindet. Analog lasst sich nun der andere Term umschreiben:

/d4 92 56— /d4 —at
o] fua(t5)

_ _/Qd4x ) <8‘$> 56 (2.4)

¢
Durch Einsetzen von G123l und G12.4] in G12.2] erhialt man nun:
0¥ =/ 0% 0%
0= [ dad—-V|—=—] -9 ) 2.5
/sz x{aqﬁ (a(vas)) <8¢>} ” 2

Da die Variation d¢(x) an jedem Raum-Zeit-Punkt = unabhéngig und beliebig ist, muss
der Ausdruck in den geschweiften Klammern verschwinden um die obige Gleichung zu

erfullen:
0¥ 0%

0“78(8,@) ~ a5 = 0 (2.6)
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Wird nun davon ausgegangen, dass das System n unabhéngige Felder beinhalten kann,
so erhilt man die Euler-Lagrange-Gleichung fiir Felder:

, 0L 0%
“0(0,6) 060

=0 Vi=1,2,...,n. (2.7)

2.2 Hamilton-Formalismus fur Felder

Aus dem Lagrange-Formalismus fiir Felder 1asst sich nun der Hamilton-Formalismus fiir
Felder herleiten. In der analytischen Mechanik wird die Hamilton-Funktion als Legendre-
Transformation der Lagrange-Funktion eingefiihrt:

N
H(q.p.t) = > pigi(q.p.t) — L(T, Gi(d, D), 1) (28)
i=1
Fiir Felder lésst sich dieser Formalismus nun einfach tibertragen, man beginnt hier jedoch
mit der Hamilton-Dichte 7”:

H(t) = /V &7 A (z) . (2.9)

Die Hamilton-Dichte stellt nun die Legendre-Transformierte der Lagrange-Dichte dar.
Statt eines generalisierten Impulses erhalten wir nun bei der Legendre-Transformation
der Lagrange-Dichte eine generalisierte Impulsdichte:

g

m(x) = 9 (2.10)
Als Hamilton-Dichte ergibt sich also
H(z) = 7(x)p(x) — L (x). (2.11)
Hieraus folgt fiir die Hamilton Funktion:
H(t) = /V &7 {r(2)d(z) — Z ()
- /V Err(x)d(z) — L(t). (2.12)

Alternativ kann man die Hamilton-Dichte auch bestimmen, indem man aus der Lagrange-
Dichte mit Hilfe des Noether-Theorems den Energie-Impulstensor 7*, bestimmt. Dessen
T Komponente entspricht dann gerade der Hamilton-Dichte. Eine ausfiihrliche Herlei-
tung hierzu findet sich in [PS95].



3 Zeitentwicklung von
Quantensystemen und Streumatrix

In diesem Kapitel geht es primér um die Zeitentwicklung von Quantensystemen. Da-

zu werden in den ersten drei Abschnitten zunédchst das Schrodinger, Heisenberg- und
Wechselwirkungs-Bild erlautert. Es wird zwar bei den meisten Problemen das Wechselwirkungs-
Bild verwendet, die anderen zwei Bilder sind jedoch der Vollstandigkeit halber sowie einer
besseren Herleitung wegen auch dargestellt. Weiterhin wird der Zeitentwicklungsopera-

tor explizite hergeleitet. Im Abschluss wird die Streumatrix betrachtet, eine wichtige
Grofle der Quantenfeldtheorie.

Als Quelle fiir dieses Kapitel dienten [Risl1] sowie [PS95].

3.1 Schrodinger-Bild

Im Schrédinger-Bild sind die Zustédnde des Systems zeitabhéangig, wiahrend die Operato-
ren, abgesehen von einer expliziten Zeitabhangigkeit, zeitunabhéngig sind. Es wird daher
im Folgenden zunéchst ein reiner Zustand, also ein Eigenzustand zu einem vollstandigen
Satz von Variablen zum Zeitpunkt ¢y, betrachtet. Die Zeitentwicklung dieses Zustandes
wird nun durch Anwendung eines unitiaren Zeitentwicklungsoperators realisiert:

[ (t)) = Ut to) 1 (to)) - (3.1)

Zwar wird die explizite Form des Zeitentwicklungsoperators erst im Rahmen des Wech-
selwirkungsbildes hergeleitet, einige Eigenschaften lassen sich jedoch bereits aus einfa-
chen Uberlegungen ableiten. Da die Norm des Zustandes zu allen Zeiten erhalten bleiben
muss, lasst sich einfach zeigen, dass der Zeitentwicklungsoperator unitar sein muss:

(W()()) = (ko) U (1, 1)U (¢, to) [t (t0)) = (W(to) |1 (to)) (3.2)
— Ut (t, t)U(t,t) = 1. (3.3)
Aus GL folgt direkt die Unitaritdt. Entwickelt man nun einen Zustand vom Zeitpunkt

to zu einem beliebigen Zeitpunkt ¢ und wieder zuriick, so muss der Zustand identisch
zum anfanglichen Zustand sein, es gilt also:
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Setzt man nun einen beliebigen Schrodinger-Zustand in die zeitabhangige Schrodinger-
Gleichung ein, so erhélt man:

d N
iUt to)¥(to)) = HOU(t to) v (to)) (3.6)
Da dies fiir jeden Zustand gilt, folgt also fiir den Zeitentwicklungsoperator:
d ~ N N
ZEU(t,tO) = H(t)U(t, ). (3.7)

Ist A unabhéngig von ¢, so folgt direkt die folgende Losung:
Ut to) = exp |[—iH(t — to)] . (3.8)

Im Folgenden sind alle Zustdnde und Operatoren ohne Index Schrodingerzustinde und
-operatoren.
Eine genauere Betrachtung des Schrodinger-Bildes findet sich in [Ris11].

3.2 Heisenberg-Bild

Im Heisenberg-Bild sind die Zustdnde des Systems stets stationér, sie lassen sich wie
folgt: A

V) = Ulto, )¢ () = [¢(to)) (3.9)
aus den Schrodinger-Zusténden herleiten (es wurde festgelegt, dass Schrodinger- und
Heisenberg-Zustande bei t, iibereinstimmen). Die Zeitabhdngigkeit ist nun vollstédndig
in den Operatoren enthalten. Die genaue Gestalt der Zeitabhéngigkeit eines beliebigen
Operators O kann durch den Zeitentwicklungsoperator dargestellt werden:

WO () = (Wu|UT (¢, t)OU (¢, to) [u) = (Wr|Onltw) . (3.10)

Mit Hilfe von GL lasst sich nun durch Bilden der Zeitableitung eines beliebigen
Heisenberg-Operators die Heisenbergsche Bewegungsgleichung bilden:

d A A A A
i=On = O, Hy| + 0,01 . (3.11)
Fiir den Hamilton Operator selbst gilt also:
i, — o (3.12)
11— = . .
i tH g

Ist der Hamilton Operator nicht explizit von der Zeit abhangig, so gilt Gl. und es
folgt nach GI.

Hy = exp {Zﬁ(t — to)} Hexp [—i]:.l(t - to)] —H. (3.13)

Der Hamilton Operator im Heisenberg-Bild stimmt also bei nicht vorhandener expliziter
Zeitabhangigkeit mit dem Hamilton Operator im Schrodinger-Bild tiberein.
Eine explizite Herleitung der Heisenbergschen Bewegungsgleichung findet sich in [Ris11].
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3.3 Wechselwirkungsbild

Das sogenannte Wechselwirkungs- oder auch Dirac-Bild hat sowohl zeitabhangige Zu-
stdnde als auch zeitabhéngige Operatoren und nimmt damit eine Zwischenstellung zwi-
schen Schrodinger- und Heisenberg-Bild ein. Es ist besonders fiir Systeme geeignet, bei
denen sich der Hamilton-Operator in einen zeitunabhéngigen (wechselwirkungsfreien)
Teil H, sowie einen zeitabhéngigen (wechselwirkenden) Teil H;, welcher fiir t — +o0
verschwindet, einteilen léasst:

H(t) = Hy+ H(t). (3.14)

Das Wechselwirkungsbild ist fiir die Berechnung von Zerfallsbreiten und allgemein fiir
die Quantenfeldtheorie von grofler Bedeutung, da sich die Felder einer wechselwirkenden
Theorie in diesem Bild wie freie Felder verhalten und aussehen (die Quantisierung bleibt
gleich).

Die dem Wechselwirkungsbild zugrunde liegende Idee ist, dass sich die Operatoren mit
dem freien Hamilton-Operator I:IO entwickeln, wahrend sich die Zustande [iy,;) in Ab-
hingigkeit von H; entwickeln. Ausgehend von diesem Ansatz lisst sich nun zeigen, dass
fiir Operatoren O; im Wechselwirkungsbild gerade eine zur Heisenbergschen Bewegungs-
gleichung GI. analoge Bewegungsgleichung gilt. Der Unterschied besteht lediglich
darin, dass hier nur der wechselwirkungsfreie Teil H,y vorkommt:

el

27

dt

Fiir Operatoren im Wechselwirkungsbild gilt:

Ofnt = [Olnta ﬁo} + iatolnt- (3.15)

Orne = exp {z’]flo(t - to)} O exp {—z’ﬁo(t - to)} : (3.16)

Fiir die Zustande gilt: R
[Wrar) = exp [iHo(t — to)| [1(1)) . (3.17)

Es ldsst sich nun ebenfalls zeigen, dass die Zustande [i,,) die Schrodinger-Gleichung
fiir den wechselwirkenden Teil des Hamilton-Operators erfillen:

d -
Zaw)fnt(t» = HIJnt(t)lqu)Int(t» . (3‘18)

Hierbei muss allerdings darauf geachtet werden, dass der wechselwirkende Hamilton-
Operator hier als Operator im Wechselwirkungsbild steht, also:

Hy i(t) = exp [iHo(t — to)| Hy exp |[—iHo(t — to)] - (3.19)

3.4 Zeitentwicklungsoperator

In diesem Abschnitt soll die explizite Gestalt des Zeitentwicklungsoperators aus GI.
hergeleitet werden.
Im Falle eines nicht-explizit von der Zeit abhidngenden Hamilton-Operators darf der
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Zeitentwicklungsoperator nicht von der Anfangszeit ¢, abhangen, lediglich von der Zeit-
differenz t — ty. Die Losung der Bewegungsgleichung lasst sich dann direkt angeben:

A A

U(t,to) = U(t —to) = exp |[—iH (t —1o)] . (3.20)

Ist der Hamilton-Operator jedoch explizit zeitabhéngig, so muss anders vorgegangen
werden. Zunéchst wird nun Gl. 3.7/ mit Hilfe der Anfangsbedingung von Gl. [3.4]integriert:

A

t A A
O(tte) =1 —i [ dt B0 (t1,10) . (3.21)
to

Setzen wir diese Losung unter dem Integral erneut ein und wiederholen diesen Vorgang
iterativ, so erhalten die sogenannte von Neumann-Reihe:

~ ~ i t ~ ~ ~
O(tite) =1 —i [ dt B (ty) + (—i)? /t dty [ AtoFL (1) A (82)0 (2, o)
0

to to
> .ot ti—1 ~ ~
=1 +Z(—z‘)ﬂ/ dtl.../] dt;H(t,) ... H(t;). (3.22)
j:1 to to

=i
£y t :

Abbildung 3.1: Integrationsvolumen im zweiten Term der von Neumann Reihe (3.22)), aus

[Ris11]

Dieses zunachst noch recht unhandliche Resultat lasst sich nun weiter vereinfachen. Dazu
wird wird zunachst der sogenannte Zeitordnungsoperator T' definiert. Dieser ist wie folgt
definiert:

A

P fdeae} ={ R 3 529
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Der Zeitordnungsoperator sorgt also dafiir, dass zu spéateren Zeiten gehorende Opera-
toren links von zu frither gehorenden stehen. Zu fritheren Zeiten gehérende Operatoren
wirken also immer auf die rechts von ihnen stehenden Zustdnde. Eben diese Zeitord-
nung gilt auch in GL da dort offensichtlich gilt dass t > ¢, >ty > ... > t, > t,.
Nun betrachten wir zunéchst den zweiten Term der von Neumann-Reihe. Das Integra-
tionsvolumen des Doppelintegrals ist als griine Fldche in Abb. dargestellt. Nun ist
offensichtlich, dass es unerheblich ist, ob man zuerst iiber ¢, und dann tiber ¢; integriert
(den roten Streifen entsprechend) oder ob man zuerst tiber ¢, und dann iiber ¢, integriert
(den blauen Streifen entsprechend). Mathematisch sieht dies wie folgt aus:

t t1 N ~ t t ~ A
/ dty [ AtaF(t) A (ts) = / dts [ dt B(t) A (). (3.24)
to to

to to

Vertauschen wir nun noch die Benennung der Integrationsvariablen ¢, <+ ¢, so lasst sich
der zweite Term der von Neumann-Reihe wie folgt umschreiben:

t t1 N N 1 t t1 N N 1 t t N N
/ dtl dtzH(tl)H(t2> - = / dtl dtzH(tl)H(?b) + = / dtl dtgH(tQ)H(tl)
to to 2 to to 2 to t1

_ ; /tt d, /tt Aty [H(t2) H(t2)0(t: — ta) + H(t2) H(1)0(ts — t1)]

1 rt t A R
— = / dt, [ dtT {H(t)H(t)) - (3.25)
2 to to

Hierbei wurde im dritten Schritt gerade die Definition des Zeitordnungsoperators ver-
wendet. Das Ergebnis von GI. lésst sich nun auf alle Terme der von Neumann-Reihe
erweitern. Allgemein ergibt sich damit fiir den n-ten Term gerade:

5 (n) (=d)" L IA .

UMt ty) = dty... [ dt, T {H(t).. H(tn)} - (3.26)
n' to to

Wird nun der Zeitordnungsoperator vor die Integrale gezogen, so erkennt man, dass

die von Neumann-Reihe gerade der zeitgeordneten Version der Exponentialfunktion ent-

spricht:

:1+T_§: (—n?” ttdtl ../ttdtn{f[(tl)...ﬁ(tn)}
=T exp [—z’ /tj dt ]—il(t’)} (3.27)
= U(oo, —00) =T exp {—i/d‘lm c%”(x)} . (3.28)

10
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3.5 Zeitentwicklungsoperator im Wechselwirkungsbild
und die Streumatrix

Um den Zeitentwicklungsoperator U mt(t,to) fir Zustande im Wechselwirkungsbild zu
bestimmen, betrachtet man Gl. [3.18 Aus dieser lasst sich analog zur obigen Rechnung
der Zeitentwicklungsoperator bestimmen:

U]nt(t, to) = T exrp

—z'/d% H 1t ()

(3.29)

Nun wird eine zentrale Grofle der Quantenfeldtheorie eingefiihrt, die sogenannte Streu-
matrix. Die Streumatrix ist definiert als der Zeitentwicklungsoperator fiir den Limes
t — o0, tg — —oo:

S="Texp (3.30)

—i[ dt’ flunt(t’)] =T exp

—i/d4x H 1t ()

Sie stellt die Ubergangsmatrix eines Anfangszustandes |i) in einen Endzustand |f) unter
dem Einfluss einer Wechselwirkung dar. Es wird hier daher meist im Wechselwirkungs-
bild gearbeitet.

Die Ubergangsamplitude der beiden Zustinde ist nun durch das Matrixelement S +i ge-

geben: R R
S5i = (f19) (3:31)

11



4 Quantisierung des Klein-Gordon
Feldes

Dieses Kapitel dient der Diskussion der Klein-Gordon-Gleichung fiir freie, ungelade-
ne Klein-Gordon-Felder, da diese gerade die skalaren, ungeladenen Teilchen des spater
betrachteten Loop-Level-Prozesses beschreiben. Zunéachst wird dabei die Klein-Gordon-
Gleichung im Rahmen der relativistischen Quantenmechanik aus der Lagrange-Dichte
hergeleitet und die allgemeine Losung bestimmt. Danach wird der Ubergang zur Quan-
tenfeldtheorie, also zu Feldoperatoren, durchgefiithrt. Als Quelle diente [Wagl2].

4.1 Klein-Gordon-Gleichung

Die Lagrange-Dichte fiir ein freies, reelles, ungeladenes, skalares Feld ¢(x) fiir ein Teil-
chen mit Masse m lautet:

L(6,006) = 5(0,0)(06) — Jm*d?. (1.1)
Nun findet man fir die Euler-Lagrange-Gleichung 2.7}
0L 1 [9(0.9) 0(0a0) | ap _
oL 00 000+ a2 = o (12)
0L
0 = —m?¢ (4.3)
= {0,0" + m*} ¢(z) = 0. (4.4)

4.2 Losung der Klein-Gordon-Gleichung

Nun soll die Losung der Klein-Gordon-Gleichung berechnet werden. Dazu erzeugt man
zunéchst das reelle Feld ¢(x) von Gl aus seiner Fourier-Transformierten:

o(x) = | (j&qw)em—ikx]. (4.5)

Da unter Annahme eines reellen Feldes ¢(x) gestartet wurde,folgt aus ¢ = ¢* fur ¢
direkt:

q" (k) = q(=k). (4.6)
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Kapitel 4 Quantisierung des Klein-Gordon Feldes

Setzt man ¢ nun dergestalt in Gl. [£.4] ein, so erhélt man:

0= {0,@“ + m2}/ (gﬂ;q(k)exp[—ik‘x] = / gﬂl;(j(k‘) (_kQ + m2) exp|—ikx]. (4.7)

Daraus folgt direkt die Bedingung:
q(k) (—k* +m?) = 0. (4.8)

Abgesehen vom (nicht weiter interessanten) Trivialfall (k) = 0 muss also k? = m?
gelten. Da ¢(k) nun beliebig ist, kann nun folgender Ansatz gemacht werden, um die
ko-Integration zu losen:
q(k) = G(k)S (k> +m?) . (4.9)
Der Tréager der Delta-Distribution ist die sogenannte Massenschale. Bei ihr handelt es
sich um einen zweischaligen Hyperboloiden, auf dessen Oberflaiche die moglichen Ener-
gien von Teilchen mit Masse m liegen. Die negativen Energien entsprechen den Antiteil-
chen (jede relativistische Wellengleichung enthélt diese Antiteilchenlosungen). Die Delta
Distribution in GI. kann nun mit Hilfe folgender Eigenschaft ausgewertet werden:
Sz — x;)
o (f(x)) Z Pl (4.10)

Hierbei entspricht x; den einfachen Nullstellen von f(z). Es folgt also fiir Gl. :
1
5 (m? = k?) :E{5 (ko — Ey) + 6 (ko + Ep)} (4.11)

E, =VE2 +m? . (4.12)

Setzt man nun GI. und GIL in GL ein, so kann man die ko-Integration
durchfiihren:

d'k d*k

/ W@(k)exp[—ikx] = / @n)i2E, {6 (ko — Ey) + 6 (ko + Ep)} ¢(ko, k)exp|—ika)
- / (2734];]5]6 {6 B, k)expl—i(Ext — ki) + ¢(— By, k)eapli( Byt + k7 }

_ / (2734’;& {@(B)eap[—i(Ext — kil + ¢ (k)expli( Byt — K1} .
(4.13)

Im letzten Schritt wurde beim zweiten Teil der Gleichung die Variablentransformation
k — —k sowie GI. genutzt wurde. Unter Verwendung der Identifikation

o) = g 5B = 5 (1.14)

2my/2E,
findet man nun schliefllich fir das Feld ¢(z):

o(z) = /(%T;\];m {ay exp|—ikx] + a} explikx]} . (4.15)
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Kapitel 4 Quantisierung des Klein-Gordon Feldes

4.3 Quantisierung des Klein-Gordon-Feldes

Nachdem nun die allgemeine Losung der Klein-Gordon-Gleichung bekannt ist, wird nun
der Ubergang zur Quantenfeldtheorie gemacht. Dazu werden die Felder der Theorie, die
vorher noch Wellenfunktionen darstellten, zu Operatoren erhoben. Bei diesem Ubergang

wird Gl. 415 zu
. 43k

wobei der Operatorcharakter des Feldoperators durch die bosonischen Erzeuger- und
Vernichteroperatoren &L und a;, getragen wird. Sie erfiillen die bosonischen Kommutator-
Relationen

ag, al| = (2m)*6% (k — K (4.17)
|
law, aw) = |a}, al,| =0. (4.18)

Um die kanonischAen Vertauschungsrelationen fiir die Feldoperatoren zu erhalten, sollte
zunédchst die zu ¢(z) gehorende Impulsdichte 7 (z) berechnet werden. Fiir das reelle

Klein-Gorden-Feld erhélt man so unter Verwendung von GI. [2.10}

07 &’k [E
#(z) = £ =¢= —i/ @2n)? ?k {&k exp[—ikz] — a) exp[ikx]} . (4.19)
Mit Hilfe einer kurzen Rechnung und unter Verwendung der Kommutator-Relationen
fir &L und ay lasst sich nun die bei der kanonischen Feldquantisierung geforderte Ver-
tauschungsrelation

(6(t, ), 7(t,7)] = i0® (7 — ) (4.20)

zeigen. Diese Relation ist bereits vom Kommutator des Orts- und Impulsoperators der
Quantenmechanik bekannt.
Nun kann mit Hilfe der Relation 2.11] noch die Hamilton-Dichte bestimmt werden:

A = #(2)b(z) — P = ; {#20) + (96)" + md @)} (4.21)

Im weiteren Verlauf dieser Arbeit werden nun die Hiitchen fiir Operatoren weggelassen,
da nun keine Verwechslungsgefahr mehr besteht.
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5 Berechnung von Zerfallsbreiten

Der zentrale Punkt dieser Arbeit ist die Bestimmung der Korrekturen zum S¢¢-Zerfall
in 3. Ordnung. Dazu werden die Korrekturen bei der sogenannten Zerfallsbreite oder
auch Zerfallsrate I' bestimmt. Sie ist eine zur Lebensdauer des Teilchens proportionale
physikalische Grofe.

In diesem Kapitel soll zunachst als Einfiihrung die Zerfallsbreite in erster Ordnung be-
stimmt werden. Als Quellen dienten [PS95] und [Wagl2).

Nun wird das folgende, skalare Modell mit Kopplungskonstante g betrachtet:

m§

2

Damit der Zerfall iiberhaupt kinematisch erlaubt ist, wird angenommen dass mg > 2my
gilt. Wie in Kapitel gezeigt, lasst sich die Entwicklung eines Anfangszustandes in
einen Endzustand mit Hilfe der des Streumatrixelementes Sy; beschreiben. Es liegt daher
zunachst nahe, den Zerfallsprozess mit Hilfe der S-Matrix zu beschreiben. Bei genauerer
Betrachtung scheint die S-Matrix jedoch ungeeignet fiir Zerfallsprozesse zu sein, da man
fiir einen instabilen Zustand nicht ¢ — —oo schicken kann. Es ldsst sich aber mit Hilfe
des optischen Theorems und der LSZ-Formel zeigen, dass auch fiir instabile Zustande
die Berechnung mit Hilfe der S-Matrix beziechungsweise mit Hilfe des iiber die S-Matrix
definierten invarianten Matrixelementes M funktioniert (eine ausfiihrliche Herleitung
hierzu findet sich in [PS95], Kapitel 7.3).

Nun definieren wir zunachst das invariante Matrixelement M:

Spi = iM({pi} = {prH)(2m)' 8 ({ps} — {pi}).- (5:2)

Das Streumatrixelement Sy; entspricht nun gerade einer Ubergangsamplitude. Um nun
die Zerfallswahrscheinlichkeit zu erhalten, muss beachtet werden, dass die Impulszustén-
de |k) = \/2Ea}|0) relativistisch normiert sind. Um eine sinnvolle Zerfallswahrschein-
lichkeit zu erhalten miissen die Zustande wieder auf 1 normiert werden:

(kI Nul* k) = [Ni "2, (27) "5 (0) (5:3)

Hierbei wurde in der zweiten Zeile die folgende, hilfreiche Relation benutzt:

2
2 = (0,5)(0"5) ~ 25+ 1(0,0)(00) — 205" + 95, 5.1)

(27)%6®)(0) = / 437 7

:/d?’*:v. (5.5)
p=0

Zusatzlich muss nun noch beachtet werden, dass die zwei resultierenden Teilchen unun-
terscheidbar sind, man muss also noch einen Faktor % in die Formel einfiigen, damit der
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Kapitel 5 Berechnung von Zerfallsbreiten

Endzustand nicht doppelt gezéihlt wird. Beachtet man nun diese Bedingungen, so kann
man sich die Zerfallsrate herleiten:

1 1 V 1 2
1. / 3]{? / 31./ /
['sppt = lim Yo V(2 )3 d 2EV (2 d°k —— 5 (kE'|S|p)]

= Jim 3 / /d%/1 WM@M%W(—k—MW
REY 2E V 2Ek ) 2By P

= Jim ; /d%llwwﬁem%@<—k—m&Wm
Voo 2 2E v 2Ek (2m)° 2B b
1 1 d*r 1 :
— lim / 20046 @(p — k — K /d4 ipe
Vi 2 2E % 2Ek (27)° 2B (M@)o )| dwe -
11 A3k 1 dBPE 1 o 4
— / MY SO (p -k — k). 5.6
(5.7)

Fiir die weitere Berechnung bietet es sich nun an, das Ruhesystem von .S zu betrachten.
In diesem gilt:

p=(ms,00" k= (E,kT K= (Ewk)". (5.8)
Damit folgt nun:

1 1 dgk‘l 1 4
) @ :
s = 99 / 2Ek/ ()’ 2Ek/’M| 2m) 6D (p— k — k')
1 1 d3k/ 1 ) ; o ]
22m / 2Ek/ (2r)? 355, MIT(@m) 0(ms — By — Ei)dO(k + &)
1
= 5m / S MP(mS(ns — 280
167rms / dkE 2|M| O(ms — 2E)). (5.9)
(5.10)

Nun bietet es sich an, eine Koordinatentransformation von dk zu dE, durchzufiihren.
Hierbei ist zu beachten, das kdk = EpdFE) gilt:

1

() -

T 32mmg LS

" a0

Ispp =

M

= 5 |/\/l| . (5.11)
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Kapitel 5 Berechnung von Zerfallsbreiten

Abbildung 5.1: Feynman Diagramm der 1.0rdnung des S¢g¢-Zerfalls

Um die Zerfallsbreite zu berechnen fehlt nun noch das Matrixelement M. Dieses kann
man nun mit Hilfe von Gl.[3.30 fiir die S-Matrix sowie Gl. .16 fiir die Felder berechnen.
In erster Ordnung lésst sich dies noch mit durchaus moderatem Aufwand machen, be-
reits in dritter Ordnung kann diese Herangehensweise durch die verschiedenen moglichen
Permutationen von Erzeugern und Vernichtern leicht zu Fehlern fiihren. Es werden hier
daher im Weiteren die Feynman-Regeln (siche Anhang A) verwendet, um die S-Matrix
und M zu bestimmen. Aus dem Feynman-Diagramm fir die erste Ordnung (Abb.
lasst sich nun mit Hilfe der Regeln recht einfach das Streumatrixelement berechnen:

Ssses = 2{ig(2m)*6W (p — k — K')} (5.12)
= M=2g. (5.13)

Der Faktor 2 folgt hierbei daraus, dass die zwei ¢-Teilchen ununterscheidbar sind, wo-
durch man ein weiteres Diagramm durch vertauschen der beiden Teilchen erhalt, welches
identisch aussieht. Setzt man dieses Ergebnis nun in GI. ein, so erhalt man Endre-
sultat:

Ts gy = o . . (5.14)
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6 Selbstenergie in 1-Loop Ordnung

Die Komplexitat der Berechnung des Matrixelementes wéchst von der ersten zur dritten
Ordnung stark an. Um sich mit den Schritten der Berechnung in dritter Ordnung ver-
traut zu machen, lohnt es sich zunachst die Selbstenergie des instabilen S-Teilchens in
1-Loop Ordnung zu berechnen, da diese die gleichen analytischen Schwierigkeiten auf-
weist und gleichzeitig einfacher und analytisch berechenbar ist. In diesem Kapitel wird
daher zunéchst die Selbstenergie berechnet, wobei der Einfachheit halber bei spateren
Rechnungen trotzdem der Propagator ohne Selbstenergie genutzt wird. Als Quelle fiir
dieses Kapitel diente vor allem [Gial2].

\)/

Abbildung 6.1: 1-Loop Feynman Diagramm

Die Selbstenergie I1(p?) ist dabei fiir den Propagator G wie folgt definiert:
1
G = . 6.1
P TGP o
Die Selbstenergie kann nun auch als Zerfall eines Teilchens in sich selbst, in unserem
Fall {iber einen Loop, betrachtet werden und ist damit nach der LSZ-Formel wie folgt

definiert:

I(p*) = M(p — p). (6.2)
Fiir den Loop erhdlt man nun nach den Feynman-Regeln folgende Gleichung fiir das
Matrixelement M:
d*q i i

M 9746 _y [
iM(p = p)(2m) (p—p) = /(27r)4/(27r)4q2—m§5+ieq’2—mi+ie

: (ig)(2ﬂ)45(4) (p —q—d)(ig)2m)' 6 (q+ ¢ —p)

1
g/ q—m¢+ze(p q)* —m2 + i
- (2m)*0W (p - p). (6.3)
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Kapitel 6 Selbstenergie in 1-Loop Ordnung

Es gilt also:

1 1
= M(p— —12 / . 6.4
(p = p) = —i2g E—ml e (p—qf —md +ie (6.4)

Der Faktor 2 folgt hier wieder als kombinatorischer Faktor, da das Diagramm durch
Vertauschen der ¢-Teilchen zweimal vorkommt. Fiir die weitere Berechnung wird nun
der Einfachheit halber das System im Ruhezustand betrachtet, sodass p = (M,0)7 gilt.
Zunéchst wird nun der Residuensatz verwendet um das gp-Integral aufzulosen:

1 1

M(p — —i2g
0o = [ e G

1
/ { mé(M— ¢ +m3)? — @ —m? + ic

2

1 1
+
2,/ +md (M + q2+m§,)2—§2—m§+z'e}
g

o0 1 1 1
<z dqq2 +
2M7T2/0 V@ +mE | M —2/¢? +mj +ic M+ 2,/¢> +m37 +ie
_ g? /Oodqq2 1 ]\4—}—2,/(]2—1—77135 N M—2,/q2+mi
2M 2 Jo Jq? +m2 M? —4(q*> +m3) +ie  M? —4(q> +mj) + ie
2

=2 [T ! 20 6.5
oM Jo e ME A ) e (6.5)

Streng mathematisch gesehen sind die € der beiden Briiche im vorletzten Schritt nicht
identisch (man erhélt im ersten Term ie(M + 2,/¢? +m7), im zweiten Term ie(M —

2,/q* +m?)). Man kann jedoch leicht zeigen, dass der Imaginérteil der Gleichung im
Limes € — 0 trotzdem identisch bleibt.

Um die Gleichung nun weiter verarbeiten zu kénnen, betrachtet man den Real- und den
Imaginarteil getrennt. Der Realteil des Integrals entspricht im Limes € — 0 gerade dem
Hauptwert des Integrals fiir ¢ = 0. Da es sich um einen Pol erster Ordnung handelt,
erhalten wir gerade einen endlichen Wert:

M(p — p) = Re(M) + iIm(M) (6.6)

R (M) = g2 P/Ad 2 ! !
e ===
2 0 19 q2+m%M2—4(q2+m§,)

2

g AM
:—47T2M{,/4m§)—M2 arctan( - )

\/4m¢ - MZ\/A2 + mi

me
+in (}\ N m) } : (6.7)
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Kapitel 6 Selbstenergie in 1-Loop Ordnung

Es wurde an dieser Stelle ein Impuls-Cutoff A eingefithrt da Re(M) ansonsten logarith-
misch divergent ware. Realisierbar ist diese Regularisierung durch eine Vertex-Funktion
in Form von ©(A? — ¢?) an jedem Vertex. Diese Form der Regularisierung ist zwar nicht
lorentzinvariant, erzeugt jedoch im hier betrachteten Ruhesystem die gleichen Ergebnis-
se wie eine vergleichbare lorentzinvariante Losung.

Der arctan-Term in GI. scheint zunachst bei oberflachlicher Betrachtung fiir M >
2my imagindr zu werden. Wenn A jedoch hinreichend gro8 ist, wird arctan(...) rein ima-
ginér, sodass der gesamte Term wieder reell wird. Praktisch muss hierfir A > MTQ — mi
gelten.

Fir den Imaginérteil des Integrals nutzt man die Lorentzdarstellung der -Funktion aus:

i(z) = —lim ——. (6.8)

Es gilt nun also:

2 oo
=9 [T dE q(B)s(M? — 4E?)

™ me

2 oo 1 M

me
2 2

_ g M,
=i\ T e (6.9)

Somit gilt nun insgesamt fiir die Selbstenergie in 1-Loop Ordnung:

2

g Alp| mg
(p?) = — \/4m?2 — p? arctan +In
") Am(p| { ¢ \/élmi—pQ\//\z—i—m?5 A4 /A2 +m]

—m/ff _ mg} | (6.10)

Nach dem optischen Theorem sollte nun der Imaginérteil des 1-Loop Termes wie folgt
mit der Zerfallsbreite 1.Ordnung zusammenhéngen:

Im (M(M)) = MT(M). (6.11)

Dies ist auch tatsdchlich erfullt, wie man leicht mit Hilfe von GI. und GIL.
nachpriifen kann.
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7 S¢p-Theorie in 3. Ordnung

Nun soll die Korrektur unseres S¢@-Modells in dritter Ordnung bestimmt werden. Ei-
ne vollstandig analytische Berechnung wird sehr komplex und wurde daher im Rah-
men dieser Arbeit nicht durchgefithrt. Nutzt man jedoch die direkt aus den Feynman-
Diagrammen erhaltene Gleichung, so tauchen bei der numerischen Berechnung diverse
Probleme auf. Um eine gute Losung zu erhalten wurde die Gleichung daher zunéchst
analytisch soweit wie moglich aufgelost und vereinfacht, so dass eine genaue numerische
Berechnung moglich war.

Im ersten Abschnitt wird zunéchst diese analytische Berechnung dargestellt. Im zweiten
Abschnitt werden dann die numerischen Kalkulationen zu verschiedenen Impulsen ge-
zeigt und die Korrekturen von Matrixelement und Zerfallsbreite im Verhéaltnis zur ersten
Ordnung dargestellt. Im dritten Abschnitt werden schliellich die konkreten Korrektu-
ren der Zerfallsbreite fiir 4 Zerfallskanéle berechnet. Alle Berechnungen erfolgen hier im

Ruhesystem <p = (g, 0)T k= (B, K)T, K = (B, —k)T, By = \Jk2 + mi)

7.1 Analytische Berechnung

k-~
9,
——< p
Al
q ~
K>

Abbildung 7.1: Feynman Diagramm 3.Ordnung

Dieses Diagramm erhalt man nun durch vertauschen der identischen Teilchen 4 Mal.
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Kapitel 7 S¢¢-Theorie in 3. Ordnung

Es folgt also:
dq i
(2m)4 p2 — m3 + ie

i
. V26D (p — g — o
q2—mi+ieq’2—m2+ie(w>( ) (p=gq-4)

-(ig)(%)45( (¢ — k= p)(ig)(2m)*6W (¢ +p' — K)

iM(p — kK (2m) 6D (p— k — k) 4/"d4/‘/(§:;L/

1

i i
_422 3/
g k)2 —mg +ie 2 — m3 + ic

g p) — 26(27r)45(4) (p—k—K)
¢

1 1 1
g2 —mZ +ie(q—p)* —mj +ie(q — k)? —mG +ie
(7.1)

Durch Anwendung des Residuensatzes fiir das go-Integral erhalten wir nun drei Terme.
Der Ubersichtlichkeit halber werden diese nun wie folgt separat betrachtet:

= M(p — kK') = 4ig® /

Mip = 1) = 25 [ @7 (@) + Pul@) + @) (72)

Diese Form wird genutzt, da der Residuensatz fiir einen Faktor 27i sorgt. Zusétzlich
erhélt man in jedem Term einen Faktor —1.
Die entsprechenden Pole sind hierbei:

Qog = —\/@P +m} —ie qoo=mg—\/P+m—ic qoz= Ek—\/(i— k)2 + m? — ie.

(7.3)
Nun folgt:
(@ :
1 pr—
2 cjg+mé<(—1/d2+m%—mg) —q_Q—md)Jrze)
(7.4)
( \/k2+m — /G —I—m¢) (@ —k)?> —mg + ie
P(q)
2 c?—l—mi((—\/ﬂ—i—m;—i—mg) q —m¢+ze)
(7.5)
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P(q) =

1
S S _ 2
20/(7— k)? + m? ((\/kQ—l—mé—\/(q“—k)Qij%) —f—mi)
1
ﬁ - P
(y/kz—kmi—ms— (J—k)z—l—m%) —

Um diese noch teils eher unhandlichen Terme weiter zu vereinfachen wird zunéchst eine
Koordinatentransformation zu Kugelkoordinaten durchgefiihrt:

/d3cf—> /Ooodq/lldx/trdqﬁ 7. (7.7)

Hierbei ist x = cos(f), mit dem Winkel 6 zwischen ¢ und k. Py, P, und Pj5 sind alle, wie

leicht zu sehen ist, unabhangig von ¢. Dieses Integral erzeugt also nur einen Faktor von
27

(7.6)

M(p — kE') = iz/ooo dg ¢* /_11 dx {Pi(q,x) + Pa(q,x) + Ps(q,x)} - (7.8)

Der erste und zweite Terme lassen sich nun weiter vereinfachen (im Folgenden wird der
Vektorpfeil von k% und |k| weggelassen da keine Verwechslungsgefahr besteht):

Pi(g, x) = 1 2
2,/ +m3 ((\/cﬂ +m2+mg) —q—md+ ie)
(\/k2 +m? +,/¢? +m?¢)2 1— @ — k2 + 2qky — m2 + ic
ZQW mg (2\/1m +mg + i)
ms\/g* +m2 + 2m135 +2gkx — m} + ie 9
Py(q, x) :2\/q2 o (qu - m;_ ms>2 S ie)
(\/k2+m§+\/q2+m§—msl)2 — % — k2 + 2qkx — m% + ic
ZQM ms (—2\>m+ ms + ic)
! (7.10)

—mgy\/q* +m3 + 2m3 + 2qgkx —mg + ic .
Hierbei wurde jeweils im zweiten Schritt die Energieerhaltung genutzt, aus der

mg = 2B, = 2Vk* + m? (7.11)
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folgt.
Fiir den dritten Term fithren wir vor der Transformation in Kugelkoordinaten eine andere
Transformation durch:

dg—q—k. (7.12)

Dies hilft bei der Vereinfachung des dritten Terms enorm.

1
P3(Q7X): 2
21/q2 + m% <<,/k2 +m3 —/¢? +m§) —q% — k2 —2qky — mi+z’e>

1

)
(\/kQ—f—mi—ms - \/q2+m%> —q? — k2 = 2qkx — m} + i€
B 1
2,/q% + m% (m% —mg\/¢® +m% — 2qu—|—ie)

1

m% + mgy\/q? + m% — 2qkx + i€

1
SQW (—m%kx + q(k?(x2 — 1) — m?) +ie sgn(mT% — 2kx)>

(7.13)

Es gilt offensichtlich dass Py, P, und Pj fiir groe ¢ wie 1/¢® gehen und damit bei einer
Integration tiber [;°dp p* logarithmisch divergent sind. Aus GI. lasst sich aber leicht
zeigen, dass das Ergebnis ohne Renormierung endlich sein sollte:

1 1 1 1

1
lim d* = lim d¢ ¢*~ = lim dg¢— .
=00 qu—mi—i—z’e(q—p)?—m;—i—ie(q—ky—m%—l—z’e oo (e T B

Durch die Summation der drei Terme werden also hohere Potenzen von ¢ aufgehoben.
Dies ist eine der potenziellen Fehlerquellen wenn die erste Gleichung direkt zur numeri-
schen Integration genutzt wird.

Um die recht umfangreichen, folgenden Terme etwas zu verkiirzen werden die folgenden
Definitionen genutzt:

Ay =mg—m5 >0 (7.14)
Ny = 2m3) —m% <0 (7.15)

Da P, und P, bereits sehr ahnlich sind, liegt es nahe diese zuerst zu summieren. Man
erhélt durch Erweitern und Auflésen recht direkt den folgenden Term:

1
Pra(g, x) = Pi(g, x) + Pa(g: x) =
) = Ao ) = R0 8 /2 + mB (k2 — ¢ + ie)
. q® — 2k + qkx
k20 + gkx Do + @2 (k2 (ﬁ—l)—mé)—l—i& sgn (—Ay — 2gky)

(7.16)
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Im Folgenden wird fiir die Summe von P, und P3 € = 0 gesetzt, da die Berechnung
zugehorigen Vorzeichenfunktion recht umfangreich wird. Dies ist moglich, indem da wir
spater fiir die Berechnung des Imaginarteils Pj» und P; separat verwenden. Fiir den Re-
alteil muss dann lediglich beachtet werden, dass statt des Integrals [ dg der Cauchysche
Hauptwert P [;° dg verwendet wird.

Summiert man nun P und P, so erhédlt man Folgendes Ergebnis:

P123(Q7X) = PlQ(an> + P3(q7X) =

—2k% + qky
8,/ + m3(k? — %) (K21 + ghx Dz + ¢ (K2 (x* = 1) = m3))
1
’ 8g\/g +m%\[q? + m3 (k> — ¢?) A T
(7.18)
wobei
A 1

(K200 + ahxds + g2 (K2 (2 = 1) = m3 ) ) (=mhx + a(K2 (2 = 1) = m?))
B= {qg\/m (=mkx +a (K (x* = 1) = m3))
i (1 = ) (B0 + ok + ¢ (1 (¢ 1) = m2)) )

Der erste Term von Pj93 ist nun recht offensichtlich nicht mehr divergent unter dem
Impulsintegral. Der zweite Term scheint nun bei oberflichlicher Betrachtung weiterhin
divergent zu sein. Berechnet man den Limes jedoch bei genauer Betrachtung, so stellt

man fest das auch dieser Term nicht mehr divergent ist:
1
lim - A
q—00 8q\/q2 + m%\/qz + mé(kz —¢?)
1

lim {q3 Q2+ m? (—m%kx +4q (kQ (X2 - 1) - mi))

q—00

@ +m (K = ) (K01 + ghxla+ ¢ (B (3 — 1) —m3) ) }

i o T (4 (1) - ) - T (6 (1))
—q*/q® + m3kx2m3 }
o lim {q4 ¢ +m% —q"\Jg? +mE — Xq4}

m2 m2
lim g% bt AR
o lim g {q+ 20 97 3y X

g (7.20)
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Beide Terme verhalten sich also fiir ¢ — oo wie 1/¢*. Dies ist zwar immernoch eine
Ordnung zu hoch, diese wiirde aber vorraussichtlich durch die Summe der beiden Terme
wegfallen. Wichtig fir die numerische Berechnung ist aber, dass alle Teile von Pjo3
konvergent sind. Der analytische Teil der Berechnung fiir den Realteil ist hiermit fertig,
die Rechnungen werden numerisch im zweiten Abschnitt dieses Kapitels fortgefiihrt.
Fiir den Imaginérteil werden nun, wie vorher bereits angedeutet, P;s und P; verwendet.
Zunéchst soll nun der Imaginérteil von [5°dq [*, dx ¢ Pi2(q, x) berechnet werden. Dazu
werden zuerst die Pole von Pj» bestimmt:

p =k (7.21)

o - _k (7.22)
Dy — \/k2X2A§ — 4R A (<R —m + k22)

ps(x) = (7.23)

2 (—k? —m3 + k2x?)

—2kx Dy — kmgy[4k2 +m2(3 + 2
_ X2 S\/2 5(3+Xx?) (7.24)
2 (—k2 — m2 + k2x?)

N \/k2X2A§ — 420 (=K — m2 + k2?)

pa(X) = 5 (—/{:2 B mi n /{QXQ) (7.25)

—2kx s + kmg\/élk? +mZ(3+x?)

B 2 (—k2 —m2 + k2X2) ‘ (7.26)
Nun gilt, wie leicht durch konkretes Einsetzen nachzupriifen ist:
Pio(q, x) = !
/4 g (m} + k(1= x2)
2 2
(a—p—i9a—p +qi€)(q2f pj(i])f{ ie€)(q — pa(x) + i€f) (7.27)
& =sgn (—Ls — 2¢kx) . (7.28)

Nun wird tiberprift, welche Pole auf dem Integrationsweg liegen, welche Pole also > 0
sind. Dazu betrachten wir zunéchst einmal p3 und ps genauer. Es gilt:

p3(x) = —pa(—x)- (7.29)

Um das Vorzeichen von ps zu bestimmen, machen wir nun einige Abschatzungen. Fiir
den Nenner ist die Vorzeichenbestimmung einfach (es gilt —1 < x < 1):

— kR —-m2 4k < -—m2<O. 7.30
¢ X ¢

Fir den Zahler machen wir zunachst auch eine einfache Abschétzung:

— xDs — mg\/4k2 +m3(3 4+ x?) < —Dg —mgy/4k? + 3m7 . (7.31)
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Da es bei der rechten Seite nun nicht direkt ersichtlich ist, ob diese positiv oder negativ
ist, bestimmen wir zunachst ob sie eine Nullstelle hat:

0 = (mg — 2m3) — mgy/4k? + 3m?

my — 4mEm} + 4m} = mE(4k* + 3m3) = mg — mgm;,
3mz = 4m§)
4
me = gmi < 4me® < mg. (7.32)

Es existiert also keine Nullstelle und man kann zur Bestimmung des Vorzeichens eine
beliebige Massenkonfiguration, zum Beispiel m% = 4mi, verwenden:

(m% — 2m3) — mgy/4k? + 3m3 = 2m3 — 2mg,/3m2 < 0. (7.33)

Es gilt nun also p3(x) > 0 und damit nach GI. pa(x) < 0.
Nun koénnen die Imaginérteile von P berechnet werden:

Im (/Ooo dq/_ll dy ¢ P12(Q7X)> = iﬂlii%/()w dq/_l1 dx ¢* Pia(q, x)
A =p1)d(g —p1) +& (g —p3(x)) 0 (¢ — pa(x))} -

(7.34)
Fiir den ersten Pol erhélt man ein sehr schones, kurzes Ergebnis:
00 1 k
im lim dq/ dx ¢* Pia(q,X)(¢ = p1)d(q —p1) = :
0o -1 16, /k? +m2 (—2m2 + k(=3 + X))
(7.35)

Der Term des dritten Pols ist leider bereits nach dem Auflésen des Impulsintegrals
sehr umfangreich und komplex. Das y-Integral wurde daher im Rahmen dieser Arbeit
numerisch berechnet (siche Anhang B).

P; hat einen nennenswerten Pol, da der einzelne ¢-Faktor im Integral durch den ¢2-Faktor
der Kugelkoordinaten wieder aufgehoben wird. Dieser Pol ist:

2
miskx (7.36)

pS(X) = kQ(Xg . 1) —m2’

Nun lasst sich der Imaginérteil wieder analog zum oberen Verfahren berechnen:
) 1 00 1
Im (/0 dq/_1 dx ¢* Ps(q, x)) = f’i@ig%/o dQ/_l dx ¢* P3(q,X)(q — ps)3(q — ps)

kX\/ (k2 +m3) (m2 +£2(14x2))°

! (m3—h2(-1x)"
B f o [1 dX 4 2 2 2 2
(md) +k2(1+x ))
=0 (7.37)
: mg
§ =sgn e 2kx | - (7.38)
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7.2 Numerische Berechnung

Im Folgenden werden die numerischen Ergebnisse vorgestellt. Dabei ist zu beachten, dass
samtliche Groflen in Einheiten von mg dargestellt wurden. Es gilt also:

9] = [mg] = [M] = [I] = 1ms. (7.39)

Um einen Uberblick tiber das Verhalten der Korrekturen bei verschiedenen Massenkon-
figurationen zu erhalten, wurden sie fiir Massenkonfigurationen von mg = 1071%,0.1, 0.2,
0.3,0.4 sowie 0.49 berechnet. Man kann sich die Korrekturen zwar auch fir mg = 0.5
anschauen, in diesem Fall ist allerdings der Vorfaktor in der Zerfallsbreite 0 (siche Gl.
, sodass das Ergebnis fiir die praktische Anwendung nicht von Interesse ist. Zudem
ergibt sich, wenn man die Berechnung durchfiihrt, das sich das Ergebnis nur sehr ge-
ringfligig von dem fiir m, = 0.49 unterscheidet.

Die m, = 107"* Konfiguration wurde gewihlt um zu zeigen, dass die Korrekturen zwar
fir mg — 0, also im infraroten, divergiert, dies allerdings nur fir extrem grofie Mas-
senunterschiede relevant ist. Fir m, = 107" ergébe sich zum Beispiel im Zusammen-
hang mit Pionen, haufig die leichtesten skalaren Teilchen einer Theorie, eine Masse von
mg ~ 1.39 * 102 GeV = 1.39 ZeV.

Nun ist zunéchst einmal ein Vergleich der Matrixelemente 3.0Ordnung (M3) und 1.0rd-

nung (M) interessant. Besonders markiert wurde hier die Stelle, fur die Iﬁ?} =1 gilt.

[Ms]
[ Mu]

R _ . . . L . . . . . . . — g[mg]

05 g* 1 15

Abbildung 7.2: 115 (g) bei mg = 10713
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| Ms|
| My

g[mg]

Abbildung 7.3: [17(g) bei mg = 0.1
| Ms|
M|

g[mg]

Abbildung 7.4: 115 (g) bei mg = 0.2
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| Ms|
| My

e S . . . . | . . . . Lo . . . I . . . . I g[rns]

Abbildung 7.5: {17 (g) bei mg = 0.3

P e R . . . I . . . . I . . L I . . . . ; g[rns]

Abbildung 7.6: 75 (g) bei my = 0.4
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| Ms|
| My

Abbildung 7.7: {72 (g) bei my = 0.49

me 9=

10713 1 0.6479
0.1 2.3203
0.2 2.7386
0.3 3.1332
0.4 3.6942
0.49 | 4.9132

Tabelle 7.1: ¢ (I/\/ﬁl = 1) bei verschiedenen Massenkonfigurationen

Fir praktische Anwendungen wesentlich interessanter ist die Zerfallsbreite. Fiir diese

gilt, nach Gl. [5.11}

1 y(2) -
Lo = My + M;|*. 7.40
T m2 [Mi+ M| (7.40)

Bei den folgenden Graphen wurden, um die Wichtigkeit der Korrekturen besser einschét-
zen zu konnen, jeweils zwei Stellen hervorgehoben, ¢’ und ¢”. Fur diese gilt:

Loald) Coalg”)
M) 0 T

=2. (7.41)
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Da die Kopplungskonstante g sowohl in M; als auch in M3 in ungerader Ordnung
auftaucht, gilt fiir die Zerfallsbreite:

I(g) = T(~g). (7.42)

0.08

0.06 -

0.04

101

08F

06

041

g[mg]

Abbildung 7.9: Vergleich von I' und T,y bei mg = 0.1
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08 /
Iintl /

06

04r

021

Abbildung 7.10: Vergleich von I' und T’y bei my = 0.2

08

/

[ Ty /
/

06 /

04r-

021

/
/
/
/
/

g[ms]

05 1 15 2 g' 25 g" 3

Abbildung 7.11: Vergleich von I' und T’y bei my = 0.3

g[ms]
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06

05F-

04r

03

021

01r-

g[ms]

Abbildung 7.12: Vergleich von I" und I,y bei my = 0.4

1—‘ntl

015

g[ms]

Abbildung 7.13: Vergleich von I" und T’y bei mg = 0.49
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/ /!

me g g Jx
10713 1 0.4892 | 0.6465 | 0.6479

0.1 1.6640 | 2.2477 | 2.3203
0.2 1.8847 | 2.5903 | 2.7386
0.3 2.0194 | 2.8516 | 3.1332
0.4 2.2164 | 3.2197 | 3.6942
0.49 | 2.0925 | 3.3811 | 4.9132

Tabelle 7.2: ¢’ und ¢” bei verschiedenen Massenkonfigurationen. Der besseren
Ubersichtlichkeit halber wurden die Werte fiir g, ebenfalls eingefiigt.

Wie man sehen kann, liegen die Werte von ¢, und ¢” fiir kleine Massen m, sehr nahe
beieinander und entfernen sich fiir groflere Massen immer weiter voneinander. Dies liegt
daran, dass der Imaginarteil von M3 im Verhéltnis zum Realteil gréfler wird, je kleiner
mg wird. Dadurch spielen Mischterme von M; und Mgj eine kleinere Rolle fiir kleinere
Massen.

Es fallt auf, dass sowohl ¢’ als auch ¢g” mit my wachsen. Lediglich bei ¢ fiir m, = 0.4
und my = 0.49 ist dies nicht so. In diesem Fall sorgt die Konfiguration von Real- und
Imaginarteil von M3 bei my = 0.49 dafiir, dass die Mischterme bei kleineren Kopplungs-
konstanten einen starkeren Einfluss haben als bei m, = 0.4.

7.3 Praktische Beispiele

In diesem Abschnitt sollen nun fiir 4 reale Zerfallskanéle die Korrekturen berechnet wer-
den. Es werden hier konkret die Zerfille von fy(500), f5(980), fo(1370) und f,(1500) in
jeweils zwei neutrale Pionen betrachtet. Es ist dabei zu beachten, dass im Rahmen dieser
Arbeit die Pionen als ununterscheidbare Teilchen der Masse m, = 139 MeV betrachtet
wurden.

Da alle hier betrachteten Teilchen Hadronen sind, also keine Punktteilchen sind sondern
eine raumliche Ausdehnung haben, liegt im Experiment immer ein durch diese Aus-
dehnung bedingter physikalischer Cutoff vor. Dieser Cutoff ist allerdings meistens im
Bereich weniger GeV und damit deutlich niedriger als der bei den numerischen Rech-
nungen verwendete Cutoff von A = 1000mg (bei den hier betrachteten Teilchen etwa
1TeV). Um die Auswirkungen eines solchen niedrigeren Cutoffs zu betrachten wurde
fur den Zerfall des fy(500) (fiir diesen stellt sich die Korrektur als am grofiten heraus,
wodurch der Effekt besser sichtbar ist) die Rechnung ein weiteres Mal mit einem Cutoff
von A = 2mg ~ 1 GeV durchgefiihrt.

Samtliche verwendeten Parameter wurden den Online Archiven der Particle-Data-Group
entnommen, wobei keine Fehlerberechnung durchgefiihrt wurde und daher fiir grofle
Massenunsicherheiten (zum Beispiel m 500y = 400 — 550 MeV') einfach der Mittelwert
verwendet wurde.
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Die hier angegebenen Zerfallsbreiten entsprechen nicht direkt den dort zu findenden
Zerfallsbreiten fiir den Pionenzerfall, da fiir diesen gilt:

FS*HTﬂ' = FS*HTOﬂ'O + FSHﬂ"*‘ﬂ'— + FS*)TI'_#J" = 31—‘54)71'071'07 (743)

wobei im letzten Schritt verwendet wurde, dass alle Pionenmassen als 139 MeV betrach-
tet wurden.

7.3.1 Zerfall von £,(500) in 77

Die fir f5(500) verwendeten Parameter sind:

1
ms = Myyi00) = 475 MeV mgy ~0.2926 T = 5550 MeV ~ 0.3860 . (7.44)

Wie oben erwahnt wurde die Korrektur hier zweimal berechnet. Die zur Korrektur mit
endlichem (kleinem) Cutoff gehérenden Grofien wurden mit A = 2 im Index gekenn-
zeichnet.

| Ms|
| My ]

; ; P R - oim

Abbildung 7.14:

Sl (o) fiir fo(500) — mm
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08

06

_ 1550 oaf
Iﬂ_3475

1 2 3 g[mg]
9% s00 g?;'(ﬁgof 9o (500
Abbildung 7.15: Vergleich von T',T',,;; und TA72 fiir fo(500) — 77
Es ergibt sich hier fiir g, und ¢2=2:
gh=2
g, =3.1023 ¢*=?=3.6785 *— = 1.1857. (7.45)
Gx
Fiir die dem Zerfall zugrunde liegende Kopplungskonstante ergibt sich:
gntl
Gro(00) = 34588 gt = 2.6089 % — (.7543 (7.46)
9 f0(500)
gntl,A:Q
ntl, A=2 _ fo(500)
Ito(s00) = 2-T7T8 oo = 1.0647. (7.47)
9 fo(500)
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7.3.2 Zerfall von £,(980) in 77

Die fir f;(980) verwendeten Parameter sind:

1
ms = my, s = 990MeV  my =~ 0.1404 T = 70 MeV = 0.0236. (7.48)

1 2 g* 3 4

Abbildung 7.16:

Sl () fiir fo(980) — mm

38



Kapitel 7 S¢¢-Theorie in 3. Ordnung

0.04

17 L
IH_SQQO L

0.02-

001

0.2 04 0.6 08

t
9% e80) 9o (980)

Abbildung 7.17: Vergleich von I' und T,y fiir fo(980) — 7

Es ergibt sich hier fir g,:
g« = 2.5003.

Fir die dem Zerfall zugrunde liegende Kopplungskonstante ergibt sich:

ntl

Groos0) = 0.7856  geg0) = 0.7760 5980 _ () 878 .

9£0(980)

7.3.3 Zerfall von £,(1370) in 77

Die fir f;(1370) verwendeten Parameter sind:

1
ms = myyazr0) = 1350 MeV'  mg ~0.1030 I'= 5350 MeV ~0.0864 .

g[mg]

(7.49)

(7.50)

(7.51)

Fir fy(1370) steht bei der Particle-Data-Group, dass der Zerfall in zwei p-Mesonen
dominant sei. Dies ist allerdings ein Fehler. Da fiir den Zerfall in zwei Pionen keine ver-
lasslichen Angaben vorhanden sind, wurde im Rahmen dieser Arbeit angenommen, dass

es sich hierbei um den dominanten Zerfall handelt.
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| M3
[Ma]

Abbildung 7.18: [5/(g) fitr fo(1370) — 77

g[mg]

05 1 15

tl
9% a370) 911370

Abbildung 7.19: Vergleich von I" und T,y fiir fo(1370) — 7

g[ms]
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Es ergibt sich hier fir g,:
g« = 2.5003.

Fir die dem Zerfall zugrunde liegende Kopplungskonstante ergibt sich:

ntl
n g
Gz = 14898 ghtt o =1.3791 LW

9£0(1370)

7.3.4 Zerfall von £,(1500) in 77

Die fir f;(1500) verwendeten Parameter sind:

1
ms = g5 = 1505 MeV g~ 00924 T = 338 MeV = 0.0084.

= 0.9257.

I L L L L I L L L L I
1 2 g* 3

Abbildung 7.20: [5|(g) fitr fo(1500) — 77

(7.52)

(7.53)

(7.54)

g [ms]

41



Kapitel 7 S¢¢-Theorie in 3. Ordnung

g[mg]
9?;'<1soo> f, (1500)
Abbildung 7.21: Vergleich von T" und T,y fiir fo(1500) — 7
Es ergibt sich hier fir g,:
g« = 2.2831. (7.55)
Fir die dem Zerfall zugrunde liegende Kopplungskonstante ergibt sich:
gntl
9s.(1500) = 0.4639 9?5%1500) —0.4624 U500 _ 9968 . (7.56)
9 £0(1500)
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8 Zusammenfassung

Das Ziel dieser Bachelorarbeit war es, einen Uberblick iiber die Gréfie der, durch Ein-
beziehung des Loop-Level-Diagrammes entstehenden, Korrekturen zu erhalten. Die Er-
gebnisse sollen eingrenzen, wann diese Korrekturen wichtig oder sogar dominant sind.
Der Einfluss der Korrekturen ldsst sich gut mit Hilfe von ¢’ und ¢” einschatzen. So gilt
fir ¢’ gerade I,y = 1.331, die Korrekturen sind also fiir die Berechnung wichtig je-
doch nicht dominant. Fir ¢” beginnen die Korrekturen gerade dominant gegeniiber den
Berechnungen in erster Ordnung zu werden (es gilt hier I',,; = 2I"). Wie anhand von
Tabelle zu sehen werden die Korrekturen, abhédngig von der Massenkonfiguration, ab
etwa 1.6 — 2.2 mg wichtig und ab etwa 2.2 — 3.4 mg dominant.

Fiir sehr kleine Massen m,, liegt diese Grenze natiirlich niedriger, es wurde jedoch ge-
zeigt, dass die Korrekturen selbst fiir my = 1072 mg erst ab etwa 0.65mg dominant
sind. Praktisch diirften die Korrekturen daher nur sehr selten, wenn tiberhaupt fiir Wer-
te von g < mg, eine nennenswerte Rolle spielen.

Welchen Einfluss die Korrekturen bei realen Zerfallskanédlen haben, sollte nun anhand
der Zerfalle von fo(500), f6(980), fo(1370) und f5(1500) in Pionen gezeigt werden.
Zusétzlich wurde fiir den Zerfall von f;(500) die Berechnung ein weiteres Mal mit end-
lichem (niedrigen) Cutoff durchgefiihrt, um dessen Auswirkungen auf die Ergebnisse
zu betrachten. Dies ist dann wichtig, wenn die beobachteten Teilchen eine endliche,
raumliche Ausdehnung haben (beispielsweise wenn wie hier Hadronenzerfélle betrachtet
werden).

Fir f,(980) und fy(1500) stellen sich die Korrekturen, wie aufgrund der vorherigen Er-
gebnisse und des sehr kleinen Verhéltnisses von Zerfallsbreite und Masse bereits erwartet,
mit 1.22 % beziehungsweise 0.032 % als sehr gering heraus.

Fir fy(1370) ist das Verhéltnis bereits deutlich grofler, hier sind die Korrekturen mit
7.43 % bereits im hohen einstelligen Prozentbereich und damit fiir genaue Rechnungen
durchaus wichtig.

Fir fy(500) zeigt sich nun wiederum, dass die Korrekturen sehr grofl sind, die Loop-
Level-Kopplungskonstanten ist um 24.57% kleiner. Fiir diesen Zerfalll sollte also bereits
bei einer Abschitzung das Loop-Level Diagramm einbezogen werden.

Stellt man die Berechnung mit endlichem Cutoff an, so stellt sich heraus, dass sich die
exakten Werte zwar durchaus verdndern, die Anderungen sind jedoch nicht so grof dass
die Ergebnisse drastisch abweichen. Die Kopplungskonstante wird bei dem angenomme-
nen Cutoff A = 0.95GeV um 6.47 % grofier.

In allen Varitionen fallen die Korrekturen kleiner als 33% aus.
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Als letztes ist die Genauigkeit der hier erhaltenen Ergebnisse zu beurteilen.
Theoretisch sollten die numerischen Berechnungen mit beliebiger Genauigkeit durchfiihr-
bar sein. Bei den im Rahmen dieser Arbeit durchgefiihrten Berechnungen trat jedoch
das Problem auf, dass die numerischen Berechnungen des Integrals fiir Winkel sehr nahe
0° beziehungsweise 180° chaotisch wurden. Die Winkelintegration wurde daher nur von
—0.99999 bis 0.99999 durchgefithrt. Da das Impulsintegral bei diesen Winkeln etwa von
der Grofle 0.1 — 2 ist, abhédngig von der Massenkonfiguration, entstehen dadurch Fehler
der GroéBenordnung 1072,

Die Ursache fiir diesen Fehler liegt vermutlich darin begriindet, dass sich fiir diese Winkel
jeweils der dritte Pol auf den ersten und der vierte Pol auf den zweiten Pol verschiebt.
In diesem Fall entsteht zwar an gleicher Stelle im Zéahler eine Nullstelle (schaut man
sich P, P, und P3 an, so befinden sich an diesen Stellen auch nur einfache Pole), die
numerische Berechnung kann dadurch allerdings problematisch werden.

Im Rahmen dieser Arbeit wurde eine Genauigkeit von 4 Nachkommastellen allerdings
als ausreichend betrachtet.

Abschlieflend lésst sich sagen, dass die Korrekturen in (fast) allen betrachteten Féllen
klein sind. In Einzelfillen koénnen sie allerdings durchaus relevante Dimensionen errei-
chen, wie am fy(500) Zerfall zu sehen ist.

In zukiinftigen Arbeiten sollte dieses Thema also auch fiir Wechselwirkungen mit Ablei-
tungen und nicht-skalare Teilchen aufgegriffen werden.
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Anhang A

Feynmann Regeln des S¢¢-Modells

1 2 1 m?
L = 5(0,9)(9"5) = T+ 5(9,0)(9"0) — 56 + g5¢”
Aus der Lagrange-Gleichung folgen nun die folgenden Regeln:

e Jeder Vertex erzeugt einen Faktor ig(2m)" 6™ ({pin} — {pout})

e Jede innere Linie erzeugt einen Faktor i(p? — m? + ie) ™!

e Am Schluss muss iiber jeden inneren Impuls p mit [ d*p/(27)* integriert werden






Anhang B

Numerische Berechnung des Imaginarteils des dritten
Pols
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M:=2'\/mz+k2

pli2[kl , x ]:= —
8'\/k12+n'?

(k12 -2k2+ kK1 x)

(k1-k-ie) (kl+k+ie) (mF+k? (1-x?)) (k1-pole3[k, x]-ie) (k1-pole4d[k, x] +ie)

—2km?x+kM2x—kM—\,4k2+m?(3+x2)

2 (-K2 -7 + K2 22)

—2km’-x+kM2x+kM—\[4k2+mz(3+x2)

2 (-K? - i? + K2 x2)

pol e3[k_, x_1:

poled[k_, x_1:

| mrklz pl 12[k1, x] dK1 =
0
-:'mrklz (-8 (k1-k) (k1-k) -& (k1-pole3[k, x]) (k1-pole3[k, x1)) pl2[kl, x] dkl
0

pl2[kl_, x_]:=
1 (k1% -2Kk2+ kklx)

8\ KiZ e (k1-k) (k1+k) (nf+k? (1-x2)) (k1-pole3[k, x]) (k1-poled[k, x])

Ful I Sinplify[Linit][(-(k1-pole3[k, x1)) k12 p12[k1, x].
{k1 > pol e3[k, x]}, Assunptions - k >0 & m> 0]]

- [k [orescmt i Jawo (s |
[rﬁ‘ (1+X2)+k4 2+6X -nt A/ k? +n? X«/4k2+n? 3+X
@ [n (34652 t) kot x (302) 4k2+m2<3+x2>]]]/

16\ K2 ent (nf - k% (-1+x2))2[ak?+nt (3+42)

[-m?<1+x)+kz(- “2+x) mm]
[—n‘?(—1+x)—k2(—l+x (2+x)) WW]

2 (2k2X+rr?x—x/k2+m? Jakeint (342 ]2

-2 (1))

"

viil



2| Anhang B.nb

ntegrate k(260 xontx =it T (@e27) |

[ (1 022) +k4 (24622) -nf ViZ ot x[AKT i (3420) +
kz[m?(3+6x2+x4)—\/k2+n? x (3+x) 4k2+m?(3+x2)])]/

16k s P (nf -k (-1+2))2y[4KE40F (3+2C)

[—I’l’lz(1+X)+|<2(—1+(—2+)()x)+'\/k2+l’l’l2 ‘\’4k2+m?'(3+)(2))
n?< Tax)-K2 (-1+x (2+30) + VK241 A[4kZ4n? (347 )

2k2x+m7'x VKZ +nf /4 kZ+n? 3+X )

(1F -1 (-1067))’

L -1, 1]

k:=\/ /4-.12

m:=.

NI nt egrate[

2
Sign[Mr2-2mr2 -2k pol e3[k, x] x] _[k (2k2x+m2x-\/k2+m? m]

(rﬁ‘(1+xz)+k4 2+6x ﬁmxm
@ (1 (5054 2) N % (300) Voo (5] )]/

16 VK2 sn? (nf-K2 (-1+x2))?[4K2+1? (3+2)

(—rﬁZ L+x) +k?2 (-1+ (-2 +x) x)+‘\jk2+m2 -\[4k2+m°'(3+x2)]
(—m2 (-1+x) -k? (—l+)((2+x))+'\/k2+m2 «/4k2+n’\2(3+x2)]

@ (242 x ot x - VKT AR w1 (34 27) |

(1 =17 (-1+67))’

nt +

v i -1, l}]

-0.993018
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