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Vorwort

In jedem Lehrbuch der Quantenfeldtheorie, sowie in jeder Einfithrung in dieses uniiberschau-
bar grofle Themengebiet der Physik werden die Bewegungsgleichungen, und Lésungen die-
ser, fiir Teilchen ohne Spin (Klein-Gordon-Theorie), Spin-% (Dirac-Theorie), Spin-1 (Proca-
/Maxwell-/ Young-Mills-Theorie) und in selten Fillen fiir Spin-3 (Rarita-Schwinge-Theorie)
ausfiihrlichst besprochen und bis in die kleinsten Details diskutiert. Hiufig werden diese Theo-
rien im Zusammenhang mit den Symmetrien der Natur erldutert, wobei eine strikte Herleitung
aus der fundamentalsten Symmetrie-Gruppe, sprich der Poincaré-Gruppe, in den seltensten
Fallen erfolgt. Was jedoch so gut wie nie Erwdhnung findet, und wenn, dann héufig dem Leser
zur Erprobung seiner Féhigkeiten iiberlassen wird, ist die prinzipielle M6glichkeit, auch Teil-
chen hoéheren Spins durch Bewegungsgleichungen zu beschreiben, Lagrangedichten fiir diese
aufzustellen, und daraus die Eigenschaften der jeweiligen Systeme zu folgern.

Um hieriiber mehr zu erfahren, ist, nach meiner eigenen Erfahrung, einiges an Recherchear-
beit notig, wobei das Material hdufig sehr uniibersichtlich und selten als einheitliche Theorie
prasentiert ist, ganz abgesehen von den verschiedensten notationellen Problemen, die sich
ergeben.

Als ich mich fiir eine Bachelorarbeit auf dem Gebiet der Quantenfeldtheorie und speziel-
ler Hadronen-Physik entschied, hatte ich von alledem nur einen sehr vagen Eindruck. Meine
Entscheidung, mich mit den Zerfallsbreiten von Pseudo-Tensormesonen zu beschéaftigen, war
dementsprechend mehr auf “Gut Gliick, als in vollem Bewusstsein, worin meine Arbeit miin-
den wiirde. Im Nachhinein bin ich sehr froh mich fiir tensorartige Teilchen entschieden zu
haben, da ich mir so auf einem relativ neuen Gebiet eine gute Ubersicht iiber den aktuellen
Stand verschaffen konnte und ggf. selbst zu einer Weiterentwicklung beitragen kann.

Der Leser wird schon durch den Titel und nach diesem Vorwort nicht mehr {iberrascht sein,
dass ich mich zunéchst einmal von Grund auf mit der Theorie fiir ein Teilchen mit Spin-2
beschéftigen werde und der Fokus nicht, wie urspriinglich gedacht, auf der Wechselwirkung
von Mesonen und deren theoretische Beschreibung liegen wird. Diese Arbeit soll vielmehr
ein Versuch sein die theoretischen Ansétze, welche es auf dem Gebiet bereits gibt, auf ei-
ne gemeinsame Ebene zu bringen und miteinander, auch durch eine einheitliche Notation,
zu verkniipfen, um vielleicht so dem interessierten Leser ein schliissiges Bild vom Potential
und den Moglichkeiten der Theorie von Spin-2 Teilchen zu iiberzeugen. Zudem war es mir
wichtig die Theorie so aufzuziehen, dass auch fiir angehende Physiker, welche sich bisher nur
mit den etablierten oben genannten Theorien auseinandergesetzt haben, die Analogien zwi-
schen diesen und der hier préasentierten Theorie offensichtlich werden. So werde ich mit einer
Einfiihrung und Wiederholung der klassischen Feldtheorie beginnen und in ihrem Rahmen
die Konsequenzen (Erhaltungssitze) kontinuierlicher Symmetrien der Natur erldutern. An-
schliefiend sollen diese Konzepte auf den klassischen speziellen Fall des Spin-2-/Tensor-Feldes
ibertragen werden und spezielle Aspekte erlautert werden. Die Beurteilung, in wie weit es
mir gelingt die Bewegungsgleichungen zu motivieren, sei dem Leser selbst tiberlassen. Im drit-
ten groflen Teil werde ich einen Versuch wagen, das Spin-2-Feld kanonisch zu quantisieren,
die Kommutatorrelationen herzuleiten/aus Analogien zu postulieren und in Form der quan-
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tisierten Erhaltungsgrofien zur Anwendung zu bringen. Der vierte Teil wird einen Einblick in
mogliche Anwendungsgebiete geben und im Speziellen die einzelnen Moglichkeiten, Mesonen
durch diese Theorie zu beschreiben, aufzeigen. Abschlieffend wird sich der letzte Teil damit
befassen, die Konzepte auf Zerfille von Mesonen zu iibertragen und auf ihre experimentelle
Rechtfertigung zu priifen.

Ich wiinsche viel Spafl beim Lesen meiner ersten wissenschaftlichen Arbeit.
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Notationen

Einheitensystem

In der Hochenergiephysik ist es tiblich in den “Natiirlichen* Einheiten zu rechnen. Diese sind
dadurch definiert, dass die fundamentalen Konstanten auf den Wert “1¢ gesetzt werden':

h=c=kp=1.

Als Konsequenz erhélt man, dass z.B. Masse und Energie die gleiche Einheit haben. Weite-
re wichtige Relationen sind: Einheit der Zeit entspricht Einheit der Linge und Einheit der
Energie ist gleich Einheit der inversen Lange.

Metrik
In dieser Bachelorarbeit wird die Metrik stets wie folgt gewéhlt:
1 0 0 0
0 -1 0 0
Jur =3 00 -1 0
0 0 0 -1

In der gesamten Arbeit gilt Einsteinsche-Summenkonvention. Summiert wird hier iiber rémi-
sche und griechische Indizes. Erstere stehen fiir die Komponenten rdumlicher Drei-Vektoren
und letztere fiir die Komponenten von Vier-Vektoren der Minkowski-Raumzeit. Falls die In-
dizes anders verwendet werden, wird darauf hingewiesen. Nicht indizierte Buchstaben kénnen
sowohl Skalare als auch Vier-Vektoren sein, was jedoch aus dem Kontext klar wird. Drei-
Vektoren sind wie iiblich durch den Vektorpfeil gekennzeichnet.

Spéter wird auch die vollstindige Kontraktion wichtig werden. Aus Griinden der Ubersicht
wird T' =T}, # geschrieben.

Vier-Vektoren hédngen mit Drei-Vektoren durch nachstehende Relation zusammen:

ot = (t,f)T ,
z, = g’ = (t,—7) .

Des Weiteren definiert man den/die Vier-Gradient/Vier-Divergenz sowie den d’Alembert-
Operator als:
0 0 =
a = — = P
o Qgm (8t’v> ’

9 g =\7
w_— =~ [
g ox,, (8t’ V) ’
32
— — A
ot?

'Die Herleitung hierfiir und viele weitere Grundlagen, auf welchen diese Arbeit beruht, findet man in [19].

0 = 9,0" =




Pauli- /Dirac-Matrizen

Die Pauli-Matrizen sind wie gewohnt definiert durch:

10 0 1
0 —i 1 0
72=\i o)~ 2= \o -1/~

Zudem werden spéter die sogenannten Dirac-, oder auch Gamma-Matrizen benétigt. Hier sei
die Standarddarstellung gewéhlt:

5_ ooyt — 0,128 (01
V=0 =iy (1 0) :
An dieser Stelle lohnt es sich auch einige niitzliche Relationen der Dirac-Matrizen anzugeben:
(A e = Y =291
(V" =+ =0,

() =1.

Fouriertransformation und Deltafunktion

Eine immer wieder zur Verwirrung fithrende Kleinigkeit in der Quantenfeldtheorie ist die
Verteilung der 27-Faktoren iiber gegebenen Formeln. Um hier zumindest erste Fehler zu
vermeiden, definiere ich die Fouriertransformation dadurch, dass die Hélfte der 27-Faktoren
der Hin- und die andere Hélfte der Riicktransformation zugerechnet wird:

d*k . ,
fla) = mg(kkﬂ’“ ,
- d4z .
f(k) (z)e™ .

vV 27‘(’4
Hiermit ldsst sich die Deltafunktion, welche hier von zwei Orten abhéngen soll, durch ihre
Fouriertransformierte ausdriicken:

d*k d*r
Vi 27‘(‘4 V/ 271'4

d4k —ik(z—2x)
:/(277)4e ’

54(.T . 1'/) _ (54(]{7 _ k/)e—ikﬂce-‘rik’x’
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1. Lagrangeformalismus fiir klassische Felder

1. Lagrangeformalismus fiir klassische Felder

Die Arbeit des theoretischen Physikers l&sst sich in wenigen Worten {iberspitzt zusammen-
fassen. Er versucht Gleichungen aufzustellen und zu losen, welche die Objekte unseres Uni-
versums beschreiben.

In der Punktmechanik wird dies realisiert, indem man alle Objekte einzeln in Gleichungen
erfasst, und anschlieBend dieses hoch komplexe Gleichungssystem zu l6sen versucht. Geht
jedoch die Anzahl der Teilchen gegen Unendlich, bzw. sind diese fest/dicht aneinander gekop-
pelt, so lassen sie sich als kontinuierliches System beschreiben (z.B. ein Trommelfell, oder ein
Behélter mit Wasser). Um dies zu realisieren, lasst man, wie bereits gesagt, die Anzahl der
Teilchen gegen Unendlich gehen und gleichzeitig die Masse derselben, sowie deren Absténde
gegen Null laufen. Aus diskreten Indizes fiir die einzelnen Partikel wird ein kontinuierlicher
Parameter und aus den einzelnen Positionen der Teilchen wird eine stetige Funktion.

1.1. Euler-Lagrange-Gleichung

Dieser und der folgende Abschnitt sind weitestgehend aus der Vorlesung iiber Quantenfeld-
theorie von Herrn Rischke [19, S.22 ff] und dem Buch tiber den “Erweiterten Hamilton-
Lagrange-Formalismus“ von Herrn Struckmeier [18] iibernommen und sollen, zusammen mit
dem Abschnitt iiber das Noether-Theorem und Erhaltungssétze, als Einstieg in diese Arbeit
dienen. Um die Bewegungsgleichung eines kontinuierlichen Systems, im Folgenden nur noch
Feld ¢(z), herzuleiten, bedient man sich des hamiltonischen Prinzips, oder auch dem Prinzip
der kleinsten Wirkung. Man definiert sich hierzu eine sog. Lagrangedichte £, welche vom
Feld ¢(z) (oder auch mehreren Feldern ¢;(x)), der Vier-Divergenz des Feldes 0,¢(x) (der
Felder) und ggf. der Raumzeit = selbst abhiingen kann'2. Die Einheit der Lagrangedichte
ist eine Energiedichte, demnach Energie pro Raumzeitvolumen. Die Wirkung S ist wiederum
definiert als das Integral der Lagrangedichte iiber die komplette Raumzeit:

5= /c(qu,auqsf,x) i | (1.1)
Nun fordert man, dass die Variation der Wirkung verschwindet:

58 =0. (1.2)

Dies bedeutet, dass bei statischer Raumzeit dzx,, = 0 unter infinitesimaler Variation der Felder
¢r(x) + d¢r(x) obige Forderung (1.2) erfiillt ist. Dabei ist zu beachten, dass das Feld an den

'Wie man an dieser Stelle bereits sieht, wird diese direkt relativistisch kovariant formuliert. Man fordert
zudem, dass die Lagrangedichte ein sog. Lorentzskalar ist, jedoch dazu spéter mehr.

2Zudem sei hier noch einmal angemerkt, dass es sich in der Notation ¢y (z) stets um Komponenten beliebig
vieler Felder, von beliebigen Charakter handelt. “I“ lauft hier von “1 bis N“, wobei N die Anzahl aller
Komponenten aller Felder ist. So konnte ¢;(x) zum Beispiel fiir die Komponente eines Spinors, jedoch auch
fiir den Eintrag eines Lorentz-Vektors stehen.



1. Lagrangeformalismus fiir klassische Felder

Réndern nicht variiert wird, d¢r|yp = 0. Man benétigt hierzu auBerdem die Variation der
Vier-Divergenz des Feldes, welche sich wie folgt berechnen lésst:

or(z) = @1(x) = ¢r(z) +6¢1(z) | (1.3)
0®;(x)  0¢r(x) 0
ozv  Oxv + ox” 291(x)

68¢]($) . a‘I)[({E) _ 6¢1(x)
oy Oav oxv

() -

Jetzt lasst sich die Variation durchfiihren:
0= 68 (1.4)
= [ L1 0,01.2) d'
= [ 62(01.0u61,2) a'a

= [ (G501 + s gitewen) a'e
_/ (am o e aav5¢f> dle
_ (% OL 54, da +/a Do av 5; d'a
- ¢5¢ d'e +/a ( ajbl)(sm) 1y
- o050 (5am)
= 55 (5 <8f¢1 ¢’) e e
- o050 (57 m)) dle

- / (aqbf aiv ( (afqbz)» Sor d'

Da alle Felder unabhéngig variiert werden, muss der Integrand verschwinden. Das Resultat
bezeichnet man als Euler-Lagrange-Gleichung fiir Felder und stellt deren Bewegungsgleichun-
gen dar:

oL oL
0=0——————. (1.5)
8(8V¢I ) 091
Lagrangedichten beinhalten demnach die gesamte Information des physikalischen Systems.
Sie liefern nicht nur die Bewegungsgleichungen, sondern z.B. auch die Symmetrien.



1. Lagrangeformalismus fiir klassische Felder

1.2. Nicht-Eindeutigkeit durch Oberflachenterme

Im Folgenden wird gezeigt werden, dass Lagrangedichten nicht eindeutig sind. Sie sind nur bis
auf einen Oberflaichenterm genau bestimmt. Was dies heiflt, kann man folgender Rechnung
entnehmen. Man definiert sich hierzu eine Funktion f#(¢7(x),x). Eine gegebene Lagrange-
dichte £ soll um die Divergenz dieser Funktion zu einer neuen Lagrangedichte £’ erganzt
werden:

o1 (61(2),7)

o (1.6)

L'(¢1,001,2) = L(d1, 001, 2) +
Nun wird gezeigt, dass dies die Bewegungsgleichung (die Physik des Systems) nicht dndert:

oL oL’
0=0,— ot — 2=
8(6V¢I) a¢[

_a oL oc ) A Ouft)  O0uf*)
- Y00yer) 091V 0(0,0r) 01

(1.7)

o [ofm o fn o (ofn afn
—o 0 (g 90 )L (0 08
8(8V¢I) <8¢I ,u¢1 Ozt e:cpl) 6(}5] <a¢l #gbl Ozt expl)
0 f”) o o afr
— 9, - Budy — — 21
(8¢I 091091 ko1 0pr O | ey
o2 fr a 9f+ o2 fr o of+
LA S P il B — 291
061061 "1t 061 059 |y~ 061001 V1T 061 07 |y

=0.

1.3. Das Theorem von Emmy Noether

Das Noether-Theorem ist eines der fundamentalsten Theoreme der Physik (und fiir mich eines
der faszinierendsten Dinge im Allgemeinen). Aus diesem Grund soll es hier auch diskutiert
werden. Zudem bietet es eine Basis fiir weitere Uberlegungen, welche in dieser Arbeit gefiihrt
werden, jedoch auch die Grundlage fiir Diskussionen, welche sich an diese Arbeit anschlieflen
konnen. Die Version, welche hier vorgestellt wird, ist ein Zusammenschnitt aus dem Buch
Feldquantisierung von Herrn Reinhardt und Herrn Greiner [10, S.46-50] und der Vorlesung
Quantenfeldtheorie von Herrn Rischke [19, S.24-33].

Das Noether-Theorem besagt:
Zu jeder kontinuierlichen Symmetrietransformation gehort ein Erhaltungssatz fiir eine physi-
kalische Grofle, die sich aus der Lagrangedichte bestimmen lésst.

Als Ausgangspunkt betrachtet man infinitesimale Transformationen der Koordinaten. Es ist
ausreichend infinitesimale Betrachtungen zu machen, da sich kontinuierliche Transformatio-
nen aus unendlich vielen Infinitesimalen zusammensetzen lassen:

), =@, + 0y, (1.8)



1. Lagrangeformalismus fiir klassische Felder

Die Anderung des Feldes und der Lagrangedichte sei folgendermafen gegeben, wobei ¢ fiir
eine infinitesimale Anderung steht:

¢1(2') = ¢r(z) + 6¢r(z) (1.9)
£ (¢, 0,0/ (2'),2') = L (6(x), Bud(2),7) + 6L () - (1.10)

Aus Platzgriinden wird im Folgenden nur die z- und 2’-Abhéngigkeit beriicksichtigt.
Auflerdem definiert man sich eine weitere Variation, die jedoch die Koordinatentransformation
nicht beriicksichtigt:

dr(x) = ¢ (x) — ¢1(x) . (1.11)

Diese héngt mit Ersterer zusammen. Man benutzt zum Einen die Taylorentwicklung von
@7 (2") um 2 und ersetzt spéter in nullter Ordnung ¢ (z) durch ¢(z):

dr(z) = ¢p(x) — ¢p(a’) + ¢ (2') — br(x) (1.12)

= d¢1(x) — (¢7(2) — ¢ (2))

~ b61(x) - (¢3<x> $ 2D ()10 () - ¢>’1<x>)

Oz,
_ 0¢1(2)
Oz,

=d¢1(x) 0y .

Analog stellt man auch die Relationen fiir die Lagrangedichte auf:

6L(z) = L' (z) — L(x) (1.13)

5L(x) = o) — 2E@)

. 1.14
6(13# 5x# ( )

Spéater wird auch die Vertauschbarkeit der Ableitungen und der verschiedenen Variationen
benotigt. Dies soll daher hier schon betrachtet werden.
Man sieht sofort an (1.11), dass dies erfillt ist:

S RN <a¢1(x)> . (1.15)

oz, 0z,
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Fiir die am Anfang definierte Anderung des Feldes (1.9) gilt dies nicht ohne Weiteres. Man

benétigt fiir die Rechnung, dass % =gl + ({Z)%f gilt.

0 o ,,, 0
87%5@(33) = 87:@(;5](:6 ) — @@(%) (1.16)
_ (991(2")  9¢i(x) N o¢r(z’)  0¢7(a')
Ox), Oz, oz, Ox),
_s 0pr(x) N oz, 0¢ (") B I (2))
N oz, Oxr, 0x) Ox),
[ 091(x) IPy(x') 0oz,
=0 < Oz, ) + oxr, Oz,
[ 091(x) 0¢r(x) oz,
N 5( ox,, ) + oz, Oz,

Der néchste Schritt ist nun der Entscheidende. Man fordert, dass die Transformationen (1.8)
und (1.9) das Wirkungsintegral invariant lassen:

0=68 = /,C/(:z/) a2’ — /E(x) d*z . (1.17)

Dies gilt es nun zu berechnen. Dafiir ist es notwendig zu wissen, wie sich die Funktional-
determinante verhélt. Diese Rechnung wird hier vorgefiihrt. Benotigt wird lediglich, dass
In(det(A)) = tr(In(A)) gilt, sowie die Reihendarstellung des Logarithmus in nullter Ordnung
In(1 + x) = 2 + O(«?) ist. AuBerdem werden Terme hoherer Ordnung vernachlissigt:

oz’
Ozt

dz’ = d*z (1.18)

= |g! + 9,02t d*x

= det (g% + 0,62") d*x

= exp (In (det (g¥ + 8,021))) d*x
= exp (tr (In (g + 9,02"))) d*z
= exp (9,02") d*z

= (1+9,02")d* .
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Unter erneuter Vernachlédssigung von Termen hoherer Ordnung im zweiten Schritt der néchs-
ten Rechnung erhélt man schlieflich:

0= / 5L(x) d' + / 5L(x)0,62" d'z (1.19)
+/£(m) d%—i—/ﬁ(m)@udx“ dtz — /E(m) d*z
= /5£(x) d4$+/£(x)<9#5x“ diz
- / <5£(x) + (9;5)53:“) d%—l—/ﬁ(x)a;j: d*x

_ / <Sc(x)+aiL(c(x)5xﬂ)) dz .

Als néchstes muss man die Variation der Lagrangedichte in der letzten Zeile ausfiihren und
in Ausdruck (1.19) einsetzen:

o) = St o+ 5o ()

| 9L(x) & 0 ([ OL(x) \ % .
B [ 01 0¢1(z) dx,, (8(8/‘¢1)>6¢I( )1

0 (D) Y 5y DD O (5

0, \0 (9161) 9 (01dy) oz,
_|0L(z) O ([ OL(z) o 9 [ 9L(x) - i
- [ 0dr Oz <6(6#¢1)> 09r(@) + oz, {3(8/@1)&5[( )} '

Der letzte Schritt besteht darin, Gleichung (1.20) in Gleichung (1.19) einzusetzen. Da das
Integrationsvolumen beliebig ist, fordert man, dass der Integrand verschwindet:

OL(x) 9 ( IL(w) |5 0 [ 0L(x) - B
l 061 O, <6(8M¢1))] 091() + 5, {a(au@)é@(””)“(@‘;x”} =0.  (121)

Man sieht sofort die Euler-Lagrange-Gleichung im ersten Term der Gleichung und kann diesen
demnach vernachléssigen, da er fiir sich bereits null ergibt. Zusammen mit (1.12) erhélt man
schlieBlich eine Kontinuitétsgleichung:

0 OL(x) 0dr ) } _
b { s <5¢,(x) SoLsn, )+ L(x)da,| 0. (1.22)
Dies lédsst sich noch einmal schéner zusammenfassen zu:
2 @) =0 (1.23)
dz, u =0. .

Man bezeichnet das so definierte Vektorfeld als erhaltenen Noether-Strom:

_ 0L(x) 0L(x) 0o y
@) = 5 0 (x) - <a(au¢,) o g,wc(x)) 5a” . (1.24)
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Man kann schon jetzt den Klammerterm im Noether-Strom mit dem Energie-Impuls-Tensor
©,,, identifizieren:

0L(x) O¢r
= —— — Qv : 1.2
Our = G amgr) o~ IE) (1.25)
Der Noether-Strom lasst sich dann knapp zusammenfassen zu:
0L(x)
= —t —0,,0z" . 1.
fulx) 8(8“¢1)6¢I(x) Oox (1.26)

Kontinuitatsgleichungen sind an sich schon Erhaltungssitze, jedoch in differentieller Form
und hier raum- und zeitabhéngig. Fiithrt man eine Volumenintegration iiber Gleichung (1.23)
durch, so kann man die erhaltene Grofle herleiten:

0= / aibfu(w) d3x (1.27)
:/aafo(m) Bz~ [ Vf(r) Bz
0
_ 820 / fola)dPz — j{ Flx)dd . (1.28)

Da der Strom im Unendlichen verschwinden soll, fallt das Oberflichenintegral weg und iibrig
bleibt die zeitliche Erhaltungsgréfie G des Noether-Theorems:

G := /fo(:v)d?’x : (1.29)
oG
55 =0 (1.30)

1.4. Symmetrien und Erhaltungssatze

In diesem Abschnitt soll das Ergebnis des Noether-Theorems explizit auf zwei Félle angewandt
werden. Die Resultate werden einem aus der klassischen Punktmechanik bekannt vorkommen.
Zudem werden sie spéter in dieser Arbeit ben6tigt. Auch dieser Abschnitt stammt noch aus
dem Buch “Feldquantisierung“ [10, S.50 ff].

1. Translationsinvarianz

Translationen in der Raumzeit kénnen durch einen infinitesimalen Verschiebungsparameter
et dargestellt werden. Die Invarianz unter solchen Transformationen ist extrem wichtig. Sie
folgt aus der Homogenitét der Raumzeit:

ot =gk et (1.31)
Man fordert, dass die Form der Felder unveréndert bleiben soll, demnach d¢;(x) = 0:

o7 (2') = ér(x) . (1.32)
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Die differentielle Erhaltung des Noether-Stromes lautet konsequenterweise:

0
—0,]e"=0 1.33
( 8SU“ I ) € ( )
0,0 =0.
Die integralen Erhaltungsgtfien sind in nachstehender Gleichung enthalten:
P’ = /@Ol’(as)d?’x = const. . (1.34)
Betrachtet man rdumliche und zeitliche Anteile des Vier-Vektors getrennt, so erhélt man die
Energie, bzw. die Hamilton-Funktion des Systems, sowie in den rdumlichen Komponenten den
Impuls des Feldes. Diese werden spéter fiir den Spin-2-Fall berechnet.

Energie/Hamilton-Funktion:

H= / 0% (2)d (1.35)

- / (a(gf@) 8%? : _£> &

Impuls:

P = [e%(@)d’ (1.36)
B oL  O¢r(x) 3
B /<3(30¢1) Ox; ) &
2. Lorentzinvarianz

Die Forderung nach Lorentzinvarianz ist die Forderung nach Isotropie der vierdimensionalen
Raumzeit. In der nicht relativistischen Punktmechanik wurde sich nur auf die rdumlichen
Komponenten, sprich Drehungen um die drei Achsen beschriankt. Vierdimensional verall-
gemeinert kommen noch die Boost-Transformationen hinzu, welche rdumliche und zeitliche
Komponenten miteinander verkniipfen. Auch diese vierdimensionalen “Drehungen® haben ei-
ne infinitesimale Darstellung:

ot =2t 4 swx, . (1.37)

Die Matrix dw"” besteht aus den vierdimensional verallgemeinerten, infinitesimalen Drehwin-
keln. Die Antisymmetrie folgt aus der Invarianz der Liange des Vektors z# unter Transforma-
tionen:

o), = (2t 4 0w x,) (T + dwpraT) (1.38)
=zt + 0w r 2 + dwyrrT 2t 4+ O (1'2)
=z, 2t + 2z 2,00

=z 2t + xuz, (W + 6W)
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Offensichtlich ist jetzt:
St = —ow"H . (1.39)

Nun benétigt man das Transformationsverhalten der Wellenfunktion bzw. des Feldes. Man
macht hierzu den Ansatz, dass das transformierte Feld linear von den Drehwinkeln abhéngt:

$1(a") = 61(2) + 50wey (1) 65(2) (1.40)

Wie schon zu Beginn der Bachelorarbeit erwédhnt, transformieren sich die Felder als irreduzi-
ble Darstellung der Lorentzgruppe. Die (I7)7; sind die zugehorigen Matrixdarstellungen der
Generatoren zu den jeweiligen Transformationen. Sie beschreiben wie die einzelnen Elemente
eines vielkomponentigen Feldes mischen. Auf Grund von (1.39) kann man die Generatoren an-
tisymmetrisch ansetzen. Die Generatoren erfiillen die Algebra der Lorentzgruppe®. Sie lassen
sich durch Koeffizientenvergleich mit dem tatsachlichen Transformationsverhalten des Feldes
bestimmen.

Im Falle des skalaren Feldes weifl man, dass sich dieses wie folgt transformiert:

¢(@) = 6(a) . (1.41)
Vergleich man dies nun mit dem allgemeinen Ansatz, welcher fiir ein skalares Feld zu
1
&'(2") = o(z) + 55%,7(1*”7)(/)(95) : (1.42)

wird, so sieht man, dass die Generatoren alle gleich null sind. Als zweites nicht triviales Beispiel
soll das Transformationsverhalten des Vektorfeldes betrachtet werden. Es transformiert sich
unter infinitesimalen Transformationen wie folgt:

AL(LL'/) =A,(x) + owu A (x) . (1.43)

Der allgemeine Ansatz mit Hilfe der Generatoren wird fiir das Vektorfeld zu:
Al(2)=A LS (197)  AY 1.44
W) = Au(@) 4 Sowas (197) | A¥(@). (1.44)

Durch Koeffizientenvergleich und Ausnutzen der Antisymmetrie der Generatoren (in den In-
dizes o und /3, was aus der Antisymmetrie von dwqp folgt), erhélt man fiir die Generatoren
folgende Darstellung:

(Iaﬂ)“” = g™tgP" — g Pt (1.45)

Um zu sehen, dass dieses Verfahren tatséchlich auf alle Arten von Feldern angewandt werden
kann sei hier noch das infinitesimale Transformationsverhalten fiir Spinoren

1
V(&) = () — o0 i(a) (1.16)
mit
i 17
V= B 7], (1.47)
3Siehe fiir weitere Details [10, S.52] oder [11, S.451-482].

ot
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sowie der Ansatz fiir Spinoren
1ot 1 af
¥(a') = Y(@) + 50was (177) v(x) (1.48)
gegeben. Dies liefert auf die selbe Art folgende Generatoren:
o8 = —%aaﬁ (1.49)

Die Generatoren fiir Tensor-Felder werden spéter in dieser Arbeit im Zusammenhang mit dem
Spin hergeleitet (2.46).

Nach diesem Einschub sollte man jedoch nicht das Ziel aus den Augen verlieren: die Er-
haltungsgrofle. Jetzt ist es von Neuem ein Leichtes den Noether-Strom zu allgemeinen Lor-
entztransformationen aufzuschreiben und auch zu verstehen. Man findet:

oL 1
9 (0er) 2

Der letzte Term kann noch ein wenig umgeschrieben werden. Man verwendet nur den anti-
symmetrischen Anteil und erhélt:

oL
9 (1) 2

Es ist sinnvoll im néchsten Schritt die infinitesimalen Drehwinkel, sowie einen Faktor %,
auszuklammern. Die/der erhaltene Grofie/Tensor lautet:

fulz) = 50.15,7 (IFM) 1y b5(x) — Opdw ™y, (1.50)

fulz) = 15%,7 (), 6 () — %M’v (Opuetty — Oz - (1.51)

oL
Myen(z) = Oppze — Opery + (8“(;5 ] (Ien)y da(2) (1.52)
Die integrale Erhaltungsgrofie ist:
oL
My (x) = Ogyxe — Opcry + (a%) ] (Ien)y da(2) (1.53)

Dies ist eine Art vierdimensionaler Drehimpulstensor. Beschriankt man sich auf die raumlichen
Komponenten, wird dies deutlich. Man kann dann eine Aufspaltung in einen Bahndrehim-
puls L,; und Spin-Anteil S,,;; vornehmen. Die Kontraktion mit dem Levi-Civita-Tensor liefert
schlussendlich die rdumlichen Drei-Vektoren des Drehimpulses und Spins.

Drehimpuls:

L, = / (O xn — Oonxy) 3z (1.54)

_ O¢r(z)  9¢r(x) 3
/a (@967) ( ozl T gm xl) &

Spin:

/6 (@) L)y 6g(x) Bz (1.55)

12
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Allgemeine Kontraktion fiir Drehimpuls-Tensoren:

J" = %Emnanl . (156)
Schon hier sieht man, dass nicht jedes Feld einen Spin tragen muss. So hat, da die zugeho-
rigen Generatoren verschwinden und der Spin ausschliefSlich von diesen abhingt, das skalare
Feld keinen Spin-Anteil. Der Drehimpulsanteil ist jedoch in jedem Fall vorhanden, da hier
die Generatoren keine Rolle spielen, sondern der Impulsanteil des Energie-Impulstensor die
zentrale Grofle darstellt.

Alle bisherigen Betrachtungen waren rein klassische Feldtheorie. Die einzigen Voraussetzun-
gen sind das Transformationsverhalten bzw. die Gruppenstruktur der Lorentzgruppe und
das Prinzip der kleinsten Wirkung gewesen. Dennoch tritt bereits hier eine Grofle auf, die
man normalerweise im Bereich der Quantenmechanik verordnet, bzw. im Zusammenhang mit
dieser zuerst entdeckt wurde: der Spin. Der Spin scheint, mir zumindest seit diesen Betrach-
tungen, schon eine klassische Grofie zu sein, die ein innerer Freiheitsgrad eines kontinuierlichen
Systems ist und sich allein aus dem Transformationsverhalten ergibt. Unsere Klassifizierung
des Spins als intrinsischer Drehimpuls kommt hier erst durch die Betrachtung der Einheiten,
sowie bei der Wechselwirkung mit Magnetfeldern, zustande. Dass es sich hier tatsidchlich um
den Spin handelt, kann man spéter gut an der kanonisch quantisierten Version mit Erzeugern
und Vernichtern erkennen.

1.5. Alternative Herleitung des Energie-Impuls-Tensors

Wie man bereits im Abschnitt iiber das Noether-Theorem (1.3) gesehen hat, lasst sich der
Energie-Impuls-Tensor aus dem Noether-Theorem herleiten. Man kann ihn jedoch auch durch
totales Ableiten der Lagrangedichte erhalten. Dies wird unter anderem in Herr Struckmeiers
Werk beschrieben [18].

9L _ 9L Od | OL (Dubr) | OL (57
ozt O¢y Ozt~ O(dupr) Ozt Ok | gy ’
Dies ldsst sich mit Hilfe der Euler-Lagrange-Gleichung (1.5) umschreiben:
oL  O¢r 0 0L oL 0? oL
v o1 + or_ (1.58)
dzv Ozt Ox¥ 0(0,¢1)  O(0,¢r) OxHOxY — OTH gy
Wenn man nun geschickt umformt, erhélt man:
0 oL 0¢r " oL
_ _ Rad 1.
0= g (6(8“@) oo~ E )T (1.59)
oo, o
N ozt ozt expl ’
Dabei wurde der Energie-Impuls-Tensor wie folgt definiert:
on = 9L 901 ShL . (1.60)

Y 0(0uor) Oxv

13
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Betrachtet man noch einmal Gleichung (1.59), so erkennt man, dass, falls das System nicht
explizit raumzeitabhéngig ist, es ein konservatives System ist. Es folgt dann Energie-Impuls-
Erhaltung, bzw. der Energie-Impuls-Tensor ist eine erhaltene Grofle.

AuBerdem sollte an dieser Stelle erwithnt werden, dass man den Tensor symmetrisieren kann®.

“Hierzu sei auf [10, S.55 ff] verwiesen.
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2. Das klassische reelle Spin-2-Feld

2. Das klassische reelle Spin-2-Feld

2.1. Bewegungsgleichungen und Zwangsbedingungen

Die Frage, die man sich nach dem einfithrenden Kapitel Uber den allgemeinen Lagrange-
formalismus (1) stellt, ist, wie man eine Lagrangedichte, welche ein Spin-2-Feld beschreibt,
konstruiert. Will man dies von Grund auf richtig machen, so sollte man bei den fundamen-
talen Symmetriegruppen der Natur starten. In der relativistischen Quantenfeldtheorie ist
dies die Poincaré-Gruppe. Diese besteht aus den beiden Untergruppen der vierdimensiona-
len orthogonalen Transformationen O(4), bzw. der eigentlichen homogenen Lorentz-Gruppe
L, (man unterscheidet sie durch die Wahl der komplexen oder reellen “0“-Komponente des
Vier-Vektors) und der vierdimensionalen Translations-Gruppe S. Allgemein sind Poincaré-
Transformationen alle von der Form:

P = A3 +a” . (2.1)

Wobei hier A, die Transformationsmatrix der Lorentztransformation und a” eine Verschie-
bung in der Raumzeit darstellt. Diese Transformationen lassen sich auch infinitesimal be-
trachten!. Fiir eine Lorentztransformation findet man:

™ = (gh 4 dwh)a” . (2.2)
Und fiir eine infinitesimale Translation ergibt sich so:
o't =t e (2.3)

Man kann so die Erzeugenden/Generatoren der beiden Untergruppen gewinnen. Mittels der
Generatoren lassen sich die endlichen Transformationen der Untergruppen durch unendlich
viele infinitesimale Transformationen darstellen. Die Generatoren der Lorentzgruppe I*” und
die Generatoren der Translations-Gruppe P* erfiillen eine Algebra, welche die Poincaré-
Gruppe definiert?:

[IOC/B,IMS} B — _gowjﬂé + goc(SIﬂ'y + 9571065 _ 9551047 ’ (24)
[P, PY]_ =0, (2.5)
1", P7]_ = Plg" — P’gh” . (2.6)

!An dieser Stelle sei angemerkt, dass die Poincaré-Gruppe auch die Raum- bzw. Zeit-Spiegelung enthalt.
Diese Transformationen lassen sich nicht aus infinitesimalen Transformationen zusammensetzen. Sie sollen
im folgenden Abschnitt vernachlissigt werden. Man wird jedoch sehen, dass sie spéter, im Rahmen des
CPT-Theorems, im Kapitel iiber Multiplets von Tensormesonen (4) wichtig werden.

?Diese gruppentheoretischen Betrachtungen werden sehr ausfiithrlich im Skript von Mulders [14, S.18-22] und
im Skript von Herrn Snoek [1, S.109-118] zur Gruppentheorie in der Physik hergeleitet und Diskutiert. Die-
ser Abschnitt setzt sich weitestgehend aus diesen Schriften zusammen. Auflerdem sind noch Betrachtungen
aus dem letzten Kapitel des Buches von Herrn Greiner eingeflossen [11, S.451 ff].
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Man sieht sehr schén, dass zwar Translationen in beliebige Raum-Zeit-Richtungen vertau-
schen, jedoch nicht Lorentztransformationen untereinander, oder Lorentztransformationen
mit Translationen.

Bisher sind dies nur Gedanken zu dem der Theorie zu Grunde liegenden Raum, sprich der
vierdimensionalen Raumzeit. Man fordert an dieser Stelle, dass fundamentale Theorien un-
serer Natur, unter obigen Transformationen, invariant sein sollten, sprich diese Symmetrien
aufweisen miissen. Dies heifit, dass auch charakteristische physikalische Groéflien eines physi-
kalischen Objektes (dies werden die Teilchen/Quanten/Felder sein) unter obigen Symmetrie-
Operationen invariant sein miissen. Physikalische Grofien sind stets Eigenwerte von Operato-
ren. Die Konsequenz ist, dass es Operatoren geben muss, welche invariant unter der Poincaré-
Gruppe sind und demnach mit allen Generatoren der Gruppe vertauschen. In der Sprache
der Gruppentheorie nennt man solche Objekte Casimir-Operatoren der Gruppe.

Im Fall der Poincaré-Gruppe gibt es zwei Casimir-Operatoren. Der Erste hat folgende Gestalt:

P? =Pp,pP* (2.7)

und misst das Quadrat des Vier-Impulses, des Zustandes, auf welchen er angewandt wird und
somit die Masse des Teilchens fir massive Teilchen.
Der zweite Casimir-Operator lasst sich schreiben als

W?=w, W, (2.8)

wobei hier W# der Pauli-Lubanski-Operator ist:
I L wwpo
WH = —5¢ P, . (2.9)

Der Eigenwert dieses Operators im massiven Fall ist —m?s(s + 1), wobei s € 0, %, 1, %, 2, ...
ist. Man sieht so, dass der Operator den Spin misst, der Faktor m spielt hier keine Rolle.
(Im masselosen Fall hat Wﬁ den Eigenwert 0, und zur Messung des Spins ist es nétig auf die
Bewegungsrichtung des Teilchens zu projizieren.)

Man sieht so, dass Teilchen durch die unter Poincaré-Transformationen invarianten Groéfien,

Masse und Spins/Helizitat, charakterisiert sind.

Nun folgt die schwierige Aufgabe, die Bewegungsgleichungen und Zwangsbedingungen fiir
ein Spin-2-Feld aufzustellen. Die grundlegende Gleichung fiir massive Teilchen/Felder ist die
Klein-Gordon-Gleichung. Sie ldsst sich als erste Bewegungsgleichung noch sehr leicht moti-
vieren, da sie schlicht die Eigenwertgleichung des ersten Casimir-Operators in der Ortsbasis
ist:

P2p(z) = m?¢(x) . (2.10)

Der Translationsoperator/Impulsoperator lasst sich in der Ortsbasis durch Ableitungen aus-
driicken P, = —i0,. Damit erhilt man:

(O4m?)p(z) =0 . (2.11)

Fiir die weiteren Zwangsbedingungen mochte ich ein wenig heuristisch argumentieren und
fiir Details auf verschiedene Verdffentlichungen verweisen, da hier ein tieferes Verstdndnis von
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Gruppen- und Darstellungstheorie erforderlich ist, welches ich selbst noch nicht in ausreichen-
dem Mafe besitze und nicht nétig ist, um sie zu verstehen.

Wenn man an die bekannten Theorien fiir massive Teilchen denkt, so kann man sich klarma-
chen, dass fiir jede mogliche Spin-Einstellung ein Freiheitsgrad in der Wellenfunktion existie-
ren muss. Im Spin-0-Fall ist dies gerade einer, was dazu fiihrt, dass man ein skalares Feld mit
einem Freiheitsgrad zu seiner Beschreibung verwendet. Fiir Spin—%—Teilchen bendtigt man,
auf Grund der Spineinstellungen —i—% und —% schon zwei Freiheitsgrade, was perfekt durch
Spinoren erfiillt wird. Im Falle des massiven Spin-1-Teilchens miissen auf Grund der drei
Einstellmoglichkeiten +1, 0 und —1 bereits Lorentz-Vektoren zur Beschreibung herangezogen
werden. Der vierte iiberfliissige Freiheitsgrad wird durch die Lorentz-Bedingung 0,A4* = 0
eliminiert, welche sich auch gruppentheoretisch motivieren lasst, jedoch hierzu spater mehr.
Nun ist es nur konsequent, die Einstellmoglichkeiten des Spins fiir Spin-2-Teilchen zu zdhlen
(+2, +1, 0, —1, —2), was fiinf ergibt. Da es sich um einen ganzzahligen Spin handelt, bleibt
man, was man auch zeigen kann, bei einer Lorentz-Darstellung und verwendet keine Spinor-
Darstellung. Da nun jedoch ein Lorentz-Index/Lorentz-Vektor nur vier Komponenten hat,
benotigt man einen zusétzlichen Index und gelangt so zu einem Lorentz-Tensor vom Rang
zwei. Dieser hat im Allgemeinen 16 unabhéngige Komponenten, was jedoch eindeutig zu viel
ist, da nur fiinf benétigt werden. Gliicklicherweise lasst sich die Anzahl reduzieren.

Zunéchst muss man wissen, dass Rang-2-Tensoren B, zerlegt werden konnen. Man kann sie
aufspalten in einen symmetrischen S, und einen antisymmetrischen A, Anteil, sowie einen
Teil, welcher nur die Spur T' enthélt:

B, =S+ A+ %gw,T . (2.12)
Man kann zeigen3, dass diese Anteile separat unter einer Lorentztransformation transfor-
mieren, was entscheidend ist, wenn man sie einzeln diskutieren will. Da sich die Spur eines
Lorentz-Tensors gerade wie ein Skalar transformiert und nur einen Freiheitsgrad besitzt, je-
doch hier Spin-2-Teilchen beschrieben werden sollen, kann sie direkt ausgeschlossen werden.
Es bleiben noch 15 unabhéngige Komponenten. Aus der Darstellungstheorie der Poincaré-
Gruppe weifl man auch, dass sich der antisymmetrische Anteil mit dem Spin-1-Teilchen iden-
tifizieren lasst. Dies kann man sich klar machen, indem man die Anzahl der unabhéngigen
Komponenten zéhlt. Man kommt schnell auf sechs. Wendet man nun jedoch auch hier die
Lorentz-Bedingung an 9, A" = 0, welche vier Freiheitsgrade eliminiert, kommt man genau
auf die gesuchten drei Freiheitsgrade des Spin-1-Feldes. Eine andere Moglichkeit dies einzuse-
hen ist, sich den Feldstarketensor aus der Maxwell- oder Proca-Theorie anzuschauen, welcher
auch als antisymmetrischer Tensor Spin-1-Felder beschreibt.
Es bleibt demnach noch der symmetrische Anteil des Tensorfeldes iibrig, welcher immerhin
noch neun Freiheitsgrade besitzt. Diese kann man allerdings auch von Neuem schnell durch
die Lorentz-Bedingung auf fiinf Freiheitsgrade reduzieren, welches die gewiinschte Anzahl ist.
Man stellt demnach fest, dass ein Spin-2-Feld /Teilchen durch ein symmetrisches, spurfreies
und divergenzfreies Tensorfeld T+, welches komponentenweise die Klein-Gordon-Gleichung

3Dies wurde von Khamse [5, S.31-32] getan.
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erfiillt, beschrieben werden kann:

™ —T" =0, (2.13)
9T =0, (2.14)
9,T" =0, (2.15)
(O4+m?)T" =0. (2.16)

Dies ist sicherlich keine saubere Herleitung der so genannten Fierz-Pauli-Gleichungen aus der
Poincaré-Gruppe, jedoch habe ich dies selbst auch noch nie in einwandfreier Form gesehen
oder vielleicht auch noch nicht verstanden. Dennoch will ich dem Leser die meines Erach-
tens besten Herleitungen nicht vorenthalten. So gibt es zum Beispiel einen sehr ausfiihrli-
chen Ubersichtsartikel von den Physikern Bekaert und Boulanger, welcher jedoch ohne ein
solides Wissen iiber Gruppentheorie kaum zu verstehen ist, jedoch auch auf die Fierz-Pauli-
Gleichungen kommt [2, S.35-37]. Zudem gibt es ein Verfahren zur Herleitung relativistischer
Wellengleichungen, welches auf Bargmann und Wigner zuriickgeht und im fiinfzehnten Ka-
pitel im Buch von Herrn Greiner erldutert wird [11, S.402-450]. Dieses Verfahren wird von
Herrn Huang et al. aufgegriffen und auf Spin-2-Felder iibertragen [24, S.63f]. Unter dem Stich-
wort Bargmann-Wigner-Gleichungen lassen sich noch mehr solcher Herleitungen finden. Eine
weitere Herleitung findet man in einem Buch von Barut und Raczka [17, S.603f].

2.2. Die Lagrangedichte

In Abschnitt (2.1) wurden die Zwangsbedingungen, auch Fierz-Pauli-Gleichungen, motiviert.
Der néchste Schritt besteht darin eine Lagrangedichte aufzustellen, welche alle Bedingungen
liefert. Zudem sollte sich aus der Lagrangedichte auch direkt der Propagator ableiten lassen.
Die Lagrangedichte, welche alle diese Forderungen erfiillt, sieht folgendermaflen aus und ist in
einem Paper von Dalmazi [4, S.3] und auch in anderen Artikeln in &hnlicher Form erwihnt?,
jedoch stets in unterschiedlichen Notationen und verschiedenen Zusammenhéngen.

L= éau (; (Tos + Tﬁa)) " (; (o7 + Tﬂa)) - i@HT&‘T (2.17)

- (au (; (T +T”“)) - ;BVT>2 + "; ((; (Tos +TBQ)>2 - T2> .

In dieser Form kann man schon die Symmetrie des Feldes erkennen. Um besser rechnen zu
konnen, bietet es sich jedoch an die einzelnen Terme auszumultiplizieren und zusammenzu-
fassen:

1 1
L= (OuTapd" T + OuTasd" TP — S OuTOT (2.18)
1
— 5 (0T T, 5 4 0,00 Ty + Ba T 9Ty + 0T T3, )
1
+3 (9,70,T + 0,10, T)
m2 2

m- o
- = (T + T ) + 517

4S. C. Bhargava und H. Watanabe haben schon 1966 einen Lagrangian fiir komplexe Spin-2-Felder aufgestellt
[21, S.274], welche alle Zwangsbedingungen liefert und mehr als einen freien Parameter enthélt. Spéter
werde ich noch einmal auf diesen Artikel verweisen.
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2. Das klassische reelle Spin-2-Feld

2.3. Ableitung der Zwangsbedingungen und Bewegungsgleichung

Um die Zwangsbedingungen und die Bewegungsgleichung des Feldes zu erhalten, muss man
die Euler-Lagrange-Gleichung berechnen:

oL oL

Nach einer etwas langeren, jedoch einfachen Rechnung erhélt man schlieflich die volle Bewe-
gungsgleichung fiir ein zunéchst noch allgemeines Tensorfeld °:

0= —= (0T, +0T,,) + ¢, 0T (2.20)

N~ DN =

+ = (00T + 0,0%T o + 0,0%Toy + 0,0°T )

— (040,T + g 0a05T°7)

m2

- 7 (Tuu + TVN) + ngQT .

Aus diesem Ausdruck kénnen alle Zwangsbedingungen abgeleitet werden, was hier vorgefiihrt
werden soll.

Da man, wie bereits gezeigt, Tensoren stets in einen symmetrischen und antisymmetrischen
Teil zerlegen kann®, werden wir Gleichung (2.20) zunéchst fiir den antisymmetrischen Tensor
betrachten. Man beachte, dass antisymmetrische Tensoren ohnehin spurfrei sind. Man nutzt
an diesem Punkt T}, = —T,,,, und dass die Kontraktion zwischen einem symmetrischen und
einem antisymmetrischen Tensor verschwindet.

0= —= (0T, — OTw) + g, 0T (2.21)

1
2
+ = (0,0 Ty — 0u0°Tay + 0y 0° Ty — 0,0"Tiy)

1
2
~ (0400 + 9 0a05T7)

m2

= (Tw = Tw) + 9um?T .
Man sieht, dass sich hier alle Terme gegenseitig kompensieren oder auf Grund anderer Eigen-
schaften gleich 0 sind. Demnach spielt der antisymmetrische Anteil in dieser Theorie keine
Rolle. Das Tensorfeld kann daher im Folgenden als symmetrisch betrachtet werden. Gleichung
(2.20) lasst sich zusammenfassen zu der Bewegungsgleichung des symmetrischen Anteils:

0= ~OT + g7 + (9,0°Tos, + 0,0°Ta (2.22)
— (0u0sT + 9000577 ) = M* Ty + gum?T .

5Diese Gleichung ist auch in etwas anderer Form als Fierz-Pauli-Gleichung bekannt. Jedoch wird dort die
Symmetrie des Tensorfeldes vorausgesetzt, obwohl es ein leichtes ist, dies zu auch zeigen.

Die Zerlegung kann noch weiter gefithrt werden, in symmetrisch & spurfrei und antisymmetrisch und mit
Spur. Wichtig ist hierbei, dass diese Zerlegung nur moglich ist und genutzt werden kann, weil jeder Teil
eigensténdig unter Lorentztransformationen transformiert und nicht mischt. Dies wird in einem Skript [5,
S.31-32] von Herrn Ave Khamseh gezeigt, wurde jedoch schon am Anfang des Kapitels benutzt.
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Der néchste Schritt besteht darin, &hnlich wie im Falle der Proca-Theorie, die Divergenz o
dieses Ausdrucks zu bilden. Dies, als auch die nachstehenden Rechnungen zur Ableitung der
Zwangsbedingungen, findet man, bis auf die Symmetrieeigenschaft, auch bei Herrn Hinter-
bichler [12, S.16].

0= ~00"T, + 0,07 + (00" Ty, + 0,00 Ty (2.23)
— (00,7 + 0,0005T) = m?0" Ty, + m?T .
Dies ergibt den Zusammenhang
0, T" = o'T |, (2.24)
welchen man wiederum in Gleichung (2.22) einsetzt:
0= —OT,, + 9,07 + (0,0, + 9,0,T) (2.25)
— (00, T + g, 07T) — m2TW — gwsz
=0T, + 0,0,T — m*Ty + gum?T .
Die Spur hiervon liefert einem das kurze Ergebnis:
0= —0OT 4+ 0T — m?T + 4m>T . (2.26)

Und somit hat man auch die Spurfreiheit des Tensorfeldes aus der Lagrangedichte ableiten
konnen, sowie mit Gleichung (2.24) die Divergenzfreiheit; auch die Symmetrie sei hier noch
einmal explizit aufgelistet:

T=0, (2.27)
8,T" =0 , (2.28)
T — TV = . (2.29)

Der letzte Schritt besteht nur noch darin, alle bisher gewonnenen Bedingungen an das Feld in
(2.22) einzusetzen. Man erhélt als letzte Bedingung die eigentliche Bewegungsgleichung des
Feldes. Wie gefordert und zu erwarten war, ist dies die Klein-Gordon-Gleichung, oder auch
Massenschalenbedingung fiir die einzelnen Komponenten:

0= (0+m*H)T,, . (2.30)

2.4. Propagator

Wie bei jeder klassischen und insbesondere Quanten-Feldtheorie ist, auch im Falle des Spin-
2-Feldes, der Propagator eine entscheidende Grofle. Es gibt eine sehr einfache Methode den
Feynman-Propagator herzuleiten. Diese ist im Kapitel 7.5 im Buch “Feldquantisierung® [10,
S.117ff] fir einige Lagrangedichten durchgefiihrt und dort knapp mit folgenden Worten zu-
sammengefasst: “Der Feynman-Propagator im Impulsraum entsteht durch Invertieren des fou-
riertransformierten Differentialoperators der Lagrangedichte. Dieses Verfahren/“Kochrezept®
soll hier auch angewandt werden”.

"Diese Prozedur wurde auch in [12, S.21] durchgefiihrt, jedoch meiner Meinung nach nicht mathematisch
einwandfrei. Das Feld in der Lagrangedichte wird von Anfang an als symmetrisch angenommen. So fehlen
Terme, welche man fiir den Propagator bendtigt. Dennoch kommt Herr Hinterbichler auf den korrekten
Propagator. Darauf werde ich auch spéter noch einmal im Detail eingehen.
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Der Ausgangspunkt ist die Lagrangedichte (2.18), welche man in ihren Differentialoperator
und die Felder zerlegt:

1
L= §T”’)D;p1a6Ta5 : (2.31)

Im oben stehenden Ausdruck werden Ableitungen durch Impulse in nachstehender Weise
ersetzt:

Dr s ikt (2.32)
3“ — —ikt .

Nach ein wenig Rechnung erhélt man den Differentialoperator in dieser Gestalt:

_ 1
Duplaﬁ = 5 (kQ - m2) (gl/agpﬁ + gV,nga) (233)
- (kz - m2) (gl/pgaﬁ)
1
- 5 (gpﬁkyka + gpakykﬂ + guakpkﬁ + guﬁkpka)

+ (gupkakﬂ + gaﬁkukp) .

Der néchste Schritt besteht darin, diese Matrix zu invertieren. Dies klingt wesentlich leichter,
als es ist. Ohne jeglichen Ansatz wiire man hier verloren. Aus anderen Uberlegungen (vgl.
Zee [23, S.32-39]) weil man jedoch bereits wie der Propagator auszusehen hat. Man kénnte
nun fragen, wozu man dann noch diese komplizierte Matrix invertieren sollte, doch ist dage-
gen einzuwenden, dass man nur so zeigen kann, ob die Uberlegungen von Herrn Zee [23, S.35]
korrekt sind. Zudem kann man nur so die Konstanten im Lagrangian und im Propagator
konsistent wihlen®. Formal geht man wie folgt vor: Man wihlt einen Ansatz fiir den Propa-
gator, kontrahiert diesen mit dem Differentialoperator (was eine symmetrische 1 geben muss)
und bestimmt so die freien Parameter. Fiir den Differentialoperator und sein Inverses, den
Propagator P*7* gilt zunichst wie gefordert?:

D;plaﬂpaﬁaz\ — % (ggg;\ + gi‘gg) X (234)
Mit nachfolgendem Ansatz kénnen die freien Parameter bestimmt werden. Die Rechnung
erweist sich auch hier nicht als besonders schwer, jedoch extrem lang. Daher soll sie hier nicht
durchgefiithrt werden, sondern im Anhang (B). Es sei nur das Resultat fiir den Propagator
angegeben.

Der Ansatz sollte, wie auch der Differentialoperator, in den ersten und zweiten beiden Indizes

8Siehe hierzu auch die Diskussion iiber die Normierung der Polarisationstensoren spiter in dieser Arbeit.

9Herr Hinterbichler [12, S.21] stellt die gleiche Forderung auf, gibt jedoch keinen Ansatz zur Lésung. Es
wird auch nicht klar, wie er von seinem Lagrangian auf seinen Differentialoperator kommt, da dieser die
Symmetrie direkt enthélt, wihrend er in seiner Lagrangedichte die Symmetrie des Feldes noch annimmt
(siehe [12, 13]). Er kommentiert dies nur mit “Integrating by parts, we can rewrite the Fierz-Pauli action
as“ [12, S.21], was nach meinem Wissen nicht ausreicht, um den Differentialoperator aus seinem Lagrangian
zu erhalten. Ich nehme an, dass Herr Hinterbichler die Rechnung auf die selbe Art wie in dieser Arbeit
durchgefiihrt hat, jedoch seine Resultate anschlieend zu Lasten der Verstindlichkeit vereinfacht hat.
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symmetrisch gewahlt werden:

Pogor = A(Gac9sr + 9argss) (2.35)
+ B (gapgor)
+C (gﬁ)\k‘akig + gﬁgkak‘)\ + gagkgk‘)\ + gaxkgk‘g)
+ D (go—)\kakﬁ@ + gagkgk)\)
+ E (kokgkoky) -

Berechnet man nun die Konstanten A,..., E durch einen Koeffizientenvergleich nach dem
Ausmultiplizieren mit dem Differentialoperator, so erhélt man den Propagator der Theorie.
Diese Rechnung wird in Apendix (B) durchgefiihrt.

1 1 2
Pogox = §m <(9a095/\ + gar9pe) — 3 (9aBYor) (2.36)

1
- W (gﬂ)\kocka + gﬂakak)\ + gaakﬁk)\ + ga)\kﬁka)

2
+ W (gcr)\kakﬂ + gaﬁkakk)

+ % (kzakgkgk)\)> .
Man wird spéter schnell feststellen, dass der Zé&hler des Propagators mit der Vollstdndig-
keitsrelation (2.73) tbereinstimmt. Dies ist auch in Einklang mit der Proca-Theorie und
dem Photon-Propagator. Auch das Dirac-Feld enthélt eine Vollsténdigkeitsrelation, doch da-
zu mehr im Abschnitt (2.8). Wie man auch erst spéater sehen wird, ldsst sich obiges Resultat
noch zusammenfassen. Hier sei auf Gleichung (2.74) verwiesen.

GooG GurGso) — 2 (GopGy

Pogor = Cacimn 2?2257312) 3 (GapGor) (2.37)
Man sieht demnach, dass Herr Zee mit seinen Uberlegungen richtig lag. Das Schone ist je-
doch, dass zusammen mit den nichsten Abschnitten die Theorie des Spin-2-Feldes konsistent
aufgezogen ist'?. Wie ich bereits zu Beginn dieses Kapitels angemerkt habe, kamen auch die
Autoren Bhargava und Watanabe zu einer Lagrangedichte fiir Spin-2-Felder. Auch in ihrem
Artikel findet sich ein Ausdruck fiir den Propagator [21, S.277], der jedoch leider nicht aus-
fiithrlich berechnet wurde. Da ich dies selbst nicht getan habe, kann ich mein Resultat leider
nicht mit den Uberlegungen von Bhargava und Watanabe vergleichen. Ein vergleichbares Re-
sultat liefert jedoch R. J. Rivers in einer Arbeit iiber Spin-2-Felder. Der Propagator hat hier
grundsétzlich die selbe Gestalt wie nach obiger Herleitung [20, S.394].

2.5. Energie-lmpuls-Tensor

Da wir nun einen kompakten Ausdruck fir die Lagrangedichte vorliegen haben, lasst sich
unter anderem auch der zugehorige Energie-Impuls-Tensor (2.38) aufstellen. Man berechnet

10Tch habe mir hierbei gréfite Mithe gegeben um Inkonsistenzen zu vermeiden und alle Rechnungen versténdlich
zu prasentieren. Sollten dem Leser dennoch Unklarheiten auffallen, so bitte ich um Riickmeldungen.
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ihn durch Einsetzen der Lagrangedichte in (1.60):

= 9,7 — gL (2.38)
(0uTapd T + 0, T30, T°% ) = 0,70,T

1

= 5 BT, T + 8Ty, T + 0, Ty, T + 0,10, )
1
+ 5 (0T T + 0T 0T + 0T Ty + 0, T Ty) — gL -

Da man auch hier an physikalischen Losungen interessiert ist, verwendet man die Zwangsbe-
dingungen (2.27), (2.28) und (2.29) und vereinfacht den Energie-Impuls-Tensor zu:

O = 0 Tupd, T — g, Lovvang (2.39)
1
= 0uTap0y T — guu (0, Tupd" T — M TogT7) .

Dies ist ein sehr gutes Resultat, da der Energie-Impulstensor schon symmetrische Gestalt hat
und demnach nicht noch symmetrisiert werden muss. Zudem erhélt R. J. Rivers das selbe
Resultat fiir seine Lagrangedichte des Spin-2-Feldes [20, S.397].

Konsequenterweise sollte man nun auch zeigen, dass die Divergenz des Energie-Impuls-Tensors
verschwindet, sprich das System ohne externe Strome ein konservatives System ist. Hierzu
wird die Bewegungsgleichung (Massenschalenbedingung) benétigt.

"0, = OTwpd, T + 8,T0pd" 0, T — 8,Tapd" 0, T + m?8,T,sT" (2.40)
= (D04 m?) 0, T
=0.

Dies war bereits zu erwarten, wenn man davon ausgeht, dass die Lagrangedichte sinnvoll und
nicht explizit raumzeitabhéngig ist. Das System ist translationsinvariant.

2.6. ErhaltungsgroBen

Im vorangegangen Kapitel wurde die Translationsinvarianz bestitigt. Man kann jetzt die Er-
haltungsgrofien aus dem Energie-Impuls-Tensor ableiten. Dies geschieht durch Einsetzen des
Energie-Impuls-Tensors in (1.35), (1.36) und (1.54). Fiir den Spin (1.55) werden noch die Ge-
neratoren benotigt. Dabei verwendet man fiir das kanonisch konjugierte Feld 0T, = I3,
was spater im Kapitel (3.1) gezeigt wird. Extrem wichtig ist es an dieser Stelle zu erwéh-
nen, dass ab diesem Moment die Hamilton-Funktion, im Vergleich zu Lagrangedichte, nicht
mehr die vollstédndige Information iiber das System tréagt, da sie nicht aus einer Legendre-
Transformation der Lagrangedichte hervorgeht, sondern als physikalische Grofle die Energie
des Systems beschreibt und aus dem Energie-Impuls-Tensor stammt. Man hatte hier die Bewe-
gungsgleichungen und Zwangsbedingungen bereits verwendet, um den Energie-Impulstensor
auf eine physikalische Form zu bringen. Demnach kénnen diese Zwangsbedingungen nicht
mehr durch Anwenden der kanonischen Gleichungen aus der Hamilton Funktion gewonnen
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werden. Will man jedoch eine manifest kovariante Hamiltondichte, aus der man selbst al-
le Informationen und Bewegungsgleichungen ableiten kann, so muss man eine Legendre-
Transformation der Lagrangedichte durchfiihren, bei der nicht nur die Ableitung der La-
grangedichte nach der zeitlichen Ableitung des Feldes das kanonisch konjugierte Feld liefert

% = I1, sondern muss das kanonisch konjugierte Feld durch Ableiten nach der Vierdiver-

genz des Feldes bilden a(giqu) = [I#. Dieses Problem wird leider zu selten deutlich gemacht.

Fiir eine detaillierte Diskussion will ich auf das Buch von Herrn Struckmeier [18] verweisen,
in welchem er sich dieses Problem zu seinem Hauptthema macht. Demnach lauten Energie-
/Hamilton-Funktion und der Impuls des Feldes:

Energie/Hamilton-Funktion:

0T s 3
H = 241
/ ( 60Taﬁ 8.%'0 ﬁ) &z ( )

/ ( aplT — = H o1 — VT,sVT — mQTaﬁTaﬁ)) B

L ‘
/5 os 117+ VTWg VT 4 m?T, ) di

Impuls:

—'_ 6£ = 3

= —/ (HaﬁﬁTQB) dsﬂf

Um auch die Erhaltungsgréfien zur Lorentzinvarianz abzuleiten, bendtigt man zunédchst das
Transformationsverhalten des Tensorfeldes unter Lorentztransformationen. Dies lédsst sich her-
leiten, indem man das Tensorfeld in ein Produkt aus zwei Vektorfelder zerlegt und deren in-
finitesimales Transformationsverhalten verwendet. Im letzten Schritt wird die Symmetrie des
Feldes ausgenutzt. Man berechnet so:

T = AFNYPT, 5 (2.43)
= (g”a + dwh + O(5w2)) (g"fg + 6w”? 4+ O(dw )) wp
=T + 6T, " + 6w’ TH; + O(6w?)
=T + 5w“/\T>\pgp” + 5w”)‘TpAg"“

=T 4 (5w’”‘g"” + 5w”/\gp“) Txp

Das hier gewonnene Transformationsverhalten vergleicht man mit dem Ausdruck (1.40) um
sich die Generatoren herzuleiten.

1
T =T + - dwey (IEMPAP Ty, (2.44)
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Ein einfacher Koeffizientenvergleich fithrt auf:
SwHr g’ + swrr gt = %&ugn (IE")“/\””
Ouen (ga“gmg”” + ge”g"kg’”‘) = dwey (; (15mypAve > :
Daraus folgt:
(I = 2 (g g™ + g™ g (2.45)

Verwendet man nun noch die Eigenschaft, dass der Generator (1°7)" Avp antisymmetrisch in
den Indizes € und 7 ist, was aus (1.39) folgt, so kann man in der weiteren Rechnung die
antisymmetrisierte Version benutzen:

()PP = (95“977A — g”“gsA) 9" + (95”9’7A — g””ﬁ) g (2.46)

Wie bereits im Zusammenhang mit der allgemeinen Transformation eines Feldes unter Lor-
entztransformation erwiahnt, miissen die Generatoren die Vertauschungsrelationen der Lorentz-
Algebra erfiillen. Diese lautet im Allgemeinen fiir beliebige Generatoren:

[Iaﬁ : 175] = gV [P | gad By 4 gBrped _ gBday (2.47)

Man sollte nun zeigen kénnen, dass auch die vorliegenden Generatoren diese Algebra erfiillen.
Dies ist leider nicht offensichtlich, da nicht klar ist, wie das Produkt geschweige denn der
Kommutator zweier Tensoren mit vier Lorentz-Indizes zu berechnen ist. Leider konnte ich
dies auch nicht in Erfahrung bringen und bitte an dieser Stelle um Riickmeldung, da dies
eine sehr wichtige Forderung ist, ohne welche man streng genommen hier aufhéren sollte. Da
die spateren Resultate jedoch vollig in Einklang mit den bekannten Theorien stehen, ist dies
bereits ein Indiz fiir die korrekte Herleitung der Generatoren.

Bevor die Betrachtung anhand der Generatoren fortgesetzt wird, sei noch der Abschnitt zum
Drehimpuls eingeschoben. Da der Drehimpuls nicht direkt von den Generatoren abhéngt,
lasst er sich unmittelbar aufschreiben:

Ly = -€mn n 24
2° l/a(aOTaﬂ) ( gzl " fan xl) & (248)
= Emmnl / P (aoTaﬁ> ( O -’Bl) d’x

oT«
= _Emnl/Haﬁ ( Dz xl) Bz .

Drehimpuls:
I= /Haﬁ (f X ﬁTaﬂ) Bz (2.49)

Im Falle des Spins startet man bei der vierdimensionalen Version:

oL

em — 7
5= @)

PP Ty, (2.50)
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Eigentlich darf man hier nicht direkt den ersten Term durch das kanonisch konjugierte Feld
ersetzen, sondern muss die Zwangsbedingungen erst am Ende einarbeiten. Da ich beide Rech-
nungen gemacht habe, weifl ich, dass es letzten Endes keinen Unterschied macht. Man be-
rechnet und verwendet am Ende die Symmetrie des Feldes und erhélt:

S =11, (IEM)*MP Ty, (2.51)
= Kgg“g”A - g”“gsA) 9" + (gs”g”A - g””g“) 9 “} T
— HEPTUP _ HWPTEP + HPE T77p _ HPWTEP
= 2 (T, — TP, )
Die eigentliche erhaltene Grofie kann man erst jetzt bestimmen:
Sy = %emnl / 2 (1,1, - 1/7,,,)| d*= (2.52)

— %, / (ansz) B .

Dies lasst sich in die auf den ersten Blick etwas schonere, jedoch auch ungewohnte und rechen-
technisch ungeeignete Form bringen.

Spin:

S = Q/ﬁp x TP &%z . (2.53)

2.7. Losung der Bewegungsgleichung

Die Bewegungsgleichung, welche aus der Euler-Lagrange-Gleichung resultiert, hatten wir be-
reits mit der Klein-Gordon-Gleichung identifiziert, welche wiederum die Massenschalenbedin-
gung fiir relativistische Teilchen mit endlicher Masse darstellt. Diese gilt es nun zu 16sen'!.
Man geht analog zum Spin-0-Teilchen vor, sprich dem neutralen skalaren Feld. Zunéchst
withlt man als Ansatz die Fouriertransformation des Tensorfeldes 7}, (), wobei T/w (k) das
fouriertransformierte Feld ist:
dik - ,
T, (z) = ﬁTw (k)e~ k= (2.54)

Als néchstes nutzt man die Eigenschaft, dass die vorliegende Lagrangedichte ein reelles un-
geladenes Feld beschreibt (daher das Feld mit seinem komplex Konjugierten iibereinstimmt).

"Ein besonderer Dank gilt hier Florian Divotgey, welcher das Losen solcher Gleichungen sehr ausfiihrlich in
seinem Tutorium erklérte.
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Man erhélt so eine Bedingung fiir die fouriertransformierten Felder:

T (x) = d'k —— T (k)etike (2.55)
% m4 % :
d*k .
ol e
k——k m
|
= T, ()
4 ~
= dik;le (k:)e‘”“
\ 27
Man erhalt:
Ty (k) =T, (—k) . (2.56)

Der néchste Schritt besteht darin, den Loésungsansatz in die Klein-Gordon-Gleichung einzu-
setzen und umzuformen:

= (O+m?) T, (2) (2.57)
- (o) [ ST e
j%gwkmm+mgm
d*k

Konsequenterweise liefert dies gerade die Massenschalenbedingung k? = m?,

folgt umschreiben l&sst:

was sich wie

m? =k —k?, (2.58)

bzw.

ko = £\/k2 4+ m?2 . (2.59)

Man modifiziert so den Losungsansatz. Hierzu verwendet man (A.5) (Rechenregel fiir Delta-

funktionen) und setzt 1/ k2 + m? = fwy, (man beachte den Unterschied zwischen ko und wy,).

Im vorletzten Schritt wird im hinteren Integral k — —Fk substituiert. Am Ende werden die
fouriertransformierten Felder in Polarisationstensoren und Fourieramplituden umgeschrieben.
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Letztere werden spéter zu Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren erhoben.

d*k :
T,, (z) = T (k)6W (k* — m?)e~ ke (2.60)
H \/ﬂ4 12
d4k =/ 1 —ikx
= ﬁTw(k)ka (6(ko — wg) + (ko + wr)) e
Bk 1 -

= 771”/” E e—i(wkt—Ef) + e—i(_wkt_g‘f)
m4 2wk: )% ( )( )

3 1 ~ 5 . - - = . T
_ \j;4 ﬂ <T[Ll,(k‘)€_l(wkt_kx) + T/;V(_k)e—z(—wkt+km))
T k
dgk 1 = N —ikx * (70 2,
_ . 2w ( uy(k) ik T/ (k:) +ik )
m k ko=wg
Bk 1 - > : 7 :
N / N > e (E,2) (alk, Ve *e + 0 (F, A)e i)
21 AWk D

ko=wyg

Im Folgenden nehmen wir an, dass sich das Teilchen auf der Massenschale befindet und kg =
wg. Die allgemeine Losung der Klein-Gordon-Gleichung fir das Spin-2-Feld lautet demnach:

Br 12 - - 4 - .
> (B, A) (alk, Ve 4 a (B, At ) (2.61)

T = [ ==
(z) 5 2y 2

1%

2.8. Polarisationstensoren

In Abschnitt (2.7) wurde gezeigt, dass die Fourieramplituden der Felder in einen Polarisati-
onstensor und einen Teil, welcher spater als Erzeugungs- bzw. Vernichtungsoperator fungiert,
aufgespalten werden kann. Die ersten drei Zwangsbedingungen, welche in Abschnitt (2.1) mo-
tiviert wurden, gelten dementsprechend fir die Polarisationstensoren, wiahrend die Massen-
schalenbedingung fiir die Ebene-Welle-Losung und die Erzeuger-/Vernichteroperatoren sorgt.
Analog zum Maxwell- und Proca-Feld erhélt man fiir jeden Freiheitsgrad einen Polarisations-
vektor, bzw. in im vorliegenden Fall Polarisationstensor 2.

In Abschnitt (2.1) wurde auch begriindet, warum das Spin-2-Feld gerade durch fiinf Freiheits-
grade beschrieben wird und welche Zwangsbedingungen wie viele Freiheitsgrade eliminieren.
Die spezielle Wahl der Polarisationstensoren ist nicht eindeutig festgelegt. Es bietet sich jedoch
an die Polarisationstensoren so zu wéhlen, dass sie die Zwangsbedingungen im Ruhesystem
des Feldes/Teilchens erfiillen (siehe hier auch [10, S.177ff] oder [23, S.32ff] iiber das Proca-
/Maxwell-Feld). Man kann spéter durch Lorentztransformationen zu beliebigen Darstellungen

12 Auch an dieser Stelle sei auf das klassisch feldtheoretisch diskutierte Gravitationsfeld verwiesen. Dieses kann
auch durch ein Spin-2-Feld beschrieben werden. Auf Grund der fehlenden Masse treten hier jedoch noch
weitere Zwangsbedingungen auf, welche die Anzahl an Freiheitsgraden und Polarisationstensoren weiter,
bis auf zwei, reduziert [3, S.151] [13, S.62-66].
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2. Das klassische reelle Spin-2-Feld

in beliebigen Bezugssystemen iibergehen.

kueﬂl’ =0, (2.62)
QWEW =0, (263)
v = Vi (2.64)

wobei hier der Vier-Impuls im Ruhesystem k* = (m,0,0,0)7 ist. Durch “geschicktes Raten“
bzw. Vergleichen kann man schnell sehen, dass die symmetrischen, spurfreien Gell-Mann-
Matrizen den rdumlichen Teil der Polarisationstensoren fiillen, wiahrend der zeitliche auf
Grund von (2.62) und (2.64) gleich null sein muss. Zudem fordert man, abermals in Analogie
zur Proca- und Maxwell-Theorie, eine Orthonormalitétsbedingung (2.65) zwischen den einzel-
nen Polarisationstensoren!®. Diese dient daher auch indirekt als Normierung (vgl. [10, S.179]
fiir den Spin-1-Fall). Da hier iiber zwei Lorentz-Indizes summiert wird, fallt das Minus-Zeichen
im Vergleich zum Proca-Fall weg.

e,uu()‘)ewj()‘/) = 6)\>\’ . (2.65)

Das Nachpriifen der Erfiillung aller Bedingungen durch die folgende Wahl der Polarisations-
tensoren'® bleibt dem Leser selbst iiberlassen, lisst sich jedoch schnell im Kopf nachrechnen:

00 0 0
1 (o1 0 o0

W (1) —
“W="Zlo 0 -1 of"
00 0 0
0000
10010

W9y — _—_
=710 10 0|
0000
000 0
1 {0001

ey —
G ="710 00 of -
0100
0000
1 {0000

B (q) — —
=710 00 1|
0010
000 0
1 {o10 0

wEy S
=T lo o1 o
000 —2

13 Ab sofort wird durch verschiede Argumente X\ zwischen den fiinf Tensoren unterschieden.
Fine hiufige Wahl der beiden Polarisationstensoren fiir Gravitationswellen in der ART sind die Tensoren
A=1,2.
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2. Das klassische reelle Spin-2-Feld

Nachdem die Polarisationstensoren bestimmt sind, muss man sich fragen, ob diese, wie auch
Spinoren oder Polarisationsvektoren eine Vollsténdigkeitsrelation erfiillen. Als Ansatz kon-
struiert man sich die allgemeinste lorentz-invariante Grofie (vlg. Zee [23, S.39]) aus ¢" und

k#. Aus praktischen Griinden verwendet man direkt G, = g, — %—k; und k.

5
Z em,(/\)éag()\) = AGuyGag + BlGuaGyg + BQG“ﬁGya (2.66)
A=1
+ Clkak'gGw, + Cgkukl,Gaﬁ + leukaGl/ﬁ + ngukgGya

+ D3k, kgG o + D4/€Vk‘aGu5 + Bk, kykokg

Nun muss dieser Ausdruck laut (2.64) symmetrisch in ¢ und v sowie in & und £ sein. Auflerdem
darf er sich unter Austausch von pur — «f nicht dndern. Man erhélt so folgende Bedingungen
fiir die Parameter:

CL=Ch=C,
Di=Dy=D3=Dy=D,
Bi=By=B

Man vereinfacht den Ansatz zu:

5
> euw(Neap(N) = AGuGag + B(GuaGup + GupGua) (2.67)
A=1
+ CkakpGuy + kukyGop) + Bk kykokg

+ D(kukaGup + kuksGua + kuksGua + kkaGlg) -

Als néchstes verwendet man (2.62) und (2.63). Zudem wird folgende Relation wichtig:

ok
KHG = K <gW - R > (2.68)
K2k,
o
2
Ky
— k- 3
=0.

Zusammen erhélt man die folgenden Bedingungen an die Konstanten:
5
0=k eu(Neap() (2.69)
A=1

= C (K*ksGag) + D (KkaGus + kksGua) + E (Kkokaks) -
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2. Das klassische reelle Spin-2-Feld

Also sind C = D = E = 0. Und der Ansatz reduziert sich weiter zu:
5
)\z_:l € Neap(N) = A(GGag) + B(GuaGup + GuaGua) - (2.70)
Im néachsten Schrit; wird wie bereits erwéhnt (2.63) verwendet.
0=g" ; e (Neas (V) (2.71)

= Ag" (GGap) + Bg" (GuaGup + GupGua)

= AG,'Gop + 2BGaG",

ekt kuka Kk
=A (gu'u - m2 ) Gaﬁ + 2B (gﬂa — le> (guﬁ — m2 )
= 3AGa5 + QBGQB .

Schlussendlich erhélt man die Vollstéandigkeitsrelation, welche bis auf eine Konstante bestimmt

ist:

5
E:QAnﬁwM):—%BGWGW+J%GfG/+%%%%%. (2.72)
A=1

Diese fixiert man, anders als Herr Zee [23, S.35] es getan hat, mit Hilfe der Orthonormalitéts-
bedingung (2.65) indem man pv = af3 setzt!5:

= S [ () ()

(g B (g B

+ (gu” —-ij§/> (gy”-— k;fﬁb)}
o322

2k k2k?
o (g2 )

m2  m2m?

= B(-24+9+3) .

15Dies macht auch Sinn, wie man spéter sieht, da so die Konsistenz mit der Lagrangedichte und dem Pro-
pagator gewahrt bleibt. Zudem muss sich Herr Zee selbst in seinem Buch eingestehen, dass der dadurch
entstehende Faktor % seine Rechnungen konsistenter und einfacher macht [23, S.439]. Schlussendlich bleibt
der Faktor jedoch Konvention, wie auch die Lagrangedichte und der Propagator mit einem konstanten
Faktor multipliziert werden kénnen, ohne dass sich die Physik dndert.
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2. Das klassische reelle Spin-2-Feld

Die Vollstédndigkeitsrelation lautet schlussendlich:

5
1 1
Z € (N)eap(N) = —gGWGa/B + §(GWGV5 + GugGya) . (2.73)
A=1
Mit
kK,
G,W = <gm, - TTL2> (2.74)
lasst sie sich auch in anderer Form schreiben:
> 1 1 1
Z E;w()‘)eocﬂ(A) = *gguugaﬁ + ig,uozguﬁ + §guﬂgya (2-75)
A=1

1 koks

1 kuky
+ gguum + ggaﬁ

m2

1 ks 1 kukg 1 koke 1 kuke
g TR T R e T g9

m

| 2hubukoks

3 mi

Diese Relation wird im Folgenden von groler Bedeutung sein, da sie sowohl in der kanonischen
Quantisierung, wie auch im Propagator eine tragende Rolle spielt, wie man bereits sehen
konnte. Demnach wird sie auch bei dem Berechnen von Zerfallsbreiten essentiell werden.

2.9. Polarisationstensoren auBBerhalb des Ruhesystems

Die bisherigen Betrachtungen der Polarisationstensoren hatten sich nur auf das Ruhesys-
tem des Feldes/Teilchens beschrankt. Man kann im Anschluss daran natiirlich auch das
Feld/Teilchen von auBlen, als bewegtes Objekt betrachten. Hierzu soll eine Lorentztransforma-
tion in z-Richtung durchgefithrt werden. Die Transformationsregeln fiir Lorentz-Vektoren/-
Tensoren lauten:

At =TF AV (2.76)
B*% =1*,L°,B" (2.77)
.9 . u .. _ v _ _ 1 .
wobei die Boostmatrix L¥, explizit durch 8 = ¢ = v und v i ausgedriickt werden
kann:
v 00 —pBy
0 10 O
/"L pu—
L*, 0o 01 0 (2.78)
By 0 0
Fiir den Impulsvektor des Teilchens ergibt sich somit:
v 0 0 —=pBvy\ [m ym
0 10 O ol 0 o
0 01 0 0o 0 =R (2.79)
—By 00 ~ 0 —Bym
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2. Das klassische reelle Spin-2-Feld

Gleichung (2.77) lasst sich zu einer Matrixgleichung umschreiben:
B'=LBL" . (2.80)

Allgemein transformieren sich demnach die Polarisationstensoren aus Abschnitt (2.8) durch:

vy 0 0 =By vy 0 0 —pBy
0 1.0 O 0 1.0 O
rafBy __ nz
=10 01 o |“I 0o o1 o (281)
By 0 0 v By 00
Berechnet man die Polarisationstensoren nun einzeln ergibt dies:
00 0 O
(1) 1 jo 1 0 0
V200 -1 0f”
00 0 O
0 000
110 0 10
yng _
2 =Z10 10 ol
0 00O
0 —py 0 0
1 1-8y 0 0 v
yny T
E=Z%10 o 0ol
0 v 00
0 0 —py O
1 0 0 0 0
yny 4 _
TW=TE 0 0 ]
0 0 v O
=28%4% 0 0 289?
Y 1 0 10 0
TE=Z%1 0 01 o
264 0 0 —29°

Man kann schnell nachpriifen, dass (2.62), (2.63) und (2.64) weiterhin erfiillt sind. Zudem
siecht man sehr schon, dass der erste und zweite Polarisationstensor durch den Boost nicht
beeinflusst wird, was logisch erscheint, da sie “orthogonal“ zum Boost stehen'®.

16Wahrend dem Anfertigen dieser Arbeit habe ich mir hiufiger Gedanken dazu gemacht, was man sich unter
einem Polarisationstensor vorstellen muss. Bei Polarisationsvektoren von Licht erscheint dies noch anschau-
lich. Diese stehen fiir die Schwingungsebenen des Lichtes. Ich kam zu dem Schluss, dass ein Polarisations-
tensor nicht nur eine Schwingungsebene hat, sondern vielmehr in zwei Dimensionen angibt wie sich das
Feld deformiert. Anschaulich wére dies vielleicht zu beschreiben durch einen Kreis in einer Ebene, welcher
in eine Richtung gestreckt und in die dazu orthogonale gestaucht, sprich zu einer Ellipse deformiert wird
und dieser Vorgang anschliefend in umgekehrter Richtung, so dass eine periodische Bewegung/Schwingung
entsteht. Diese Uberlegungen bestitigten sich durch die Analogie bei Gravitationswellen. Hier wird ein
Ring aus Testmassen deformiert [13, S.65].
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3. Kanonische Quantisierung

3.1. Kommutationsrelationen

Die kanonische Quantisierung des Spin-2-Feldes wird aus rechentechnischen Griinden ein we-
nig anders verlaufen als die der Spin-0- bis Spin-1-Felder. Diese wurden quantisiert, indem man
die Felder und ihre kanonisch konjugierten Felder zu Operatoren erhob und Vertauschungs-
relationen (Kommutatoren und Antikommutatoren) fiir ihre physikalischen Komponenten, in
Analogie zur Quantenmechanik, forderte. Dieser Vorgang ist unter dem Begriff der zweiten
Quantisierung bekannt und wurde stets fiir gleiche Zeiten durchgefiihrt. Die Ersetzungen sind:

T (@) = T ()
T, (x) — T, (z)
a(k,\) — a(k,\)
a*(k,\) — al(k, \)

Wendet man diese Ubersetzung auf das Spin-2-Feld an, so erhilt man folgendes Resultat:

. Be 1 2 . . , . .
T, (x)= — N ek, N (a(k, Ne 2 1 al(k, A)etthe) (3.1)
M /7271'3 2wp, )\2:21 H ( )

Im Falle des Proca- oder Maxwell-Feldes wurde sich dabei auf die physikalischen (meistens
raumlichen) Komponenten durch eine Wahl der Eichung beschrankt. Hier gestaltet sich die-
ses Vorgehen jedoch als schwierig. Somit wihlt man einen anderen Weg. Man postuliert nicht
Kommutatoren fiir die Felder, sondern direkt fiir die Erzeugungs- und Vernichtungsoperato-
ren. Diese rit/fordert man in Analogie zu den anderen gut bekannten Feldern. Anschlieflend
berechnet man die Kommutatoren fiir die Felder zunéchst bei allgemeinen Raumzeitpunkten
und fordert schlussendlich Gleichzeitigkeit. Dann betrachtet man nur die rdumlichen Kompo-
nenten, in welchen die physikalischen Freiheitsgrade stecken. Folgende Wahl fiir die Kommu-
tatoren bietet sich an:

[a(%, \),al(F, /\’)] = 2wk~ F) (3.2)
[A(E, ), (', )\’)]7 =0, (3.3)
[af (k,\),al (%, X)] =0 (3.4)

An dieser Stelle sei auch direkt der Anzahloperator N (E, A) definiert als:

at (K, Na(k, \) = 2w 8 (0)N (K, A) . (3.5)
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3. Kanonische Quantisierung

Zudem bené6tigt man das kanonisch konjugierte Feld, das sich aus
(3.6)

oL 1
I LI (VTP L VTP — gPTNT
9(0,Ty) —1-2(3 +0 ) — g0

1

(g’wauj He g'yaauj pH g"/pauj oH g’Ypauj /w)
1

(g’yaaprl 8u1 HYgP? + 0°T g™ auj ’Wgap)

ergibt. Setzt man hier die Losung (3.1) der Bewegungsgleichungen ein und verwendet die

Zwangsbedingungen (2.62), (2.64) und (2.63), so erhélt man:
oL
(3.7)

Mypy = =
7 0 (a’YTUp)
— T

Nun betrachtet man die zeitliche Ableitung und erhélt das kanonisch konjugierte Feld IAIW(Q:):

R B 12 - U SO SR
Zew(k,)\) (fzwka(k,)\)e +iwga' (k, N)e ) . (3.8)

()= —=—
) V2 2wk {4
Im Anschluss berechnet man die drei Kommutationsrelationen fiir die Felder zu allgemeinen

Raumzeitpunkten unter Verwendung der Vollstdndigkeitsrelation (2.73):

R R Brd3k 1 > . ,
T, (x),T, = —_— v (b, Neag (K, N 3.9
T @ Ton ] = |~ gy 3 e N)easlF ) (39)

- Y,
]6 ikx—ik'y

- ([a(®, A, a (k' x)
+ [a(k, A), at (7, V)] e thotiky

+ [af(F, N, a(k, X) | emthe=iky

+ {@T(R ), &T(];f/’ )\/)} e+ika:+ik’y)

BrBE 1 5 - -
Y e S € (K, Neas (K, N)
\/27T6 dwpwy ,\,)Z’:l ! o

. (2wk(5>\)\/(5(3)(E — E/)efikx+ik’y

_2Wk(5)\)\’5(3) (]2 B E/)e-i-ikx—ik’y)
Be 1 & . . . .
_ [ LB LS (RN s (RA) (e ik
/o’ 2wy 2 ks N)eas(F: ) ( )
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Setzt man die Vollstdndigkeitsrelation in den Ausdruck ein, so kann man die Vier-Impulse

aus dem Integral herausziehen:

. . Bk 1 1 1 1
[Tuu (), Top (?J)} = ﬁm <—39;w9a5 =+ 5 Inadvs + 59nBIva (3.10)
1 kaksg 1 kuk,
t g9 e g8
1 kksg 1 kukg 1 kka 1 kuke
T gdraT e T v om T o IuET 5T T BT 0

+2 k#kl’kakﬁ> e—ik(r—y) _ e—i—ik(x—y)
3 mt

1 1 1
= (_Sgw/gaﬁ + 59;1&91/5 + iguﬁgua

1 0405 1 0,0,

T
1 805 1 005 1 0,00 1 0,04
gguam + 591/01 m2 + iguﬁ m2 591/5 m2

2 9,0,020
+ 3  m )

3
) d kG % (e—ik(x—y) o e+ik(x—y))
V21 AWk

1 1 1
= <_39/wgaﬂ + 59;1&91/5 + §gu69ua

1 8a83 1 3”0,,

+§g’w m2 +3gaﬁ m?
1 0,08 1 9,08 1 0,00 1 0,04

g% TE g% T I T g%y
20,0,0,08 .
+3m4> iA(x—y) .

Betrachtet man, wie bereits erwahnt, nur die raumlichen Komponenten, so ergibt sich mit den
Eigenschaften der Invarianten-Pauli-Jordan-Funktion aus Appendix (A) folgende Gleichzeitigkeits-

Kommutationsrelation:

T (@), T ()] = 0. (3.11)
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Als néchstes berechnet man den Kommutator der kanonisch konjugierten Felder:
(11,0, (@), s ()| = 5K [T, (), T ()] (3.12)

1 1 1
= 838(?)! (_3glwgaﬁ + 59#&91/5 + ig,uﬁgua

L1 00 1 aa
392 Ty

1 0,05 1 0,05 1 0,00 1 0,04

B T e U A
20,0,0,0
+3,uu4a,8> iA(z— )

1 1 1
= —3 ( 3g,uuga5 + 29,“0191/5 + 291‘59”0‘

1 9,05 1 a d,
T30 T 39T

1 905 1 905 1 90a 1 8.0a

T T e T oy T e

swesin(p(z —y)) -

L2 auayaa%) / d3k
3 mt Vo
In diesem Fall betrachtet man auch nur die rdumlichen Komponenten bei Gleichzeitigkeit.

Der Faktor (wy)? dndert nichts am in Appendix (A) diskutierten Verhalten des Integrals, da
er symmetrisch in k ist und beim partiellen Ableiten nicht beriicksichtigt wird. Nach kurzem

Uberlegen ergibt sich:
[ﬁz’j(f)aﬂlk(?j)} =0. (3.13)
Schlussendlich wird auch der nicht verschwindende Fall betrachtet:

(T (@), Tap )] = 0 [T, (0), T ()] (3.14)

uv

Y 1 1 1
= 80 _gg;wga/j + 59#0&91//3 + 59#,891/04

+1 88/3+1 88
39w 2 T3

1 9,05 1 (9M85 1 0,00 1 0,04

e g T g T g e
2 0,0,0,08\ .
—1-3“;140"3) iA(z—y) .
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Beschrankt man sich auch hier auf die rdumlichen Komponenten, so erhélt man ein nicht
triviales Resultat:

. . 1 1 1
730, )] = 0 (~arsame + 59ug5e + 395 (3.15)
1 00, 1 @aj
1 0;0, 1 00, 1 0;0, 1 00
B e L St (e
2 0;0;0,0r .

Nun muss dieser Ausdruck diskutiert werden, um ihn weiter zu vereinfachen. Die erste Zeile
ist hierbei einfach und es sei dabei auf Appendix (A) verwiesen. Es ergeben sich nach Gleich-
zeitigkeitsbetrachtungen einfache Deltafunktionen im Ortsraum. Die Terme in der zweiten
und dritten Zeile sind nach Anwendung der Ableitung von folgender Form !:

Bk 1
i -
. /27T6 2wy

_ /d%p.pws(pz)
- \/%6 ()

sz) (3.16)

(Wkpipj e~ "% + wipipje

20=0

z0=0
/ d3k )
= —1 | ——=p;p;Ccos(pz?) .
Var

An diesem Ausdruck erkennt man gut, dass fiir i # j der Integrand in zwei Integrationsrich-
tungen ungerade ist und beim ersten Integrieren das Integral verschwindet. Demnach kénnen
in Gleichung (3.15) alle Ableitungen durch Ableitungen in die gleiche Richtung ersetzt und
zusétzliche Kronecker-Deltas eingefiihrt werden. Dann berechnet man das Integral fiir ¢ = j.
Die Indizes m und n stehen fiir eine, jedoch beliebige, Raumrichtung. Es soll nicht iiber sie
summiert werden! Die Raumrichtung ist beliebig, da das Integral einen “echten“ Wert hat,
symmetrisch in allen Raumrichtungen ist und somit nicht von ihnen abhéngt.

d*p 1 ; ;
—i p6 o (wkp?ef”’z + wkpzzeﬂpZ) (3.17)
vV 27T Wk 20=0
&Pp

5 p; (efzpz +6+zpz)
2

d - .
[

! Auch hier ist Appendix (A) beim Nachvollziehen hilfreich.
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Fiir den letzten Term geht man analog vor. Man kann hier erkennen, dass jeweils zwei Indizes
paarweise gleich sein miissen. Dies beriicksichtigt man spéter in drei Kronecker-Delta-Termen:

, d°p 2.2 —ipz 2, +ipz
2/76 wipipie”P* + wppipie (3.18)
\/27r Zwk (eptr] ) 200
57 4ipE
6 Png( zpz_|_6 zpz)
2 52 d?p
L
27 2
= i07076°(% — 1)
Jetzt ist es ein Leichtes alle Teile zusammenzubasteln. Es ergibt:
o 1 1 1
[Tij (), Hlk(y)} = | —3%i9n + 5995k + 5 9ikYjl (3.19)
1 02 1 82
+ ng]glk 5 + 3glk92j
1 02 1 02 1 02 1 0?2
29119;/% igjlgikw - 59%9;‘1@ - igjkgilﬁ
L2 OZO2\ 4.
t3 (9ijg1 + girgjt + 9ugjr) 4”> i6° (% — i) .
Der Kommutator lautet demnach:
e 1 282 20202 L
{Tij (x)7Hlk(y)} = Gij9ik <—3 + gm + 3 A i6° (& — 7) (3.20)
1 02 20202\ .4,
+ gi9jk <+2 - W + 3 ;714n i6°(Z — 7))
02 20202\ 4.
+ 9ikgji <+2 T2 + 3 :lnf i0°(Z — ¥)

Als erstes sei angemerkt, dass der Kommutator fiir ungleiche Orte ¥ # ¥ verschwindet. Fiir
Gleiche Orte & = g ist dies nicht der Fall. Auf Grund der Symmetrie der Felder/Polarisationstensoren
waren nicht nur nicht verschwindende Terme zwischen den jeweils gleichen Komponenten,
sondern auch zwischen den symmetrischen “Partnern® zu erwarten (z.B. nicht nur die “1-2-
mit der “1-2“-Komponente, sondern auch die “1-2“- mit der “2-1“-Komponente verschwindet
nicht). Die Ableitungen der Deltafunktionen sind auch vollig in Ordnung. Man bezeichnet sie
als Schwinger-Terme. Insgesamt ist das Ergebnis schliissig. An dieser Stelle sei angemerkt,
dass Bhargava und Watanabe in ihrem Artikel auf dasselbe Resultat [21, S.276-277] fiir den
Kommutator zwischen Feld und (komplex konjugiertem) Feld, jedoch zu unterschiedlichen
Raumzeitpunkten kommen wie ich nach der kanonischen Quantisierung (3.10). Leider haben
die Autoren keine Kommutationsrelationenen fiir das Feld mit seinem kanonisch konjugierten
Feld angegeben. Es gibt noch eine weitere Arbeit aus derselben Zeit, die Kommutationsre-
lationen angibt und sich auf dhnliche Veroffentlichungen wie die eben genannte bezieht. Die
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3. Kanonische Quantisierung

dort erwiahnten Kommutationsrelationen sind zwar dhnlich, jedoch nicht vollig gleich zu den,
in meiner Arbeit hergeleiteten [20, S.394, S.400, S.403].

3.2. Hamiltonoperator

Der Hamiltonoperator brechnet sich durch Einsetzen des quantisierten Feldes (3.1) sowie sei-
nes komplex konjugierten, auch quantisierten Feldes (3.8), in die Energie/Hamilton-Funktion
(2.41). Hier sei noch einmal angemerkt, dass spatestens an dieser Stelle der Hamiltonoperator
nur noch die Energie des Systems bzw. die Quantisierung der Energie des Systems beschreibt
und nicht mehr die vollstdndige Systeminformation trégt. Dies wére auch der Fall, wenn man
bis zu dieser Stelle im kanonisch konjugierten Feld und somit auch im Hamiltonoperator alle
unphysikalischen Terme “mitgeschleppt® hétte, da man hier die Losung der Bewegungsglei-
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chung einsetzt und spétestens dann alle unphysikalischen Terme verschwinden.

H= / A3z WH’“’ + VT, VT + mQTWTW) (3.21)
d3kd3k’ 5 - .
Bz Lk, N e (KN
2/ 271' 34wkwk/ )\%::1 6“ ( ’ )6 ( ’ )

- K—iwk&(l_f', Ne ™ 4 jwal(, )\)e““x)
(i a(R, N e m e 4 iwal (1, Ve

+ (iFa(k, e — ikaf (K, \)e*)

’ (&(E/’ )\,)e_zk/x + &T(Elj )\,)€Zk/x):|
d3kd3k‘/ 5 . B
’a (kN e (K N
/ 27T 34wkwk’ )\Z/:]_ 6“ ( ’ )6 ( ’ )
' {&(57 Na(k N (—Wkwk' — kK + m2) itk

+ CAL(]{Z7 )\)&T(E/’ )\l) (Wkwk/ + E]Z/ + mQ) e—i(k—k’).t

AT (F, Na(F, X) (wpwp + FF 4 m?) itk
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— —

+ a(k, Nl (1, V) (wieon + FE +m?) et (2m)363 (% — )
+af(k, Na(k', ) (wkwk/ + kK + m2) etk =)t (2m)353 (k — k)

+ at(k, \al (B, V) (—wnwn — BF' + m?) e iCtantonyisd (5 4+ 7))

1 dPh - - AT
=5 [ 5 2 o (aGENal(EX) +al (B, alk, X)) -
AN =1

Mit Hilfe der Kommutationsrelationen und des Anzahloperators ldsst sich dies noch verein-
fachen:

A~ 3 5 - —
a— % / % ; (241 (F, Ma(F,3)) + 205%(0) (3.22)
1 > .
= / kY (203 (0N (F, ) + wid(0))
=1

— 5%(0) /d?’/-céwk (N(E, A + ;) . (3.23)

Ein solches Resultat war zu erwarten, da die Analogie zu den bekannten Hamilton Operatoren
offensichtlich ist. Auch hier hat man durch den Summanden “—1—%“ eine unendliche Vakuums-
energie, welche renormiert werden muss. Des Weiteren wird wie bei jedem Hamiltonoperator
durch den Anzahl-Operator die Zahl der Teilchen mit Energie wy gezdhlt. Das Integral iiber
alle Impulse und die Summe iiber alle Polarisationen sorgt dafiir, dass auch alle Teilchen
erfasst werden. Der Faktor §3(0) kann als “unendliches Volumen“ aufgefasst werden.

3.3. Impulsoperator

Hier geht man vollig simultan zum Hamiltonoperator vor. Auch hier verwendet man das
quantisierte Feld (3.1) und das kanonisch konjugierte (3.8) und setzt es in die Impulsfunktion
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(2.42) ein:
P = [ (fas¥T7) d%a
BrBE
=— d%/ € (b, N e (K, N
/ (27T)34Wkwk’ ot © ( ) ( )

BEBE O
=— d%/ e (b, N e (K, N
/ (27r)34wkwk/ )\;1 H ( ) ( )

+ al (F, Na(F, V) (—wik!) et it (2m)363(k - i)

+ al (B, )al (F, X) (wk) ettt o363 (& + 1)) .
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2, Brkk & - -
P:—/ e (k, N e (£k, N
T 2, R R )

-

|tk Na(=k, Nyem 2t — a(k, Nat (F, X)

Bk kS
= ek, N)eM (£k, N
T 2, RN )

+at (B, Na(k, N+ al (B, N)a(k, \) + 2wk6)\/\/(53(0)} .

Das + des & gehort zu den Kombinationen aus einem @ und ' und das — zu Kombinationen
aus zwei @ oder zwei af. Auf Grund der Antisymmetrie des Integranden fiir den ersten,
zweiten und finften Term in der eckigen Klammer braucht man diese Terme nicht weiter
berticksichtigen. Man erhalt so:

/d%k S el N (B X) (81 A, X) -+t X)ali )
- 2w v, ) ’ ’ ’ ’
kox )\’ 1

3 5
—/d LE Z VY (&T(k,)\)&(k,)\’)+d*(k:,)\’)a(k,)\))

— §3(0) / 43k i F(NGE ) - (3.25)

Auch hier wirkt das Resultat vertraut und schliissig. Der Impuls des Feldes besteht aus der
Summe der Impulse aller Quanten mit Impuls k.

3.4. Spinoperator/Helizitatsoperator

Die Berechnung des Spinoperators lauft zundchst analog zu der Berechnung der vorherigen
Operatoren. Man startet mit der quantisierten Version der Gleichung (2.52), projiziert diese
jedoch auf die Bewegungsrichtung des Teilchens. Jene soll die z-Richtung sein. Dies ist der
Grund, warum es sinnvoll war, die Polarisationstensoren zu boosten. Diese Darstellung soll
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hier verwendet werden. Der Operator, welchen man nun erhélt, ist der Helizitédtsoperator:

§-e.=2 [ (0% - 11,10 a's (3.26)
dgkzd?’k' 5 . = . .
= 3 2001 N\ _ 1pt y/
=2 [ EE T A%ZZI (c1p(F. N2 (H N — exnlF, N (R, X))

| (—iwona(F, e ™ 4 dwgal (F, A)e't)
(&(E/’ )\/)e—ik’x + &T(El’ )\l)eik’x>}
BrdE . - = -,
— 95 3 20070 1\ _ 1o \/
_2@/01 x/(%)%kl A;l (c1,(F. NP (H N — eao N (R, X))

. |: 7 (k/ A\ )ef’i(k+k/)x

|
=TS
~~
&
>~
N—
>

— -

—a(k,Nal (K, \)e {k=k)z

al (k, Na(k', N et =Kz

[ BEBE L . . . .
_2Z/(27T)34wk/ > (elp(k,A)e2p(k/,A')_eQP(k:,A)elp(k/,/\/))
AN =1

[alE Na(, Nye et 2m)363(k + F)
—a(k,Nal (K, \)e (st (27)383 (k — k)
af (B, Na(k', X)et @)t (om)353 (k — k)

— —

+ af(k, Naf (K, N)ett@rten)tor)363 (k + E’)} .
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A 3 5
S.e, :z/k > (e1p(B N (=, X) = €2, (, e (—F, X))
2wk |\

Macht man nun in der ersten Summe die Substitution ¥ — —k und vertauscht man A mit \’ ,
so erkennt man, dass dadurch ein Minus entsteht und somit der Integrand antisymmetrisch
ist und nichts beitrigt. Ubrig bleibt:

§oo i [Lh 25: (1R, N2 (F, X') = e (B, M (F, X))
z 2wk 5 p\vy ) p\vy ’

- (—a(k, nal(k, X) +af (B, Na(k, \)) -

Nun muss man die Doppelsumme per Hand auswerten (ich habe leider keinen besseren Weg
gefunden). Hierzu verwendet man die Polarisationstensoren auflerhalb des Ruhesystems (2.9).
Gliicklicherweise verschwinden so gut wie alle Summanden der Doppelsumme, es bleiben vier
iibrig und man erhalt:

§oo i [TF (2 (al (£, 1)a(k,2) - a(F. 1)l (%, 2)) (3.27)
(

Da der Kommutationsrest in jedem Fall null ergeben wiirde, da es sich immer um verschiedene
Polarisationsrichtungen handelt (vgl.(3.2)), konnen wir die Operatorenreihenfolge beliebig
wéhlen:

241 (k,2)a(k,1) — 2a'(k, 1)a(k,2) (3.28)
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Dieser Operator ist noch nicht diagonalisiert. Dies erreicht man, indem man die Basis der
Erzeuger und Vernichter wechselt. Es eignet sich:

(d( ) —ia(k,?2)

a(k, 1) +ia(

)
£.2))
)
)

Diese neu definierten Operatoren erfiillen die gleichen Kommutationseigenschaften, wie die
alten. Man kann auch zeigen, dass der Hamiltonoperator weiterhin diagonal in der neuen
Basis ist. Setzt man die Riicktransformationen in den Helizitdtsoperator ein, erhélt man:

§.a = / &% [2 (aT(E, Pak,+) —al (&, —)a(k, _)) (3.29)

2wy,
+ (af(k, d)a(k, A) - af (k,D)a(k,0))] -
Nun kann man noch die Ersetzung durch den Anzahloperator vornehmen:
§. =60 / &k [2N(F, +) — 28 (F, ) + N (E, A) - N(E,0)] . (3.30)

Das Ergebnis ist auch hier wunderbar. Die Anzahloperatoren zdhlen die Quanten mit zir-
kular polarisiertem Spin 2, 1, —1 und —2. Die Spin-Einstellung Spin null taucht nicht auf,
da hier eigentlich der Helizitatsoperator verwendet wurde und durch die Projektion auf die
Bewegungsrichtung diese Anregung verschwindet. Sehr interessant ist an dieser Stelle, dass,
betrachtet man die Polarisationen genauer, man feststellt, dass die Spin-Einstellungen 1 und
—1 nur mit den zur Bewegungsrichtung “orthogonal schwingenden® Polarisationstensoren
verkniipft sind. Die Spin-Projektionen 2 und —2 sind hingegen ausschliefilich mit den Pola-
risationstensoren verkniipft, welche in Bewegungsrichtung, beziechungsweise unabhéngig von
der Bewegungsrichtung, schwingen. Der fiinfte Polarisationstensor, welcher die Komponenten
mischt, taucht nicht mehr auf.
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3.5. Drehimpulsoperator

Es sei schon zu Beginn angemerkt, dass sich durch den Ebene-Wellen-Ansatz kein guter,
sprich diagonaler, Drehimpulsoperator wird herleiten lassen. Sicher ist dies jedoch in einer
sphérischen Darstellung moglich. Man verwendet in der Regel hierzu die Kugelflichenfunktio-
nen, welche bereits als Eigenfunktionen des Drehimpulsoperators aus der Quantenmechanik
bekannt sind. Dennoch soll hier, wie auch bei den vorherigen Operatoren, mit der Ebene-
Wellen-Losung gearbeitet werden. Die Betrachtung in sphérischer Darstellung wird in dieser
Arbeit nicht beriicksichtigt, wird allerdings mit grofler Wahrscheinlichkeit als Fortsetzung von
mir berechnet werden.

Man startet wie gewohnt mit Gleichung (2.49), welche klassisch den Drehimpuls des Spin-
2-Feldes beschreibt. Diese Gleichung macht man operatorwertig und symmetrisiert sie, was
spater schneller zu dem gewiinschten Resultat fiihrt:

(x99 (I i) 0 o

S~

Im néchsten Schritt ersetzt man die Gradienten mittels Ableiten durch Impulse und die Orte
durch Gradienten im Impulsraum. Zudem werden die Losungen der Bewegungsgleichung (3.1)
und (3.8) eingesetzt. Es ist wichtig, dass die Gradienten stets nur auf den Ebene-Welle- Anteil
wirken.

5 Brdk 2 N
£=3 ) [ Gt 2, o E A E ) (3

. (61:’ % E/) (&(E/, )\/)e—ik’m + &T(E/,)\/)eik/x)
+ (ﬁk X E) (d(lg, )\)e*“m 4 &T(E, )\)eikz)

: (—iwk/d(l%’,x)e—m +iwpal (E’,A’)ei’f’xﬂ _
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5
. {(Wk (ﬁk’ X E’) + Wi (ﬁk X E))

- (—&(E, Na(k', NYe "B+ gtk Naf (k) )\/)e+i(1c+k’)x>

+

/N

Wi (6]?/ X E/) — W/ <6k X E))
. <—€L(E, )\)dT(E/, )\/)efi(k*kl)x + dT(E, A)d(E’, )\I)e+i(kfk’)x)} .
Nun kann man die rdumliche Integration durchfithren und erhélt wie gewohnt Deltafunktionen

flir den Impulsvektor:

51 BRBE - -
L=i- a(k, NP (KN 3.33
'3 ] G A;ﬂe gk, A)e”( ) (3.33)

: [(Wk (ﬁk’ X E’) + Wy (ﬁk X E)) 8 (k+ k)
. <_&(E, )\)&(1‘6’/’ )\/>€—i(w+wk')t + dT(E, )\)dT(l_{” )\/)€+i(wk+wk/)t)

+

N

Wk (6]4 X E’) — Wy (ﬁk X E)) (53(];;* E’)

-

. (—&(E, )\)dT(kZ/, /\/)efi(“’kf‘”k/)t + dT(E )\)&(E/7 )\/)6+i(Wk*wk/)t)j| '

An dieser Stelle benétigt man zwei wichtige Relationen. Zum Einen:
Ty i (F— ) = Vg < 00° (F= ) | (3.34)
Zum Anderen wird eine Rechenregel fiir Deltafunktionen unter Integralen entscheidend.
FR) [Vpx k6% (F=R)] =% (F—F) [~V x k f(F)] - (3.35)

Mit Hilfe der ersten Relation kann man sich klar machen, dass alle Kombinationen aus ¢ und
a sowie die Terme mit &' und a' verschwinden. Die anderen Terme lassen sich umschreiben
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zu:

5 1 BRBE S - -
L=i- ap(k, NP (KN 3.36
3] T Aéle gk, \)e® (K, \') (3.36)

o (B ) o (90 ) 5

. (_@(/;'7 /\)&T(E/7 )\/)efi(wrwk/)t + &T(E’ )\)&(E/7 )\/)eJri(wkfwk/)t)}

1 [ Bkd3k S - -
== ok, NP (K, N
1/ T 2o s ENE

: [—wka(é, Nal (K, X) (% x E’) + wial (F, \a(k, N) (% x E’)

e a(k, Nal (], X) (Ve x k) = wpal (8, Na(®, X) (Vi x F)]

83k — K
1 [ BEBE O .

== €as(k, NP (K, N
5] doron MZ;I gk, A)e* (K, \)
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. 1 A3k & .
L=—iz | =2 (B, N)e®P (B, N
2 4(&)]{; A%:_lﬁ 6( ) )6 ( ) )

1 &Pk
= —1z —_— Z 5/\)\/
2 ) 4w ANl

L R 5 -
“5 ] o A; (aT(k,)\) (vk x k a(k‘,)\)) TV x k 53(0)) :

Man sieht, dass dies zu keinem eleganten Ausdruck fithrt. Dennoch ist das Ergebnis hochst
sinnvoll, da es in Analogie zu den bekannten Theorien steht und man keine diagonale Dar-
stellung erwartet. Dies kann man am Nabla-Operator am deutlichsten sehen, welcher auf den
Vernichter wirkt. Hochstwahrscheinlich muss man einen Ansatz in Kugelflichenfunktionen

machen, um elegante Resultate zu erhalten, in welchen abermals der Anzahl-Operator die
Quanten zéhlt.
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Spétestens nachdem ich in den vorangegangenen Kapiteln sehr ausfiithrlich die formale Theo-
rie fiir ein Spin-2-Teilchen klassisch und kanonisch quantisiert behandelt habe, muss man sich
die Frage stellen, wozu man dies iiberhaupt machen sollte. Alle fundamentalen Teilchen, ob
Quarks oder Leptonen, tragen den Spin % Dazu kommt noch das Higgs-Teilchen mit Spin 0
und die Eichbosonen, welche durch den Spin 1 ausgezeichnet sind. Spin-2-Teilchen tauchen
im Standardmodell zundchst nicht fundamental auf.

Eine Rechtfertigung fiir eine Spin-2 Betrachtung wére die bereits hdufiger erwdhnte Gravitati-
on. Es wird allgemein vermutet, dass sich diese durch ein masseloses Spin-2-Feld beschreiben
lasst. Da ich jedoch eine massive Theorie bearbeitet habe, miisste man die Masse gegen Null
schicken. Dies scheint zunéchst kein Problem zu sein, jedoch ergeben sich dadurch uniiber-
schaubare Konsequenzen. So reduziert sich die Anzahl der Freiheitsgrade des Feldes weiter
und es muss eine Eichung gewéhlt werden (vollig analog zur Proca- und Maxwell-Theorie).
Dazu kommt, dass man auch beim Propagator Probleme erhélt, um nur eine weitere Schwie-
rigkeit zu nennen.

Mein Ziel ist es daher, wirklich massive Spin-2-Teilchen zu beschreiben. Hier bietet sich na-
tiirlich der Sektor der Hadronenphysik an. Da Quarks nicht alleine vorliegen kénnen, sondern
stets farbneutrale Zusténde bilden (Confinement), kann man Zustdnde aus Quark und An-
tiquark konstruieren, deren Spin und Drehimpuls zu einem Gesamtdrehimpuls/Gesamtspin
koppeln. Da Quarks Spin % tragen, kann im Falle von Mesonen der Gesamtspin nur die Werte
0 oder 1 tragen'. AuBer dem Spin kénnen die beiden Quarks auch noch einen echten Drehim-
puls besitzen, welcher auch quantisiert ist. Der Drehimpuls ist eine Anregung des gebundenen
Zustandes.

Nun kann man die Regeln der Drehimpulsaddition verwenden. Der Gesamtspin bzw. Gesamt-
drehimpuls J nimmt Werte

L-S<J<L+S (4.1)

an. Da wir ein Spin-2-Teilchen beschreiben wollen, ist J hier auf den Wert 2 festgelegt. Setzen
wir nun S = 0 in (4.1) ein, so erhdlt man:

L<2< L.

Die Konsequenz ist, dass in diesem Falle L auf den Wert 2 festgelegt ist.
Betrachtet man als ndchstes S = 1, so ergibt sich ein anderes Resultat:

L-1<2<L+1.

Dies ist fur alle 1 < L < 3 erfillt.
Man kann nun zwei Formeln verwenden, welche einem fiir Teilchen die Werte der Paritit und

! An dieser Stelle sei angemerkt, dass durchaus die Moglichkeit besteht, dass tensorartige Teilchen auch aus
mehr als zwei Quarks bestehen kénnten. Hier wollen wir uns jedoch auf den/die einfachsten moglichen
Fall/Falle beschréanken.
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Ladungskonjugation liefern, sofern man S und L kennt. Dabei sei angemerkt, dass die Formel
fiir C' nur fir neutrale Mesonen ohne Flavour gilt.

P (-t (4.2

C= (-1 (4.3)

Man charakterisiert mesonische Zustidnde mit Hilfe dieser beiden Quantenzahlen und dem
Gesamtspin/Gesamtdrehimpuls J durch:

Jre (4.4)

Betrachtet man mit diesem Wissen die beiden unterschiedlichen Einstellmoglichkeiten des
Spins (0 und 1), so erhdlt man fiir S = 0 und L = 2 nur einen eindeutigen Zustand:

27T, (4.5)

Fiir Spin S = 1 hingegen erhélt man drei Zustdnde, von denen jedoch zwei strukturell gleich
sind. So bildet S =1 und L =1 bzw. L = 3 den Zustand:

2+t (4.6)
Einen anderen Zustand erhilt man fir S =1 und L = 2:
277 . (4.7)

Ein Zustand ist jedoch fiir neutrale Teilchen ohne Flavour ginzlich unmdéglich. Man bezeichnet
ihn als exotischen Zustand, welcher nicht aus zwei Quarks konstruiert werden kann. Verwendet
man jedoch mehr als zwei Quarks, oder gebundene Zustédnde aus Gluonen, so kann dieser
Zustand auch existieren:

2t~ (4.8)

Dies gilt es nun in das in den vorherigen Kapiteln beschriebene Modell des Tensorfeldes
zu integrieren. Hierzu konstruiert man sogenannte Quarkstréme. Das Tensorfeld selbst ist
der Quarkstrom aus Quark und Antiquark, welcher alle Symmetrien und Eigenschaften (wie
zum Beispiel die Zwangsbedingungen) des Tensorfeldes erfiillt und zu dem richtigen Gesamt-
spin/Gesamtdrehimpuls fiihrt. Wie wir soeben gesehen haben, sollte es zumindest drei struk-
turell verschiedene Quarkstréme geben. In den néchsten Abschnitten sollen die zunéchst pos-
tulierten bzw. iibernommenen Stréme hinsichtlich ihrer Symmetrien untersucht werden. Man
wird am Ende sehen, dass sie genau soeben angegebenen Zustédnden entsprechen.

4.1. Tensormesonen 2+

Der Quarkstrom, welcher Tensormesonen beschreiben wird, stammt aus [6, S.2]. Er lautet:
o = A 2 k. k =
(Xw/)ji = 1q; |:’7p, 0 v+ 0 w g <gp,1/ - 221/) s 0 5:| q; (49)
=1 {Qi'%uau%‘ - au(ji’y,qu + Qi%/a,u% - 8#‘.71’71/%

2 kuko\ (- o5 5
—3 (gW - kz) (qm@ q; — 0 %")’6%‘)} :

53



4. Multiplets von Tensormesonen

Hierbei stehen die Indizes an den Quark-Spinoren nicht fiir Dirac-Indizes, sondern fiir die
Quarkflavours. Die Dirac-Indizes werden nicht ausgeschrieben. Der Quarkstrom kann zu-
néchst aus beliebigen Kombinationen der sechs Quarks bestehen. Da die Flavour-Symmetrie
fiir mehr als die leichtesten drei Quarks zu stark gebrochen ist, macht es jedoch nur Sinn, den
Quarkstrom aus up-, down- und strange-Quark zu konstruieren. Der Quarkstrom beschreibt
als Folge dessen ein Nonet von Mesonen:

fa,n+ad aF Kt
V2
X = ay f2,1\\1/;a(2) KSO . (4.10)
K- K hs/),,

Dieses Mesonen dieses Nonets identifiziert man mit folgenden Teilchen, welche von der Particle
Data Group gelistet sind. Mischungseffekte sind hier durch “a“-Zeichen angedeutet, werden
jedoch spater im Detail besprochen.

Meson | Identifikation | Masse [MeV]

as a2(1320) 1318,3+0,5
K3 K3(1430) 1425,6 1,5
fon ~ fo | f2(1270) 1275,1 4+ 1,2
fos~ fh | F5(1525) 1525 + 5

Tabelle 4.1: Tensormesonen und deren Massen.
Dementsprechend modifiziert man auch die Lagrangedichte mit einer Spur im Flavourraum:

1 1
L:jwh(@xwwxw+@xw&wﬂﬁ—2@XWX (4.11)

(aaxaﬁaﬂxuﬁ + 0, XPO X5, + 0u XM X 5 + aaXﬁaaMXm)

=

+ 5 (0. X"0,X +0,X"9,X)

m2

2
m
= (K XM 4 X X) + 2X2} :
Nun gilt es, den Quarkstrom auf seine Symmetrien zu untersuchen. Diese Untersuchungen
in den néchsten Abschnitten erfolgen analog zu denen, die Florian Divotgey in seiner Arbeit

tatigte [7, S.21 ff].

4.1.1. Lorentzsymmetrie

Eine Quantenfeldtheorie sollte stets invariant unter Lorentztransformationen sein. Hierbei
werden nur eigentliche, orthochrone Lorentztransformationen beriicksichtigt. Da sich der
Quarkstrom aus Quarks zusammensetzt, die sich, da sie fermionisch sind, wie Spinoren trans-
formieren, benotigt man die Spinordarstellung der Lorentztransformation in der nachstehen-
den Form:

S(A) = exp (—;wwa‘”’) (4.12)
mit

1
o = S
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Die lorentztransformierten Spinoren lauten demnach:

Man benoétigt auflerdem die Eigenschaft, dass
ST A)LS(A) = A, 5, (4.13)

gilt. Am Ende der Rechnung braucht man noch eine Regel, die fiir die Transformationsma-
trizen gilt:

3¢ = ASA0, . (4.14)
Nun kann man den lorentztransformierten Quarkstrom berechnen:
(X,w)ji =1 [éisl(/\)”m/\ua (0aS(A)gs) — A (C%(L‘S*I(A)) YuS(A)g; (4.15)
+ @S M)A, (05S(W)gy) = AP (956571 (M) WS (Vg
(@S M)A’ (9°S(A)gy) — A’ (905 (M) wS(A)qj)]
ZMfMahw%%&MW%+%%%%%%M%
—g (gﬁa - k;j?) 5 (@ivedq; — 36%74%‘)}
= AuﬂAua(Xﬁoc)ji
= AN (Xap)ji -

Dies ist das erwartete Ergebnis. Der Quarkstrom transformiert sich wie ein Lorentz-Tensor.
Das Ergebnis setzt man in die Lagrangedichte (4.11) ein und iiberpriift deren Invarianz. Dies
sei hier exemplarisch fiir den ersten Term vorgefiihrt. Die Berechnung aller weiteren Terme
erfolgt vollig analog:

1 N .
£ = TN M AS Xag A 07NN AT X7 . (4.16)

1
= 05050, 0c Xap0" X 7P + ..

1
= ZaTXaBaTXO‘ﬁ + ...

=L.

Dies gilt auch, wenn sich der Ausdruck in einer Spur im Flavourraum befindet, da dieser
keinen Einfluss auf die Raumzeit-Struktur hat.
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4.1.2. Ladungskonjugation

In diesem Unterabschnitt soll das Verhalten des Quarkstromes unter Ladungskonjugation
untersucht werden. Hierzu verwendet man den Ladungskonjugationsoperator C', welcher durch
zwei Gamma-Matrizen definiert ist:

C=ir? . (4.17)
Daraus lassen sich einige Eigenschaften herleiten:
C=-C'l=-C=-0CT. (4.18)

Zudem wird es wichtig sein, wie sich ein +* zwischen zwei Ladungskonjugationsoperatoren
verhélt:

CArC =T (4.19)
Auch hier ist es abermals sinnvoll zundchst die Transformationseigenschaften der einzelnen
Spinoren zu betrachten. Sie transformieren sich durch diese Gleichungen:

0.2-T

¢ (z) = "¢  (z) = Cq" (x
- 0.2

7 () = —¢" (2)ir"y* = ¢" (v)

Q>v

Diese Transformationseigenschaften setzt man in Gleichung (4.9) und kalkuliert:
(X/:u)ji =1 [Q;'TCA”Y;L (aué(j]T) - (quZTCA’) ’Yuéqu (4.20)
+ 4! C (0, ) = (040! C) 1 Cf

2 (o~ B8 (a7 s (P67 — (o C) O

3 k2
=1 [qz‘T’VZaquT - auQiT'?’gq]T
+ %T’Yz?au‘jjT - 8#@?73@?
2

kuky T Tas-T a6 T.T-T
—3 <9W—k2> (Qi 75 0°q; — 0%, ’Yaq]')

An dieser Stelle muss man zwei Regeln beachten. Das Vertauschen zweier Fermionen ergibt ein
negatives Vorzeichen. Zudem ist zu beachten, dass die Differentialoperatoren auch weiterhin
auf das gleiche “Fermion* wirken. Es sei zudem angemerkt, dass grofle “T“’s zum transponie-
ren in den Dirac-Indizes und kleine “t“’s zum transponieren in den Flavour-Indizes verwendet
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4. Multiplets von Tensormesonen

wurden.
(X )i = —i [@@’mqi — Q70 (4.21)
+ 8#6]’71/‘]2’ - gj’Yl/a;LQi

2 Euky\ /o5 s \F
—3 (g,w — ) (8 4759 — 5750 Qi)]

=1 |:(jj'7u8VQi - auéj’YuQi

+ QjVVOMQi - 8u@j7u%’

2 AV
-3 (gm/ - 22> (@50°¢: — 0 %"76‘]1‘)]

=1 |:(ji7,uaVQj - 8V€7i7qu
+ QiVVaMQj - 8#@71”71/%'

2 kuku\ /- s 5o t
—3 (gﬂu - ’];2> (qm@ g — 0 qmq;-)]
= (XW);i :

Auch dieses Resultat muss wieder in den Lagrangian (4.11) eingesetzt werden. Wichtig ist hier,
dass Spuren in den Lorentz-Indizes nicht gleichbedeutend mit Spuren in den Flavour-Indizes
sind. Auch an dieser Stelle soll nur die Rechnung fiir den ersten Term vorgefithrt werden. Die
anderen ergeben sich analog. In dieser Rechnung wird wichtig, dass die Spur invariant unter
dem Transponieren T {A*} = Tr { A} ist.

L' =Tr {iau(xaﬁ)taﬂ()(aﬂ)t + } (4.22)

Tr {i (04 X0, X05) + }

1
=Tr {48HXQ58“X‘15 + }

=L.

4.1.3. Paritatstransformation

Der néchste Schritt besteht darin, eine Paritatstransformation am vorliegenden Quarkstrom
durchzufiihren und dessen Verhalten zu untersuchen. Hierfiir ist es wichtig, die Transforma-
tionsregeln von Fermionen unter Paritit zu kennen. Diese sind gegeben durch:

q/(t7 i}) = ’YOQ(t7 _f) )
q(t. %) = q(t, )" .

Auch diese Transformationen setzt man in den Strom ein, um den transformierten Quarkstrom
zu erhalten. Diese Auswertung gestaltet sich hier jedoch schwieriger, da die rein rdumlichen,
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rdumlich zeitlich gemischten und rein zeitlichen Komponenten unterschiedlich transformieren.
Dies hingt damit zusammen, dass 49 selbstverstandlich mit sich selbst vertauscht, jedoch
{4%, 4%} fiir i = 1,2,3 gilt. AuBerdem ist zu beachten, dass die rdumlichen Ableitungen ein
zusétzliches negatives Vorzeichen erhalten. Um die Rechnung iibersichtlicher zu gestalten
verwendet man (—1)(“). Dies soll kein Lorentz-Index sein, sondern als geschlossener Ausdruck
gleich 1 fiir 4 = 0 und 1 fiir ¢ = 1, 2, 3 sein. Man berechnet:

(X )gi = i [m% (07°0) = (9@7°) Wr"g (4.23)
+ 37" (97°0) = (9u7°@) w75

—% (g,uu - k,’;];") (a7°% (9°1°0) = (9°3°) 7670%')]

=i (1) (-1)) {dmc?qu — O @ivudj + @GvOud; — Ouldivnd;

2 kuko\ (~ a5 5—
3 (g;w - kg) (Qi%a g — 0 %%%‘ﬂ

= (-1 (-1)") (X) i
= (X")ji -

Man sieht, dass der Quarkstrom genau die richtigen Quantenzahlen fiir 2+ +-Zustinde liefert.
An dieser Stelle soll auch noch die Lagrangedichte einer Paritétstransformation unterzogen
werden. Dabei ist zu beachten, dass die rdumlichen Komponenten der Differentialoperatoren
ihr Vorzeichen andern. Man kann diese, wie bereits oben gezeigt, schreiben als (—1)(“ ) Oy
Dieses mal soll als Beispiel nicht der erste Term dienen, sondern der vierte, da dieser sich ein
wenig “komplizierter* verhalt.

=Ty {_i (_1)(60 B ((_1)(0) (_1)(5) Xaﬂ) (_1)(#) oM ((_1)(#) (_1)(5) Xuﬁ)} (4.24)

=L.

Dass der Lagrangian auch invariant unter Paritat ist, siecht man an diesem Term sehr schon.
Die Vorzeichenwechsel tauchen stets quadratisch auf. Aus der CP-Invarianz kann man nun,
auf Grund des CPT-Theorems, auch auf die Invarianz unter Zeitumkehr schlieflen.

4.1.4. Flavour-Symmetrie

Eine weitere Symmetrie, welche bisher noch keine Erwahnung gefunden hat ist die SU(Ny)-
Flavour-Symmetrie. Sie gehort, wie die bereits besprochenen Symmetrien, zum Fundament
der Quantenchromodynamik, welche einer Beschreibung von Hadronen stets zu Grunde lie-
gen muss?. Will man die Eigenschaft einer Theorie, welche invariant unter SU (N )-Flavour-
Transformationen sein soll, in einfache Worte fassen, so heifit dies, dass unter der Annahme,
dass alle Quark-Massen gleich grof} sind, man Quarks, in andere Quarks transformieren kann,

2Weitere solcher Symmetrien sind die SU(N.)-Farbe, welche in diesem Model jedoch keine Rolle spielt, da
nur farbneutrale Objekte Betrachtet werden, sowie die chirale Symmetrie, welche noch nicht in das Model
integriert werden soll.
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ohne dass sich die Dynamik dndert. Mathematisch bedeutet dies, dass sich ein Quark-Spinor
unter Flavourtransformation wie folgt verhélt:

¢ = Uijq;
@ = (Uijq;)"7° = Q;U}ﬂo = QjU;,; :

Nun gilt es zu zeigen, wie sich der Quarkstrom 4.9 unter dieser Transformation verhalt:

(X],)u = ig;U]; {’m?y + 0 - % (g,w - ’“’];’,j”) 75?5] Ui Gm (4.25)
= Uimig; {w?u T ; (g,w - kl’;];”) 75?‘1 amU};
= Ulm(Xuv)ijJTz‘
- (UX’“’UT)M '

Testet man die Lagrangedichte (4.11), so sieht man, dass diese invariant unter SU(Ny)-
Flavour ist, da die Spur zyklische Vertauschungen erlaubt (auch hier wird nur ein Term
exemplarisch getestet):

El

Tr {1116“ (UXapUT) 0" (UXFUT) + } (4.26)

1

Tr {4U8HXQBUTU8“X“5UT + }
1

=Tr {4a,txaﬁaﬂxaﬁ + } :

In diesen Rechnungen wurde noch keine Aussage iiber die Anzahl N; der Flavours gemacht.
Daher gilt die Invarianz auch fiir beliebig viele Flavours. Im vorliegenden Fall, wird jedoch
nur von einer SU (3)-Flavour-Symmetrie ausgegangen. Der Grund hierfir ist, dass im Grun-
de die Symmetrie nicht vorhanden ist, da alle Quarks unterschiedliche Massen haben. Die
Massen von up-, down- und strange-Quark unterscheiden sich jedoch nicht viel. Man sagt,
die Symmetrie ist fiir drei Flavours nur schwach gebrochen und kann weiterhin angenommen
werden, wéihrend fiir Ny = 4 diese Brechung viel zu grof ist.

4.1.5. Zwangsbedingungen

Wie bereits angekiindigt sollte der Quarkstrom die Zwangsbedingungen des Tensorfeldes er-
fiillen. Dies wére zunédchst die Symmetrie in den beiden Indizes, welche jedoch offensichtlich
erfiillt ist. Die Klein-Gordon-Gleichung wird ohnehin durch jeden Spinor gelost, braucht dem-
nach auch nicht gesondert betrachtet werden.
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Im néchsten Schritt soll die Spurfreiheit getestet werden:

(X, )ji=1 {(im@“qg- — M Giyuqj + G 0uqy — Ouqint'q;

2 kbt /o ,
-3 (g,’j -5 ) (@750°q; - 86(]1‘7{5%’)]

=1 {(iﬂua"qj — 0" qivugi + @ 0uq; — Oudi"q;

-2 (@7535% - 35@'%%’”

Und schlussendlich ist es noch notwendig die Divergenzfreiheit zu zeigen:

0= 8, X"
— kXM

(4.27)

Hierfiir werden einige Relationen wichtig werden. Zunéchst einmal soll die Betrachtung im

Ruhesystem des Mesons erfolgen, k,, = (ko,0,0,0). Die Relation vereinfacht sich zu:

0=koX" .

Da es sich bei ky nur um die Gesamtenergie des Mesons handelt, kann durch diese geteilt

werden und im Ruhesystem findet man:
0=Xx".

Diese Relation wendet man nun auf den Quarkstrom (4.9) an:
0= (Xov)ji

. = 2 kok, >
= 14; {’Yoalﬂ-%ao—?)(gw— 22 )%35]%“

Nun gilt es eine Fallunterscheidung zu machen.
Fir v = 0:

. — — 2 kok =
022%[7080-1-7080—3(900—2;)%86}%’
0

IR
= qiv0 0 04j

= ¢ivokoq; — koGivoq;
= Giv09; — ¢iY04q;j

=0.

60

(4.28)

(4.29)

(4.30)



4. Multiplets von Tensormesonen

Fir v =m:

0 =1g 70<5>m + '7m<5>0 — g <90m — k(;!?n) 76?5} qj - (4.31)
0

Da gom = ki = 0 ist, ist es nicht weiter notwendig den letzten Term zu betrachten. Zudem
muss man sich nun dariiber Gedanken machen, wie die einzelnen Impulse der beiden Quarks
orientiert sind. Ist ist sinnvoll anzunehmen, dass sie stets in entgegengesetzte Richtung zeigen,
so dass sie sich insgesamt zu null addieren. Sowohl in der folgenden Rechnung, als auch fiir
die Fille des Axial- und Pseudo-Tensormeson, soll g;(k) und qj(—E) abhédngen. Man beachte,
dass hier nun mit &, nicht mehr der Gesamtimpuls, sondern nur noch die Einzelimpulse der
Quarks gemeint sind. Der vordere Teil wird demnach zu:

)) = (+km@(F))v0a; (—F) (4.32)

— koi(k)ymq;(—k)

0= Gi(k)y0(—kmaj(—
+ @i(z)kaOQj(—
= —/fmtii(/z)%%‘(—

— —.

=} (F)a;(~F) .

Man sieht diesem Objekt noch nicht an, dass es verschwindet, jedoch sollte man sich tiber die
tiefer liegende Struktur Klarheit verschaffen. Mesonen bestehen stets aus einem Quark und
einem Antiquark. Quarks und Antiquarks werden mathematisch durch Anwenden der Erzeu-
geroperatoren fiir Teilchen BT(E, s) und Antiteilchen CZT(E, s) mit Spin :l:% auf das Vakuum
generiert (Man kann sich leicht klarmachen, dass alle anderen Kombinationen von Erzeugern
und Vernichtern stets mindestens einen Vernichter enthalten, der auf das Vakuum angewen-
det, null ergibt.). Dabei ist zu beachten, dass man die Spinoren selbst nicht vergisst. Man
erhélt ein Objekt von folgender Gestalt:

!

==

0 = bl (k, s)dl(~k, s )ul (%, s)v;(—k, s')|0) (4.33)

An dieser Stelle sollte man sich ein wenig mit den Lésungen der Dirac-Gleichung auskennen.
Mit folgenden Relationen léasst sich obiger Ausdruck leicht vereinfachen:

ul (k, s)u(k,s') = 2E0, ¢ (4.34)
v (k, s)v(k,s') = 2E}6s,¢ (4.35)
ut (K, s)v(—k,s') =0 (4.36)
o (k, s)u(—k,s') =0 (4.37)

Man kann demnach mit etwas aufwand zeigen, dass
0= X0 (4.38)
gilt.

Es sind alle Bedingungen an den Quarkstrom erfiillt. Es ist jedoch hierdurch noch nicht
gesagt und gezeigt, dass es sich um den einzig moéglichen Quarkstrom handelt, welcher den
27+ Zustand charakterisiert.
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4.2. Axial-Tensormesonen 2~

Der Quarkstrom fiir die Axial-Tensormesonen®, welcher aus einem Artikel iiber Gitterrech-

nungen zu dem Zustand 27~ stammt [22, S.2-3], ist der Quarkstrom der Tensormesonen
(4.9), modifiziert um ~°-Matrizen. Auch hier soll er nur das Nonet beschreiben, so dass die
Flavour-Symmetrie nicht zu stark gebrochen wird. Das Nonet hat die Form:

0
hz’i}%—bQ b;’_ K;_
_p0
Buw=| hQ% B Ky , (4.39)
Ky K  hag

pv

Leider kann hier, auf Grund von fehlenden Daten seitens der Particle Data Group nur eine
Identifikation vorgenommen werden.

Meson | Identifikation | Masse [MeV]
ba

K, K>5(1820) 1816 + 13
hQ,N ~ hQ

hggs ~ hlg

Tabelle 4.2: Axial-Tensormesonen und deren Massen.

Der zugehorige Quarkstrom lautet:

. = < 2 k. k =
(Bw)ji = idi {w’f Ovtwy” 03 (g;w - 2;) 757" 0 5] 4 (4.40)
B P Y . — 5
=1 [qu O — Ol a5 + Gy Oudy — Ouliny’q;
2 k. k _ _
-3 (g,w - Z;’) (275770 q; - 35%%75(13-)] : (4.41)
Um die freie Theorie des Axial-Tensormesons zu beschreiben, wird dieselbe Lagrangedichte
(4.11) wie fiir Tensormesonen verwendet. In den néchsten Unterabschnitten wird der Quark-
strom auf seine Symmetrien untersucht werden, um auch schliefflich die Invarianz der Lagran-
gedichte unter diesen zu zeigen. Dabei wird vollig analog zur Untersuchung der Tensormesonen
vorgegangen.

4.2.1. Lorentzsymmetrie

Das Transformationsverhalten der Spinoren unter Lorentztransformationen bleibt unveran-
dert. Wichtig ist hier zu wissen, wie sich v° in Bezug auf die anderen Objekte verhilt. Es
gilt:

[$(8),7°] =0.

3Der Name Axial-Tensormesonen wurde von mir in Analogie zu Axial-Vektormesonen gewihlt. Sollte es
bereits eine andere oder zutreffendere Bezeichnung fiir diese Zustéande geben, bitte ich mir dies mitzuteilen.
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Zudem sei auf den Abschnitt Notationen verwiesen. Man findet somit:
(Bj,)ji =i [qis—1<A>m5Af (0aS(N)gj) = A, (9GS M) " SN (442)

+ @S (M)A,

S(A) 7 = 0 (953571 (8)) %P S (Vg

02
_ AuﬂAV 3 (gﬁa _
- (@-S*(A)WA% (9°S(A)ay) — A° (9GS~ () vm%(A)qj)}
=i\, A" [@i’Yﬁ’YSaan — Oali8Y° 4j + G VaY 0845 — O3Givay 4
2 kﬁka — 5 e € — 5
—3 <gﬁa -2 ) o¢ (qrm 9°q5 — 0@y qj-)}

= A,uIBAVa(BﬂOé)ji

= AN (Bag) i

Der Quarkstrom verhélt sich wie ein Lorentz-Tensor. Es ist also nicht mehr nétig, das Trans-
formationsverhalten der Lagrangedichte (4.11) zu testen, da diese, wie man am Beispiel des
Tensormesons (4.1.1) festgestellt hat, invariant unter Lorentztransformationen ist.

4.2.2. Ladungskonjugation

In diesem Abschnitt soll das Verhalten unter Ladungskonjugation untersucht werden. Man
erwartet hier durch die 7°-Matrizen ein negatives Vorzeichen. Dies wird in nachstehender
Rechnung bestétigt. Wichtig ist auch hier, dass v° mit dem Ladungskonjugationsoperator auf
Grund eines doppelten Vorzeichenwechsels vertauscht. Ansonsten verwendet man wieder das
Transformationsverhalten der Spinoren unter Ladungskonjugation.

(Bj)si = i |af Cuy® (8,.C7) ) — (9val €) vurCf (4.43)
+a Cuy” (9uCq) ) = (9! C) " Caf
7; (gw - kl‘;];”) (a7 Cror® (0°Cq) ) — (%41 C) 7575@(1?)}

Zi{qz VP0G — Oval VAT

+ @ 10 0ud; — Ol VoA T
2 ek )
-3 (guu - Z;) (aF iy o°a] —o°af i ~7a))

{qz VI 0,0 — d,ql AT !

T _
+ gl O —

OualvI b
2 kuky T o5 -
-3 (guv - ’,;2) (¢ F" o] — 0l Vi )
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Auch hier sei abermals auf das Problem der verschiedenen “Transponiert*“-Operatoren hinge-
wiesen. AuBerdem wird es durch das Vertauschen von v* und 7° einen zusitzlichen Vorzei-
chenwechsel geben.

(Bju)si = =i [0uG7° s — G710 (4.44)
+ 0uliY Wi — G WOt
2 Kk 55 5o\
-3 <g,w - 22”) (947" 159: — 3770 Qi)]
=1 {&/(iﬂwg’qz' — GV Oa

+ 0@ Y’ ¢ — Y’ Oudi

2 kuko\ (a6- 5 - 505 N\
-3 (guy - ’];2) (0°3757°a: — 4795770 Qi>:|
=1 [ayéwwf’%’ — @y O

+ 03 G — Ty Oy

2 kyky S~ 5 ~ 50 !
—3 (QW ~ ) (3 457" — 4iveY’0 qj)]

== (B/W);z‘ :

Dieses Resultat stimmt mit der vorausgegangenen Uberlegung iiberein. Es sollte natiirlich
auch die Lagrangedichte (4.11) invariant unter Ladungskonjugation sein. Dies kann man sich
leicht klarmachen, da sie sich unter Ladungskonjugation, bis auf ein doppeltes negatives Vor-
zeichen in jedem Term, genau so verhélt wie die der Tensormesonen. Die beiden negativen
Vorzeichen heben sich gegenseitig auf. Die Invarianz ist somit gezeigt. Es sei hier noch einmal
auf (4.22) verwiesen.

4.2.3. Paritatstransformation

Da auch hier das Transformationsverhalten der Spinoren unter Paritdt schon bekannt ist,
muss nur noch angemerkt werden, dass, wie in den Notationen bemerkt, 4° und ~° antikom-
mutieren. Die Notation aus dem letzten Abschnitt “(—1)#)“ wird weiterhin beibehalten. Es

64



4. Multiplets von Tensormesonen

ergibt sich folgende Transformationsregel:
(Biw)ji = {(mowf (07°0) = (9@7°) Wr*1"a; (4.45)
+ 57" 07" (9:7°05) = (0u@°) 17°7 g

2 kuku N (- 0. 5 (a6.0 8z 0 5,0,

—§ (g;w - kQ) (Qz’}’ YsY (6 Y q]) - (8 q;” )’Y&’Y 7 QJ)]

= —i (1) (-1)*) [(ji'Yu’YSaVQj — QY4 + Gy’ 0uty — Ouiny’4;
P Kk

= 590 0~ 5
—3 (g,w - k2) (qmw 9°q; — 9°qivsy Qj)}

= — ()" ()" (Bu)s
= —(B")ji -

Dieses Resultat war auch zu erwarten. Man hat demnach einen moglichen Quarkstrom fiir den
27~ -Zustand gefunden. Die Untersuchung der Lagrangedichte (4.11) kann abgekiirzt werden.
Wie im Falle der Ladungskonjugation heben sich die doppelten Vorzeichen genau Term fiir
Term auf. Die Lagrangedichte (4.11) ist konsequenterweise invariant unter CPT-und Lorentz-
transformationen.

4.2.4. Flavour-Symmetrie

An den Transformationen der Quark-Spinoren unter Flavour-Transformation &ndert sich
nichts. Nun gilt es nur den Quarkstrom selbst zu betrachten:

(B = i(jjU;i {’Vﬂf’?y + ’Yu’75<5>u - ; <gW - k;g”) 75?5] Uim4m (4.46)
= Ui {me’?y 7D - % <g,u1/ - k;’;”) 75?5] mUJ;
= Ut (B )m; U}
- (UB"”UT>11 '

Dies ist exakt das selbe Transformationsverhalten wie im Falle des Quarkstroms fir Tensor-
mesonen und muss daher nicht noch einmal explizit in Lagrangedichte eingesetzt werden, um
zu sehen, dass diese invariant und selbigen Transformationen ist.

4.2.5. Zwangsbedingungen

Was auch hier nicht vergessen werden darf, ist, den Quarkstrom auf das Erfiillen aller Zwangs-
bedingungen zu testen, da er sonst nicht konsistent zur freien Theorie ist. Die Symmetrie in
den Lorentz-Indizes ist trivialerweise erfillt. Auflerdem ist es nicht nétig, die Spurfreiheit
noch einmal separat zu testen, da diese vollig analog zu der Rechnung fiir Tensormesonen
(4.27) gezeigt wird. Der einzige Unterschied liegt in den zusétzlichen +°-Matrizen. Auch die
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Klein-Gordon-Gleichung bleibt erfiillt. Was noch zu testen gilt, ist die Divergenzfreiheit. Hier
muss nicht von Beginn an gestartet werden, sondern man verwendet direkt:

0= (Boy)ji (4.47)
. = > 2 kok, >
=iGi [107" 0 v +w7" 00— 3 (90u— 22 )7575 3‘1 g -

Auch hier wird es mit einer Fallunterscheidung weitergehen. Gleichwohl wird es nicht notig
sein, den letzten Term weiter zu betrachten, da dieser sowohl fiir v = 0, als auch v = m
verschwindet.

Fir v = 0:
0=a (7075?0 + 7075%)0) qj (4.48)
= 4707 kodj — koGiv07° 4
—0.
Fir v = mu
0=G(F) (07" 0 m +9mr” 0 0) 43 (~F) (4.49)

-

= Gi(k)107° (~Fmg; (k) = (kndi(k))707°¢;(~F)
+ @i (k) ym Y kogj (—k) — ko (k)ym~"q; (k)
= —kma] (K)7°g;(—F)
= g} ()7 q;(—F) -
In dieser Rechnung wurde wie gehabt Gebrauch davon gemacht, dass die Impulse der Quarks
antiparallel orientiert sind.
Der nun gewonnene Ausdruck muss wie im Falle der Tensormesonen auf das Vakuum ange-

wendet werden. Es bleibt aus den gleichen Griinden nur ein Ausdruck mit zwei Erzeuger-
Operatoren {ibrig:

0 = bl(k, s)dl(=F, s ul (k, s)7"v; (—F, )|0) . (4.50)

Dieses Objekt verschwindet leider nicht einfach durch Anwenden der Relation (4.36), da sich
eine y°-Matrix zwischen den Spinoren befindet. Man kann jedoch fiir die weitere Argumen-
tation die Erzeuger und Vernichter, sowie das Vakuum, aufleracht lassen, da diese Terme nie
Verschwinden:

0 = ul (k, 5)7%v;(—k, s) . (4.51)

Um hier weiter zu kommen, kommt man leider nicht umhin, die Spinoren explizit zu verwen-
den. Sie haben im Allgemeinen folgende Gestalt:

u(E,s):\/ko+m< - > , (4.52)

k0+mX

v(k,s) = Vko + m (;me) . (4.53)

Ui
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Dabei ist & der Vektor der Pauli-Matrizen. u(E, s) ist wie gehabt der Spinor fiir ein Teilchen,
wahrend v(k, s) der Spinor fiir ein Antiteilchen bleibt. Die x’s und 7’s sind fiir Spin —i—%

X+ = (3) , (4.54)

0y = (2) (4.55)

X = (2) : (4.56)
n_ = <01> . (4.57)

Jetzt gilt dies in Ausdruck (4.51) einzusetzten und diesen auszuwerten. Man wird dabei fest-
stellen, das folgende Identitdt niitzlich ist:

und fiir Spin —%

— —. -,

@ &)b-6) =@ b)-1+i@xb) . (4.58)

Mit dieser Vorarbeit erhélt man (Die Flavour-Indizes werden im Laufe der Rechnung wegge-
lassen, da sie das Ergebnis nicht beeinflussen. Jedoch ist das Vorzeichen des Impulses, sowie
die generelle Moglichkeit verschiedener Spin-Einstellungen wichtig.):

0 = ul (F, 5)y"v;(~F, s) (4.59)
0010
— ([ & 1\|oo0 o0 1|(=2,
— ko+m
ko + m X b k‘o + mX 1 0 O 0 ( 0 7’] )
01 0 O

2 &'k n
=Vko+m (XT f )(—EE .

» X
ko +m Torm !l

Jetzt kommt (4.58) zum tragen. Auflerdem muss man wissen, dass der Vektor der Pauli-
Matrizen hermitisch ist, &7 = .

+ (&F) (—5k) ;
(ko + m)2
Ez

0=x"n+x (4.60)

T T

= + S —
XnN+xXn (ko + m)?
Jetzt ist man fast fertig. Wir wissen aus der Diskussion iiber mdégliche Spin-2-Zustédnde vom

Anfang des Kapitels, dass Axial-Tensormesonen (27~ ) nur moglich sind, wenn die Spins der
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4. Multiplets von Tensormesonen

beiden Quarks zu Gesamtspin gleich eins koppeln. Dafiir miissen beide Spinoren die Spin-
Einstellung —i—% oder beide Spinoren die Spin-Einstellung —% haben. Setzt man nun explizit
die zugehorigen x’s und 7’s ein, so siecht man, dass der Ausdruck in beiden Féllen gleich null
ist:

: i i
0= + — 4.61
X X (4.61)

=0.

Damit wére auch gezeigt, dass der Quarkstrom fiir Axial-Tensormesonen (4.41) alle Bedin-
gungen erfiillt.

4.3. Pseudo-Tensormesonen 2~

Wie bereits am Anfang des Kapitels motiviert wurde, sollte es mindestens noch einen drit-
ten Quarkstrom geben. Dieser wird Pseudo-Tensormesonen beschreiben. Dabei wird seine
Form wiederholt Ahnlichkeiten mit den bereits vorgeschlagenen Strémen haben. Auch dieser
Quarkstrom wird durch ein Meson-Nonet reprisentiert. Zusammen erhéilt man:

nz,%wg nf Kj
0
T = Ty 772,1\\1/;5 K(ZJ , (4.62)
Ky KY  ms »
_ [ s 2 kuko\ 1< 5504
(Tdsi = 16| 079 = 3 (90— 252) (77”9 | 0 (4.63)

=1 {%’756#81/%’ - au@i’ﬁau(]j - 8u€7i'75au%' + au&/éi’ﬁ‘]j

2 ku.ky _ _ _
-3 (gw — ’];2) (qm5qu — 20,,3:7°0%q; + qu‘:’q]-)} :

Im Falle des Pseudo-Tensormeson-Nonets, konnen wieder gute Identifikationen gewéahlt wer-

den. Sie sind in folgender Tabelle gelistet.
Meson | Identifikation | Masse [MeV]

T m2(1670) 1672,2 £+ 3,0
Ky K5(1770) 1773 £ 8
no.N &~ M2 | 12(1645) 1617+ 5
n2.s /1y | 175(1870) 1842 £ 8

Tabelle 4.3: Pseudo-Tensormesonen und deren Massen.
Die Lagrangedichte, welche man fiir Pseudo-Tensormesonen verwendet, ist dieselbe wie bei

Axial- und Tensormesonen (4.11). Zum wiederholten Male miissen die Symmetrien des Quark-
stromes getestet werden.
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4.3.1. Lorentzsymmetrie

Alle wichtigen Rechenregeln zum Testen der Lorentz-Symmetrie sind aus den vorherigen
Kapiteln bekannt. Die vollstdndig kontrahierten Terme in der letzten sind alle invariant unter
Lorentz-Transformationen. Dies wird nicht explizit gezeigt, da sich der Term analog zu den
vorherigen Féllen verhélt. Man berechnet demgema#:

(Th)ji = 0 (@S~ (A)7°A, A, (50,5 (A)gy) (4.64)
— AL @Bpa:5 ™ (M)A, (955 (A)g5)
= A, (956S ™ (M)A (8,5 (M) gy)
+ 0, A, (050,3:5 (M) (S(A)gy)
= 20,00 (950 = 152 (@™ ()P OS(0)y)
20057 (A @S (N)ay) + (0757 (M) (S (W) |
= NN (Ts,)ji -
Man sieht, dass es nicht notig ist, das Resultat extra noch einmal in die Lagrangedichte

(4.11) einzusetzen, da die Transformationseigenschaft von Pseudo-Tensormesonen unter Lor-
entztransformationen dieselbe wie bei Axial- und Tensormesonen ist.
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4. Multiplets von Tensormesonen

4.3.2. Ladungskonjugation
Im néchsten Schritt ist auch zu testen, wie sich der Strom unter Ladungskonjugation verhalt

und ob er das gewiinschte Vorzeichen liefert:

(T!) = i [<q? CP(0,0,C57) — (0,47 C)(0,CT) (4.65)

— (0ua! CYV°(0,CT]) + (Du0ia] C)V(C))

2 k: ky T ay 5 A 7T
- g <guu - ;;2) ((Qz 0)7 (DCQj )

~2(0aq! C)y*(0°CqT) + (OgF O (C7)))

, AA—1_ 5T _ AA—1 5T o ~
= —i gl CC714P 8M(9qu—8yq?00 1,5 8MqJT

A A1 5T o A~ 5T
— 9ual CCTY" 0,47 + 0,0,Gig] CCTI T gF
2 kuku\ ¢ 1A Ay 5T g
~3 (g;w - l]::Q > (qi cc 175 qu
—28aqiTCA'CA'7175T8a§jT + inTCA'CA'71’y5chf>

- [Qj Y’ 0u0uti — 0u iy’ Outi — Oy y°Ovti + 0u0u Ty ai

2 kuko\ (- : : g
-3 (guu - 22”) (47°Dgi — 20a37°0"q: + Dqﬂ%)]
- (T/w)z'i .

Unter Ladungskonjugation transformiert sich ein Pseudo-Tensormeson wie gewiinscht. Dies
muss nicht mehr in der Lagrangedichte (4.11) getestet werden, da dies bereits fiir Tensorme-
sonen beispielhaft erklart wurde.

4.3.3. Paritatstransformation

Auch fiir Paritdtstransformationen sind alle Rechenregeln bekannt. Die Notationen werden
weiter beibehalten.

(T),)ji =i [qwof’@u@woq]- — 0,07°7°8,7°a; — 8,37°V° 0,1 q5 + 9,0,7°@7 " q;  (4.66)
p kuku /o _ _
-3 (gw - 22) (27°7° T g; — 20067°7°01 g; + Dqﬂ%%”%)]
= (=)W (=) "(Tp)i

=—(T"")ji -

Der Quarkstrom transformiert wie ein 2~ "-Zustand und beschreibt somit Pseudo- Tensor-
mesonen. Wie bereits in den vorherigen Féllen muss die Lagrangedichte (4.11) nicht extra
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4. Multiplets von Tensormesonen

getestet werden, da das Transformationsverhalten unter Paritdt dem des Axial-Tensormesons
entspricht. Das CPT-Theorem ist als Konsequenz erfiillt, die Theorie ist invariant unter CPT-
Transformationen.

4.3.4. Flavour-Symmetrie

Die Flavour-Symmetrie ldsst sich auf die gleiche Weise testen, wie in den beiden vorausge-
gangenen Féllen:

. & 2 kuk\ 15 54
(Th i = ijUjTZ- { 7’9, — 3 <g,u1/ - 22> ( d oy’ 0 )] Uimqm (4.67)
sy 2 kuko\ (<9 5434 t
= Uiniq; {8//7 8V_3<g,uu ]€2>(00/y 0 )] QmU]l
= Ulm(Tuu)ij]T'
= (UT,WUT)ZZ. .

Der Test der Lagrangedichte (4.11) eriibrigt sich, da das gleiche Transformationsverhalten
wie bei Axial- und Tensormesonen vorliegt.

4.3.5. Zwangsbedingungen

Der Test, ob alle Zwangsbedingungen erfiillt sind, wird sich auch hier zunéichst auf einfache
Uberlegungen beschriinken. Die Symmetrie des Quarkstroms in g und v ist offensichtlich,
und auch die Spurfreiheit ldsst sich, in Analogie zu den Tensormesonen, schon durch blofles
Anschauen erkennen. Auch hier geht man davon aus, dass die Quarks die Klein-Gordon-
Gleichung einzeln erfiillen. Es bleibt wie gehabt die Untersuchung der Divergenzfreiheit. Man
startet auch hier bei

0= (Tu);: (4.68)

_ &= = 2 kok,\ /= S
21%[3075311—3(901/—;)(3«1758 )}Qj'

Im Falle der Pseudo-Tensormesonen wird es nicht einmal nétig sein, eine Fallunterscheidung

durchzufiithren. Die Klammer mit den Impulsen verschwindet, egal welchen Wert v annimmt.
Dies wurde bereits mehrfach gezeigt. Nun schreibt man den vorderen Teil aus:

0=1 [@'V%o@qu‘ — 9,37’ 00q;5 — 0o@iv°0uqj + 30(911@'75%1 (4.69)
=1 [C]ﬂBlfoaqu' — v koq; — kodiv’0uqj + koau@ﬂqu}
=1 [@iVS(?VQj — Y’ q; — G 0ug; + 31/(1@'75%}

0.

Man sieht, dass sich hier die einzelnen Terme gegeneinander aufheben. Demnach sind auch
fiir den letzten Quarkstrom alle Zwangsbedingungen erfiillt.
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5. Effektive Modelle von Tensormesonen

Bisher wurde in den vorherigen Abschnitten nur die freie Theorie fiir Spin-2-Teilchen, sowie
ihre Substruktur, die Quarkstrome betrachtet. Als néchstes sollen wechselwirkende Terme in
die Lagrangedichte eingefithrt werden. Auch diese Terme miissen auf ihre Symmetrien hin un-
tersucht werden und invariant unter den gleichen Transformationen, wie es die freie Theorie
ist, sein. Zudem miisste man auch die freie Theorie der mit dem Spin-2-Feld wechselwirkenden
Teilchen in die Lagrangedichte integrieren. Dies soll in dieser Arbeit jedoch nicht diskutiert
werden, da die entsprechenden freien Theorien zu den Teilchen/Feldern wohlbekannt sein
werden und in jeder Einfilhrungsvorlesung in die Quantenfeldtheorie diskutiert werden.
Zudem sei hier ausdriicklich gesagt, dass dieses Kapitel keine vollstdndige Diskussion der
wechselwirkenden Quantenfeldtheorie des Spin-2-Teilchen liefert. Es werden nur einige, aus
theoretischer Sicht mdgliche, Wechselwirkungsterme vorgestellt und auf ihre Symmetrien un-
tersucht. Als Ergidnzung wird zu jedem Term auch die zugehorige Zerfallsamplitude berech-
net sein, jedoch nicht weiter motiviert oder diskutiert. Die Transformationseigenschaften der
anderen Felder unter Lorentz-Transformationen, sowie Ladungskonjugation und Paritét, als
auch Flavour-Transformation, werden der Bachelorarbeit von Herrn Divotgey [7, S.21 ff] ent-
nommen (die Nonets werden jedoch im letzten Teil noch einmal explizit erwdhnt). Das Trans-
formationsverhalten der Tensorfelder wurde im vorherigen Kapitel (4) diskutiert. Zudem sei
bereits hier gesagt, dass die Zerfallsamplituden im Ruhesystem des “zerfallenden® Teilchens
k* = (m,0,0,0) bestimmt werden. Die Berechnung des Impulses, der in entgegengesetzter
Richtung auslaufenden Teilchen, sei an das Ende des Kapitels gestellt. Im letzten Abschnitt
sollen die theoretischen Betrachtungen auch auf experimentelle Ubereinstimmung getestet
werden.

5.1. Zerfall 2=+ — 0~ *t1

Der Wechselwirkungsterm beschreibt den Zerfall von Pseudo-Tensormesonen 2~ in Vektor-
mesonen 1~ und Pseudo-Skalare-Mesonen 0~ mit der Kopplungskonstanten crpy . Er ist
gegeben durch:

Lrpy = crpyTr {T [V*,0"P]_} . (5.1)
5.1.1. Lorentzsymmetrie
Lrpy = crpvTr {A A Tagh VIN0°P = A A, P TN 0" PA V7 (5.2)
= crpvTr {056} TogV70° P — 6967 T,50° PV}
= CTP\/TT {T/w [V’u, 8"P]7}

=Lrpy .
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5.1.2. Ladungskonjugation

Lrpy = erpvTr {(Tu)! (<V")' (@°P)' = (T) @ P) (~V")'} (53)
= crpyTr {(=0" PV Ty, + VI9"T)' |
= crpy Tr {V*9" PT,, — 8’ PVFT,,}
= crpyTr{T,, V*0"P — T),,0" PV"}

=Lrpv .

5.1.3. Paritatstransformation
Lrpy = crpvTr{(= ()" ()" 7)) ()W v*) (= ()" 6" P) (5.4)
_ (_ (—1)® (—1)®) TW> (_ (-1)® an) ((_1)(u) V“)}
= CTP\/TT {TWV”é?”P — TW@”PV“}

=Lrpyv .

5.1.4. Flavour-Symmetrie

Lhpy = crpyTr {UTWUT ovet, a”UPUq_} (5.5)
= crpyTr {UT,, [V*,0"P]_U'}
=Lrpv .

5.1.5. Zerfallsamplitude

Es geniigt zur einfachen Rechnung folgenden Term zu betrachten. Wichtig hierbei ist, dass
die Kopplungskonstante arpy proportional zu crpy ist, jedoch nicht identisch.

»CTPV = anVTWc‘)“PV” . (56)
Mit Hilfe der Feynman-Regeln ergibt sich:
iMT,,—onpyr = iarpy e (A, ki )ikhe” (p, ky) (5.7)

- _aTPVGMV()‘v kt)kgﬁy(l% kv) )

—iMb L ougye = —crpveas\ k)kg e (o ky) (5.8)
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Nun bildet man das Betragsquadrat, mittelt tiber alle einlaufenden Spins und summiert {iber
2
alle ausgehenden Spins. Man erhélt so die Zerfallsamplitude ’MTW_@%VV

9 a2 5 3 ,
Z ‘MTW—>8“¢V” = % Z Z 6uu()‘> kt)eab’()‘a kt)kgkge (p> k‘v)Eﬂ(p, kv) (5'9)
A=1p=1
2
adpy (1 1 1
= T <_3guuga6 + 59;@91/6 + 59/@891/(1
1 ktaktﬂ 1 ktuktl/
39’“/ m% 3‘%"8 mf
_ 1 ktakt,@ _ 1 ktuktﬂ _ 1 kv ko _ 1 kt,u,kta
g e m? gJve m? 9 9ub m? 9P m?
2 kepkikiak kY kD
L 2Rk 4ta tﬁ) kKD <_gy3 4 2v>
3 my ms

2 3m? 2 m?

: P _

_ Ot py (k:f, ok2 _ ko 2(kpky) i kpkt + 3(kpky)”
3 p

21.2
2k PR (k) | BRE (kuky)?

m} 3m?2 2m?2 2m?2
| 2Wkokyp) (k) () Ky (kiko)”
3m2m? 2m?m?2
(k) k) k) (k)2 2(hky)?(huk)?
mim?2 2m2m?2 3mim?

_ dpy [ Ty . TE;  (ESEZ +2E,Epk* + k)
5 6 6 6m?

(B2E,2 + K*E,E,)  mpE)  2EE]
3m?2 2m?2 3m?2

2 2 22 7 212
_dbpy (LT3 B} BB} K miE
5 6 6 2m2  6m2  2m?2
2 1A
arpy (o F 2
= 2— + bk .
15 ( m2 - )

5.2. Zerfall 2=+ — 2770~ *

Dieser Wechselwirkungsterm gibt den méglichen Zerfall von Pseudo-Tensormesonen 2~ in
Tensormesonen 27+ und Pseudo-Skalare-Mesonen 0~ an. Der zugehérige Wechselwirkungs-
term sei wie folgt gegeben:

Loxp = epxpTr {TW (X P}+} . (5.10)
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5.2.1. Lorentzsymmetrie

Lrxp = orxpTr {A, A T AP AV X0P 4 AN P, PAY A X0 (5.11)
=crxplr {5$5§TWX7‘SP + 6$5§TWPX’Y5}
= crxpTr {Taﬁxaﬁp + T,3PX°F }

=Lrxp .

5.2.2. Ladungskonjugation
Lrxp = erxpTr {(Tw)' (X*)" (P)' + (Tu)" (P) (X*)'} (5.12)
= crxpTr {PX"T,, + X" PT,,}
= crxpTr {T, PX* + T,, X" P}

=Lrxp .

5.2.3. Paritdtstransformation
Lrxp = erxpTr{(= (0" ()" T ) (1)@ () X*) (=P)  (5.13)
(- 0PN T) (<P (1) (=) x) |
=crxplT {TIWX‘LWP + TM,PX‘LW}

=Lrxp .

5.2.4. Flavour-Symmetrie

Lhsp =crxpTr {UTWUT {UXWUT, UPUT}+} (5.14)
= erxpTr {UT,, (X", P}, U'}

=Lrxp .

5.2.5. Zerfallsamplitude

Erneut betrachtet man nur den ersten Term aus der Spur:
Lrxp = arxpT, X"P . (5.15)
Abermals wendet man die Feynman-Regeln an und erhélt so:

iMr_xp =iarxpeuw (N p)e' (p, k) , (5.16)
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—iM}_, xp = —iarxpeas(X )™ (p, k) . (5.17)

Die iiber die Spins gemittelte Zerfallsamplitude ergibt:

2 5 5
a’ v
> Mr_xp|* = % > e A p)eas(Xp)e (p, k)e? (p, k) (5.18)
A=1p=1
2
a 1 1 1
= % (_3!]#1/9045 + 59;10491/5 + iguﬁguoz
pap/a 1 pupu
+ 392 + 3908 02
p p
B }g PuPs 1g PuPp }g PvPa } pupa
ez T et T I e T e
2 1 1 1
+ SPuPePobp ( ~g" g™ + Zghegt + gt g
3 my, 3 2 2
1, k°KP 1 kMK
g 2% . af
+ 3g mz 3g mi

N I U R Y e Y

29 T2 29 T2 29 T2 29 T2

k k k k
2 kY kP )
3 mi
_ apxp (38 76 (pk)* 16 k*(pk)?
5 \18  18m2mi 18 m2m}
8 (pk)* 16 k2(pk) o
18mimi 18 mi F
2 4 ;2
= SLXP (4 4305 445 )
5 \mi T Tm?

5.3. Zerfall 2™ — 0~T0~ "

An dieser Stelle soll auch noch ein Zerfall der Art Tensormesonen 217 in zwei Pseudo-Skalare-

Mesonen 0~ diskutiert werden. Der Wechselwirkungsterm hat wieder eine sehr #hnliche
Gestalt zu den vorherigen:

Lxpp = cxppTT {XW {o0" Py, 5VP2}+} - (5.19)
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5.3.1. Lorentzsymmetrie
Lhpp = exppTr { A, N, Xogh' 0PI 50° Py + AN, Xogh? s’ LAY 07 Py} (5.20)
= exppTr {050] Xopd PLO° Py + 020) Xop0° P20V Py |
=cxpplr {XagaaPlé?BPg + XaﬁﬁﬂPgaaPl}
=Lxpp .

5.3.2. Ladungskonjugation

Lypp = exppTr{(Xu) (0" P) (9" P)' + (9" Pa)' (X,)' ("))} (5.21)
=cxpplr {8VP28‘LLP1XMV + 8“P18VP2XNV}
=cxpplr {Xuya”Pga“Pl + Xuya’*Pla"Pg}
=Lxpp -

5.3.3. Paritatstransformation
Ly pp = cxppTr { (H)@ (—1)®) XW) (f (—1)® aﬂpl) (f (—1)® 8”P2) (5.22)
+ ((_1)(u) (_1)(1/) Xw/) (_ (_1)(V) 3VP2) (_ (_1)(M) éWPl)}
=cxpplr {XW8"P18”P2 + Xw,a"Pga“Pl}

=Lxpp -

5.3.4. Flavour-Symmetrie

Ly pp = cxppTr {UXWUT {G“UPlUT,(?”UPgUT}Jr} (5.23)
= exppTr {UX, (0" P, 0" P}, U

=Lxpp -

5.3.5. Zerfallsamplitude

Auch an dieser Stelle betrachtet man nur einen Summanden der Spur und dndert im Gegenzug
die Kopplungskonstante:

ﬁXPP = aprXw,a“Pla”Pg . (5.24)
Dann ergeben die Feynman-Regeln fiir Tensormesonen:

iMx_pp =iaxppew (N, p)ikyiks (5.25)

= —iaxppew (N, p)kIEY
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—iMb_,pp = daxppew (N PRIk (5.26)
= iapreag()\,p)k‘f‘kQ’B .

Die Zerfallsamplitude ergibt sich zu:

2 5

a 1%

> Mixsppl? = ZEE YT e (A p)eas(X PR RERS RS (5.27)
=1
2
= 5 <_3guuga,8 + §guaguﬁ + §guﬁgua

1 papsg 1 pupv

+ 3w mg + 3J0p mf,

B }g puPs }g Pubp }g PvPa }g PuPa
2“C!m}27 2mm}27 2“6771}27 2'/6771}27

2 puPvPaPp
+§i%§— KRS RS S

_ Gpp (BB K mim | BB} EY)
5 2 6 2 2
3Oa_2XPPk4

5.4. Zerfallsbreiten

Um die Theorie, welche in dieser Arbeit aufgebaut wurde, mit den experimentellen Werten
vergleichen zu kénnen, muss zunéchst der Impuls E, welcher in jeder Zerfallsamplitude auftrat,
durch die Massen der beteiligten Teilchen ersetzt werden, da eine Zerfallswahrscheinlichkeit
nicht vom Impuls des Teilchens abhéngen darf. Dies erscheint auch logisch, da man sich stets
durch Lorentztransformationen in ein System begeben kann, in welchem das Teilchen ruht.
Da wir nur Zerfalle der Form: Teilchen mit Masse M zerfallt in Teilchen der Massen m; und
my betrachten, geniigt es, die Betrachtung des Impulses ein einziges Mal vorzunehmen.

Im Ruhesystem des zerfallenden Teilchens gilt Impulserhaltung, daher:

62 El —I—Eg s
weiter
k=k = —ky.

Auflerdem erfiillen alle Teilchen die Massenschalenbedingung;:
E?2 =k +m?.

Aus der Energieerhaltung folgt, dass das zerfallende Teilchen keinen Impuls tragt.

M = \/Ez +m%\/E2 +m3 (5.28)
M? = 2l%’2+m%+m§+2\/(122 +m2) (k2 +m3) .
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Quadriert man das Ergebnis, so ergibt sich ein Ausdruck fiir EQ, dessen positive Wurzel das
gewiinschte Resultat liefert:

M2 2 2 N .

(2 _ w _ k2> = 4+ B2 (m? +m2) +m2m2,  (5.29)

(ZM2 —m? —m3
4

2
. (—M2 + (m} +m§)) K24k =k B2 (m? 4+ m3) + mim3

Demnach erhilt man:

Pave (5.30)

F = \/ma* + (m§ — M) — 2m3(m3 + M?)
Dieses Ergebnis ]E\, sowie die einzelnen Zerfallsamplituden ]/\/l|2, miissen jeweils in die For-
mel (5.31) zur Berechnung von Zerfallsbreiten I', welche ich aus der Bachelorarbeit von Herrn
Divotgey [7, S.19] iibernommen habe, eingesetzt werden. Diese Werte kénnen mit den expe-
rimentellen verglichen werden.

o
o IME R

. 31
8t M? (5.31)

Es sei hier angemerkt, dass diese Formel streng genommen noch nicht fiir Teilchen mit Spin-2
hergeleitet wurde. Dies werde ich vielleicht im Anschluss an diese Arbeit in meiner weiteren
Forschung angehen.

Des Weiteren sei zu Formel (5.31) gesagt, dass stets die unpolarisierten Zerfallsamplituden
verwendet werden. Im Folgenden sollen explizit Kopplungskonstanten und Zerfallsbreiten mit
experimentellen Daten berechnet und abgeglichen werden. Hier sei angemerkt, dass in Rech-
nungen stets Uber die Ausgangszustande gemittelt und iiber die Endzustdnde summiert wird.
Zudem werden in den Rechnungen die Fehler in den Massenangaben vernachlassigt, sowie
immer die Massen der geladenen Konstituenten verwendet werden. Diese Ndherung ist akzep-
tabel, da die Ungenauigkeit in den Massen im Vergleich zu der Ungenauigkeit der gemessenen
Zerfallsamplituden gering ist. Nur dieser Fehler wird beriicksichtigt werden.

5.4.1. Mischungseffekte und physikalische Nonets

Im Abschnitt (4) wurden die Quarkstrome und Nonets der (Pseudo-/Axial-) Tensormesonen
vorgestellt. Zudem ist bereits erwdhnt worden, dass die Nonets der anderen Teilchen-Zusténde,
im Abschnitt iiber Wechselwirkung (5) der Bachelorarbeit von Herrn Divotgey entnommen
werden [7, S.20-21]. Die in diesen Nonets enthaltenen Teilchen sind jedoch leider nicht die in
der Natur (den Beschleunigerexperimenten) auftretenden physikalischen Teilchen. Dies duflert
sich wie folgt: Die Nonets, welche in den von mir und Herrn Divotgey berechneten Zerfillen
verwendet werden, haben die allgemeine Struktur:

fz\f\;;0 at K7t
N = a~ fn_2a0 KO . (532)
K- K% fs
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Wobei die einzelnen Eintriage Quark-Anitquark-Zustédnde sind:

a® = V2(tu — dd) ,

at =du,
a” =ud,
fn = V2(tu+ dd)
fs=3s,
K% =3d,
K% =ds,
Kt =5u,
K =us.

Einige der in diesen Nonets auftretenden Zustdnde miissen jedoch durch die physikalischen,
messbaren Teilchen ausgedriickt werden. Dies betrifft ausschliefflich die Diagonalelemente:

(cos(8') /' —sin(6') f)+a + +
vz (cos(0') f' a' (0)f)—a® "
— _ cos —sin —a 0
N a o K . (5.33)
K~ K° (cos(0')f + sin(0') ")

Der Winkel, der hierbei auftritt, ist der sogenannte Mischungswinkel §’. Das allgemeine Trans-
formationsverhalten zwischen den physikalischen und reinen Zusténden léasst sich durch eine
einfache Rotation beschreiben:

f'\ _ [ cos(6')  sin(0) [ fn
f —sin(@") cos(@)) \ fs )’
vy _ <COS(9’) —sin(0)\ ([
fs sin(f’)  cos(#) f]

Der Mischungswinkel ldsst sich mit Hilfe einer Formel der Particle Data Group [8, Kap.15]

bestimmen'. Verwendet wurde in dieser Arbeit die quadratische Form:

4mi —mg — 3m?,

tan(d) = 5.34
Zusatzlich verwendet man die Relation:
0 = —(0+54,7°) . (5.35)

Man spricht von einer idealen Mischung, sobald 6’ = 90° ist, da so die physikalischen mit den
reinen Zustédnden iibereinstimmen. (Dies ist in guter Naherung fiir das Vektor Nonet erfiillt.)

Es ist an dieser Stelle wichtig zu bemerken, dass diese Formel zur Bestimmung des Winkels

"Mehr zu diesem Thema findet sich auch in der Dissertation von Herrn Parganlija [15, S.122-125].
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5. Effektive Modelle von Tensormesonen

nur eine Naherung darstellt. Diese ist mit Sicherheit fiir den peudoskalaren und vektoriellen
Fall gut erfillt, jedoch fir andere Fille nicht gut bestétigt. Ich habe mich dennoch fiir die
Einbeziehung von Mischungseffekten entschieden, da ich denke, dass dies bessere Voraussagen
liefert und aulerdem spéter leichter an verbesserte Mischungswinkel angepasst werden kann.
Zudem besteht stets die Moglichkeit 8/ = 90° zu wahlen. Nur im Falle der Vektor-Mesonen
nehme ich eine ideale Mischung an, da dies ein gut bestétigtes Resultat ist. Es wird sich spéa-
ter sogar zeigen, dass die von mir hier angenommene Mischung im 2~ "-Zustand viel zu klein
ist. Die tatsédchliche Grofle des Winkels werde ich versuchen im Anschluss an diese Arbeit zu
bestimmen. Direkt betroffen sind davon jedoch nur die Zerfélle von n5(1870) und 72(1645).
Die Zerfallsbreiten dieser Teilchen sind also unter groflen Vorbehalten zu verstehen.

Die jedoch zunéchst hier weiter bendtigten und berechneten Mischungswinkel sind:

Zustand ‘ 0 ‘ Winkel
0-* 0, | —43,2°
1-- 6 | —93,4°
o+ 9 | —s4,3°
9=+ 0, | —76,9°

Tabelle 5.1: Mit Hilfe von Gleichung (5.34) berechnete Mischungswinkel fiir Verschiedene
mesonische Zustande.

5.4.2. Daten und Werte

Der letzte Schritt besteht darin, die in diesem Kapitel vorgestellten Wechselwirkungsterme
explizit mit den, um die physikalischen Teilchen modifizierten, Nonets zu berechnen. Die voll-
standig ausgerechneten Wechselwirkungs-Lagrangedichten sind im Anhang (C) aufgefiihrt.
Zusammen mit den obigen Regeln und Formeln, sowie experimentellen Werten der Particle
Data Group kann man so die Kopplungskonstanten fixieren und Voraussagen fiir die anderen
Zerfallskanéle treffen. Es sollen in dieser Arbeit nur Werte fiir die ersten beiden besprochenen
Wechselwirkungen (5.1) und (5.2) berechnet werden. Die dritte Art der Wechselwirkung (5.3)
sollte nur beispielhaft Erwédhnung finden, da sie bereits in einem Artikel von Herrn Giacosa
diskutiert wurde [9].

Die erste Kopplungskonstante fiir Zerfélle von Pseudo-Tensormesonen in Vektor- und pseudo-
skalare Mesonen fixiere ich am gut bekannten Zerfall 7o — pm anhand nachstehendem Anteil
der Wechselwirkungs-Lagrangedichte. Auf Grund der Mittlung iiber eingehende Zusténde
reicht es den Zerfall des neutralen 7§ zu betrachten:

Lrpy = CTPV\&WSM, (p+“('9”7r_ - ,0_“8”7r+) :

Aus den Massen (der geladenen Teilchen, welche ohne Fehler angenommen werden,) bestimmt
man, fiir diesen speziellen Fall, den Impuls der erzeugten Teilchen zu:

k| = k = 651,47 MeV .
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5. Effektive Modelle von Tensormesonen

Mit Hilfe von Formel (5.31) und den Regeln zur Summation iiber ausgehende Teilchen-
Zustande erhélt man die Zerfallsbreite in Abhédngigkeit der Kopplungskonstante:

120mm2, " m2

2c2 k®
T(my — pr) = 2——LPV (22 + 5k3>
= chpy - 6,76 MeV .

Zusammen mit dem Wert fiir diesen Zerfallskanal aus dem Particle Data Booklet [8] I'(ma —
pm) = (80,60 £ 10,77) MeV lisst sich die Kopplungskonstante bestimmen:

crpy = 3,45+0,23 . (5.36)

Dasselbe Vorgehen wird benutzt, um die zweite Kopplungskonstante zu bestimmen. Diese
wird fiir Zerfille von Pseudo-Tensormesonen in Tensormesonen und pseudoskalare Mesonen
verwendet. Zur Fixierung verwendet man den Zerfallskanal mo — fomr, welcher auch gut
bekannt und noch dazu sehr dominant ist. Der Anteil der Wechselwirkung, welcher nach
Mittlung iiber eingehende Zustidnde betrachtet wird, ist:

Lrxp = —CTXP\/isin(eé)ﬂ;;W éwﬂ_ .

Der Impuls des auslaufenden 7 und fs betragt:
k| = k = 327,26 MeV .

Die Zerfallsbreite ldsst sich analog zum obigen Fall bestimmen. Man verwendet hier den
Mischungswinkel aus der Tabelle.

2 4 k5 2 k3
D(ms — forr) = 2sin?(0]) —LXP [ = : k
(ma = fomr) sin”(6;) 87Tm72T2 45 m‘]é + 3 mfcz +

=chyp-9,63-107% (MeV)™t .

Aus dem experimentellen Wert von I'(my — faorr) = (146,38 £ 9,74) MeV ldsst sich die
Kopplungskonstante zu

crxp = (3,898 + 0,130) GeV (5.37)

bestimmen.

Mit Hilfe dieser Kopplungskonstanten und der Massen der Teilchen lassen sich eine ganze
Reihe von Zerfillen berechnen. Einige theoretisch mogliche Zerfélle, welche in dem Wechsel-
wirkungsanteil der Lagrangedichten auftauchen, werden kinematisch nicht méglich sein, da
die Masse der zu erzeugenden Teilchen iiber der Masse des zerfallenden Teilchens liegt?.

In der Tabelle am Ende des Kapitels sind alle im Modell moéglichen Zerfallskanéle aufge-
schrieben. Vom Modell ausgeschlossene, sprich nicht in der Wechselwirkungs-Lagrangedichte

2Diese werde ich spéter mit “kin® kennzeichnen.
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auftretende Zerfélle, werden auch gelistet, sofern es von der Particle Data Group entspre-
chende Angaben zu diesen gibt3. Die mit Hilfe der Kopplungskonstanten theoretisch berech-
neten/vorhergesagten Werte befinden sich in der zweiten Spalte (I'y,). In der dritten Spalte
(T'tn/T1ot) findet sich ein prozentualer Wert der (aus dem Experiment stammenden) Gesamt-
zerfallsbreite des urspriinglichen Teilchens, welche in der letzten Spalte (I';y;) angegeben ist.
In der vierten Spalte (I'ezp/I'tor) befindet sich der von der Particle Data Group angegebene
Wert?.

Wie man sehr schon erkennen kann, passen die Werte fiir alle Kanéle, in welchen 75(1870) und
72(1645) nicht vorkommen, gut und konnten sehr gute Vorhersagen liefern, was man bereits
am Kanal my — KK*(892) + c.c. erkennen kann. Man sieht jedoch sofort, dass der Kanal
79 — aom einen viel zu hohen theoretischen Wert vorhersagt, welcher nicht mit den experi-
mentellen Daten vereinbar ist. Man kann sich jedoch die Zerfallskanile, sowie Verhéltnisse
zwischen einzelnen Zerfallsbreiten von 72(1645), ndher betrachten. Dabei stellt man fest, dass
der Kanal 1o — aom zwar ein nicht ganz so hohes Ergebnis liefern wird, jedoch sehr dominant
sein muss. Der konsequente Schluss ist, dass hier Mischungseffekte noch deutlicher zum Tra-
gen kommen als bereits angenommen. Dies bedeutet, dass der Mischungswinkel viel mehr von
den idealen —90° abweicht, als durch —76,9° angenommen. Will man die Zerfallsbreite des
auffalligen Kanals unter die Schwelle von (181+11) MeV bringen, so ist mindestens ein Winkel
in der Groflenordnung von —45° erforderlich. Es besteht auch die Méglichkeit den Mischungs-
winkel anhand der Verhéltnisse von Zerfallsbreiten besser zu bestimmen, dieses wird allerdings
nicht mehr in dieser Bachelorarbeit behandelt. Bereits angefangene Rechnungen meinerseits
deuten jedoch darauf hin, dass der Winkel in der GréBlenordnung von —30° liegen sollte. Dies
wiirde den Wert fiir die Zerfallsbreite von 72 — aom auf in etwa 7T0MeV reduzieren, was als
dominant interpretiert werden kann und mit allen anderen Uberlegungen iibereinstimmt. Die-
se Rechnungen, samt Fehlerkalkulation sollen jedoch Platz in einer anderen Verdéffentlichung
finden und sind bisher noch nicht fertig ausgereift. Der Leser behandle demnach alle Werte,
die durch Zerfille von 75(1870) und 72(1645) entstehen, mit grofer Vorsicht.

3Diese nicht auftretenden Zerfille werden mit “not seen“ in der ersten Spalte gekennzeichnet.
4Dieser kann auch nur mit “seen®, “dominant“,“not seen“ oder gar nichts angegeben sein.
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Kanal Fth [MGV] Fth/rtot [%] Fezp/l“tot [%] Ftot [MGV}
T > KK* fcc || 11,75 +1,57 | 4,52+ 0,62 42+1,4

T — for 0,19+ 0,01 0,073 £ 0,005

™ o KK 0 (kin.) 260 + 9
Ty — g™ 0 (not seen) not seen

T — Gg1) 0 (kin.)

o — agn’ 0 (kin.)

Ky — pK 22,21 £2,96 11,94+ 1,83

Ko — K*rm 25,52 £ 3,40 13,72+ 2,10 seen

Ky = 0K 464 +£0,62 2,491 0,38 seen

Ky - wK 6,98 £ 0,93 3,75 £0,57 seen

Ky — K™ 10,71+ 1,43 5,76 £ 0, 88

Ky — K1 0 (kin.) 186 + 14
Ky — asK 0 (kin.)

Ks > Kin 84,98+5,65 | 45,60 14,59 | dominant

Ky — K3n 0 (kin.)

Ky — K31/ 0 (kin.)

K, o K 0 (kin.)

Ko = LK 6,81 % 0,45 3,66 £ 0,37 seen

o KK 3,60 £ 0,49 2,04+ 0,30 seen

ny — K3K 0 (kin.)

N9 — Qg™ 322,17+ 21,44 | 177,99 + 16,04 | seen

N2 — pn 0 (not seen) seen (mTwnm) | 181 £ 11
N2 — fon 0 (kin.) not seen

N2 — far/ 0 (kin.)

n2 = fan 0 (kin.)

n2 — fan' 0 (kin.)

i — K°K 58,73 £7.83 | 26,10 + 3,84

ny — K3 K 0 (kin.)

Ny — agm 8,50 £ 0,57 3,78 £0,35

Ny — pn 0 (not seen) 225+ 14
P 2,90+ 0,19 1,20 +0,12

ny = for 0 (kin.)

5y — fan 0 (kin.)

> T 0 (kin,)

Tabelle 5.2: Theoretische Vorhersagen fiir Zerfallsbreiten, sowie (sofern vorhanden) experi-
mentelle Vergleichswerte der Particle Data Group [8]. Hierbei ist I'y, /Ty stets der prozentuale
Anteil des theoretisch berechneten Wertes an der experimentell bestimmten Zerfallsbreite.
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Nachdem ich dem Leser hoffentlich einen guten Eindruck, beziehungsweise eine gute Ubersicht
iiber die Theorie der Spin-2-Felder/-Teilchen verschaffen konnte, will ich selbstverstdndlich
auch einige Punkte dieser Arbeit noch einmal aufgreifen und ggf. kritisch hinterfragen.
Zunéchst will ich anmerken, dass mir durch die Arbeit auf diesem Gebiet klargeworden ist,
dass es prinzipiell moglich sein sollte, fiir Teilchen beliebigen Spins, explizit eine Theorie auf-
zustellen. Da sich jedoch Hadronen stets aus einer eher geringen Anzahl an Quarks zusammen-
setzen, sei dahingestellt, ob es generell erstrebenswert ist, dies auch fir sehr hohe Spin-Werte
zu verwirklichen. Der Grund hierfiir ist, dass solche Zusténde nur durch Anregung mit extrem
hohen Bahndrehimpulsen moglich wéaren und es fraglich ist, ob solche Zustédnde noch stabil
sind und sich durch ein einzelnes effektives Feld beschreiben lassen. Andererseits findet man
im Particle Data Buch durchaus Gesamtspin-Werte fiir Teilchen, welche deutlich iiber denen
der iiblichen, allgemein bekannten und ausformulierten Theorien liegen, wie zum Beispiel das
05(2350) oder ag(2450) [8].

Ein weiterer noch zu diskutierender Punkt an dieser Arbeit ist die Frage, ob die von mir
hergeleiteten Generatoren der Lorentz-Gruppe fiir Tensoren unter Lorentztransformationen
auch wirklich die Lorentz-Algebra (2.4) erfiillen. Dies konnte ich bisher leider nicht zeigen,
da ich nicht in Erfahrung bringen konnte, wie ein Kommutator zwischen zwei vierdimensio-
nalen Matrizen/Objekten mit vier Lorentz-Indizes definiert ist. Daher kann ich leider nicht
mit Sicherheit sagen, beziehungsweise beweisen, dass die Generatoren korrekt sind, obwohl
die spateren Resultate, welche vollig analog zu denen der etablierten Theorien sind, eindeutig
darauf hinweisen.

Des Weiteren sollte ich auch an dieser Stelle noch einmal anmerken, dass die Quarkstrome,
welche in dieser Arbeit vorgestellt wurden, nur Modelle sind und sich nach meinem Wissen
durch nichts beweisen lassen. Zudem bin ich selbst skeptisch, ob sie die einzig moglichen in
niedrigster Ordnung der Ableitungen sind. Ich denke auch hier besteht weiterer Diskussions-
bedarf.

Nichtsdestominder méchte ich hier auch einen Ausblick auf mogliche Erweiterungen, fortfiih-
rende Uberlegungen und Konsequenzen meiner Arbeit aufmerksam machen.

Da sich diese Bachelorarbeit, unter anderem aus Zeitgriinden, nur mit der kanonischen Quan-
tisierung befasst hat, ist es naheliegend und ich denke auch notwendig, sich im Anschluss mit
der Moglichkeit der Pfadintral-Methode auseinanderzusetzen, soweit dies nicht schon, in ei-
nem mir nicht bekannten Artikel geschehen ist. Diese Behandlung sollte prinzipiell machbar
sein, da diese Arbeit bereits die Invertierbarkeit des Differentialoperators gezeigt hat, was
eine wichtige Voraussetzung zur Losung der Gauf3-Integrale im erzeugenden Funktional ist.
Ein anderer Punkt, der Ansatz zu weiteren Uberlegungen bietet, ist, dass ich im Zuge meiner
hier niedergeschriebenen Gedanken stets von einem neutralen Feld/Teilchen ausgegangen bin.
Die Frage wére, in wie weit man die Konzepte des geladenen Klein-Gordon- oder Dirac-Feldes
auf das Spin-2-Feld tibertragen kénnte. Dabei sei insbesondere eine mégliche globale U(1)-
Invarianz und als deren Konsequenz ein erhaltener Noether-Strom erwahnt, welcher auch hier
mit der Ladung des Systems in Verbindung gebracht werden kénnte und ggf. spéter als quan-

85



6. Ausblick

tisierter Ladungsoperator fungieren kann. Zudem sollte unter dem Aspekt der Eichtheorie
eine lokale U(1)-Invarianz und eine mogliche Kopplung an das Photonfeld genauer diskutiert
werden. Zu diesen Aspekten und allgemein einer geladenen komplexwertigen Variante des
Spin-2-Feldes gibt es bereits Ansétze von Fierz und Pauli in einem Paper von 1939 [16], bei
welcher ich jedoch denke, dass sie noch einmal in einem grofleren Kontext eingebettet und
besser zuginglich aufbereitet werden sollten und weiter besprochen werden miissen, zumal
die dort présentierte Lagrangedichte nicht ohne Hilfsfelder auskommt [16, S.216].

Als letzten Punkt im Kontext der Quantisierung wére es, denke ich, interessant und notwen-
dig, als Basis der Operatoren nicht nur ebene Wellen zu diskutieren, sondern die Rechnungen
auf sphérische Koordinaten zu verallgemeinern. Dies sollte es moglich machen, auch fiir den
Drehimpulsoperator, in Analogie zu Herrn Reinhardts Ausfithrungen [10, S.100-S.105], eine
diagonale Darstellung zu finden.

Die letzte Anmerkung betrifft die wechselwirkende Theorie, in der, durch die drei beispielhaft
diskutierten Falle, langst nicht alle Moglichkeiten ausgeschopft sind. So wurde ich bereits
darauf angesprochen tiber eine Kopplung der Tensor-Felder als bosonische Zusténde an fer-
mionische Zustdnde nachzudenken. Auflerdem sollte es moglich sein, die Streumatrix und
Zerfallsamplitude auch explizit fiir Spin-2-Teilchen herzuleiten. Dies miisste sowohl im ka-
nonischen Formalismus als auch im Pfadintegral-Formalismus moglich sein. Sehr interessant
und unbedingt notwendig wird es auch sein, sich den Mischungswinkel zwischen 75 (1870) und
12(1645) néher zu betrachten um anschlieBend bessere Vorhersagen zu treffen. Aulerdem wiére
es sicher hochst interessant eine weitere Symmetrie mit in das Modell zu integrieren. Im spe-
ziellen meine ich hiermit, dass aufler der SU (3)-Flavoursymmetrie, welche die Komponenten
der Nonets mischt, auch die chirale Symmetrie eingebaut werden sollte, in der Nonets, welche
sich nur durch ihre Paritdt unterscheiden mischen.

Wie ich finde, bietet demnach dieses grofie Gebiet insgesamt noch reichlich Moglichkeiten bes-
ser und iibersichtlicher gestaltet und in alle Richtungen erweitert und ausgebaut zu werden.
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7. Erklarung zu selbststandigen Anfertigung
der Bachelorarbeit

Nach §28 (12) Ordnung fiir den Bachelor- und dem Masterstudiengang erkldre ich hiermit,
dass ich die Arbeit selbststdndig und ohne Benutzung anderer als der angegebenen Quellen
und Hilfsmittel verfasst habe. Alle Stellen der Arbeit, die wortlich oder sinngeméfl aus Verof-
fentlichungen oder aus anderen fremden Texten entnommen wurden, sind von mir als solche
kenntlich gemacht worden. Ferner erklédre ich, dass die Arbeit nicht - auch nicht auszugsweise
- fiir eine andere Priifung verwendet wurde.

Frankfurt a. M., den 23. Oktober 2014

Adrian Konigstein
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A. Invariante Pauli-Jordan-Funktion

Dieser Abschnitt ist weitestgehend aus dem Buch Feldquantisierung [10, S.115ff] iibernommen.
An einigen Stellen sind die Rechnungen explizit ausgefithrt worden, sowie mit Kommentaren
und Ergdnzungen versehen.

Die invariante Pauli-Jordan-Funktion ist zunéchst nicht mehr als das Ergebnis des Kommu-
tators zwischen dem geladenen skalaren Feld und seinem hermitisch adjungierten Feld bei
unterschiedlichen Raumzeit-Punkten:

iA (2 —y) = [6(2),6'(v)] - (A1)

Man kann dies explizit mit Hilfe der Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren ausrechnen,
jedoch sei an dieser Stelle auf das Buch Feldquantisierung [10] sowie das Skript der Vorlesung
Quantenfeldtheorie verwiesen. Man erhalt:

. d3p —ip(x— ip(x—
ZA(x_y):/(%r)?’ka(e pla—y) _ g +ip( y)) (A.2)

[ b sinyta ) (A3)
= | ——=—sin(p(x — . :
(27)3iwy, P Y

Man kann nun einige Eigenschaften dieser Funktion zeigen, welche zum Teil auch in dieser
Bachelorarbeit vonnéten sind.

1. Lorentz-Invarianz

Um dies zu zeigen, ersetzt man zunéchst x — y durch z, was kein Problem darstellt, da die
Differenz wahrend der gesamten Rechnung nur als Konstante auftritt. Wahrend des weiteren
Umformens wird p durch —p im zweiten Summanden substituiert. Das “—*, welches im Inte-
grationsmaf} entsteht, wird durch Vertauschen der Integrationsgrenzen aufgehoben. Auflierdem
wird die Vorzeichenfunktion A.4 eingefiihrt:

+1 flrpy >0

. (A.4)
—1 firpy <0

sgn(po) = {

Auflerdem wird folgende Rechenregel fiir Deltafunktionen nétig sein, um den Integranden
addquat umzuformen.

(A.5)
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A. Invariante Pauli-Jordan-Funktion

Man startet mit Gleichung A.2 und versucht ihre rechte Seite auf eine lorentzinvariante Form
zu bringen:

iA(z—y) = / - 32wk e~ PemY) _ cFirla=y)) (A.6)

(
- e
f/ 5 32 (6 (wt=pZ) _ +l(wkt—ﬁ5))
7'(' Wi
C

_/ —i(wpt—pz) _ z(wkt—&—ﬁé’))
2 32wk

4 .
d4p —1ipz
= / msgn(pﬂ) (5(p0 - wk) + 6(1)0 + wk)) e
d4p —ipz
- / 2y 9n(P0)d (70— wi)(po + ) €

0)3(p§ — wi)e "

= / 589N (po) 5(pg —p? - m2)e_ipz

= [ ()57 = mtye e

Man sieht sofort, dass auf der rechten Seite nur skalare lorentzinvariante Gréflen stehen.
Auch die Vorzeichenfunktion ist fiir zeitartige Impulsvektoren invariant unter orthochronen
Lorentztransformationen, da Impulsvektoren mit pg < 0 immer im Riickwértslichtkegel und
po > 0 immer im Vorwértslichtkegel liegen.

2. Ungerade Funktion
Dies lésst sich sehr schon an A.3 sehen.

3. Verschwinden bei Gleichzeitigkeit
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A. Invariante Pauli-Jordan-Funktion
Dies zeigt man am einfachsten mit A.3:

+o0 3
iA(0,F — ) = —i / %sin(ﬁ(f — ) (A7)

—0o0

S oa T Ay
=1 (ZO msm(p(x —9) + 0/ (2m)n sin(p(a — y)))
0 “+o00
= —7 —d°p sin(—p(Z — 1 &’p sin(p(Zd — vy
- (4 oy =) + 0/ iy i y>>)
. e By e By
=1 (— 0/ msm(}?@ —4) + 0/ msm(}?(gﬁ - 7))

=0.

Hier wurde die Antisymmetrie des Integranden ausgenutzt.
4. Verschwinden von Ableitungen beliebiger Ordnung fiir Gleichzeitigkeit
Dies zeigt man am besten getrennt fiir raumliche und zeitliche Ableitungen. Man setzt, um

die Rechnung zu vereinfachen, x — y = z. An dieser Stelle sollen Ableitungen bis zur vierten
Ordnung beriicksichtigt werden.

_9 / &y (e—ipz _ e+ipz)
=0 020 (2m)32wy -

_ / : d3p (7Z'Wke_ipz o (iWk)€+ipZ>

27r)32wk
— fz'pz +ipz
/ 2m) 3Zz te )

_ +z’ﬁz + fiﬁz”)
e
/ 32z

= —id(2) .

LINE

i (A.8)

20=0

zo0=0
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A. Invariante Pauli-Jordan-Funktion

82 ) 0 d3p ; —ipz . +ipz
1A (20, 7) = — /73 —iwge” P* — (iwg)e" P (A.9)
0%z o 920 ) (2m)2wy ( ) 200
d3p 2 —ipz 2 +ipz
:/73 —wge€ p +Wk€ P
(27)3 2wy, ( ) 200
d3 . o
m)321
P
= z/wwksm(pz)
=0.
Hier wurde A.7 benutzt:
83 . > 9 d3p 2 —ipz 2 +ipz
35— 1A(20, 7) :—/73 —wie P* + wie™? (A.10)
0 20 20=0 82’0 (27[') 2wk ( ) 20=0
d3p 3 _; 3 4
= /7 +iwge”P* + jwpeTP?
3
(27r) ka ( ) 20=0
d3 - L
T
84. —» 0 d3p - 3 _—ipz ;3 t+ipz
—r—1A(20, 2) = — /73 +iwpe P 4 dwpe™ P (A.11)
0% 200 0zo J (2m)32wy, ( ) 200
d’p 4 —i j
= wie”PF _ yitetpz
/(2%)32wk ( k k ) 20=0
43 L -
[ e

S dPp g
= —Z/szsm(pz)
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A. Invariante Pauli-Jordan-Funktion

i’[;A(ZO, Z)

5 (A.12)

3
_ 9 / d°p (e — e+
aZj (27‘(‘)32(,01.3 20=0

d3p L ) .

20=0

20=0
[ dp .

=1 mpjcos(p )

=0.

Im letzten Schritt wurde ausgenutzt, dass j € 1,2,3 und somit der Integrand fiir mindestens
eine Integrationsrichtung ungerade ist.

0 /((213]9 (Z-pje—ipz+ipje+ipz)

0 0 . . _
Alz0,2) " Oz 27)3 2wy,

20=0 20=0

dp . .

20=0

=i (137pp pj sin(pz)|
(27)3wy, kg 20=0

o dp R
= — mpkpjsm(pz)

=0.

Auch hier wird ausgenutzt, dass in mindestens eine Richtung der Integrand eine ungerade
Funktion darstellt. Auch im Folgenden wird diese Eigenschaft genutzt:

0 d3p . .
/( (—pkpje e +pkpj6+2pz>

———1iA(z0, 2) = o o2

0z Oz, 0z; (A-14)

20=0 20=0

d’p : Cipr ;
= | mome— (—ippkpje™ P — ipprpje P
(271)32wk

20=0

_ [P
=1 mplpkpjcos(pz)

20=0
[ dp .
=1 mplpkpj Ccos (pz )

=0.
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A. Invariante Pauli-Jordan-Funktion

0 0 0 0 0 d3p . .
—————iA(20, Z = /7 i (—iem P —jetP? A.15
Oz, 0z Oz, 6zjl (20, 2) —0 Oz, (27r)32wkplpkpj ( e e ) o ( )

d3p —ipz +ipz
= /731?1;01&0]' pre” """ —ppe™?
(27)3 2wy, ( ) 200
, d3p . .
= —Z/ Wplpkpjph (—e PE 4 e“pz)
)32iwy, -
) d3p .
= _Z/(zﬂ)gwkplpkpjphsm(pz)

20=0

‘ d3p o
= Z/Wplpkpjphsm(pz)

=0.
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Berechnung des Propagators

—_

% (929p +a0ay) = [2 (K = m?) (dvagos + guspe) (B.1)
- (k2 - m2) (gupgocﬁ)

1
- 5 (gpﬂkuka + gpakukﬂ + guakpkﬂ + guﬂkpkoa)

+ (gupkaks + gaﬂkyk,,)}
: {A (9°79™ + g°*¢")
+ B (9°7g™)
(™KK + g7k k> + gk + g%k
(7KK + g™ k7 k)
(k“kﬁkak*>}
= 5 (=) 24 (622 + 0295) +2B (g000™) (B.2)
+20 (ggk,,k” + gokok” + 9Tk BN + ggk:pk’\>
+2D (67 ki + i) + B (kokohk)]
— (K = m?) [24 (g,p97) + 4B (9u09™) +4C (gupk )
+D (gupg K + 49, k7 KY) + B (g, pk kK2 |

+C
+D
+F

— 5 [24 (g3kk7 + gk + Tk + g2k
+4B (kykpg™)
+2C (ko kT + gk kM + g)kph k2 + gk E?)
+8C (hukiph7k*) + 4D (g7 ki kph® + ki ik k)
+ 4B (K ki, kR
+ 24 (gupk Tk + 7k, ) + B (90007 K + 497k k)
140 (g,,pk"k’\kQ + k,,k:pk“k)‘)
+ D (972 gupk" + kg™ k2 + 4 kb kT + kR g, k7 )

+E (gupk kMK + bk kTR |
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B. Berechnung des Propagators

Nun betrachtet man die einzelnen Terme getrennt und fithrt einen Koeffizientenvergleich
durch.

1. ggg;‘ und g,i‘gg:
2. g;)\k,,k‘r, g,i‘k:pk:", ggk,,k)‘ und g7 kyky:

0= % (k:2 - m2) 20 — % (2A+ 20k2>

=-—m?C—A.

C=u__ - = (B.4)
3. gypk:"k:)‘:
0= % (k2 - m2) 9D — (k2 - mQ) (40 +4d + Ek2> 124+ 4CK* + DK Ek

= —k%2D 4 3m?D + m?4C + m*k*E + 2A .

- = 2Dk* = 3m*D — m*k*’E . (B.5)
m
4. kK kK
1
0= 52E—40—2D—2E1~c2+40+4D+El<;2

= -—m?E+2D .

E= . (B.7)
D= (B.8)
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B. Berechnung des Propagators

5. g"Akl,k‘p:
_1 2 2 1 2 2
0—§(k: —m )2D—§(4B4Dk)+2A+4B+Dk
=-—m?D +2B+24 .

Zusammen mit B.8 ergibt dies fiir B:

1
B= s (B.9)

6. gupga)\:

Es sind zwar bereits alle Koeffizienten bestimmt, jedoch liefert der 6. Koeffizientenvergleich
eine weitere Relation, die erfiillt sein muss. Der Leser kann sich selbst davon {iberzeugen, dass
diese erfiillt ist.

0= (k2 - m2) 9B — (k2 - m2) (2A+4B+Dk2) + BE® + Dik* .

N |
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C. Wechselwirkungsterme

0
T _ _
ETPV = crpy _'_% (K*OuauKO _ K*OuauKO + K*-‘r,uauK— _ K*—MauK-I—

+2p oV — 2p7“8”7r+)
-+ ’7'(;;“, (K*O"O”K_ — K"K +V2(p oV n — p0”8”7r_)>
+ 7o (KTHOVK — K9V KT + V2(p %0 nt — pHo¥a®) )
Ky, _
+ 72“ (72p+“8”K_ — V2K g0 oKVt
+ (V2% + 20" — V2w 0V K"
+EO (V21 — 20) cos(6y) — (20 + V2r) Sin(%)))
K5, ) ]
+ - 2# (—2;)*“8”1(0 + V2K 1YY 4 2K MY
— (V2p™ = 2¢# + V2OV K~
+EK* 10" (V2 — 211 ) cos(0)) — (20 + V21 ) sin(6}))
K-
+ —;“” (2p+“8”K0 — V2KV — 2Ot
+ (V2% — 2¢H + V2w K
+EK 10 (=20 + 20) cos(6,) + (20 + V20 sin(6))) )
K3,
+ T“ (2p_“8”K+ + V2K gy — oYY
+ (= V2p% = 208 + V200" K

+K*O19Y ((—v/2n + 21) cos(,) + (2n + V) sin(%)))
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C. Wechselwirkungsterme

i 7722;w (K*OuauKO KU RO 4 gl | K*+'“8VK_)
- (2cos(0,;) + \/isin(el’,t))
/
+ n22;u/ (K*O“O”I_(O — K*Oongr g0 _ grrmay KT 4 KH—“K—)
(V2 Cos(Gpt) 2 sm(Hpt))
0
T _ _
—\2/%” (— KGR — K3 KO 4+ K5 TMY KT+ Ky TR

+270(f'5" cos(0}) — 4" sin(6))) +2a2’W(nc0s(9 )—n sm(G')))

Lrxp=crxp |+

—|—7r2W (K;OWK + Ky MK V21 (f/5" cos(0}) — f4 sin(6)))
+v/2a5" (ncos(0)) — ' sin(6})) )
o (K5I 4 KPR 4+ 2 (15 cos(67) — /4" sin0})

Va3 (ycos(8)) — 1 sin(8)))

0
n K;“u (QG;HVKi fK*OuV 0+2K* v+

(VA (2147 4 VEFE) cos(8)) + (—VEIY + 208 sin(6) K

X K*Ouy((\/ﬁn + 277/) COS(%) + (27; — \/577’) Sin(%)))

Kt
+ ;uu( —uVK0+fK* uv 0+2K*0p,1/ —

+ (V209" + (25 + V2 cos(8;) + (—V2 4 + 2f5) sin(6;)) K
+ K57 ((V2n +21)) cos(f,) + (27 — V21) sin(@l’?)))
i K;_“ (203" K° + V2K 70 4 2Kt

+ (V2" + (2f3" + V2['5") cos(6) + (—V213" +2f'5") sin(67)) K

+ KT ((V2n + 21) cos(f,) + (2n — V2n) sin(é’;)))
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C. Wechselwirkungsterme

RO
+ = (205" K* = V2G50 4 2K n

+ (V20" + (20" + V2f'5") cos(6)) + (—V2f5” + 25 sin(6))) K°

+ K;OW((\@n + 217') cos(,,) + (21 — V21) sin(&z’o)))

B (MR + KGR + KK 4 Ky TR
- (—V2sin(8),) + 2 cos(6),))
— 2v/2sin(0,) (ay”7° + a3 "7 + ax"nt)
— 2v/2sin(6),) (1 cos(8;,) — n'sin(6,)) (f'5” cos(6}) — f4" sin(4}))
— 2 2cos(0},)(n cos(8;) + nsin(0))) (4" cos(6) + f'5” sin(6))))

N Moy

((B5™ KO 4+ K3 KO 4 K"K + K37 K ™)
- (V2cos(),) + 2sin(6),))
+2v2cos(0h,) (ag" 70 + a3 "r + ay"nt)
+2V2cos(8,,) (n cos(8,,) — ' sin(6;,)) (4" cos(8) — f4 sin(6}))

+2 -2sin(6,,) (7' cos(6,,) + nsin(6,,))(f5" cos(6;) + 5 sm(&é))) ] .
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C. Wechselwirkungsterme

Lxpp = cxpp [KSSV (23“K_0”7T+ —V20*K 9" 7
+ 0" K20 ((v/2n + 211 ) cos(0') + (20 — V2n)sin(6))))

+ f(;g,,

(28*‘}( toVnT — V20r K9 70
+ MK (V21 + 21') cos(0) + (2n — V/21)) Siﬂ(9,)))
+ K3, (28“]?08”%’ + V20r K9 n°
+ 0" K" (20 + 20 ) cos(0)) + (20 — V21 ) sin(0))))
+ K3, (28#K08”7r+ + V20" KoV n°
+ MK 0" ((V2n + 21) cos(8') + (20 — V/217)) sin(9’)))
+ V243, (au KoK~ — "K°9" K° + 20" 7°0" ( cos(0) — Sin(el)))
+2a3,, (aﬂKoal’K* + V20 778" (ncos(0') — 1/ Sin(el)))
+ 2az,,, (0K 0" K* +V20"x+ 0" (neos(t/) — ' sin(6))))

/
+ o (CO\S/(?) (201 K09 K + 20M K" K~ (9n)2(0n)22(9°)?

+ 40w + 0" (n — 1) (n + ') cos(26,,) — 20"nd”n sin(26,,))

1250 (6))(DF KO KO + 9K+~ + (01 cos(8)) + 8sin(91'0))2)>
+ fouw (2 cos(0)) (0" K 0" K + 0" KoV K~ + (onf cos(f),) + Sin(@é))Q)

—V2sin(0}) (" K 0V K° + 0P K9 K~ 4 (07°)? + 20#nt 0V n ™

+(9n cos(,) — o' sin(é?l')))Q)
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