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Notationen

Einheitensystem

In dieser Bachelorarbeit wird durchgehend in natiirlichen Einheiten
h=c=kp=1

gearbeitet.

Metrik und Tensoren der speziellen Relativitédtstheorie

Zunichst sei angemerkt, dass in der kompletten Ausarbeitung die Einsteinsche Summenkonvention ver-
wendet wird. Dies gilt sowohl fiir rémische als auch griechische Indizes. Der metrische Tensor des Min-
kowskiraumes wird nach der folgenden Vorzeichenkonvention verwendet:

G = g™ = diag (1,-1,-1,-1)

Hierbei ist zu beachten, dass griechische Indizes stets iiber 0,1, 2,3 laufen. Romische Indizes hingegen
laufen nur iiber die drei Raumrichtungen 1,2,3 beziehungsweise x1, x2, x3. Weiterhin ist zu beachten,
dass die Vektoren des dreidimensionalen, euklidischen Raumes stets mit fettgedruckten Buchstaben

gekennzeichnet werden. Die ko- und kontravarianten Vier-Vektoren des Minkowskiraumes werden statt-
dessen mit der folgenden Notation versehen:

x:x“:t,rT, T, = gz’ = (t,—r
p u

Fourier-Transformationen

In Fourier-Transformationen werden die 2w-Faktoren stets zwischen Hin- und Riicktransformation aufge-

teilt, so dass
d*k
(2m)

f<k>=f<w,k>=/ B f (@) explika]

5 [ (k)exp[—ika]

gilt.

Diracsche v-Matrizen

Die Diracschen y-Matrizen werden in der Diracschen Darstellungsbasis verwendet, i.e.

1 ; o
o _ [ lax2 i_ i

wobei o; die Pauli-Matrizen bezeichnet. In der Dirac-Darstellung ergibt sich fiir s

e = Tox2
ﬂ2x2
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Kapitel 1

Einleitung

Mitte der 60er Jahre waren schon ungefihr 100 verschiedene Elementarteilchen bekannt. Aufgrund dieser
enormen Anzahl war man sich sicher, dass diese Vielzahl von Teilchen nicht elementar sein kann, sondern
dass noch eine Substruktur an Teilchen existieren muss. Im Jahre 1964 wurde jeweils unabhéngig von
Gell-Mann und Zweig ein Klassifizierungsschema der bekannten Hadronen durch drei Grundbausteine, die
sogenannten Quarks, vorgeschlagen. Im Rahmen dieser Arbeit wurden zunéichst nur up-, down- und das
strange-Quark postuliert. Wahrend die Existenz des up-Quark schon 1968 am Stanford Linear Accelerator
Center (SLAC) bewiesen wurde, konnte das schwerste der sechs heute bekannten Quark-Flavor, das top-
Quark, erst 1995 am Fermi National Accelerator Laboratory experimentell nachgewiesen werden. Mit der
Hilfe von up-, down- und strange-Quark konnten die damals bekannten Hadronen in SU (3)-Multipletts
angeordnet werden. Die Mesonen, i.e. ¢g-Zustéinde, lassen sich durch die Kopplungsregeln der SU (3)
in ein Flavor-Singlett und ein Flavor-Oktett einordnen. Baryonen, d.h. gqg-Zustéinde, bilden hingegen
ein Singlett, zwei Oktetts und ein Dekuplett. Das Baryonen-Dekuplett beinhaltet das Iso-Quadruplett
der sogenannten Delta-Resonanzen A~, A% A+ und A**. Da Fermionen aufgrund des Pauli-Prinzips
vollstéindig antisymmetrische Wellenfunktionen haben miissen, stellen |A™) = |ddd) und |[ATT) = |uuu)
offensichtlich einen Widerspruch dar, da deren Spin- und Flavor-Wellenfunktion vollsténdig symmetrisch
sind. Um diesen Widerspruch aufzukliaren, postulierten Greenberg, Han und Nambu einen weiteren Frei-
heitsgrad, die sogenannte Farbe oder Farbladung. Im Rahmen der SU (3)-Farbsymmetrie existieren drei
fundamentale Farben rot, griin und blau, welche von Quarks als innerer Freiheitsgrad getragen werden
konnen. Weiterhin sei erwéhnt, dass acht Gluonen existieren, welche der adjungierten Darstellung der
SU (3) parpe €ntsprechen.

In Anlehnung an die enormen Erfolge der lokalen U (1)-Eichtheorie des Elektromagnetismus, der soge-
nannten Quantenelektrodynamik (QED), wurde Anfang der 70er Jahre die Theorie der starken Wechsel-
wirkung, die Quantenchromodynamik (QCD) in einer dhnlichen Form formuliert. Bei der Quantenchro-
modynamik handelt es sich um eine lokale SU (3)-Eichtheorie. Bei der Eichgruppe der QCD handelt es
sich um die SU (3)-Farbsymmetrie, i.e. die Lagrange-Dichte der QCD

Zqcp = —iFw,aFé‘” +q(ip—m)q
ist invariant unter lokalen SU (3)-Transformationen im Farbraum. Die Tatsache, dass die Eichgruppe
SU (3) parpe der QCD im Gegensatz zur U (1) der QED nicht-abelsch ist, d.h. ihre Gruppenelemente im
Allgemeinen nicht vertauschen, sorgt fiir die Existenz von dreier und vierer Gluon-Vertizes (Selbstwech-
selwirkungen der Gluonen), welche fiir das Photon in der Quantenelektrodynamik nicht existieren und
der Quantenchromodynamik somit ganz andere physikalische Eigenschaften und Phinomene verleihen. Es
stellte sich heraus, dass die mathematische Behandlung der QCD viel komplizierter ist als jene der QED.
Es existieren jedoch mehrere verschiedene Moglichkeiten, die Phinomenologie der QCD zu bearbeiten.
Im Hochenergiebereich beispielsweise lédsst sich die QCD perturbativ behandeln. Eine weitere M6glichkeit
wére die sogenannte Gitter-QCD, bei der die Raum-Zeit auf einem vierdimensionalen, kubischen Gitter
diskretisiert wird, um Berechnungen numerisch durchzufiihren. Letztendlich ldsst sich die QCD auch un-
ter Verwendung sogenannter effektiver Theorien, i.e. Modelle, bei denen gebundene Zusténde aus Quarks
betrachtet werden, bearbeiten. Letzterer Zugang zur Phinomenologie der Quantenchromodynamik soll
Gegenstand dieser Bachelorarbeit werden. In der PhD-Thesis “Quarkonium Phenomenology in Vaku-
um® von Denis Parganlija [Par] wurden bereits Zwei- und Drei-Flavor-Linear-Sigma-Modelle vorgestellt.
Ziel dieser Bachelorarbeit ist die Untersuchung eines vereinfachten mesonischen Drei-Flavor-Modells mit
Axial- und Pseudovektor-Kopplung. Nachdem in den ersten drei Kapiteln der wichtigste Formalismus
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rekapituliert wird, dient das vierte Kapitel der Erarbeitung eines Formalismus zur Berechnung von Zer-
fallsbreiten. Im letzten Kapitel soll das bereits erwéihnte Modell untersucht werden. Dazu werden durch
die Berechnung und Auswertung von Zerfallsbreiten im Axial- und Pseudovektor-Sektor zunéchst die
Kopplungskonstanten des Modells festgelegt. Die errechneten Werte der Kopplungskonstanten werden
dann anhand weiterer Teilchenzerfiille auf ihre Konsistenz hin iiberpriift. Desweiteren verfiigt unser Mo-
dell iiber einen Mischungsterm, welcher fiir eine Mischung unphysikalischer, im Axial- und Pseudovektor-
Sektor auftretender Kaon-Felder sorgt. Durch die Einfiihrung gedrehter, physikalischer Kaon-Felder lassen
sich diese Mischterme zum Verschwinden bringen. Fiir die neu eingefiihrten Kaon-Felder, K7 (1270) und
K (1400) ergeben sich dann Wechselwirkungsterme mit neuen Kopplungskonstanten, welche als Funktion
der bereits bestimmten Kopplungskonstanten und eines Mischungswinkels angegeben werden koénnen. Die
Bestimmung des Mischungswinkels ist ein wesentlicher Bestandteil dieser Bachelorarbeit. Zur Berechnung
des Mischungswinkels verwenden wir den K* (892) m-Zerfallskanal von K; (1270). Abschlieflend wird der
errechnete Wert anhand des K* (892) m-Zerfalls von K (1400) auf Konsistenz hin iiberpriift.
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Kapitel 2

Klassische Feldtheorie

Ziel dieses Kapitels ist es, die fiir die spéteren Rechnungen wichtigen Begriffe der klassischen Feldtheorie
in kurzem Umfang zu wiederholen. Im ersten Abschnitt des Kapitels wird daher die Euler-Lagrange-
Gleichung fiir Felder aus der Variation des Wirkungsfunktionals noch einmal hergeleitet. Speziell die
Angabe der Lagrange-Dichte ist fiir die relativistischen Quantenfeldtheorien von grofier Wichtigkeit. Im
zweiten Abschnitt dieses kurzen Kapitels wird dann noch der Ubergang vom Lagrange- zum Hamilton-
Formalismus beschrieben. Der Grund dafiir liegt darin, dass spéter bei der Berechnung von Zerfallsbreiten
aus der Streumatrix der Hamilton-Formalismus von Bedeutung sein wird.

Als Quelle fiir dieses Kapitel dienten [Th2] und [Gr7].

2.1 Lagrange-Formalismus fiir Felder

Beim Ubergang vom klassischen Vielteilchen-Lagrange-Formalismus zur klassischen Feldtheorie wer-
den statt der generalisierten Koordinaten und Geschwindigkeiten g; (t) , g; (t) kontinuierliche Feldgrofien
¢ (t,r) beziechungsweise ¢ (t,r) verwendet, d.h.

() —otr), @) —o(tr) . (2.1)

Man beachte, dass nun ein System mit unendlich vielen Freiheitsgraden vorliegt, da die Werte des Feldes
¢ nun die dynamischen Variablen des Systems sind und die r-Abhé#ngigkeit nicht linger die Bedeutung
einer Ortsabhéngigkeit sondern eines kontinuierlichen Indexes hat. Der Kiirze halber werden im Folgenden
nun die Abhéingigkeiten der Felder ¢ und é weggelassen. Durch diese Ersetzung wird die urspriingliche
Lagrange-Funktion L (¢,q,q) zu einem Funktional der Feldgrofie ¢ sowie seiner Zeitableitung:

L(t,q,q) — L [¢7 ﬂ : (2.2)

Es sei noch einmal angemerkt, dass die r-Abhéngigkeit der Felder nur einen kontinuierlichen Index dar-
stellt und das Lagrange-Funktional somit nur von den Werten der Felder und nicht von r abhédngt und
somit als L (t) dargestellt werden kann. Nun ldsst sich das Lagrange-Funktional als Raumintegral iiber
eine zugehorige Dichte, die sogenannte Lagrange-Dichte, schreiben

L(t):/vd3r.$ , (2.3)

wobei V' das Volumen des jeweils betrachteten Systems ist. Bei der Lagrange-Dichte handelt es sich
ebenfalls um ein Funktional. Dieses kann allerdings zusétzlich auch von den raumlichen Ableitungen der
Felder V¢, der Zeit ¢t und den Raumkoordinaten r abhéngen, also

L =2L[¢,0u0,2] (2.4)

wobei die Ableitungen beziiglich Raum und Zeit, sowie die Raum- und Zeitkoordinaten direkt in kovari-
anter Schreibweise verwendet werden.
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Eine weitere zentrale Grofle des klassischen Lagrange-Formalismus ist die Wirkung S

5 [6.9) /dtL 6.9] //dtd?’rf[@ O, ]

:/d4x$[¢,8uq§,x] . (2.5)
Q

Hierbei ist Q = [tq,t] X V C R x R3 ein beliebiges Raum-Zeit-Volumen und d*z das invariante, infini-
tesimale Raum-Zeit-Volumen. Die Tatsache, dass die Wirkung einer Feldtheorie stets ein Lorentz-Skalar
ist, bedingt durch [2.5], dass auch die Lagrange-Dichte ein Lorentz-Skalar sein muss.

Aus dem Hamiltonschen Prinzip der stationdren Wirkung erhélt man nun die Bewegungsgleichungen des
Systems. Es sei angemerkt, dass die Variation des Wirkungsfunktionals bei konstant gehaltenem Ort
und konstant gehaltener Zeit durchgefithrt wird. Das bedeutet, dass nur die Freiheitsgrade ¢, V¢ und ¢
variiert werden. Allerdings ist zu beachten, dass die Felder auf der Oberfliche 02 des Raum-Zeit-Volumens
ebenfalls nicht mitvariiert werden. Unter Beachtung der Produktregel gilt also

0:55:5/ d*z L [¢,0,0,1]

. 0L 0L 0L .
/d 5¢+ (V¢)5(V¢)+ 99 o . (2.6)

1) (2

Die mit (1) und (2) gekennzeichneten Terme lassen sich durch partielle Integration noch umschreiben.
Fiir (1) erhélt man

. 07 g 0Z
/Qd SRR ‘/Qd ave) " %)

te

0L
= [t %L e -
/t{mw) |y

/ f, e (a?gqs)) M’}

. / iz v (afé)) 5 (2.7)

wobei in der ersten Zeile ausgenutzt wurde, dass bei festgehaltenem Ort r die Variation und die partiellen
Ableitungen vertauschen. Weiterhin wurde in der letzten Zeile verwendet, dass die Variation §¢ auf der
Oberfléche - hier der rdumlichen Oberfliche 0V - des Raum-Zeit-Volumens verschwindet. Der zweite
Term lasst sich analog zu dieser Vorgehensweise auswerten:

0. . 0L
d4 7(5 = d4 —_— (5
/Q v o /Q 960
te
:/dgr %&ﬁ
14 8¢) t

a

te
0.2
_/&&<w)w

a

[ ()

Der Kiirze halber wurde fiir die partielle Zeitableitung 9, als Notation verwendet. Nun kénnen die Re-
sultate [2.7] und [2.8] in [2.6] eingesetzt werden:

L4 {%’j V(@?éﬂ) 8@"?)}“ (29)

Da nun aber die Variation d¢ (a:) an jedem Raum-Zeit-Punkt = (¢,r) unabhéngig ist, muss der Aus-
druck in der geschweiften Klammer verschwinden. Unter Verwendung der kovarianten Notation und der
Tatsache, dass das System auch j = 1,2, ..., n unabhéngige Felder beinhalten kann, findet man schlieflich
die Euler-Lagrange-Gleichung fiir Felder:

0L 0L

8"6(aﬂ¢<i>) ~ 360 =0 Vji=12...,n . (2.10)
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2.2 Hamilton-Formalismus fiir Felder

Aus den Resultaten des vorherigen Abschnitts lisst sich der Hamilton-Formalismus fiir Felder ableiten.
In der analytischen Mechanik wird die Hamilton-Funktion als Legendre-Transformierte der Lagrange-
Funktion eingefiihrt

N
H(q,p,t)=> p;jd; (a,p,t) — L(q,d; (q,p, 1)) . (2.11)
=1

Dieser Formalismus lésst sich fiir Felder einfach iibertragen. Zunéchst ldasst sich die Hamilton-Funktion
als Raumintegral iiber die sogenannte Hamilton-Dichte

H(t) = /V &r A (z) (2.12)

schreiben. Es sei beachtet, dass in der obigen Formel wieder zur kovarianten Notation iibergegangen
wurde. Die Hamilton-Dichte stellt nun die Legendre-Transformierte der Lagrange-Dichte dar. Fiir den
Ubergang zur Hamilton-Dichte wird jedoch zuniichst ein generalisierter Impuls, die sogenannte Impuls-
Dichte 7 (x) benotigt. Diese lisst sich aus der Lagrange-Dichte bestimmen

0

7 (x) = % (2.13)

Nun kann die Hamilton-Dichte als
H (x) =7 (x) d) () — & (x) (2.14)

geschrieben werden. Einsetzen dieses Resultates in [2.12] fiihrt auf den folgenden Ausdruck fiir die
Hamilton-Funktion:

H(t):/vd3r [r(@)d@) -2 @) (2.15)
= Vd3r7r($)<é(x)—L(t) ) (2.16)

wobei im letzten Schritt Gleichung [2.3] verwendet wurde. Um dieses Kapitel abzuschlieBen, sei noch
erwihnt, dass sich fiir Felder natiirlich auch die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen ableiten lassen
und sich fiir zwei Funktionale auch die aus der analytischen Mechanik bekannten Poisson-Klammern

0F G  OF 6G
FG=[dr | —— - —— 2.17

{F.Gh /r{éqﬁ&r 57 00 (2.17)
definieren lassen. Schon in der Teilchenmechanik waren die Poisson-Klammern der generalisierten Koor-
dinaten und Impulse besonders interessant. Fiir die Felder ¢ (¢,r) und 7 (¢,r) ergibt sich

{¢(t,r),7(t,r)} =6 (r—1) (2.18)

wahrend
{o(tr),o(t,x)} ={r(t,r), 7 (t,x))} =0 (2.19)

ist. Die Gleichungen [2.18] und [2.19] werden bei der kanonischen Feldquantisierung des freien ungeladenen
Klein-Gordon-Feldes in Kapitel 4.1.3 eine wichtige Rolle spielen, wenn die Felder zu Operatoren erhoben
werden und statt der Poisson-Klammern die Giiltigkeit von Kommutator-Relationen gefordert wird. Eine
ausfithrlichere Diskussion zum Hamilton-Formalismus, speziell zu den Hamiltonschen Gleichungen und
den Poisson-Klammern, befindet sich in [Gr7].
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Kapitel 3

Zeitentwicklung von
Quantensystemen und Streumatrix

In diesem Kapitel geht es ausschliellich um die Dynamik, d.h. die Zeitentwicklung von Quantensystemen.
Im ersten Abschnitt wird der Vollstindigkeit halber das Schrodinger-Bild der Zeitentwicklung betrachtet.
Dieses spielt spéter eine eher untergeordnete Rolle, da dann die meisten Probleme im Heisenberg- und im
Wechselwirkungs-Bild betrachtet werden. Daher werden diese beiden Bilder auch direkt im Anschluss an
das Schrodinger-Bild wiederholt. Weiterhin soll der sogenannte Zeitentwicklungsoperator im Rahmen des
Wechselwirkungsbildes explizit hergeleitet werden. Zum Abschluss des Kapitels wird eine der wichtigsten
Groflen in der Quantenfeldtheorie betrachtet, die sogenannte Streumatrix.

Als Quellen fiir dieses Kapitel dienten [PSc|, [Gr7] und [Th4].

3.1 Schroédinger-Bild

Im Schrédinger-Bild sind die Zustandsvektoren eines quantenmechanischen Systems zeitabhéngig, wihrend
die Operatoren, abgesehen von einer expliziten Zeitabhéingigkeit, zeitunabhéngig sind. Daher wird nun
fiir die folgende Diskussion ein reiner Zustand, i.e. ein Eigenzustand zu einem vollstidndigen Satz von
Operatoren zum Zeitpunkt tg, betrachtet. Die Zeitentwicklung dieses Zustandes geschieht nun durch die
Anwendung eines unitédren Zeitentwicklungsoperators

[ () =U (tto) [ (to)) - (3.1)
Wie schon erwahnt, wird die explizite Form des Zeitentwicklungsoperators im Rahmen der Diskussion des
Wechselwirkungsbildes hergeleitet. Jedoch kann man aus einfachen Uberlegungen schon einige wichtige
Eigenschaften dieses Operators ableiten. Aus der Forderung, dass die Norm des zur Zeit ¢y definierten
Zustandes erhalten bleibt, folgt die Unitaritdt des Zeitentwicklungsoperators, denn

(W ()19 (1)) = (¥ () [T (t,t0) U (£, t0) 14 () = (& (o) [ (to)) (3.2)
bedingt, dass
Ut (t,t0) U (t,t0) = 1 (3.3)

ist. Aus Gleichung [3.3] folgt sofort die Unitaritét. Betrachtet man nun die Entwicklung des Zustandes
vom Zeitpunkt tg bis zu einem beliebigen Zeitpunkt ¢ und zuriick, so muss

U (to,t) U (t,t0) = U (to, to) =1 (3.4)
gelten, da sich das System nicht entwickelt hat. Aus dieser Eigenschaft folgt direkt, dass
U (ta to) = Uil (t07 t) (35)

ist. Zum Abschluss dieses kurzen Abschnitts sei noch erwihnt, dass sich die zeitabhéngige Schrodinger-
Gleichung durch eine infinitesimale Entwicklung des Zeitentwicklungsoperators ableiten ldsst. Dazu ent-
wickelt man den Zeitentwicklungsoperator nach Taylor und benutzt zusétzlich die Tatsache, dass sich
eine beliebige, infinitesimale, unitdre Transformation U immer in der Form

U=1+i\H+0(\?) (3.6)
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schreiben lédsst. In der obigen Formel entspricht H ecinem beliebigen, hermiteschen Operator. Im vor-
liegenden Fall wiirde dieser Operator dann dem Hamilton-Operator entsprechen. Weitere Details zum
Schrédinger-Bild und zur Herleitung der zeitabhingigen Schrédinger-Gleichung siehe [Th4].

3.2 Heisenberg-Bild

Ganz im Gegensatz zum Schrodinger-Bild sind die Zustédnde des betrachteten quantenmechanischen Sys-
tems im Heisenberg-Bild stationér, was bedeutet, dass sich diese Zustédnde als

) = U (to, t) [ (1)) (3.7)

schreiben lassen. Bei stationdren Zustdnden muss die Zeitentwicklung also von den Operatoren getragen
werden. Um die Gestalt der Operatoren im Heisenberg-Bild zu verdeutlichen, wird zunéchst der beliebige
Operator O betrachtet. Unter Verwendung der vorhergehenden Gleichung gilt fiir dessen Erwartungswert

(@ (&) [0l (1)) = (bulUT (¢,t0) OU (t,t0) [m) - (3.8)
Dieses Resultat definiert einen sogenannten Heisenberg-Operator
On (t) = Ut (t,t0) OU (t,t9) . (3.9)

Diese Heisenberg-Operatoren erfiillen die Heisenbergsche Bewegungsgleichung, welche man erhélt, indem
man die Zeitableitung eines beliebigen Heisenberg-Operators bildet:

d A A 0 A
i—Op = j— . 1
i~On [OH, HH} +isOn (3.10)
Eine explizite Herleitung der Heisenbergschen Bewegungsgleichung findet man ebenfalls in [Th4].

3.3 Wechselwirkungsbild

Das letzte zu betrachtende Darstellungsbild fiir die zeitliche Entwicklung von Quantensystemen ist das
sogenannte Wechselwirkungsbild (vgl. dazu auch [Th4] und [Gr7]). Dieses ist fiir die Betrachtung von
Systemen priidestiniert, deren Hamilton-Operator in einen freien, zeitunabhéingigen Teil Hy und einen
wechselwirkenden, zeitabhéngigen Teil H', welcher fiir t —» 400 verschwindet, separiert werden kann

H({t)=Ho+H' (t) . (3.11)

Aus eben diesem Grund ist das Wechselwirkungsbild bei der Berechnung von Zerfallsbreiten und ge-
nerell in der gesamten Quantenfeldtheorie von grofler Bedeutung. Die zugrundeliegende Idee ist nun,
dass sich die Zusténde [i,:) im Wechselwirkungsbild in Abhingigkeit des wechselwirkenden Teils des
Hamilton-Operators H! entwickeln. Die Operatoren hingegen entwickeln sich unter dem Einfluss des frei-
en Hamilton-Operators Ho. Ausgehend von dieser Idee ldsst sich zeigen, dass die Bewegungsgleichung
fiir Operatoren Op,; im Wechselwirkungsbild gerade die Form der Heisenbergschen Bewegungsgleichung
[3.10] hat. Der Unterschied besteht lediglich darin, dass hier nur der freie Teil Hj des Hamilton-Operators
vorkommt

.d A - N 0 4
Z&Olnt = |:OInt7HO] _+ ZaOlnt ) (3.12)
wobei flir Operatoren im Wechselwirkungsbild
Ornt = exp [mo (t— to)] O exp [—uiro (t — to) (3.13)

gilt. Ebenfalls ldsst sich zeigen, dass die Zusténde |¢7,:) im Wechselwirkungsbild die zeitabhéingige
Schrédinger-Gleichung fiir den wechselwirkenden Hamilton-Operator erfiillen

i e (0 = Ly ()19 ) (3.14)
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3.4 Herleitung des Zeitentwicklungsoperators

In diesem Abschnitt soll der Zeitentwicklungsoperator Utne (t,tp) des Wechselwirkungsbildes hergeleitet
werden. Zunéchst verwendet man Gleichung [3.14] und setzt darin die Zeitentwicklung der Wechselwir-
kungszustinde |, (t)) ein, also

z'%ﬁznt (t,t0) [¥rne (t0)) = Hipny (8) Upne (8, t0) [ (t0)) - (3.15)

Da die Wahl des Zustandes |¢1, (fo)) aber vollig beliebig war, kann dieser in der obigen Gleichung
einfach weggelassen werden, da sie fiir alle Zusténde gelten muss. Diese Uberlegung liefert nun gerade die
Entwicklungsgleichung fiir den Zeitentwicklungsoperator

d . .
l&U]nt (t,to) = HL . (t) U (t,t0) . (3.16)

Die so entstandene Differentialgleichung fiir den Operator Urnt (t,to) ldsst sich unter Verwendung von
Gleichung [3.4] als Anfangsbedingung in eine sogenannte Volterrasche Integralgleichung fiir den Zeitent-
wicklungsoperator umschreiben

t

Uppe (t,t0) =1 — i / dty Hipg (t1) Upne (t1,t0) (3.17)

to

Diese Integralgleichung kann nun iterativ gelést werden. Dazu wird zunéichst Uy (t1,t0) bestimmt

t1
Ot (b1 t0) =1 — i / Aty Hins (t2) Urns (12 to) (3.18)

to

und in Gleichung [3.17] eingesetzt. Wiederholt man diesen Vorgang iterativ, so findet man die sog. von
Neumann-Reihe

o t ti—1
Utnt (t,to):]l+2(—i)j/dt1 / dt; Hi,, (t1).. . HL, (t;) . (3.19)
j=1 to to

Dieses unhandliche Resultat ldsst sich noch weiter vereinfachen. Dazu macht man sich zunéchst klar, dass
fiir die Operatoren in Gleichung [3.19] eine Zeitordnung gelten muss, da die Operatoren, welche zu friitherer
Zeit wirken, rechts von den Operatoren, die zu spéterer Zeit wirken, stehen miissen. Um diese Zeitordnung
mathematisch zu beschreiben, fithrt man das sogenannte zeitgeordnete Produkt beziehungsweise den
Zeitordnungsoperator ein

T{A(tl) A (ty) Al(ts) } = A(t)) A(ty) A(ts) ... fiirty >to>ts>... . (3.20)

wobei A ein beliebiger Operator ist. Es sei noch angemerkt, dass gleiche Zeitargumente keine Schwierig-
keiten bereiten, da der Operator ja gerade mit sich selbst kommutiert und die Reihenfolge dann sowieso
keine Rolle spielt. Zur Vereinfachung der von Neumann-Reihe betrachtet man nun exemplarisch den
zweiten Term der Reihe, dieser hat die folgende Form

t t1
/ dt, / dty HY . (1) H},, (t2) . (3.21)
to to

Graphisch ldsst sich das Integrationsvolumen von [3.21] gem&8 Abbildung 3.1 darstellen. Nun ist aber auch
klar, dass es v6llig unerheblich ist, ob man zuerst iiber o und dann iiber ¢; integriert, was der Integration
entlang der blauen Streifen entspréiche oder ob man zuerst iiber ¢; und dann iiber ¢ integriert, was der
Integration entlang der roten Streifen entspriiche. Diese Uberlegung fiihrt zu folgender Umformung von
Gleichung [3.21]

t ty t t1 t t
/dtl/dtz Hi,, (1) Hi,, (t2) = /dt2/dt1 i, () Hi,, (t2) = /dtl/dtz i, (k) Hi,, ()
to to to to to t1

(3.22)



KAPITEL 3. ZEITENTWICKLUNG VON QUANTENSYSTEMEN UND STREUMATRIX 7

t
2 t1=t,

to

Abbildung 3.1: Darstellung der zwei Mo6glichkeiten das Integrationsvolumen aufzuintegrieren.

wobei im letzten Schritt die Variablen einfach ineinander umbenannt wurden: ¢; +— t3. Also kann
Gleichung [3.21] auch als

t t1
/dtl/dt2 Hi,y (t1) Hipy (t2) = /dtl/dt2 Hi,, (t1) Hi,, (t2) + /dtl/dt2 Hi,y (t2) Hi,y (1)
to to

1 N .
= §/dt1/dt2 {Hfm (t1) Hf,y (t2) © (t1 — t2)
to to

+H{,, (t2) Hi g (81) O (t2 — tl)}

t t
1 PR .
5 [t [t T (fif, () i (1) (3.23)
to to

geschrieben werden, wobei im letzten Schritt die Definition des zeitgeordneten Produkts verwendet wurde.
Wendet man diese Uberlegungen nun auf weitere Terme der von Neumann-Reihe an, so erhilt man
beispielsweise fiir den dritten Term ein Dreifachintegral mit dem Vorfaktor 1/3 und der Zeitordnung
von drei Wechselwirkungs-Hamilton-Operatoren fiir die Zeiten t1, ts und t3. Schliellich erh&lt man durch
konsequente Anwendung dieses Rechenvorgangs

t]'71

t
Upns (£, t0) —1+Z —i) /dt1 .../dt-ﬁ{m(tl)...ﬁ}m(tz)

TZ /dt1 . /dt HE  (t)...HE. (L))

i=1 ‘7'
=Tex [ dt’ HI . (t )] (3.24)
=T exp [—z’ / d*z 1, (t’)} (3.25)

die zeitgeordnete Exponentialfunktion fiir die Wechselwirkungs-Hamilton-Dichte.

3.5 Die Streumatrix

Nachdem in den ersten drei Abschnitten dieses Kapitels die Dynamik von Quantensystemen in den
verschiedenen Darstellungsbildern rekapituliert wurde, soll es in diesem Abschnitt ebenfalls um eine Groflie
gehen, welche die Entwicklung von quantenmechanischen Systemen charakterisiert, die Streumatrix. Die
Streumatrix stellt die Ubergangsamplitude eines Anfangszustandes |i;in) in einen Endzustand |f;out)
unter dem Einfluss einer Wechselwirkung dar und ist somit eine zentrale und wichtige Gréfie in der
Quantenfeldtheorie. Aus eben diesem Grund bietet es sich an, im Wechselwirkungsbild zu arbeiten. Die
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|in) und |out) Zustinde gehen im Limes ¢ — —oo beziehungsweise ¢ — oo aus dem Zustandsvektor |¢ (z))
hervor

isin) = lim_|6)(2)), Frout) = Jim [6(x)) (3.26)

Dabei sind die |in) und |out) Zustéinde auf den zwei verschiedenen Fock-Réumen 7, beziehungsweise
Fout definiert. Die S-Matrix spielt nun die Rolle der invertierbaren Transformation, welche den Ubergang
zwischen den beiden Darstellungsbasen verwirklicht. Daher gilt also

|3 in) = S|p; out) s out) = S [psin) . (3.27)
Die Ubergangsamplitude von |;4n) und | f; out) ist nun durch
(f;outlisin) = (f;out|S|i; out) = Sy (3.28)

gegeben, wobei das Ubergangsmatrixelement durch S ri definiert wurde. Nun ist es moglich, dieses Matrix-
element durch den Zeitentwicklungsoperator U (¢, tg) auszudriicken, denn es gilt

Spi= lm_ (1T (1t0)]i) - (3.29)

Somit ist S gerade U (00, —00) und es gilt unter Verwendung von [3.24] bezichungsweise [3.25]

S =Texp {—z/ dt' Hf (t’)} = T exp {—i/dzlx AL, (t’)] . (3.30)
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Kapitel 4

Quantisierung des Klein-(Gordon-
und des Proca-Feldes

Dieses Kapitel dient der Diskussion des freien Klein-Gordon- und des Proca-Feldes, da diese bei der
Beschreibung von skalaren und Vektormesonen eine grofle Rolle spielen. Den Anfang macht das freie
ungeladene Klein-Gordon-Feld. Zunichst wird ganz im Rahmen der relativistischen Quantenmechanik
aus der Lagrange-Dichte die Bewegungsgleichung, die sog. Klein-Gordon-Gleichung, abgeleitet und deren
allgemeine Losung bestimmt. Erst dann wird der Ubergang zur Quantenfeldtheorie, also zu Feldoperato-
ren, gemacht und gezeigt, dass diese Operatoren nach wie vor die Klein-Gordon-Gleichung erfiillen. Um
das Kapitel abzuschlieflen, werden noch die wichtigsten Resultate des Proca-Feldes wiederholt.

Als Quellen fiir dieses Kapitel dienten [Th6], [Gr7] und [PSc].

4.1 Das Klein-Gordon-Feld
4.1.1 Die Klein-Gordon-Gleichung

Die Lagrange-Dichte fiir ein freies, reelles, skalares Feld ¢ (z) mit = (¢,r) fiir Teilchen der Masse m
lautet

2(6,006) = 5 (0,0) (90) - Jm*¢* . (11)

Auf den ersten Blick ist klar, dass es sich bei der obigen Lagrange-Dichte um einen Lorentz-Skalar handelt.
Nun kann unter Verwendung der Euler-Lagrange-Gleichung die Bewegungsgleichung abgeleitet werden.
Man findet

0L _1[9(3a9) 0((%@} g _ 1
=3 959) + (Oa o =~ 5% (0p) + (D) 8l ¢ g*F = O" 4.2
350 = 315100 O+ 0u) gigegs Lo = 5 {000 + e} o7 =70 4
und oy
- = 2
9 mogp . (4.3)
Setzt man diese beiden Resultate nun in [2.10] ein, so erhélt man die Klein-Gordon-Gleichung
{0,0" + m*} ¢ () =0 . (4.4)

4.1.2 Die Losung der Klein-Gordon-Gleichung

Nun soll die allgemeine Losung der Klein-Gordon-Gleichung berechnet werden. Dazu transformiert man
das reelle Feld ¢ (x) aus Gleichung [4.4] zunéchst in den Impulsraum

d*k - .
o= [ oy S eplika] (45)

wobei k = (k°, k)T der Vierer-Impuls ist. Da man im vorherigen Abschnitt mit einem reellen Feld ¢ (z)
gestartet ist, ergibt sich aus ¢ = ¢* die Tatsache, dass

¢* (k) = (k) (4.6)
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sein muss. Setzt man nun die Entwicklung in [4.4] ein, so ergibt sich

0= (o ) [ L

Dieser Ausdruck liefert sofort die Bedingung, dass

~ 4 ~
k) exp [—ikz] = / ((; ]; ¢ (k) (—=k* + m?) exp [—ikz] . (4.7

o (k) (=k*+m?) =0 (4.8)

sein muss. Die erste Mdoglichkeit, dies zu erreichen, wiére natiirlich der Trivialfall gg(k) = 0. Da dieser
aber uninteressant ist, bleibt nur der Fall k2 = m?. Da nun aber ¢ (k) beliebig ist, kann dafiir der Ansatz

b (k)= ¢ (k)5 (—k* +m?) = ¢ (k)5 (k* —m?) (4.9)

gemacht werden. Der Triger der Delta-Distribution ist nun die sogenannte Massenschale. Bei der Mas-
senschale handelt es sich um einen zweischaligen Hyperboloiden, auf dessen Oberfliche die moglichen
Energien eines Teilchens der Masse m liegen konnen. Die negativen Energien auf der unteren Schale
entsprechen den Antiteilchen. Es sei noch angemerkt, dass jede relativistische Wellengleichung diese An-
titeilchenlésungen enthélt. Doch zunéchst muss nun die Delta-Distribution aus [4.9] ausgewertet werden.
Dies geschieht unter Verwendung einer niitzlichen Eigenschaft der Delta-Distribution, denn es ist:

) = T (1.10)

wobei f (z;) = 0 und f’ (z;) # 0 gilt, es sich bei den z; also um einfache Nullstellen der Funktion f(x)
handelt. Die Anwendung dieser Formel auf [4.9] liefert schlielich

(B —=m?) = — {6 (" —wi) +0 (" +wi)} (4.11)

2(4.11(

wobei
wie = £VK? + m? (4.12)

die relativistische Energie-Impuls-Beziehung ist. Nun kann man die Resulate [4.9] und [4.11] kombinieren,
in Gleichung [4.5] einsetzen und die Integration iiber die k%-Komponente ausfiihren, man findet

4 ~ 4 ]
/ ((21 l;; ¢ (k) exp [—ikz] = / (;17:; 23}1{ {5 (ko —UJk) +6(k0 +wk)}¢/ (k:o,k) exp [—ika]

3 ~
= / (;17:)( Qik {gb’ (wk, k) exp [—@ (wit — kr)] + ¢’ (—wk, k) exp [ (wit + kr)]}

3 It ~
_ / (;1; Qik {8 () exp [~ (wrt —Tor)] + & () exp [ (wnt — v}
(4.13)

wobei im letzten Schritt benutzt wurde, dass die Fourier-Koeffizienten ¢’ durch die Bezichung [4.12] nur
von k abhéngen. Unter Verwendung der Uberlegungen von Gleichung [4.6] und den Identifikationen

a ¢ (k) = ag (4.14)

wobei die Impulsabhéngigkeit von a und a* als Index angegeben wird, findet man schliellich

3
¢ (z) = / (2‘1)1;/2 Qik{ wexp [—ika] + aj, exp [ika]} . (4.15)

Da es sich bei spéteren Rechnungen als vorteilhaft erweisen wird, schreibt man das obige Resultat auch
hiufig in der Form

3
o (x) = / 5 d;;ﬂ \/L {ax exp [—ikx] + ay exp [ikz]} . (4.16)
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4.1.3 Quantisierung des Klein-Gordon-Feldes

Da nun die allgemeine Losung der Klein-Gordon-Gleichung bekannt ist, kann der Ubergang zur Quan-
tenfeldtheorie gemacht werden. Dabei werden die Felder der Theorie, bei denen es sich wie in Gleichung
[4.16] noch um Wellenfunktionen handelt, zu Operatoren erhoben. Diese Operatoren sollen analog zur
klassischen Theorie die kanonischen, gleichzeitigen Vertauschungsrelationen erfiillen. Beim Ubergang zum
Operator wird Gleichung [4.16] zu

. 3
¢(x) = / (2:1r)1‘:/2 \/% {&k exp [—ikz] + dL exp [zkx]} ) (4.17)

Der Operatorcharakter des Feldoperators wird nun von den bosonischen Erzeuger- und Vernichterope-
ratoren d;r( und ay getragen. Diese erfiillen die aus der Bose-Einstein-Statistik bekannten Kommutator-
Relationen

o al, | =6® (k-K) (4.18)
[, Gw]_ = [al,a{(,} -0 . (4.19)

Um die kanonischen Vertauschungsrelationen fiir die Feldoperatoren anzugeben, bietet es sich nun erst
einmal an, die zu ¢ (x) zugehérige Impulsdichte 7 () zu berechnen. Fiir das reelle Klein-Gordon-Feld
[4.1] erhélt man schlielich unter Verwendung von [2.13]

A 3 w
7 (z) = ¢ (x) = (—19) / (2(711_)1;/2 71{ {dk exp [—ikz] — d}; exp [zkx]} . (4.20)

Wie sich mit der Hilfe einiger kurzer Rechnungen und der Verwendung der Kommutator-Relationen [4.18]
zeigen lédsst, findet man tatséchlich die bei der kanonischen Feldquantisierung geforderte gleichzeitige
Vertauschungsrelation

[qé (t,r), 7 (t, r')] C=ib® (- (4.21)

Diese Relation ist schon durch den Kommutator von Orts- und Impulsoperator aus der Quantenmechanik
oder bis auf den Phasenfaktor i aus der klassischen Feldtheorie [2.18] bekannt. Streng genommen bleibt
nun noch zu zeigen, dass die Operatoren [4.17] und [4.20] auch wirklich die Bewegungsgleichung [4.4]
erfiillen. Dies ldsst sich unter Verwendung der Heisenbergschen Bewegungsgleichung [3.10] zeigen, jedoch
wird dafiir zunéichst einmal der Hamilton-Operator der Theorie benotigt.

4.1.4 Der Hamilton-Operator des Klein-Gordon-Feldes

Um den Hamilton-Operator des reellen Klein-Gordon-Feldes zu berechnen, bedient man sich nun des in
Kapitel 2 wiederholten Formalismus. Zunéchst erhilt man fiir die Hamilton-Dichte

A= (2)0(z)— £ = % (7 @) + (Vo (@) +m?* (1)} (4.22)

Wobei ab sofort die Hiitchen zur Kennzeichnung der Operatorwertigkeit weggelassen werden kénnen, da
nun keine Verwechselungsgefahr mehr besteht. Anwendung von Gleichung [2.12] liefert letztendlich den
gesuchten Hamilton-Operator

H= / dPr % (7 @) + (Vo (@) +m?6” (@)} . (4.23)

Es sei angemerkt, dass dieser Hamiltonoperator durch Einsetzen der expliziten Ausdriicke der Feldopera-
toren g{) und 7 auch in Form von Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren geschrieben werden kann, dies
soll an dieser Stelle allerdings nicht gezeigt werden. Um zu zeigen, dass die Feldoperatoren tatséchlich
die Klein-Gordon-Gleichung erfiillen, benutzt man, wie schon erwéhnt, die Heisenbergsche Bewegungs-
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gleichung [3.10]. Fiir den Operator ¢ (z) erhélt man

Z’%qﬁ(t,r) = [¢ (t,r) ,/dgr/ % {71'2 (t, ")+ (Vo (t, r’))2 + m2p? (t, r/)}]

= ;/dsrl [(b (t7r)’772 (t>r/)]—

= /d3r’ i6® (r — ') 7 (t,1')
=ir(t,r) (4.24)

wobei die Kommutator-Relationen [A, BC] = [A,B]_C + B[A,C]_ und [4.21] benutzt wurden. Die
Rechnung fiir das Feld 7 (x) ist ein wenig aufwendiger. Dazu schreibt man zunéichst mit Hilfe des Green-
schen Theorems

/ d3r VoV = ds (V)¢ — / d3r gAY (4.25)
14 \4

S(V)

und der Forderung, dass die Feldoperatoren an der Oberfliche des Volumens V hinreichend schnell ver-
schwinden, den Hamilton-Operator [4.23] in

H= /d3r’ % {7 (t.x)+ ot 1) [-A+m?] ¢ (1)} (4.26)

um. Man erhéilt schliefllich

0
U (t,r)

[w(t,r),/d‘n’r’;{ﬁ2 t.x)+o(t,r) [-A+m?| o (tr)}

%/dgr’ [7(t,x), ¢ (t,x') [-A+m?] ¢ (t,1')] _

_ / Br' (—)6® (¢ — 1) [-A +m?] 6 (t,1)
=[A-m’]¢(tr) (4.27)

wobei erneut die Kommutator-Relationen der vorherigen Rechnung und das Greensche Theorem
J i tosv—vasy = as (ovi—vve) (1.25)
v v

unter der Annahme an der Oberfléche S (V) hinreichend schnell verschwindender Felder verwendet wurde.
Die Kombination der Resultate [4.24] und [4.27] liefert schlieBlich die Klein-Gordon-Gleichung

{0,0" +m*} ¢ (z) =0 . (4.29)

Somit wire gezeigt, dass auch die Operatoren nach der kanonischen Feldquantisierung noch die ur-
spriinglich abgeleitete Bewegungsgleichung des klassischen Feldes erfiillen.

4.2 Das Proca-Feld

4.2.1 Die Proca-Gleichung

Die Lagrange-Dichte des freien, neutralen Proca-Feldes lautet
L 124 Lo Iz
g = _ZFMVF + §m A/,LA , (4.30)

wobei F* = 0FAY — 0¥ A* der zum massiven Spin-1-Vektorfeld A* zugehorige Feldstirketensor ist.
Da in diesem Abschnitt das freie Proca-Feld betrachtet wird, enthélt die obige Lagrange-Dichte auch
keinen Kopplungsterm ~ j,A* an externe Stréme j,. Vergleicht man [4.30] mit der freien Lagrange-
Dichte der Elektrodynamik, fillt auf, dass lediglich ein Massenterm ~ A, A* ergénzt wurde. Dieser riihrt
natiirlich daher, dass die obige Lagrange-Dichte, wie schon erwahnt, massive Vektorbosonen beschreiben
soll, wéhrend das elektromagnetische Feld masselose Vektorbosonen wie das Photon beschreibt. Es wird
sich allerdings zeigen, dass gerade dieser Massenterm die Eichinvarianz des Proca-Feldes bricht. Zunéchst
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soll allerdings die Proca-Gleichung abgeleitet werden. Dies geschieht vollig analog zur Klein-Gordon-
Gleichung, nimlich durch Anwendung der Euler-Lagrange-Gleichung auf die gegebene Lagrange-Dichte:

3% 1 9
=—= F.sF,,) g*"g°"
9 (0,4,) 46(8MA1,)( apFo,) 9%%9
1 (0 (Pads — 95Aa) (9, A, — ,A,) 5
== Fyp+ F, @ gBp
4{ 9 (0,A,) e T g (0,4, 7

1
= - P = Py P Py

=—Fr (4.31)
wobei in der ersten Zeile die Indizes des Feldstérketensors y — « und v — 8 umbenannt wurden und im
letzten Schritt die vollsténdige Antisymmetrie des Feldstérketensors verwendet wurde. Weiterhin gilt

0L 2

m

8Al,_78

_m 814,\ aX

) { 6Ay}g
m

wobei in der ersten Zeile erneut g — o« umbenannt wurde. Setzt man nun die Resultate [4.31] und
[4.32] in Gleichung [2.10] ein und verwendet die Definition des Feldstérketensors, so erhilt man die sog.
Proca-Gleichung

—— {AaAx} g™

(4.32)

00" AY — 9" (9, A") + mPA” =0 . (4.33)
Bildet man nun die 4-Divergenz von [4.33], so erhélt man
0=0,{0,0"A" — 9" (9,A") + m* A"}
=0,A" (4.34)

wobei ausgenutzt wurde, dass sich die beiden ersten Terme gegenseitig wegheben. Wendet man das
Resultat [4.34] auf [4.33] an, so vereinfacht sich die Proca-Gleichung zu

8,0" +m2YA* =0 . 4.35
{0 (4.35)

Gleichung [4.35] zeigt, dass jede Komponente des massiven Spin-1-Feldes A* separat die Klein-Gordon-
Gleichung erfiillt und unabhéngig davon auch Gleichung [4.34] erfiillt sein muss.
AbschlieBend kann nun noch das Verhalten der Lagrange-Dichte [4.30] unter der Eichtransformation

Al s AP =AM — iy () (4.36)

betrachtet werden, hierbei sei x (z) ein hinreichend oft stetig differenzierbares, Lorentz-skalares Raum-
Zeit-Feld. Es gilt

L =- 1 10u (A = Oux) = 0y (A = 0 {0 (A" = 8"X) — 9" (A" = 0"X) }
m? I H
+ 5 (Au = 9ux) (A" = 9"x)
2
i {0,A, — 0, A} {OMAY — 9" AMY + ’% {A AP —2A,0"x + (8,x0"Xx)}
+Z (4.37)

wobei in der zweiten Zeile verwendet wurde, dass x () per Definition hinreichend oft stetig differenzierbar
ist. Das obige Resultat zeigt, dass das Auftreten des Massenterms des Vektorfeldes die Eichinvarianz des
Proca-Feldes bricht.

4.2.2 Die Losung der Proca-Gleichung

Zum Abschluss dieses Kapitels wird nun noch die Lésung der Proca-Gleichung angegeben. Aufgrund von
[4.35] ist klar, dass das massive Spin-1-Feld von der gleichen Struktur wie das skalare Feld sein muss, also
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durch eine Superposition ebener Wellen dargestellt werden kann und [4.12] erfiillt sein muss. In Analogie
zur Losung des freien neutralen Spin-0-Feldes [4.16] gilt

At (z) /dgkli{u(k)\) xp [—ika] + € (k, A) al. y exp [ik ]} (4.38)
xTr) = (277)3/2 m):l € s Ak, )\ €XP | —IRT € , ak’/\e p ika ) )

Die in [4.38] auftauchenden 4-Vektoren e” (k, A) sind die sog. Polarisationsvektoren des massiven Spin-1-
Feldes. Sie sind mit den Dirac-Spinoren « (k, s) bzw. v (k, s) der Dirac-Theorie vergleichbar. Ganz im Ge-
gensatz zum masselosen Vektorfeld besitzt das massive Feld drei physikalische Polarisationsfreiheitsgrade,
zwei davon transversal, einer longitudinal. Der vierte, zeitartige Polarisationsfreiheitsgrad wird durch die
Zusatzbedingung [4.34] eliminiert. Die Polarisationsvektoren erfiillen auch eine Art Vollsténdigkeitsrelation,

es gilt ndmlich
3

Z et (k,A\) e (k,\) = —g"*
A=1

kH kY
+ JEE——

— (4.39)

Im Rahmen der zweiten Quantisierung kann nun auch das A#-Feld zum Feldoperator erhoben werden

o Pk 1 K, A , o . ‘
A () = / T m;l{e (K, A) i exp [=ika] + € (kN af y explikal} . (4.40)

Erneut wird der Operatorcharakter von den Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren getragen.
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Kapitel 5

Berechnung von Zerfallsbreiten

Eine weitere, wichtige physikalische Grofle ist die sogenannte Zerfallsbreite I'. Thre Wichtigkeit begriindet
sich darin, dass die Zerfallsbreite proportional zur Lebensdauer eines physikalischen Teilchens ist und eben
somit einen experimentellen Zugang zur Bestimmung der Lebensdauer der betrachteten Teilchen bietet.
Da die Bestimmung mesonischer Zerfallsbreiten ein zentraler Punkt dieser Arbeit ist, dient dieses Kapitel
der Untersuchung bzw. Berechnung von Zerfallsbreiten skalarer Teilchen. Diese Berechnungen werden
allerdings nur in fithrender Ordnung der Kopplungskonstanten durchgefiihrt. Dazu wird das folgende
Spielmodell betrachtet

1 m2 1 m21 1 m22
Z = 5(3;0() (a“X)—TXX2+§(8MO1)(3”<P1)— ; 90%"'5 (‘9;#2)(3“@2)—%%%‘*‘9)(901@2 , (5.1)

wobei g die Kopplungskonstante des Systems ist. Weiterhin wird angenommen, dass der Zweiteilchenzer-
fall x = @192 tiberhaupt kinematisch erlaubt ist, also m, > m,, +m,, gilt.

Wie in Kapitel 3.5 gesehen, wird die Entwicklung eines Anfangszustandes |i) in einen Endzustand |f)
durch das Streumatrixelement Sy; [3.29] beschrieben. Daher liegt es nahe, die Zerfélle von Teilchen mit
Hilfe des Streumatrixelementes zu beschreiben. Zunéchst bietet es sich allerdings noch an, einige Formali-
en zu kléren. Da das betrachtete System [5.1] die Wechselwirkung von Spin-0-Teilchen beschreibt, erfiillen
die Feldoperatoren x (), ¢1 () und ¢s (x) die Klein-Gordon-Gleichung und lassen sich in der Form [4.17]
schreiben. Fiir spitere Zwecke erweist es sich als niitzlich, die Feldoperatoren in zwei Teile zu zerlegen,
einen Teil proportional zum Vernichtungsoperator und einen Teil proportional zum Erzeugungsoperator.
Fiir die Zerlegung von x (z) ergibt sich

(x) / d3p’ 1 {a o [ i /(ﬁ] _’_af o [’L /$]}
= —_— 7 X — , €X
* (27r)3/2 2w UP P p PP

/ L /71 apr exp [—ip'z] + / LU p [ip'z]
= [ ——%7% ———ap exXp|— ——75 ———a,, €X
(27{‘)3/2 2(&)1)/ P (27_(_)3/2 2wp/ P

- +
=x5 2 (5:2)
wobei der zum Vernichter ap, proportionale Term mit (™) und dementsprechend der zum Erzeuger

aL, proportionale Term mit x(+) bezeichnet wird. Die gleiche Methodik kann nun bei ¢ (x) und s (z)

angewandt werden, so dass

d3k] 1 . T .
1 (x) = /(27T)3/2 \/Tik’l {bk'l exp [—ik}x] + bk,1 exp [zk/lx]}
d3k] 1 d3Kk] 1
= | —— ———=bw exp[—ikiz] + / — L bl, expik}z]
/ (2m)*? 2w ! @2r)* % 2w 1
— ) (+)
=¥ T (5.3)

a3k 1 , _
@2 () = /(2 S {ck/2 exp [—ikbx] + CL,Q exp [zk’zx]}

27T)3/2 NZ=

%k, 1 ky 1
:/(d2 — iy exp [—zkéx]—i—/ d°ky Cch’Q exp [zkém]

2#)3/2 NZ= (27‘(‘)3/2 V2w,

- +
= @5«2) + Sol(az) (5.4)
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gilt. Da das Streumatrixelement Sy; den Zeitentwicklungsoperator und somit die Wechselwirkungs-Hamil-
ton-Dichte 5#7,; enthélt, muss diese auch bestimmt werden. Der wechselwirkende Teil der Lagrange-
Dichte des Systems .Z},,; enthélt allerdings keine Ableitungskopplungen, somit gilt

Hint = —Loint = —gxP192 - (5.5)

Um das Matrixelement Sy; angeben zu kénnen, miissen nun lediglich noch [i) und |f) aus Gleichung [3.29]
bestimmt werden. Der Anfangszustand |i) beschreibt beim vorliegenden Zerfall natiirlich das eingehende
Teilchen x. Entsprechend Gleichung [5.2] wird vereinbart, dass das skalare Teilchen x den 4-Impuls p
trage, so dass sich der Anfangszustand geméif

3
i =1/ Z Lt o) (5.6)

durch den Vakuumzustand |0) beschreiben lisst. Der Vorfaktor 1/(27) /V stammt aus der Normierung
des Anfangszustandes, denn es gilt

1= (ili) = IN|* (0apa|0) = |N|* (061 (0) + afap|0) = [N|* 6 (0)

3
= |NJ? / (;17:))3 exp [ipx]

1%
= |N]* lim .

p=0

: (5.7)

so dass

(5.8)

wobei im zweiten Schritt die Kommutator-Relation von bosonischen Erzeuger- und Vernichteroperatoren
[4.18] und im vierten Schritt die Vollsténdigkeitsrelation verwendet wurde. Der Endzustand des betrach-
teten Zerfalls besteht dann aus einem Produktraumzustand der Teilchen ¢ und ¢s. Es wird vereinbart,
dass diese Teilchen die 4-Impulse k1 und ko tragen. In Analogie zu [5.6] ldsst sich der Endzustand auch
durch den Vakuumzustand angeben

3
)= B o) (5:9)

wobei der Vorfaktor (27)® /V erneut der Normierung des Zustandes dient. Die Bestimmung dieser Nor-
mierung erfolgt analog zu [5.7].

Wie schon erwéhnt, soll die Berechnung der Zerfallsbreite I'y ., ,,, nur in fithrender Ordnung der Kopp-
lungskonstanten g durchgefiihrt werden. Die Entwicklung des Matrixelementes S; erster Ordnung in g
lautet dann im Allgemeinen

SV = (18l = (] ig [ de T (A0 (5.10)

Einsetzen der bisherigen Resultate [5.5], [5.6] und [5.9] in Gleichung [5.10] liefert schlieflich

3\ 3/2
Sii =g (”{? ) [t Ol auT (x @) o1 (@) 02 (@)} abl0) (5.11)

als Streumatrixelement erster Ordnung. Um einen Ausdruck fiir die Zerfallsbreite I'y_,,,, zu erhalten,
gilt es nun dieses Matrixelement weiter zu vereinfachen. Das zeitgeordnete Produkt der Feldoperatoren
X (z), @1 () und s (x) lésst sich gemif des Wickschen Theorems in normalgeordnete Produkte zerlegen,
d.h. in Produkte, in denen die Erzeugeroperatoren stets links von den Vernichteroperatoren stehen. Man
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erhalt schlieBllich

T{xp1p2} =1 xP1p2: + EXP1P2 I XP1Pa X1

. ( (- )+X(+)> (¢£/)+¢(+)> (¢£/)+¢(+)> .

T A A e U v L e a8
DDA A A DG DD
_ x§,+)soﬁ)soff)+xif)<pﬁ)w£ )P + Do

6 + A + A G (5.12)

wobei im zweiten Schritt die Zerlegungen der Felder [5.2], [5.3] und [5.4] eingesetzt und im letzten Schritt
das normalgeordnete Produkt aufgelost wurde. Die so entstandenen acht Terme kénnen nun wieder in
den Vakuumerwartungswert [5.11] eingesetzt werden. Man stellt jedoch fest, dass nur einer dieser Terme
einen von Null verschiedenen Beitrag liefert. Dabei handelt es sich um den Term

cpfj)gofj)x; b (5.13)

Die restlichen Terme liefern keinen Beitrag, da sie eine ungleiche Anzahl von Erzeuger- und Vernichter-
operatoren enthalten und somit proportional zu beispielsweise cy; [0) oder (0] aL, sind. Das Streumatrix-
element Sy; aus [5.11] wird damit zu

3 /1313 3 /
ST ( > / v Ve \/ 5 /20 \/2wk/ Nz (0lb1c, iy i a1 0)
< exp i — K, —Ky)a] | (5.14)
) ) )

wobei hier direkt die expliziten Ausdriicke fiir ¢, ”, p,,” und x,” eingesetzt wurden. Das entstandene
1 2

P
Integral ldsst sich jedoch durch die Berechnung des Vakuumerwartungswertes enorm vereinfachen. Denn
aufgrund der Kommutatorrelationen der Erzeuger- und Vernichteroperatoren der verschiedenen Teil-
chenfelder lisst sich der Vakuumerwartungswert als Produkt von Delta-Distributionen schreiben, welche

schlieflich dazu fithren, dass die Integrale iiber den Impulsen p’, k| und ki, zusammenbrechen. Man findet
(0|bklck2b;r(,1 c;rdzap/ayo) = (0]bx, bLl ck2cL,2 {(5(3) (p'—p)+ a;.[,apr} |0)
=@ (p' —p) 6@ (ki — ;) 6@ (ko —kp) (5.15)

wobei in der ersten Zeile ausgenutzt wurde, dass der Vernichtungsoperator ck, und der Erzeugungsope-
rator bfq kommutieren. Setzt man dieses Resultat nun in Gleichung [5.14] ein, so erhélt man

(27)® i d3p’d3K, A3k, 1
S(l) g <> d*x 5(3) (' -p) 5@ (kl - k/1) 5@ (k2 - k/2)

\%4 \/pr \/QOJk/ \/2wk/ ﬂ-

<ep iy < 4 = k)

i(p— ki —ka)x]

1 3/2
=(= d*
(V) \/ﬁ\/2wk1\/2wk2 / v eXp

1 3/2 Zg A
=(= 2m) 0W (p— k1 — ko) . 5.16
(v) i oo 0k o

Hierbei wurde im zweiten Schritt die Integration {iber die drei Impulse ausgefiihrt und anschlieend
im letzten Schritt die Vollstdndigkeitsrelation ausgenutzt. Die so entstandene vierdimensionale Delta-
Distribution sichert die Energie-Impuls-Erhaltung an jedem Vertex. Um eine Wahrscheinlichkeitsaus-
sage treffen zu konnen, muss nun das Betragsquadrat des Streumatrixelementes betrachtet werden.
Dies fiihrt jedoch zu einem nicht unerheblichen mathematischen Problem, dem Quadrat einer Delta-
Distribution. Um diesen Ausdruck auszuwerten, schreibt man das Quadrat der Delta-Distribution mit
Hilfe der Vollstéindigkeitsrelation um, verwendet ein endliches Raumzeit-Volumen = [0, ¢] x V, welches
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spiter im Limes nach oo gehen wird und benutzt die Vierer-Impulserhaltung. Man erhélt dann fiir das
Betragsquadrat des Streumatrixelementes [5.16]

21 =M B g 2
5 ‘ _ L EiMyoei | o 8 [5@) () k&
|10 = 75 T e (27) (59 (0~ b1 — )]
1 |7iMX—><P1<P2|2 4 (4 / .
= X2l om)tsW (p—ky —ky) [ d* il — ke — &
V3 2p 2wie, 2w, (2m) (p 1 2) . x exp[—i(p 1 2) 7]
1 |_iMXH<P1<P2|2 4 (4 /
= X0l om)t s (p—ky — ko) [ d?
V5 Dt 2wy, o) O Pmkimhe) | die
1 |_iMX—’<P1<P2|2 4 <(4
= T3 o o o (2 §H (p—ky — ko) Vit 517
V3 2wp 2wy, 2wk, (27) (p =k 2) ) (5.17)
wobei [ig |2 = |—iMyosgips |2 als Betragsquadrat der invarianten Zerfallsamplitude M identifiziert wurde.

Haben die Teilchen ¢; und @2 nun Impulse im Intervall [ki,k; + dk;] beziehungsweise [ko, ko + dks], so
erhilt man als Zerfallswahrscheinlichkeit

d*k;d3k 2 PkidPks  |—i 2
[l v sy = [ e te P eanl g0 g gy -

(2m)” (2) (2m)® (21)°  2wp2uwi, 2w,
=Dxoermt (5.18)

wobei im letzten Schritt die Zerfallsbreite I'y_,,, ,, als

Bkidks | —iMy o] . 4
Dy gy = X2e1ezl (9m)t 5@ (p—ky — k 5.19
o= [ G e 078 (k) (519)

definiert wurde. Fiir die explizite Berechnung dieser Zerfallsbreite bietet es sich nun an, das Ruhesystem
von x zu betrachten. Dann erhilt man fiir die Vierer-Impulse

p= (va O)T ) kl = (wk1 ) kl)Ta kQ = (wkza kQ)T . (520)

Als néchsten Schritt schreibt man unter Beriicksichtigung dieser Resultate die vierdimensionale Delta-
Distribution aus [5.19] in

W (p— k1 — k2) = 0 (ny — wi, — wWiey) 0@ (k1 + ko) (5.21)

um und integriert iiber d®ks. Durch die dreidimensionale Delta-Distribution aus der obigen Formel bricht
schlieBlich das Integral iiber d®ky zusammen und man erhélt fiir [5.19]

1 M
Dyprpn = / - — X_WWZQ‘ (mX — \/k2 + m2 \/k2 + mfoz) . (5.22)
8(277 mX\/k +m2 \/k

Die Delta-Distribution ldsst sich nun unter Verwendung von Formel [4.10] auswerten, man findet

2 2 \/k2 +mg \/k2 M
5<mx—\/k1 +m2, —\/k1+m§,2> = O (|ke| —ky) (5.23)

wobei

2
ky = | et (7 = mR)” —2mi, (m, ) (5.24)

2
4mx
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der Impuls der auslaufenden Teilchen ist. Damit wird [5.22] zu

2 2
X—p192 — - 9 1 k
8 (2m) mx\/kf +mi1\/k§ +m2, 1y,
x 6 (k1| —ky)
‘ —— 5
- # d‘k |dQ |k |2 |_ZMXHSD1SP2|2 \/kf +m¢1 \/kf —|—mw2
sy’ 1 l 2 2 2 2 kgm
mx\/k1 +m<p1\/k1 +m2, N
x 8 (k1| — k)
) 2
— k
] H%%Mm% | (5.25)
X

wobei im zweiten Schritt sphérische Koordinaten eingefithrt wurden. Setzt man nun das Betragsquadrat
der Zerfallsamplitude ein, so findet man den finalen Ausdruck fiir die Zerfallsbreite I'y_,,, o,

r = 9% k.
X—=P1p2 ST mi

(5.26)
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Kapitel 6

Das Modell

Nun wird ein effektives Modell der Quantenchromodynamik zur Beschreibung mesonischer Zustédnde be-
trachtet. Dieses Modell beruht auf der Basis dreier Quark-Flavors und enthélt die Kopplung von Axial-
und Pseudovektor-Mesonen an Vektor-Mesonen und pseudoskalare Mesonen, sowie einen Mischungsterm.
Letzterer sorgt fiir die Mischung anféinglich unphysikalischer Kaon-Felder. Zunéchst soll die Konstruktion
der Lagrange-Dichte des Modells aus sogenannten Nonets kurz erlidutert und deren Symmetrien diskutiert
werden. Desweiteren sollen die Kopplungskonstanten des Modells durch die Zerfille bestimmter Teilchen
im Axial- und Pseudovektor-Sektor bestimmt und durch die Zerfallsbreiten anderer Teilchen auf Konsis-
tenz hin iiberpriift werden. Der letzte Punkt dieses Kapitels ist die Betrachtung von Mischungseffekten
in den Kaonen-Feldern, welche durch den Mischungsterm in der Lagrange-Dichte induziert werden. Von
zentraler Bedeutung wird dabei die Bestimmung des Mischungswinkels der physikalischen Teilchenfelder
sein.

6.1 Die Konstruktion des Modells

Das Modell soll eine effektive Beschreibung von Mesonen auf der Grundlage der Quantenchromodynamik
darstellen. Daher muss das Modell die wichtigsten Eigenschaften der QCD, wie beispielsweise deren
Symmetrien, beinhalten, um eine korrekte Beschreibung der Mesonen zu gewihrleisten. Das zentrale
Konzept bei der Konstruktion eines solchen Modells ist die Definition von Nonets, i.e. Matrizen, welche
die - in diesem Fall mesonischen - Teilchenfelder beinhalten. Wie schon angesprochen, beinhaltet das
Modell Axialvektor-, Pseudovektor-, Vektor- sowie Pseudoskalar-Mesonen, daher sollte fiir jede Sorte der
Mesonen ein Nonet konstruiert werden. Die Konstruktion solcher Nonets erfolgt durch Quark-Strome.
Die in diesem Modell verwendeten Nonets entstammen der Doktorarbeit von Denis Parganlija [Par] und
sind daher schon bekannt. Diese Nonets sind schon so konstruiert, dass die Symmetrien der QCD erfiillt
sind. So hat etwa das Pseudoskalar-Nonet die folgende Gestalt

1y 7’ + +
poo L L v " K (6.1)
L g9 . _ — —T 0
ij \/§QJ275%7 \/§ ™ WNﬁ K .
K~ KO ns
Fiir das Vektor-Nonet gilt
w 0
1 (P A G
V“ﬁiquﬂqz VH = w— wh—p"° JH*0 (62)
CERVO 2| 7 2
V2 V2 KM= I_(\{L;O wl
Fiir die Axial- und Pseudovektor-Nonets erhalt man schlieflich
Fiv atal® o+ +
, , 1N,\A/§ 1 all K{L,A
At 2 Gyt y —— - fliy a—al® 0 )
1] \/§qu ’YOQu \/5 a'Lll‘ % iA ) (6 3)
L — 10 n
Ki,A Kf,A {S,A
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I3 no
X X le,\l;;bl ble- Ki—g
Blr=— [q:vs0"q; — (0"G:) Vs Bt = — - fin=b° 0 4
ly ﬂ[qﬂs@ ¢ — (0"q;) 7s4il , NG b’l_ % Ko (6.4)
Kip Kip  flss

wobei fiir die Felder fin 4, fis,4, fin,p und fis p die folgenden Identifikationen mit physikalischen Teil-
chen gelten:

fin,a = f1(1285), fin,g = h1 (1170)
fis,a = fi (1420), fis,p =M (1380)

Zusitzlich beschreiben die Felder af und o/, das a; (1260)- beziehungsweise das by (1235)-Meson, wihrend
die Kaonen-Felder K7 4 und K p vorerst keinen physikalischen Teilchen zugeordnet werden. Fiir die
Kopplung der verschiedenen Nonets wird die moglichst einfachste Form verwendet, welche die Symmetrien
der Quantenchromodynamik erhélt

(6.5)

L =ia T {A, V" P]_} +bTe{B,[V*, P} + Lniax - (6.6)

Hierbei sind a und b die Kopplungskonstanten der Axialvektor- bzw. Pseudovektor-Kopplung. Eine wei-
tere Kopplungskonstante ist im Mischungsterm .%,;, enthalten. Dieser hat die folgende Form

Lo = ic Tr{A [A#,BML} , (6.7)

wobei die imagindren Faktoren vor dem ersten Term und dem Mischungsterm eingefithrt wurden, um
die Hermitezitét dieser Terme sicherzustellen und A = diag (6,,84,8s) ~ diag (m2, m3, m?) eine Dia-
gonalmatrix beschreibt, welche zu dem Quadrat der Quark-Massen proportionale Groflen d,, 04 und d,
enthélt (vgl. dazu auch [Par]). Es wird sich noch zeigen, dass gerade die nicht-verschwindende Massen-
differenz von Up-, Down- und Strange-Quark fiir eine Mischung der unphysikalischen Kaonen-Felder des

Axialvektor- und des Pseudovektor-Nonets sorgt.

6.2 Die Symmetrien des Modells

Die Theorie der starken Wechselwirkung, die sogenannte Quantenchromodynamik (QCD), ist eine sehr
reichhaltige Theorie mit vielen Symmetrien. Aus eben diesem Grund sollte ein effektives Modell der QCD
diese Fiille an Symmetrien ebenfalls vorweisen. Daher beschiiftigt sich dieser Abschnitt ausschlielich
mit den Symmetrien des Modells [6.6]. Die wohl wichtigste Symmetrie der QCD ist die SU (Nc) pyrpe-
Symmetrie. Dabei handelt es sich um eine lokale Eichsymmetrie im Farbraum, dies bedeutet, dass die
Lagrange-Dichte der QCD invariant unter lokalen, i.e. von der Raum-Zeit abhéingigen, Transformationen
im Farbraum ist. Die Elemente der SU (N¢) g5 lassen sich als

U = exp (—iga(v),T,), a=1,...,N2—1 (6.8)

darstellen. Der nicht-abelsche Charakter der SU (3) sorgt letztendlich dafiir, dass in der QCD Dreier-
und Vierer- Gluon-Vertices existieren. Da das in dieser Arbeit betrachtete Modell allerdings Mesonen,
also farblose Zustéinde, betrachtet, ist diese Symmetrie nicht im Modell enthalten.

6.2.1 Lorentz-Symmetrie

Die Invarianz einer Theorie unter Lorentz-Transformationen ist eine der wichtigsten Symmetrien der
Physik und muss in einem Modell enthalten sein, damit dieses als fundamental gelten kann. Da die QCD
eine fundamentale Theorie ist, ist die Lorentz-Symmetrie natiirlich in ihr enthalten und somit sollte
auch das Modell [6.6] invariant unter Lorentz-Transformationen sein. Im Folgenden werden ausschlieflich
eigentliche, orthochrone Lorentz-Transformationen, d.h. Transformationen mit det (A) = +1 und AJ >
0 betrachtet. Lorentz-Transformationen, die diese Einschriankungen erfiillen, sind Lorentz-Boosts und
Drehungen in drei Dimensionen. Die Gréfien in [6.6] setzen sich aus Quark-Spinoren zusammen, daher
wird nun eine Spinor-Darstellung der eigentlichen Lorentz-Transformationen benétigt, diese lautet

S(A) = exp <—iwwa‘“’> , (6.9)
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wobei w,,,, die Gruppenparameter beinhaltet und o*” = % [, 4] _ ist. Um festzustellen, ob die Lagrange-
Dichte aus [6.6] invariant unter Lorentz-Transformationen ist, muss das Transformationsverhalten der
Nonets [6.1] - [6.4] tiberpriift werden. Nun transformiert der Quark-Spinor ¢ (z) geméf

LT _
q(z) == ¢ (z)=SA)g(AMz) (6.10)
wéihrend der Dirac-adjungierte Quark-Spinor als
_ LT A _
q(z) == q (') =g (A z) S7H(A) (6.11)
transformiert. Unter Verwendung dieser beiden Transformationsregeln gilt fiir das Pseudoskalar-Nonet P
1 LT, 1 _ . 1 _ R
P= 1Y54; ST (N)ivsS (A) = —=qiv5q;=P 6.12
Bl = 54 (A)iv55 (A) 3l (6.12)

wobei verwendet wurde, dass v* und 75 antikommutieren und somit beim Vertauschen von S (A) und
5 ein doppelter Vorzeichenwechsel stattfindet. Wie man an [6.12] erkennen kann, weist das Nonet das
korrekte Transformationsverhalten unter den kontinuierlichen Lorentz-Transformationen auf. Auch das
Vektor-Nonet V# transformiert wie erwartet, denn es gilt

Vhz 1 7S (M) VS () i :Aﬁ/( 1 v > =AYV (6.13)

L@-v“q- L —=0;7"4q
V2R T2 V2
Hierbei wurde der aus dem Transformationsgesetz der Dirac-Gleichung bekannte Zusammenhang S—1y#S
= A# v verwendet. Die gleichen Zusammenhénge kann man nun auch bei der Transformation der Axial-
und Pseudovektor-Nonets verwenden, so dass

1 L ( 1 ) X
A= L ST (M) S (A) g = A [ —=Giv s | ZAR AV 6.14
ﬂQN V5 50 (M) 58 (M) ¢ VoA (6.14)
und
Br= f[qg%@‘q — (0*q;) 5] 25 7[ THA) A0S (M) g — (AL97g;S™H (M) 58 (A) 4]
\/> \[
A*L{ﬁ[tmsc? 4 — (aqu)’%(b‘]}AAMyBy (6.15)

gilt. Es sei noch erwédhnt, dass das Transformationsverhalten von Pseudoskalar-, Axial- und Pseudovektor-
Nonet unter uneigentlichen Lorentz-Transformationen, wie beispielsweise der Raumspiegelung, noch einen
zusétzlichen Vorzeichenwechsel beinhaltet, daher auch die Bezeichnung ,,pseudo® beziehungsweise ,,axi-
al“. Der Grund dafiir wird sich im Abschnitt iiber die CP-Symmetrie zeigen. Allgemein transformieren
Pseudoskalar, Pseudovektor und Axialvektor also wie folgt

PELdet (A) P, A" EL det (M) A® A”,  B* 2L det (M) AL BY (6.16)
wobei verwendet wurde, dass fiir uneigentliche Lorentz-Transformationen det (A) = —1 gilt. Nun, da

das Verhalten der verschiedenen Nonets unter Lorentz-Transformationen feststeht, konnen die Resultate
[6.12]-[6.15] verwendet werden, um zu zeigen, dass [6.6] tatséichlich wie ein Lorentz-Skalar transformiert.
Es gilt
LT . 1\« _1\ K A
2 Tr{(A ) A [Auﬁvﬁ,p}} some{(A)", B, A5V P )

+ ic Tr A (A A“B"] }

+ ic Tr

ia Tr

=ia T {(A7)°, Aat, [Vﬂ,P]_} o T {(A7)", Bud V2, P] |

{A " [A,, B%]_ }

{Aag }+bﬁ{BNgﬁ VAP, }+ieTe{A g4, B7]_}

_ (6.17)

wobei verwendet wurde, dass die Massenquadrate, welche in A enthalten sind, ohnehin Lorentz-skalar
sind.
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6.2.2 U (Ny),~-Symmetrie

Eine weitere wichtige Symmetrie der QCD-Lagrange-Dichte ist die sog. chirale Symmetrie. Fiir den Fall
verschwindender Quark-Massen wére diese Symmetrie exakt, da man dann durch Anwendung der rechts-
und linkshéndigen Projektionsoperatoren

]].:l:")/5
2

auf die QCD-Lagrange-Dichte erreichen kénnte, dass eben diese in einen rechts- und einen linkshéndigen
Teil entkoppeln wiirde und somit die rechts- und die linkshidndigen Quark-Spinoren separat transfor-
miert werden kénnten. Die zugehorige Symmetriegruppe wire die Produktgruppe U (Ny), x U (Ny), .
Aufgrund der nicht-verschwindenden Quark-Massen ist diese Symmetrie explizit gebrochen. Fiir den
Fall identischer Quark-Massen wire die Symmetriegruppe der QCD die der Vektor-Transformationen
U (Ny),,, welche eine diagonale Untergruppe der Produktgruppe U (Ny), x U (Ny), darstellt. Weiterhin
gilt U (Ny),, = SU (Ny),, x U(1)y,, wobei die U (1),,-Symmetrie die Erhaltung der Quark-Zahl nach
sich zieht. Die SU (Ny),-Symmetrie ist die sogenannte Flavor-Symmetrie der QCD. Diese Symmetrie
ist je nach Quarkzahl Ny unterschiedlich stark (explizit) gebrochen. Im Falle Ny = 2, der sogenann-
ten Isospin-Symmetrie, ist die Brechung dieser Symmetrie im Vergleich zur hadronischen Massenskala
(~ 1 GeV) winzig, da der Massenunterschied zwischen Up- und Down-Quark mit ungefihr 2.5 MeV sehr
klein ist. Das untersuchte Modell [6.6] enthélt im Gegensatz zur QCD keine chirale Symmetrie, jedoch
aber eine U (Ny),,-Symmetrie, welche allerdings aufgrund der A-Matrix (vgl. [6.7]) explizit gebrochen
ist. Die Elemente der Gruppe U (Ny),, lassen sich in der Form

Pr = (6.18)

Uy =exp (—iay,oTy) , azO,l,...,N? -1 (6.19)

darstellen, wobei die ay,, die Gruppenparameter und die 7, die Generatoren der U (Ny),, sind. Um
das Transformationsverhalten der verschiedenen Nonets [6.1]-[6.4] unter U (Ny),,-Transformationen an-
zugeben, ist es zunichst sinnvoll, sich das Transformationsverhalten der einzelnen Quark-Spinoren zu
betrachten. Es wird sich als vorteilhaft erweisen, das Transformationsverhalten der Quark-Spinoren in
Komponentenschreibweise anzugeben, so dass

qi L) Uikqk (6.20)

und

G > Una)'° = ¢jU], ' =aU), (6.21)
ist. Mit Hilfe dieser Resultate lisst sich das Transformationsverhalten der Nonets zeigen. Auch hier bietet
es sich an, die Komponentenschreibweise zu wéhlen. Fiir das Pseudoskalar-Nonet gilt

P v, 1 _ 4. . 1 T i
Pij—ﬁqg‘z%qz‘ — EQIUljZ'YSUika = U \/ifJﬂ%%U =UirPuUy; = (UPU )ij . (6.22)
Die Transformation des Vektor-Nonets V# erfolgt dhnlich, denn es gilt

1 1
Ut _ i
(V*)is ﬂQIUlj'YHUikCIk = Uik \/qu'y P UL =Usg, (V) UL = uvrut), . (6.23)

1
\/i%’y q; —

Das Transformationsverhalten von A* und B* ist vollig analog zu dem der Gleichungen [6.22] und [6.23].
Fiir das Axialvektor-Nonet findet man

L1 U, 1 _ .
(A“)ij :%qﬂ“%(h f U Vs Uikar = Uik ﬁqlvu%q’“U;j:Uik (A*) UlTj
= (uArUY), (6.24)
wahrend man fiir das Pseudovektor-Nonet
N S _ U _
(B"),; G [Gj750"q; — (0"q;) v5qi) — —= [ lTj'YSaMUika - (3”(11(];]-) ’VsUika}
[ k‘jl'YF)aMQkUlTj — Ui (3”@)75%(@}
= Uik { [@vs0" ar — (0" @) 75%]} o

= Uiy (B U, = (UB*UT) (6.25)
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erhilt, wobei im zweiten Schritt verwendet wurde, dass die U (Ny),,-Transformationen von der Form
[6.19] sind und somit aus der Ableitung gezogen werden diirfen. Insgesamt transformieren die Nonets
[6.1] - [6.4] also gemif

p Yuput, ve Lpveyt, ar Luaryt, pr Luprut . (6.26)

Wie schon zu Beginn dieses Abschnitts erwihnt, ist die U (Ny),-Symmetrie von [6.6] durch den Mi-
schungsterm .%,,;, explizit gebrochen. Lasst man jedoch .%,;, zunichst auler Acht, findet man eine
exakte U (Ny),,-Symmetrie der ersten beiden Terme der Lagrange-Dichte [6.6]. Es gilt

2" L ia{va,ut [uveut,uput]_} o {UB,Ut [uveutuput]
=ia Tr {UAUU[V*, P]_U"} +b T {UBU'U V", P] U}
-7 (6.27)

wobei &' = ¥ — %,ix ist und im letzten Schritt die zyklische Vertauschbarkeit unter der Spur verwendet
wurde.

6.2.3 CP-Symmetrie

Zusétzlich zu den bisher vorgestellten kontinuierlichen Symmetrien besitzt die Quantenchromodynamik
auch diskrete Symmetrien, d.h. Invarianzen unter Symmetriegruppen, deren Gruppenelemente nur durch
diskrete Werte charakterisiert werden konnen. Eine solche Symmetrietransformation ist schon aus der
Diskussion der Lorentz-Symmetrie bekannt, die Paritéitstransformation (P). Weitere diskrete Symme-
trietransformationen wéren die sogenannte Ladungskonjugation (C) und die Zeitumkehr (T). Nach dem
bekannten CPT-Theorem ist die Lagrange-Dichte der Quantenchromodynamik invariant unter CPT-
Transformationen. Ziel dieses Abschnitts ist es daher, die Symmetrie von [6.6] unter Paritdt und unter
Ladungskonjugation zu zeigen. Es sei abschlieend noch erwéhnt, dass die QCD iiber eine weitere diskrete
Symmetrie verfligt: die Z3-Symmetrie, diese soll hier allerdings nicht erldutert werden.

6.2.3.1 Ladungskonjugation

Um das Verhalten von [6.6] unter Ladungskonjugation festzustellen, ist es erneut sinnvoll, zunéchst das
Transformationsverhalten der einzelnen Nonets zu iiberpriifen. Dazu wiederum wird das Transformati-
onsverhalten der Quark-Spinoren sowie der Dirac-adjungierten Quark-Spinoren benotigt. Der ladungs-
konjugierte Quark-Spinor hat die folgende Gestalt

q(z) % qo () = —ir°9%¢" (2) = C¢" (z) . (6.28)

Der Dirac-adjungierte Spinor transformiert geméfl

i(2) % g (1) = —¢" (@) i’ =¢" (@) C . (6.29)

Anwendung dieser Transformationsvorschriften auf das Pseudoskalar-Nonet liefert

T
L1 c. 1 o _T L 7. T _T (1—- >AT
P G.ivea; —dToiv-caF = ——g%; D= —=qiivsq; | =PY 6.30
50054 — /3% 0104 Y (5)" q; 50150 (6.30)
wobei zunéchst erneut die Antikommutator-Relation [y*,75], = 0 verwendet wurde. Weiterhin ist
(75)T = ~5. Der Vorzeichenwechsel im vorletzten Schritt ist eine Folge der Antivertauschungs-Relationen

der Fermionen, i.e. der Quark-Spinoren. Abschliefend sei noch angemerkt, dass sich das “Transponiert*

im letzten Ausdruck auf die Matrix-Indizes des Nonets bezieht, wihrend sich das “Transponiert* in den

vorhergehenden Rechenschritten auf die Spinor-Indizes bezieht. Da der vorletzte Ausdruck in [6.30] aller-

dings in den Spinor-Indizes maximal kontrahiert ist, kann das “Transponiert“ beziiglich der Spinor-Indizes
weggelassen werden. Fiir das Vektor-Nonet erhélt man

Vugiq,vuq, <, Lq,TC,Yqu,T - fiqTCWCTq,T

Vel ot e CoveY '

1 7 T T 1
7 r_ _ -
(") @ 7

=59 = ——= @) =—- (" . (6.31)
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Bei der vorherigen Rechnung wurde verwendet, dass fiir die Ladungskonjugationsmatrix CT = C~1 = —C'
gilt und dass Cy*CT = — ("y”)T ist. Erneut sei erwéhnt, dass sich das “Transponiert® im letzten Ausdruck
auf die Matrix-Indizes des Nonets bezieht. Das Axialvektor-Nonet transformiert geméaf

1 c. 1 o _r 1 7 T
APE Gt ysq; — —=qL Oy CqF = ——=qF CA*CT s
\/iq]ry 75q \/iq] fY 75 qz \/iqj ’Y ’Yqu
1 . e 1. .7
= 5% ()" ()" G = ﬂ(qmv qj)
1 .
= ﬁfjﬂu%%z (amt (6.32)

Letztendlich findet man fiir das Pseudovektor-Nonet

1

S _ c _ _
BH:E[%‘%’)@HQ:‘_(BMQj)'YSQi] — —= [q; C:0"Cql — (0"q] C):Cq] |

S

5
-5 o7 00" 0T = 0a]) ()"

T % [Gi7s0"q; — (0") vsq5)" = — (BT . (6.33)

Setzt man nun die Resultate [6.30]-[6.33] in die Lagrange-Dichte [6.6] ein, so folgt die Invarianz des
Modells unter Ladungskonjugation

2% iaTr {(AN)T [— (vey",P7] } +bTr {— B)" [~ 0", PTL}

+ic Tr{A — (B") }}
= ia T {(ViPA)" = (PVI4,)"} 40T {(PVAB)T + (Vi PB,)" )
+ ic Tr {A [A,, B¥] }

-7 (6.34)

wobei die zyklische Vertauschbarkeit unter der Spur und die Tatsache, dass Tr (M T) = Tr (M) gilt,
verwendet wurde.

6.2.3.2 Paritét

Abschlielend gilt es noch, das Verhalten von [6.6] unter Parititstransformationen, also Raumspiegelun-
gen, festzustellen. Erneut bietet es sich an, zunéchst das Transformationsverhalten der einzelnen Quark-
Spinoren anzugeben. Fiir ¢ (z) = ¢ (¢,r) gilt

P
q (tv I') ? ’Yoq (t7 71‘) ) (635)
wéhrend der Dirac-adjungierte Spinor geméf3
_ P
g(t,r) — q(t,—r)~° (6.36)

transformiert. Analog zu den vorherigen Abschnitten kénnen [6.35] und [6.36] nun auf die verschiedenen
Nonets angewendet werden. Fiir den Pseudoskalar gilt

1 P 1 _ g, 1 _ . .

P= 55— EQJ"YOV%'YOQZ' =~ lihsa=—P (6.37)
wobei erneut die Antivertauschungs-Relation zwischen v* und ~5 verwendet wurde. Wie schon in der
Diskussion nach Gleichung [6.15] erwéhnt, erhilt man bei der Paritédtstransformation des Pseudoskalars
einen Vorzeichenwechsel. Das Vektor-Nonet transformiert nun wie

V,u£ 1 — wA0 _( 1)(/‘)7*

2 e 2 L A= (—1) Wy 6.38
ok 4% — \/iqﬂ Yy g " (-1 ; (6.38)
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wobei im obigen Ausdruck (—1)®*) das p kein Lorentz-Index ist. In dieser abkiirzenden Notation ist
(=1)® =1 1im Falle g = 0 und (—1)*®) = —1 in den Fillen p = 1,2,3. Diese Unterscheidung riihrt
natiirlich daher, dass im Fall ;4 = 0 kein Vorzeichenwechsel stattfindet. Im Fall ¢ = 1,2,3 dreht sich
durch die Antikommutator-Relation ['yi,'yo} L= 0,7 = 1,2,3 das Vorzeichen. Axial- und Pseudovektor
transformieren ganz &hnlich unter Paritétstransformationen, denn es gilt

1 Pl 1 1 .
A#:%Qj'}/u’}%%’ — \ﬁqﬂov“%voqi = —ﬁqﬂov“vo%qi = —(—1)(“)5%7”75%: — (-1 ar
(6.39)
und
N _ p 1 7_ _
Bu:—ﬁ [05750" @i — (9"q;) vsq:] — NG [%7075(—1)(”)5”70% - ((—1)(“)3”%‘70) 75’70(11}

= - (—1)(”)\% [@j750"qi — (0" q5) V0] = — (-1)®WB* | (6.40)

wobei bei der Transformation des 4-Gradienten verwendet wurde, dass sich die rdumlichen Komponenten
mit einem zusétzlichen Minuszeichen transformieren. Die Gleichungen [6.38], [6.39] und [6.40] enthalten
alle den Faktor (—1)(®). Fiir das Verhalten der Teilchen sind letztendlich nur die rdumlichen Komponenten
= 1,2,3 von Interesse, so dass sich das Transformationsverhalten der Nonets unter Paritit wie folgt
ergibt

Ay R VTN VT Ny R : Ty ; T (6.41)

Abschlieflend bleibt noch unter Verwendung von [6.41] das Transformationsverhalten von [6.6] unter
Paritét zu priifen. Es gilt

£ L ia Tr {A, [-V*,—P] } +bTr{B,[-V*, —P],} +icTr {A [AH,B”L} =7 (642

In der Regel charakterisiert man Teilchen, also auch Mesonen, nach Gesamtdrehimpuls J, Paritdt P und
Ladungskonjugation C: J¢. Mit dieser Konvention bezeichnen Pseudoskalare JP¢ = 0~% Zustinde,
withrend Vektor-Teilchen JP¢ = 17~ Zustdnden entsprechen. Letztendlich klassifiziert man Axialvekto-
ren und Pseudovektoren als JP¢ = 17+ und JP¢ = 17~ Zustéinde.

6.3 Berechnung der Kopplungskonstanten

Nachdem nun die Symmetrien des Modells sichergestellt sind, gilt es nun, die Kopplungskonstanten a
und b aus [6.6] festzulegen. Das Konzept zur Bestimmung der Konstanten beruht auf der Berechnung der
Zerfallsbreiten der Axial- und Pseudovektor-Mesonen. Die Kopplungskonstante a gehort zur Kopplung
der Axialvektor-Mesonen, wiihrend b an die Pseudovektoren koppelt. Um die Konstanten zu bestimmen,
wihlt man daher einen experimentell gut bekannten Zerfallskanal eines Axial- beziehungsweise eines
Pseudovektor-Mesons und berechnet die jeweilige Zerfallsbreite. Da diese Zerfallsbreite auch experimentell
bekannt ist, erhélt man einen Wert fiir die jeweilige Kopplungskonstante.

6.3.1 Die Kopplungskonstante der Axialvektor-Mesonen

Zunichst geht es um die Bestimmung der ersten Kopplungskonstante a. Der erste Term der Lagrange-
Dichte [6.6] enthélt die Zerfille der physikalischen Teilchen f; (1285), f1 (1420) und aq (1260). Zur Fest-
legung der Kopplungskonstante eignet sich allerdings nur der Zerfall f; (1420) — KK* (892) + c.c..
Der Grund dafiir ist zum Einen, dass es sich bei diesem Zerfall um einen dominanten Zerfallskanal des
f1(1420) handelt. Zum Anderen sind die iibrigen Zerfille von f; (1285) und a4 (1260), welche im Modell
enthalten sind, entweder nicht beobachtet oder nicht dominant. Es ist bekannt, dass das K* (892) in
nahezu 100% der Fille in K7 weiter zerfillt. Daher setzt sich der dominante Zerfallskanal von f; (1420)
aus f1(1420) — KK* (892) + c.c. und f; (1420) — KK zusammen. Da das betrachtete Modell nur
Zweiteilchen-Zerfille enthilt und somit der Zerfall in K K nicht im Modell enthalten ist, muss zunchst
die Zerfallsbreite des K K* (892)-Zerfalls durch das Verzweigungsverhiltnis der beiden dominanten Zer-
fallsmoden berechnet werden. Dazu nimmt man zunéchst an, dass die Zerfallsbreite dieser dominanten
Zerfallsmode der gesamten Zerfallsbreite F?it(l 420) VOn f1(1420) entspricht. Die gesamte Zerfallsbreite
von f1 (1420) ist experimentell wohlbekannt, in dieser Arbeit wurde der von der PARTICLE DATA GROUP
angegebene Mittelwert verwendet. Dieser betrigt

T a00) = (549 £ 2.6) MeV . (6.43)
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Das Verzweigungsverhaltnis I, (1400)— k &+ (892)+c.c./L 1, (1420)— K &= 15t ebenfalls experimentell ermittelt.
Im Archiv der PARTICLE DATA GROUP sind die Resultate zweier verschiedener Arbeitsgruppen aus dem
Jahr 1980 aufgefiihrt (vgl. dazu [PDG], [Bro]). Fiir diese Arbeit wurde der Mittelwert dieser beiden Werte

verwendet
L4 (1420)> KB * (892)+c.c.

~ (0.81 £0.07) . (6.44)
Ff1(1420)—>1<1'<7r

Hierbei sei angemerkt, dass Iy (1420) xgr Sowohl die Zerfallsbreite des direkten Zerfalls in K Kr als
auch des Zerfalls in KK iiber den Zwischenzustand K K* (892) beinhaltet und nach den gemachten
Annahmen somit der gesamten Zerfallsbreite I'f, (1420) von f1 (1420) entspricht. Damit erhilt man

Ff1(1420)—)KR*(892)+C.C. = (44.5 :l: 4.2) MeV . (6.45)

Der néchste Schritt besteht aus der Berechnung der Zerfallsbreite I'g g+ (892)4-c.c.- Dazu extrahiert man
aus dem ersten Term der Lagrange-Dichte [6.6] die zu f; (1420) gehorigen Wechselwirkungsterme, diese
lauten )
_a (fis.4) {(K*f)u Kt — (K" K~ + (K)" K° — (K*0)" Ko} . (6.46)
2v2 a
Diese Terme entsprechen allen moglichen Zerfillen von f; (1420) in K K* (892). Fiir jeden dieser Terme
ldsst sich nun eine partielle Zerfallsbreite berechnen. Die Summe {iber all diese partiellen Breiten liefert
letztendlich die gesamte Zerfallsbreite I' g g« g92)4c.c.- Im Gegensatz zu Kapitel 4 sollen die Zerfallsbreiten
allerdings nicht aus dem Streumatrixelement S¢; berechnet werden. Fiir diese Berechnungen existiert ein
effektiverer Formalismus. Zuniichst gilt fiir den Zerfall eines Anfangszustandes in n Endzustidnde die
folgende Formel fiir die differentielle Zerfallsbreite dI"

1 d*ky 1

2 4 4
dr = — . 2m)* 6@ | p; — § k 6.47
2m; 1;[ (27r)3 2wy |Mmzﬁ{kf}| (2m) p - f ) ( )

wobei zu beachten ist, dass man sich im Ruhesystem des Ausgangsteilchens befindet. Die nun noch zu
bestimmende GréBe ist das invariante Matrixelement M,,, (i} Dieses erhélt man aus den zu [6.46] kor-
respondierenden Feynman-Diagrammen. Abbildung 6.1 zeigt deutlich, dass alle vier Feynman-Diagramme

(c) (d)

Abbildung 6.1: Die Grafiken (a)-(d) zeigen die FEYNMAN-Diagramme der fiihrenden Ordnung in der
Kopplungskonstanten a fiir die moglichen Zerfille von f; (1420) in K K* (892).

von gleicher Struktur sind. Es ist daher zu erwarten, dass deshalb auch alle invarianten Matrixelemente
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M von gleicher oder dhnlicher Gestalt sind. Aus diesem Grund bietet es sich an, das Matrixelement
M zunichst nur fiir Fall (a) aus Abbildung 6.1 zu bestimmen und das Resultat auf die tibrigen Fille
(b)-(d) anzupassen. Das Feynman-Diagramm aus Abbildung 6.1 (a) enthélt zwei externe, massive Vektor-
Bosonen, daher erhilt man als invariantes Matrixelement

iMay = €0 (N {—z;\%} e (ki N) (6.48)
Fiir die Berechnung der Zerfallsbreite [6.47] wird nun allerdings das Betragsquadrat von [6.48] bendtigt.
An diesem Punkt steht es nun offen, die Polarisationen der Teilchen in die Rechnung einzuarbeiten. Da
in unserem Fall aber keine - etwa durch die Art des Experimentes - vorgegebene Polarisation der Teilchen
vorliegt, berechnen wir die unpolarisierte Zerfallsbreite fiir den gegebenen Zerfall. Aus diesem Grund gilt
es, den folgenden Ausdruck zu berechnen

1 2
3 Z |M(a)’ . (6.49)
AN
Unter Verwendung der Vollsténdigkeitsrelation der Polarisationsvektoren [4.39] ergibt sich

1 2 1]  ia
32 Mwl =3 ‘22\/5

AN

2
E g,ulleu (pa )‘) e (klv )‘/) gaﬁeﬁ* (p7 )‘) € (kla )‘/)
AN

2

_ a v B* a *
—ﬂgwga@;e (PN € (m);e (1, X') € (ky, )

a? pupﬁ k1Kl
= Byl _guﬂ + m?c (‘9; + m%(*)

1

2 -k 2
S P Gl i T (6.50)
24 M M,

Der letzte Ausdruck ldsst sich allerdings noch weiter vereinfachen und durch die Massen der Teilchen
my,,Mg+— und mg+ ausdriicken. Denn es gilt

k3= (p— ki)’ =p® + ki — 2pky = pky = mp m% M , (6.51)
so dass sich [6.50] als ,
P (s, + i~ mic) (6.52)
24 4m}1m§(*,

darstellen lésst. Wie schon erwéhnt, ist klar, dass die invarianten Matrixelemente der Feynman-Diagramme
(b), (c) und (d) die gleiche Form haben miissen und sich lediglich in den Teilchenmassen der Endzusténde
unterscheiden kénnen. Fiir (b), (¢) und (d) erhdlt man schlielich

2
2 2 2
1 2 a? (mf1 + Myt — mK*)
22 Ml =52+ : (6.53)
3 ; 24 4m§1m§<*+
2
2 2 2
| o (A mE, - mi)
3 > Mol = o1 |2t TmZ mZ : (6.54)
Y 1Ko
2
2 2 2
1 2 a? (mf1 + Mo — mf(o)
SN Ml == |2+ 6.55
3 %: Ml =5 Am3 m3., (6.35)

Setzt man nun das invariante Matrixelement [6.52] in [6.47] ein, so erhélt man den folgenden Ausdruck
fiir die zu (a) gehorige partielle Zerfallsbreite

4%k d%ks 1 liM|*
Loy = DD (p—ky — k) . 6.56
w=] AT S (TS (6.56)
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Da durch die Verwendung von [6.47] automatisch das Ruhesystem von f; (1420) gewéhlt wurde, l4sst sich
die vierdimensionale Delta-Distribution in der Form

W (p— k1 — ko) =0 (my, — Wi, — Wiey) 0 (k1 + k) (6.57)

schreiben. Aufgrund der dreidimensionalen Delta-Distribution bricht nun das Integral iiber d3k, zusam-
men, so dass [6.56] zu

2

d*k 1 M,

F(a):/32 21 | 3()‘ 6<mj1\/m%(*+k%\/m%(++k%> (658)
TEm g, \/mf(*f +k%\/m§(+ + k7

wird. Die Delta-Distribution in der obigen Gleichung ist von der gleichen Struktur wie die Delta-Distribution
in [5.20] beziehungsweise [5.21]. Da die Berechnung der Zerfallsbreiten der Feynman-Diagramme (b)-
(d) - bis auf die Teilchenmassen - zu identischen Ausdriicken wie [6.58], also auch identischen Delta-
Distributionen, fiihren wird, macht es Sinn, die Delta-Distribution in allgemeiner Art und Weise zu
vereinfachen. Unter Beachtung der Diskussion und Resultate von Kapitel 5 (siehe dazu [5.21]) vereinfacht
sich die Delta-Distribution zu

2 2
\/mgut,l + kf \/mgut,Q + kf
kfmm

(k| —kp) (6.59)

Hierbei sind moyt,i, ¢ = 1,2 die Massen der Endteilchen, m;,, die Masse des Anfangsteilchens und

2
. mgut,l + (m?)ut,2 - m?n) - 2mgut,1 (mgut,Q + mzzn)
k= — (6.60)
m

mn

der finale Impuls der Endzustinde. Unter Verwendung dieses Resultats und durch den Ubergang zu
sphérischen Koordinaten erhilt man letztendlich den folgenden Ausdruck fiir die partielle Zerfallsbreite
Lo

2 2 2 2 .
r /dQ d ki \/mK*’ * kﬂ“\/ml’(+ Rl k] iM |
(a) =

6 (|ka| = kya)
2,2 .
2m=my, \/m%*, + K2 \/mf,(+ i Rpe 3
2
— kf;a (L2 (mf‘l + mﬁ(*i B mf{Jr) (6 61)
87Tm?¢1 24 4m?1 mi(*_ ’
wobei
2
et (e i) 2 (g, 4 ) oo
f.a = 2 .
Amy,
ist. Dementsprechend erhélt man
2
2 2 2
k 2 (m + My mK_)
Py = 20| 2+ . (6.63)
87Tmf1 24 4mf1 Mt
bpe a2 [ (M s —mko)
P =3 5 |2t - — (6.64)
Tm Mm%, Mo
2
kra a? (m?1 + m%(*o m%@)
Ty = 2557 | 2+ 5 (6.65)
87rmf1 24 4mf1mK*0
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fiir die iibrigen partiellen Zerfallsbreiten, wobei

2
k i+ (mie —m3, ) = 2w (i +m3,) (6.66)
b= 5 .
Ams,
Mo + (mio m} ) —2m%.,, (m%@ +mf1)
kpe= 2 (6.67)
3
2
| et (o — ) — 2 (e + ) .
fd = 5 .
4mf1

die finalen Impulse der jeweiligen Endzusténde sind. Da nun I g+ (s92)1.c.c. der Summe der I';, @ = a,b,¢,d
entspricht, erhélt man nun unter Verwendung dieser Tatsache und [6.45] den folgenden Ausdruck

2 2
2 2 .2 2 2,2
a2 (mf1 +my. mK+) <mf1 +mi . mK,>

+krp| 24+

I‘KK*(892)+..: 1092 fa |2+ 2 .2 2 2
¢ 192wm?, 4mf1 M. 4mflmK*+

2
2 2 2
(mf1 + Mo — ml—(o)

2 2
4mflmK*0

2
(m3, +m3.0 = mo)
5 + kf’d 2+
R*O

+ ke | 2 4mfcm
1

= (445+4.2) MeV . (6.69)

Dieser Ausdruck ermdoglicht nun die Bestimmung der Kopplungskonstanten a. Die Massen der verschie-
denen Teilchen sind aus dem Archiv der PARTICLE DATA GROUP bereits bekannt. Diese lauten my =
(1426.4 £ 0.9) MeV,mp++ = (891.66 +0.2) MeV,mg.0 g0 = (895.94£0.2) MeV,mg+ = (493.677
+0.01) MeV und mpyo go = (497.614 +0.02) MeV. Fiir die Kopplungskonstante a ergibt sich daraus
letztendlich ein Wert von

a = (5.474+0.26) GeV . (6.70)

6.3.2 Konsistenztest

Der im vorangegangen Abschnitt berechnete Wert der Kopplungskonstanten kann nun anhand eines
zweiten Zerfalls im Axialvektor-Sektor auf Konsistenz hin getestet werden. In der Diskussion zu Beginn
des Abschnittes 6.3.1 wurde bereits erwihnt, dass neben dem Zerfall von f; (1420) nur die Zerfélle von
f1(1285) und a4 (1260) im Axialvektor-Sektor im Modell enthalten sind. Genauer handelt es sich dabei um
die Zerfille f; (1285) — K K* (892)+c.c. und a; (1260) — pr sowie a; (1260) — K K* (892)+c.c.. Der
K K* (892)-Zerfall von f; (1285) ist nach Angaben der PARTICLE DATA GROUP bisher nicht beobachtet, so
dass nur noch die a1 (1260)-Zerfille in Frage kommen. Wir haben uns schliellich fiir die pr-Zerfallsmode
entschieden. Das a; (1260)-Meson verfiigt iiber eine Vielzahl nicht dominanter Zerfallsmoden, vergleiche
dazu auch [PDG]. Die gesamte Zerfallsbreite von a; (1260) ist sehr ungenau bestimmt und liegt nach
Schéitzung der PARTICLE DATA GROUP bei

T 560) = (250 — 600) MeV (6.71)

Um die Konsistenz der im vorherigen Abschnitt berechneten, beziehungsweise festgelegten Kopplungs-
konstanten zu iiberpriifen, soll nun die Zerfallsbreite fiir den pm-Zerfall von a; (1260) unter Verwendung
von [6.72] berechnet werden. Der erste Term der Lagrange-Dichte [6.6] liefert die folgenden sechs Wech-
selwirkungsterme des a1 (1260)-Feldes

(@), 1) 7 = (o) w4+ (), [(07) 0+ () ] + (), [0 7 = (04" 2] )
(6.72)
Analog zur Berechnung von I'k . (g92)4c.c. aus dem vorherigen Abschnitt ist es sinnvoll, sich zur Be-
rechnung der invarianten Zerfallsamplitude M die Feynman-Diagramme fithrender Ordnung deutlich zu
machen. In Abbildung 6.2 sind diese in der Reihenfolge der Wechselwirkungsterme aus [6.72] anschaulich
gemacht. Die Berechnung der partiellen Zerfallsbreiten (a)-(f) erfolgt véllig analog zur Rechnung aus dem
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vorherigen Abschnitt. Die sechs Diagramme aus Abbildung 6.2 liefern jeweils eine Zerfallsamplitude der
Form [6.48]. Das Betragsquadrat dieser Amplitude entspricht - bis auf die Teilchenmassen - dem Ausdruck
[6.52]. Einsetzen des Betragsquadrates in [6.47] und Losen der Integrale liefert letztendlich

2
2 2 2
k‘fa a® (mal + my+ — mw*)
Lo = —— 12 6.73
(a) 8mm2. 12 + 4m2 m?, ’ (6.73)
1 p
2
2 2 2
kpp a (ma1 +m, — mWJr)
Ly = —— 12 6.74
O = Semz, 12 |7 4m2 m?_ ’ (6.74)
2
2 2 2
]Cf ¢ a? (mal + my+ — mﬂ'o)
=—"—12 .
©) 8rm32, 12 + 4m2 m?, ’ (675)
P
2
2 2 2
kfd a2 (mal+mp0—mﬂ+>
Digg=—"5—12 .
@ = Zrm2, 12 + T2, : (6.76)
2
2 2 2
ke a2 (ma1 + m,- — mwo)
Ly = —— | 2 , 6.77
©) 8rm2 12 + 4mglmi_ (6.77)
kiff a2 (mgl —|—mi0 —mi,)Q
Lin = = — |2 6.78
= gemz, 12 | °F am2, m?, ’ (6.78)
wobei die finalen Impulse kf;, ¢ = a,..., f von der Form [6.60] sind. Die Summe der partiellen Zer-

fallsbreiten [6.74] - [6.79] liefert durch Einsetzen der Kopplungskonstanten a und der Teilchenmassen
Ma, = (1230 £40) MeV, m, = (775.49+0.3) MeV, myo = (134.9766 % 0.0006) MeV und m,+ =
(139.75018 £ 0.0003) MeV die Zerfallsbreite I'g, — pr

To,pr = (443 £13) MeV . (6.79)

Vergleicht man dieses Resultat mit dem Wert der PARTICLE DATA GROUP [6.71], so zeigt sich eine gute
Ubereinstimmung.

6.3.3 Die Kopplungskonstante der Pseudovektor-Mesonen

Die zweite Kopplungskonstante des Modells ist im Term der Pseudovektor-Kopplung enthalten. Auch
diese Kopplungskonstante soll iiber die Zerfallsbreiten, in diesem Fall der Pseudovektoren, bestimmt
werden. Die explizite Berechnung der Kopplungskonstante ist Gegenstand der Bachelorarbeit von Lisa
Olbrich [Olb], daher werden an dieser Stelle nur die Berechnungsmethode und Resultate angegeben.
Der zweite Term von [6.6] enthélt neben den unphysikalischen Zerfillen von Kj p die physikalischen
Zerfille von by (1235), hy (1170) und hy (1380). Zur Festlegung der Kopplungskonstanten b wurde die
Zerfallsbreite der dominanten Zerfallsmode by (1235) — wmr, genauer der neutrale Zerfall ) — wr®
verwendet. Der Mittelwert der PARTICLE DATA GROUP fiir die gesamte Zerfallsbreite T'p, von by (1235)
betragt

Dy swn = (142 £ 9) MeV . (6.80)

Es sei allerdings angemerkt, dass man auch die geladenen Zerfille von by (1235) hiitte einbeziehen
konnen, allerdings wire es dann nétig gewesen, iiber die verschiedenen Anfangszustéinde b9, by und
ba“ zu mitteln. Die Berechnung der Kopplung b verlduft vollig analog zur bereits vorgestellten Rech-
nung der Kopplungskonstanten a aus Abschnitt 6.3.1. Zunéchst schreibt man die Feynman-Diagramme
fiihrender Ordnung auf, berechnet die invariante Zerfallsamplitude M und setzt deren Betragsquadrat
in [6.47] ein. AnschlieBend bleibt das daraus resultierende Integral zu losen. Die Summe der partiellen
Zerfallsbreiten liefert schliellich den Ausdruck fiir die gesamte Zerfallsbreite I'p, . Unter Verwendung von
Gleichung [6.80] und den Teilchenmassen m;,, = (1229.5 +3.2) MeV,m,, = (782.65+0.1) MeV und
mqo = (134.9766 £ 0.0006) MeV erhilt man schliefllich

b= (7.63+0.24) GeV . (6.81)
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6.3.4 Konsistenztest

Auch der Wert [6.81] der zweiten Kopplungskonstante soll auf Konsistenz hin iiberpriift werden. Dazu
wurde der Zerfall h; (1170) — pm untersucht. Dieser Zerfall ist nach Angabe der PARTICLE DATA GROUP
der einzig bisher beobachtete und somit als dominante Zerfallsmode anzusehen. Nach Schéatzung der
PARTICLE DATA GROUP betrigt die Zerfallsbreite I'%' ;) (360 +=40) MeV. In fithrender Ordnung der
Kopplungskonstanten b tragen drei Diagramme, entsprechend des neutralen und der beiden geladenen
Zerfille, bei. Die Auswertung dieser Feynman-Diagramme erfolgt vollig analog zu den bisher prisentierten

Beispielen. Durch Einsetzen von [6.81] in die Zerfallsbreite I',, 1170y erhélt man schlieBlich
L, (1170)—pr = (408.6 £8.6) MeV . (6.82)

Fiir die explizite Berechnung dieses Resultates und der Resultate des vorherigen Abschnitts sei auf die
Bachelorarbeit von Lisa Olbrich verwiesen [Olb].

(e) (f)

Abbildung 6.2: Die Grafiken (a)-(f) zeigen die Feynman-Diagramme fithrender Ordnung des pm-Zerfalls
von a; (1260).
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6.4 Mischungseffekte in Kaon-Feldern

6.4.1 Die Notwendigkeit eines Mischungsterms

Die Notwendigkeit einer Mischung der Kaonen-Felder wird bei der Berechnung der Zerfallsbreiten der
Kaonen-Felder schnell klar. Dazu betrachtet man nun die Lagrange-Dichte [6.6] fiir den Fall ¢ = 0,
also ohne Mischungsterm .Z,;,, so dass die Felder K; 4 und K; g mit den physikalischen Feldern
K, (1270) und K; (1400) identifiziert werden konnen. Unter diesen Voraussetzungen kann der Zerfall
der beiden Kaon-Felder in K* (892) m berechnet werden. Fiir den Zerfall K; (1270) — K* (892) 7 erhélt
man eine Breite von I'k, (1270)— K+ (892)r = 42.78 MeV. Fiir den Zerfall des schwereren K; (1400) in
K* (892) 7 erhiilt man eine Zerfallsbreite von Tk, (1400)— K*(892)r = 94.27 MeV. Vergleicht man diese

Werte nun mit den experimentellen Daten der [PDG], F?I)(1270)_>K c(go2)x = (13.92£4.49) MeV und
F?f(mm)—ﬂo(sgz) = (163.56 = 16.07) MeV, so erkennt man, dass die beiden berechneten Zerfallsbreiten

deutlich von den experimentell bestimmten Breiten abweichen und der Mischungsterm des Modells nicht
auler Acht gelassen werden darf.

6.4.2 Mischung der Kaon-Felder

Nun sollen die Mischungseffekte der Kaonen-Felder untersucht werden und der Mischungswinkel ¢ be-
stimmt werden. Wie schon gesehen, enthélt sowohl das Axialvektor-Nonet A* [6.3] als auch das Pseudo-
vektor-Nonet B [6.4] noch unphysikalische Kaonen-Felder K1, und K|’ 5. Wie in Abschnitt 6.1 bereits
erwéhnt, gibt es Mischungsterme dieser Teilchenfelder, Welche durch den Mischungsterm [6.7] aufgrund
nicht verschwindender Differenzen der Quark-Massen induziert werden. Unter der Annahme von Isospin-
Symmetrie, i.e. §, = dg = 0 in A, erhélt man fiir den Mischungsterm

Lriw = i Tr{A [Au,B”L}

ic _
= 2 (05 = ow) { Kipa K1 G — KT,

- 0 =110
2 1, AK{L,B + K?/L,AK{L,B - K?/L,AK{L,B} ) (683)

vergleiche hierzu auch [Par]. Um diese Mischungsterme zum Verschwinden zu bringen, werden neue
Kaonen-Felder K1 570 und K{'},q, eingefiihrt. Diese neuen Felder stellen die physikalischen Kaonen
K; (1270) und K; (1400) dar. Das Verschwinden der Terme [6.83] erfolgt dadurch, dass die physikalischen
Felder K1'1979 und Ki';,4o unter Verwendung einer Drehmatrix U gedreht werden. Da die vorhandenen
Felder komplexwertig sind, muss U € SU(2) gewihlt werden. Eine mogliche Darstellung eines Elementes
der speziellen unitéiren Gruppe SU(2) ist

U =exp(—igo) (6.84)

wobei o = (01, 02,03)" der Vektor der Pauli-Matrizen ist. Der Ausdruck [6.84] lisst sich allerdings wie
folgt umschreiben

oo 4 j
exp (~igo) = 3 (-3’ “’5‘?
=0 I
_ = ' - 2]+1 (po) JH
jgo (=i + ; (25 +1)!
S iy
j=0 j=0 2‘7 +1)' a
= cos (¢) 1 —isin (gb) ;0 (6.85)

wobei e, den Einheitsvektor in ¢-Richtung beschreibt. Wihlt man nun ey = (1,0, O)T, so erhélt man

unter Verwendung von [6.85]
_(eosle)  —isin9)
U= <—isin(¢) cos (¢) ) ‘ (6.86)

Die physikalischen Felder K7',57, und K14y, ergeben sich gemif

(sl = (it ~eomtsy) (i) o)
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aus den unphysikalischen Feldern K f 4 und K {‘ p- Da in der Lagrange-Dichte [6.6] ausschliefllich K {L A
und K}’ 5 vorkommen, muss die Abbildung [6.87] invertiert werden. Ausnutzen der Unitaritiit von [6.86]

liefert "
(K1,A) _ (_CQS (¢) iSin(¢)> (Kﬁu?o) (6.88)
K{L,B isin (@) cos(9) Kﬁmoo
was schlieSlich zu
K{L,A = K1 197908 (¢) +iK{ 149 8in (o) (6.89)
Kip= iKY 970810 (¢) 4+ K1 1400 cOs (4) (6.90)

fithrt. Diese Identifikationen der unphysikalischen Felder durch K ﬁ 1270 und Kf 1400 konnen nun in die
Lagrange-Dichte eingesetzt werden, um die Mischungsterme in .%,,;, zu entkoppeln. Dies fithrt dazu,
dass die Wechselwirkungsterme von K/’ 4 und K _p mit den Vektor-Mesonen und der pseudoskalaren
Mesonen eine neue gemischte Kopplungskonstante erhalten. Die neue Kopplungskonstante ist eine Funk-
tion des Mischungswinkels ¢ und der beiden bereits bestimmten Kopplungskonstanten a und b (vgl.
hierzu 6.3). Die Bestimmung des Mischungswinkels erfolgt nun durch die Auswertung der Zerfallsbreiten
des Zerfalls K; (1270) — K* (892) w. Das K; (1270)-Meson besitzt nach Angaben der PARTICLE DATA
GROUP [PDG] eine Gesamtzerfallsbreite von (87+7) MeV. Der von uns gewéhlte Zerfallskanal besitzt ein
Verzweigungsverhiltnis von (16 & 5)%, was (13.92 &= 4.49) MeV entspricht. Da auch die Teilchenmassen
M, (1270) = (1272 £ 7) MeV und my, 1400y = (14034 7) MeV und die Kopplungskonstanten [6.70]
und [6.81] bekannt sind, bleibt der Mischungswinkel ¢ als einziger Parameter unbestimmt. Wie schon
erwithnt, haben wir uns entschieden, den Mischungswinkel iiber den Zerfall Ky (1270) — K* (892) 7
zu bestimmen. Den so erhaltenen Wert fiir ¢ werden wir anschliefend verwenden, um die Zerfallsbreite
fir Ky (1400) — K* (892) 7 zu berechnen. Da diese Zerfallsbreite experimentell bekannt ist, liefert uns
dieses Verfahren direkt eine Aussage iiber die Giite unseres Mischungswinkels.

Zunichst ist es allerdings sinnvoll, sich die in [6.6] vorkommenden Wechselwirkungsterme von K{' , be-
ziehungsweise K f p mit K* (892) m anschaulich zu machen. Diese lauten l

=" K
2\[ 1p,A

1K*HO7TO+K*“_7T+}—|— ia K+ K*H_TFO-FK*HO —

{_\/i 2v2 e {\f

*th 0 *u0,_+ O
1;LA K - K Q0 }+ lp.,A

212 {ﬂ

{ K*/,LO 0 K*M+ }
~ b T ) (6.91)
7K*'MO7TO +K*/_L Jr} 4 + { K*;L 0 +K*;L0 }
1/L7 { 1/}.B

b _
K*,u+ 0+K*p0 +} + KO }
{ 2v2 P

1

1 K*;LO 0+K*u+ —
V2

2f Hrns { V2

An dieser Stelle kénnen nun die Gleichungen [6.89] und [6.90] fiir die verschiedenen Ladungszusténde von
K 4 und K p eingesetzt werden. Hierbei ist allerdings zu beachten, dass sich die Identifikationen [6.89]

und [6.90] von K“A/B und K{', A/B beziehungsweise K}’ A/B und K1 A/B durch komplexe Konjugation
durch ein Vorzeichen unterscheiden. Damit wird [6.91] zu

) b b
L =- % <2\a/§ cos (¢) + WG sin (qb)) Koo K07 4 (235 \/ﬁ sin (¢)) K oro K™ mt

i a b . a b . 4 p0—
+ E —2\/§ cos (@) + 72\5 sin (¢) Ku1270K "l i (22 )+ W s ((b)) Ku1270K*M i
i a b . _ a b . _ .
BVACN: cos (¢) + WG sin (¢) | Ko7 KT w0 (22 W sin (¢)) K 1o70K Homt
; a a b . 0 * -
3 \2v2 (2\@ ﬁ81n(¢)) aroK

_ a
K91400K*“0770 (

VAN,
W) sin ((b) — m cos (¢) K:MOOK*M_T"O (\/’ ( ) 2\1)/5 cos (¢)) K:LFMOOR*MOW_
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1 b b
R (m Wm0 5 @) KK = (m Wm0 g “’)) Koo K0t
b _ b _
+ —\2 (2?/5 sin (¢) — WA (¢5)) K a0 K070 — (2\% sin (¢) — 208 °" (¢)> KooK~

+ ...
(6.92)
Wie schon erwéhnt, erhalten wir ,,gedrehte” Kopplungskonstanten, welche die urspriinglichen Kopplungs-
konstanten a und b des Axialvektor- und Pseudovektor-Terms in [6.6] enthalten. Die oberen vier Zeilen
von [6.92] enthalten nun alle Wechselwirkungsterme der verschiedenen Ladungszusténde des K7 (1270)-
Mesons mit denen von K* (892) und 7.

K*O

K{(1270) K{(1270)

K3 (1270) K3 (1270)

K (1270) K (1270)

() (h)

Abbildung 6.3: Die Graphen (a)/(b), (c)/(d), (e)/(f) und (g)/(h) entsprechen jeweils den mdoglichen
Zerfallskanilen der verschiedenen Ladungszustinde von K (1270).

Die acht zum K; (1400) — K™ (892) m-Zerfall beitragenden Wechselwirkungsterme kann man nun durch



KAPITEL 6. DAS MODELL 36

die zugehorigen Feynman-Diagramme ausdriicken, um daraus die invarianten Zerfallsamplituden abzu-
leiten und mit Hilfe von [6.47] die Zerfallsbreiten zu berechnen. Die Feynman-Graphen in fiithrender
Ordnung sind in Abbildung 6.3 dargestellt. Man erkennt, dass jeweils zwei Diagramme zum Zerfall eines
Anfangszustandes beitragen. Aufgrund der Analogie der acht Graphen aus Abbildung 6.3 ist es vollig aus-
reichend, nur einen der Zerfille auszuwerten und das Resultat auf die anderen Diagramme anzuwenden.
Die invariante Zerfallsamplitude fiir den Prozess (a) ergibt sich geméfl der Feynman-Regeln zu

a b
M) = €4 (P, A\) < —i i | —= cos (¢p) + ——= si "k, N 6.93
Moy = e 00 {11 (55 005 (0) 4 575 s ) b (0, 0) (6.99
Fiir das Betragsquadrat von [6.93] ergibt sich unter Verwendung von [4.39] und [6.51]

2
(mi(l(mm) +mieer — mfr*)

24 4m§(1(1270)m§(*+

15 ! = 00+ rin ) O (694)

AN
wobei erneut iiber die Spineinstellungen des Anfangszustandes gemittelt und {iber die Endzustéinde sum-

miert wurde. Einsetzen dieses Resultates in [6.47] und Ausnutzen der Rechenschritte [6.57] - [6.61] liefert
schlief3lich

2
kfa (acos (@) + bsin (¢))? (mil(um) +m2.,, — mfﬁ)

L) 24 (6.95)
‘ 87””?(1(1270) 24 4m§<1(1270)m§(*+
als Zerfallsbreite fiir Diagramm (a). Hierbei ist der finale Impuls %y, der Endzusténde durch
4 2 2 ? 2 2 2
- My + (m‘n’— - mK1(1270)) = 2Mipeis (mﬁ— + mK1(1270)) (6.96)

4m%{1(1270)

gegeben. Fiir die Diagramme (d), (f) und (h) erhélt man mit Ausnahme der Teilchenmassen ein mit
[6.95] identisches Resultat. Die iibrigen vier Diagramme (b), (c), (e) und (g) enthalten einen zusétzlichen
Faktor 1/2, welcher durch den in den Wechselwirkungstermen [6.92] auftretenden Faktor 1/v/2 bedingt
wird. Die Gesamtbreite I'k, (1270)—; K+ (892)x des Zerfalls K (1270) — K* (892) 7 erhilt man nun durch
Summation iiber alle Zerfallskanéle und Mittelung iiber die Ladungszusténde von K (1270)

1
Tx, (1270)— K+ (892)7 = 1 E ry , (6.97)
J

wobei j = a,b, ..., hist. Einsetzen der Teilchenmassen und der Zerfallsbreite ' (1270) = (13.9+4.4) MeV
liefert zwei mogliche Mischungswinkel

¢1 = (—55.03 £ 3.63)°, ¢ = (—16.22 + 3.67)° (6.98)

Nun soll unter Verwendung dieser Mischwinkel die Zerfallsbreite fiir den Zerfall K (1400) — K* (892) 7
berechnet werden. Nach dem Archiv der PARTICLE DATA GROUP betréigt die Gesamtbreite fiir den Zerfall
'k, (1400)— K+ (892)7 = (163.56 & 16.07) MeV. Die zu diesem Zerfall zugehérigen Wechselwirkungsterme
sind in [6.92] aufgefiihrt. Analog zum K*m-Zerfall von K; (1270) lassen sich die partiellen Zerfallsbreiten
iiber die Feynman-Regeln und [6.47] berechnen. Unter Verwendung der Mischungswinkel [6.98] ergibt sich
eine Gesamtbreite von

T, (1400)—s K+ (892)r = (126.9 £ 7.3) MeV . (6.99)

Dieser Wert ist niedriger als der experimentell bestimmte Wert der PARTICLE DATA GROUP. Die Abwei-
chung zum experimentellen Wert l&sst sich natiirlich dadurch erkldren, dass wir den Mischungswinkel nur
anhand des K; (1270)-Zerfalls bestimmt haben.

6.4.3 Die Massen der unphysikalischen Felder

Abschliefiend sollen nun noch die Massen der unphysikalischen Felder K f 4 und K {‘ p bestimmt werden.
Dazu wird zunéchst die vollstdndige Lagrange-Dichte des Modells betrachtet. Im wechselwirkungsfreien
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Teil der Lagrange-Dichte befinden sich die Feldstirketensoren und die Massenterme der verschiedenen
Teilchenfelder aus [6.6]. Die K 4,p-Terme der vollstéindigen Lagrange-Dichte lassen sich dann wie folgt
ordnen

_ + =0 - 0,
L = md Ko, WK+ KO, WK b+ md (K, o KU + KD Ky | 6100)
o o . o .
e { Kp KU h = Kif Kt + RS, A K1 — KO, K15}

wobei in der obigen Formel nur die Massenterme und der Mischungsterm der unphysikalischen Kaonen-
Felder aufgefiihrt wurden und ¢ = (¢/2) (§s — o) ist, vgl. [6.83] Diese Terme der Lagrange-Dichte lassen
sich nun umschreiben. Dazu definieren wir

K K9
(= ( 1_“’1“) ;o= (1%1“) 6.101
Kl,u,B K?;L,B ( )
sowie die hermitesche Matrix ) .
Q= (mf“ﬂ L ) . (6.102)
i€ M,
Damit wird [6.100] zu
L= .+ +n0n . (6.103)

Mit Hilfe der unitéren Transformation U aus [6.86] ldsst sich die Matrix © auf Diagonalform bringen, so
dass gilt

UQUT = <’\1 ,\> , (6.104)
2

wobei A\ = m%{1(1270) und Ay = mﬁ(l(l 400) die Eigenwerte der Matrix €2 darstellen. Die Giiltigkeit von
Formel [6.104] liefert eine Bedingung fiir den Mischungwinkel ¢, es folgt ndmlich

1 2e
(b = 5 arctan <M> . (6105)
Ki.a Ki B

Nun lassen sich die Eigenwerte A\; und Az noch als Funktion der Massen mg, ,,mk, , und der Konstanten
€ angeben

2
2 2 2 _ 2
mKl,A +mK1,B (mKl,A mK1,B)

2 4

det[Q— A =0 = App= te2 . (6.106)

2
Fiir den Grenzfall (mf(ly L —mk, B) > £2 ldsst sich der Ausdruck [6.106] der Eigenwerte A; o noch

vereinfachen, man findet

2
2 2 2 2
\ M, 4 +mK1,B " (mKl,A mK1,B) 42
1,2 =
2 4
2 2 2 2
— 2
mKl,A +mK1,B mKl,A mKl,B 4e
= + 1+ 5
2 2 2 2
mKl,A - mKl,B
2 2 2 2 9
~ Mk A +mK1,B + My, 0 = MK, € (6 107)
- 2 — 2 ) :
2 2 M, = Mg,
so dass die Eigenwerte
2 2
€ €
2 a2 e 2 2 _
M, (1270) = Mk, 4 T . M, (1400) = MKy 5~ o5 (6.108)
Kia Ki.B Kia Ki.B

lauten. Unter Verwendung der Gleichungen [6.105] und [6.108] und des Mischungswinkels ¢o = (—16.22
+3.67) © lassen sich die Massen der unphysikalischen Felder K f 4 und K f p wie folgt bestimmen

M, , = 128352 MeV,  my, , = 1392.47 MeV . (6.109)

Es sei angemerkt, dass wir in der Berechnung der Massen mg, , und mpg, , den Mischungswinkel ¢o =
(—16.22 £ 3.67) ° verwenden mussten, da der Mischungswinkel ¢; zu unbestimmten Ausdriicken gefiihrt
hétte.
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Kapitel 7
Zusammenfassung

Ziel dieser Bachelorarbeit war die Vorstellung und die Untersuchung eines effektiven, mesonischen Drei-
Flavor-Modells der Quantenchromodynamik und dessen Phidnomenologie. Dazu wurden zunéchst die
Kopplungskonstanten a und b des Modells durch die Berechnung dominanter Zerfallsbreiten der im Mo-
dell enthaltenen Axialvektor- und Pseudovektor-Mesonen festgelegt. Dabei wurde fiir die Festlegung der
Kopplungskonstanten a der Zerfall von f; (1420) in K K* (892) verwendet. Die so berechnete Kopplungs-
konstante wurde anschlieflend unter Verwendung des pm-Zerfalls von a; (1260) auf Konsistenz gepriift.
Das dadurch erhaltene Resultat von I'y, —,,» = (443.962 £ 13.456) MeV liegt sehr gut in dem von der
PARTICLE DATA GROUP angegebenen Wertebereich der Gesamtbreite von a; (1260). Die Festlegung und
Berechnung der Kopplungskonstante b des Pseudovektor-Sektors war Gegenstand der Bachelorarbeit von
Lisa Olbrich, so dass in dieser Arbeit nur die Resultate dieser Rechnung prisentiert wurden. Jedoch
passen die dort erzielten Resultate auch mit guter Genauigkeit zu den experimentell bestimmten Werten
der PARTICLE DATA GROUP.

Das zweite Ziel dieser Bachelorarbeit war die Untersuchung der im Modell enthaltenen Mischungseffekte
der Kaonen-Felder von K; (1270) und K; (1400). Zun#chst waren im Axialvektor- und Pseudovektor-
Nonet dieses Modells nur unphysikalische Kaonen-Felder K 4 und K; g enthalten. Durch den Mischungs-
term %, der Lagrange-Dichte des Modells existieren allerdings Mischterme beider Felder. Diese Misch-
terme wurden durch die Einfiihrung der physikalischen Felder K7 (1270) und K4 (1400), welche durch eine
SU(2)-Drehung aus den unphysikalischen Feldern hervorgehen, zum Verschwinden gebracht. Dies hat al-
lerdings zur Folge, dass die Wechselwirkungsterme der physikalischen Felder K (1270) und K (1400) nun
iiber eine gedrehte Kopplungskonstante koppeln. Diese gedrehte Kopplungskonstante ist eine Funktion
der urspriinglich bestimmten Kopplungskonstanten a, b und eines Mischwinkels ¢. Dieser Mischungswin-
kel wurde von uns iiber den K* (892) w-Zerfall von K (1270) festgelegt. Anschlieflend konnten wir unter
Verwendung des so berechneten Mischungswinkels ¢ die Zerfallsbreite von K (1400) berechnen und mit
den experimentell festgelegten Daten der PARTICLE DATA GROUP vergleichen. Auch hier konnten wir eine
gute Ubereinstimmung unserer durch das Modell vorhergesagten Daten mit den experimentell bestimmten
Werten erzielen.



Literaturverzeichnis

[PSc]

[MSh]
[Gr5]

[GrT]

[HaY]

[Bur]

[Bro]

Michael E. Peskin, Daniel V. Schroeder, An Introduction to Quantum Field Theory,
Westview Press, 1995,

Franz Mandl, Graham Shaw, Quantum Field Theory, Wiley, 2.Auflage 2010,

Walter Greiner, Berndt Miiller, Theoretische Physik, Band 5: Quantenmechanik,
Symmetrien, Harri Deutsch, 4. Auflage 2005,

Walter Greiner, Joachim Reinhard, Theoretische Physik, Band 7a: Feldquantisierung,
Harri Deutsch, 1.Auflage 1993,

Dirk H. Rischke, Theoretische Physik II: Analytische Mechanik und Spezielle Relati-
vitdtstheorie, Vorlesungsskript,

Dirk H. Rischke, Theoretische Physik III: Elektrodynamik, Vorlesungsskript,

Dirk H. Rischke, Theoretische Physik IV: Quantenmechanik I, Vorlesungsskript,
Dirk H. Rischke, Theoretische Physik VI: Quantenmechanik II, Vorlesungsskript,
Francesco Giacosa, Glueball phenomenology within a nonlocal approach, Dissertation,
Denis Parganlija, Quarkonium Phenomenology in Vacuum, Dissertation,

Lisa Olbrich, Phdnomenologie von Pseudovektormesonen und Mischungen mit Axi-
alvektormesonen im kaonischen Sektor, Bachelorarbeit,

Particle Data Group, J. Beringer et al. (Particle Data Group), Phys. Rev. D86,
010001 (2012),

D. Parganlija, P. Kovacs, G. Wolf, F. Giacosa and D. H. Rischke, “Meson vacuum
phenomenology in a three-flavor linear sigma model with (axial-)vector mesons,”
arXiv:1208.0585 [hep-ph)].

H. Hatanaka and K. -C. Yang, “K(1)(1270)-K(1)(1400) Mixing Angle and New-
Physics Effects in B —; K(1) 14 I- Decays,” Phys. Rev. D 78 (2008) 074007 [ar-
Xiv:0808.3731 [hep-ph)].

L. Burakovsky and J. T. Goldman, “Towards resolution of the enigmas of P wave
meson spectroscopy,” Phys. Rev. D 57 (1998) 2879 [hep-ph/9703271].

C. Bromberg, J. Dickey, G. Fox, R. Gomez, W. Kropac, J. Pine, S. Stampke and
H. Haggerty et al., “Observations Of The D And E Mesons And Possible Three
Kaon Enhancements In Pi- P —; K0 K+- Pi-+ X, K0 K+ K- X At 50-gev/c And
100-gev/c,” Phys. Rev. D 22 (1980) 1513.

39



	Einleitung
	Klassische Feldtheorie
	Lagrange-Formalismus für Felder
	Hamilton-Formalismus für Felder

	Zeitentwicklung von Quantensystemen und Streumatrix
	Schrödinger-Bild
	Heisenberg-Bild
	Wechselwirkungsbild
	Herleitung des Zeitentwicklungsoperators
	Die Streumatrix

	Quantisierung des Klein-Gordon- und des Proca-Feldes
	Das Klein-Gordon-Feld
	Die Klein-Gordon-Gleichung
	Die Lösung der Klein-Gordon-Gleichung
	Quantisierung des Klein-Gordon-Feldes
	Der Hamilton-Operator des Klein-Gordon-Feldes

	Das Proca-Feld
	Die Proca-Gleichung
	Die Lösung der Proca-Gleichung


	Berechnung von Zerfallsbreiten
	Das Modell
	Die Konstruktion des Modells
	Die Symmetrien des Modells
	Lorentz-Symmetrie
	U(Nf)V-Symmetrie
	CP-Symmetrie
	Ladungskonjugation
	Parität


	Berechnung der Kopplungskonstanten
	Die Kopplungskonstante der Axialvektor-Mesonen
	Konsistenztest
	Die Kopplungskonstante der Pseudovektor-Mesonen
	Konsistenztest

	Mischungseffekte in Kaon-Feldern
	Die Notwendigkeit eines Mischungsterms
	Mischung der Kaon-Felder
	Die Massen der unphysikalischen Felder


	Zusammenfassung

