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1 Einleitung

1.1 Moderne Teilchenphysik und die Relevanz von Symmetrien

Lange Zeit glaubte man, dass Elektronen, Neutronen und Protonen die elementaren Teilchen sind, aus
denen sidmtliche Materie aufgebaut ist. Hochenergie-Experimente brachten jedoch immer mehr neue
Teilchen zutage und die Physiker standen vor der Aufgabe, Ordnung in diesen riesigen ,, Teilchenzoo*
zu bringen. Daraus entstand das sogenannte ,, Standardmodell“ der Elementarteilchenphysik, welches
in der Lage ist, alle bekannten Elementarteilchen und die Wechselwirkungen zwischen ihnen zu be-
schreiben. Die Wechselwirkungen werden in diesem Modell durch die Eichsymmetrien U(1)y, SU(2)r
und SU(3)¢, mit den Quantenzahlen Hyperladung Y, Isospin I und Farbladung C' beschrieben. Aus
diesen Eichgruppen ergeben sich die schwache Wechselwirkung, die starke Wechselwirkung und die
elektromagnetische Wechselwirkung. Die zwolf Bausteine der Materie sind die sechs Quarks up (u),
down (d), strange (s), charm (c), bottom (b), top (¢) und die sechs Leptonen Elektron (e), Elektron-
Neutrino (), Muon (x), Muon-Neutrino (v,), Tau (7) und Tau-Neutrino (v;). Hinzu kommen noch
die jeweiligen Antiteilchen und das Higgs-Teilchen, welches erst kiirzlich am LHC gefunden wurde.
Dieses Higgs-Feld verleiht den Elementarteilchen ihre Massen. Mit der Entwicklung des Standard-
modells wurde die grole Relevanz von Symmetrien in der Physik deutlich, da sie die Existenz der
Wechselwirkungen und ihrer , Kraftteilchen*, den Vektorbosonen, erkliaren kann.

1.2 Ziel der Bachelorarbeit

Die Kenntnis von Symmetrien erméglicht es uns, auch Lagrange-Funktionen fiir bestimmte Systeme
zu konstruieren. In dieser Arbeit wollen wir eine Wechselwirkungs-Lagrange-Dichte untersuchen, die
nur mittels Symmetrietransformationen aufgestellt wurde. Sie soll die Zerfélle von Axialvektorme-
sonen bzw. Pseudovektormesonen in Vektormesonen und pseudoskalare Mesonen beschreiben. Nach
der Bestimmung von Kopplungskonstanten werden wir mit ihr auch die Mischung von Kaonenfeldern
untersuchen kénnen und so die Giiltigkeit der Lagrange-Dichte iiberpriifen.

1.3 Verwendete Konventionen und Notationen

Wie generell in der Hochenergiephysik {iblich, verwenden wir in dieser Arbeit natiirliche Einheiten. Hier
werden das Plancksche Wirkungsquantum A und die Lichtgeschwindigkeit ¢ gleich 1 und dimensionslos
gewihlt,

h=c=1 (1.1)

Daraus folgt, dass in diesem System die physikalischen Groéflen wie etwa Lénge, Zeit und Masse die
Dimension Energie oder deren Inverses besitzen. Insbesondere hat die Masse die Dimension Energie;
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d.h. die Ruheenergie eines Teilchens kann mit dessen Masse gleich gesetzt werden.

Um 4-Vektoren von 3-Vektoren zu unterscheiden, wurde die Konvention gewéhlt, dass ein 4-Vektor
durch kleine Buchstaben dargestellt wird und ein 3-Vektor immer einen Vektorpfeil tragt.

o = (29 8T = t, )7 (1.2)
0

x, = g’ = (27, -%) = (t,-7) (1.3)

Hier ist zu beachten, dass in obiger Gleichung und in der gesamten Arbeit die Einsteinsche Summen-
konvention verwendet wird. Das bedeutet, dass iiber doppelt vorkommende Indizes immer summiert
wird. Griechische Indizes laufen dabei iiber die Werte 0, 1, 2, 3 bzw. ¢, x,y, z; lateinische dagegen nur
iiber die drei réumlichen Indizes: 1, 2, 3 bzw. z,y,2. Des Weiteren bezeichnet g,, den metrischen
Tensor

1 0 0 0
, |0 -1 0 o0

9w =9"=10 0 _-1 o (1.4)
0 0 0 -1

Unter Verwendung dieser Konventionen lésst sich beispielsweise das Skalarprodukt zweier 4-Impulse
pt = (E,p)T folgendermafBien schreiben:

p* = p"pu = p'gup” = E* — |pI* = m® (1.5)

Diese Gleichung ist die relativistische Energie-Impuls-Beziehung.
Mit den quantenmechanischen Beziehungen F = idy und p'= —iV wird der 4-Impuls-Operator (bzw.
der Ableitungsoperator in vier Dimensionen) auf die folgende Weise definiert:

. T AT
= (E ﬁ) - (iao, —iV) = ok (1.6)
Der Feldstérketensor ist ein antisymmetrischer Tensor vom Rang 2:

0 —-E' —-E?> —-F3
E' 0 -—-B® B?
E? B3 0 -B!
E3 —-B? B! 0

P = = 9rAY — 9" AP (1.7)

Dabei hiangt der vierdimensionale Vektor A* = (AO,/T) mit £ und B durch folgende Beziehung
zusammen:

B=VxA E=-VAy— A (1.8)
Aus dem Feldstirketensor lasst sich ein Lorentz-Skalar bilden:

Fu P = ~F P = 2 (B2 - B?) . (1.9)
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Wir werden die Diracschen y-Matrizen in der Form

o (12 0 i_ 0 o
=V o 1, T\ 25 0

verwenden, wobei &; die Paulimatrizen

. (01 . (0 —i . (1 0
A 2=\, o0 =0 -1
darstellen. Des Weiteren ist v° definiert durch

0 1
5 _ 01,2 .3 _ 2
7—27777—<12 0)-

Die Diracschen Gamma-Matrizen und ~° erfiillen noch folgende wichtige Eigenschaften:

() =" ()" =~
{v*, 4"} = 2¢" 14 (¥ =0 V pr=01,23
(75)2 =14

(1.10)

(1.11)

(1.12)

(1.13)
(1.14)

(1.15)






2 Einfiihrung in die Quantenfeldtheorie

Die ersten Kapitel dieser Arbeit dienen der Zusammenfassung typischer und fiir die spitere Rechnung
relevanter Themen der klassischen Feldtheorie und Quantenfeldtheorie. Im Wesentlichen beziehe ich
mich dabei auf die Biicher [1], [2], [3], [4] und [5]. Dabei versuche ich, die Themen so zusammenzustellen,
dass ich gleichzeitig einen kurzen Uberblick iiber die fiir ein erstes Versténdnis der Quantenfeldtheorie
und Berechnung von Zerfallsraten wichtigen Themen geben, aber gleichzeitig auch alle Rechnungen
moglichst ausfiihrlich aufzeigen kann.

2.1 Klassische Feldtheorie

In diesem ersten Abschnitt wollen wir zunéichst die wichtigsten Aspekte der klassischen Feldtheorie
zusammenfassen, um sie danach in die fiir diese Arbeit relevante Quantenfeldtheorie zu iiberfiithren.

2.1.1 Lagrange- und Hamilton-Formalismus fiir Felder
Lagrange-Formalismus fiir (klassische) Felder

Bei dem Ubergang von einem System diskreter Massenpunkte ¢;(t) zu den feldtheoretischen Betrach-
tungen nimmt der Positionsindex ¢ kontinuierliche Werte an und wir kénnen ihn durch den Ortsvektor
Z (als kontinuierlichen Index) ersetzen,

qi(t) — @(t, %) = ®(z). (2.1)

Das hat zur Folge, dass anstatt des Satzes diskreter Koordinaten ¢;(¢) nun die Felder ®(z) die dynami-
schen Variablen der Theorie sind, welche jetzt kontinuierlich unendlich viele Freiheitsgrade besitzen.
Da sich alle bekannten Feldtheorien mittels lokaler Lagrange-Dichten ausreichend genau beschreiben
lassen, konnen wir die Lagrange-Funktion auch als rdumliches Integral tiber die Lagrange-Dichte £
schreiben.

L(t) = / &7 L(D(x), 9,3(x)) (2.2)

Nach dem Hamiltonschen Prinzip verlauft die Bewegung eines Systems zwischen zwei Zeitpunkten von
einer Anfangskonfiguration zu einer Endkonfiguration immer derart, dass die Wirkung S = [ L(t) dt =
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[ L(®, 8M<I>)d4x entlang des Weges durch den Konfigurationsraum stationér ist, d.h.

0=268 (2.3)

_ /5L(t) dt = 5/dt/d3f£(<1>,8u<b) - 5/(14355(@,8“@)
[ {50+ 5200
/d4 {5“8 <a(?9£<1>>5‘1’> O <8<Zji>>> M’}
- [={5 -2 (5am) oo+ 4.4 (G

Dabei wurde von der zweiten zur dritten Zeile verwendet, dass 6(9,®) = 9,,0® ist. Im Schritt von der
vorletzten zur letzten Zeile schrieben wir den mittleren Term mittels des Gaufischen Integralsatzes in
ein Oberflichenintegral iiber die vier-dimensionale Raum-Zeit um. Dieses verschwindet allerdings, da
die Variation des Feldes §® dort aufgrund der festgelegten Anfangs- und Endkonfiguration gleich Null
ist. Da das Integral nun fiir beliebiges §® verschwinden soll, muss gelten:

oL oL
2 (5m) = .

Damit haben wir die Euler-Lagrange-Gleichung fiir Felder hergeleitet. Sie sieht der Bewegungsglei-
chung fiir diskrete Teilchen sehr dhnlich. Der einzige Unterschied besteht darin, dass die Lagrange-
Funktion durch die Lagrange-Dichte ersetzt wird. Sollte die Lagrange-Dichte von mehr als nur einem
Feld abh&ngen, so lésst sich durch analoge Rechnung zeigen, dass jedes Feld einzeln die Euler-Lagrange-
Gleichung erfiillen muss.

Hamilton-Formalismus fiir (klassische) Felder

Aus dem letzten Abschnitt ist zu ersehen, dass beim Ubergang von diskreten Systemen zu Feldern die
Lagrange-Dichte an die Stelle der Lagrange-Funktion tritt. Um auf einen Hamilton-Formalismus fiir
Felder zu kommen, liegt es aus diesem Grund nahe, einen kanonisch konjugierten Impuls (bzw. ein
kanonisch konjugiertes Feld!) 7(x) mittels der Lagrange-Dichte zu definieren.

m(z) = — (2.5)

Es handelt sich hier allerdings nicht wirklich um einen Impuls, sondern die Bezeichnung wird nur
analog zur Bezeichnung aus der Dynamik von Punktteilchen gewihlt. Die Hamilton-Funktion H (t)
ldsst sich ganz gewohnlich als negative Legendre-Transformation von L(t) beziiglich der Ableitung des

!Beide Bezeichnungen sind in der Literatur iiblich.

10
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Feldes ®(z) konstruieren.

= / Bz (ﬂ(:c)cb(x) —ﬁ(a:)) = / 4>z H(x) (2.6)

Dabei haben wir im dritten Schritt ausgenutzt, dass die Lagrange-Dichte £(y) lokal ist und deshalb
nicht von den Werten der Felder an Punkten x # y abhingt. In der letzten Zeile ist die Hamilton-Dichte
H(z) eingefithrt worden;

H(B(x), 7(x), VO(z), Vr(z)) = m(x)®(z) — L(B(x),,D(z)) (2.7)

wobei ® = &(®(z), n(z), V®(z)) ist. Da die Hamilton-Funktion die negative Legendre-Transformierte
der Lagrange-Funktion beziiglich @ ist, hiingt sie nur von den Feldern ®(x), des Gradienten der
Felder V() und den kanonisch konjugierten Impulsen 7(z) ab. Die Hamilton-Dichte dagegen kann
zusétzlich von den rdumlichen Ableitungen der Impulse vr abhéngen. Das bedeutet, wir konnen die
Variation der Hamilton-Funktion H () folgendermaflen schreiben:

6H = /d%? M sp Mg ﬂa(%) ;o 5(Vn)
o0 on o(Vd) o(Vr)

(oM oH oM o\,
_/d [(8(1) va(%)>5®+<8ﬂ va(%>>5] (2.8)

Wir haben bei dieser Rechnung ausgenutzt, dass (ﬁ@) = VD ist, haben die letzten beiden Terme
der ersten Zeile partiell integriert und dabei gefordert, dass die Felder oder ihre Ableitungen an der
Oberflache ausreichend schnell gegen Null gehen. Andererseits konnen wir die Variation der Hamilton-
Dichte auch unter Ausnutzung von Gl.(2.7) schreiben als:

0H = /d3f od 4 bor — 550 — i 4 i(sﬁ@)
oD P (V)

_/d?’f doT — 76D + ﬁi 5b — ﬁi 5
(VD) (VD)

Mit Hilfe der Euler-Lagrange-Gleichung (2.4) haben wir £/9® ersetzt durch 9(9L/ 0®)-V[oL/d(VD)]
und dann die Definition des kanonisch konjugierten Impulses 7 = 9L£/9® ausgenutzt. Mit den gleichen

(2.9)

11
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Forderungen wie in voriger Rechnung wurde der letzte Term in der ersten Zeile partiell integriert.
Durch Vergleich der Gleichungen (2.8) und (2.9) erhalten wir die Hamiltonschen Bewegungsgleichun-
gen:
oOH = OH . OH = OH
T=———+V——o1 b=—-V—— (2.10)
0P A(V®) on (V)
Mit Blick auf die spétere Quantisierung wird es sich als niitzlich erweisen, dieses Ergebnis noch etwas
weiter umzuformen. Dazu definieren wir zunéchst die Variation eines Funktionals F'(¢1, ¢2,. .. ¢y, ) als

) 564() (2.11)

F(¢17¢27"'¢n) - d3f

wobei 0F(¢)/d¢(Z) die Funktionalableitung des Funktionals F'(¢) an der Stelle ¥ ist. Durch Ver-
gleich von GI.(2.11) und (2.9) erkennen wir, dass sich die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen auch
folgendermaflen schreiben lassen als

. oH . O0H
=750 ={m H}pg ® = . ={®,H}pg (212)

unter Verwendung der Poisson-Klammern, welche fiir zwei Funktionale F/(®,7) und G(®, ) definiert

sind als
. oF 0G oF 0G
(FClpyc = [ '3 < (@) on(z) ~ on(a) a@m) ' (213)

Insbesondere ist leicht zu zeigen, dass die Poisson-Klammern speziell fiir Felder und kanonisch konju-
gierte Impulse

{‘I)(t, f)a (I)(ta g)}PK - 07 {W(tv f)? W(ta g)}PK - 07 {(I)(t7 f)? W(ta g)}PK = 6(3) (f - g) (2'14)

lauten. Zur Anwendung der hergeleiteten Euler-Lagrange- und Hamiltonschen Bewegungsgleichungen
werden wir im Folgenden die Bewegungsgleichungen zweier verschiedener zunéchst klassischer Felder
untersuchen.

2.1.2 Kilassische skalare Felder - die Klein-Gordon-Gleichung

Mit der hergeleiteten Euler-Lagrange-Gleichung (2.4) sind wir alsdann in der Lage, aus der Lagrange-
Dichte der Klein-Gordon-Gleichung fiir reelle Felder ®(x)

%quﬂ(x), (2.15)

welche neutrale Teilchen mit Spin 0 und Masse m beschreibt, die relativistische Bewegungsgleichung
reeller Skalarfelder zu berechnen.

Lra(@(2),0,0(2)) = 5 (,2(2)) (0"2(x)) -

0L  OL _19(8,%¢"70,9)
0(0,®) o0 2 0(0,9)

0=20, +m2P

1
= 5 (6,9"70:2 + 0,29" g,") + m*@

12
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Werten wir noch die metrischen Tensoren aus und benennen den Index v in g um, so erhalten wir die
folgende Bewegungsgleichung;:

(00" + m2) ®(x) = (O+ m2) O(x)=0 (2.16)

Dies ist die bekannte Klein-Gordon-Gleichung (fiir klassische Felder). Es sei angemerkt, dass sie auch
heuristisch hergeleitet werden kann, indem man die relativistische Energie-Impulsbeziehung verwen-
det. Mit dem daraus folgenden (in £ und p quadratischen) Ansatz H? = > +m? und der Beziehung

P = E = i8, erhilt man sofort die obige Klein-Gordon-Gleichung.

Die Hamilton-Funktion fiir skalare Felder berechnet sich unter Verwendung von Gl.(2.6) zu

H(t) = / d3z <7r2 - %8’@8#@ — ;mQCPZ)

1 -
— /d?’f 3 (772 + (V®)? + m2<1)2) : (2.17)

Wobei fiir das kanonisch konjugiert Feld = = 9L/ 0d = @ gilt und wir der Ubersichtlichkeit halber
die z-Abhéngigkeiten der Felder ®(x) und der kanonisch konjugierten Felder () nicht mehr ausge-
schrieben haben.
Mochte man diese Theorie auf Teilchen erweitern, die Ladung tragen, so muss man komplexe Fel-
der ® # ®* zulassen. Die Lagrange-Dichte, die natiirlich reell sein muss, kann dann folgendermafien
gewihlt werden:

‘CKG,geladen = 8M(D*au¢ —m?P*P (218)

Lost man die daraus folgende Bewegungsgleichung, so wird man zwangsldufig auf ein Dublett von
Teilchen und Anti-Teilchen gefiihrt. Aber das soll an dieser Stelle nicht weiter ausgefiihrt werden.

2.1.3 Kilassische massenbehaftete Vektorfelder - die Proca-Gleichung

Eine Lagrange-Dichte fiir massive Vektorfelder, welche Teilchen mit Spin 1 und Masse m beschreibt,
erhalten wir, indem wir zu der Lagrange-Dichte des elektromagnetischen Feldes (welches masselose
Spin-1-Teilchen beschreibt) einen zusétzlichen Massenterm in Analogie zur Lagrange-Dichte der Klein-
Gordon-Gleichung addieren.

1

1
1 M + §m2AMA“ — juAr (2.19)

LProca = -

Dabei beschreibt A* ein reelles und damit neutrales Spin-1-Feld, j# ist ein &uflerer Strom und F* =
OF AY — 0¥ A der Feldstéirketensor. Die zu dieser Lagrange-Dichte gehorende Euler-Lagrange-Gleichung

13
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(2.4) berechnet sich zu

0= o _ 5} oL 0 (ym*A,Ar) _ 9(A") + 18 O (Fw F*)
T 04, 90,4, 04, 04, 47 9(0,4,)
1 L,0(Aug™A) 04, 0 (Flyg"g"? Fo5)

1

_ )
2 OA, 9 A, T 1% a(0,4,)

_lmQ(a WA LA g"g%) — j,q"qC }8 p O _ P O Qo VBF

= 99" A + Aug"97) = 3ug" 9.7 + 105 | (90,97 — 9°9%) 99" Fap+

2
+Fug"g" (g’ggg - gpﬁg%)}

m2

— 7(2140) L iap [(gpozgaﬁ _ gﬂﬁgva> FaB + F,uz/ (Pugau - gpﬁgult)} ,
wobei wir ausgenutzt haben, dass fiir die Ableitung der Vektorfeldkomponente A, nach der Vek-
torfeldkomponente A, gilt dA,/0A, = g¢",, fiir die Ableitung der Komponente der Ableitung der
Vektorfeldkomponente 9,4, nach der Komponente der Ableitung der Vektorfeldkomponente 0,4,
gilt 9(9,A,,)/9(0,As) = g",9%, und fiir die metrischen Tensoren g4, = g,/ ist. Fassen wir schlieflich
die metrischen Tensoren im letzten Term zusammen und benennen die Indizes p in y und ¢ in v um,
so erhalten wir die Bewegungsgleichung des massiven Spin-1-Vektorfeldes A”:

0, FM + m?AY = A — 9" (9, A") + m2A = j (2.20)

Dabei haben wir im zweiten Schritt die bekannte und oben erwidhnte Definition des Feldstérketensors
eingesetzt. Die errechnete Feldgleichung (2.20) ist bekannt unter dem Namen Proca-Gleichung. Um die
Bewegungsgleichung noch ein wenig umzuformen, bilden wir die Vier-Divergenz der Proca-Gleichung
(2.20). Die ersten beiden Terme heben sich gegenseitig weg und es bleibt fiir nicht verschwindende
Massen m # 0:

B A" = — 0,5" . (2.21)
m

Fiir die folgenden Betrachtungen nehmen wir an, dass entweder die Kopplung an externe Stréme j”
vernachléssigbar ist oder der Strom der Quelle erhalten ist: d,7¥ = 0. Damit vereinfacht sich die vorige
Bedingung zu

8,A” = 0. (2.22)

Das bedeutet, dass wir im Fall der Proca-Gleichung zwangslaufig immer eine Lorentz-Eichbedingung
vorliegen haben und keine Eichfreiheit mehr existiert. In der Tat ist aufgrund der Eichinvarianz von
F* zu erkennen, dass der Massenterm in der Proca-Gleichung die Eichinvarianz explizit bricht. Gleich-
zeitig stellt G1.(2.22) eine Bedingung an die vier Komponenten von A, so dass nur drei unabhiingige
Komponenten existieren. Diese Erkenntnis wird spéter noch wichtig werden. Setzen wir die Bedingung
(2.22) in die Proca-Gleichung (2.20) ein, so vereinfacht sich diese zu

(O+m*) A" =0 (2.23)

14
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Jede Komponente des 4-Vektors A erfiillt demnach fiir sich die Klein-Gordon-Gleichung und geniigt
somit der relativistischen Energie-Impuls-Erhaltung. Es ist aber unbedingt zu beachten, dass die Kom-
ponenten von A auch die Nebenbedingung (2.22) erfiillen miissen!
Um die Hamiltonfunktion zur Proca-Gleichung nach (2.6) zu berechnen, benétigen wir zunéchst den
kanonisch konjugierten Impuls, welcher natiirlich genau wie A* ein 4-Vektor ist.

o __ a‘CProca 0

T o= =

1
(BAs)  9(As) | 4

1
== [(6%9% — 9%95) (0" A" — 0" A") + (9, Ay — 0, A1) 9" 9" (9,'9% — 9%9")]

= _F0 (2.24)

(044, — 0,A,) (0" AY — 5” AM)

Daraus folgt 7° = 0 und 7’ = E'. Es existiert zu A° also kein kanonisch konjugierter Impuls und
damit auch fiir die spétere Quantisierung keine kanonische Kommutationsrelation. Dies ist allerdings
nicht weiter problematisch, da wir bereits gesehen haben, dass A* nur drei unabhéingige Komponenten
besitzt. Das heiBt, wir konnen A° bei bekanntem A und E aus der Proca-Gleichung (2.20)? bestimmen:

1 - =
A = ——5V-E (2.25)

Die unabhéngigen dynamischen Variablen der Theorie sind damit A und # = E und die Hamilton-
Funktion berechnet sich demnach zu

: | 1
Hproca = / 4’z (WMA“ - cpmca) = / 4’z <—F0MA“ + " = QmQAuA“>

- [n [ (o) o (- )
;/dz’w; [E2+(€><A')2+m2ﬁ2+nlﬂ(ﬁﬁ)1 (2.26)

Hierbei benutzten wir (2.25), die Matrixdarstellung des Feldstéirketensors, sowie den Zusammenhang?
zwischen E, B und A*.

2.2 Kanonische Feldquantisierung

Wie wir im vorausgehenden Abschnitt gesehen haben, iibernehmen in der Feldtheorie die Felder ®(z)
die Rolle, welche in der Theorie diskreter Massenpunkte die Koordinaten inne hatten. Auflerdem
fithrten wir auch einen kanonisch konjugierten Impuls 7 (z) ein. Um nun von den abgeleiteten Feld-
theorien zur Quantenfeldtheorie zu gelangen, gehen wir analog zu dem Ubergang von klassischer
Punktmechanik zur Quantenmechanik vor. Zunichst quantisieren wir unsere dynamischen Variablen,
d.h. wir machen aus den beiden Grolen ®(x) und 7(x) Operatoren.

m(x) — 7(x)

?Beachte, dass wir die Kopplung an &ufere Strome vernachliissigen: j* = 0.
3Siehe verwendete Konventionen und Notationen.
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An dieser Stelle sei angemerkt, dass es sich bei diesen Operatoren um Heisenberg-Operatoren handelt,
da sie aufgrund der relativistischen Formulierung eine Zeitabhéngigkeit besitzen.
Der niichste Schritt der Quantisierung ist eine Einfithrung von gleichzeitigen* Kommutationsrelatio-

nen® zwischen diesen beiden Operatoren.

(6(t,3),7(t,7)| = 6P (7 - ) (2.27)
(0(t,7), 9(t,9)| = [7(1,7), 7(t.7)] = 0 (2.28)
Diese Relationen sind wiederum in volliger Analogie zur Quantenmechanik gewéhlt: [Z;, p;] = id;;
und [Z;,2;] = [Ps,p;] = 0. Selbstversténdlich wurde bei diesem Ubergang aus dem Kronecker-Delta

eine Dirac-Delta-Funktion. Vergleichen wir die Kommutationsrelationen zwischen ® und # mit den
Poissonklammern fiir ® und 7 (siehe Gl.(2.14)), so erkennen wir ein ,, Korrespondenzprinzip“ bei der
Quantisierung.

(A Blp — + |48 (2.29)

Die Poisson-Klammern werden durch den Kommutator ersetzt. Dieses Korrespondenzprinzip kénnen
wir zusammen mit Gl.(2.13) verwenden, um die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen fiir Quanten-
felder zu erhalten. Dabei ist zu beachten, dass die Hamilton-Dichte H eine Funktion der Felder ®(z)
und 7(z) ist und damit auch operatorwertig wird.

OH

x,

h=—To 68(5%) = i[x.4], b — gﬂ - 66(%) = i [6.4] (2.30)

Wir erkennen, dass diese Gleichungen den Heisenbergschen Bewegungsgleichungen fiir zeitabhéngige
Heisenberg-Operatoren entsprechen. Offensichtlich erhalten wir mit unseren Annahmen recht schliissige
Zusammenhinge. Damit haben wir alle allgemeinen Vorschriften zum Ubergang von einer klassischen
Feldtheorie zur Quantenfeldtheorie zusammengestellt und kénnen jetzt das Klein-Gordon- und Proca-
Feld quantisieren.

2.2.1 Quantisierung und Lésung der Klein-Gordon-Felder

Um die klassische Theorie fiir Klein-Gordon-Felder zu quantisieren, ersetzen wir, wie im vorigen Ab-
schnitt bereits besprochen, die dynamischen Variablen ®(z) und 7(x) durch Operatoren, welche den
obigen Kommutationsrelationen geniigen. Anschlieffend bestimmen wir die Eigenwerte und -vektoren
des Hamiltonoperators, um die Felder zu finden, welche die Klein-Gordon-Gleichung losen. Wir wer-
den sehen, dass uns die bekannten Losungen des harmonischen Oszillators als Analogon helfen kénnen.
Zuniichst sollten wir aber priifen, ob die von uns aufgestellten ,,Regeln® quantisierten Felder® tatséichlich

“Die korrekt kovariante Verallgemeinerung der Kommutationsrelationen liefert sog. Propagatoren. Deren Ableitung ist
nicht Teil dieser Arbeit, kann aber in allen typischen Biichern zur Quantenfeldtheorie nachgelesen werden.

SSpiter (im Abschnitt iiber Fock-Raum-Zustinde) werden wir sehen, dass diese Wahl nur im Fall von Bosonen zutrifft.
Mochten wir Fermionen beschreiben, miissen wir Antikommutationsrelationen einfithren. Da aber im Folgenden nur
Bosonen mit entweder Spin 0 oder Spin 1 betrachtet werden, geniigen uns die Kommutationsrelationen.

6 welche wir im Folgenden als Feldoperatoren bezeichnen werden.
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noch immer die Klein-Gordon-Gleichung erfiillen. Dazu gehen wir von der quantisierten Hamilton-
Funktion”

A 1 - A A
H= /d?’f 3 (7%2 + (V)2 + m2<1>2) (2.31)

aus. Mit den Kommutationrelationen (2.27) und (2.28) berechnen sich die Hamiltonschen Bewegungs-
gleichungen (2.30) zu:

b(a) = —i [b(a). 11] = % /d3g’ [6(2).#%()]
— iy [ @7 (7() [80).70)] + [80).7(0)] 7)) = 7o) (2.32)
i) = iy [ @7 ([70). (Fd@)] + m? [#(0). 8°)])
=iy [ @5 (Fybl) ¥y [0, 5] + V5 [#(0). 8()] T+
+m2b(y) [#(x), b(y)] +m? [#(x). $(v)] 2(»))
— iy [ 5[5 (<59 G - D) + (<0G - ) V()] - mPb(o)
= (ﬁQ — m2) d(x) (2.33)
Dabei ist zu beachten, dass 20 = y° = ¢ und [®,7] = —[#, ®]. Zwischen der vorletzten und letzten

Zeile wurde partiell integriert und ausgenutzt, dass der Gradient der Felder auf der Oberfliche des R3
ausreichend schnell gegen Null geht. Leitet man nun GI.(2.32) ein weiteres Mal nach der Zeit ab und
setzt G1.(2.33) ein, so erhélt man die Klein-Gordon-Gleichung.

b(z) = (A —m?) b(x) (2.34)
Wir sehen, dass auch die Feldoperatoren die urspriingliche Klein-Gordon-Gleichung erfiillen. Dies muss

(laut [2]) unbedingt immer iiberpriift werden, da die quantisierten Felder (Feldoperatoren) nicht not-
wendigerweise dieselben Bewegungsgleichungen wie die klassischen Felder erfiillen.

Um die Bewegungsgleichung fiir skalare Teilchen nun zu 16sen, halten wir uns an das Vorgehen wie
es z.B. auch in [2] zu finden ist. Zunichst entwickeln wir den Feldoperator ® (%, ¢) nach ebenen Wellen®.

d(7,t) = / BFN, ¥ a5(t) (2.35)

Dabei sind die a; zeitabhéngige operatorwertige Koeffizienten und N, eine Normierungskonstante,
welche wir spéter noch genauer festlegen werden. Dieser Ansatz erfiillt die Bedingung unendlich vieler

7 welche wir im Folgenden immer als Hamiltonoperator bezeichnen werden.

8 Analog verwendet man bei Lésung der klassischen Klein-Gordon-Gleichung hiiufig den Ansatz ebener Wellen.
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Freiheitsgrade unseres Feldes, indem wir annehmen, dass jede Fourier-Mode des (freien) Feldes einem
Teilchen bzw. einer ebenen Welle entspricht. Setzen wir diesen Ansatz in die Klein-Gordon-Gleichung
(2.34) ein, so erhalten wir eine Differentialgleichung zur Bestimmung von a;(t):

éﬁ(t) = — (52 + m2) &ﬁ(t) (2.36)

Diese Gleichung entspricht der Bewegungsgleichung eines harmonischen Oszillators mit der Frequenz
= /p? + m2. Ganz offensichtlich ist die allgemeine Losung dieser Gleichung durch

a9 (t) = o) et 4 ) etient (2.37)
mit den zeitunabhéngigen Operatoren a( ) und dg) als , Koeffizienten* und w, = \/p?> + m? = E,,,
gegeben. Wir haben dabei erkannt, dass es sich bei w, um die relativistische Energie-Impuls-Beziehung
handelt und w, = E, sein muss. Bei der relativistischen Betrachtung zu Beginn sind wir von reellen
Feldern ausgegangen, d.h. ® = ®*. Ubertragen wir dies auf unsere Feldoperatoren, miissen diese hermi-
tes(c}l sein: (CID) <I>T Um diese Bedingung zu erfiillen, gilt fiir die beiden zeitunabhéngigen Operatoren
(ay )t =al) =

a 5= aﬁ. Damit erhalten wir fiir die Feldoperatoren

(i)(l') _ /d3ﬁNp (dﬁei(ﬁf—Ept) _{_&;;e—i(ﬁf—Ept)) /d pN (a e zp:c_|_aT ezpz)

_ / Ny e (a4 al) (2.38)
() = ‘I>(:U) = /d3p Ny(—iEp) (dﬁe_””” d;eip$>
_ / &N, e 7 (a5l ) | (2.39)

wobei wir zur Bestimmung des kanonisch konjugierten Impulses Gl. (2.32) verwendetet haben. In dem
jeweils letzten Schritt nutzen wir aus, dass die Integration {iber 7 von (—o0)? bis (+00)? geht und wir
deshalb p in —p umbenennen diirfen. Nun sollen die beiden Feldoperatoren ® und # aber auch die
Kommutationsrelationen (2.27) und (2.28) erfiillen. Aus dieser Bedingung lésst sich die Normierungs-
konstante IV, bestimmen. Erinnern wir uns zunéchst noch einmal an die Losung des harmonischen
Oszillators mittels Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren (& und @) in der Quantenmechanik. Dort
lieBen sich Orts- und kanonisch konjugierter Impulsoperator als eine Linearkombination dieser Stu-
fenoperatoren ausdriicken: § = 1/v/2w(a + a') und p = —iy/9(a— a') mit der Kommutationsrelation
[a,a'] = 1. Vergleichen wir diese Gleichungen mit (2.38) und (2.39), liegt die Vermutung sehr na-
he, dass unsere Operatoren az und d; ebenso Stufenoperatoren sein kénnten oder zumindest die fiir
Stufenoperatoren typischen Kommutationsrelationen erfiillen:

(g aly| =69 5 7) (2.40)
a5, 057] = [aj; a,;] =0 (2.41)
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Um diese Annahme nachzupriifen, berechnen wir den gleichzeitigen (d.h. 2% = ¢° = t) Kommutator
unserer Feldoperatoren

[cﬁ(x),fr(y)} = / a*p / &’ NpNpy (—iEy)

ot s | ipa—pl- ot ot ity
[aﬁ, aﬁ} e!Pa=py) _ [aﬁ, aﬁ} e!Patp y)> . (2.42)

/N

A G —ilpa+p'y) _ |4 ol | e—iloz—p"y)
[ap,aﬁf] e G | € +

Setzen wir anschlieend noch unsere vermuteten Kommutationsrelationen zwischen den vermeintlichen
Stufenoperatoren (2.40) und (2.41) ein, erhalten wir

[@(x),fr(y)} = / d*p / &*p NyNyiEy 63 (5 — ) (e*“?'ﬂ’*ﬁ"w + ei(p'x*p"w)
— i/d3ﬁ N?E, (eip-(m—y) + e—ip-(w—y))

= / d*p N2E, 2¢™ (=) (2.43)

Dabei haben wir im letzten Schritt ausgenutzt, dass die Integration iiber p von —oo nach 400 geht
und wir deshalb im zweiten Term die Variable p in —p umbenennen kénnen. Setzen wir die Normie-
rungskonstante

1
Ny= ———— (2.44)

V(27)32E,’

erhalten wir das gewiinschte Ergebnis (vergleiche (2.27))

~ 3 N .
[6(2).7()] =4 / (‘21;)’3 e _ i50) (7 _ ) (2.45)

Ganz analog kann nun auch die Kommutationsrelation (2.28) nachgewiesen werden. Damit sind (2.38)
und (2.39) mit der Normierungskonstante (2.44) die gesuchten Feldoperatoren, welche die Klein-
Gordon-Gleichung erfiillen und damit skalare Spin-0-Teilchen beschreiben. Die auftretenden ,, Koeffizi-
enten® &; und a; miissen dabei die Kommutationsrelationen (2.40) und (2.41) erfiillen. Um schlielich

noch zu zeigen, dass es sich bei d; und ay tatséchlich um Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren
handelt, wollen wir zunéichst den Hamiltonoperator (2.31) durch diese beiden Operatoren ausdriicken.
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Dazu setzen wir (2.38) und (2.39) in den Hamiltonoperator ein.
A 1 N A
= /d3* - (fr2 + (VD)2 + m2<I>2)
d3—’ d?’_" ] )
37 —i(ptp')z | _ Mo — gt h, gt
/ e / J@n2E, | \JeneE, [ EpEp (ap a’*ﬁ) (“p “w) *
oot N (o
+ (—p-p +m ) (aﬁ—i— aﬂ?) ( 5 —i—aiﬁ,)]

BFdd(—
// P ~E,E_, (aﬁ—a[)
JiE E_p P

IS (a1
- / &S5 E, <aL 7+ [aﬁ, ;D - / BFE, <aL ﬁ+25<3>(0)> (2.46)

Wir haben dabei von der zweiten auf die dritte Zeile [ d3% 1/(27)? exp{—i(p+p')} = §(p+p') eingesetzt
und von der dritten auf die vierte Zeile ausgenutzt, dass wir aufgrund der symmetrischen Integrations-
grenzen (—oo und +o00) —p durch p'ersetzten diirfen und p%+m? = Eg ist. In der letzten Zeile benutzten
wir schlieBlich noch die Kommutationsrelation (2.40). G1.(2.46) zeigt durch Vergleich mit dem Hamil-
tonoperator des harmonischen Oszillators aus der Quantenmechanik H = hw(ata+1/2) sofort auf, dass
es sich bei unseren Operatoren d; und a; tatsdchlich ebenfalls um Erzeugungs- und Vernichtungsopera-
toren handelt. Explizites Nachpriifen findet statt, indem man wie in der Quantenmechanik vorgeht; d.h.
den Besetzungszahl(dichten)-Operator n; = &;&5 einfiihrt, ausnutzt, dass H und Ny ein gemeinsames
System von Eigenzustinden besitzen und Stufenoperatoren und Besetzungszahl(dichten)-Operator
unter Benutzung von Kommutatoren dieser beiden Operatoren auf Eigenzusténde |ny) wirken ldsst.
Betrachten wir den Hamiltonoperator noch etwas genauer, so stellen wir fest, dass der letzte Term in
(2.46) proportional zu 6(0) ist, das heiit, einer unendlichen Summe {iber die Energien E,, entspricht
und damit unendlich grof} ist. Zunéchst ist diese Unendlichkeit etwas {iberraschend, doch wenn wir uns
daran erinnern, dass wir uns das Feld als unendlich viele harmonische Oszillatoren vorgestellt haben,
dann ist dieser Beitrag in der Gesamtenergie bzw. Hamiltonoperator vollig klar. Er entspricht der
Summe {iber alle Nullpunktsenergien F, der harmonischen Oszillatoren. Diese unendliche Vakuums-
energie ist eine von vielen in der Quantenfeldtheorie auftretenden Unendlichkeiten. Gliicklicherweise
stellt es aber keine groflere Schwierigkeit dar, mit ihr umzugehen, denn physikalisch kénnen wir schlief3-
lich nur Energiedifferenzen messen. Das heifit wir kénnen diese Unendlichkeit einfach ignorieren bzw.
einen renormierten Hamiltonoperatoren einfiihren, welche dem Urspriinglichen minus der unendlichen
Vakuumsenergie Ey entspricht: H R = H - Ey. Diese Renormierung ldsst sich durch die Einfithrung
eines normalgeordneten Produkts (oft auch einfach Normalprodukt) automatisieren.

2.2.2 Normalordnung

Um in der Quantenfeldtheorie unendlich grofle Betrige in Feldoperatoren zu vermeiden bzw. sofort
korrekt renormierte Operatoren zu erhalten, fiihrt man das normalgeordeten Produkt ein. Dazu spaltet
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man den Feldoperator zunéichst in Anteile mit positiver und negativer Frequenz auf

p) = ¢ (@) + ¢ (@) (247)
Der erste Teil enthélt Vernichtungs- und der zweite Erzeugungsoperatoren (vergleiche z.B. G1.(2.38)).

Das normalgeordnete Produkt® zweier Operatoren ¢ und ¥ ist definiert durch:

cox = @) 4 o)) 4 () 4 H(F) () (2.48)

Das heifit, die Anteile negativer Frequenz werden immer links von den Anteilen positiver Frequenz

geschrieben.
Wenden wir dieses Normalprodukt z.B. auf den Hamiltonoperator der Klein-Gordon-Gleichung an
H= /d3f % : (7%2 + (V®)? +m2<i>2) :
= / d*p By alay, (2.49)

dann stehen Erzeuger immer vor Vernichtern und der Kommutator in (2.46), welcher fiir die oben
diskutierte Divergenz sorgt, tritt gar nicht erst auf.

2.2.3 Quantisierung und Ldsung der Proca-Gleichung

Bei der Quantisierung der Proca-Gleichung gehen wir genauso vor wie im Fall der Klein-Gordon-
Gleichung. Zunéchst werden die dynamischen Variablen des Systems zu Operatoren Al(z) — A¥(x)
und 7i(x) = E'(z) — #7i(x) = E'(z), welche die gleichzeitigen (d.h. 2" = 3° = t) Kommutationsre-
lationen

A1), B (y)] = —i8,36®) (7 - ) (250)
|Ai@), Ai(y)| = | B (@), Bi(y)] =0 (2.51)

erfiillen. Diese Relationen entsprechen den zu Beginn eingefiihrten Kommutationsrelationen bis auf den
Unterschied 0;;. Dieses Kronecker-Delta mussten wir zusétzlich einfiihren, um die Unabhéngigkeit der
drei rdumlichen Komponenten der Feldoperatoren zu gewéhrleisten. Unsere néchste Aufgabe besteht
darin zu zeigen, dass die Operatoren noch immer dieselbe Proca-Gleichung erfiillen. Dazu ziehen wir die
Hamiltonschen Bewegungsgleichungen fiir Operatoren (2.30) und die quantisierte Hamilton-Funktion

. 1[> - 2N 2 - 1 /= 2\2
_ 32 1 | 72 22, L .
Hpmca—/dx2[E +(V><A> +m2A +m2(v E)} (2.52)
zu Hilfe und erhalten unter Verwendung der obigen Kommutationsrelationen
A ey S 2, 1l 5/ 5
Ai(z) = —i [A (x),Hpma(y)} = —E(x)+ —V (v : E(a:)) (2.53)
E(z) = —i [Ei(m),ﬁpm(y)} = N2A(z)+ V (6 : [f(w)) T m2A(z) . (2.54)

9Dargestellt durch einen Doppeltpunkt vor und nach den Operatoren im Produkt.
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Die Rechenschritte entsprechen dabei im Wesentlichen denen bei den Berechnungen zum Klein-Gordon-
Feld und wurden deshalb nicht noch einmal ausfiihrlich ausgeschrieben. Losen wir dieses gekoppelte
Differentialgleichungssystem, erhalten wir wiederum die alt bekannte Proca-Gleichung auch fiir unsere
Feldoperatoren.

Zur Losung der Proca-Gleichung gehen wir analog wie bei der Klein-Gordon-Gleichung vor und hal-
ten uns wiederum mit der Vorgehensweise an [2]. Die Entwicklung der (hermiteschen) Feldoperatoren
lautet im Fall von Spin-1-Teilchen:

) 43k > . : SR
A :/ ar (N e R Ll e (FN) b 2.55
@ =] T ;( Ere (£, ) L (R ) ) (2.55)

Genau wie im Fall der Spin-0-Teilchen entsprechen die az , Vernichtungs- und die &}%A Erzeugungs-

operatoren. Dies kann durch die Berechnung des kanonisch konjugierten Impulses mittels E(a:) =

—80/_f - 61210 und weitere Vorgehensweise wie im Kapitel ,, Quantisierung der Klein-Gordon-Gleichung*
aufgezeigt werden.

Der einzige Unterschied zu dem Klein-Gordon-Feldoperator ist der eingefiihrte vierdimensionale Po-
larisationsvektor e“(l;, A), welchen wir aufgrund der Vierdimensionalitdt von A* bendtigen. Fiir die
allgemeine Losung miissen wir natiirlich iiber alle Einstellmoglichkeiten dieses Polarisationsvektors
summieren. Da A* drei unabhingige Komponenten hat, existieren auch nur drei Einstellmoglichkeiten.
Laut [2] kann ohne Beschrinkung der Allgemeinheit gefordert werden, dass die Polarisationsvektoren
ein vierdimensionales Orthonormalsystem bilden; wobei:

eu(k, N (K, 0) = gro (2.56)
Ein weiterer wichtiger Punkt dieser Polarisationsvektoren ist, dass die drei rdumlichen bzw. physika-

lischen Vektoren mathematisch nicht vollsténdig sind:
3

> euk, Ney(k, \) = — (gw, - n}ﬂkﬂky> . (2.57)

A=1
Die explizite Herleitung dieser Relation ist z.B. in [2] auf den Seiten 178 bis 190 zu finden.

2.2.4 Fock-Raum und Teilchenzahl-Zustande

Wir wissen bereits aus der Quantenmechanik, wie wir eine vollstindige Basis von Energie-Eigenzustén-
den zu dem harmonischen Oszillator konstruieren kénnen. Da wir auch unsere Feldgleichungen bereits
auf eine Oszillator-Algebra zuriickgefithrt haben, gehen wir nun ganz analog vor. Dazu definieren wir
zunédchst einen normierten Vakuumszustand |0) zur niedrigsten Energie, d.h. in dem keine Teilchen
(bzw. Wellen) vorhanden sind.

(0]0) = 1 az[0) =0 VYV (2.58)

Des Weiteren konstruieren wir einen Ein-Teilchen-Zustand [p), welcher durch Einwirkung eines Erzeu-
gungsoperators auf den Vakuumszustand entsteht.

9 =/ & a0 1 = (0l 2 (259
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Den Faktor \/@ mussten wir an dieser Stelle einfithren, um zu gewihrleisten, dass An (vgl.

G1.(2.55)) die richtige Dimension besitzt. Benutzen wir den Kommutator fiir unsere Stufenoperatoren
(2.40) und (2.58), finden wir fiir die Normierung der Zusténde

)3 )3 S (27)3
(7R) = 0lagat10) = 22 o [a,at] o) + BT pojalaglo) = 59— By 27

(2.60)

Genauso fahren wir fort, um hoéher besetzte Zusténde zu konstruieren. Der n-Teilchen-Zustand wiirde
dann wie folgt aussehen:

Lo . 1 /@2m)3\2 ;. R

|1, D2y -+ Do) = —= ( % alal ...al |0) (2.61)
Wir mussten hier den Vorfaktor 1/v/n! setzen, um dieselbe Normierung wie fiir die Ein-Teilchen-
Zustidnde zu erhalten. Betrachten wir jetzt den Zwei-Teilchen-Zustand etwas genauer und benutzen
die Kommutationsrelation (2.41) fiir unsere Stufenoperatoren, so erhalten wir

Lo 1 (2m)? 4 . 1 2m)? .+ . Lo
|P1,p2>:\/§ v a;1a172|0>zﬁ v af. al |0) = |, pi) - (2.62)

Wir kénnen also Teilchen vertauschen, ohne dass dabei ein Vorzeichenwechsel auftritt. Das bedeutet
wiederum, dass es sich um Bosonen handelt. Dieses Verhalten wiirde sich abrupt d&ndern, hétten wir
anstatt der Kommutationsrelationen Antikommutationsrelationen aufgestellt. Dann wiirde bei dem
Vertauschen je zweier Teilchen ein Minuszeichen auftauchen und unsere Teilchen somit Fermionen
beschreiben. Genau genommen sind unsere obigen , Quantisierungs-Regeln“ unter Verwendung der
Kommutationsrelationen also nur fiir Bosonen zutreffend.
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3 Wechselwirkungen und S-Matrix

Nachdem wir zwei exakt losbare, freie Feldgleichungen besprochen haben, wenden wir uns dem in-
teressanteren Fall wechselwirkender Felder zu', um spéter auch Streuungen und Zerfille zu studie-
ren. Mathematisch binden wir in unsere Theorie eine Wechselwirkung ein, indem wir zu der freien
Lagrange-Dichte £y einen weiteren nichtlinearen (Wechselwirkungs-)Term L;y,; hinzufiigen.

L= Lo+ Lint (3.1)

Dieser zusétzliche Term wird eine Kopplung verschiedener Teilchen bzw. Fourier-Moden, welche diese
Teilchen beschreiben, hervorrufen. Dazu sollte er entweder aus hoheren Potenzen eines Feldoperators
bestehen (dies wiirde dann eine Selbstwechselwirkung oder eine Wechselwirkung zwischen gleichen
Teilchen beschreiben) oder aus Produkten verschiedener Feldoperatoren (um eine Wechselwirkung
zwischen verschiedenen Teilchen zu betrachten). Um die Kausalitidt aufrecht zu erhalten, sollten die
Felder im Wechselwirkungsterm aber alle am selben Raumzeitpunkt lokalisiert sein. Der Wechsel-
wirkungsterm enthélt also zumindest bei den in dieser Arbeit betrachteten Wechselwirkungen keine
Ableitungen von Feldern. Daher lautet der Wechselwirkungsterm der Hamilton-Funktion einfach

Hipy = / ABEHipy = — / d3Z Loy - (3.2)

Fiir die folgenden Rechnungen werden wir vom Heisenbergbild ins Wechselwirkungsbild, welches oft
auch als Dirac-Bild bezeichnet wird, iibergehen, da wir es bei Streuungen oder Zerfillen nicht nur mit
zeitabhingigen Operatoren, sondern auch mit zeitabhéngigen Zusténden zu tun haben werden.

3.1 Wechselwirkungsbild und Zeitentwicklungsoperator

Wir gehen davon aus, dass Heisenberg- sowie Wechselwirkungsbild bekannt sind und geben an dieser
Stelle nur eine kurze Zusammenfassung. Nehmen wir an, dass sich der betrachtete Hamiltonoperator
in zwei Teile aufspalten lisst:

f[ = f[o + f[mt (3.3)

Dabei beschreibt I:IO ein System freier und f[mt ein System wechselwirkender Felder. Der Zusammen-
hang zwischen Operatoren im Heisenbergbild ¢ und solchen im Wechselwirkungsbild ¢; ist definiert
durch

b1 = eng(tfto)efiH(tfto)saeifl(tfto)efﬂ:lo(tfto)

= U(t,to)puU'(t to) (3.4)

! Auch in diesem Kapitel halte ich mich im Wesentlichen an die Biicher [1] und [2].
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wobei wir den unitdren Operator
U(t, to) = eifolt—t0) =il (i—to) (3.5)

eingefithrt haben. Er entspricht dem Zeitentwicklungsoperator im Wechselwirkungsbild. Auflerdem
nahmen wir in obiger Gleichung an, dass zum beliebig gewéhlten Zeitpunkt ¢ = ¢y die Felder bzw.
Zusténde in beiden Bildern iibereinstimmen. Durch Ableiten des Zeitentwicklungsoperators U (t,to)
sehen wir, dass dieser die folgende Schrédinger-Gleichung erfiillen muss:

0 - _ iHo(t—to) [ £ 2 —iH (t—to) __ _iHo(t—to) { 7. —iH (t—tp)
zaU(t, to) =€ (H — H0> e =e (Hmt) e

— e’if{o(t—to) (ﬁznt) e—iﬁo(t—to)eiﬁo(t—to)e—iﬁ(t—to)
= H;U(t, ) (3.6)

Um diese Bewegungsgleichung zu 16sen, integrieren wir sie formal unter Ausnutzung der Anfangsbe-
dingung U (to,to) = 1 und setzen unter dem auftauchenden Integral iterativ die formale Losung ein.
Dadurch erhalten wir schliellich eine von-Neumann-Reihe, welche uns einen expliziten Ausdruck fiir
den Zeitentwicklungsoperator liefert?:

Ult,to) = T exp [—i /t dt’ﬁf(t’)} (3.7)

to

wobei wir den sog. Zeitordnungsoperator T eingefiihrt haben, welcher dafiir sorgt, dass ein Produkt
von Operatoren so angeordnet wird, dass die zu fritheren Zeiten gehérenden Operatoren rechts von
denen zu spéteren Zeiten gehorenden stehen. Vor der Exponentialfunktion stehend induziert dieser
Operator eine Taylorentwicklung der e-Funktion mit zeitgeordneten Produkten.

Bei der folgenden Behandlung von Wechselwirkungen werden wir immer im Wechselwirkungsbild
arbeiten und schreiben deshalb im Weiteren die Indizes I an Operatoren und Zusténden nicht explizit
aus.

3.2 Die Streu- bzw. S-Matrix

Wollen wir Zerfélle oder Streuungen berechnen, so interessieren wir uns fiir die Wahrscheinlichkeits-
amplitude eines Ubergangs von einem gewissen Anfangszustand in einen bestimmten Endzustand.
Wir nehmen dazu an, dass die Felder der Teilchen lange vor und lange nach dem Moment der Wech-
selwirkung, welche zum Zeitpunkt ¢ stattfinden soll, sich frei und unabhéngig voneinander bewegen.
Fiir eine Streuung von Teilchen im Zustand A in Teilchen in einem Zustand B kénnen wir also einen
Anfangszustand und einen Endzustand folgendermafien definieren:

|®A)in = lim U(t,—T)|®4) (3.8)
T—oo

1®B)out = lim U(t,T)|®p) (3.9)
T—o0

2Siche dazu z.B. [1], Seite 84f. oder [2], Seite 250 bis 252.
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|®4) und |®p) sind wechselwirkungsfreie Zustéinde und geniigen damit freien Bewegungsgleichungen.
Die Zusténde |®4) bzw. |®p) sind dabei durch die konkreten Impulse der Teilchen am Anfang bzw.
Ende genau festgelegt. Berechnen wir den Uberlapp zwischen Anfangs- und Endzustand, erhalten wir

out(PB|PA)in = Tlggo<¢BIUT(t,T)U(t, —T)|®a) = Tlggo@BIU‘l(t,T)U(t, —T)|®a)
= %EEO(QB]U(T, —T)|®A) = (®p|5|®A) = Sy - (3.10)

Wobei wir in der letzten Zeile ausgenutzt haben, dass UT(t,T) = U~'(t,T) ist und das S-Matrix-
Element? S i mit dem S-Operator

o0

S = lim U(T,-T) = U(co, —00) = T exp (—z/ dt’ ﬁmt) (3.11)
T—o0 — oo

eingefiithrt haben. Kennen wir fiir eine bestimmte Streuung oder einen bestimmten Zerfall die S-

Matrix-Elemente, sind wir in der Lage, daraus experimentell messbare Gréflen, wie Streuquerschnitte

und Zerfallsbreiten zu berechnen. Im spéter folgenden Kapitel werden wir die Berechnung einer Zer-

fallsbreite aufzeigen.

3.3 Das Wicksche Theorem

Nachdem wir eine Reihenentwicklung des S-Operators abgeleitet haben, sind wir theoretisch in der
Lage, die S-Matrix-Elemente bis zu beliebig hohen Ordnungen fiir jedes erdenkliche System mit be-
kanntem Wechselwirkungs-Hamiltonoperator zu berechnen. Allerdings wird man bei diesen Berech-
nungen vor das Problem gestellt, zeitgeordnete Produkte dieser Wechselwirkungs-Hamiltonoperatoren
zu verschiedenen Zeiten auszuwerten. Um diese Rechnungen zu vereinfachen, stellten G.C.Wick und
Dyson ein Theorem auf, welches wir im Folgenden ableiten wollen.

Wir betrachten zuniichst das zeitgeordnete Produkt zweier Feldoperatoren 7'(¢4(z1)$p(2)) und neh-
men an, dass t1 > tg sei.

T (pa(z1)@p(x2)) = $a(r1)@p(za)
= 2\ (@)@ (@2) + 65 (21)65 ) (w2) + 847 (@)@ (@2) + @57 (218 (22) ,

wobei wir die beiden Feldoperatoren wieder in einen Anteil positiver und negativer Frequenz aufge-
spalten haben. Als nichstes wollen wir dieses Ergebnis mit Hilfe des Normalproduktes schreiben. Da
bis auf den letzten Term bereits alle Summanden normalgeordnet sind, kénnen wir schreiben:

T (pal@m)en(@) = : pale)nles) : + [65) (@), 85 (a2)]
= pal@)en(@) : +0] [657().65 ()] 0)
= gale)@n(e2)  +08%) (@)@ (22)[0)
= @A(ml)(ﬁB(mQ) : +<0‘¢A(.%'1>¢B(-%'2)‘0>
= 1 @a(z1)@p(@2)  +O|T (pa(z1)Pn(22)) |0)

3Die Indizes stehen fiir final und initial.
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Weiter haben wir dabei von der ersten zur zweiten Zeile ausgenutzt, dass der Kommutator der von
uns betrachteten Feldoperatoren nicht operatorwertig ist* und wir ihn deswegen mit seinem Vaku-
umserwartungswert gleichsetzen kénnen. In den folgenden zwei Zeilen haben wir verwendet, dass
¢1)|0) = 0 und (0|@(~) = 0 ist. Der letzte Schritt ist aufgrund unserer Annahme t; > to zuléssig. Wie
wir aber leicht erkennen, ist dieser Zusammenhang aber auch fiir to > ¢; giiltig, da : ¢ a(z1)¢B(22) : =
c ¢p(z2)Pa(zr) @ ist und im zweiten Summand sowieso ein zeitgeordnetes Produkt steht. Da der Va-
kuumserwartungswert eines zeitgeordneten Produkts zweier Feldoperatoren in der Quantenfeldtheorie
hiufig auftaucht, fithren wir eine weitere Definition bzw. abkiirzende Schreibweise ein. Die sogenannte
Kontraktion zweier Operatoren ist definiert als

pa(z1)pp(w2) = (01T (Pale1)@n(z2)) |0). (3.12)

Unter Benutzung dieser Kontraktion lisst sich das obige Resultat fiir das zeitgeordnete Produkt zweier
Operatoren auch schreiben als

~

T (pa(x1)pp(r2)) = : a(1)@p(e2) : 41 Pa(z1)Pp(22) : (3.13)

Dabei konnten wir auch die Kontraktion unter ein Normalprodukt schreiben, da es sich nur um eine
komplexe Zahl handelt, auf welche die Normalordnung keinen Einfluss hat. Um das zeitgeordnete
Produkt dreier Operatoren zu erhalten, kénnten wir ganz analog vorgehen und wiirden schliellich
folgendes Ergebnis erhalten:

T (pa(z1)@p(z2)pc(zs) = : palar)pp(@)po(ws) : +: pal1)pp(2)pe(ws) « +
+: Qa(x1)@B(z2)pc(23) + + : Pa(1)PB(T2) PO (23) * (3.14)

Diese Umformung von zeitgeordneten Produkten in Normalprodukte und Kontraktionen lésst sich auf
beliebige Produkte verallgemeinern. Dies gelang G.C.Wick und Dyson 1950/1951 zu beweisen und ist
bekannt als Wicksches Theorem?®:

Das zeitgeordnete Produkt einer Menge von Operatoren kann zerlegt werden in
die Summe aller entsprechenden kontrahierten Normalprodukte. Dabei treten
alle kombinatorisch méglichen Kontraktionen von Operatoren auf.

T (pB(x1)@B(2) - - - &r(Tm))
= :¢p(r1)¢p(22) ... ¢am(xm) + alle moglichen Kontraktionen :
(3.15)

Dieses Theorem koénnen wir verwenden, um den S-Operator in beliebiger Ordnung (der Taylor-
entwickelten e-Funktion) und damit die wichtigen S-Matrix-Elemente zu berechnen.

“Die allgemeinen Kommutatoren zu verschiedenen Zeiten entsprechen sogenannten Feynman-Propagatoren, welche nicht
operatorwertig sind. Nachzulesen zum Beispiel in den Kapiteln 4.4 oder auch 5.5 von [2].
®Der induktive Beweis dieses Theorems findet sich zum Beispiel in [1] auf Seite 90.
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4 Berechnung der Zerfallsbreite eines Zerfalls der
Form A — VP

Da wir spiter den Zerfall eines Axialvektormesons' A in ein Vektormeson V und ein pseudoskalares
Meson P (A — V P) betrachten werden, wollen wir an dieser Stelle die Zerfallsbreite fiir diesen all-
gemeinen Fall berechnen. Die zu einem solchen Zerfall gehérende Wechselwirkungs-Lagrange-Dichte,
welche den Zerfall eines neutralen Axialvektormesons in neutrale Zusténde beschreibt, lidsst sich schrei-
ben als

Lin = gAVP. (4.1)

Dabei ist g eine Kopplungskonstante und fl, V und P sind die jeweiligen Feldoperatoren der Mesonen
A, V und P. Der Impuls des Axialvektormesons im Anfangszustand sei p und die Impulse in den
Endzustanden seien El des Vektormesons V und Eg des Pseudoskalarmesons P. Da wir es mit zweil
Vektoren zu tun haben, bendtigen wir auch Polarisationsvektoren. Wir ordnen dem Axialvektor die
Polarisation €,(p, o) mit Spin ¢ und dem Vektormeson eﬂ(k_i,)\) mit Spin A zu. Aus der Lagrange-
Dichte ergibt sich der folgende Wechselwirkungs-Hamiltonoperator:

Hipy = — / BELipt = — / *FgAVP (4.2)

Die beiden massenbehafteten Axialvektor- und Vektormesonen A und V werden durch die allgemei-
ne Losung der Proca-Gleichung beschrieben. Der Ubersichtlichkeit halber und zur Vereinfachung der
spateren Berechnung des Normalprodukts teilen wir im Folgenden die Lésungen in die Anteile, pro-
portional zur Frequenz (indiziert mit (H) und proportional zur negativen Frequenz (indiziert mit (’))
auf.

il e (B o)™ (4.3)

B3y » B3y
/ \/ 2m)32E; Z pocu(P, 0 Vv @2m)32E; < i

=AM 4 A (4.4)

A3k, " A3k, S
_ b en(fr, Ne 1w 4 / “(F e X (4p)
/ Jer2E, Z A \J(2m)P2E, Vi

=7V v (4.6)

"bzw. eines Pseudovektormesons. An der Rechnung verindert das nichts.
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Das pseudoskalare Meson P mit Impuls ks dagegen wird durch die allgemeine Losung der Klein-
Gordon-Gleichung beschrieben:

- A3k, : A3k, :
]%X%—/&e’b“+/‘ée%“ (4.7)
N O NCOTT
= pH) 4 pO) (4.8)

Bei einer kleinen Kopplung geniigt es, den S-Operator (3.11) nur in erster Ordnung zu betrachten.
g”z—d/d%mem) (4.9)

Wir vernachléssigen dabei den ersten Term der Taylorentwicklung, welcher proportional zu 1 ist, da
dieser nur den Fall verschwindender Wechselwirkung beschreibt. Bei der Berechnung stoflen wir also
auf das zeitgeordnete Produkt T(Hmt) Mit Hilfe des Wickschen Theorems fiir drei Feldoperatoren
(3.14) koénnen wir dieses Produkt umformen und erhalten:

" o A e L1 o
T(AVP)::AVP:+:AVP:+:AVP:+:AVP:
= AVP:
Im letzten Schritt haben wir ausgenutzt, dass sich die Operatoren verschiedener Felder vertauschen
und innerhalb der Kontraktionen, welche Vakuumserwartungswerte darstellen, nicht abpaaren kénnen
und somit immer ein Vernichter auf einen Vakuumszustand wirkt (bzw. das adjungierte Analogon

davon) - d.h. gleich Null ist. Bevor wir also zur Berechnung des S-Matrix-Elements kommen, wollen
wir das normalgeordnete Produkt von AV P berechnen:

A A

AP = [(AD 4 AOYVE) 4 VOO 4 pO)]

{mﬂmﬂﬂﬂ+mﬂmﬂﬂﬂ+mﬂmﬂﬂﬂ+AHVHpH+

+ﬂﬂﬂﬂﬂﬂ+mﬂWﬂﬂﬂ+gﬂWﬂﬂﬂ+ﬂﬂmﬂﬂﬂy
_ AOWEOIPE) L AOTE) pE) L AC) POTE) L AT pi)
LU PEIA LA P 4 PO AOTE) L AT ) (4.10)

Damit ergibt sich in erster Ordnung fiir den S-Operator unseres Systems:
S — ig/d4x <A(—>V(—)p(+) + AV pE) 4 A pEYH) 4 AG) ) p+) 4
+V O PE) A L ) A p) 4 p) AF () 4 A(+)f/(+)f3(+)) (4.11)
Des Weiteren haben die fiir zu unserem Zerfall passenden Anfangs- und Endzustédnde die Form

)3 - )3 4 s
(il = (71 = (0] | 2 md () =lhky = FREE 0. a1
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Wollen wir das S-Matrix-Element Sy; = (i|S]f), siche Gl (3.10), berechnen, erkennen wir, dass aus
(4.10) nur der Term AV ) P einen nicht verschwindenden Beitrag leistet, da sich nur hier die
Erzeuger und Vernichter genau abpaaren. Alle anderen Beitréige sind proportional zu einem Vernichter,
der auf den Vakuumszustand wirkt (oder dem adjungierten Analogon dazu) - also gleich Null. Damit
ergibt sich insgesamt fiir das S-Matrixelement in erster Ordnung:

~ul(if dtﬁm) i) =i [t (AAC TR PO

d3q d*q d*qs ;
d4 / 6* (cj’l, Sl)ezp:c X
[ ] / 12 V(@2r)32E, J \/(2n)32E,, J \/(27)32E, "
X (G, sp)e KT re TR (O)as, ol Bq282cq3bq ca 10) (4.13)

Den Vakuumserwartungswert konnen wir folgendermafien weiter auswerten, da sich Erzeuger und
Vernichter genau abpaaren miissen, um einen nicht verschwindenden Beitrag zum Vakuumserwar-
tungswert zu leisten.

<0‘&ﬁad(}131b Cqsb - C" |0> - 5(1) Q1)50815(QQ - k1)5A525(§3 - E2) (4-14)

Setzen wir dieses Frgebnis in das S-Matrlx-Element ein, erhalten wir

1 ig * (= _’ —i —p)-x
5= m B ) N
1 2
Z
g e (k1 A)(2m) 8D (p — k1 — ka) . (4.15)

~ V3 2E 2Ek12Ek2

Die Wahrscheinlichkeit des Zerfalls A — V P hingt mit dem Quadrat des Streumatrix-Elements
zusammen. Dabei miissen wir bei dem Quadrieren der Polarisationsvektoren iiber Endzustdnde sum-
mieren () und iiber Anfangszustéinde mitteln (1/3) ), da uns keine festen Polarisationszusténde
in Anfangs- und/oder Endzustinden gegeben sind.

Ay ]2 1 2 .l i
8O0 = Js pmt m 3 3 (G004 0) (00 ) »
< (2)° [50(p — ka — k)] ’
1 2 1 NN - Lo
= W2Ep2|éi|cl2Ek23Zg: (€7, 0)es (P, 0)) ZA: (6“(7€1=A)6 (’fl#\)) X

< (2m)° [50(p — ka — k)] ’

1 |g]? pupu o KUEY o T4 9
—g" + L) ) | 6W(p—ky — k

3V3 2E,2E), 2Ey, \ " gy (27) [ (p =k 2)}
= 1 |g|2 224 pﬂpl’ uv kiiklll p,upukﬁtkf
o 3 Ipv g - 5 Guv 5 9 X

3V3 2E,2Ey, 2y, 3 mAm

2
X (277)8 [5 (p—k1— k?)} (4.16)

31



KAPITEL 4. BERECHNUNG DER ZERFALLSBREITE EINES ZERFALLS DER FORM
A— VP

Hier haben wir von der zweiten zur dritten Zeile die Relation (2.57) benutzt und die Ruhemassen
des Axialvektormesons m 4 und des Vektormesons my eingesetzt. Betrachten wir die einzelnen Terme
in der runden Klammer zunéchst getrennt: Das Produkt aus den metrischen Tensoren berechnen wir
mittels der Matrixdarstellung zu

QWQW = (417)

Benutzen wir die 4-Impuls-Erhaltung, konnen wir die beiden mittleren Terme wie folgt weiter auswer-
ten:

B ) T e N | 4.18
w2 9T T = e (4.18)

Ky kY 1 1
_ L= ——— k', = —— k= —1 4.19
e e s (4.19)

SchlieBlich lasst sich auch der letzte Term noch umformen in

M.
Pupvki kY 1 Ll LY 1 k 2

_ - - . 4.20
mamd, i, PR = o () (4:20)

Betrachten wir unser quadriertes Matrixelement noch etwas genauer, sticht uns die quadrierte Delta-
Funktion ins Auge. Mathematisch ergibt das keinen Sinn, aber wir kénnen sie trotzdem sinnvoll
interpretieren, indem wir eine der Delta-Funktionen wieder als Fourier-Entwicklung schreiben.

2 .
2m) 6D (p — ky — ko) :@ﬂ%w@—kr%@/ﬁ%é@*“b”
=@ﬂ%W@—h—%g/&f/a
= (2m)76W (p — k1 — ko) V't (4.21)

Damit ergibt sich fiir das quadrierte S-Matrixelement:

Ay ]2 1 2 1
LRI o |2 e (b0 @0 -k kv (422

~ 3V32E,2Fy, 2FEy, m4ms,

Da wir die Endimpulse nicht festlegen mochten, bzw. uns diese in den meisten Féllen nicht gegeben
sind, integrieren noch iiber alle moglichen Ausgangsimpulse? k; und ko:

/7“ﬂ§%@f&ad%%;;

1 L 7 lg/? 1 )
[ Py | Py |24+ —— (k1 - S® (p— b1 — ko)t 493
3(27r)2/ 1/ ® 9F,2E}y, 2Fy, mz,m?V( 2 (p = k1 = k) (4.23)

=T4_,vpt (4.24)

2Jeweils multipliziert mit dem Faktor V/(27)?, um die Dimensionslosigkeit des Integrals zu gewihrleisten.
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Wobei wir in der letzten Zeile die Zerfallsbreite I' des Zerfalls A — V P als Zerfallswahrscheinlichkeit
pro Zeit definiert haben. I' 4, p gibt also die Wahrscheinlichkeit an, dass zur Zeit t bereits die beiden
Endzustédnde vorliegen.

1 7 7 \9\2 1 2
r = [ dk, [ &3k 2 ky - S (p—ky —k 4.2
A—VP 3(%)2/ 1/ 22Ep2Ek12Ek2 + mgAm%/( 1°D) (p 1 2) (4.25)

SchlieBlich kénnen wir noch die Delta-Funktion auswerten. Hierzu spalten wir diese in den zeitlichen
und den rdumlichen Anteil auf und gehen in das Ruhesystem des Anfangsteilchens A (d.h. p’=0).

5(4)(1) — kl — kg) = 5(mA — EVJ€1 — Ep7k2)5(3)<E1 + EQ)

zé(mA—V%?+m%—Vﬁ?+n%>$$@y+%)

Dabei haben wir die Energie-Impulsbeziehungen fiir die Energien eingesetzt und gleich ausgenutzt, dass
aufgrund der zweiten Delta-Funktion Ef = E% sein muss. Die erste Delta-Funktion kénnen wir noch
unter Benutzung des Zusammenhangs fiir Delta-Funktionen, die von Funktionen eines Parameters (in
unserem Fall der (End-)Impuls) abhéngen: 6(g(z)) = >, 1/|¢'(x:)|0(x — x;), wobei z; die Nullstellen

der Funktion g(x) sind. Das bedeutet, wir haben die Nullstellen von m4 — \/ lg% +m?, — \/ /2% +m2
zu finden.

0 L ma— \JR2 4+ m2 — \JR3 +m3,

- -2 > -
mh = ki +mi + 2\ k1" +m¥ [k} +mb + ki +mb

m? = 2k} +mi +mp + 2\/1211 + k2m2 + k22 + m%m?
512 = o =
Uma_me_m@_aﬁ}:4@%+@m;+ﬁma+m@ﬁg
2 —, — — — —,
(ma_m@_n@)_4@(ma_m@_n@y+%§:4@@+bmg+ﬁm@+n@m%)

(m%/ —m} — m%;)2 —am?m% = 4k2m? (4.26)

Den Betrag der Nullstellen |k1| und —|k; bezeichnen wir mit k , da es sich hier um den physikalisch
erlaubten Betrag der (finalen) Endimpulse handelt.

- 1
ky=|ki| = p— (m?% —mi, —m%) — 4mm? (4.27)
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Des Weiteren benétigen wir zur Umformung noch die Ableitung der Funktion m4 = \/Ef + m%, +

\/l;% + m%g an der Nullstelle k :

0 0 - -
—m = — |k +m} + k2+m2}
8]{71 A bk, 8k1 [\/ 1 1% \/ 1 P I
2 2 2 2
” ” by (13 +m3 + | fk2 +m3)
pu— + p—
VERAmY R VIR md R+ md
k
- /A (4.28)
\/kj% —i—m%/\/kj% +m?
Folglich konnen wir die Delta-Funktion schreiben als:
—1
om 4 - - o
5 (p— k1 — k) = 8 (k] —kp) 0@ (Ky + ko
(9k1 klzkf ( > ( )
\/k2 +mb [k + mP
- @ (7 L7
s <|k1| kf) 5 <k1 + kQ) (4.29)

Gehen wir wieder in unsere Zerfallsbreite I'4__,y p, erhalten wir:

\/k:2 +mv\/k2 +mp

1 - - |g]?
r =—— [ &3k [ &3k 2 (k
A=VE T 302 / ! / * 2E,2Ey, 2y, + mimv 1-p)” kpma

X 0 <‘E1‘ — kf) 53 <E1 + E2)

2 2 2 2
- \/kf+mv\/kf e /d?’/Z 9" o4 1 (k1 - p)?| x
3(2m)2 kpmoa ' 2E,2Fy 1, 2Ep, m2m2
x 0 (\El\ - kf) (4.30)

In der letzten Zeile haben wir die zweite Delta-Funktion ausgewertet und die Terme, welche nicht von
k1 abhingen, vor das Integral geschrieben. Letztendlich kénnen wir noch das Skalarprodukt der zwei
4-Vektoren ki - p mit Hilfe der 4-Impuls-Erhaltung umformen.

p=ki+ ko
ko =p—k1
K =(p—k)’=p*—2k p+ki

m% =m?% — 2k; - p+mi

1
ki-p= 3 (mi +md — m?g) (4.31)
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Das Einsetzen in die Zerfallsbreite ergibt:

\/k + mv \/k:2 + mP g2
gl 2 2 22
4’k — X
3(27r) krma / 2E,2By 1, 2Ep [ T sz, (ma +my = mp)

5 <|k:1| —kf)

\/k: +mv\/l€2+mp 1 1g[2k2
2 9\ ki
dk1dQ)
3( ™)? kyma [ " Am3mi, (i iy = ) ] / 2E,2Ey 1, 2Ep,

5(|k1|—’ff>
\/k —i—mv\/k:2 —|—mP

Fa—vp=

1 2 2 232 /
— Q
3( ) k‘fmA |: * 4m§1m%/ (mA+mV mP) :| 2F 2Eka2Epkf |g| d
2 2
\/k +mv\/k e 2+ ! (m2 +m? —mz)2 X
3( )2 kgma 4mAmi, A v P
2k?
=g|*4m

(4.32)

Dabei sind wir in der zweiten Zeile zu Kugelkoordinaten iibergegangen, haben in der dritten Zeile
die Delta-Funktion ausgewertet und schliefllich in der letzten Zeile die Energie-Impulsbeziehungen
benutzt, um die Energien Ej, Ey, und Epy, zu ersetzten. Hierbei ist zu beachten, dass wir uns im
Ruhesystem des Anfangsteilchens befinden und E, damit gleich m 4 ist. Weiteres Umformen ergibt
schlie3lich:

8mimi + (m% +m3, — m%g)2

k+lgl? 4.33

Fa—svp =

Wir haben somit eine Formel gefunden, mit deren Hilfe wir anhand der Massen der auftauchenden Teil-
chen und der Kopplungskonstanten die Zerfallsbreite des Zerfalls eines neutralen Axialvektormesons
in ein neutrales Vektormeson und ein neutrales pseudoskalares Meson berechnen kénnen.
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5 Konstruktion von Mesonen-Nonets mit drei
Flavors

Im letzten Abschnitt haben wir bereits eine Lagrange-Dichte zur Beschreibung von Zerféllen der Art
A — V P kennengelernt. Im folgenden Abschnitt wollen wir aber ein sehr viel allgemeineres Modell
konstruieren, womit wir gleichzeitig mehrere Zerfélle (bzw. Zerfallsbreiten oder Wirkungsquerschnitte)
von Mesonen (welche aus jeweils zwei Quarks gg aufgebaut sind) in verschiedenen Ladungszustidnden
berechnen kénnen. Auflerdem werden wir spéter sehen, dass dadurch die Untersuchung von Mischungen
zwischen den Feldern K 4 und K; p mdglich wird. Doch dazu spéter mehr. Die folgenden Rechnun-
gen von Mesonenzerféllen wiirden sich wesentlich vereinfachen, wenn wir nur mit Hadronen arbeiten
koénnten und uns nicht um Quarks und Gluonen kiimmern miissten. Dies konnen wir realisieren, indem
wir effektive Feld-Theorien benutzen, wobei zwei mogliche Ausfithrungen existieren: das sogenannte
lineare oder nicht-lineare Sigma-Modell. Die genauere Erlduterung dieser Theorien und ihrer Unter-
schiede wiirden jedoch den Rahmen dieser Arbeit sprengen. Es sei nur angemerkt, dass wir die lineare
Representation verwenden werden und uns bei der Konstruktion des Mesonen-Modells exakt an die
Ausfithrungen in [6] halten. Doch zunéchst wollen wir uns trotzdem etwas mit den elementaren Teil-
chen, aus denen die Mesonen aufgebaut sind, beschéftigen.

5.1 Quarks und Mesonen

Bereits im Jahre 1963 vermuteten die Physiker Gell-Mann und Zweig, dass alle Hadronen aus ele-
mentaren Teilchen namens Quarks aufgebaut sind. Dabei nannten sie die aus Quark und Antiquark
aufgebauten Hadronen Mesonen und die aus drei Quarks (bzw. Antiquarks) zusammengesetzten Ha-
dronen Baryonen (bzw. Antibaryonen). Schon damit die aus Quarks konstruierten Hadronen die richti-
ge elektrische Ladung besitzen, vermuteten sie, dass es unterschiedliche Typen von Quarks geben muss.
Mittlerweile geht man davon aus, dass sechs verschiedene Quarktypen existieren: up (u), down (d),
strange (s), charm (c), bottom (b) und top (¢). Dabei besitzen w, ¢ und ¢ die elektrische Ladung +2/3
e und d, s, und b —1/3 e. Zum Beispiel kénnen wir das Proton dann durch die Quark-Kombination
uud konstruieren. Diese sechs verschiedenen Quark-Typen werden gewohnlich als Flavors bezeich-
net. Quarks besitzen aber noch eine zweite charakterisierende Eigenschaft (Quantenzahl): Die Farbe.
Diese Quantenzahl fithrten Han und Nambu, Greenberg und Gell-Mann aufgrund des Spin-Statistik-
Problems des A*™T-Teilchens mit Spin 3/2 und Ladung +2 e ein. Die Ladung des Spin 3/2-Teilchens
konnten wir durch die Konstruktion wuu erhalten. Doch betrachten wir diesen Zustand, erkennen
wir, dass er im Widerspruch zur Fermi-Statistik symmetrisch unter Vertauschung zweier Teilchen
(Quarks) ist. Man fiihrte deshalb den zweiten Freiheitsgrad der Farbe ein und postulierte, dass jedes
Quark in den drei Farben rot R, griin G und blau B auftauchen kann. Womit wir einen antisymmetri-
schen Farb-Zustand konstruieren kénnen, so dass der Zustand unseres problematischen A*"-Teilchens
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nun doch insgesamt antisymmetrisch ist. Es ist moglich, die Farbe tragenden Quarks einer globalen
SU(3)-Farb-Symmetrie zuzuordnen. Unter der Annahme, dass dann alle Hadronen-Zusténde invari-
ant unter diesen SU(3)-Transformationen sein miissen, ergeben sich als einzig mégliche (einfachste)
Zusténde die oben erwihnten Kombinationen Quark-Antiquark, Quark-Quark-Quark oder Antiquark-
Antiquark-Antiquark, wobei die Quarks immer so kombiniert werden miissen, dass die Gesamtfarbe
,weil“ ist (confinement-Hypothese). Dies entspricht den Kombinationen rot-antirot, blau-antiblau,
griin-antigriin fiir Mesonen oder rot-griin-blau und dessen Permutationen fiir Baryonen.

Quarks tragen halbzahligen Spin und geniigen damit der, wenn es keine Wechselwirkungen mit z.B.
Gluonen gibt, freien Dirac-Gleichung. Das bedeutet, wir kénnen eine Lagrange-Dichte fiir Quarks,
welche durch den Spinor ¢ dargestellt werden, mit Flavor, indiziert durch ¢, konstruieren:

Lq =5 (V" Dy—my) gy - (5.1)

Dabei ist zu beachten, dass iiber den Flavor-Index f summiert wird und m; der Masse des Quark-
Flavors gy entspricht.

5.2 Konstruktion eines Mesonen-Modells

Im Folgenden interessieren uns nur die aus den drei Flavors u, d und s aufgebauten Mesonen. Die
verschiedenen Mesonen, welche aus Quarks und Antiquarks aufgebaut sind, unterscheiden sich in meh-
reren Quantenzahlen. Dies sind der Gesamtdrehimpuls J = L+ S (wobei L dem relativen Drehimpuls
und S dem relativen Spin der beiden Quarks entspricht), die Paritédt P und die Ladungskonjugation
C. Der folgende Abschnitt soll die in unserem Modell verwendeten Teilchen-Nonets aufzeigen und
gleichzeitig eine Idee vermitteln, wie sie konstruiert werden kénnen. Da wir die Nonets fiir unsere Ar-
beit aus der PhD-Arbeit von Denis Parganlija [6] {ibernommen haben, halten wir uns in der folgenden
Diskussion explizit an das dortige Vorgehen.

Der erste Schritt zur Konstruktion eines Mesonen-Modells zur Beschreibung dieser verschiedenen Me-
sonen ist die Definition einer Mesonen-Matrix:

®;; =V2G rei L (5.2)
Wobei die Indizes g und j kennzeichnen, ob sich das Quark rechts- oder linkshéindig transformiert.
Die Matrix wurde so gewéhlt, dass sie unter chiralen Transformationen, d.h. wobei U Darstellungen
der chiralen Gruppe sind, das Verhalten U L@jU}; aufweist. Aus solchen Matrizen lassen sich spéter

bei der Konstruktion von Lagrange-Dichten einfach Terme konstruieren, die eine chirale Symmetrie
aufweisen!. Unter Verwendung der rechts- und linkshéndigen Projektionsoperatoren Pp p:

1447
2
ergibt sich unter Ausnutzung von Prq = qr, §Pr, = gr und 7712%7 1 = Pg,1, fiir die Mesonen-Matrix

;5 = \/i(fj,qu',L = \@deLPLqi = \/ifijLqi

1 1 y
G (G2 — 47’ a:) = NG (T + 13ji7°q;) - (5.4)

Pr,L = (5.3)

'Fiir weitere Informationen dazu siehe [6].
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Aufgrund der Transformationsverhéltnisse, welche wir spater noch explizit nachrechnen werden, er-
kennen wir einen Skalar-Strom? Sij, welchen wir fiir den Fall von drei Flavors (i,j = u,d,s) auch
direkt in Matrixdarstellung schreiben kénnen:

‘7N+a8 aJr K+

Sij = quqi = L ;/g JNEag Kf) (55)
TR o gt K
s s os

(wobei ag = a¢(1450)) und einen Pseudoskalar-Strom fiir drei Flavors (i,j = u, d, s):

N +mg + +
Pij= RBUTE= 5 Ty "N\/;TO K° (5.6)
K~ K% g

wobei 1y und ng unphysikalische Felder sind, die erst durch Mischung (mit einem Mischungswinkel von
-36°) die physikalischen Teilchen 1 und 7’ beschreiben. Um die Stréme fiir Vektoren und Axialvektoren
zu erhalten, definieren wir uns eine rechtshéndige Matrix

1

R =207 0k = —5 (477" 0 — 477" @) (5.7)
V2
und eine linkshéndige Matrix
~ _ 1 ,_ B
Ly =V s = s (00" + 377" 4) - (5.8)

Bei der Umformung verwendeten wir wieder dieselben Figenschaften der Projektionsoperatoren wie
oben. Analog definieren wir auch wieder aufgrund von Transformationsverhéltnissen einen Vektor-
Strom (in Matrixdarstellung fiir drei Flavors (i,j = u, d, s))

iz 1o
wytPo

mt * U+
{2 1 N e 1 V2 ;f) 1o "
‘/U = ﬁq]fy q; = E pu_ wN\;EpO K*MO (59)
Kom R

wobei K* = K*(892) und wy und wg unphysikalische Felder sind, welche erst nach Mischung die
physikalischen Felder w und ® beschreiben. Da der Mischungswinkel aber vernachlassighbar klein ist,
gehen wir im Folgenden davon aus, dass wy = w und wg = ® ist. Des Weiteren erhalten wir einen
Axialvektor-Strom (in Matrixdarstellung fiir drei Flavors (¢,7 = u,d, s)):

fﬂN,A+a§LO = pt
: NG} ay Kl,A
At = gakaBg _ flyoa—at’ 0 5.10
ij \/5%'7 Y G NG a % K{L,A ( )
H— 10 Iz
Ki 4 Kia fis,a

2Man spricht hier von Strémen, da sie auch aus dem Theorem von Noether als ErhaltungsgroBen von Symmetrietrans-
formationen folgen.
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Dabei ordnen wir a; der a;(1260) Resonanz, fin 4 = f1(1285) und fi5.4 = f1(1420) zu. K; 4 wollen
wir zunéchst nicht weiter festlegen. Des Weiteren ist es auch noch méglich, einen Pseudovektor-Strom
folgendermafien zu konstruieren:

1 1 f{izv,\i;bﬁbo b/lﬁ- Kiﬁ-
Bl = —=q7°0"q; — (0" )70 = —= i D g | (5.11)
v2 v2 - 20
Ki g Kia  figa

Wir ordnen b; der b;(1235) Resonanz, fiyp = hi1(1170) und fisp = h1(1380) zu. Ky p wollen
wir zunéchst nicht weiter festlegen. Spéater werden wir sehen, dass K1 4 und K; p unphysikalische
Felder sind, welche erst durch eine Mischung physikalische Teilchen beschreiben. Auch hinsichtlich
des Pseudovektor-Stroms zeigen wir im néchsten Abschnitt auf, dass er sich tatsdchlich richtig, wie
erwartet fiir einen Pseudovektor, transformiert.

5.3 CP - Symmetrietransformationen

Wir wollen die Transformationsverhéltnisse der oben definierten Stréome berechnen und zeigen, dass
die postulierten Skalar-, Pseudoskalar-, Vektor- und Axialvektor-Strome tatsichlich die geforderten
Eigenschaften unter C' P-Transformationen und die erwarteten Gesamtdrehimpulse besitzen. Bei den
folgenden Symmetriebetrachtungen werden wir reichlich von verschiedenen Relationen der Diracschen
Gamma-Matrizen Gebrauch machen?®.

Da Quarks Fermionen sind und damit durch (Quark-)Spinoren beschrieben werden, stellt sich ihre
Paritatstransformation folgendermafien dar

P
q(t B) — q"(t, @) = 1 q(t, =) (5.12)
T i) (q ) T(t —:c)’yo (5.13)
und ihre Ladungskonjugation lautet
c. . c AT AToT AT« ) 2.0.0 %
g —q" =Cq :C(qv) =C (") ¢ =C¢" = —=in*"¢ = =i’ (5.14)
_ o e A

75 % = (%) = (CqT) V=g Cl° = ( f 0) ( C)v = ¢ 7%y

= ¢ =47C. (5.15)

Dabei ist ¢ = ¢'7° der Dirac-adjungierte Spinor und C= —i’y 270 der Operator der Ladungskonjuga-
tion. Des Weiteren haben wir ausgenutzt, dass (v°)7 = ~4° und Ct = —C ist. Damit kénnen wir jetzt
die Transformationsverhéltnisse der Stréme nachrechnen.

3Siehe dazu auch Kapitel ,, Verwendete Konventionen und Notationen®.
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Skalar-Strom S;; = —5q;(t, ©)qi(t, 7):

Der Skalar-Strom transformiert (unter Verwendung von (7°)? = 1 und der Definition des dirac-
adjungierten Spinors) positiv unter Paritét

~ 1 o - 1 " "
55- = \ﬁq}(t, —2)7°7% % (t, —7) = ﬁqj (t, —2)qi(t, —7) (5.16)

,d.h. S P, 5 und positiv unter Ladungskonjugation

1 1 .1
552 \/iq]TW Viv'e = —ﬁqf'yoqz NG (@i9)" (5.17)

,d.h. § 9, ST Dabei haben wir ausgenutzt, dass v2y2 = —1 ist und der Austausch zweier Fermionen
(bei dem Transponieren) ein Minus-Zeichen liefert.

Pseudoskalar-Strom P; = —;(t, 7)iv’¢i(t, 7)

Der Pseudoskalar-Strom transformiert mit {y#,~°} = 0 negativ unter Paritit
1 1
P~ T A0 0,250 (2 = _ = (t NP (1 2
Fij = 7506 =07 i it =F) = =54t ~T)iv et -7) (5.18)

,d.h. P L P und positiv unter Ladungskonjugation

1 1 1 1
C ~ T: 0.2.5 — T 0.2 .5 .2 % __ T0225*_- T 0.5 %
Pj—fﬂijwvv( in’q zfﬂqﬂvvv%——zfﬂqﬂvvw VoL
L (i 5.0 )T Lo 5 \T
_ _ B0 5.19

,d.h. P 9 _PT wobei wir von (v%)T =% und (v*)T = 4° Gebrauch gemacht haben.

Vektor-Strom V}{ = \[Q(t z) 7" qi(t, ©)

Die rdumlichen Komponenten des Vektor-Stroms transformieren mit {7y*,~7"} = 2¢*” negativ unter
Paritét

P_ 1 734t %) ai(t, =T) =0
V.‘f) = gt (t, —2)7 070y 0 (1, —F) = f q . 5.20
( it 0= et =7) Lalt~2) " alt,—3) u=123 ©20

, d.h. V? Ly Vi und der gesamte Strom transformiert negativ unter Ladungskonjugation

C 1 s 1 . . T 1 . . T
w\ =~ - TAwpoT . = (AT nNTAT " _ -~ (= T A=1y
(‘@) Nk CyCg; \/i( aC" (v)' C QJ> \/5< aC(v")" (=C )QJ)

= = (@)’ (5.21)
, d.ho VE < - (V)T Wir haben dabei verwendet, dass ¢ = CT = —C~! ist und die Relation
C(yMTC™1 = —yH gilt.

41



KAPITEL 5. KONSTRUKTION VON MESONEN-NONETS MIT DREI FLAVORS

Axialvektor-Strom A}, = \fqi (t, D)y qi(t, ©)

Die rdumlichen Komponenten des Axialvektor-Stroms transformieren positiv unter Paritét

P 1 50 (t, =)y 7 qi(t, —7) , =0
AH.) = g, — )04y 50 (t, —F) = f_
(45) = 5ut - a0 = ¢ 0 e s um123
(5.22)
,d.h. A° Py A und positiv unter Ladungskonjugation
MCA1T02 N\ 2 % 1T02 5.2 % 1T02 2.5 %
(Am) :\/iq]wvvv(%)vqi—ﬂqﬂ’wvqu= \/iqﬂfw’qu
e e ,1=0,1,3
— 5% Vg =2
554} Vg , 1=0,1,3
|l G =2
T
| 5 (qlT Py , =0
& (al7*1%)) ,p1,2,3
1 5 T 1
e " 5.23
- (@7°"q5) 7% (@7"7°q5) (5.23)

, d.h. AH <, (AM)T. Von der dritten auf die vierte Zeile haben wir ausgenutzt, dass (7°)7 = A2,
(W)= ()T =% () == und (1°)" =+°.

Pseudovektor-Strom Bj; = \f (q;(t, ©)v°0"q;(t, T) — (0"q;(t, ©))V°qi(t, T)):

Die rdumlichen Komponenten des Pseudovektor-Stroms transformieren positiv unter Paritét

(B“)P |} & (q}(t, —#)7°7°7°9"7%q(t, =&) — (9"q) (t, )1 °1*)7* il —f)) =0
N v ( 1(t, =27 70700190 (t, —F) — (94 g (t, —T)Y*7°)*1 i, —f))  n=1,2,3
) -5 (q;(t, ~T) Y 0 (t, ) — (9q)(t, ~ T )P ailt, —:f)) =0
7 (q;(t, —B) 000 gi(t, ) — (gl (t, —8) Y Y ailt, —f))  n=1,2,3
= 7 ’ (5.24)
{ +B =123
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, d.h. B 2, B und der gesamte Strom transformiert negativ unter Ladungskonjugation
C
(ij> = — (¢f VAP (=i’ qf — (0"q] V)V (=) )
1 0,225 *

=~ (a] P2y 0" + (04 )V )

Sl

020k gr — (0"q) )V°7 ;)

(457
(@411 ) +qfv5v°(8“qg')>T
L

E\H&\HE\H

((0"q) " qg ((m5(3“q]-))T] (5.25)
c T
,dh B9 — (BT,

Wir haben damit nun die Transformationsverhéltnisse der Stréme unter Paritétstransformation und
Ladungskonjugation berechnet. Es interessiert uns aber auch der Gesamtdrehimpuls, zusammenge-
setzt aus Spin und (Bahn-)Drehimpuls. In [7] wurde gezeigt, dass fiir ein System aus zwei Fermionen

gilt
P = (-1 (5.26)
C=(-1)Es. (5.27)
Damit kénnen wir fiir die Strome alle Quantenzahlen bestimmen. Zum Beispiel ergibt sich fiir den
Vektor-Strom mit P = C = —1 ,dass L = 0 und S = 1 und daher J = L 4+ 5 = 1 sein muss.

Insgesamt erhalten wir die in der folgenden Tabelle zusammengestellten Quantenzahlen und haben
dadurch unsere obigen Zuordnungen der Stréme bewiesen.

\Sij p; VL5 Al Bl

JPC 1 o+t o+ 1— 1+t 1t-
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6 Lagrange-Dichte von Mesonenzerfallen der Art
A(oder B) — VP

Mit den oben definierten Nonets aus pseudoskalaren Mesonen, Vektormesonen, Axialvektormeso-
nen und Pseudovektormesonen sind wir nun in der Lage, eine Lagrange-Dichte zur Berechnung von
Zertfillen von Axialvektor- bzw. Pseudovektormesonen in jeweils ein pseudoskalares und ein Vektorme-
son aufzustellen, indem wir diese Nonets entsprechend koppeln. Wir miissen lediglich darauf achten,
dass unsere Lagrange-Dichte, welche eine effektive Theorie auf der Grundlage der Quantenchromo-
dynamik (QCD) bzw. der starken Wechselwirkung darstellt, ebenfalls alle relevanten Symmetrien
dieser Theorie erfiillt. Das bedeutet, sie sollte invariant unter Lorentz-, CPT- und SU(N¢ = 3)-
Transformationen (,, Farb-Confinement*) sein. Des Weiteren fordern wir, dass sie einen Teil enthélt, der
eine SU(Np = 3)-Flavor-Symmetrie aufweist. Der zweite Teil wird dann die SU(Np = 3)-Symmetrie
brechen und die Mischung der unphysikalischen Zustdnde Ky 4 und K g hervorrufen. Um diese Kri-
terien zu erfiillen, kénnen wir die folgende Lagrange-Dichte aufstellen:

Lint = aiTr (A, [VH, P]) + bTr (B, {V*, P}) + Lia (6.1)

Dabei sind @ und b noch zu bestimmende (Kopplungs-)Konstanten und A,, V#, P und B,, die oben
konstruierten Mesonen-Nonets. Im ersten Term mussten wir ein ¢ einfiigen, um zu gewéhrleisten,
dass Lin; hermitesch ist'. Den Term L,z wollen wir zunichst nicht weiter definieren und fiir die
folgenden Symmetriebetrachtungen vollig auler Acht lassen. Bei den anschliefenden Berechnungen
wird auch klar werden, warum wir im ersten Term einen Kommutator und im zweiten Term einen
Antikommutator verwendet haben.

6.1 Symmetrien der Lagrange-Dichte

Wie bereits erwiihnt, sollte unsere Lagrange-Dichte die relevanten Symmetrien der QCD erfiillen. Dies
wollen wir in diesem Abschnitt {iberpriifen.

6.1.1 Chirale und Farb-Symmetrie

Nach dem ,,Color-Confinement* treten Teilchen mit Farbladung nie isoliert auf. Das bedeutet, Teil-
chen wie zum Beispiel unsere Mesonen, die tatsidchlich in Experimenten beobachtet werden konnten,
farbneutral sind. Da wir in unserem Modell aber nur diese farblosen Mesonen betrachten, enthéalt
dieses auch keine SU(N¢ = 3)-Farb-Symmetrie.

Auch weist unser Modell keine chirale Symmetrie auf, da wir keine links- oder rechtshindigen Quarks
betrachten, sondern wieder nur mit Mesonen bzw. den bereits in [6] hergeleiteten Stromen arbeiten.

!Beachte, dass die oben konstruierten Stréme allesamt hermitesch sind.
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6.1.2 Lorentz-Symmetrie

Die Invarianz unter Lorentz-Transformationen ist bei der Formulierung eines Modells, welches Teilchen
bei Streuungen mit relativistischen Energien beschreiben will, und auch generell bei allen relativisti-
schen Theorien, mitunter die wichtigste Symmetrie. In dem Fall der von uns konstruierten Lagrange-
Dichte ist sie leicht zu erkennen, da P ein Skalar ist und die beiden Vektoren (im Index p) kontrahiert
wurden. D.h. unsere Lagrange-Dichte besteht nur aus Lorentz-Skalaren, welche Lorentz-invariant sind.

6.1.3 CPT-Symmetrie

Aufgrund des CPT-Theorems, welches besagt, dass es nicht moéglich ist, eine Lorentz-invariante QFT
mit hermiteschem Hamiltonoperator, welche die CPT-Symmetrie verletzt, zu bilden?, geniigt es, zwei
von den drei Symmetrien C, P und T zu zeigen. Die dritte ist dann nach dem CPT-Theorem automa-
tisch auch erfiillt. Wir wollen hier die Invarianz unter Paritdt und Ladungskonjugation nachpriifen.
Dazu benutzen wir die oben hergeleiteten Transformationsverhéltnisse der Nonets und erhalten:

L'l = aiTr (A, [-V*,—P]) + bTr (B, {~V*, —P}) = L'i; (6.2)

£, = aiTy (AL [-(vT, PT]) +bTx (-B] {-(V*)T, P"})

= aiTr (—AL(V*) TPT + ALPT (v oI (BL (VTP + BIPT (VT

= aiTr [ (PVEA)T + (ViPAYT ] + 0T [(PVEB,)T + (viPB,)" ]
(-
Tr (

Tr

PVF A, +V*PA,) +bTr (PV*B, + V*PB,)
[V#, Pl Ay) +bTr ({V*, P} By) = Lint (6.3)

Dabei haben wir die zyklische Vertauschbarkeit unter der Spur ausgenutzt und die Tatsache, dass die
Spur einer transponierten Matrix gleich der Spur der Matrix selbst ist: Tr(M7T) = Tr(M). AuBerdem
ist zu beachten, dass wir wie schon erwéhnt zunéchst L, vernachlissigen, d.h. £} , = Lint — Loniz-

6.1.4 U(N; = 3)-Flavor-Symmetrie

Damit bleibt nun nur noch die Invarianz unter U (3)-Transformationen der einzelnen Nonets. Mit dem
Transformationsverhalten der Spinoren

4 — Useay, qj — QIZU';L (6.4)

(wobei U eine Darstellung eines Elements der U(3)-Transformationen ist) erhalten wir fiir ein T,
welches gleich % fiir Skalare, %if fiir Pseudoskalare, %7“ fiir Vektoren, usw. ist:

Iyj=q¢lqy — q_kU;IjTUqu = U (@xTqr) U]Ij = ﬁilrlkU]Ij (6.5)

2Siehe z.B. 1]
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Die Nonets transformieren also wie: A* — UA“UA, Bt —s UBFUY, VP — UVHEU~! und
P — UPU™!, wobei U eine Darstellung eines Elements der U(3) ist. Es ergibt sich fiir unsere
Lagrange-Dichte ohne Mischungsterm, £, , = Lint — Lonia:

29O — ity (UA#U*1 [UWO*, UPU*l}) FbTY (UB#U*1 {UV“U*, UPU*})

int

" (UA“ﬁ‘lﬁ [VE, P U—l) BTy (UB“U‘lff (VE, P} U—l) = L it (6.6)

Die zyklische Vertauschbarkeit unter der Spur haben wir dabei ausgenutzt.

6.2 Die explizite Form der vollen Lagrange-Dichte L,

Nachdem wir gezeigt haben, dass unsere konstruierte Lagrange-Dichte die erforderlichen Symmetrien
erfiillt, wollen wir jetzt die beiden Kopplungskonstanten a und b berechnen. Dazu miissen wir zunéchst
die explizite Form unserer Lagrange-Dichte durch Einsetzen der Mesonen-Nonets bestimmen. Dies
ergibt:

L = aiTx (A, [V*, P]) + bTx (B, {V*, P}) + Lomia

at {1 finoa (KK~ — KY K 4 K#ORO - ROR™0) 4

T2 Ve

1 ) B o o -
+ﬁagu(2pu+ﬁ — 2t 4 KK T - KYKT - KORO - KORH0)

+ 2 1—_0 2 10— 0 p— 0 ki
+aj, Ep W—ﬁpW+K K — KK +

2 2 B -
+ fisap (K KT — K-K*#* + K*OKY - KOR10) 4
1 1 1 1

T <WHK_ — =K wh — =K p" 4+ —K* gy + —= K’ — g K+

LAp \ ™S NG NT /R P NG NN 7 ns

+ K07~ — K%") +
1 1 1 1

+ K9 (K*u K pht L gm0y L g0 0 0 s L 0 0

1,Au P \/i nn \/i \/i N \/i p

1 1 1 1
+ K7, | =Kt + —Ktp" — KTl + K ng — — Ky — —K** 704
1,Ap < 5 N V2 p S ns V2 NN o)
+ PR — ) 4
_ 1 1
i KO <K+ n— K*MJ’_']T_ + 7K0wﬂ _ 7KO 10 _ Kow/-]' + K*NO _
1,Ap P /2 NT /2 p S ns
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b1
Y {ﬁflnﬂ (2 + 29070 + 2077 4 2t PP 4 KPR 4 KK 4
£ KORO 4 KORO) 4
+ fisp (K™ K+ 4+ KK 4 K*OK0 4+ ROK*#0 4 ouling) +

b?ﬂ (2&)57‘(0 4 Qp/LOnN + K*,U«+K— + K+K*‘u_ _ K*'LLOI_{O . KOK*HO) +

2 2
+b+ (\/ip T]N‘f‘ﬁwNﬂ' + KO~ +KOK*“>

2 2 _ _
+ by, [ —=whrt + —=pt Ty + KT KO 4 K+K*“°) +
1u (\/i N \/ip N
1 1 1 1
+ K (WhK™ 4+ —K Wk + —K p' + —K* gy + —=K* 7% 4 ng K* +
RGN vz TN Ve V2 V2
+ K07 + K%' ) +
1 - 1 - 1 - 1 -
+ KV <K*“_7r+ + K= ptt 4+ — K0y — — K070 4 — KOk — —_KOpH04
1,Bu P NG NN NG NG NT P
+%m+npm
1 1 1
+ KT K K+ 10 K-‘r I + K*,LH— + 7K*'u‘+ + 7K*M+ 0+
1,Bu ( /2 Wg ns /2 NN o) T
4 p,u—I-KO + 7T+K*u0) +
[ * — 1 *
+ KV g, ( P+ K EKOW%_EKOP“0+KOW§+K“0%+
1
+ 7K*u0 _ Kw%o) } +
2o M
Beachte dabei die bereits erwidhnten Zuordnungen
fina = f1(1285) fin,B = h1(1170)
flS,A = f1(1420) flS,B = h1(1380)
a1 = a1(1260) by = b1(1235). (6.8)

Die Felder K1 4 und K p bleiben immer noch unbestimmt, da sie erst nach Mischung physikalischen
Teilchen entsprechen.

6.3 Bestimmung der Kopplungskonstanten b

Wir sind nun in der Lage, die Kopplungskonstanten a und b in unserer Lagrange-Dichte (6.1) bzw.

(6.7) zu bestimmen. Wir beginnen mit der Kopplungskonstanten b, welche Pseudovektormesonen an
Vektor- und Pseudoskalarmesonen koppelt. Die Lagrange-Dichte (6.7) liefert uns mehrere Zerfille, die
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die Kopplungskonstante enthalten. Diese sind:

kann zerfallen in

h1(1170) — wNnN + pm+ KK
hl (1380) kann zifaillen in wsng + K*K
by(1235)  emmeelglenin w4 oy + KUK (6.9)

Es ist zu beachten, dass wir hier nur symbolisch die méglichen Zerfille notiert haben und Kopplungs-
konstanten nicht aufgefiihrt sind. Zerfille der K p-Felder kénnen wir natiirlich nicht verwenden, da
diese erst mit K 4 gemischt werden miissen, um physikalische Teilchen zu beschreiben. Betrachten
wir jedoch die Massen der Teilchen, erkennen wir, dass die Zerfille in wn und pn kinematisch nicht
erlaubt sind. Des Weiteren haben wir keine experimentellen Daten zu den Zerféllen in K* K gegeben.
Es bleiben also lediglich die Zerfille h1(1170) — pm und b1(1235) — wym bzw. wir betrachten wm, da
der Mischungswinkel zwischen wy und wg sehr klein ist und wir anstatt mit wy direkt mit w rechnen
kénnen. Da der Zerfall b;(1235) — wmr laut [8] der dominante Kanal ist, eignet er sich hervorragend
zur Bestimmung der Kopplungskonstanten b.

Der zu diesem Zerfall gehorende Term der Lagrange-Dichte (6.7) lautet:

b
Ly, = %—@b({“mo. (6.10)

wobel wir 0.B.d.A. den neutralen Term herausgenommen haben. Analog hitten wir auch einen ge-
ladenen Term verwenden konnen oder aber alle drei Terme. Doch in letzterem Fall hatten wir am
Ende wegen der drei unabhéingigen Anfangszustinde wieder iiber die drei Zerfille mitteln miissen.
Und da die Zerfallsbreiten der Einzelnen, aufgrund von fast gleichen Massen geladener und ungelade-
ner Teilchen, annédhernd gleich sind, erhalten wir wieder dasselbe Ergebnis. Wir kénnen alsdann die
Zerfallsbreite I'y, _,,,» unter Verwendung unseres obigen Ergebnisses zur Berechnung der Zerfallsbreite
I'avp (4.33) berechnen, indem wir lediglich die Konstante anpassen und die Massen der Teilchen,
welche wir [8] entnehmen,
myo = (134.9766 + 0.0006) MeV
M0 (782) = (782.65 & 0.12) MeV

mb1(1235) = (12295 + 32) MeV
einsetzen. Wir erhalten somit:
6 1
Ty, wr = (2.44 £0.0062) - 10 6MTV“’|2 (6.11)

Laut [8] (Document ID: Weidenauer 93, TECN: ASTE) sollte diese Zerfallsbreite gleich (142+9) MeV
sein. Verwenden wir diese Angabe kénnen wir obige Gleichung nach b auflésen und erhalten

b = (7630.03 & 241.9) MeV . (6.12)

Um zu iiberpriifen, ob dieses Ergebnis realistisch ist, verwenden wir b aus Gl.(6.12), um die Zerfalls-
breite von hj(1170) in pm zu berechnen. Die zugehérigen Terme der Lagrange-Dichte sind

a _ _
Ln, = 5]“1]\;’3 (p“’OTrO + pt T 4 pt 7T+) (6.13)
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Diesmal miissen wir alle drei (neutrale sowie geladene) Terme verwenden, da alle aus demselben An-
fangszustand finy p entstehen. Die Berechnung der Zerfallsbreiten mit geladenen Feldern lduft genauso
wie im Falle neutraler Felder ab. Es treten in den geladenen Feldern zwar unterschiedliche Erzeuger
und Vernichter (fiir Teilchen und Antiteilchen) auf. Doch miissen sich diese genau wie im Fall neutraler
Felder im S-Matrix-Element genau richtig abpaaren und wir erhalten schliefllich dasselbe Endresultat
fiir die Zerfallsbreite. Einzig die Massenunterschiede zwischen geladenen und neutralen Teilchen sind
zu beriicksichtigen. Diese entnehmen wir wieder [8]:
’I?’th 1170 (1170 + 20) MGV

myo = (134.9766 + 0.0006) MeV
m,+ = (139.57018 4+ 0.00035) MeV
= (775.49 + 0.34) MeV

= (

776.29 & 1.14) MeV

0(770)

£(770)

Wir erhalten schlieBlich mit (4.33) durch Anpassung der Konstanten vor der Lagrange-Dichte und
(6.12) das folgende Resultat:

Lhy1170)—pr = Thy(1170) 50070 + Uiy (1170) = pt o= + Thy1170)5p—nt =
— (408.62 = 8.64) MeV (6.14)

Nehmen wir an, der Zerfall h;(1170) in pm sei der dominante Kanal und trigt 100% der gesamten
Zerfallsbreite, so liefert uns [8] einen Vergleichswert von (360 £+ 40) MeV. Verwenden wir 360 MeV,
ergibt sich der relative Fehler unserer Rechnung zu I'y,, (1170)—p» z0 nur 13%. Der von uns bestimmte
Wert der Kopplungskonstanten b scheint damit ein recht verniinftiges Ergebnis darzustellen.

6.4 Bestimmung der Kopplungskonstanten a

Die Berechnung der Kopplungskonstanten a war Teil der Bachelorarbeit [9] meines Kommilitonen
Florian Divotgey und ist dort in aller Ausfiihrlichkeit nachzulesen. An dieser Stelle wollen wir das
Vorgehen und die Resultate nur kurz zusammenfassen. Zur Bestimmung der Kopplungskonstanten a
eignet sich die Berechnung der Zerfallsbreite des dominanten Zerfallskanals f;(1420) — K K*(892) +

c.. Dabei ist zu beachten, dass K*(892) mit nahezu 100%-iger Wahrscheinlichkeit in K7 weiter
zerfillt. Dies liefert fiir die Kopplungskonstante a den folgenden Wert:

= (5467.96 £ 262.85) MeV (6.15)

Uberpriift und fiir realistisch befunden wurde dieser Wert durch die Berechnung der Zerfallsbreite von
a1(1260) in pm.
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7 Mischung der Kaonenfelder

7.1 Notwendigkeit einer Mischung

Betrachten wir zunéichst weiterhin unsere Lagrange-Dichte (6.1) unter Vernachlissigung des Mischungs-
term (d.h. ¢ = 0), so kénnten die beiden noch unbestimmten Felder K; 4 und K g mit den physikali-
schen Feldern K7(1270) und K7(1400) identifiziert werden. Berechnen wir allerdings z.B. den Zerfall
der beiden Kaonen in K*(892)w, so erhalten wir

'k, (1270) = K+ (892)x = 42.78 MeV
L'k, (1400) > K * (892)r = 94.27 MeV (7.1)

Ein Vergleich dieser Ergebnisse mit den experimentellen Daten aus [8] ldsst erkennen, dass unser
Modell im Fall der Kaonenfelder ohne den Mischungsterm L,,;; keine verniinftigen Ergebnisse liefern
kann.

7.2 Mischungsterm L,

Nachdem wir die beiden Kopplungskonstanten a und b unserer Lagrange-Dichte (6.7) bestimmt haben,
wollen wir auch den bislang noch nicht weiter definierten Mischungsterm L,,,;, betrachten. Diesen Term
entnehmen wir ebenfalls der PhD-Arbeit von Denis Parganlija [6] und fiigen lediglich ein ¢ hinzu, um
zu gewahrleisten, dass L, hermitesch ist:

Lz = icTr (A [A,, BY))

o ic — 0 — 0 _ _

= = (05 — o) (KDa K1 — R K0S + Ko KU — Ky KT ) (72
Dabei ist A = diag(dy, b4, d5) ~ diag(m?2, m2, m?) (vgl. dazu auch [6]), A* und B* sind die bekannten
Nonets aus Axial- bzw. Pseudovektormesonen und c ist eine noch zu bestimmende Konstante. Da
die Massen von up- und down-Quark annéhernd identisch sind, kénnen wir é, = 4 = oy und s =
ds setzen. Damit ist (dg — dn) proportional zur Differenz der quadratischen Massen des strange-
und des up-(oder auch d-)Quarks, m2 — m2, und L,;,; bricht aufgrund der nicht verschwindenden
Massendifferenz die Flavor-Symmetrie. Dies sorgt schliefllich fiir eine Mischung der beiden Felder K 4
und Kip und aus diesen beiden unphysikalischen Feldern ergeben sich die experimentell bekannten

Felder der Teilchen K;(1270) und K7(1400).
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7.3 Bestimmung des Mischungswinkels aus der Zerfallsbreite
L'k, (1270) 5 Ko

Durch Einbeziehen des Mischungsterms L,,;; besitzt unsere Lagrange-Dichte jetzt nichtlineare Terme
der Felder K14 und Kip. In der klassischen Mechanik ist uns die Auswirkung eines solchen Mischungs-
terms bewusst. Das Resultat wiiren gekoppelte Bewegungsgleichungen', welche auf den ersten Blick
nicht immer einfach zu 16sen sind. Tatséchlich gibt es aber einen kleinen ,, Trick*, der es uns ermoglicht,
wieder freie Bewegungsgleichungen zu erhalten.

Fiir die folgenden Berechnungen verwenden wir den Zerfall von Ki4 und Kip in K*7 , da dieser
experimentell gut bekannt ist. Wir betrachten dazu die volle Lagrange-Dichte fiir diesen Zerfall. Da
beide Felder massive Vektorteilchen beschreiben, entspricht der freie Anteil der Lagrange-Dichte der
Procagleichung. Des Weiteren kommt noch der Mischungsterm L,,;, und die Terme des Wechselwir-
kungsteils L£;,,; hinzu, welcher den Zerfall der Felder in K7 4 und K5 in K*7 enthélt. Unter Beachtung
aller moglichen Ladungsverteilungen erhalten wir:

L= 4KP_AMV

1

v— — 1 0 10
Ky + m%ﬁAKf—AquA - EK?A,WKfA +mg, , Kia, K+
1 _ _
4 _ + — 0 0 2 0 0
KIB wKip +m K13K1BquB - *KlB,uquB + mi, , Kip, K p+
. 0 & 0 + -
+iC (K04, K1 — Rip K15 + Kiy Kl — K Kl ) +
) 1 _ _ 1
+ % [KfAM (K*“‘w* — \/EK*“OWO> + KP4, <—K*“+7r_ - ﬂK*“Oﬂ[)) +
_ 1 1
+K1AM (K*“Oﬂ_ + ﬁK*“_W()) + K;Au (—K*“OW+ — \/iK*“‘WrO)] +
1 - _ 1
KV (K7t — K*“Ow()) +K? <K*“+7r_ — K*“Ow()) +
“2va 0 v 12 V2
_ 1 1
+ KlB,U, <K*#07T + \/EK*MT('O> + Kl_B,U, <]’—(*MO7T+ + \/EK*M+7TO):| (73)

Unter Einfiihrung der neuen Konstanten C' = §(ds — dny). Wir wihlen nun den Ansatz, dass die
unphysikalischen Felder K14 und K;p folgendermafien mischen und sich die Felder K;(1270) und

K1(1400) ergeben:
Kia ) [ cosp ising K1(1270) (7.4)
Kip ) \ ising cosyp K7 (1400) '
Dabei ist ¢ der sogenannte Mischungswinkel. Wir wollen mit diesem Ansatz erreichen, dass die
Lagrange-Dichte, ausgedriickt durch die Felder K;(1270) und K7;(1400) frei von jeglichen Mischungs-
termen ist. Das bedeutet also, dass die Matrix, welche fiir die Mischung verantwortlich ist, ein Element

der SU(2) ist und die Lagrange-Dichte diagonalisieren soll. In der Tat ist das der Fall, was wir spéter
noch zeigen werden. Setzen wir jetzt diesen Ansatz in die Lagrange-Dichte ein und beriicksichtigen,

'Ein Beispiel dazu ist in der PhD-Arbeit von Francesco Giacosa [7] vorgerechnet.
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dass der Mischungsterm dabei verschwindet, so erhalten wir:

1 _
L' = Proca-Anteile“ + (acos o + bsin @) KY(1270) (K*“_W+ - \/QK“OWO> +

i
2V2
) 1
! 5 (acos @ + bsin @) K7 (1270) (K*’” B 2K*“07r0> +

f
1 1
+ acos ¢ + bsin K+ 1270) K= 4+ K*“_ 0) +
2\/5( @ ©) 7

¢ 1
a cos ¢ + bsin 7 (1270) KFHO L+ 4 * 0> +
2v/2 ( v v K ( \/51(
1 1
+ —asin g + beos @) KY(1400 (K*“ at - O, 0) +
2\/5 ( ? 80) 1( ) \/5

_ 1
(—asin g + beos @) K9(1400) <K*“+7r_ - EK*“O o)+

2f

1 = 1
+ —— (—asinp + bcos K7 (1400 (K*“Oﬂ-_ 4 K* g O) +
2\/5( 4 ) K ( ) V2

1 1
+ ——= (—asing + bcos ) K; (1400) [ K07+ 4 K*“*WO) 7.5
g (asing + beoseg) K (1400) p (75)
Wir sehen, dass der Zerfall von K;(1270) in K*7 die Kopplungskonstante i/(2v/2)(a cos ¢ + bsin ¢)
und der Zerfall von K;(1400) in K*r die Kopplungskonstante 1/(2v/2)(—asinp + bcos¢) besitzt.
Da die Zerfallsbreite von K;(1270) experimentell am besten bekannt ist, werden wir diesen Zerfall
nutzen, um den Mischungswinkel ¢ zu bestimmen. Wir berechnen die Zerfallsbreite wie aus dem

Kapitel ,Berechnung der Zerfallsbreite eines Zerfalls der Form A — V P* und nutzen aus, dass sie
laut [8] (Document ID: MAZZUCATO, 79) gleich (14 4 11) MeV sein muss.?

1
Ui (1270) 5 Koo = 1 (FK?(1270)—>K*77F++R*07T0 + T Ro(1270)— Kot = 4 K070+

+FK1+(1270)—>I_(*07r*+K**7r0 + FK;(1270)—>K*07T++K*+W0)

|acos ¢ + bsin |

1
= (1.43 + 135.61) - 107°
( ) MeV
L (14 +11) MeV (7.6)
Diese Gleichung liefert zwei mogliche Werte fiir den Mischungswinkel:

o1 = (—55.09 £ 8.1)° @2 = (—16.16 + 8.1)° (7.7)

Mit diesen Resultaten kénnen wir nun die Zerfallsbreite von K;(1400) — K*m berechnen und erhalten
fiir alle vier Winkel p; mit ¢ = 1,2, 3, 4:

FK1(1400)—>K*71' = (12684 + 147) MGV (78)

2Des Weiteren ist moglich, aus einer in [8] angegebenen Branching Ratio (Document ID: DAUM, 81c) und der Gesamt-
breite einen Wert von I'k(1270)— +» = (13.92+4.49) MeV zu berechnen. In der Bachelorarbeit von Florian Divotgey
[9] ist die Rechnung unter Verwendung dieses Wertes nachzulesen. Die berechneten Mischungswinkel unterscheiden
sich nur um wenige Zehntel Grad.
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In [8] finden wir einen experimentell bestimmten Wert von (117 + 10) MeV aus dem Jahre 1977
(DOcument ID: CARNEGIE). Auflerdem kénnen wir uns eine Zerfallsbreite mittels einer angegebenen
Branching Ratio I'(K*(892)7) /Tyota; = 0.94 £ 0.06 (Document ID: DAUM, 1981) und einer gesamten
Breite von I'totq = (174 4= 13) MeV berechnen. Dies ergibt 'k, (1400)— k+x = (163.56 + 16.0724) MeV.
Der Vergleich dieser Werte mit dem von uns berechneten theoretischen Wert der Zerfallsbreite l4sst
erkennen, dass unser Modell recht zufriedenstellende Ergebnisse liefert.

7.4 Diagonalisierung der Lagrange-Dichte

¢

Wir wollen noch zeigen, dass die eingefithrte SU(2)-,Mischungsmatrix“ in unserem Ansatz (7.4)
tatséchlich die Lagrangedichte diagonalisieren kann. Die sich daraus ergebende Bedingung wird uns
einen Formalismus fiir den Mischungswinkel liefern, der es erméglicht, diesen nur aus der Kenntnis der
Konstanten vor dem Mischungsterm L,,;, und der nackten Massen von K4 und K;p zu bestimmen.
Wir fiithren den folgenden Vektor x und die Matrix €2

. KlA . m%(A —C1i
- () on (e o

ein. Damit konnen wir (7.3) schreiben als
L = ,Tensoren“ + HEQKO + ALQM , (7.10)

wobei kg die neutralen und k4 die positiv geladenen Kaonenfelder beinhaltet und die Terme mit den
Tensoren nicht mehr weiter ausgeschrieben wurden, da sie in den folgenden Betrachtungen nicht weiter
von Bedeutung sind. Wir leiten nun die Bedingung dafiir ab, dass die Matrix aus Gl1.(7.4)

M= < coSy TSIy ) (7.11)
ising cosy

die Lagrange-Dichte diagonalisiert. Es muss also gelten

2
vtaon = [ a2 , 0
0 Mk (1400)

(7.12)

m%(1(1270) und m%l(l 400) sind die Eigenwerte der Matrix €2, welche wir spéter noch bestimmen werden
und gleichzeitig den quadrierten Massen der physikalischen Teilchen K7 (1270) und K7(1400) entspre-
chen sollen. Aus der Bedingung, dass die Nichtdiagonal-Elemente von MTQM gleich Null sein sollen,
ergibt sich folgender Zusammenhang zwischen dem Mischungswinkel ¢, den Massen und der Konstante
C' vor dem Mischungsterm der Lagrange-Dichte:

1 2
p=3 arctan (202> (7.13)

MEa ~ MK
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Des Weiteren bestimmen wir nun noch die Eigenwerte von 2, um einen Zusammenhang zwischen den
Massen der physikalischen und der unphysikalischen Kaonen herzustellen. Aus der Bedingung

det (AL — Q) =0 (7.14)

ergeben sich folgende zwei Bedingungen:

02
mi 55— — (7.15)

Kia ~ MK

%

N[ —

2
2 R ) 2 2 2 2
M (1270) = [mKl,A T Mg, 5t \/(mKLA mK1,B) +4C

2

2
9 C
M (1400)

” M4~ MK g

%

2
2 2 2 .2 2
M4 T MK s \/(mKLA mK1,B> +4C

N | =

2
Die jeweils letzte Umformung gilt fiir den Fall ('m%(1 L m%ﬁ B) > 4C?. Benutzen wir (7.13) und

(7.16), konnen wir die Konstante C' und die Massen der unphysikalischen Kaonenfelder K74 und Kip
bestimmen. Es ergeben sich fiir den Mischungswinkel von ¢ = (—16.162 + 8.13371)°:

O = 92374.6 MeV (7.17)
mg, , = 1283.4 MeV (7.18)
M., = 1392.5 MeV (7.19)

Der anderen oben berechnete mégliche Mischungswinkel ¢1 = (—55.09+8.1)° liefert (momentan noch)
kein Ergebnis fiir C' und damit auch nicht fiir die Massen.?

Wir vergleichen unsere Resultate der Massen von K4 und Kjp z.B. mit den Resultaten von [10].
Burakovsky und Goldman verwendeten dort ein nicht-relativistisches Modell und fanden fiir einen
Mischungswinkel von ca. 37° fiir die Massen mg, , = 1322 MeV und mg, , = 1356 MeV und fiir einen
Mischungswinkel von ca. 45° mg,, = mg,, = 1339 MeV. Die Ergebnisse unseres Modells stimmen
somit sehr gut mit schon bekannten Ergebnissen iiberein.

3In einer spiter folgenden Arbeit werden wir sehen, dass wir auch fiir diesen Winkel Massen bestimmen kénnen.
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8 Zusammenfassung

Wir haben nun alle unbekannten Konstanten unseres Modells bestimmt und zunéchst durch die Be-
rechnung verschiedener Zerfallsbreiten tiberpriift, dass dieses Modell tatséchlich recht zufriedenstel-
lende Ergebnisse liefern kann. Des Weiteren haben wir die Mischung der Kaonenfelder K, und K5
untersucht, was uns eine weitere Bestétigung des Modells aufzeigen konnte. An dieser Stelle ist nun
abschlieflend eine kurze Zusammenfassung unserer Resultate angebracht.

Die Lagrange-Dichte unseres Modells zur Beschreibung von Axial- bzw. Pseudovektormesonen, die in
Vektor- und pseudoskalare Mesonen zerfallen, und zur Untersuchung der Mischung von Kaonenfeldern
lautet

Lint = aiTr (A, [V, P]) +bTr (B, {V", P}) + Lz, (8.1)
wobei der Mischungsterm
Lz = icTr (A[A,, B"))

ic

I 0 I 0 — —
~ (85 — o) (K? B — KV KU+ Ky KU~ Kf’A#K{‘B) (8.2)

ist und wir die Konstanten a, b und ¢ bestimmt haben zu

(5467.96 + 262.8) MeV
= (7630.03 £ 241.9) MeV

€ (65— ) = 92374.6 MeV .

a

b
C
2

Mit Hilfe des Mischungsterms und unter Benutzung des Ansatzes
Kia\ [ cosp ising K1(1270) (8.3)
Kip ) \ ising cosyp K1(1400) '
war es uns moglich, den Mischungswinkel der Kaonenfelder mittels der Zerfallsbreite von K (1270) in
K*m zu
¢1 = (—55.09+8.1)° w2 = (—16.16 £ 8.1)°

zu bestimmen. Bei der ndheren Betrachtung der Diagonalisierung, welche es uns ermdglichte, die
Konstante C' = § (6s — dn) und die Massen der unphysikalischen Kaonenfelder K14 und Kip zu
berechnen, erkannten wir, dass nur der Winkel

¢ = (—16.162 + 8.13371)° (8.4)
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KAPITEL 8. ZUSAMMENFASSUNG

ein l6sbares Gleichungssystem und damit ein Resultat lieferte. Allerdings werden wir in einer spédteren
Arbeit versuchen auch fiir den anderen Mischwinkel Kaonen-Massen zu bestimmen, da dies prinzipiell
moglich sein sollte. Die Massen der Felder K;4 und K;p berechneten sich zu

mg,, = 1283.4 MeV
mg,, = 1392.5 MeV

Insgesamt haben wir gezeigt, dass selbst mit dem in dieser Arbeit verwendeten, stark vereinfachten,
Drei-Flavor-Modell der QCD gute und interessante Ergebnisse erzielt werden kénnen.
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