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Kapitel 1Das Konzept von Quantenfeldtheorienund ihre st�orungstheoretischeBehandlungDieses Kapitel stellt in knapper Form die elementarenGrundlagen relativistischer Quantenfeld-theorien zusammen. Dabei dient hier wie auch im weiteren stets die Quantenelektrodynamikals explizites Beispiel. Zun�achst wird daher die 2. Quantisierung von freien Elektronen undPhotonen diskutiert, wobei f�ur letztere der Gupta-Bleuler Formalismus verwendet wird. An-schlie�end folgen in den Abschnitten 1.3,1.4 einige Bemerkungen zur Wechselwirkung zwischenElektronen und Photonen sowie zumGrundkonzept der St�orungstheorie. Der n�achste Abschnittist der Auswertung der St�orungsentwicklung gewidmet, d.h. nach der allgemeinen De�nitionvon Green'schen Funktionen werden mit Hilfe des Wick'schen Theorems die Feynman-Regelnder Quantenelektrodynamik abgeleitet. Schlie�lich wird im letzten Abschnitt n�aher auf dieKlassi�kation von Green'schen Funktionen eingegangen.1.1 Freie Elektronen1.1.1 Klassische FelderDie grundlegende Gr�o�e einer relativistischen Quantenfeldtheorie ist die sie charakterisierendeLagrangedichte. F�ur nichtwechselwirkende (freie) Elektronen lautet sie in ihrer einfachstenForm L =  (x)(i@=�m) (x) : (1.1)Dabei wurde die Notation �h = c = 1 (x) =  +(x)0@= = �@� = � @@x�verwendet, wobei die � die Standard-Dirac-Matrizen sind. Bei  und  handelt es sichzun�achst noch um klassische Felder. Sie sind bekanntlich Viererspinoren. Auf eine Ankopplung1



der Elektronen an ein klassisches externes Feld wurde verzichtet. Die wichtigste Konsequenzdessen ist die Translationsinvarianz des Systems bez�uglich aller vier Raum-Zeit-Koordinaten.Daraus folgt letztlich die Erhaltung aller vier Impulskomponenten.Die Feldgleichung des Systems erh�alt man aus der Variation der Wirkung,S = Z d4x L[ (x);  (x)] :Die Feldkon�guration, die S extremal werden l�a�t, ergibt sich aus�� S[ ; ] = 0�� S[ ; ] = 0 :Das ist im Fall freier Fermionen die freie Dirac-Gleichung,0 = @L@ � @� @L@(@� ) = �i@=�m� (x) :Aus ihr resultiert als De�nition der Viererstromdichte,j�(x) = � e  (x)� (x) ; (1.2)wobei e = j e j stets nur die Einheit der Ladung meint und die Ladung der Elektronen alsnegativ de�niert wurde. Dieser Viererstrom erf�ullt die Stromerhaltungsrelation@�j�(x) = 0 : (1.3)1.1.2 2. QuantisierungDie 2. Quantisierung der Theorie erfolgt �uber Gleichzeit-Kommutatoren, genauer Gleichzeit-Antikommutatoren bei Fermionen, der Feldoperatoren,n ̂�(t; x);  ̂�(t; y)o = 0n ̂�(t; x);  ̂�(t; y)o = 0 (1.4)n ̂�(t; x);  ̂�(t; y)o = ����(3)(x� y) :� und � sind die Spinorindices der Felder. Die geschweiften Klammern stellen wie �ublich denAntikommutator dar.Zur Konstruktion des Fockraums entwickeltman diese Feldoperatoren nach den klassischenEigenzust�anden der Feldgleichung. Die entsprechenden operatorwertigen Entwicklungskoe�zi-enten sind dann die Erzeuger bzw Vernichter von Teilchen in diesen Zust�anden. Die Entwick-lung der Feldoperatoren soll hier direkt im Elektron-Positron-Bild vorgenommen werden, dieUmde�nition der negativen Energiezust�ande wird als bekannt vorausgesetzt. Man erh�alt dann ̂(x) = Z d3p(2�)3mp0 2X�=1 hb̂�(p)u�(p)e�ipx + d̂+� (p)v�(p)eipxi (1.5) ̂(x) = Z d3p(2�)3mp0 2X�=1 hb̂+� (p)u�(p)eipx + d̂�(p)v�(p)e�ipxi ;2



wobei die Teilchen auf der Massenschale liegen,p0 = qp2 +m2 :Zu diesen Gleichungen sind mehrere Anmerkungen, die Notation betre�end, n�otig:1. Bei R d3p(2�)3 mp0 handelt es sich um das Lorentz-invariante Ma� im Impulsraum. Die Lorentz-Invarianz bedingt den Nenner 1=p0. Der Faktor m entspricht der Konvention f�ur Fermio-nen.2. � ist hier der Spinindex. Im Ruhesystem der Elektronen unterscheidet er zwischen Spin-up und Spin-down.3. u� und v� sind die Standard-Viererspinoren f�ur freie Teilchen. Dabei resultiert u� aus denL�osungen der Dirac-Gleichung zu positiver Energie, v� aus denen zu negativer Energie.4. Hier wie im weiteren wird stets px = p�x� abgek�urzt werden.Die Operatoren b̂+� (p) sind die Erzeuger von Elektronen mit Viererimpuls p und Spin �, d̂+� (p)die Erzeuger von Positronen mit Viererimpuls p und Spin �. Entsprechend vernichten b̂�(p)und d̂�(p) die beiden Teilchensorten. Aus dieser Sicht erh�oht also  ̂ die Ladung um eine Einheit(gem�a� der De�nition der Ladung von Elektronen) und  ̂ erniedrigt sie bei Anwendung aufeinen beliebigen Zustand. Die Feldoperatoren sind also keine Erzeuger von Teilchen am Ort x,sondern Erzeuger von Ladung.Aus den Kommutationsrelationen f�ur die Feldoperatoren und der Translationsinvarianzdes Systems kann man die Kommutationsrelationen der Erzeuger und Vernichter gewinnen,nb̂+� (p); b̂+� (k)o = 0nb̂�(p); b̂�(k)o = 0nd̂+� (p); d̂+� (k)o = 0nd̂�(p); d̂�(k)o = 0 (1.6)nb̂�(p); b̂+� (k)o = p0m���(2�)3�(3)(p � k)nd̂�(p); d̂+� (k)o = p0m���(2�)3�(3)(p � k) :Zus�atzlich verschwinden alle Antikommutatoren von b̂(+) und d̂(+). Der Faktor p0m ist eineKonsequenz des Lorentz-invarianten Ma�es bei der Entwicklung der Feldoperatoren.�Uber die Erzeuger und Vernichter kann man den Fockraum des Systems konstruieren.Zun�achst ist das Vakuum j 0 > derjenige Zustand, der keine Teilchen enthalten soll. Dahermu� die Anwendung der Vernichter auf j 0 > gerade Null ergeben,b̂�(p) j 0 > = 0d̂�(p) j 0 > = 0 :3



1-Teilchen-Zust�ande erh�alt man aus dem Vakuum durch Anwenden der Erzeuger,b̂+� (p) j 0 > = j e�; p; � >d̂+� (p) j 0 > = j e+; p; � > :Die Zust�ande j e�; p; � > repr�asentieren freie Elektronen bzw Positronen mit Impuls p und Spin�. Durch Ausschmieren mit einer mathematisch geeigneten Verteilungsfunktion f(p) erh�altman normierbare 1-Teilchen-Zust�ande,Z d3p(2�)3f(p)b̂+� (p) j 0 > :Analog konstruiert man Mehrteilchen-Zust�ande durch mehrfache Anwendung von Erzeugernauf das Vakuum, b̂+�1(p1):::b̂+�n(pn) j 0 > :Damit ist der Fockraum freier Elektronen wohlde�niert.1.1.3 StromoperatorDie naheliegendste Quantisierung des Stromoperators w�are die direkte �Ubertragung vonGl.(1.2) auf Operatoren, ĵ�(x) = � e  ̂(x)� ̂(x) :Diese st�o�t jedoch sehr schnell auf Schwierigkeiten. Betrachtet man etwa den Vakuumerwar-tungswert der so de�nierten Ladung,Qvac = < 0 j Q̂ j 0 >= �eZ d3x < 0 j  ̂+(x) ̂(x) j 0 >= �eZ d3p(2�)3mp0 < 0 j 2X�=1 hb̂+� (p)b̂�(p) + d̂�(p)d̂+� (p)i j 0 >= �eZ d3p(2�)3mp0 < 0 j 2X�=1 d̂�(p)d̂+� (p) j 0 > ;so erkennt man, da� dieser auf Grund der Tatsache, da�  ̂ kein Teilchen-Vernichter ist, di-vergiert. Man erh�alt gerade die divergente Ladung aller �uberabz�ahlbar vielen negativen Ener-giezust�ande der Dirac-Gleichung. Dieses Problem behebt man durch eine Rede�nition desStromoperators. Dazu gibt es zwei g�angige Verfahren. Zum eine kann man den Stromoperatorals Kommutator von Feldoperatoren de�nieren,ĵ�(x) � � e trh ̂(x); � ̂(x)i ;was letztendlich zu einer Subtraktion der Fermi-See Beitr�age f�uhrt. Das gleiche leistet diesogenannte Normalordnung, ĵ�(x) � � e :  ̂(x)� ̂(x) : ; (1.7)4



bei der die Reihenfolge der Erzeuger und Vernichter beim Einsetzen der Entwicklung der Fel-doperatoren, Gl.(1.5), nach ihnen festgelegt wird: Alle Erzeuger sind unter Beachtung desAntikommutations-Vorzeichens links von den Vernichtern anzuordnen. Unter der Normalord-nung antikommutieren also alle Erzeuger und Vernichter ohne Kommutationsrest. Diese De�-nition, die im weiteren verwendet werden soll, bedeutet f�ur den Ladungsoperator,Q̂ = �eZ d3x :  ̂+(x) ̂(x) := �eZ d3p(2�)3 mp0 2X�=1 hb̂+� (p)b̂�(p) � d̂+� (p)d̂�(p)i ; (1.8)soda� seine Anwendung auf das Vakuum wie gew�unscht Null ergibt. Der Vorzeichenunterschiedzwischen Elektronen- und Positronen-Operatoren ergibt gerade das korrekte Vorzeichen beimLadungseigenwert der Zust�ande.1.1.4 Freier Propagator f�ur FermionenWenn man sich nun das Elektronenfeld an ein externes klassisches Feld V�(x) angekoppeltvorstellt, L =  (x)�i@=�m� eV=(x)� (x) ;so kann man formal die L�osung der zugeh�origen Feldgleichung,�i@=�m� (x) = eV=(x) (x) ;�uber die L�osung der Gleichung�i@=x �m�G(x� y) = i�(4)(x� y) (1.9)gewinnen,  (x) =  0(x)� ieZ d4y G(x� y)V=(y) (y) :Dabei ist  0 eine L�osung der freien Feldgleichung.Die L�osung der Feldgleichung mit �-f�ormiger Inhomogenit�at nennt man Green'sche Funk-tion (oder k�urzer Greensfunktion). Die m�oglichen L�osungen G(x � y) unterscheiden sich inden Randbedingungen, die sie erf�ullen. W�ahrend in der klassischen Physik meist die sogenann-te retardierte Greensfunktion (sie propagiert alle L�osungen der freien Feldgleichung zeitlichkausal von kleineren Zeiten zu gr�o�eren) auftritt, ben�otigen wir hier die Feynman'schen Rand-bedingungen, damit sowohl Elektronen als auch die aus den negativen Energiezust�anden durchUmde�nition hervorgegangenen Positronen kausal propagiert werden,G(x � y) = iZ d4p(2�)4e�ip(x�y) p= +mp2 �m2 + i� : (1.10)Die physikalische Bedeutung wird aus einer alternativen De�nition der Feynman'schen Greens-funktion deutlich, G(x� y) = < 0 j T  ̂(x) ̂(y) j 0 > ; (1.11)5



wobei die sogenannte Zeitordnung folgenderma�en de�niert ist:T  ̂(x0; x) ̂(y0; y) = 8<:  ̂(x0; x) ̂(y0; y) falls x0 > y0� ̂(y0; y) ̂(x0; x) falls y0 > x0 (1.12)= �(x0 � y0) ̂(x0; x) ̂(y0; y)��(y0 � x0) ̂(y0; y) ̂(x0; x)Der Operator mit dem gr�o�ten Zeitargument ist also immer ganz nach links zu ordnen. Unterder Zeitordnung antikommutieren alle Fermionen-Feldoperatoren. Man weist leicht nach, da�das so de�nierte G(x� y) die Di�erentialgleichung (1.9) erf�ullt. Eine analoge De�nition tri�tman f�ur zeitgeordnete Produkte von mehr als zwei Feldoperatoren.Einsetzen der Entwicklung der Feldoperatoren nach Erzeugern und Vernichtern ergibtG(x� y) = R d3p(2�)3 mp0 R d3k(2�)3 mk0 P2�;�=1 < 0 j �(x0 � y0)u�(p)u�(k)e�ipx+iky b̂�(p)b̂+� (k)��(y0 � x0)v�(k)v�(p)eipx�iky d̂�(k)d̂+� (p) j 0 > :b̂+� (k) erzeugt zum Zeitpunkt y0 ein Elektron, das zu dem sp�ateren Zeitpunkt x0 von b̂�(p)wieder vernichtet wird. Dabei mu� selbstverst�andlich p� = k� gelten. Analog erzeugt d̂+� (p) zumZeitpunkt x0 ein Positron, das zu dem sp�ateren Zeitpunkt y0 von b̂�(k) wieder vernichtet wird.Beide Teichensorten werden also kausal propagiert ! F�ur x0 > y0 werden Elektronen propagiert,f�ur y0 > x0 Positronen. Die kausale Vorw�artspropagation eines Positrons mit positiver Energieentspricht der akausalen R�uckw�artspropagation eines Elektrons negativer Energie.1.1.5 Anmerkungen zum VakuumBis jetzt war das Vakuum so gew�ahlt worden, da� es der energetisch niedrigste Zustand indem Teil des Fockraums war, in dem der Erwartungswert der Ladung verschwindet,< 0 j Q̂ j 0 > = 0 :Das Vakuum enthielt keine Teilchen. Man kann als Referenzzustand zur Konstruktion derTheorie aber auch den energetisch niedrigsten Zustand jedes anderen Unterraums des Fock-raums w�ahlen, etwa < ref j Q̂ j ref > = �Ne :Das k�onnte zumBeispiel der Grundzustand eines homogenen Elektronengases sein, bei dem alleZust�ande oberhalb m bis zu einer Fermi-Energie �F besetzt sind. Daraus folgt eine modi�zierteKonstruktion von Erzeugern und Vernichtern dieses Referenzzustands sowie des zugeh�origenFockraums. An dieser Stelle sei nur der Propagator des homogenen Elektronengases angegeben,G(x � y) = iZ d4p(2�)4e�ip(x�y)" p= +mp2 �m2 + i� + 2�i�p= +m��(p0 � E)2E �(�F � p0)# ; (1.13)mit E = qp2 +m2 :Der entscheidende Punkt, auf den hier hingewiesen werden soll, ist, da� besetzte Elektro-nenzust�ande grunds�atzlich nicht von unbesetzten Positronenzust�anden unterschieden werdenk�onnen. 6



1.2 Freie PhotonenDie feldtheoretische Behandlung der Photonen leidet unter einer prinzipiellen Schwierigkeit:Eine Theorie f�ur Teilchen mit der Masse Null mu� selbstverst�andlich kovariant sein. Daherm�u�te man als Feldoperator einen Lorentz-Skalar, -Vektor oder -Tensor verwenden. In Erwei-terung der klassischen Elektrodynamik liegt es nahe, hierf�ur das Viererpotential zu benutzen.Allerdings hat das freie Strahlungsfeld auf Grund der Masselosigkeit des Photons nur zweiFreiheitsgrade, die beiden transversalen Polarisationsrichtungen. Eine Beschreibung �uber dasViererpotential gibt ihm aber zun�achst 4 Freiheitsgrade. Man mu� daher zwei Freiheitsgradeauf irgendeine Weise eliminieren.Dazu werden �ublicherweise zwei unterschiedliche Verfahren verwendet. Das eine benutztCoulomb-Eichung und eliminiert dann die statische Nullkomponente des Viererpotentials alsklassisches Feld. Der zweite Freiheitsgrad wird dem System dann durchr �A = 0entzogen. Dieses Verfahren hat den Nachteil, nicht manifest kovariant zu sein. Die zweite Me-thode, der sogenannte Gupta-Bleuler-Formalismus, eliminiert die �uber�ussigen Freiheitsgradeauf Kosten eines komplizierten Fockraums. Da sie aber manifest kovariant ist, wird sie hier imweiteren verwendet werden. Sie soll in diesem Kapitel kurz vorgestellt werden.1.2.1 Die Lagrangedichte freier PhotonenDer Ausgangspunkt der �Uberlegungen ist die folgende Lagrangedichte f�ur das Strahlungsfeldim Rahmen des Gupta-Bleuler-Formalismus,L = � 14F 2(x)� �2�@�A�(x)�2 ; (1.14)mit dem Standard-FeldtensorF��(x) = @�A�(x)� @�A�(x) :Der erste Summand stimmt genau mit der Lagrangedichte der klassischen Elektrodynamik�uberein. Der zweite Term stellt als Nebenbedingung mit dem Lagrangeparameter � die manifestkovariante Lorentz-Eichung @�A�(x) = 0 (1.15)sicher. Beobachtbare Gr�o�en m�ussen selbstverst�andlich unabh�angig von � sein. Sobald diesgarantiert ist, kann man auch mit einem festen geeignet gew�ahlten Wert f�ur � (Eichung genannt{ dieser Eichungsbegri� sollte nicht mit dem des Vektorpotentials selbst verwechselt werden)arbeiten. �Ublicherweise �ndet man in der Literatur die Feynman-Eichung � = 1 und dieLandau-Eichung � =1, die ihre jeweiligen Vor- und Nachteile besitzen.Aus dem Wirkungsprinzip gewinnt man die verallgemeinerten Maxwell-Gleichungenh@�@�g�� � (1� �)@�@�iA�(x) = 0 : (1.16)Die konjugierten Impulse �� zum Viererpotential A� sind durch��(x) = @L@(@0A�) = F �0(x)� �g�0�@�A�(x)�gegeben. 7



1.2.2 2. QuantisierungDie zweite Quantisierung erfolgt im kanonischen Formalismus wieder �uber Gleichzeit-Kom-mutatoren f�ur die Felder A� und die zugeh�origen kanonischen Impulse ��,hÂ�(t; x); Â�(t; y)i = 0h�̂�(t; x); �̂�(t; y)i = 0h�̂�(t; x); Â�(t; y)i = �ig���(3)(x� y) :Diese Beziehungen k�onnen mit Hilfe der De�nition des konjugierten Impulses auf die folgendenKommutationsrelationen zur�uckgef�uhrt werden,hÂ�(t; x); Â�(t; y)i = 0h@0Â�(t; x); @0Â�(t; y)i = 0 (1.17)h@0Â�(t; x); Â�(t; y)i = ig���(3)(x� y) :An dieser Stelle ist es leicht einzusehen, da� die Lorentz-Eichung nicht f�ur die Operatorenselbst gefordert werden kann,h@x� Â�(t; x); Â�(t; y)i = h@x0 Â0(t; x); Â�(t; y)i+ @xj hÂj(t; x); Â�(t; y)i= h@x0 Â0(t; x); Â�(t; y)i= ig0��(3)(x� y)6= 0 :Die Forderung @�Â�(x) = 0w�urde daher in einen Widerspruch f�uhren. Im �ubern�achsten Abschnitt wird gezeigt werden, inwelcher Form man die Lorentz-Eichung fordern mu� , um die unphysikalischen Freiheitsgradezu eliminieren.Die Konstruktion des Fockraums l�auft zun�achst nach dem gleichen Schema wie bei skala-ren Bosonen und Fermionen. Man entwickelt zuerst die Feldoperatoren nach den klassischenL�osungen der Feldgleichung,Â�(x) = Z d3k(2�)3 12k0 3X�=0 hâ�(k)���(k)e�ikx + â+;�(k)��;�� (k)eikxi ; (1.18)mit k0 = j k j :Die in dieser Entwicklung auftretenden Gr�o�en haben die folgende Bedeutung:1. Wie schon bei den Fermionen wird hier ein Lorentz-invariantes Ma� f�ur die Impulsinte-gration verwendet. Dabei entspricht R d3k(2�)3 12k0 der Konvention f�ur masselose Bosonen.8



2. � unterscheidet die zun�achst 4 m�oglichen Polarisationsrichtungen, die durch die Polari-sationsvektoren ���(k) gegeben sind. Das System der Polarisationsvektoren soll 'orthonor-mal', ���(k)��;�;�(k) = g�� ;und 'vollst�andig', 3X�=0 ���(k)��;�� (k)���(k)��;�;�(k) = g�� ;sein. Dabei wird der Minkowski-Struktur des Raumes �uber die Normierung auf g�� Rech-nung getragen. Die Zeitkomponente wird also gegen�uber den r�aumlichen Komponentenausgezeichnet. Die Konsequenzen dieses Vorgehens werden gleich noch zu diskutierensein.Die einfachste (reelle) Wahl der ���(k) ist die folgende:�0 = 0BBB@ 1000 1CCCA ; �1;2 = 0BBB@ 0e1;2xe1;2ye1;2z 1CCCA ; �3 = 1j k j 0BBB@ 0kxkykz 1CCCA ; (1.19)wobei e1;2 und kjkj ein rechtwinkeliges Dreibein bilden,e1;2 � k̂ = 0e1 � e2 = 0e1 � e1 = 1e2 � e2 = 1 :3. Die â(+);�(k) sind die Erzeuger bzw Vernichter von Photonen der Polarisation � und desImpulses k. Man bezeichnet die Photonen zur Polarisation � = 0 als skalare, die zu � = 3als longitudinale und die zu � = 1; 2 als transversale Photonen. Nur letztere entsprechenauch physikalischen Freiheitsgraden.Aus den Kommutationsrelationen der Feldoperatoren erh�alt man wieder die f�ur die Erzeugerund Vernichter, hâ+;�(p); â+;� (k)i = 0hâ�(p); â�(k)i = 0 (1.20)hâ�(p); â+;� (k)i = �2k0g��(2�)3�(3)(p� k) :Aufgrund der kovarianten Vorgehensweise unterscheidet sich der Kommutationsrest bei skala-ren Photonen von den anderen um ein Minuszeichen.Die Interpretation der Erzeuger und Vernichter resultiert aus der zugeh�origen De�nitiondes Vakuums. Zun�achst fordert man̂a�(k) j 0 > = 0 : (1.21)9



Zust�ande mit einem oder mehreren Photonen erh�alt man wieder durch die Anwendung vonErzeugern auf dieses Vakuum,j k1; �1; :::kn; �n > = â+;�1(k1):::â+;�n(kn) j 0 > ;wobei normierbare Zust�ande durch Ausschmieren im Impulsraum konstruiert werden,j k; � > = Z d3k(2�)3 12k0f(k)â+;�(k) j 0 > :Betrachtet man die Norm der so konstruierten Zust�ande, so stellt man sofort fest, da� dieskalaren Photonen eine negative Norm besitzen,< k; 0 j k; 0 > = Z d3k(2�)3 12k0f�(k)Z d3p(2�)3 12p0f(p) < 0 j â0(k)â+;0(p) j 0 >= �Z d3k(2�)3 12k0 j f(k) j2 :Das ist eine direkte Konsequenz der kovarianten Kommutationsrelationen, d.h. der inde�nitenMetrik. Der Fockraum scheint also keine positive Norm zu besitzen.An dieser Stelle greift man auf die Lorentz-Eichung zur�uck. Anstatt sie f�ur die Operatorenselbst zu fordern, was wie gezeigt auf einen Widerspruch f�uhrt, verlangt man ihre G�ultigkeitf�ur den Erwartungswert jedes beliebigen Zustands im Fockraum,< � j @�Â�(x) j � > = 0 :Sie schr�ankt also im Gupta-Bleuler-Formalismus den Zustandsraum ein, nicht die Feldopera-toren. Dabei gen�ugt es, wenn der Erzeugungsanteil in @�Â�(x) betrachtet wird,@�Â�(x) j � > = @�Z d3k(2�)3 12k0 3X�=0 â+;�(k)��;�;�(k)eikx j � >= iZ d3k(2�)3 12k0 3X�=0 â+;�(k)eikx j � > hk���;�;�(k)i= iZ d3k(2�)3 12k0 hk0â+;0(k)� j k j â+;3(k)ieikx j � > :Die letzte Umformung vollzieht man am leichtesten in der oben angegebenen Wahl f�ur diePolarisationsvektoren, Gl.(1.19), nach. Die Forderung@�Â�(x) j � > = 0 (1.22)bedingt daher hk0â+;0(k)� j k j â+;3(k)i j 0 > = 0) hâ+;0(k)� â+;3(k)i j 0 > = 0 : (1.23)Spaltet man daher den Fockraum in einen Teil auf, der die skalaren und longitudinalen Photo-nen enth�alt, und einen, der die transversalen Photonen enth�alt (was wegen der Linearit�at desFockraumes m�oglich ist), j � > = j �T >j �S;L > ; (1.24)10



so beschreibt j �T > die realen physikalischen Zust�ande und j �S;L > die unphysikalischenFreiheitsgrade. Die Lorentz-Bedingung, Gl.(1.22), schr�ankt nun die m�oglichen j �S;L > ein,w�ahrend die physikalischen Freiheitsgrade unver�andert bleiben. Jeder erlaubte Zustand enth�altgleich viele skalare wie longitudinale Photonen. Als Konsequenz heben sich ihre Beitr�age zuObservablen wie der Energie gerade heraus. Alle me�baren Gr�o�en sind von den beiden un-physikalischen Freiheitsgraden unabh�angig. Schlie�lich ergibt sich als Norm< � j � > = < �T j �T >< �S;L j �S;L >= < �T j �T >< 0; (S;L) j 0; (S;L) >= < �T j �T >> 0 :Der eingeschr�ankte Fockraum hat eine positive Norm, weil sich die Beitr�age der skalaren Pho-tonen exakt mit denen der longitudinalen wegheben.Jeder physikalische Zustand besteht letztlich aus einem einzigen Zustandsvektor j �T >und dem gesamten Raum der j �S;L >, also einer ganzen Klasse von Zust�anden im vollenFockraum.1.2.3 Massive VektorfelderAn dieser Stelle ist es sinnvoll, noch ein weiteres Konzept zur Behandlung von masselosenVektorbosonen einzuf�uhren. Da sich die Masselosigkeit der Photonen an einigen Stellen insogenannten Infrarotdivergenzen �au�ert, gibt man den Photonen zun�achst k�unstlich eine Masse�. Diese soll viel kleiner als die Elektronenmassem sein. Sie dient dazu, Infrarotdivergenzen inallen Zwischenrechnungen zu unterdr�ucken. Um in einem Endergebnis zu realen physikalischenAussagen zu kommen, nimmtman dann den Grenzwert �! 0. Die zugeh�orige St�uckelberg'scheLagrangedichte lautetL = � 14F 2(x) + �22 A�(x)A�(x)� �2�@�A�(x)�2 : (1.25)Mit dieser Lagrangedichte kann man mit endlichen � und � = 0 auch massive Vektorbosonenbeschreiben.Die Feldgleichung nimmt die folgende Gestalt an,h(@�@� + �2)g�� � (1 � �)@�@�iA�(x) = 0 : (1.26)Die Quantisierung der Theorie erfolgt wie bisher. Allerdings mu� man wegen der Inkonsi-stenz, jetzt die Lorentz-Eichung f�ur massive Vektorbosonen zu fordern, in Kauf nehmen, da�sich die Masse der skalaren Bosonen von der der anderen unterscheidet,Â�(x) = Z d3k(2�)3( 12k0 3X�=1 hâ�(k)���(k)e�ikx + â+;�(k)��;�� (k)eikxi)k0=pk2+�2 (1.27)+ Z d3k(2�)3( 12k0p�k�� hâ0(k)e�ikx + â+;0(k)eikxi)k0=qk2+�2� :11



Dabei wurde f�ur die Polarisationsvektoren der skalaren Bosonen bereits eine spezielle Wahlgetro�en. Als Konsequenz sind auch die Kommutationsrelationen der Erzeuger und Vernichtermodi�ziert, hâ+;�(p); â+;� (k)i = 0hâ�(p); â�(k)i = 0hâi(p); â+;0(k)i = 0 (1.28)hâ0(p); â+;0(k)i = �2sk2 + �2� (2�)3�(3)(p� k)hâi(p); â+;j(k)i = 2qk2 + �2 �ij(2�)3�(3)(p� k) :1.2.4 Freier Propagator f�ur PhotonenDer Propagator kann wieder auf zweierlei Weise eingef�uhrt werden. Zum einen ergibt er sichals zeitgeordneter Vakuumerwartungswert der Feldoperatoren,D�� (x� y) = < 0 j TÂ�(x)Â�(y) j 0 > ; (1.29)wobei die Zeitordnung im Fall von Bosonen gem�a� den Vertauschungsrelationen kein Vorzei-chen enth�alt, TÂ�(x)Â�(y) � �(x0 � y0)Â�(x)Â�(y) + �(y0 � x0)Â�(y)Â�(x) : (1.30)Die andere De�nition verwendet die Feldgleichung mit einer �-f�ormigen Inhomogenit�at,h(@�@� + �2)g�� � (1� �)@�@�iD��(x� y) = ig���(4)(x� y) ; (1.31)unter geeigneten Randbedingungen. Beide De�nitionen sind �aquivalent. Das Resultat lautetD��(x� y) = Z d4k(2�)4e�ik(x�y)D��(k) (1.32)D�� (k) = �i" g��k2 � �2 + i� + 1 � �� k�k�(k2 � �2 + i�)(k2 � �2� + i�)# :Drei Spezialf�alle sollen hier noch explizit aufgef�uhrt werden:� = 1 : D��(k) = �ig��k2 � �2 + i� !p!1 � 1k2 (1.33)� =1 : D��(k) = �ik2 � �2 + i��g�� � k�k�k2 � !p!1 � 1k2 (1.34)� = 0 : D��(k) = �ik2 � �2 + i��g�� � k�k��2 � !p!1 � const (1.35)Zus�atzlich zu den beiden gebr�auchlichsten Eichungen, der Feynman-Eichung mit � = 1 undder Landau-Eichung mit � = 1, ist hier auch der Propagator f�ur massive Vektorbosonenaufgef�uhrt, der nicht mehr �aquivalent zu allen anderen Werten von � ist. Das �au�ert sich inseiner grunds�atzlich verschiedenen Tensorstruktur, die bewirkt, da� der Propagator f�ur k !1nicht abf�allt. Dies wird zur Konsequenz haben, da� eine Quantenfeldtheorie mit massivenVektorbosonen nicht renormierbar ist. 12



1.3 Minimale Kopplung: EichinvarianzDie Lagrangedichte freier Fermionen,L =  (x)(i@=�m) (x) ;ist invariant gegen globale Eichtransformationen, (x) ! ei�  (x) :Daraus folgt �uber das Theorem von Noether die Stromerhaltung der wechselwirkungsfreienTheorie.Fordert man Invarianz gegen lokale Eichtransformationen, (x) ! ei�(x)  (x) ;mu�  derart an ein Eichfeld gekoppelt werden, da� dessen Transformationsverhalten unterder Eichtransformation den die Eichinvarianz st�orenden Term (x)�� @=�(x)� (x)gerade kompensiert. Die einfachste und �ubliche Wahl ist die sogenannte minimale Kopplungan das Eichfeld A�, Lint(x) = � e  (x)�A�(x) (x) ; (1.36)wobei sich A� wie A�(x)! A�(x)� 1e@��(x)transformieren mu�. Das Eichfeld ist gerade das Photonfeld. Dieses erf�ullt ja genau die obigeTransformationsvorschrift. Auf Grund der eichinvarianten Ankopplung erh�alt man auch f�urdie wechselwirkende Theorie einen erhaltenen Strom,j�(x) = � e  (x)� (x)@�j�(x) = 0 ;der hier die gleiche Form wie im wechselwirkungsfreien Fall hat. Fordert man umgekehrt dieErhaltung dieses Stromes, so stellt die minimale Kopplung das einzige bekannte Kopplungs-schema dar, welches sie garantiert. Die Forderung nach Eichinvarianz ist daher nur eine al-ternative Formulierung der Forderung nach Stromerhaltung in der wechselwirkenden Theorie.Beide Aussagen sind �aquivalent.Die Gesamt-Lagrangedichte des wechselwirkenden Elektron-Photon-Systems lautet damitL =  �i@=�m� eA=� � 14F 2 + �22 A�A� � �2�@�A��2 : (1.37)Es sei angemerkt, da� der Masseterm des Photon-Feldes erwartungsgem�a� nicht eichinvari-ant ist. Im Limes � ! 0 ist die Eichinvarianz aller aus diesem L folgenden Aussagen abersichergestellt. 13



Aus dieser Lagrangedichte erh�alt man die gekoppelten Feldgleichungen�i@=�m� eA=(x)� (x) = 0 (1.38)h(@�@� + �2)g�� � (1� �)@�@�iA�(x) = e  (x)� (x) = � j�(x) : (1.39)Zur Quantisierung fordert man dieselben Gleichzeit-(Anti)Kommutationsrelationen wie f�urfreie Feldoperatoren, n ̂�(t; x);  ̂�(t; y)o = 0n ̂�(t; x);  ̂�(t; y)o = 0 (1.40)n ̂�(t; x);  ̂�(t; y)o = ����(3)(x� y)hÂ�(t; x); Â�(t; y)i = 0h@0Â�(t; x); @0Â�(t; y)i = 0 (1.41)h@0Â�(t; x); Â�(t; y)i = ig���(3)(x� y) :Zus�atzlich verlangt man noch, da� Fermionen- und Bosonen-Operatoren vertauschen,h ̂�(t; x); Â�(t; y)i = 0 : (1.42)Entsprechend der Rede�nition des Stromes in Gl.(1.7) wird bei der Quantisierung auch in derWechselwirkungs-Lagrangedichte die Normalordnung eingef�uhrt, da in ihr letztlich der Stroman das Eichfeld gekoppelt werden soll,Lint(x) = � e :  ̂(x)Â=(x) ̂(x) : : (1.43)Das weitere Vorgehen zur Quantisierung kann aber nicht mehr von den freien Feldern �uber-nommen werden. Zum einen kennt man schon die klassischen L�osungen zu dem gekoppeltenSystem von Feldgleichungen,Gl.(1.38,1.39), nicht. Daher entf�allt die Einf�uhrung von Erzeugernund Vernichtern der entsprechenden Zust�ande. Damit ist andererseits aber auch der Fockraumv�ollig unklar. Man versucht daher, das wechselwirkende System auf die bekannten nichtwech-selwirkenden Systeme von Elektronen und Photonen zur�uckzuf�uhren. Die dabei verwendeteMethode beruht auf St�orungstheorie in der Kopplungskonstanten � = e24� = 1137;0:::. Der forma-le Zusammenhang zwischen den beiden Systemen wird im n�achsten Kapitel kurz umrissen.1.4 Idee der St�orungstheorieDer L�osungsansatz der St�orungstheorie besteht darin, das wechselwirkende System auf einnichtwechselwirkendes zur�uckzuf�uhren. Die Formalisierung dieses Prinzips leistet in unseremFall das asymptotische Ausschalten der Wechselwirkung zwischen Elektronen und Photonen.Dabei ist asymptotisch hier im zeitlichen Sinn gemeint: Man stellt sich vor, f�ur t! �1 sei dieWechselwirkung nicht vorhanden. Eine vage Vorstellung vermittelt dazu der Vergleich mit derStreuung von zwei Elektronen. Sind die streuenden Elektronen f�ur asymptotische Zeiten weitvoneinander entfernt, ist ihre Wechselwirkung praktisch verschwindend. Diese Vorstellung ist14



aber nicht korrekt: Die beiden Elektronen wechselwirken zwar untereinander nicht, wohl abermit dem Strahlungsfeld, was zu einer Modi�kation ihrer Eigenschaften f�uhrt.Die mathematische Umsetzung des Ausschaltens erfolgt �uber das Einf�uhren einer Aus-schaltfunktion in die Wechselwirkungs-Lagrangedichte,Lint(x) = � e :  ̂(x)Â=(x) ̂(x) : e��x0 : (1.44)Das Ausschalten soll nat�urlich sehr langsam erfolgen, weswegen man 0 < �� 1 (in geeignetenEinheiten) fordert. Dieses Vorgehen leistet gerade das Gew�unschte:1. F�ur t = x0 ! �1 liegen die Lagrangedichten von freien Elektronen und Photonen vor.Daher ist die Quantisierung und damit der Fockraum dieses Systems klar.2. F�ur � ! 0 gewinnt man das urspr�ungliche wechselwirkende System zur�uck. Alle realenErwartungswerte ergeben sich im Limes �! 0.Das Theorem von Gell-Mann und Low garantiert dann, da� bei einem langsamen Einschaltender Wechselwirkung Eigenzust�ande des nichtwechselwirkenden Systems in solche des wech-selwirkenden Systems �ubergehen (allerdings ist im allgemeinen nicht sicher, ob die jeweiligenGrundzust�ande ineinander �ubergehen).Man kann dann eine Transformation �nden, die zu jedem Zeitpunkt die Feldoperatorendes wechselwirkenden Systems auf nichtwechselwirkende Feldoperatoren zur�uckf�uhrt, ̂(x) = Û�1� (x0) ̂0(x)Û�(x0)Â�(x) = Û�1� (x0)Â0�(x)Û�(x0) :Der dem Zeitentwicklungsoperator verwandte Operator Û� hat die folgende Form, die hier ohneBeweis angegeben werden soll,Û�(t) = Texp�i Z t�1 dx0Z d3x Lint[ ̂0(x); Â0�(x)]�= 1Xn=0 inn! T Z t�1 dx01 Z d3x1 ::: Z t�1 dx0n Z d3xn Lint(x1):::Lint(xn) :Dabei de�niert die zweite Zeile nur die Zeitordnung der Exponentialfunktion �uber ihre Rei-hendarstellung.Mit Hilfe von Û� kann man die folgende zentrale Beziehung zwischen zeitgeordneten Va-kuumerwartungswerten von wechselwirkenden Feldoperatoren und denen von nichtwechselwir-kenden Feldoperatoren aufstellen,< 0 j T  ̂(x1)::: ̂(xm) ̂(y1)::: ̂(yn)Â�1(z1):::Â�l(zl) j 0 > (1.45)= < 00 j T  ̂0(x1)::: ̂0(y1):::Â0�1(z1):::expfi R+1�1 du0 Rd3uLint[ ̂0(u); Â0�(u)]g j 00 >< 00 j expfi R+1�1 du0 Rd3uLint[ ̂0(u); Â0�(u)]g j 00 >Der Nenner resultiert aus der Tatsache, da� das Vakuum des wechselwirkenden Systems j 0 >nur bis auf eine Phase mit dem des nichtwechselwirkenden Systems j 00 > identisch ist.Die Bedeutung dieser zeitgeordneten Vakuumerwartungswerte soll im n�achsten Kapitelgekl�art werden. 15



1.5 Green'sche Funktionen, Wick'sches Theorem,Feynman-Regeln1.5.1 Green'sche FunktionenEinen zeitgeordneten Vakuumerwartungswert einer beliebigen Menge von Feldoperatoren,G�1::�l(x1; ::xm; y1; ::yn; z1; ::zl) =< 0 j T  ̂(x1)::: ̂(xm) ̂(y1)::: ̂(yn)Â�1(z1):::Â�l(zl) j 0 > ;bezeichnet man in Erweiterung der De�nitionen (1.11,1.29) man als Green'sche Funktion,bzw kurz Greensfunktion. Es sei darauf hingewiesen, da� einige gerinf�ugig andere De�nitionenebenfalls �ublich sind. Sie unterscheiden sich durch die Zuordnung von i's und Vorzeichen sowieeventuell noch Einheiten der Ladung e. Auch die Reihenfolge der Fermion-Feldoperatoren istreine Konvention. Die obige Konvention erlaubt aber die direkteste �Ubersetzung einer Greens-funktion nach den in diesem Kapitel zu diskutierenden Feynman-Regeln.Zu dieser allgemeinen Form seien jetzt zun�achst einige Anmerkungen gemacht:1. Es mu�m = n gelten, damit der Erwartungswert nicht verschwindet. Die Feldoperatorenm�ussen genauso viel Ladung erzeugen wie sie vernichten. Dabei erh�oht  ̂ die Ladung inunserer De�nition des Ladungsoperators und  ̂ erniedrigt sie. Einen expliziten Beweisdieser Aussage liefert der n�achste Abschnitt.2. Die f�ur m = n und l = 0 auftretende Greensfunktion nennt man n-Teilchen-Greensfunk-tion G(2n;0). Die einfachsten Beispiele sind:< 0 j T  ̂(x) ̂(y) j 0 > = G(2;0)(x� y) � G(2)(x� y) � G(x� y) (1.46)� 1-Teilchen-Greensfunktion< 0 j T  ̂(x1) ̂(x2) ̂(y1) ̂(y2) j 0 > = G(4;0)(x1; x2; y1; y2) � G(4)(x1; x2; y1; y2)(1.47)� 2-Teilchen-GreensfunktionDabei wurde angedeutet, da� insbesondere f�ur die 1-Teilchen-Greensfunktion (den Elek-tron-Propagator) h�au�g eine vereinfachte Notation verwendet wird. Auch hier wird inZukunft die Abk�urzung G(x� y) benutzt werden.3. Analog gibt es die reinen Photon-Greensfunktionen, deren einfachste der Photon-Propa-gator ist: < 0 j TÂ�(x)Â�(y) j 0 > = G(0;2)�� (x� y) � D��(x� y) (1.48)� Photon-Propagator< 0 j TÂ�(x)Â�(y)Â�(z)Â�(u) j 0 > = G(0;4)����(x; y; z; u) (1.49)� Photon-Photon-StreuamplitudeDabei wurde bereits benutzt, da� die Vakuumerwartungswerte von ungeradzahlig vielenPhoton-Feldoperatoren verschwinden,< 0 j TÂ�1(z1)::: Â�2l+1(z2l+1) j 0 > = 0 : (1.50)Das wird im n�achsten Abschnitt bewiesen werden.16



4. Die einfachste Greensfunktion, die sowohl Elektronen- als auch Photon-Feldoperatorenenth�alt, ist die sogenannte Vertexfunktion (dieser Begri� wird gelegentlich nur f�ur denKern der unten folgenden Funktion verwendet { dieser Kern soll hier Vertexkorrekturhei�en),< 0 j T  ̂(x) ̂(y)Â�(z) j 0 > = G(2;1)� (x; y; z) � G(3)� (x; y; z) � Vertexfunktion :(1.51)Warum sind diese Funktionen wichtig? Sie sind die zentralen Gr�o�en einer relativistischenQuantenfeldtheorie ! Als Beispiel sei hier ohne Ableitung die Streuamplitude bei der Elektron-Positron-Streuung angegeben:< 0; out j d̂out(q1)b̂out(q2)b̂+in(k2)d̂+in(k1) j 0; in >= < 0; in j d̂in(q1)b̂in(q2)Ŝb̂+in(k2)d̂+in(k1) j 0; in >= 0disconnected term0+(�iZ� 122 )2 Z d4x1d4x2d4y1d4y2e�ik1x1�ik2x2+iq1y1+iq2y2 (1.52)�hu(q2)(i@=!y2 �m)i�1hv(k1)(i@=!x1 �m)i�2< 0 j T  ̂�1(y2) ̂�2(x1) ̂�1(x2) ̂�2(y1) j 0 >h(� i@= x2 �m)u(k2)i�1h(� i@= y1 �m)v(q1)i�2�Hier laufen ein Elektron mit dem Impuls k2 und ein Positron mit Impuls k1 ein, streuen anein-ander und verlassen die Wechselwirkungszone als Elektron mit Impuls q2 sowie Positron mitImpuls q1. Dabei beschreibt der 'disconnected term' die Propagation des Elektrons und desPositrons, ohne da� untereinander eine Wechselwirkung statt�ndet. Die eigentliche Streuam-plitude ist der zweite Term, dessen Kern gerade die 2-Teilchen-Greensfunktion darstellt. DerVorfaktor Z2 resultiert daraus, da� im Limes t! �1 ein voller wechselwirkender Feldoperator ̂ nur bis auf einen Normierungsfaktor in einen freien Feldoperator  ̂0 �ubergehen mu�,limx0!�1  ̂(x) = Z 122  ̂0(x) : (1.53)Schlie�lich bedeuten die Vektorpfeile �uber den Di�erentiationen, da� die jeweiligen Di�eren-tialoperatoren nach hinten bzw vorn wirken. An dieser Stelle sollen keine Details zur S-Matrixausgef�uhrt werden. Der entscheidende Punkt ist die Aussage: Die Greensfunktionen enthaltenalle physikalische Information �uber das System.Die Auswertung einer Greensfunktion erfolgt in St�orungstheorie �uber Gl.(1.45). Daher mu�als n�achstes ein Werkzeug bereitgestellt werden, mit dem beliebige Vakuumerwartungswertevon freien Feldoperatoren zumindest im Prinzip berechnet werden k�onnen. Dies geschieht �uberdas Wick'sche Theorem.1.5.2 Wick'sches TheoremDas Ziel dieses Abschnitts ist die Reduktion eines beliebigen zeitgeordneten Vakuumerwar-tungswerts von freien Feldoperatoren,< 0 j T  ̂0(x1)::: ̂0(xn) ̂0(y1)::: ̂0(yn)Â0�1(z1):::Â0�l(zl) j 0 > ;17



auf Produkte von 1-Teilchen-Propagatoren< 0 j T  ̂0(x1) ̂0(yi) j 0 > ::: < 0 j TÂ0�1(z1)Â0�j(zj) j 0 > ::: :Diese freien Propagatoren sind wohlbekannt.Die entscheidende Aussage dazu liefert das Wick'sche Theorem, das hier ohne Beweisangegeben werden soll. Lediglich eine Erl�auterung an Beispielen soll vorgenommen werden.De�niert man zun�achst zur Abk�urzung eine Multivariable i so, da� in ihr neben den Raum-Zeit-Koordinaten eines Feldoperators auch dessen Spinorindex und schlie�lich die Tatsachesteckt, ob es sich um  ̂0 oder  ̂0 handelt, ̂0;�(xi) �  ̂0(i) ̂0;�(yj) �  ̂0(j) ;so kann man das Wick'sche Theorem f�ur Fermionen-Feldoperatoren folgenderma�en formulie-ren: T h ̂0(1)::: ̂0(n)i = P[n2 ]l=0P� sign(�) :  ̂0(1):: _̂ 0(k1):: _̂ 0(k2l):: ̂0(n) : (1.54)� < 0 j T  ̂0(�(k1)) ̂0(�(k2)) j 0 > :::� < 0 j T  ̂0(�(k2l�1)) ̂0(�(k2l)) j 0 >Dabei bedeutet Ŵ 0, da� der entsprechende Operator im normalgeordneten Produkt wegzulas-sen ist. � durchl�auft all diejenigen Permutationen, die von den vorgegebenen n Operatoren2l ausw�ahlen, diese hintereinander anordnen (etwa rechts von den verbleibenden n � 2l) undschlie�lich auf verschiedene Kombinationen von 1-Teilchen-Propagatoren (Kontraktionen ge-nannt) f�uhren, wenn die jeweils benachbarten Feldoperatoren zu einem Propagator zusammen-gefa�t werden: ( 1 2 3 4 : : : : n )#( 1 : k=1 : k=2l : n �(k1) : �(k2l) )F�ur einen festen Satz von 2l Feldoperatoren durchl�auft � also nur all die Subpermutationender 2l Variablen, die auf voneinander verschiedene Produkte von freien Propagatoren< 0 j T  ̂0(�(k1)) ̂0(�(k2)) j 0 > ::: < 0 j T  ̂0(�(k2l�1)) ̂0(�(k2l)) j 0 >f�uhren. Wieviele Permutationen ergeben das gleiche Produkt von Kontraktionen? Zun�achst�andert sich durch Vertauschung von zwei miteinander kontrahierten Variablen nichts am Pro-dukt. Das ergibt 2l gleichwertige Permutationen. Weiterhin ver�andert eine Permutation derPropagatoren als ganze nichts am Resultat, was auf eine Multiplizit�at von (l)! f�uhrt. Es gibtdaher insgesamt 2l(l)! Permutationen, die die gleiche Kontraktion ergeben.Das Vorzeichen resultiert aus den Antikommutationsrelationen der Fermionen-Operatoren. DieSumme �uber l l�auft gem�a� der De�nition der Gauss-Klammer f�ur geradzahliges n bis n=2, f�urungeradzahliges n bis (n� 1)=2.Zur Illustration dieser Aussage seien die beiden einfachsten F�alle explizit aufgef�uhrt:18



1. T h ̂0(1) ̂0(2) ̂0(3)i = :  ̂0(1) ̂0(2) ̂0(3) :+ < 0 j T  ̂0(1) ̂0(2) j 0 >:  ̂0(3) :� < 0 j T  ̂0(1) ̂0(3) j 0 >:  ̂0(2) :+ < 0 j T  ̂0(2) ̂0(3) j 0 >:  ̂0(1) :2. T h ̂0(1) ̂0(2) ̂0(3) ̂0(4)i = :  ̂0(1) ̂0(2) ̂0(3) ̂0(4) :+ < 0 j T  ̂0(1) ̂0(2) j 0 >:  ̂0(3) ̂0(4) :� < 0 j T  ̂0(1) ̂0(3) j 0 >:  ̂0(2) ̂0(4) :+ < 0 j T  ̂0(2) ̂0(3) j 0 >:  ̂0(1) ̂0(4) :+ < 0 j T  ̂0(1) ̂0(4) j 0 >:  ̂0(2) ̂0(3) :� < 0 j T  ̂0(2) ̂0(4) j 0 >:  ̂0(1) ̂0(3) :+ < 0 j T  ̂0(3) ̂0(4) j 0 >:  ̂0(1) ̂0(2) :+ < 0 j T  ̂0(1) ̂0(2) j 0 >< 0 j T  ̂0(3) ̂0(4) j 0 >� < 0 j T  ̂0(1) ̂0(3) j 0 >< 0 j T  ̂0(2) ̂0(4) j 0 >+ < 0 j T  ̂0(1) ̂0(4) j 0 >< 0 j T  ̂0(2) ̂0(3) j 0 >F�ur Boson-Feldoperatoren gibt es eine analoge Relation, nur da� in diesem Fall keine Vorzei-chen aus Vertauschungen von Feldoperatoren resultieren,T hÂ0(1):::Â0(n)i = P[n2 ]l=0P� : Â0(1):: _̂A0(k1):: _̂A0(k2l)::Â0(n) : (1.55)� < 0 j TÂ0(�(k1))Â0(�(k2)) j 0 > :::� < 0 j TÂ0(�(k2l�1))Â0(�(k2l)) j 0 > :Auch hier fa�t die Multivariable die Raum-Zeit-Koordinaten mit dem Lorentz-Index zusammenund die Permutationen � laufen �uber alle (topologisch) verschiedenen Kontraktionen.Diese Ausdr�ucke reduzieren sich drastisch, wenn man die eigentlich interessierenden Vaku-umerwartungswerte betrachtet, weil dann alle normalgeordneten Terme nichts beitragen,< 0 j:  ̂0(1)::: ̂0(n) :j 0 > = 0< 0 j: Â0(1):::Â0(n) :j 0 > = 0 :Man erh�alt zun�achst das aus Ladungserhaltungsgr�unden bereits bekannte Resultat, da� Va-kuumerwartungswerte von ungeradzahlig vielen Fermionen-Operatoren verschwinden,< 0 j T  ̂0(1)::: ̂0(2n+ 1) j 0 >= 0 ; (1.56)weil in diesem Fall stets mindestens ein einzelner 'normalgeordneter' Feldoperator �ubrig bleibt.Dieses Resultat gilt dann wegen der Darstellung Gl.(1.45) auch f�ur die Vakuumerwartungs-werte wechselwirkender Feldoperatoren, weil ihre St�orungsentwicklung nur aus Erwartungs-werten von ungeradzahlig vielen freien Feldoperatoren aufgebaut ist. In der Reihenentwicklung19



nach Potenzen der Wechselwirkungs-Lagrangedichte kommen nur geradzahlig viele Fermion-Feldoperatoren zu den ungeradzahlig vielen �au�eren dazu.Die gleiche Aussage tri�t auch f�ur Vakuumerwartungswerte von ungeradzahligen Boson-Feldoperatoren zu, < 0 j TÂ0(1):::Â0(2n+ 1) j 0 >= 0 ; (1.57)woraus dann �uber Gl.(1.45) und Furry's Theorem eine entsprechende Aussage f�ur wechsel-wirkende Operatoren abgeleitet werden kann. In der St�orungsentwicklung kommen hier zwarauch Terme mit geradzahlig vielen Boson-Operatoren vor, diese sind dann aber an einenFermion-Loop mit ungeradzahlig vielen Vertices angeschlossen, der wiederum verschwindet(siehe sp�ater).Bei den Vakuumerwartungswerten geradzahlig vieler Feldoperatoren reduziert sich dieSumme �uber l auf den letzten Term mit l = n,< 0 j T  ̂0(1)::: ̂0(2n) j 0 > = X� sign(�) < 0 j T  ̂0(�(k1)) ̂0(�(k2)) j 0 > ::: (1.58)::: < 0 j T  ̂0(�(k2n�1)) ̂0(�(k2n)) j 0 >< 0 j TÂ0(1):::Â0(2n) j 0 > = X� < 0 j TÂ0(�(k1))Â0(�(k2)) j 0 > ::: (1.59)::: < 0 j TÂ0(�(k2n�1))Â0(�(k2n)) j 0 > :Wegen < 0 j T  ̂0(x) ̂0(y) j 0 > = 0< 0 j T  ̂0(x) ̂0(y) j 0 > = 0m�ussen, wie bereits aus Ladungserhaltungsgr�unden gefordert, in Vakuumerwartungswertenstets gleich viele  ̂ wie  ̂ auftreten. Auf der rechten Seite von Gl.(1.58) fallen alle Kontraktionenvon  ̂0 mit  ̂0 bzw  ̂0 mit  ̂0 automatisch heraus.Schlie�lich stellen Ausdr�ucke, die sowohl aus freien Fermion- als auch aus freien Boson-Operatoren aufgebaut sind, kein zus�atzliches Problem dar, weil die Erwartungswerte faktori-sieren, < 0 j T  ̂0(1)::: ̂0(2n)Â0(1):::Â0(p) j 0 > = < 0 j T  ̂0(1)::: ̂0(2n) j 0 > (1.60)� < 0 j TÂ0(1):::Â0(p) j 0 > :Das ergibt sich aus der Formulierung des Wick'schen Theorems f�ur beliebige Feldoperatoren(Fermionen und Bosonen �au�ern sich ja nur im Vorzeichen) und Verwendung von< 0 j T  ̂0(1)Â0(2) j 0 > = 0 : (1.61)Damit steht das ben�otigte Werkzeug zur Auswertung von Gl.(1.45) zur Verf�ugung.Abschlie�end soll noch angemerkt werden, da� Kontraktionen von zueinander normalge-ordneten Feldoperatoren verschwinden, weil< 0 j T :  ̂0(1) ̂0(2) :j 0 > = < 0 j:  ̂0(1) ̂0(2) :j 0 > = 0 (1.62)gilt. 20



1.5.3 Feynman-RegelnJetzt soll der Ausgangspunkt unserer �Uberlegungen weiter verfolgt werden. Betrachtet manetwa den Z�ahler von Gl.(1.45),1Xn=0 (�ie)nn! Z d4u1:::d4u1 < 0 j T  ̂0(x1):: ̂0(y1)::Â0�1(z1):: :  ̂0(u1)Â=0(u1) ̂0(u1) : ::: j 0 > ;so kann man all die Kontraktionen abspalten, bei denen einige der :  ̂0(ui)Â=0(ui) ̂0(ui) :unter sich kontrahiert sind, ohne da� in irgendeiner Form ein Anschlu� an einen der �au�erenFeldoperatoren besteht: Angenommen, k der ui seien in irgendeiner Weise an die xj; yl oderzm gekoppelt, die verbleibenden n� k dagegen auschlie�lich untereinander kontrahiert. Danngibt es dazu bei jeder gegebenen Gesamtkontraktion aller ui genau nk !M�oglichkeiten, S�atze von k der ui aus den n vorliegenden auszuw�ahlen und mit diesen k dieKontraktionen mit den xj; yl und zm zu bilden und mit dem Rest der ui den losgel�osten Teilder Gesamtkontraktion. Alle diese M�oglichkeiten sind gleichwertig, da �uber die ui integriertwird. Nat�urlich ist k beliebig zwischen 0 und n. Man erh�alt so1Xn=0 (�ie)nn! Z d4u1:::d4u1 < 0 j T  ̂0(x1):: ̂0(y1)::Â0�1(z1):: :  ̂0(u1)Â=0(u1) ̂0(u1) : ::: j 0 >= 1Xn=0 (�ie)nn! Z d4u1:::d4u1 nXk=0 n!(n� k)!k! < 0 j T  ̂0(x1):: ̂0(y1)::Â0�1(z1):::  ̂0(u1)Â=0(u1) ̂0(u1) : ::: :  ̂0(uk)Â=0(uk) ̂0(uk) :j 0 >d� < 0 j T :  ̂0(uk+1)Â=0(uk+1) ̂0(uk+1) : ::: :  ̂0(un)Â=0(un) ̂0(un) :j 0 >= < 0 j T  ̂0(x1):: ̂0(y1)::Â0�1(z1)::expf�ie Z d4u :  ̂0(u)Â=0(u) ̂0(u) :g j 0 >d� < 0 j Texpf�ie Z d4u :  ̂0(u)Â=0(u) ̂0(u) :g j 0 > ;wobei der Index d sagen soll, da� in dem entsprechenden Erwartungswert nur solche Kontrak-tionen zu nehmen sind, bei denen alle :  ̂0(ui)Â=0(ui) ̂0(ui) : in irgeneiner Form mit einem�au�eren Feldoperator verbunden sind. Damit entf�allt der Nenner in Gl.(1.45) und man erh�altdie zentrale FormelG(2n;l)(x1; ::y1; ::z1; ::)= < 0 j T  ̂0(x1):: ̂0(y1)::Â0�1(z1)::expf�ie Z d4u :  ̂0(u)Â=0(u) ̂0(u) :g j 0 >d (1.63)= (�1)n(n�1)2 1Xk=0 (�ie)kk! Z d4u1:::d4uk X�12S2(n+k) sign(�1)�1 :::�k< 0 j T  ̂0(�(x1)) ̂0(�(y1)) j 0 > :::::: < 0 j T  ̂0(�(uk)) ̂0(�(uk)) j 0 >X�22Sl+k < 0 j TÂ0(�(z1))Â0(�(z2)) j 0 > :::::: < 0 j TÂ0(�(uk�1))Â0(�(uk)) j 0 > :21



Dabei sind die Spinor und Lorentz-Indices entsprechend summiert zu denken. Die Permu-tationen umfassen nur die wesentlich verschiedenen (siehe oben), von denen obendrein nurdie zu ber�ucksichtigen sind, bei denen alle Wechselwirkungsteile an mindestens einen �au�erenFeldoperator angeschlossen sind. Dabei ergeben sich je k! Kontraktionen, die sich nur in derAuswahl der ui unterscheiden. Da die ui nur Integrationsvariablen sind, kann man sie jederzeitumbenennen, soda� letztlich jede topologisch verschiedene Kontraktion gerade k!-mal auftritt.Daraus ergibt sich schlie�lichG(2n;l)(x1; ::y1; ::z1; ::) = (�1)n(n�1)2 1Xk=0(�ie)k Z d4u1:::d4uk X�12S2(n+k)sign(�1)�1 :::�k (1.64)< 0 j T  ̂0(�(x1)) ̂0(�(y1)) j 0 > :::::: < 0 j T  ̂0(�(uk)) ̂0(�(uk)) j 0 >X�22Sl+k < 0 j TÂ0(�(z1))Â0(�(z2)) j 0 > :::::: < 0 j TÂ0(�(uk�1))Â0(�(uk)) j 0 > ;wobei jetzt jede topologisch verschiedene Kontraktion nur einmal zu nehmen ist. Es sei nochangemerkt, da� der Vorfaktor (�1)n(n�1)2 konventionsbedingt ist. Er entsteht bei der Umord-nung der �au�eren Feldoperatoren,T h ̂0(x1) ̂0(x2):::  ̂0(y1) ̂0(y2)::: Â0(z1)Â0(z2)::: i= (�1)n(n�1)2 T h ̂0(x1) ̂0(y1) ̂0(x2) ̂0(y2)::: Â0(z1)Â0(z2)::: i :Aus diesen �Uberlegungen folgen nun die Feynman-Regeln der Quantenelektrodynamik. Sieberuhen auf der Grunderkenntnis, da� die Menge aller verschiedenen Kontraktionen graphischdarstellbar ist. Man ordnet dazu den Elementen des Wick'schen Theorems, also den freienPropagatoren zwischen zwei Orten und den Integrationen �uber Orte, gewisse graphische Ent-sprechungen zu. Mit diesen bildet man dann die Gesamtkontraktionen auf mehr oder wenigerkomplizierte Graphen ab.Im Ortsraum erh�alt man die Beitr�age zu beliebigen Greensfunktionen aus den folgendenFeynman-Regeln:1. Ordne jedem Fermion-Propagator eine gerade gerichtete Linie zu:y - x = < 0 j T  ̂0(x) ̂0(y) j 0 > = G0(x� y) = iZ d4p(2�)4 e�ip(x�y) p= +mp2 �m2 + i�(1.65)Die Linie entspricht einem von y nach x laufenden freien Elektron.2. Ordne jedem Boson-Propagator eine geschl�angelte, nicht gerichtete Linie zu:y; � ���������������� x; � = < 0 j TÂ0;�(x)Â0;�(y) j 0 > = D0��(x� y) (1.66)= Z d4k(2�)4 e�ik(x�y)" �ig��k2 � �2 + i� + 1� �� �ik�k�(k2 � �2 + i�)(k2 � �2� + i�)#22



Die Photon-Linie ist ungerichtet, weil der Propagator sich bei Vertauschung der Argu-mente und Indices nicht �andert,D0��(x� y) = D0��(x� y) = D0�� (y � x) = D0��(y � x) : (1.67)Sie entspricht einem von y nach x propagierenden freien Photon.3. Ordne jedem der inneren Raum-Zeit-Punkte ui einen Punkt (Vertex) zu:r���������@�R� ��u = �ie��� (1.68)Der Faktor resultiert aus dem Vorfaktor der Wechselwirkungs-Lagrangedichte. In einemVertex enden stets zwei Fermion-Linien (eine einlaufende und eine auslaufende) sowieeine Boson-Linie.4. Summiere �uber alle inneren Spinor- und Lorentz-Indices und integriere �uber alle innerenRaum-Zeit-Punkte.5. Ordne jedem Elektron-Loop (siehe unten) in einem Graphen ein Minuszeichen zu. Au-�erdem treten je nach De�nition der zu berechnenden Funktion globale Vorzeichen auf.6. Zeichne zu einem gegebenen Satz von �au�eren Linien, die aus den Kontraktionen der ̂0(xi);  ̂0(yi) und Â0(zi) mit inneren Feldoperatoren resultieren, alle topologisch ver-schiedenen Graphen mit der gew�unschten Zahl von Vertices (sie entspricht der Ordnungder Greensfunktion).Nun soll zun�achst der Begri� Elektron-Loop gekl�art werden. Man bezeichnet eine Kontrak-tion von mehreren innerenWechselwirkungs-Lagrangedichten dann als Loop, wenn sich aus denaufeinanderfolgenden Propagatoren ein Ring bilden l�a�t, der nur �uber Photon-Linien mit demRest des Diagramms zusammenh�angt. Man hat also den folgenden Satz von Feldoperatoren,:::h ̂0(u1) ̂0(u1):::::: ̂0(un) ̂0(un)i:::untereinander zu einem Ring zu kontrahieren. Dazu ist immer eine ungerade Zahl von Per-mutationen der Operatoren n�otig. Man kann zum Beispiel  ̂0(u1) an allen anderen 2n � 1Operatoren vorbeiziehen,:::h ̂0(u1) ̂0(u2):::::: ̂0(un) ̂0(un) ̂0(u1)i::: :Kontrahiert man jetzt die benachbarten Feldoperatoren und erzeugt so einen Loop, hat diezugeh�orige Permutation ein negatives Vorzeichen.Die h�au�ger anzutre�ende Form der Feynman-Regeln ist die Impulsraum-Form. Hier solldie allgemeine Konvention f�ur die Fourier-Transformation,G(x1; ::y1; ::z1; ::) = Z d4p1(2�)4 ::: d4pn(2�)4 Z d4q1(2�)4 ::: d4qn(2�)4 Z d4k1(2�)4 ::: d4kl(2�)4 (1.69)expf�i nXj=1(pjxj � qjyj) + i lXr=1 krzrgG(p1; ::q1; ::k1; ::) ;23



mit der zugeh�origen R�ucktransformation,G(p1; ::q1; ::k1; ::) = Z d4x1:::d4xn Z d4y1:::d4yn Z d4z1:::d4zl (1.70)expfi nXj=1(pjxj � qjyj)� i lXr=1 krzrgG(x1; ::y1; ::z1; ::) ;verwendet werden. Dann kann man sich �uberlegen, was an einem Vertex geschieht: Nach denFeynman-Regeln im Ortsraum ergibt sich an jedem Vertex die folgende Struktur,r���������@�R� �p q�k = (�ie) Z d4u Z d4p(2�)4 Z d4q(2�)4 Z d4k(2�)4expf�ip(u� y)� iq(x� u)� ik(u� z)gD0��(k)G(p)�G(q)= (�ie) Z d4p(2�)4 Z d4q(2�)4 Z d4k(2�)4 (2�)4�(4)(p � q + k)D0��(k)G(p)�G(q) :Diese Struktur entsteht sowohl an Vertices, an denen nur innere Linien anschlie�en, als auchan solchen mit �au�eren Linien. Es resultiert daher an jedem Vertex eine Viererdeltafunktion,die die Impulserhaltung sicherstellt. Dabei ergibt sich auch eine �-Funktion, die die �Uber-Alles-Impulserhaltung eines Graphen (bzw einer ganzen Greensfunktion) garantiert. Diese erkenntman zum Beispiel beim Vergleich der freien Propagatoren Gl.(1.65,1.66) mit der obigen all-gemeinen Fourier-Darstellung, Gl.(1.69). Eine der Impulsintegrationen ist auf Grund der Im-pulserhaltung weggefallen. Daraus liest man sehr direkt die Feynman-Regeln im Impulsraumab:1. Ordne jedem Fermion-Propagator eine gerade gerichtete Linie zu:p - p = G0(p) = i p= +mp2 �m2 + i� (1.71)Die Linie entspricht einem freien Elektron mit Impuls p� .2. Ordne jedem Boson-Propagator eine geschl�angelte, nicht gerichtete Linie zu:k; � ����������������k; � = D0�� (k) = " �ig��k2 � �2 + i� + 1� �� �ik�k�(k2 � �2 + i�)(k2 � �2� + i�)# (1.72)Die Photon-Linie ist ungerichtet, weil der Propagator sich bei Vertauschung der Argu-mente und Indices nicht �andert,D0��(k) = D0��(k) = D0��(�k) = D0��(�k) : (1.73)Sie entspricht der Propagation eines freien Photons mit Impuls k� .3. Ordne jedem Vertex eine impulserhaltende �-Funktion zu:r���������@�R� �p q�k = �ie���(2�)4�(4)(p� q + k) (1.74)24



4. Summiere �uber alle inneren Spinor- und Lorentz-Indices und integriere �uber alle innerenImpulse.5. Ordne jedem Elektron-Loop in einem Graphen ein Minuszeichen zu. Au�erdem treten jenach De�nition der zu berechnenden Funktion globale Vorzeichen auf.6. Zeichne zu einem gegebenen Satz von �au�eren Linien alle topologisch verschiedenen Gra-phen mit der gew�unschten Zahl von Vertices.Abschlie�end sollen diese Regeln noch an einem einfachen Beispiel vorgef�uhrt werden. Dazu�ubersetzen wir einen einfachen Loop:���������������� �-&%'$r r�����������������1 �1 �2 �2k1 k2qp�1�2 �1�2= �(�ie)2D0�1�1(k1)D0�2�2(k2)Z d4p(2�)4 Z d4q(2�)4G0�1�1(p)�2�1�2G0�2�2(q)�1�2�1(2�)4�(4)(k1 � p + q)(2�)4�(4)(k2 + p� q)= e2D0�1�1(k1)D0�2�2(k2)Z d4p(2�)4 Z d4q(2�)4 trhG0(p)�1G0(q)�2i(2�)4�(4)(k1 � k2)(2�)4�(4)(k1 � p+ q)= e2D0�1�1(k1)D0�2�2(k2)(2�)4�(4)(k1 � k2)Z d4p(2�)4 trhG0(p)�1G0(p� k)�2iAuch hier stellt sich automatisch die Impulserhaltung k1 = k2 ein. Diese globale Impulserhal-tung wird im weiteren (fast) immer weggelassen werden.1.6 Klassi�kationen, IntegralgleichungenMit den im letzten Abschnitt entwickelten Feynman-Regeln ist es im Prinzip m�oglich, dieverschiedensten Greensfunktionen bis zu beliebiger Ordnung in st�orungstheoretischer Formanzugeben. Die mit der Ordnung schnell wachsende Vielfalt und Komplexit�at der Diagrammemacht jedoch sofort klar, da� eine explizite Berechnung der entsprechenden Feynman-Integralenur in den niedrigsten Ordnungen durchf�uhrbar sein wird. Betrachtet man etwa die Beitr�agezum Elektron-Propagator,����G = 6 + ��6rr������������66 + ��6rr������������ ����������rr66 + ��6rr���������� ��6rr����������666 + rr����������������? 6���rr666 + ����rrrr������������66?666 + ... (1.75)25



so sehen bereits einige Beitr�age zweiter Ordnung relativ kompliziert aus. Andererseits stelltman aber fest, da� sich gewisse Grundstrukturen in den verschiedenen Graphen wiederho-len. Das legt es nahe, die gesamte Menge der auftretenden Graphen nach gewissen Kriterienzu klassi�zieren, insbesondere um sich wiederholende Typen von Teilgraphen (Subgraphen)zusammenzufassen.Die �ublicheKlassi�kation von Greensfunktionen soll nun amBeispiel der 2-Teilchen-Greens-funktion G(4;0), G(4;0)(x1; x2; y1; y2) = < 0 j T  ̂(x1) ̂(x2) ̂(y1) ̂(y2) j 0 > (1.76)vorgef�uhrt werden. Sie eignet sich daf�ur besonders, da sie die einfachste Greensfunktion ist,bei der alle Unterscheidungen auch tats�achlich zur Aufteilung der diagrammatischen Beitr�agef�uhren.Um die nachfolgende Klassi�kation besonders anschaulich zu machen, sind in Gl.(1.78) zu-n�achst einmal eine Reihe von Graphen niedriger Ordnung aufgef�uhrt, an denen die Einteilungenunmittelbar eingesehen werden k�onnen.
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G(4;0) = � 6 6 + 6 6 + ��6rr������������66 6 + ��6rr������������ ��6rr���������� ��6rr����������66 666 +...
� ����������������r r6 66 6 + ����������������r r6 66 6 + r r���������������� ��6rr���������� ��6rr����������66 66 + r����������������rrr����������������? 6���rr6 66 6 +...
+ ����������������@@��rr r����������������r6 66 6I� + 66? 6���rr����������������@@@���I�rr r��������r rr@@��I� ����������������66 + 66r���������-���r r��������r rr@@��I� ����������������66 +...

q1 q2 q1 q2 q1 q2
q1 q2 q1 q2

p1 p2 p1 p2 p2 p1
p1 p2 p2 p1Typ I

Typ II
Typ III+ ��������������������������������6 66 66 6rr rr + ������������������������������������������������6 66 66 66 6rrr rrr + rr rr rrrr����������������������������������������666 666 + ...Typ IV (1.77)27



In der gew�ahlten Impulsdarstellung beschreibt G(4;0) die Streuung zweier mit den Impulsen q1und q2 einlaufender Teilchen (vgl. Reduktionsformel (1.52) in Kapitel 1.5). Nach dem Streupro-ze� laufen zwei Teilchen mit den Impulsen p1 und p2 aus. Dabei gilt nat�urlich Impulserhaltung,p1 + p2 = q1 + q2 ;die sich in einer �-Funktion manifestiert. An einer Reihe von Graphen in Gl.(1.77) sind die�au�eren Impulse explizit aufgef�uhrt. Damit soll klargestellt werden, da� jeder topologisch ver-schiedene Graph mit zwei eingehenden und zwei ausgehenden Linien gerade zweimal auftritt,wobei in den beiden F�allen die ausgehenden Impulse genau vertauscht sind. Die dazu bei derAuswertung mit dem Wick'schen Theorem n�otigen Kontraktionen f�uhren auf ein relatives Mi-nuszeichen, welches in niedrigster Ordnung unmittelbar klar wird. Entwicklung von Gl.(1.76)nach freien Feldoperatoren f�uhrt aufG(4;0)(x1; x2; y1; y2) = 1Xn=0 (�ie)nn! Z d4u1::: Z d4un (1.78)< 0 j T  ̂0(x1) ̂0(x2) ̂0(y1) ̂0(y2) :  ̂0(u1)Â=0(u1) ̂0(u1) : ::: :  ̂0(un)Â=0(un) ̂0(un) :j 0 >d :Auswertung mit dem Wick'schen Theorem ergibt in niedrigster OrdnungG(4;0)(x1; x2; y1; y2) = < 0 j T  ̂0(x1) ̂0(x2) ̂0(y1) ̂0(y2) j 0 > +:::= � < 0 j T  ̂0(x1) ̂0(y1) j 0 >< 0 j T  ̂0(x2) ̂0(y2) j 0 > (1.79)+ < 0 j T  ̂0(x1) ̂0(y2) j 0 >< 0 j T  ̂0(x2) ̂0(y1) j 0 > +::: ;wobei das Minuszeichen aus der ungeraden Permutation resultiert, die im ersten Fall f�ur dasVorbeiziehen von  ̂0(y1) an  ̂0(x2) n�otig ist.Betrachtet man die Graphen vom Typ I, erkennt man sofort, da� es sich bei ihnen umdie unabh�angige Propagation von zwei Teilchen handelt. Beide wechselwirken mit dem Strah-lungsfeld, aber nicht untereinander. Es gilt daher f�ur beide getrennt Impulserhaltung, d.h. jenachdem, ob  ̂0(y1) letztlich mit  ̂0(x1) oder mit  ̂0(x2) kontrahiert wird, gilt p1 = q1; p2 = q2oder p1 = q2; p2 = q1. Man erh�alt genau die Graphen von zwei 1-Teilchen-Propagatoren. Esliegt daher nahe, all diese Diagramme in eine Klasse zusammenzufassen. Man nennt sie unzu-sammenh�angend, weil nicht jede �au�ere Linie auf irgendeine Weise mit jeder anderen �au�erenLinie verbunden ist. Da� bei dieser Klassi�kation gerade das Produkt zweier voll wechselwir-kender Greensfunktionen entsteht, kann man wieder �uber das Wick'sche Theorem zeigen. InGl.(1.78) separiert man in der n-ten Ordnung all die Kontraktionen, bei denen  ̂0(y1) letztlichmit  ̂0(x1) aber �uber keine innere Linie mit  ̂0(x2) verbunden ist, ab. In dem Erwartungswert< 0 j T  ̂0(x1) ̂0(x2) ̂0(y1) ̂0(y2) :  ̂0(u1)Â=0(u1) ̂0(u1) : ::: :  ̂0(un)Â=0(un) ̂0(un) :j 0 >dgibt es gerade  nk !M�oglichkeiten, das Paar  ̂0(y1);  ̂0(x1) mit k der :  ̂0(ui)Â=0(ui) ̂0(ui) : zu verbinden, da alleAuswahlen von k Wechselwirkungs-Lagrangians aus den n vorliegenden m�oglich und gleichwer-tig sind. Durch entsprechende Umbenennung der Integrationsvariablen ui gehen sie ineinander28



�uber. Man erh�alt daherG(4;0)(x1; x2; y1; y2) = 1Xn=0 (�ie)nn! Z d4u1::: Z d4un (1.80)(� nXk=0 nk ! < 0 j T  ̂0(x1) ̂0(y1) :  ̂0(u1)Â=0(u1) ̂0(u1) : ::: :  ̂0(uk)Â=0(uk) ̂0(uk) :j 0 >d� < 0 j T  ̂0(x2) ̂0(y2) :  ̂0(uk+1)Â=0(uk+1) ̂0(uk+1) : ::: :  ̂0(un)Â=0(un) ̂0(un) :j 0 >d+ nXk=0 nk ! < 0 j T  ̂0(x1) ̂0(y2) :  ̂0(u1)Â=0(u1) ̂0(u1) : ::: :  ̂0(uk)Â=0(uk) ̂0(uk) :j 0 >d� < 0 j T  ̂0(x2) ̂0(y1) :  ̂0(uk+1)Â=0(uk+1) ̂0(uk+1) : ::: :  ̂0(un)Â=0(un) ̂0(un) :j 0 >d+ < 0 j T  ̂0(x1) ̂0(x2) ̂0(y1) ̂0(y2) :  ̂0(u1)Â=0(u1) ̂0(u1) : ::: :  ̂0(un)Â=0(un) ̂0(un) :j 0 >c);wobei die analogen unzusammenh�angenden Kontraktionen von  ̂0(y1) mit  ̂0(x2) ebenfalls ab-gespalten wurden. Das Vorzeichen der entsprechenden Terme ist identisch mit dem in nullterOrdnung, Gl.(1.79), da die Vertauschung von :  ̂0(ui)Â=0(ui) ̂0(ui) : mit einem beliebigen an-deren Operator unter der Zeitordnung stets ein positives Vorzeichen ergibt. Das Symbol j 0 >cbedeutet, da� bei der Auswertung des Erwartungswertes nur zusammenh�angende (connected)Diagramme zu ber�ucksichtigen sind. Man kann die so entstandenen Produkte wieder resum-mieren und erh�alt in graphischer FormG(4;0) = ����G ����G � ����G ����G + G(4;0)cq1 q2 q1 q2 q1 q2 q1 q2p1 p2 p2 p1 p1 p2 p1 p2 . (1.81)G(4;0)c bezeichnet man als die zusammenh�angende 2-Teilchen-Greensfunktion. Sie enth�alt alsogerade die Graphen vom Typ I nicht mehr.Betrachtet man nun die Graphen vom Typ II in Gl.(1.78), so erkennt man, da� sie stetsnur eine Wechselwirkungslinie enthalten. Sie unterscheiden sich nur durch Modi�kationen derein- und auslaufenden Linien. All diese Graphen sollen als n�achstes zusammengefa�t werden.So entspricht die Menge der Graphen vom Typ II gerade����G����G��������������������G����Gr r .29



Es laufen also mit dem Strahlungsfeld wechselwirkende Teilchen ein und aus, w�ahrenddie eigentliche Wechselwirkung untereinander hier nur im Austausch eines Photons besteht.Diese Abspaltung von vollen wechselwirkenden 1-Teichen-Propagatoren an den �au�eren Endennimmt man ganz allgemein vor. Man bezeichnet ein Diagramm bzw die entsprechende Greens-funktion als beschnitten (truncated), falls an allen �au�eren Enden kein 1-Teilchen-Subgraph(d.h. ein Graph, der zum Elektron- oder Photon-Propagator beitr�agt) mehr abgetrennt werdenkann. Im Falle einer reinen Elektron-Greensfunktion wie G(4;0)c ist das zu der Aussage �aqui-valent, da� beim Zerschneiden einer beliebigen Elektron-Linie eines Diagramms dieses nichtin zwei Teile zerf�allt. Diese De�nition tri�t bei reinen Photon-Greensfunktionen oder gar ge-mischten Greensfunktionen nat�urlich nicht mehr zu und sollte daher nicht verwendet werden.Die daraus resultierende Greensfunktion G(2n;l)c;tr nennt man (2n; l)-Punkt-Funktion, da sie an-stelle der urspr�unglichen �au�eren Linien �au�ere Vertices als Anschl�usse besitzt. In unseremFall ergibt sich G(4;0)c = ����G����Gss ssG(4;0)c;tr����G����G . (1.82)Da� diese Gleichung auch was Faktoren und Vorzeichen anbetri�t korrekt ist, kann man wieder�uber das Wick'scheTheorem einsehen. Darauf soll hier aber verzichtetwerden. Das schon fr�uherbenutzte Schema wiederholt sich dabei nur. F�ur die in Gl(1.78) aufgef�uhrten Graphen ben�otigtman von G(4;0)c;tr die Diagrammess ssG(4;0)c;tr = ����������������s s + ����������������@@��ss r����������������s + s����������������r ss@@�� ���������������� + ����������������@@��ss r����������������r ss@@�� ����������������+ ? 6���rr����������������@@@���ss r����������������r ss@@�� ���������������� + ss ss�������������������������������� + ss rr srrs�������������������������������������������������������� + srs srs������������������������������������������������ + ... .(1.83)Hier wurden, wie es auch im weiteren verwendet werden soll, die �au�eren Anschl�usse als dickePunkte dargestellt im Gegensatz zu inneren Vertices.30



Die Graphen vom Typ III unterscheiden sich vom Typ II einerseits dadurch, da� bei ihnendie zentrale Photon-Linie nicht einfach �uber einen puren Vertex an die Elektron-Linien ange-koppelt ist. Die Vertexstruktur ist komplizierter und au�erdem k�onnen auch virtuelle Elektron-Positron-Paare bei der Propagation des Wechselwirkungs-Photons als Zwischenzust�ande gebil-det werden. Allerdings erfolgt die Wechselwirkung letztlich doch �uber eine einzige wechselwir-kende Photon-Linie. Das f�uhrt auf die letzte Klassi�kation: Graphen, die beim Zerschneideneiner beliebigen inneren Linie in zwei unverbundene Teile zerfallen, nennt man reduzibel. DieDiagramme vom Typ III sind daher reduzibel, die vom Typ IV dagegen irreduzibel.An dieser Stelle soll nicht unerw�ahnt bleiben, da� diese De�nition nicht generell so ge-tro�en wird. Zum einen kann man Irreduzibilit�at bez�uglich Zerschneiden von Elektron- undPhoton-Linien unterscheiden.Andererseits ist es h�au�g n�utzlich (speziell imFall der 2-Teilchen-Greensfunktion), eine wesentlich verschiedene De�nition von Irreduzibilit�at einzuf�uhren. Da-bei nennt man Graphen reduzibel, wenn das Diagramm als Zwischenzustand im Laufe derPropagation gerade zwei Elektron-Propagatoren enth�alt, deren Impulssumme genau der dereinlaufenden Elektronen entspricht. Nach dieser De�nition w�aren alle Diagramme vom Typ IVreduzibel, der Typ III dagegen irreduzibel. Allgemein ist eine Funktion in diesem Sinne dannreduzibel, wenn sie sich wie in Gl.(1.84) darstellen l�a�t,rrrr rrrr666 666AB k1 + k2 = p1 + p2 = q1 + q2q1 q2p1 p2 . (1.84)F�ur die Diskussion der Renormierung einer relativistischen Quantenfeldtheorie ist die obengew�ahlte De�nition aber sinnvoller. Man erh�alt so als Darstellung der 4-Punkt-Funktion:ss ssG(4;0)c;tr = ss����s�(2;1) ������������D �������� ss����s�(2;1) � ss����s�(2;1) ������������D �������� ss����s�(2;1) + ss ss�(4;0)q1 q2 q1 q2 q1 q2 q1 q2p1 p2 p2 p1 p1 p2 p1 p2(1.85)Die Funktionen �(2n;l) bezeichnet man als irreduzible (2n; l)-Funktionen. Zu unseren Graphenaus Gl.(1.83) tragen die folgenden Diagramme von �(2;1) und �(4;0) bei:31



ss����s�(2;1) = s + ����������������@@��ss s + ? 6���rr����������������@@@���ss s + ...ss ss�(4;0)q1p1 q2p2 = ss ssq1p2 q2p1�������������������������������� � ss ssq1p1 q2p2�������������������������������� + ss ss�������������������������������������������������������� + ss ss������������������������������������������������ + ...W�ahrend bei den reduziblen Teilen von G(4;0)c;tr die Graphen, die durch Vertauschung der Aus-gangsimpulse entstehen, jetzt explizit auftreten, beinhaltet die irreduzible 4-Punkt-Funktionnoch beide Klassen mit dem entsprechenden Vorzeichen.Anschlie�end sollen noch die Relationen zwischen den verschiedenen Funktionen f�ur die3-Punkt-Funktion angegeben werden:@�������������G(2;1) = @�������������G(2;1)c = ss����sG(2;1)c;tr@@����@@G��������G ������������D ��������ss����sG(2;1)c;tr = ss����s�(2;1) (1.86)
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Kapitel 2Der Photon-Propagator: 1.TeilIn diesem Kapitel soll die einfachste Greensfunktion, der Photon-Propagator, etwas n�aheruntersucht werden. Dazu wird er zun�achst mit Hilfe der Dyson-Gleichung durch seinen irredu-ziblen Kern, die irreduzible (0,2)-Punkt-Funktion (Vakuumpolarisation genannt) dargestellt.Anschlie�end wird eine alternative Darstellung �uber die (2,1)-Punkt-Funktion abgeleitet, dieinsbesondere im Hinblick auf die Diskussion von Ward-Identit�aten ben�otigt wird. Au�erdemverdeutlicht das dabei verwendete Vorgehen noch einmal die Behandlung von Integralgleichun-gen mit dem Wick'schen Theorem.2.1 Die Dyson-GleichungNach den allgemeinen Betrachtungen von Kapitel 1.6 soll jetzt die einfachste Greensfunktion,der Photon-Propagator, etwas n�aher untersucht werden. Zun�achst ist diese Greensfunktionselbstverst�andlich zusammenh�angend,G(0;2)c;�� = G(0;2)�� � D�� ;da der Vakuumerwartungswert eines einzelnen Photon-Operators verschwindet,< 0 j Â�(x) j 0 > = 0 :Ein einlaufendes Photon kann nicht spurlos absorbiert werden. Sein Vierer-Impuls mu� inirgendeiner Form erhalten bleiben. Das Abspalten von zwei vollen Photon-Propagatoren anden beiden �au�eren Enden ist in diesem Fall de�niert auch hier die reduzible (0,2)-Punkt-Funktion, die dann einfach dem inversen Photon-Propagator entspricht,D�1�� = G(0;2)c;tr :Die irreduzible (0,2)-Punkt-Funktion �(0;2) ist wieder der Kern von G(0;2)c;tr . Um die Relationzwischen den beiden Funktionen zu untersuchen, betrachtet man am besten wieder einigeDiagramme niedriger Ordnung des Photon-Propagators,33



������������D �������� = ���������������� + ���������������� �-����r r���������������� + ���������������� �-����r r���������������� �-����r r����������������+ ���������������� �-����r r�������������������������� + ���������������� �-����r r�������������������������� + �����������������I 	R����r r������������ ����������������+ ���������������� �-����r r���������������� �-����r r�������������������������� + ... . (2.1)Wie im Fall des Elektron-Propagators, Gl.(1.75), wiederholen sich in D�� bestimmte Grund-graphen beliebig oft. Sie sind jeweils �uber eine freie Photon-Linie miteinander verbunden.Die Menge aller dieser Diagramme erh�alt man, wenn man fordert, da� die zugeh�origen Gra-phen irreduzibel sein sollen. Da beim Photon-Propagator aus Gr�unden der Ladungserhaltungkeine einzelne Fermion-Linie auftreten kann, betri�t die Irreduzibilit�at hier nur das Durch-schneiden von Photon-Linien. Die so entstehenden Funktionen sind genau die irreduziblen2-Punkt-Funktionen �(0;2)�� , die im weiteren mit !�� bezeichnet werden sollen,������������D �������� = ���������������� + ���������������������(0;2)s s���������������� + ���������������������(0;2)s s���������������������(0;2)s s���������������� + ...= ���������������� + ���������������������(0;2)s s������������D �������� . (2.2)Dabei wurde in der zweiten Zeile benutzt, da� sich nach dem ersten Polarisationseinschub diegesamte Struktur wiederholt. Man nennt diese Relation die Dyson-Gleichung f�ur den Photon-Propagator. Die analytische �Ubersetzung von Gl.(2.1,2.2) im Impulsraum lautetD��(k) = D0��(k) +D0��(k)�e2Z d4p(2�)4 tr[G(p + k)�G(p)� ]�D0��(k) + :::= D0��1(k) 1Xn=0 !�1�1(k)D0�1�2(k)::: !�n�n(k)D0�n�(k) (2.3)= D0��(k) +D0��(k)!��(k)D��(k) :Die Reihe (2.3) sieht fast wie eine geometrische Reihe aus. Lediglich die Tensorindices erlaubenzun�achst keine explizite Resummation. W�ahrend die Tensorstruktur von D0�� bekannt undrelativ einfach ist,D0��(k) = � i�g�� + 1 � �� k�k�k2 � �2� + i�� 1k2 � �2 + i� ; (2.4)34



wissen wir bis jetzt noch nichts �uber die von !��(k). Die einzigen Lorentz-Tensoren, die zumAufbau von !��(k) zur Verf�ugung stehen, sind g�� und k�k� . Andere Lorentz-Vektoren als k�treten nicht auf. Daher kann !��(k) nur die Form!�� = !1(k2)g�� + !2(k2)k�k�haben. Aus Gr�unden der Eichinvarianz mu�, wie im n�achsten Kapitel gezeigt werden wird,aber k�!��(k) = k�!��(k) = 0gelten, was sofort auf !1(k2) = �k2!2(k2)f�uhrt. Daher hat !��(k) die Tensorstruktur!�� = �i(g��k2 � k�k�)!(k2) : (2.5)Das Herausziehen des Faktors �i ist reine Konvention. Der Tensorfaktor erf�ullt wie gew�unschtk�(g��k2 � k�k�) = k�(g��k2 � k�k�) = 0 :Er ist eine Konsequenz der Transversalit�at des Photon-Feldes.Damit l�a�t sich die Dyson-Reihe f�ur den Photon-Propagator resummieren:1. Feynman-Eichung:In diesem Fall erh�alt manD��(k) = �i g��k2��2�i g��1k2��2 � (�i)2�g�1�1 � k�1k�1k2 �k2!(k2) g�1�k2 � �2+(�i)4�g�1�1 � k�1k�1k2 �g�1�2�g�2�2 � k�2k�2k2 �g�2��k2!(k2)k2 � �2 �2+::: � :Jetzt benutzt man, da� sich der Tensorfaktor nur stets selbst reproduziert,(g �� � k�k�k2 )(g �� � k�k�k2 ) = (g �� � k�k�k2 ) :Beliebige h�au�ge Wiederholungen des Tensorfaktors lassen sich daher auf einen einzelnenkontrahieren,D��(k) = �ig��k2 � �2 + i� + �ik2 � �2 + i��g�� � k�k�k2 � 1Xn=1�� k2!(k2)k2 � �2 + i��n= �i k�k�k2(k2 � �2 + i�) + �ik2 � �2 + i��g�� � k�k�k2 � 1Xn=0�� k2!(k2)k2 � �2 + i��n :Nun verwendet man die Resummation der geometrischen Reihe,1Xn=0 xn = 11� x j x j< 1 ;35



die wegen � = e24� = 1137:0::: legitim sein sollte. Somit ergibt sich schlie�lich f�ur denPhoton-Propagator in Feynman-Eichung,DF��(k) = �i k�k�k2(k2 � �2 + i�) � i�g�� � k�k�k2 � 1k2(1 + !(k2))� �2 + i� : (2.6)2. Landau-Eichung:Hier besitzt D0��(k) die gleiche Tensorstruktur wie !�� (k), was die Resummation nocheinfacher macht,DL��(k) = �i�g�� � k�k�k2 � 1k2(1 + !(k2))� �2 + i� : (2.7)3. Allgemein erh�alt manD��(k) = �i k�k�k2(�k2 � �2 + i�) � i�g�� � k�k�k2 � 1k2(1 + !(k2))� �2 + i� : (2.8)Dabei ist zu beachten, da� in !(k2) auch � noch eingeht.Verschiedene Eichungen unterscheiden sich also in einem Term proportional k�k� von niedrig-ster Ordnung in �. Dieser Term f�uhrt aber nicht auf unterschiedliche physikalische Aussagen,weil der Photon-Propagator immer nur als Wechselwirkung zwischen zwei erhaltenen Str�omen,@�j�(x) = 0 ) k�j�(k) = 0 ;auftritt, j�(k)D�� (k)j�(k) ;bzw graphisch, M�BBBB ���� ������������D ������������BBBB�M ,wie etwa bei der Elektron-Elektron-Streuung. Daher tragen alle Anteile proportional k�k� inD��(k) nichts zu Erwartungswerten bei.Den inversen Photon-Propagator berechnet man aus Gl.(2.8) zuD�1�� (k) = ih�k2g�� � k�k���1 + !(k2)�� �2g�� + �k�k�i : (2.9)Die reduzible (0,2)-Punkt-Funktion unterscheidet sich von der irreduziblen also nur um deninversen freien Propagator.Es sei an dieser Stelle aber angemerkt, da� man h�au�g noch eine andere Gr�o�e als redu-ziblen Polarisationseinschub bezeichnet, die hier ��� abgek�urzt werden soll,36



�����s s = �����(0;2)s s + �����(0;2)s s���������������������s s������������D �������� = ���������������� + ���������������������s s���������������� ,Sie stellt gerade den Photon-Propagator ohne die beiden �au�ersten freien Propagatoren dar.Als Vorarbeit zum Nachweis der Transversalit�at des irreduziblen Polarisationseinschubssoll jetzt eine Integraldarstellung f�ur den vollen Photon-Propagator hergeleitet werden.2.2 Alternative IntegralgleichungenAusgangspunkt der �Uberlegungen ist wieder die Entwicklung des vollen Propagators nachfreien Propagatoren im Sinne des Wick'schen Theorems,D��(x� y) = 1Xn=0 (�ie)nn! Z d4u1::Z d4un< 0 j TÂ0;�(x)Â0;�(y) :  ̂0(u1)Â=0(u1) ̂0(u1) : :: j 0 >d= D0��(x� y)+ 1Xm=0 (�ie)m+1(m+ 1)! Z d4u1::: Z d4um+1� < 0 j TÂ0;�(x)Â0;�(y) :  ̂0(u1)Â=0(u1) ̂0(u1) : ::: j 0 >d ;wobei in der zweiten Zeile die nullte Ordnung abgespalten und m = n � 1 substituiert wur-de. Bei der Auswertung des Vakuumerwartungswerts (m+1)-ter Ordnung wird Â0;�(x) mitirgendeinem der Â0;�i(ui) kontrahiert. Die zugeh�orige Wechselwirkungs-Lagrangedichte kannohne Vorzeichenwechsel nach vorn gezogen werden,D��(x� y) = D0��(x� y)+ 1Xm=0 (�ie)m+1(m+ 1)! Z d4u1::: Z d4um+1� < 0 j TÂ0�(x)Â0;�i(ui)Â0�(y) :  ̂0(ui)�i ̂0(ui) ::  ̂0(u1)::: j 0 >d ;da stets gleich zwei Fermionen-Operatoren kommutiert werden m�ussen. Es entsteht bei jederbeliebigen Kontraktion von Â0�(x) mit einem der Â0�i(ui) immer das gleiche Resultat, da mananschlie�end die ui als Integrationsvariablen wieder entsprechend umbenennen kann. Insge-samt gibt es also m + 1 gleiche Terme. W�ahlt man als Kontraktionspartner von Â0�(x) etwaÂ0�m+1(um+1), so ergibt sichD�� (x� y) = D0��(x� y)+ 1Xm=0 (�ie)m+1m! Z d4um+1 < 0 j TÂ0�(x)Â0�m+1(um+1) j 0 > Z d4u1::: Z d4um� < 0 j TÂ0�(y) :  ̂0(um+1)�m+1 ̂0(um+1) ::  ̂0(u1)::: j 0 >d :37



Mit z = um+1; � = �m+1 erh�alt man schlie�lichD��(x� y) = D0��(x� y)�ieZ d4z D0��(x� z) 1Xm=0 (�ie)mm! Z d4u1::: Z d4um� < 0 j TÂ0�(y) :  ̂0(z)� ̂0(z) ::  ̂0(u1)::: j 0 >d= D0��(x� y)� ieZ d4z D0��(x� z) < 0 j T :  ̂(z)� ̂(z) : Â�(y) j 0 > (2.10)= D0��(x� y) + iZ d4z D0��(x� z) < 0 j T ĵ�(z)Â�(y) j 0 > : (2.11)Bevor wir diese Gleichung weiter auswerten, soll noch eine weitere Darstellung f�ur denPhoton-Propagator festgehalten werden. Dazu bedient man sich der De�nition der von G(2;1),< 0 j T :  ̂(z)� ̂(z) : Â�(y) j 0 > = ��� limu!z < 0 j  ̂�(z)� ̂�(u)Â�(y) j 0 >= � ��� limu!zG(2;1)�;��(u; z; y) : (2.12)Dabei ist automatisch garantiert, da� die direkte Kontraktion von  ̂0(u) und  ̂0(z) nichtauftritt, da < 0 j Â�(y) j 0 > = 0gilt. Einsetzen in Gl.(2.10) ergibtD��(x� y) = D0��(x� y) + ie���Z d4z D0��(x� z) limu!zG(2;1)�;��(u; z; y) ; (2.13)bzw graphisch (die Loop-Regel erzeugt automatisch das fehlende Minuszeichen),������������D �������� = ���������������� + ����������������s��HH��������������G(2;1) .Unter Verwendung der Darstellung vonG(2;1) durch die irreduzible 3-Punkt-Funktion �(2;1),Gl.(1.86), erh�alt man weiter������������D �������� = ���������������� + ����������������s#"����G����G H�ss����s�(2;1) ������������D �������� .Durch Vergleich mit der Dyson-Gleichung,������������D �������� = ���������������� + ����������������s����s! ������������D �������� ,ergibt sich schlie�lich eine exakte Relation f�ur die irreduzible Vakuumpolarisation,38



s����s! = ss����s�(2;1)�H����G����G  !s .Nach diesem Einschub soll das eigentliche Problem weiter bearbeitet werden. Dazu di�e-renziert man Gl.(2.11) nach x,@�xD��(x� y) = @�xD0��(x� y) + iZ d4z h@�xD0��(x� z)i < 0 j T ĵ�(z)Â�(y) j 0 > :Nun benutzt man @�xD0��(x� z) = �@�zD0��(x� z) :Au�erdemwird im weiteren die Feynman-Eichung verwendet (die Landau-Eichung f�uhrt selbst-verst�andlich auf dasselbe Resultat, erschwert aber die �Uberlegung). Partielle Integration sowiedie Notation D0��(x� y) = g��D0(x� y)ergeben@�xD��(x� y) = @�xD0��(x� y) + iZ d4z D0(x� z)@z� < 0 j T ĵ�(z)Â�(y) j 0 > : (2.14)Der Ausdruck @z� < 0 j T ĵ�(z)Â�(y) j 0 >erinnert sofort an die Stromerhaltung,@z� < 0 j ĵ�(z) j 0 > = 0 :In dem vorliegenden Erwartungswert verhindert jedoch die Zeitordnung die direkte Verwen-dung der Stromerhaltungsrelation. Der Auswertung derartiger Erwartungswerte ist das n�achsteKapitel gewidmet, wozu wir die Betrachtung des Photon-Propagators erst einmal unterbrechen.
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Kapitel 3Eichinvarianz undWard-Takahashi-Identit�atenBereits im vorangegangenen Kapitel wurde eine besondere Eigenschaft der Vakuumpolari-sation, ihre Transversalit�at, zur Resummation der Dyson-Gleichung des Photon-Propagatorsbenutzt. Diese Eigenschaft ist ein Spezialfall von viel allgemeiner g�ultigen Relationen, denWard-Takahashi-Identit�aten. Diese sind eine Konsequenz der Stromerhaltung oder, �aquivalentdazu, der Eichinvarianz der Theorie. Da sie in einer Eichtheorie (wie etwa der QED) eine ganzzentrale Rolle spielen, sollen sie hier in aller Allgemeinheit abgeleitet werden. Danach werdendiese Identit�aten f�ur die drei wesentlichen F�alle, den Photon-Propagator, die Vertexkorrekturund die Photon-Photon-Streuamplitude explizit ausgewertet werden.3.1 Ward-Takahashi-Identit�atenIm letzten Kapitel waren wir auf das Problem gesto�en, die Divergenz eines Erwartungswertsdes Typs @�x < 0 j T ĵ�(x) ̂(x1) ̂(y1):::  ̂(xn) ̂(yn)Â�1(z1)::: Â�p(zp) j 0 > (3.1)zu berechnen, die sehr an die Stromerhaltung erinnert. Ausschreiben der Zeitordnung f�uhrtauf = @�xn < 0 j �(x0 � x01)�(x01 � y01)�(y01 � x02)::: ĵ�(x) ̂(x1) ̂(y1) ̂(x2)::: j 0 >+ < 0 j �(x01 � x0)�(x0 � y01)�(y01 � x02):::  ̂(x1)ĵ�(x) ̂(y1) ̂(x2)::: j 0 >+ < 0 j �(x01 � y01)�(y01 � x0)�(x0 � x02):::  ̂(x1) ̂(y1)ĵ�(x) ̂(x2)::: j 0 >+ :::� < 0 j �(x0 � y01)�(y01 � x01)�(x01 � x02)::: ĵ�(x) ̂(y1) ̂(x1) ̂(x2)::: j 0 >+ ::: o :In dieser Summe treten alle m�oglichen Zeitordnungen auf, d.h. zu jeder Plazierung von ĵ�(x) voroder nach einem beliebigen  ̂(xi) bzw  ̂(yi) gibt es einen vollen Satz von Zeitordnungen alleranderen Feldoperatoren. Benutzt man nun beim Ausf�uhren der Di�erentiation Stromerhaltung@�xĵ�(x) j 0 > = 0 (3.2)41



sowie @�x�(x0 � x0i ) = g�0�(x0 � x0i )@�x�(x0i � x0) = � g�0�(x0 � x0i ) ;erh�alt man= nXi=1 < 0 j T��(x0 � x0i )hĵ0(x);  ̂(xi)i ̂(yi) +  ̂(xi)�(x0 � y0i )hĵ0(x);  ̂(yi)i� ̂(x1) ̂(y1):: _̂ (xi) _̂ (yi)::  ̂(xn) ̂(yn)Â�1(z1)::: j 0 >+ pXi=1 < 0 j T�(x0� z0i )hĵ0(x); Â�i(zi)i ̂(x1)::  ̂(yn)Â�1(z1):: _̂A�i(zi):: Â�p(zp) j 0 > :Dabei sind die durchgestrichenen Operatoren wegzulassen. Die Zeitordnung setzt die Kommu-tatoren mit ĵ0(x) jeweils an die richtige Stelle: Es traten ja, mit dem Vorzeichen gem�a� derZeitordnung, alle Reihenfolgen auf. Jetzt verwendet man die Gleichzeitkommutatoren�(x0 � y0)hĵ0(x);  ̂(y)i = e  ̂(x)�(4)(x� y)�(x0 � y0)hĵ0(x);  ̂(y)i = � e  ̂(x)�(4)(x� y) (3.3)�(x0 � y0)hĵ0(x); Â�(y)i = 0 :In unserem Fall ergibt sich also�(x0 � x0i )hĵ0(x);  ̂(xi)i ̂(yi) = e  ̂(xi) ̂(yi)�(4)(x� xi)�(x0 � y0i ) ̂(xi)hĵ0(x);  ̂(yi)i = � e  ̂(xi) ̂(yi)�(4)(x� yi) ;was letztlich zu@�x < 0 j T ĵ�(x) ̂(x1) ̂(y1)::  ̂(xn) ̂(yn)Â�1(z1):: Â�p(zp) j 0 > (3.4)= e < 0 j T  ̂(x1) ̂(y1):: ̂(xn) ̂(yn)Â�1(z1)::Â�p(zp) j 0 > nXi=1 h�(4)(x� xi)� �(4)(x� yi)if�uhrt. Diese Relationen hei�en Ward-Takahashi-Identit�aten. Sie sind eine unmittelbare Folgeder Stromerhaltung bzw Eichinvarianz.3.2 Konsequenzen f�ur GreensfunktionenDie allgemeinen Ward-Takahashi-Identit�aten sollen jetzt f�ur die drei einfachsten F�alle ausge-wertet werden:n = 0 p = 1 Irreduzible Photon-2-Punkt-Funktion (Vakuumpolarisation)n = 1 p = 0 Irreduzible 3-Punkt-Funktion (Vertexkorrektur)n = 0 p = 3 Irreduzible Photon-4-Punkt-Funktion (Photon-Photon-Streuamplitude)42



3.2.1 VakuumpolarisationF�ur n = 0 und p = 1 lautet die Ward-Takahashi-Identit�at:@�x < 0 j T ĵ�(x)Â�(y) j 0 > = 0 (3.5)Einsetzen in Gl.(2.14) ergibt wie erho�t@�xD��(x� y) = @�xD0��(x� y) : (3.6)Analog erh�alt man nat�urlich auch@�yD��(x� y) = @�yD0��(x� y) : (3.7)Transformation in den Impulsraum,@�xZ d4k(2�)4 e�ik(x�y)D��(k) = �iZ d4k(2�)4 e�i(x�y)k�D��(k)= �iZ d4k(2�)4 e�i(x�y)k�D0��(k) ;hat zur Folge k�D��(k) = k�D0��(k) ; (3.8)und entsprechend aus Gl.(3.7) k�D��(k) = k�D0��(k) : (3.9)Unter Verwendung der Dyson-Gleichung f�ur den Photon-Propagator erh�alt man schlie�lich (essei daran erinnert, da� die gesamte �Uberlegung in Feynman-Eichung durchgef�uhrt wurde)k�D��(k) = k�D0��(k) + k�D0�� (k)!��(k)D��(k) ;und damit 0 = k�D0��(k)!��(k)D��(k)= �ik2 � �2k�!��(k)D��(k) :Daher mu� k�!��(k) = 0 (3.10)gelten. Analog leitet man k�!��(k) = 0 (3.11)her. Auf diese Relationen war bereits in Kapitel 2.1 zur�uckgegri�en worden.43



3.2.2 VertexkorrekturIn diesem Fall soll die Ward-Takahashi-Identit�at@�x < 0 j T ĵ�(x) ̂(x1) ̂(y1) j 0 > = e G(x1 � y1)h�(4)(x� x1)� �(4)(x� y1)i (3.12)angewendet werden. Der Ausgangspunkt daf�ur ist wieder eine Integralgleichung �ahnlich (2.11)f�ur den Photon-Propagator. Diesmal separiert man einen freien Photon-Propagator von demErwartungswert der Vertexfunktion G(2;1),G(2;1)� (x1; y1; z) = < 0 j T  ̂(x1) ̂(y1)Â�(z) j 0 >= iZ d4x D0��(x� z) < 0 j T ĵ�(x) ̂(x1) ̂(y1) j 0 > : (3.13)Alternativ kann man G(2;1) aber auch �uber die irreduzible 3-Punkt-Funktion (1.86) darstellen,@���������������G(2;1) = ss����s�(2;1)@@����@@G��������G ������������D �������� p � qp
q .Die �Ubersetzung dieser graphischen Gleichung in den Impulsraum lautetG(2;1)� (p; q) = D��(p � q)G(p)��(p; q)G(q) ; (3.14)wobei der K�urze wegen von jetzt ab ��(p; q) � �(2;1)� (p; q)verwendet werden soll. In dieser Gleichung wurde konventionsgem�a� die Viererdeltafunktion,die die �Uber-Alles-Impulserhaltung sicherstellt, weggelassen. Als vollst�andige Fouriertransfor-mierte von Gl.(3.3) erh�alt man daher(2�)4�(4)(p � q)D��(p � q)G(p)��(p; q)G(q)= i Z d4x1d4y1d4zeipx1�iqy1�ikzZ d4x D0��(x� z) < 0 j T ĵ�(x) ̂(x1) ̂(y1) j 0 > :Mit der Substitution u = x� z kann man einen freien Photon-Propagator abspalten,= i Z d4x1d4y1d4xd4ueipx1�iqy1�ikx+ikuD0��(u) < 0 j T ĵ�(x) ̂(x1) ̂(y1) j 0 >= iD0��(k) Z d4x1d4y1d4xeipx1�iqy1�ikx < 0 j T ĵ�(x) ̂(x1) ̂(y1) j 0 > :Jetzt wird mit k� kontrahiert und auf der linken Seitek�D��(k) = k�D0��(k)44



benutzt. Erneute Verwendung von Feynman-Eichung ergibt(2�)4�(4)(p� q)G(p)k���(p; q)G(q)= i Z d4x1d4y1d4xeipx1�iqy1hi@x�e�ikxi < 0 j T ĵ�(x) ̂(x1) ̂(y1) j 0 > :Nach partieller Integration kann man die Ward-Identit�at Gl.(3.12) anwenden,= Z d4x1d4y1d4xeipx1�iqy1�ikxh@x� < 0 j T ĵ�(x) ̂(x1) ̂(y1) j 0 > i= e Z d4x1d4y1d4xeipx1�iqy1�ikxG(x1 � y1)h�(4)(x� x1)� �(4)(x� y1)i= e Z d4x1d4y1G(x1 � y1)heipx1�iqy1�ikx1 � eipx1�iqy1�iky1i :Schlie�lich substituiert man im ersten Term z = x1; u = x1�y1, im zweiten z = y1; u = x1�y1,) = e Z d4u d4zheipz�ikz+iqu�iqz � eipu+ipz�ikz�iqz iG(u)= e(2�)4�(4)(p� k � q)hG(q)�G(p)i ;soda� man insgesamt die RelationG(p)(p� � q�)��(p; q)G(q) = ehG(q)�G(p)i (3.15)erh�alt. Multiplikation mit G�1(p) von links und G�1(p) von rechts f�uhrt auf(p� � q�)��(p; q) = ehG�1(p)�G�1(q)i ;und nach Di�erentiation nach p,@@p� h(p� � q�)��(p; q)i = ��(p; q) + (p� � q�) @@p���(p; q)= e @@p�G�1(p) :An der Stelle p� = q� bleibt schlie�lich��(p; p) = e @@p�G�1(p) : (3.16)Dies ist die Ward-Identit�at f�ur die Vertexkorrektur. In niedrigster Ordnung besteht ��(p; q)gerade aus einem puren Vertex, was mit der niedrigsten Ordnung von G�1(p) konsistent ist,�(0)� (p; p) = �ie� = e @@p�G�1;(0)(p) = �ie @@p� (p= �m) :45



3.2.3 Photon-Photon-StreuamplitudeIn diesem Fall soll @�x < 0 j T ĵ�(x)Â�2(z2)Â�3(z3)Â�4(z4) j 0 > = 0 (3.17)ausgewertet werden. Dazu benutzt man wieder das gleiche Schema wie schon in den beidenvorangegangenen F�allen. Zun�achst stellt man die Photon-Photon-Streuamplitude einmal �uberden obigen Erwartungswert,G(0;4)c;�1�2�3�4(z1; z2; z3; z4) = < 0 j TÂ�1(z1)Â�2(z2)Â�3(z3)Â�4(z4) j 0 >= iZ d4x D0�1�(x� z1) < 0 j T ĵ�(x)Â�2(z2)Â�3(z3)Â�4(z4) j 0 > ; (3.18)dann �uber die irreduzible Photon-4-Punkt-Funktion �(0;4) dar,
���������������� ����������������G(0;4)c = ������������D������������������

��D��������ss ss�(0;4) ������������D������������������
��D�������� . (3.19)Im Impulsraum bedeutet das:(2�)4�(4)(q1 + q2 + q3 + q4)D�1�1(q1)D�2�2(q2)D�3�3(q3)D�4�4(q4)�(0;4);�1�2�3�4(q1; q2; q3; q4)= iD0�1�(q1)Z d4x d4z2d4z3d4z4e�iq1x�iq2z2�iq3z3�iq4z4 < 0 j T ĵ�(x)Â�2(z2)Â�3(z3)Â�4(z4) j 0 >Multiplikation mit q�11 , Verwendung von Gl.(3.8) sowie Feynman-Eichung und anschlie�endepartielle Integration f�uhrt zu(2�)4�(4)(q1 + q2 + q3 + q4)q1;�1D�2�2(q2)D�3�3(q3)D�4�4(q4)�(0;4);�1�2�3�4(q1; q2; q3; q4)= Z d4x d4z2d4z3d4z4e�iq1x�iq2z2�iq3z3�iq4z4@x�1 < 0 j T ĵ�(x)Â�2(z2)Â�3(z3)Â�4(z4) j 0 >= 0 ;wobei noch Gl.(3.17) eingesetzt wurde. Das gleiche Vorgehen ist bei den anderen drei �au�erenLinien m�oglich. Man erh�alt daraus die transversale Struktur der irreduziblen Photon-4-Punkt-Funktion bez�uglich aller �au�erer Anschl�usse,q1;�1�(0;4);�1�2�3�4(q1; q2; q3; q4) = 0 ; (3.20)46



was, �ahnlich wie im Fall der Vakuumpolarisation,�(0;4);�1�2�3�4(q1; q2; q3; q4) = q�11 q�22 q�33 q�44 ��1�2�3�4�1�2�3�4 (q1; q2; q3; q4) (3.21)��1�2�3�4�1�2�3�4 (q1; q2; q3; q4) = ���1�2�3�4�1�2�3�4 (q1; q2; q3; q4)��1�2�3�4�1�2�3�4 (q1; q2; q3; q4) = ���1�2�3�4�1�2�3�4 (q1; q2; q3; q4)��1�2�3�4�1�2�3�4 (q1; q2; q3; q4) = ���1�2�3�4�1�2�3�4 (q1; q2; q3; q4)��1�2�3�4�1�2�3�4 (q1; q2; q3; q4) = ���1�2�3�4�1�2�3�4 (q1; q2; q3; q4)bedingt. Auch hier k�onnen aufgrund der transversalen Struktur �au�ere Impulse faktorisiertwerden.

47



48



Kapitel 4RegularisierungIn diesem Kapitel beginnt die eigentliche Diskussion des Problems der Renormierung. Bei derBerechnung der 1-Loop-Beitr�age zur Vakuumpolarisation (die hier explizit berechnet wird),Selbstenergie und Vertexkorrektur stellt man fest, da� die zugeh�origen Feynman-Integrale sonicht existieren. Allerdings zeigt sich, da� die Divergenzen der Integrale auf ganz bestimm-te Teile der untersuchten irreduziblen Funktionen entfallen. Diese erweisen sich im weiterenals physikalisch irrelevant, sie gehen nur in Normierungsfaktoren ein. Daher mu� zun�achstein Verfahren, Regularisierung genannt, entwickelt werden, da� die Behandlung dieser partielldivergenten Integrale erlaubt. Man nimmt eine Modi�kation des Integrals vor, die die Diver-genzen unterdr�uckt, genauer gesagt in neu eingef�uhrte Parameter umsetzt. In dem Grenzfallder Parameter, in dem man die urspr�ungliche Theorie zur�uckgewinnt, divergieren die so re-gularisierten Integrale. Dabei ist au�erdem zu beachten, da� die Regularisierung die innereStruktur der Theorie also Kovarianz und Eichinvarianz nicht zerst�ort. Insbesondere wird dar-auf hingewiesen, da� eine Regularisierung stets auch eine neue Massenskala in die Theorieeinf�uhrt.Nach dem Aufzeigen des Problems anhand der Vakuumpolarisation erster Ordnung wer-den in diesem Kapitel die beiden �ublichsten Regularisierungen, das Verfahren von Pauli undVillars und die dimensionale Regularisierung von t'Hooft und Veltman vorgestellt. Zur Ver-anschaulichung und zum Vergleich beider Methoden wird mit beiden Regularisierungen das1-Loop-Integral der Vakuumpolarisation explizit ausgewertet. Schlie�lich folgen eine Reihe vonErgebnissen f�ur Vakuumpolarisation, Selbstenergie und Vertexkorrektur erster und zweiterOrdnung im Rahmen der dimensionalen Regularisierung, auf die im weiteren zur�uckgegri�enwerden wird.4.1 Die irreduzible Vakuumpolarisation in niedrigsterOrdnung von �In diesem Kapitel soll der einfachste Beitrag zur irreduziblen (0,2)-Punkt-Funktion !��(k)ausgewertet werden. Er war schon am Anfang von Kapitel 2.1 angegeben worden,49



�-&%'$r rp + kp = !(1);��(k) = � (�ie)2R d4p(2�)4 trhG0(p+ k)�G0(p)�i :Es sei zun�achst angemerkt, da� die N�aherung!��(k) � !(1)�� (k) ;die wegen � = e24� = 1137 physikalisch gut begr�undet ist, f�ur den Photon-Propagator bereits dieMitnahme einer ganzen Reihe bedeutet,������������D �������� = ���������������� + ���������������� �-����r r���������������� + ���������������� �-����r r���������������� �-����r r���������������� +... .(4.1)Einsetzen der freien Greensfunktion G(p) f�uhrt auf!(1);��(k) = � e2Z d4p(2�)4 trh(p= + k= +m)�(p= +m)�ih(p+ k)2 �m2 + i�ihp2 �m2 + i�i :Jetzt mu� zuerst die Spur berechnet werden. Allgemein gilttrh�1 ::: �2n+1i = 0 (4.2)trh�1 ::: �2ni = 4X� sign(�) g�(�1)�(�2)::: g�(�2n�1)�(�2n) ; (4.3)wobei die Summe all die Permutationen der �i umfa�t, die echt verschiedene Paarungen�(�2i�1)�(�2i) ergeben. Davon gibt es gerade (2n � 1)!!, denn �1 kann noch mit allen an-deren 2n� 1 �i kontrahiert werden, von den dann 2n� 2 verbleibenden 's kann das n�achstenur noch mit 2n � 3 verschiedenen kontrahiert werden, und so weiter. Die beiden einfachstenF�alle die hier ben�otigt werden, lauten:trh��i = 4 g�� (4.4)trh����i = 4 �g��g�� � g��g�� + g��g��� (4.5)Damit berechnet mantrh(p= + k= +m)�(p= +m)�i = trh(p= + k=)�p=� +m2��i= 4h(p� + k�)p� � (p+ k) � p g�� + (p� + k�)p� +m2g��i= 4h(m2 � p2 � pk)g�� + 2p�p� + p�k� + p�k�i ;bzw !(1);��(k) = � 4e2Z d4p(2�)4 h(m2 � p2 � pk)g�� + 2p�p� + p�k� + p�k�ih(p + k)2 �m2 + i�ih(p)2 �m2 + i�i :Bei n�aherer Betrachtung dieser Relation ergeben sich sofort mehrere Fragen:50



1. Wo steckt die in Gl.(2.5) erwartete Tensorstruktur?2. Was geschieht in dem Integral f�ur gro�e Loop-Impulse p? Stellt man sich das gleicheIntegral mit einer euklidischen Metrik vor, wird einem sehr schnell klar, da� es divergiert:F�ur gro�e Loop-Impulse kann man k und m vernachl�assigen und erh�alt asymptotischIntegrale der FormZ d4p(2�)4 1p2 = Z d
p Z 10 p3dp 1p2 = lim�!1 Z d
p Z �0 pdp � lim�!1�2 :Man bezeichnet dieses Verhalten als quadratische Divergenz. Das Loop-Integral und da-mit auch alle Greensfunktionen, in denen es vorkommt, sind mathematisch nicht korrektde�niert. Das liegt an der mathematisch unsauberen Formulierung der St�orungstheo-rie: Sie baut sich aus Produkten von hochgradig singul�aren Distributionen (den freienPropagatoren) auf.3. Daran schlie�t sich sofort die Frage an, ob es nicht doch eine M�oglichkeit gibt, die phy-sikalisch relevante Information aus den Greensfunktionen zu gewinnen. Anders gesagt:Treten die mathematischen Probleme vielleicht nur in physikalisch irrelevanten Teilen derGreensfunktionen auf und lassen sich ignorieren oder eliminieren? Wir hatten ja beimPhoton-Propagator in einem ganz anderen Zusammenhang gesehen, da� durchaus nichtdie gesamte Greensfunktion von realer Bedeutung ist.Die letzte Frage deutet bereits vage an, wie ein Ausweg aus dem vorliegenden Dilemma aus-sehen kann. Die Ausformulierung des dazu n�otigen Konzepts, der Renormierung der Greens-funktionen, ist der Gegenstand des gesamten Restes der Vorlesung. An dieser Stelle soll jedochschon einmal die zugrunde liegende Idee ganz knapp skizziert werden.Betrachtet man etwa den voll wechselwirkenden Photon-Propagator, Gl.(2.6-2.8), so istdavon zun�achst nur der Grenzwert �! 0 physikalisch relevant,D��(k) = �g�� � k�k�k2 � �ik2[1 + !(k2)] + i� :Auch die Anteile proportional k�k� sind nicht von Bedeutung (siehe Kapitel 2.1),Dphys�� (k) = g�� �ik2[1 + !(k2)] + i� :Ein reales Photon, das ja durch diesen Propagator beschrieben werden soll, ist masselos. DerPropagator m�u�te daher auf der Massenschale k0 =j k j, d.h. k2 = 0, auf der sich ein realesPhoton bewegt, einen Pol erster Ordnung mit Residuum �i besitzen. Die Pole der Greens-funktion geben gerade das Spektrum der m�oglichen Zust�ande wieder. Die obige Greensfunk-tion besitzt zwar einen Pol bei k2 = 0, aber mit dem Residuum �i=[1 + !(k2 = 0)]. Daherm�u�te !(k2 = 0) = 0 gelten. Das ist aber nicht der Fall, wie noch gezeigt werden wird. Dabeiist es unerheblich, ob !(k2 = 0) einen endlichen, von Null verschiedenen Wert annimmt oderwie hier divergiert. In jedem Fall mu� eine Umde�nition, Renormierung genannt, der Vaku-umpolarisation vorgenommen werden, weil das bisher berechnete !(k2) nicht das physikalisch51



richtige ist. Im Fall der Vakuumpolarisation erh�alt man die Funktion, die allen physikalischenAnforderungen gerecht wird, in niedrigster Ordnung durch Subtraktion von !(1)(k2 = 0),!(1)phys(k2) = !(1)R (k2) = !(1)(k2) � !(1)(k2 = 0) : (4.6)Der entscheidende Punkt ist nun, da� dabei auch alle divergenten Anteile, die wir oben fest-gestellt hatten, herausfallen ! Das wird sp�ater bewiesen werden. Als renormierter Photon-Propagator ergibt sich dann (allgemein)DR;��(k) = g�� �ik2[1 + !R(k2)] + i� : (4.7)Er hat alle gew�unschten Eigenschaften. Eine formale Begr�undung und eine ausf�uhrliche Be-schreibung des Renormierungsschemas folgt in den sp�ateren Kapiteln.Da man also die Ho�nung hat, die oben aufgedeckten Divergenzen durch physikalischeArgumente wieder eliminieren zu k�onnen, braucht man zun�achst eine Technik, um mit dendivergenten Integralen bis zur Renormierung der Funktionen, in denen sie auftreten, umgehenzu k�onnen. Sie mu� die auftretenden Divergenzen in irgendeinerWeise endlich halten und damithandhabbar machen. Ein solches Verfahren nennt man Regularisierung. Ihre Funktionsweiseund Eigenschaften sind die folgenden:1. Man f�uhrt einen oder mehrere Parameter in die Theorie ein, die auf irgendeine Weise diedivergenten Integrale in wohlde�nierter Weise endlich halten.2. F�ur einen Grenzfall des oder der Parameter mu� sich die urspr�ungliche Theorie ergeben.3. Die Parametrisierung der Integrale darf konvergente Integrale in diesem Grenzfall nichtver�andern.4. Die Einf�uhrung der Parameter mu� die innere Struktur der Theorie (etwa Eichinvarianz,d.h. Ward-Takahashi-Identit�aten) unver�andert lassen.5. Die Regularisierung mu� die Kovarianz der Theorie erhalten.6. Nach Ausf�uhren eines regularisierten Loop-Integrals h�angt das Ergebnis von den zus�atz-lich eingef�uhrten Parametern ab: In dem Grenzfall, der die urspr�ungliche Theorie ergibt,divergiert es.7. Mit den regularisierten Integralen kann wie mit konvergenten Integralen gearbeitet wer-den.8. Nach der Renormierung aller Greensfunktionen kann der Grenzwert, der auf die urspr�ung-liche Theorie f�uhrt, genommen werden, ohne da� noch Divergenzen auftreten (Beweisfolgt sp�ater). Das Endergebnis sind die gew�unschten, alle physikalischen Forderungenerf�ullenden Greensfunktionen und Erwartungswerte.Vor der Diskussion des Renormierungsschemas mu� daher der technische Punkt Regularisie-rung behandelt werden.In der Literatur �ndet man im wesentlichen zwei g�angige Regularisierungen: Das �altereVerfahren von Pauli und Villars und die modernere dimensionale Regularisierung von t'Hooftund Veltman. Sie sollen in den beiden folgenden Kapiteln vorgestellt werden.52



4.2 Das Verfahren von Pauli und VillarsDie Grundidee des Verfahrens von Pauli und Villars ist ganz einfach: Man f�uhrt eine Anzahl(N) von weiteren Fermionen mit den Massen ms � m zus�atzlich zum Elektron in die Theorieein. Diese sollen mit der St�arke pCse an das Photon-Feld angekoppelt sein. Man verwendetdabei die minimale Kopplung, um die Eichinvarianz der Theorie zu erhalten. Es sei aber andieser Stelle angemerkt, da� die Vorstellung einer Theorie mit weiteren Fermionen nicht zuernst genommen werden sollte.Die Wirkung dieses Schemas soll jetzt an dem einfachen Vakuumpolarisations-Loop aus-f�uhrlich vorgef�uhrt werden.Zun�achst tragen zur Vakuumpolarisation in niedrigster Ordnung von � jetzt Loops vonallen N + 1 Fermionen in der Theorie bei. Dabei k�onnen Loops, in denen gleichzeitig ver-schiedene der Fermionen umlaufen, nicht auftreten, weil sich die Fermionen nicht ineinanderumwandeln k�onnen sollen. Mit der Notation C0 = 1;m0 = m f�ur den Elektronen-Loop erh�altman f�ur !(1)�� (k),!(1);��(k) = NXs=0Cs(� e2Z d4p(2�)4 trh(p= + k= +ms)�(p= +ms)�ih(p + k)2 �m2s + i�ihp2 �m2s + i�i)= �4e2Z d4p(2�)4 NXs=0Cs h(m2s � p2 � pk)g�� + 2p�p� + p�k� + p�k�ih(p+ k)2 �m2s + i�ihp2 �m2s + i�i : (4.8)Vor der expliziten Auswertung dieses Integrals sei der E�ekt der zus�atzlichen Fermionen aneinem einfachen Beispiel demonstriert: Angenommen, man w�urde nur ein einziges Hilfsfermionmit der Masse M einf�uhren, so erg�abe eine Ankopplung mit der St�arke C1 = �1 bereits eineReduktion der Divergenz des Loop-Integrals. Der Integrand lautet f�ur diesen einfachen Fallh(m2 � p2 � pk)g�� + 2p�p� + p�k� + p�k�ih(p+ k)2 �m2 + i�ihp2 �m2 + i�i � h(M2 � p2 � pk)g�� + 2p�p� + p�k� + p�k�ih(p+ k)2 �M2 + i�ihp2 �M2 + i�i :Das Verhalten f�ur gro�e Loop-Impulse p erh�alt man durch Entwicklung nach 1=p2,1(p+ k)2 �m2 = 1p2 1 � 2pkp2 + m2 � k2p2 + 4(pk)2p4 +O(1=p3)!1h(p+ k)2 �m2 + i�ihp2 �m2 + i�i = 1p4 1 � 2pkp2 + 2m2 � k2p2 + 4(pk)2p4 +O(1=p3)! :F�ur den Integranden folgt so= h(�p2 � pk)g�� + 2p�p� + p�k� + p�k�i 1p4 2m2 �M2p2 +O(1=p3)!+ g��(m2 �M2) 1p4 1� 2pkp2 +O(1=p2)!= m2 �M2p4 "�� 1 � 4pkp2 �g�� + 2p�p� + p�k� + p�k�#+O(1=p5) :53



Statt des urspr�unglichen Abfalls mit 1=p2 erh�alt man jetzt eine Proportionalit�at zu 1=p4. Durchdas Hinzuf�ugen weiterer Hilfsfermionen mit geeignet gew�ahlten Kopplungsst�arken Cs l�a�t sichso ein beliebig schnelles Abfallen des Integranden erzeugen.Andererseits l�a�t sich die urspr�ungliche Theorie leicht wiedergewinnen, indem man dieHilfsmassen m2s gegen Unendlich gehen l�a�t. Dann verschwinden alle Propagatoren der Hilfs-fermionen und damit z.B. auch der zweite Summand in dem obigen einfachen Beispiel.Nun soll Gl.(4.8) explizit ausgewertet werden. Dazu sind eine Reihe von technischen Tricksn�otig. Als ersten verwendet man die sogenannte Feynman-Darstellung f�ur den Nenner desIntegranden, 1p2 �m2 + i� = �i Z 10 d� ei�(p2�m2+i�) : (4.9)Dabei sichert i� die Konvergenz des Integrals f�ur gro�e �. Diese Darstellung soll zun�achstdurch Residuenintegration bewiesen werden. Der Integrand hat nirgendwo in der komplexen �-Ebene einen Pol, weswegen f�ur p2 > m2 das Residuenintegral �uber die in der Figur angegebenegeschlossene Kurve, -6Im(�) Re(�) ;$-?I�verschwindet. Daher ergibt sich in diesem Fall:0 = �i Z 10 d�ei�(p2�m2+i�) + lim�!1 � Z �=20 d� ei�e�(i cos��sin�)(p2�m2+i�) + Z 01 d� e��(p2�m2+i�)= �i Z 10 d� ei�(p2�m2+i�) � Z 10 d� e��(p2�m2+i�)= �i Z 10 d� ei�(p2�m2+i�) � 1p2 �m2 + i�Dabei verschwindet der Bogenanteil des Kurvenintegrals im Grenzwert � !1. F�ur p2 < m2schlie�t man das Residuenintegral entsprechend unten herum und erh�alt das gleiche Resultat.Unter Verwendung der Feynman-Darstellung ergibt sich f�ur die Vakuumpolarisation,!(1);��(k) = 4e2Z d4p(2�)4 Z 10 d� Z 10 d� NXs=0Csh(m2s � p2 � pk)g�� + 2p�p� + p�k� + p�k�i�ei�[p2�m2s+i�]ei�[(p+k)2�m2s+i�] :Als n�achstes stellt man den urspr�unglichen Z�ahler �uber Hilfsvierervektoren z1 und z2 dar,p� = �i @@z�1 eiz1�pjz1=0p� + k� = �i @@z�2 eiz2�(p+k)jz2=0 ;woraus!(1)�� (k) = 4e2 Z 10 d� Z 10 d�Z d4p(2�)4 NXs=0Csh(m2s + @@z1 � @@z2 )g�� � @@z�1 @@z�2 � @@z�1 @@z�2 i�exphi�[p2 �m2s + i�] + i�[(p+ k)2 �m2s + i�] + iz1p+ iz2(p + k)iz1=z2=054



folgt. Jetzt kann man die p-Integration mittels quadratischer Erg�anzung,q� = p� + 2�k� + z�1 + z�22(� + �) ;und Verwendung des Fresnel IntegralsZ dq2�ei�q2 = ei�4p4�� (4.10)bzw Z d4q(2�)4ei(�+�)(q20�q2) = �i16�2(�+ �)2l�osen, Z d4p(2�)4exphi(�+ �)p2 + i(2�k� + z�1 + z�2)p� � i(�+ �)m2s + i�k2 + iz2 � ki= Z d4q(2�)4exphi(�+ �)q2� i(2�k + z1 + z2)24(� + �) � i(�+ �)m2s + i�k2+ iz2 � ki= �iexph� i �2k2(�+�) � i�k�(z1+z2)(�+�) � i (z1+z2)24(�+�) � i(�+ �)m2s + i�k2 + iz2 � ki16�2(� + �)2Damit folgt!(1)�� (k) = �ie24�2 Z 10 d� Z 10 d� NXs=0Cs"�m2s + @@z1 � @@z2�g�� � @@z�1 @@z�2 � @@z�1 @@z�2 #�exph� i �2k2(�+�) � i�k�(z1+z2)(�+�) � i (z1+z2)24(�+�) � i(�+ �)m2s + i�k2+ iz2 � ki(�+ �)2 jz1=z2=0= �ie24�2 Z 10 d�d�(�+ �)2 NXs=0Cs"�m2s + ��(�+ �)2k2 � i(�+ �)�g�� � 2��(�+ �)2k�k�#� exphi ��(�+ �)k2 � i(�+ �)m2si :Als n�achstes soll die erwartete Tensorstruktur herausgearbeitet werden. Dazu zerlegt man denIntegranden in zwei Teile,"�m2s + ��(� + �)2k2 � i(�+ �)�g�� � 2��(� + �)2k�k�#= �k2g�� � k�k��� 2��(�+ �)2�+ g���m2s � ��(�+ �)2k2 � i(� + �)� :Der Beitrag des zweiten Summanden mu� verschwinden. Das sieht man folgenderma�en ein:Bezeichnet man seinen Beitrag als 4!��(k), so ist er gerade durch4!(1)�� (k) = �i�� g�� Z 10 d�d�(� + �)3 NXs=0Cs"(�+ �)m2s � ��(�+ �)k2 � i#� exphi ��(�+ �)k2 � i(�+ �)m2si55



gegeben. Jetzt erkennt man, da� sich der Ausdruck in der Klammer als Ableitung der Expo-nentialfunktion schreiben l�a�t,i� @@� 1�exphi�( ��(� + �)k2 � (� + �)m2s)i j�=1= �i� exphi�( ��(�+ �)k2 � (� + �)m2s)i j�=1�"� (� + �)m2s + ��(� + �)k2#exphi�( ��(� + �)k2 � (� + �)m2s)i j�=1= "(�+ �)m2s � ��(�+ �)k2 � i#exphi( ��(�+ �)k2 � (�+ �)m2s)i ;d.h.4!(1)�� (k) = �� g�� Z 10 d�d�(�+ �)3 NXs=0Cs� @@� 1�exphi�( ��(� + �)k2 � (� + �)m2s)i j�=1 :Dabei wird die Konvergenz der �- und �-Integrale durch geeignete Wahl der Cs sichergestellt.Man kann diese so w�ahlen, da� f�ur �; � ! 0 ein konvergenter Integrand entsteht. Die einfachste,unmittelbar einleuchtende Bedingung, die die Cs erf�ullen m�ussen, istNXs=0Cs = 0 :Auf eine weitere Diskussion dieses Punktes soll an dieser Stelle verzichtet werden. Sp�ater wirdsich zeigen, da� diese eine Forderung bereits ausreicht. Au�erdem konvergieren die �- und�-Integrale auch f�ur �; � !1, weil jedes m2s eigentlich m2s � i� bedeutet,exph� i(�+ �)m2si � exph� i(�+ �)m2s � (� + �)�i :Generell ist die Konvergenz der regularisierten Integrale die Legitimation f�ur alle m�oglichenVertauschungen von Integrationsreihenfolgen und der Vertauschung der Di�erentiation nach �mit den Integrationen �uber � und �,4!(1)�� (k) = �� g�� � @@� Z 10 d�d�(� + �)3� NXs=0Csexphi�( ��(� + �)k2 � (�+ �)m2s)i j�=1 :Jetzt substituiert man x = �� und y = ��, was wegen � 6= 0 erlaubt ist,4!(1)�� (k) = �� g�� � @@� Z 10 dxdy(x+ y)3 NXs=0Csexphi( xy(x+ y)k2 � (x+ y)m2s)i j�=1= 0 :Das Integral h�angt nach der Substitution nicht mehr von � ab, soda� seine Ableitung nach �verschwindet. Daher tritt kein nichttransversale Anteil in !��(k) auf.Der Rest lautet wie erwartet!(1)�� (k) = �2i�� �k2g�� � k�k�� Z 10 d�d�(� + �)4�� NXs=0Csexphi ��(�+ �)k2 � i(�+ �)m2si= �i�k2g�� � k�k��!(1)(k2) :56



Zur Berechnung dieses Integrals benutzt man einen weiteren Trick. Man f�uhrt in den Integran-den die 1 in der Form 1 = Z 10 d� �(�� �� �)ein, was wegen �+ � > 0 legitim ist:!(1)(k2) = 2�� Z 10 d�d�(�+ �)4�� Z 10 d� �(�� � � �) NXs=0Csexphi ��(�+ �)k2 � i(�+ �)m2siMit den Substitutionen x = �� und y = �� wird daraus!(1)(k2) = 2�� Z 10 dxdy(x+ y)4xy Z 10 d� �(1� x� y)� NXs=0Csexp�i�� xy(x+ y)k2 � (x+ y)m2s��= 2�� Z 10 dx dy x y �(1� x� y) Z 10 d�� NXs=0Csexphi�(xyk2 �m2s)i :Dabei k�onnen die oberen Schranken der x; y-Integrale auf 1 gesetzt werden, weil die �-Funktionkeine x; y-Werte gr�o�er als 1 erlaubt.Es sei angemerkt, da� das �-Integral ohne Regularisierung am Ursprung divergieren w�urde.Nur die geeignete Wahl der Cs verhindert eine Divergenz. Allerdings w�are diese von logarith-mischer Natur im Gegensatz zu der des Ausgangspunktes. Der 'Divergenzgrad' hat sich alsoum zwei Potenzen erniedrigt. Das ist ein Verdienst der Faktorisierung von�k2g�� � k�k�� :Die Erniedrigung des Divergenzgrades folgt automatisch aus einer Dimensionsbetrachtung. Daman mit dem Transversalit�atsfaktor zwei Potenzen der Energie aus dem Integranden heraus-zieht, mu� sich dessen Dimension um zwei erniedrigen. F�ur hohe Loop-Impulse p spielen der�au�ere Impuls k und die Masse m keine Rolle mehr, man kann sie auf Null setzen. Dann mu�aber der Loop-Impuls mit einer um zwei erniedrigten Potenz im Integranden stehen, weswe-gen die Konvergenz des Integrals um zwei Potenzen verbessert wird. Die Eichinvarianz derTheorie, die zum Abspalten des Transversalit�atsfaktors f�uhrt, hat daher eine Reduktion desDivergenzgrades zur Folge. Diese wichtige Eigenschaft wird uns auch an anderer Stelle wiederbegegnen.In unserem Fall w�ahlt man zur Konvergenz des �-Integrals am Ursprung nat�urlichNXs=0Cs = 0 :Gro�e � sind wegen der i�-Vorschrift unkritisch. Das �-Integral kann man nun auswerten.Zun�achst verlegt man die kritische untere Grenze in einen Grenzwert,Z 10 d�� NXs=0Csexphi�(xyk2 �m2s)i = lim�!0 Z 1� d�� NXs=0Csexphi�(xyk2 �m2s)i :Die weitere Rechnung wird nur f�ur k2 < 4m2 vorgef�uhrt. Dieser Energiewert entspricht genaudem Schwellwert f�ur reale Elektron-Positron-Paarerzeugung. Technisch hat das zur Folge, da�wegen x+ y = 1 ) xy = x(1� x) = 14 � �x� 12�2 � 1457



auch xyk2 < m2 � m2sgilt. Dann aber kann man eine Residuenintegration durchf�uhren. Weil in der unteren ima-gin�aren Halbebene f�ur den Realteil des Exponenten des �-Integrals�Im(�)�xyk2 �m2s� < 0gilt, kann man den Integrationsweg wie in der folgenden Figur schlie�en,-6Im(�) Re(�) ;%-?	wobei der Bogenbeitrag wieder verschwindet:lim�!0 Z 1� d�� NXs=0Csexphi�(xyk2 �m2s + i�)i= � lim�!0 Z ���1 d(i�)(i�) NXs=0Csexph� �(xyk2 �m2s + i�)i= lim�!0 Z 1� d�� NXs=0Csexph�(xyk2 �m2s)i= lim�!0 NXs=0Cs Z 1�(m2s�xyk2) d�� e��= lim�!0 NXs=0Cs(ln(�) e��j1�(m2s�xyk2) + Z 1�(m2s�xyk2) d� ln(�) e��)= lim�!0 NXs=0Cs(� ln(�) e��(m2s�xyk2) � ln(m2s � xyk2) e��(m2s�xyk2) (4.11)+ Z 1�(m2s�xyk2) d� ln(�) e�� ) :Jetzt kann der Limes � ! 0 genommen werden. Im ersten Summanden kann die Exponential-funktion entwickelt werden,e��(m2s�xyk2) = 1 � �(m2s � xyk2) + ::: :Ihr erster Term tr�agt wegen NXs=0Cs = 0nichts bei. Damit ist die kritische logarithmische Divergenz mit Hilfe der Regularisierung eli-miniert worden. Die h�oheren Glieder der Exponentialfunktion tragen wegenlim�!0 �nln(�) = 058



nicht bei. In den anderen beiden Summanden von Gl.(4.11) ist der Limes unkritisch. Manerh�alt so ) = � NXs=0Csln(m2s � xyk2)= � NXs=0Cs�ln�1� xyk2m2s �+ ln(m2s)�= � NXs=0Cs�ln�1� xyk2m2s �+ ln�m2sm2�+ ln�m2��= � NXs=0Csln�1� xyk2m2s �� NXs=1Csln�m2sm2� :Man de�niert nun eine Art Gesamtmasse � der zus�atzlich eingef�uhrten Fermionen,ln��2m2� � � NXs=1Csln�m2sm2� ; (4.12)bzw�2 = m2 exph� NXs=1Csln(m2sm2 )i = m2 exph NXs=1 ln(m2sm2 )�Csi = m2 �Ns=1 (m2sm2 )�Cs : (4.13)Damit erh�alt man insgesamt!(1)(k2) = �2�� Z 10 dx dy x y �(1� x� y)� NXs=0Csln�1 � xyk2m2s �� ln��2m2��= �2�� Z 10 dx x(1� x)� NXs=0Csln�1� x(1� x)k2m2s �� ln��2m2�� :Das verbleibende Integral kann mit Hilfe der Formel 2.731.3 aus der Integraltafel von Grad-stein/Ryshik berechnet werden,!(1)(k2) = �3�(ln��2m2�� NXs=0Cs�13 + 2�1 + 2m2sk2 ���4m2sk2 � 1� 12 arccot�4m2sk2 � 1� 12 � 1��) :Eine analoge Rechnung kann man f�ur k2 > 4m2 durchf�uhren. Nun soll untersucht werden, wasim physikalisch relevanten Limesm2s !1 ; s = 1; :::N ;in dem die Beitr�age der Hilfsfermionen eliminiert werden, mit !(1)(k2) geschieht:1. F�ur m2s ! 1 divergiert gem�a� der De�nition Gl.(4.11,4.12) der erste Summand in!(1)(k2), ln��2m2�!�1 ;59



je nachdem, wie die Vorzeichen der Cs aussehen. Da diese im wesentlichen negativ seinwerden (siehe das oben diskutierte Beispiel einer einzigen Hilfsmasse, das bei unseremeinfachen Loop ausreichen w�urde), soll im weiteren angenommen werden, da� eine Di-vergenz gegen +1 vorliegt. Sie ist erwartungsgem�a� logarithmischer Natur. In ihr stecktdie urspr�ungliche Divergenz des Loop-Integrals.2. Der zweite Summand mu� ebenfalls f�ur m2s !1 untersucht werden. Mitx2 � 4m2sk2ergibt sich im Limes x!1:13 + 2�1 + x22 ���x2 � 1� 12 arccot�x2 � 1� 12 � 1�= 13 + 2�1 + x22 �(x�1� 12x2 � 18x4 � ::�arctg�1x�1 + 12x2 + 38x4 + ::��� 1)= 13 + 2�1 + x22 �(x�1� 12x2 � 18x4 � ::�� 1x�1 + 12x2 + 38x4 + ::�� 13x3�1 + 12x2 + ::�3 + 15x5 + ::�� 1)= 13 + 2�1 + x22 �(�1� 12x2 � 18x4 � ::��1 + 16x2 + 340x4 + ::�� 1)= 13 + 2�1 + x22 ��� 13x2 � 215x4 � ::�= � 45x2 +O(1=x4) :Im Grenzwert m2s !1 verschwinden daher in der Summe �uber s alle Terme au�er demElektronen-Beitrag s = 0. Dieser Grenzwert kann in diesem Teil der Vakuumpolarisationbereits jetzt, d.h. vor der Renormierung, ausgef�uhrt werden. Generell wird im weiterendie Regularisierung stets sofort entfernt, wenn die entsprechenden Terme verschwinden.Damit erh�alt man als regularisierte Vakuumpolarisation in niedrigster Ordnung!(1)reg;��(k) = � i �k2g�� � k�k��!(1)reg(k2) (4.14)!(1)reg(k2) = � �3�( � ln��2m2�+ 13 + 2�1 + 2m2k2 ���4m2k2 � 1� 12 arccot�4m2k2 � 1� 12 � 1�) :Sie weist die erwartete logarithmische Divergenz auf,!(1)reg(k2) �!m2s!1 �3� ln��2m2� + ::: ; (4.15)und verschwindet bei k2 = 0 nicht: Das sieht man unmittelbar ein, wenn man beachtet, da�k2 = 0 in dem endlichen Teil der Vakuumpolarisation �aquivalent zu m2 !1 ist,!(1)reg(k2 = 0) = �3� ln��2m2� : (4.16)60



Der nach den �Uberlegungen des letzten Abschnitts st�orende Ausdruck !(1)(k2 = 0) ist alsogerade mit der Divergenz des Loop-Integrals identisch ! Was hier an einem einfachen Bei-spiel explizit herausgekommen ist, l�a�t sich auch ganz generell nachweisen. Dies wird in denfolgenden Kapiteln geschehen.Es sei betont, da� das Regularisierungsverfahren von Pauli und Villars die Transversalit�atder Vakuumpolarisation erh�alt. Es ist obendrein per Konstruktion manifest kovariant.Das Verfahren soll jetzt noch auf einen beliebigen Fermionen-Loop erweitert werden. F�ureinen Loop aus beliebig vielen Elektron-Propagatoren, der �uber 2n Vertices an irgendwelchePhoton-Propagatoren mit den Impulsen k1 bis k2n angekoppelt ist, ergibt sich als Loop-Integral(bis auf Faktoren)I = NXs=0CsZ d4p(2�)4 tr( p= +msp2 �m2s �1 p= + k=1 +ms(p+ k1)2 �m2s �2 ::: p= + k=1 + ::+ k=2n +ms(p+ k1 + ::+ k2n)2 �m2s �2n) :Nach Bilden der Spur und Ausmultiplikation des Nenners enstehen sowohl im Z�ahler als auchim Nenner Polynome in m2s,I = NXs=0CsZ d4p(2�)4 Pn(p2; pki; kikj) +m2sPn�1(p2; pki; kikj) + :::+m2ns P0Q2n(p2; pki; kikj) +m2sQ2n�1(p2; pki; kikj) + :::+m4ns Q0 :Dabei sind die Pn und Qn Polynome in p vom Grad 2k (bzw in p2 vom Grad k). Insbesondereist gesichert, da� Q2n als dominanten Term (p2)2n enth�alt. F�ur gro�e Loop-Impulse, die manzur Absch�atzung der Konvergenz des Integrals betrachtet, dominiert p �uber alle ms und ki.Man entwickelt daher zur Untersuchung der Konvergenz den Integranden in eine Potenzreihein m2s, I = NXs=0CsZ d4p(2�)4( Pn(p2; pki; kikj)Q2n(p2; pki; kikj) +m2s Pn�1Q2n � PnQ2n�1Q22n !+ ::: ) :Die Koe�zienten der m2s-Entwicklung fallen immer st�arker mit 1=p2 ab:Pn(p2; pki; kikj)Q2n(p2; pki; kikj) �!p!1 1(p2)nPn�1(p2; pki; kikj)Q2n(p2; pki; kikj) �!p!1 1(p2)n+1Pn(p2; pki; kikj)Q2n�1(p2; pki; kikj)Q22n(p2; pki; kikj) �!p!1 1(p2)n+1Allgemein ist der Koe�zient von m2ks aus Dimensionsgr�unden f�ur gro�e p proportional zu1=(p2)n+k. Der f�ur die Konvergenz ung�unstigste Fall ist daher n = 1, d.h. die Vakuumpola-risation. Zu ihrer Konvergenz wird (ohne Ber�ucksichtigung der Transversalit�at) mindestensk = 2 ben�otigt. Die Regularisierung mu� also die beiden ersten Terme der Entwicklung desIntegranden nach m2s eliminieren. Dazu stellt man die ForderungenNXs=0Cs = 0 (4.17)NXs=0Csm2s = 0 : (4.18)61



Zu ihrer Erf�ullung gen�ugen zwei Hilfsmassen. Eine m�ogliche Realisierung w�arem20 = m2 C0 = 1m21 = m2 + 2�2 C1 = m22 �m2m21 �m22 = 1 (4.19)m22 = m2 + �2 C2 = m21 �m2m22 �m21 = � 2 :Damit ist jedes beliebige Fermionen-Loop-Integral konvergent. Die Regularisierung kann mit�2 !1 wieder entfernt werden.Zus�atzlich wird zur Regularisierung beliebiger Loop-Integrale noch eine Modi�kation desPhoton-Propagators gebraucht, zum Beispiel f�ur die Selbstenergie. In Analogie zur Behandlungvon Fermionen-Loops ersetzt man den Photon-Propagator (in Feynman-Eichung) durchD0��;reg(k) = �ig��k2 � �2 + i� � �ig��k2 � �21 + i� : (4.20)Solange �1 endlich bleibt, f�allt dieser Ausdruck f�ur gro�e k2 wie 1=(k2)2 ab und erzwingtdadurch die Konvergenz von Loop-Integralen, in denen D0��;reg auftritt. Mit �21 !1 wird dieRegularisierung eliminiert.Wie mu� nun die regularisierte Lagrangedichte des wechselwirkenden Systems aussehen,damit aus ihr Feynman-Regeln folgen, die jeweils Fermionen-Loops aller Massen mit dengew�unschten Kopplungsst�arken und den obigen Photon-Propagator ergeben?Die Summe �uber Loops aller Hilfsfermionen erh�alt man aus der LagrangedichteLe + Lint = 3Xs=0 s�i@=�ms � eA=� s : (4.21)Dabei verwendet man die folgenden Regeln, um die ben�otigten Beitr�age von zwei Hilfsmassenmit verschiedenen Vorfaktoren zu erzeugen: Zun�achst gilt f�ur die Massenm20 = m2m21 = m2 + 2�2 (4.22)m22 = m23 = m2 + �2 :Diese Fermionen sollen sich an Vertices selbstverst�andlich nicht ineinander umwandeln k�onnen.Anstelle der zwei minimal n�otigen Hilfsmassen in Gl.(4.19) f�uhrt man hier drei ein, um �uberdie beiden identischen Massen m2 und m3 die zugeh�origen Loop-Integrale gerade zweimal zuerhalten, wie dies von C2, Gl.(4.19), gefordert wird. W�ahrend m1 genauso an das Photon-Feldankoppelt wie das Elektron, m�ussen Loops von m2 und m3 mit einem relativen Minuszeicheneingehen. Das erreicht man dadurch, da� man f�ur die zugeh�origen Feldoperatoren Bosonen-Statistik verlangt, h ̂s(t; x);  ̂s(t; y)i = 0h ̂+s (t; x);  ̂+s (t; y)i = 0h ̂s(t; x);  ̂+s (t; y)i = �(3)(x� y) f�ur s = 2; 3 :62



Das hat zur Folge, da� das Fermionen-Loop Minuszeichen, das ja von den Fermionen-Antikom-mutationsrelationen herr�uhrte, f�urm2 und m3 entf�allt. Diese Regeln zusammen ergeben geradeden Vorfaktor -2 f�ur einen Loop der Masse m2 + �2, wie oben gefordert wurde.Der freie Photon-Propagator aus Gl.(4.20) ergibt sich aus der LagrangedichteL = 1�21 � �2"� 14F��(@�@�+�2+�21)F �� + �2�212 A�A�� �2 (@�A)(�@�@�+�2+�21)(@�A�)# :(4.23)Zum Beweis benutzt man zuerst, da� jede Lagrangedichte nur bis auf partielle Integrationfestgelegt ist, weil letztlich nur die WirkungS = Z d4x L(x)von Bedeutung ist. In unserem Fall erh�alt man soL = 12(�21��2)A�� (@�@� + �2 + �21)@�@�A� � (@�@� + �2 + �21)@�@�A� + �2�21A�+�(�@�@� + �2 + �21)@�@�A��= 12(�21��2)A�� g��(@�@� + �2)(@�@� + �21)+�(�2 � 1)@�@� + (� � 1)(�2 + �21)�@�@��A�= 12(�21��2)A�� g��(@�@� + �2)(@�@� + �21)+�(1 � �)2@�@� � (1 � �)(@�@� + �2 + �21)�@�@��A�= 12(�21��2)A�� g��(@�@� + �2)� (1 � �)@�@���g��(@�@� + �21)� (1� �)@�@��A� :Die zugeh�orige Feldgleichung ergibt sich aus��A�S[A] = 0 :Allgemein gilt f�urL[A] = A�K̂��A�= A��K0;�� +K1;��� @� +K2;���� @�@� +K3;���� @�@�@ +K4;�����@�@�@@��A�gerade��A�Z d4x L[A(x)] = K̂��A� +K0;��A� �K1;��� @�A� +K2;���� @�@�A�� K3;���� @�@�@A� +K4;�����@�@�@@�A�= � hK0;�� +K0;��i+ hK1;��� �K1;��� i@� + hK2;���� +K2;���� i@�@�+hK3;���� �K3;���� i@�@�@ + hK4;����� +K4;�����i@�@�@@��A�= 0 : 63



Falls die ungeraden Beitr�age in K̂�� verschwinden,K1;��� = K3;���� = 0 ;folgt hK̂�� + K̂��iA� = 0 :Ist K̂�� sogar symmetrisch (wie in unserem Fall) bleibt schlie�lich2K̂��A� = 0 :Die Feldgleichung f�ur die zugeh�orige Greensfunktion lautet dann2K̂��(@�x )D��(x; y) = i g�� �(4)(x� y) ;bzw im Impulsraum (f�ur ein homogenes System, d.h. falls K̂�� nicht von x abh�angt)2K��(ik�)D��(k) = i g�� :Unter Ber�ucksichtigung geeigneter Randbedingungen erh�alt man darausD��(k) = i2K�1�� (ik�) : (4.24)In unserem Fall gilt K��(ik�) = 12(�21 � �2)Q��(k; �)Q��(k; �1) (4.25)Q��(k; �) = hg��(�k2 + �2) + (1 � �)k�k�i : (4.26)F�ur den zu Q�� inversen Tensor berechnet man �uberQ�1�� (k; �) = ag�� + bk�k�Q��(k; �)Q�1�� (k; �) = g��den Ausdruck Q�1�� (k; �) = � " g��k2 � �2 + 1� �� k�k�(k2 � �2)(k2 � �2� )# :Schlie�lich kann man nochK�1�� (ik) = 2 (�21 � �2) Q�1�� (k; �) Q�1;�� (k; �1)und Q��(k; �1)�Q��(k; �) = (�21 � �2)g��benutzt werden, was aufK�1�� (ik) = 2 Q�1�� (k; �)hQ��(k; �1)�Q��(k; �)iQ�1�� (k; �1)= 2 hQ�1�� (k; �)�Q�1�� (k; �1)i64



f�uhrt. Daraus ergibt sich �uber Gl.(4.24) der gew�unschte PropagatorD��(k) = �i" g��k2 � �2 + 1 � �� k�k�(k2 � �2)(k2 � �2� )# (4.27)+i" g��k2 � �21 + 1 � �� k�k�(k2 � �21)(k2 � �21� )# :Daher folgen aus der LagrangedichteLreg = 1�21 � �2 � �14F��(@�@� + �2 + �21)F ��+�2�212 A�A� � �2 (@�A)(�@�@� + �2 + �21)(@�A�)� (4.28)+ 3Xs=0 s�i@=�ms � eA=� sgenau solche Feynman-Regeln, die auf die ben�otigten regularisierten Loop-Integrale f�uhren.Da Lreg obendrein eichinvariant ist (bis auf den Photon-Massen- und den Eichterm - analogzur nicht regularisierten Lagrangedichte), ist auch die gesamte aus ihm folgende Theorie ei-chinvariant. Die Ward-Takahashi-Identit�aten bleiben daher in allen Ordnungen auch unter derRegularisierung erhalten.Auf eine weitere Darstellung des Verfahrens von Pauli-Villars (etwa die Berechnung derSelbstenergie in niedrigster Ordnung) soll hier verzichtet werden.4.3 Dimensionale RegularisierungBetrachtet man etwa das Integral Z dDk(2�)D 1[k2 +m2]�mit dem euklidischen, D-komponentigen Vektor k, so l�a�t sich sehr leicht der Zusammenhangzwischen der vorliegenden Raumdimension D und der Konvergenz des Integrals klar machen,Z dDk(2�)D 1[k2 +m2]� = Z d
D Z 10 dk kD�1[k2 +m2]� = 8><>: konvergent f�ur D < 2�divergent f�ur D � 2� ;wobei d
D die Winkelintegration in D Dimensionen bedeutet. Je gr�o�er die Raumdimensionist, desto gr�o�er mu� auch die konvergenzerzeugende Potenz � sein, damit das Integral f�urgro�e k konvergiert.Das legt es nahe, Loop-Integrale, die in vier Dimensionen divergieren, in einer niedrigerenDimension zu betrachten, in der sie konvergieren. Genauer gesagt, berechnet man solche Inte-grale f�ur alle Dimensionen, in denen sie konvergieren, und fa�t das Ergebnis als Funktion derDimension auf. Diese Funktion kann man dann f�ur D ! 4 untersuchen. War das Integral ur-spr�unglich divergent in vier Dimensionen, dann sollte die Funktion bei D = 4 eine Singularit�ataufweisen. Die Details dieses Programms sollen im weiteren der Reihe nach durchgegangenwerden. Im ersten Schritt sollen typische Loop-Integrale in beliebiger Dimension D ausgef�uhrtwerden. 65



4.3.1 Berechnung von Loop-Integralen in beliebiger DimensionAls Basisintegral f�ur alle weiteren �Uberlegungen berechnet manZ dDk(2�)D 1[k2 �m2 + i�]� = I(D;�;m2) ;wobei jetzt zun�achst die Minkowski-Metrik k2 = (k0)2 � k2 vorliegt. Im weiteren wird stetsdie Grundannahme benutzt, da� dieses Integral nur f�ur solche D berechnet wird, bei denen eskonvergiert. Daher sind alle Manipulationen, wie Vertauschungen von Integrationsreihenfolgenusw, erlaubt.Als erstes geht man nun zur euklidischen Metrik �uber.A) �Ubergang zu euklidischer Metrik: Wick-RotationIn der unten folgenden Figur ist die Polstruktur des Integranden und der Integrationswegaufgezeichnet. Da au�er auf der reellen Achse keine Pole mehr auftreten, kann man die Inte-grationskontour wie in der Figur gezeigt schlie�en.
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?Die Bogenbeitr�age verschwinden wieder und man erh�alt,Z 1�1dk02� Z dD�1k(2�)D�1 1[(k0)2 � k2 �m2 + i�]� = � Z �11 d(ik0)2� Z dD�1k(2�)D�1 1[�(k0)2 � k2 �m2]�66



= i(�1)� Z dDk(2�)D 1[(k0)2 + k2 +m2]� : (4.29)Damit kann man sich im weiteren auf die euklidische Metrik beschr�anken.B) Kugelkoordinaten in beliebiger DimensionZur Berechnung des Integrals (4.29) verwendet man Kugelkoordinaten,Z dDk(2�)D 1[(k0)2 + k2 +m2]� = Z d
D Z 10 dk kD�1[k2 +m2]� :Dazu mu� zun�achst der Raumwinkel in D Dimensionen berechnet werden,Z d
 = Z f(�1; :::;�D�1)d�1:::d�D�1 :Die Transformation von kartesischen auf Kugelkoordinaten lautet in D Dimensionen,k1 = k sin�D�1 sin�D�2::: sin�3 sin�2 cos�1k2 = k sin�D�1 sin�D�2::: sin�3 sin�2 sin�1k3 = k sin�D�1 sin�D�2::: sin�3 cos�2k4 = k sin�D�1 sin�D�2::: cos�3: : :kD�2 = k sin�D�1 sin�D�2 cos�D�3kD�1 = k sin�D�1 cos�D�2kD = k cos�D�1 :Dabei ist �D�1 der Winkel zwischen dem vollen D-dimensionalen k-Vektor und der kartesi-schen kD-Achse. cos�D�1 projeziert also gerade auf die D-Achse. Dementsprechend projeziertsin�D�1 auf den (D � 1)-dimensionalen Unterraum aller anderen kartesischen Richtungen.Das setzt sich immer weiter so fort. Lediglich der innerste Winkel ist konventionsgem�a� abwei-chend als Zwischenwinkel zwischen der Projektion aus allen h�oheren R�aumen auf die 1-2-Ebeneund der 1-Achse (in Anlehnung an das gew�ohnliche � in drei Dimensionen) gew�ahlt. Dabei�uberstreichen alle �i au�er �1 als Zwischenwinkel zwischen einem Vektor und einer Koordi-natenachse den Bereich von 0 bis �. Lediglich der innerste Winkel �1 kann zwischen 0 und2� variieren, damit alle Ausrichtungen eines zweidimensionalen Vektors erfa�t werden. Darausresultiert als Funktionaldeterminante:det� d(k1; ::; kD)d(k;�D�1; ::;�1)� = kD�1det0BBBBBBBBBBB@ sin�D�1sin�D�2::cos�1 cos�D�1sin�D�2::cos�1 sin�D�1cos�D�2::cos�1 ::sin�D�1sin�D�2::sin�1 cos�D�1sin�D�2::sin�1 sin�D�1cos�D�2::sin�1 ::: : :: : :sin�D�1sin�D�2cos�D�3 cos�D�1sin�D�2cos�D�3 sin�D�1cos�D�2cos�D�3 ::sin�D�1cos�D�2 cos�D�1cos�D�2 �sin�D�1sin�D�2 ::cos�D�1 �sin�D�1 0 ::1CCCCCCCCCCCA67



" " "@ki@k @ki@�D�1 @ki@�D�2 :::Entwicklung nach der letzten Zeile ergibt= kD�1(�1)Dcos�D�1�det0BBBBBBBB@ cos�D�1sin�D�2::cos�1 sin�D�1cos�D�2::cos�1 : : :cos�D�1sin�D�2::sin�1 sin�D�1cos�D�2::sin�1 : : :: : :: : :cos�D�1sin�D�2cos�D�3 sin�D�1cos�D�2cos�D�3 : : :cos�D�1cos�D�2 �sin�D�1sin�D�2 : : : 1CCCCCCCCA+kD�1(�1)Dsin�D�1�det0BBBBBBBB@ sin�D�1sin�D�2::cos�1 sin�D�1cos�D�2::cos�1 : : :sin�D�1sin�D�2::sin�1 sin�D�1cos�D�2::sin�1 : : :: : :: : :sin�D�1sin�D�2cos�D�3 sin�D�1cos�D�2cos�D�3 : : :sin�D�1cos�D�2 �sin�D�1sin�D�2 : : : 1CCCCCCCCA :Im ersten Summanden kann man aus der ersten Spalte cos�D�1 herausziehen und aus denrestlichen Spalten jeweils sin�D�1. Analog l�a�t sich beim zweiten Summanden aus der zweitenSpalte cos�D�1 und aus den anderen jeweils sin�D�1 gewinnen,= kD�1(�1)D(cos�D�1)2(sin�D�1)D�2 det0BBBBBBBB@ sin�D�2::cos�1 cos�D�2::cos�1 : : :sin�D�2::sin�1 cos�D�2::sin�1 : : :: : :: : :sin�D�2cos�D�3 cos�D�2cos�D�3 : : :cos�D�2 �sin�D�2 : : : 1CCCCCCCCA+kD�1(�1)D(sin�D�1)D det0BBBBBBBB@ sin�D�2::cos�1 cos�D�2::cos�1 : : :sin�D�2::sin�1 cos�D�2::sin�1 : : :: : :: : :sin�D�2cos�D�3 cos�D�2cos�D�3 : : :cos�D�2 �sin�D�2 : : : 1CCCCCCCCA :Die beiden verbleibenden Determinanten sind identisch und entsprechen gerade der Funktio-naldeterminante von D � 1-dimensionalen Kugelkoordinaten,det� d(k1; ::; kD)d(k;�D1; ::;�1)� = k(�1)DsinD�2�D�1det� d(k1; ::; kD�1)d(k;�D�2; ::;�1)� :Diese Rekursionsformel kann man leicht au�osen,det� d(k1; ::; kD)d(k;�1; ::;�D�1)� = kD�1 (�1)D(D�1)2 sinD�2�D�1 sinD�3�D�2::: sin�2 ; (4.30)68



wovon nur der Betrag ben�otigt wird. Man erh�alt daraus als Winkelintegral in D Dimensionen,Z d
D = Z �0 sinD�2�D�1d�D�1 Z �0 sinD�3�D�2d�D�2::: Z �0 sin�2d�2 Z 2�0 d�1 :Zur Auswertung benutzt man aus der Standard-Integralsammlung von Gradsteyhn und Ryshikdie Formeln 3.621, 8.384.1 und 8.335.1,Z �0 sin�(x)dx = p� �(�+12 )�(�+22 ) ; (4.31)was auf Z d
D = 2��D�22 �(D�12 )�(D2 ) �(D�22 )�(D�12 ) �(D�32 )�(D�22 )::: �(32)�(2) �(1)�(32)= 2�D2�(D2 ) (4.32)f�uhrt. Als n�achstes soll das Betragsintegral angegeben werden. Die Formel 3.241.4 aus Grad-steyhn und Ryshik liefert direktZ 10 dk kD�1(k2 +m2)� = (m2)D2 ��2 �(D2 )�(�� D2 )�(�) : (4.33)C) Das Basisintegral und die Idee der dimensionalen RegularisierungMit den Gln.(4.32,4.33) lautet das Gesamtresultat f�ur das Basisintegral im euklidischen RaumZ dDk(2�)D 1(k2 +m2)� = (m2)D2 ��(4�)D2 �(� � D2 )�(�) ; (4.34)sowie im Minkowski-RaumZ dDk(2�)D 1(k2 �m2 + i�)� = i(�1)� (m2)D2 ��(4�)D2 �(� � D2 )�(�) : (4.35)Dieses Resultat gilt zun�achst nur f�ur ganzzahlige D mit D < 2�. Die Gln.(4.31-4.33) wur-den aber bereits f�ur beliebiges komplexes D formuliert. Das erlaubt es, das Ergebnis jetzt alsFunktion der komplexen Variablen D aufzufassen. Dabei sind insbesondere die D;� interes-sant, bei denen das urspr�ungliche Integral divergierte. Beachtet man, da� � in unserem Fallnur ganzzahlige Werte annehmen kann, da der Nenner aus Kombinationen von Propagatorenresultiert, mu� das Resultat also f�ur beliebige nat�urliche �;D untersucht werden. Dabei erge-ben sich aufgrund der �-Funktion gerade bei � � D2 = 0;�1;�2; ::: Pole erster Ordnung. F�urD = 4 divergieren wie erwartet die Integrale mit � = 2; 1; 0; :::. Die Divergenz des urspr�ungli-chen Integrals �au�ert sich in einem Pol des in beliebiger Dimension berechneten Integrals ander Stelle D = 4.Das legt das folgende Schema zur Parametrisierung der Divergenzen von Loop-Integralennahe. 69



1. Erweitere das Loop-Integral auf D Dimensionen, wobei D zun�achst ganzzahlig und sinn-vollerweise gr�o�er gleich zwei ist (damit im Minkowski-Raum wenigstens eine Raum-Dimension �ubrig bleibt).2. Berechne das D-dimensionale Loop-Integral f�ur alle D, f�ur die es konvergiert.3. Fasse das Ergebnis als Funktion I(D) der Variablen D auf.4. Setze diese Funktion in die komplexe Ebene fort. Sie wird im allgemeinen eine meromor-phe Funktion mit Polen bei denjenigen ganzzahligen D sein, bei denen das Ausgangsin-tegral divergiert h�atte.5. Gewinne den physikalisch interessierenden Fall durch Laurent-Entwicklung der FunktionI(D) um D = 4, I(D) = 1Xn=�N an(D � 4)n :6. Entferne die Regularisierung durch Bilden des Grenzwerts D ! 4. Die urspr�unglicheDivergenz manifestiert sich dann in Form eines Pols. Da im Grenzwert D ! 4 nur derHauptteil von I(D) sowie a0 relevant ist, l�a�t man den Rest der Reihe sofort entfallen,Iphys = 0Xn=�N an(D � 4)n : (4.36)Das entspricht dem sofortigen Ausf�uhren des Grenzwerts m2s !1 beim Verfahren vonPauli und Villars in all den Teilen des regularisierten Integrals, die in diesem Grenzwertverschwinden.Dieses Schema nennt man dimensionale Regularisierung. Konsequenterweise sollte die Erwei-terung der Loop-Integrale auf D Dimensionen direkt aus einer regularisierten Lagrangedichtefolgen. Daher formuliert man die gesamte Theorie inD Dimensionen. Bevor wir dieses Konzeptweiter verfolgen, soll aber das Werkzeug zur Berechnung realer Loop-Integrale zur Verf�ugunggestellt werden.D) Einfachste ErweiterungenAus dem Basisintegral (4.35) kann man leicht realistische Loop-Integrale gewinnen. Zun�achstberechnet man mit der Substitution q = k + p ganz direktZ dDk(2�)D 1[k2 + 2pk �m2 + i�]� = Z dDq(2�)D 1[q2 � p2 �m2 + i�]�= i(�1)�(4�)D2 (p2 +m2)D2 ���(�� D2 )�(�) : (4.37)Damit lassen sich sofort auch Tensoren behandeln,Z dDk(2�)D k�[k2 + 2pk �m2 + i�]� = �12(� � 1) @@p� Z dDk(2�)D 1[k2 + 2pk �m2 + i�]��170



= �12(� � 1) @@p� i(�1)��1(4�)D2 (p2 +m2)D2 +1���(�� 1� D2 )�(�� 1)= �i(�1)�(4�)D2 p�(p2 +m2)D2 �� (D2 + 1 � �)(� � 1) �(� � 1� D2 )�(� � 1) :Mit Hilfe der Funktionalgleichung der �-Funktion,�(x + 1) = x �(x) ;erh�alt manZ dDk(2�)D k�[k2 + 2pk �m2 + i�]� = � i(�1)�(4�)D2 p�(p2 +m2)D2 ���(� � D2 )�(�) : (4.38)Analog berechnet man Integrale mit mehreren k� im Z�ahler.E) Realistische Loop-IntegraleJetzt ist es nur noch ein kleiner Schritt zur Berechnung von realen Loop-Integralen. Diesesetzen sich immer aus einer Anzahl von Propagatoren zusammen, in denen der Loop-Impulsuml�auft, I(D;�; �; p2;m21;m22) = Z dDk(2�)D 1[(k � p)2 �m21 + i�]�[k2 �m22 + i�]� :An dieser Stelle benutzt man wieder eine Parameter-Darstellung des Nenners,1a�b� = �(� + �)�(�)�(�) Z 10 dx x��1(1� x)��1[ax+ b(1� x)]�+� ; (4.39)die man mit Hilfe des Integrals 3.381.4 aus Gradsteyhn/Ryshik beweist,1a�b� = 1�(�) Z 10 dv v��1e�av 1�(�) Z 10 dw w��1e�bw :Einf�uhren der 1, 1 = Z 10 d��(� � v � w) ;sowie die anschlie�ende Substitutionx = w� ; y = v�ergibt 1a�b� = 1�(�) 1�(�) Z 10 dx Z 10 dy�(1� x� y)x��1y��1 Z 10 d���+��1e��(ax+by)= 1�(�) 1�(�) Z 10 dx Z 10 dy�(1� x� y)x��1y��1�(� + �)(ax+ by)�(�+�) :71



Dabei wurde wieder Formel 3.381.4 aus Gradsteyhn/Ryshik verwendet. Nach Auswerten der�-Funktion erh�alt man gerade Gl.(4.39). Das gleiche Vorgehen f�uhrt zu der Darstellung1a�11 a�22 ::: a�nn = �(�1 + �2 + :::�n)�(�1)�(�2):::�(�n) Z 10 dx1 Z x10 dx2::: Z xn�20 dxn�1 (4.40)� x�1�1n�1 (xn�2 � xn�1)�2�1:::(1� x1)�n�1[a1xn�1 + a2(xn�2 � xn�1) + :::+ an(1� x1)]�1+�2+:::+�nim Fall beliebig vieler Faktoren.Unter Verwendung von Gl.(4.39) und Gl.(4.37) ergibt sich f�ur das betrachtete Loop-Integral,Z dDk(2�)D 1[(k � p)2 �m21 + i�]�[k2 �m22 + i�]�= �(� + �)�(�)�(�) Z 10 dx x��1(1� x)��1 Z dDk(2�)D 1[((k � p)2 �m21)x+ (k2 �m22)(1� x) + i�]�+�= i(�1)�+�(4�)D2 �(� + � � D2 )�(�)�(�) Z 10 dx x��1(1� x)��1[p2x(x� 1) +m21x+m22(1 � x)]D2 ���� :(4.41)Diese Formel l�a�t sich wieder leicht auf Integrale mit Impulsen im Z�ahler erweitern (entwederdurch Di�erentiation nach dem externen Impuls p� oder durch Verwendung von Gl.(4.38)).Die beiden am h�au�gsten auftretenden Integrale seien hier angegeben:Z dDk(2�)D k�[(k � p)2 �m21 + i�]�[k2 �m22 + i�]� (4.42)= i(�1)�+�(4�)D2 �(�+ � � D2 )�(�)�(�) p� Z 10 dx x�(1� x)��1[p2x(x� 1) +m21x+m22(1� x)]D2 ����Z dDk(2�)D k�k�[(k � p)2 �m21 + i�]�[k2 �m22 + i�]� (4.43)= i(�1)�+�(4�)D2 1�(�)�(�) Z 10 dx(1� x)��1� �(�+ � � D2 )p�p�x�+1�[p2x(x� 1) +m21x+m22(1 � x)]D2 ������(�+ � � 1� D2 )g��2 x��1�[p2x(x� 1) +m21x+m22(1 � x)]D2 +1����� :Eine Sammlung einiger weiterer im Zusammenhang mit der dimensionalen Regularisierungauftretender Integrale �ndet man im Anhang.Damit sind die technischen Hilfsmittel zur Berechnung von beliebigen Loop-Integralen inD Dimensionen bereitgestellt worden. Bevor wir die (physikalische) Auswertung von dimen-sional regularisierten Integralen an einem Beispiel weiter verfolgen k�onnen, mu� zun�achst dieErweiterung der gesamten Theorie auf D Dimensionen vorgenommen werden.72



4.3.2 Quantenelektrodynamik in D DimensionenA) Lorentz-Vektoren im Orts- und SpinraumIm vorhergehenden Abschnitt sind die Integrations-technischen Verfahren vorgestellt worden,mit denen Loop-Integrale in beliebiger Dimension berechenbar sind. Eine Erweiterung der Di-mension der Loop-Impulse hat aber noch weitere Konsequenzen f�ur die Theorie: Sie mu� ins-gesamt konsistent in D Dimensionen formuliert werden. Dabei wird stets eine Zeit-Dimensionbeibehalten, d.h. nur die Raum-Dimension variiert.Das bedeutet zun�achst, da� alle Lorentz-Vektoren und -Tensoren in D Dimensionen de-�niert werden m�ussen. Dabei werden alle Raum-Dimensionen genauso wie im gew�ohnlichen4-dimensionalen Minkowski-Raum behandelt. Der metrische Tensor hat daher die Form(g��) = 0BBBBBB@ 1 0 0 � � � 00 �1 0 � � � 00 0 �1 0: : : 00 : : �1 1CCCCCCA : (4.44)Als Kontraktion des metrischen Tensors mit sich selbst erh�alt man die Raumdimension D,g� � = tr[g� � ] = D : (4.45)Dabei ist die Spur im Ortsraum gemeint.Die n�achst komplizierteren Objekte, die auf D Dimensionen �ubertragen werden m�ussen,sind die Spinor-Matrizen. F�ur die jetzt D -Matrizen mu� man wieder die gleichen Kommu-tationsrelationen fordern, [�; �] = 2g�� : (4.46)Die Dimension des Spinorraumes (nicht zu verwechseln mit der des Orts- und Impulsraumes{ in vier Raum-Zeit-Dimensionen ist auch der Spinorraum vierdimensional) schl�agt sich beiallen Spuren von Matrizen im Spinorraum nieder,tr[1S] = f(D) (4.47)tr[�] = 0 (4.48)tr[�� ] = f(D)g�� (4.49)tr[����] = f(D)[g��g�� � g��g�� + g��g��] ; (4.50)wobei die genau Form von f(D) in weiteren unerheblich ist, wie sich zeigen wird. Lediglichf(4) = 4 geht in physikalisch relevante Gr�o�en ein. 1S meint hier die Einheitsmatrix im Spi-norraum, entsprechend tr die Spur im Spinorraum. Wie in vier Dimensionen verschwindet dieSpur von ungeradzahlig vielen -Matrizen immer. Mit Hilfe der Kommutationsrelation (4.46)weist man leicht Relationen wie �� = D 1S (4.51)��� = (2�D)� (4.52)nach. 73



Abschlie�end sei darauf hingewiesen, da� eine direkte �Ubertragung von5 = i0123in beliebige Dimension nicht m�oglich ist, da diese Struktur charakteristisch f�ur vier Dimensio-nen ist. Das f�uhrt zu einigen Konsequenzen im Fall von Theorien, die 5 beinhalten, woraufhier aber nicht eingegangen werden soll.Der Vollst�andigkeit halber sollen die Relationen (4.44)-(4.52) auch noch einmal f�ur eukli-dische Metrik angegeben werden. Dann gibt es keinen Unterschied zwischen ko- und kontrava-rianten Komponenten und die -Matrizen sind antihermitesch.(���) = 0BBBBBB@ 1 0 0 � � � 00 1 0 � � � 00 0 1 0: : : 00 : : 1 1CCCCCCA��� = tr[���] = D[�e ; �e ] = �2���tr[�e ] = 0tr[�e�e ] = �f(D)����e�e = �D 1S�e�e �e = �(2�D)�eB) Die Lagrangedichte in D DimensionenWie �andert sich nun die Lagrangedichte beim �Ubergang zu D Raum-Zeit-Dimensionen?Um darauf eine Antwort zu geben, mu� man die physikalische Dimension der verschiede-nen in die Lagrangedichte eingehenden Gr�o�en untersuchen. Der Ausgangspunkt dazu ist dieDimensionslosigkeit der Wirkung in den Ma�einheiten �h = c = 1,S = Z dDx L(x) :Im System �h = c = 1 gibt es �uberhaupt nur eine physikalische Dimension, die Energie. L�angeund Zeit sind von der Dimension 1/Energie. Daher ist in D Raum-Zeit-Dimensionen die phy-sikalische Dimension der LagrangedichteDim[L] = ED :Die freien Lagrangedichten von Elektronen und Photonen m�ussen beim �Ubergang zu D Di-mensionen unver�andert bleiben, damit die aus ihnen resultierenden freien Propagatoren bisauf die Dimension der Lorentz-Vektoren gleich bleiben. Die Regularisierung wird ja au�erdemerst f�ur Terme ben�otigt, die aus der Wechselwirkung resultieren. Daraus bekommt man sofortDim[ ̂(i@=�m) ̂] = ED ) Dim[ ̂] = E D�12 (4.53)Dim[@�Â�@�Â�] = ED ) Dim[Â�] = E D�22 : (4.54)74



Der Wechselwirkungsterm  ̂ Â= ̂ hat daher die DimensionDim[ ̂ Â= ̂] = E 3D�42 6= ED :Daher ist die Kopplungskonstante im allgemeinen dimensionsbehaftet. Will man sie nach wievor durch die Elektronenladung charakterisieren, deren physikalische Dimension verschwindet,Dim[e] = Dim[p4��] = E0 ;mu� man zus�atzlich eine Gr�o�eM von der Dimension der Energie in den Wechselwirkungstermeinf�ugen, Lint = � e M2�D2  ̂(x)Â=(x) ̂(x) : (4.55)Auch die dimensionale Regularisierung erzeugt wie das Verfahren von Pauli und Villars zwin-gend eine Massenskala ! W�ahrend diese Tatsache bei Theorien mit massiven Fermionen relativbedeutungslos ist, weil die Regularisierungsmasse nicht in regularisierte Ausdr�ucke eingeht,kann man bei masselosen Theorien nicht auf diese Massenskala verzichten (siehe sp�ater).Damit lautet die regularisierte Lagrangedichte insgesamtLreg = � 14 F̂�� F̂ �� � �2 (@�Â�)2 + �22 Â�Â� +  ̂(i@=�m� eM2�D2 Â=) ̂ : (4.56)Diese Lagrangedichte hat exakt die gleiche Form wie die urspr�ungliche, nur da� als Kopplungs-konstante in den Feynman-Regeln jetzt immer eM2�D2 auftritt. Sie erh�alt daher automatischdie Eichinvarianz der Theorie.Nach diesen allgemeinen Bemerkungen zur dimensionalen Regularisierung soll nun amBeispiel der Vakuumpolarisation in niedrigster Ordnung die Methode noch einmal in der An-wendung gezeigt werden. Dabei kann insbesondere der Vergleich mit dem Verfahren von Pauliund Villars gezogen werden.4.3.3 Die Vakuumpolarisation !(1) in dimensionaler RegularisierungZur Demonstration der dimensionalen Regularisierung soll in diesem Abschnitt noch einmaldie Vakuumpolarisation in niedrigster Ordnung von � betrachtet werden. Die aus der Lagran-gedichte (4.56) resultierenden Feynman-Regeln liefern!(1)��;reg(k) = �e2M4�D Z dDp(2�)D tr� p= + k= +m(p+ k)2 �m2� p= +mp2 �m2��= �e2M4�Df(D) Z dDp(2�)D (m2 � p2 � pk)g�� + 2p�p� + p�k� + k�p�[(p+ k)2 �m2][p2 �m2] ;wobei f(D) wieder die Spurfunktion im Spinorraum ist. Die Verwendung der Integrale (4.41-4.43) sowie Gl.(4.45) ergibt direkt!(1)�� (k) = �ie2(4�)D2 M4�Df(D) Z 10dx(g��� m2��2� D2 �� k2x2��2� D2 �+D2 [k2x(x� 1) +m2]��1� D2 �+ k2x��2� D2 ��75



+2k�k�x2��2� D2 �� g�� [k2x(x� 1) +m2]��1 � D2 ��2k�k�x��2� D2 � ) [k2x(x� 1) +m2]D2 �2= �2ie2(4�)D2 M4�D f(D)��2� D2 �hk2g�� � k�k�i� Z 10 dx x(1� x)[k2x(x� 1) +m2]D2 �2 :Die Tensorstruktur von !�� entsteht automatisch,!(1)��;reg(k) = � i hk2g�� � k�k�i!(1)reg(k2) : (4.57)In die Ableitungen der Ward-Takahashi Identit�aten gingen nur Operationen ein, die in DDimensionen genauso wie in vier durchf�uhrbar sind, wie zum Beispiel Shifts von Integrati-onsvariablen. Auch die verwendeten Kommutationsrelationen der Feldoperatoren sind f�ur alleDimensionen gleich. Daher h�angen die Ward-Takahashi Identit�aten nicht von der Dimensiondes Raumes ab.Das verbleibende Integral!(1)reg(k2) = 2e2(4�)D2 �Mm �4�Df(D)��2 � D2 �Z 10 dx x(1� x)[1 + x(x� 1) k2m2 ]D2 �2lie�e sich zwar mit Hilfe von Gradsteyhn/Ryshik 3.254.1 f�ur beliebiges D berechnen, wasaber nicht �ublich ist. Vielmehr f�uhrt man konventionsgem�a� an dieser Stelle die Laurent-Entwicklung um D = 4 aus. Dazu ben�otigt man die Entwicklungen aller D-abh�angigen Funk-tionen um D = 4, f(D) = 4 + f 0(4)(D � 4) +O((D � 4)2)�4�M2m2 �2�D2 = 1 + �2 � D2 �ln�4�M2m2 �+O((4�D)2)��2 � D2 � = 24�D �  +O(4�D) ;  = 0:5772:::[1 + x(x� 1) k2m2 ]D2 �2 = 1� �2� D2 �ln[1 + x(x� 1) k2m2 ] +O((4 �D)2) :Einsetzen ergibt!(1)reg(k2) = e28�2�4 � f 0(4)(4�D) +O((4�D)2)�� 24�D �  +O((4�D))���1 + �2 � D2 �ln�4�M2m2 �+O((4 �D)2)���16 � �2 � D2 � Z 10 dx x(1� x)ln[1 + x(x� 1) k2m2 ] +O((4�D)2)�= �3�� 24 �D �  � 12f 0(4) + ln�4�M2m2 ��6 Z 10 dx x(1� x)ln[1 + x(x� 1) k2m2 ] +O(4�D)� :76



Das verbleibende Integral ist bereits fr�uher berechnet worden,!(1)reg(k2) = �3�� 24�D �  � 12f 0(4) + ln�4�M2m2 � (4.58)��13 + 2�1 + 2m2k2 � �4m2k2 � 1� 12 arccot�4m2k2 � 1� 12 � 1��� :Dieses Ergebnis entspricht Gl.(4.14) im Rahmen der Pauli-Villars Regularisierung. Im Grenz-wert D! 4� erh�alt man die urspr�ungliche Divergenz zur�uck,!(1)reg(k2) �!4�D=�!0+ �3� 2� !1 : (4.59)Die regularisierte Divergenz unterscheidet sich von der beim Pauli-Villars Verfahren um zus�atz-liche konstante Terme,ln��2m2� =̂ 24�D �  � 12f 0(4) + ln�4�M2m2 � : (4.60)Diese sind aber ebenfalls in !(1)reg(k2 = 0) enthalten,!(1)reg(k2 = 0) = �3�� 24�D �  � 12f 0(4) + ln�4�M2m2 �� : (4.61)Au�erdem ist auch die Form ln(�2=m2) der Divergenz beim Pauli-Villars Verfahren nur die Fol-ge einer zusammenfassenden De�nition. Zur Form der Divergenz imRahmen der dimensionalenRegularisierung seien hier noch ein paar Anmerkungen gemacht. Da der aus der Dimensiondes Spinraumes resultierende Term f 0(4) in physikalischen Gr�o�en sowieso nicht auftritt, setztman meist f(4) = 4, soda� dieser Term entf�allt. Im Falle massiver Fermionen kann man mitder Regularisierungsmasse �ahnlich verfahren. Man w�ahlt4�M2 = m2 ;soda� der entsprechende Term eliminiert wird. Mit diesen Vereinfachungen bleibt dann prak-tisch nur noch die eigentliche Divergenz �ubrig. Bei der Diskussion von masselosen Fermionenkann die Regularisierungsmasse jedoch nicht eliminiertwerden. Sie wird als die zun�achst einzigeMassenskala in der Theorie in allen Funktionen ben�otigt.Es sei angemerkt, da�sich Regularisierungen generell bei der Darstellung der Divergenzeines Integrals um additive Konstanten unterscheiden k�onnen.Damit stehen zwei zun�achst v�ollig verschiedene Regularisierungsverfahren zur Verf�ugung,die es erlauben, mit partiell divergenten Loop-Integralen in eichinvarianter Weise umzugehen.Beide f�uhren zu �ahnlichen Darstellungen der Divergenz. Beide f�uhren eine zus�atzliche Mas-senskala in die Theorie ein.Im weiteren wird stets angenommen, da� eines dieser Verfahren verwendet wird, auchohne da� dies explizit angegeben wird. Bei expliziten Rechnungen wird im folgenden auf diedimensionale Regularisierung zur�uckgegri�en, da sie mit Hilfe der Integrale (4.41-4.43) undden Erweiterungen aus dem Anhang die direkte Auswertung von Loop-Integralen gestattet.77



4.4 Anwendungen in erster und zweiter OrdnungIn diesemAbschnitt soll die Technik der dimensionalen Regularisierung auf eine Reihe von Dia-grammen erster und zweiter Ordnung angewandt werden. Dabei werden f�ur die gew�ohnliche,d.h. massive, QED die Selbstenergie erster Ordnung sowie die Vertexkorrektur erster Ordnungf�ur verschwindenden Photon-Impuls berechnet. Im masselosen Fall sollen auch verschiedeneBeitr�age zweiter Ordnung ausgewertet werden.4.4.1 Die Selbstenergie massiver Fermionen in erster OrdnungZur Selbstenergie erster Ordnung tr�agt nur der Graph��6rr������������bei. Gem�a� der �ublichen De�nition der Selbstenergie lautet das zugeh�orige Feynman-Integral�i�(1)(p) = (�ie)2(M2)2�D2 Z dDk(2�)DD(0)�� (k)�G(0)(p� k)�= �e2(M2)2�D2 Z dDk(2�)D �g�� + 1 � �� k�k�k2 � �2� + i�� 1k2 � �2 + i� (4.62)�� p= � k= +m(p � k)2 �m2 + i� � :Davon soll zun�achst der erste Term, der gerade der Feynman-Eichung entspricht, berechnetwerden, �(1)F (p) = � ie2(M2)2�D2 Z dDk(2�)D (2 �D)(p= � k=) +Dm[(p� k)2 �m2 + i�][k2� �2 + i�] ;wobei die Gln.(4.51,4.52) benutzt wurden. Verwenden der Standard-Integrale (4.41,4.42) ergibt�(1)F (p) = e2(4�)2�4�M2m2 �2�D2 ��2� D2 �� Z 10 dx�Dm + (2�D)(1 � x)p=��x(x� 1) p2m2 + x+ (1 � x) �2m2�D2 �2 :Jetzt entwickelt man unter dem Integral um D = 4,�(1)F (p) = �4��4�M2m2 �2�D2 ��2 � D2 ��( Dm+ 2 �D2 p=�4 �D2 Z 10 dx�4m� 2(1 � x)p=�ln�x(x� 1) p2m2 + x+ (1 � x) �2m2�) :78



Das verbleibende Integral kann man mit der Substitutiony = x+ 12�m2p2 � 1 � �2p2 �l�osen,I = Z 10 dx�4m� 2(1 � x)p=�ln�x(x� 1) p2m2 + x+ (1� x) �2m2�= �4m� p=�ln� p2m2�+p=(m2p2 ln�m2p2 �� �2p2 ln��2p2 �� m2p2 + �2p2 )+"2m� 12�m2p2 + 1� �2p2 �p=#�( �m2p2 + 1� �2p2 �ln�m2p2 �� �m2p2 � 1 � �2p2 �ln��2p2 �� 4+��m2p2 � 1� �2p2 �2 � 4�2p2 � 12 ln"m2p2 � 1 + �2p2 �  �m2p2 � 1� �2p2 �2 � 4�2p2 ! 12#���m2p2 � 1� �2p2 �2 � 4�2p2 � 12 ln"m2p2 � 1 + �2p2 +  �m2p2 � 1� �2p2 �2 � 4�2p2 ! 12#) :Jetzt kann man zun�achst alle �2, die nicht unter einem Logarithmus stehen, gegen Null gehenlassen und die verschiedenen Terme zusammenfassen,I = 4m(� 2 � 12�m2p2 � 1�" ln� �2m2�� ln�m2p2 � 1 + �2p2 � ��m2p2 � 1� �2p2 �2 � 4�2p2 �12 �+ln�m2p2 � 1 + �2p2 + ��m2p2 � 1� �2p2 �2 � 4�2p2 �12 �#)+p=(2 + m2p2 + 12�m4p4 � 1�" ln� �2m2�� ln�m2p2 � 1 + �2p2 � ��m2p2 � 1� �2p2 �2 � 4�2p2 � 12 �+ln�m2p2 � 1 + �2p2 + ��m2p2 � 1 � �2p2 �2 � 4�2p2 �12 �#) :Die Logarithmen kann man noch weiter zusammenfassen,I = 4m(� 2 � �m2p2 � 1�ln12"1 � p2m2 + �2m2 �  �1� p2m2 � �2m2�2 � 4�2p2m4 ! 12#)+p=(2 + m2p2 + �m4p4 � 1�ln12"1� p2m2 + �2m2 �  �1 � p2m2 � �2m2�2 � 4�2p2m4 ! 12#) :In diesem Ausdruck kann man f�ur beliebiges p2 den Grenzwert �! 0 ausf�uhren,I = 4m( � 2 + �1� m2p2 �ln�1� p2m2�) + p=(2 + m2p2 + �m4p4 � 1�ln�1� p2m2�) :79



Auch an der Stelle p2 = m2 ist dieser Ausdruck endlich. Seine Ableitung nach p� divergiert da-gegen an dieser Stelle. Zu ihrer Berechnung darf daher der Grenzwert �! 0 nur da ausgef�uhrtwerden, wo keine Divergenzen entstehen. F�ur die Ableitung von I erh�alt man@I@p� = �(2 + m2p2 + �m4p4 � 1�ln�1� p2m2�)+p�p2( p="� 2� 4m2p2 � 4m4p4 ln12"1� p2m2 + �2m2 �  �1� p2m2 � �2m2�2 � 4�2p2m4 !12 ##+4m"2 + 2m2p2 ln12"1 � p2m2 + �2m2 �  �1� p2m2 � �2m2�2 � 4�2p2m4 ! 12##) :Damit erh�alt man f�ur die Selbstenergie�(1)F (p) = �4�( � 24�D �  + ln�4�M2m2 ���4m � p=� (4.63)+4m�32 � �1 � m2p2 �ln�1� p2m2���p=�1 + m2p2 + �m4p4 � 1�ln�1 � p2m2��) :Dieses Resultat unterscheidet sich von demmit Pauli-Villars Regularisierung berechneten au�erin der Darstellung der Divergenz um �8��4m+ p=� ;was im Rahmen der Uneindeutigkeit der dimensionalen Regularisierung liegt.F�ur die Ableitung der Selbstenergie ergibt sich@@p��(1)F (p) = �4�( ��� 24�D +  � ln�4�M2m2 �� 1 � m2p2 � �m4p4 � 1�ln�1� p2m2��+p�p2 � p=�2 + 4m2p2 + 4m4p4 ln�1� p2m2�� (4.64)+4m�� 2� 2m2p2 ln�1 � p2m2���) ;und an der Stelle p2 = m2@@p��(1)F (p) = �4�(��� 24 �D +  � ln�4�M2m2 �� 2� (4.65)+p�m� p=m�6 + 2ln� �2m2��� 8� 4ln� �2m2��) :Jetzt soll der zweite Term aus Gl.(4.62) berechnet werden.�(1)Rest(p) = �ie2(M2)2�D2 1� �� Z dDk(2�)D k=(p= � k= +m)k=[(p� k)2 �m2][k2 � �2� ][k2 � �2]= �ie2(M2)2�D2 1� �� Z dDk(2�)D k=(p2 �m2)� k2(p= �m)� k=(p2 � 2pk + k2 �m2)[(p� k)2 �m2][k2 � �2� ][k2 � �2] :80



Der letzte Summand im Z�ahler ist ungerade in k und tr�agt daher nichts zum Integral bei. DieAuswertung der beiden verbleibenden Terme ergibt�(1)Rest(p) = � �4��4�M2m2 �2�D2 1 � ��� Z 10 dx( (p= �m)��2 � D2 ��x(x� 1) p2m2 + x+ (1� x) �2m2�D2 �2+p2 �m2m2 p=��3� D2 �(1 � x) Z x0 dy�x(x� 1) p2m2 + x+ (1� x) �2m2�D3 �2) ;wobei Gl.(4.40) benutzt wurde. Der zweite Summand ist konvergent und kann gleich f�ur D = 4berechnet werden. Insgesamt erh�alt man�(1)Rest(p) = �4� 1� �� ( (p= �m)�� 24 �D +  � ln�4�M2m2 �� 2 + �1� m2p2 �ln�1 � p2m2��+p2 �m22p2 p=�ln��2p2 �� ln(�)1� � � 1�) : (4.66)Damit ist die Selbstenergie in erster Ordnung vollst�andig bestimmt. Wie zu erwarten, h�angtdas Ergebnis von der gew�ahlten Eichung ab.4.4.2 Die Vertexkorrektur massiver Fermionen in erster OrdnungZur Vertexkorrektur erster Ordnung tr�agt nur der Graph����������������@@��I�rr rbei. Gem�a� der De�nition der Vertexkorrektur als Kern der irreduziblen (2,1)-Punkt-Funktion,��(p; k) = � i e h� + ��(p; k)i ; (4.67)lautet sein Loop-Integral in Feynman-Eichung�(1)� (p; k) = (�ie)2(M2)2�D2 Z dDq(2�)DD(0)�� (k)�G(0)(q + k)�G(0)(q + p)� (4.68)= �ie2(M2)2�D2 Z dDk(2�)D 1q2 � �2� q=+ k= +m(q + k)2 �m2� q=+ p= +m(q + p)2 �m2� :Angesichts der Komplexit�at der Spinorstruktur soll hier nur der f�ur die Renormierung und dieWard-Identit�at relevante Fall p = k berechnet werden,�(1)� (p; p) = �ie2(M2)2�D2� Z dDk(2�)D( (D � 2)�[(q + p)2 �m2][q2� �2] + 2(q� + p�)[(2�D)(q= + p=) +Dm][(q + p)2 �m2]2[q2 � �2] ) :81



Anwenden der Standard-Integrale ergibt�(1)� (p; p) = �4��4�M2m2 �2�D2� Z 10 dx( (D � 2)��2 � D2 ��(1 � x)�x(x� 1) p2m2 + x+ (1� x) �2m2�D2 �2+2��3� D2 �p�x(x� 1)h(D � 2)p=(x� 1) +Dmi[x(x� 1) p2m2 + x+ (1� x) �2m2 ]3�D2 ) :W�ahrend der erste Term UV-divergent aber IR-konvergent ist, ist der zweite Term UV-konvergent und IR-divergent. Daher kann an dieser Stelle im ersten Term � ! 0 und imzweiten D ! 4 genommen werden. Man erh�alt insgesamt (nach sorgf�altiger Diskussion desFalles p2 = m2)�(1)� (p; p) = �4�( �" 24 �D �  + ln�4�M2m2 �+ 1 + m2p2 + �m4p4 � 1�ln�1 � p2m2�#+p�p2" p= � 2� 4m2p2 � 2m4p4 ln�(m2 � p2)2 +m2�2m4 �! (4.69)+4m 2 + m2p2 ln�(m2 � p2)2 +m2�2m4 �!#) :Der Vergleich mit Gl.(4.64) zeigt, da� die Ward-Identit�at (3.16) von den regularisierten Funk-tionen in erster Ordnung erf�ullt wird,@@p��(1)(p) = � �(1)� (p; p) : (4.70)Eine weitere Diskussion der Vertexkorrektur soll hier nicht vorgenommen werden.4.4.3 Die Vakuumpolarisation der masselosen QED in erster Ord-nungJetzt sollen einige Graphen der masselosen QED diskutiert werden. Die entsprechenden Bei-tr�age erster Ordnung kann man entweder aus dem Grenzwert m ! 0 der massiven Theoriegewinnen (unter Beachtung der Tatsache, da� dann alle Integrationen f�ur p2 > m2 auszuf�uhrensind) oder direkt berechnen. Letzteres hat den Vorteil, da� eine Auswertung in beliebiger Di-mension m�oglich ist, was f�ur die Diskussion von Graphen h�oherer Ordnung ben�otigt wird.Au�erdem kann in diesem Fall von vornherein � ! 0 genommen werden, da p2 = 0 sowie-so eine kritische Stelle ist und, wie noch zu behandeln sein wird, nicht zur Renormierungherangezogen wird.Man startet also mit dem Integral!(1)�� (k) = � (�ie)2(M2)2�D2 Z dDp(2�)D tr(� ip=� ip= � k=) : (4.71)82



Auswerten der Spuren mit der Konvention f(D) = 4 und den Standard-Integralen (4.41-4.43)ergibt unter Beachtung von Gl.(4.45) f�ur beliebiges D!(1)�� (k) = � i2�� �4�M2k2 �2�D2 ��2 � D2 �hk2g�� � k�k�i Z 10 dx xD2 �1 (1 � x)D2 �1 :Das verbleibende Integral l�a�t sich ganz allgemein l�osen,Z 10 dx x� (1� x)� = �(� + 1)�(� + 1)�(�+ � + 2) ; (4.72)und man erh�alt letztlich f�ur beliebiges D!(1)�� (k) = � i2�� �4�M2k2 �2�D2 ��2� D2 �hk2g�� � k�k�i��D2 ���D2 ��(D) ; (4.73)bzw !(1)(k2) = 2�� �4�M2k2 �2�D2 ��2 � D2 ���D2 ���D2 ��(D) : (4.74)Schlie�lich kann man um D = 4 entwickeln (� = 4 �D)!(1)(k2) = �3�(2� + ln�4�M2k2 �+ 53 � ) : (4.75)4.4.4 Die Selbstenergie der masselosen QED in erster OrdnungIn beliebiger Eichung ergibt sich die Selbstenergie der masselosen QED in erster Ordnung ausdem Feynman-Integral�(1)(p) = � ie2(M2)2�D2 Z dDk(2�)D �(p= � k=)�(p� k)2 1k2"g�� + 1 � �� k�k�k2 # : (4.76)Auswerten mit den Standard-Integralen (4.41-4.43) ergibt unter Beachtung von Gl.(4.52)�(1)(p) = �4��4�M2p2 �2�D2 p= Z 10 dx( ��2 � D2 ��2�D � 21 � �� �xD2 �2(1 � x)D2 �1+2��3� D2 �1 � �� xD2 �1(1� x)D2 �2)= �p=4��4�M2p2 �2�D2 ��D2 ���D2 � 1��(D � 1) (��2 � D2 ��4�D � 2��� ��3 � D2 ��2� 2��) :Unter Verwendung der Funktionalgleichung der �-Funktion erh�alt man schlie�lich f�ur beliebigesD �(1)(p) = � �p=2���4�M2p2 �2�D2 ��D2 ���D2 ��(D � 1) ��2 � D2 � : (4.77)Es ergibt sich die erstaunliche Tatsache, da� die Selbstenergie in erster Ordnung in Landau-Eichung f�ur alle D verschwindet. Die Entwicklung um D = 4 f�uhrt auf (� = 4�D)�(1)(p) = � �p=4��(2� + ln�4�M2p2 �+ 1� ) : (4.78)83



4.4.5 Die Vertexkorrektur der masselosen QED in erster OrdnungDie Vertexkorrektur soll von vornherein nur in Feynman-Eichung diskutiert werden. Dannlautet ihr Loop-Integral erster Ordnung�(1)� (p; k) = � ie2(M2)2�D2 Z dDq(2�)D �(q=+ k=)�(q=+ p=)�(q + k)2(q + p)2q2 ; (4.79)was auf�(1)� (p; k) = �ie2(M2)2�D2 Z dDq(2�)D( �� (D � 2)q2 + 2p=q=+ 2q=k= + 2p=k=�(4 �D)(q=p= + k=q=+ k=p=)�+q��� 2(D � 2)q=� 4k= � 2(D � 4)p=�+p��� 4q=� 4k=�+k��2(4 �D)(q=+ p=)�) � 1(q + k)2(q + p)2q2f�uhrt. Auch hier verbietet der Aufwand eine vollst�andige Berechnung f�ur beliebiges D. Dahersoll zun�achst in allen konvergenten Termen D = 4 gesetzt werden,�(1)� (p; k) = �ie2(M2)2�D2 Z dDq(2�)D( ��(D � 2)q2 + 2p=q=+ 2q=k= + 2p=k=�+q��� 2(D � 2)q= � 4k=�+ p��� 4q= � 4k=�)� 1(q + k)2(q + p)2q2 :Dann bleibt nach einigen Umformungen (� = 4�D)�(1)� (p; k) = �2� (4�M2)2�D2� Z 10 dx Z x0 dy(�� 2� �  � 3�lnhy2(k � p)2 + y(p2 � k2 + 2pkx � 2p2x) + p2x(x� 1)i+ (x� 1)p=k=y2(k � p)2 + y(p2 � k2 + 2pkx � 2p2x) + p2x(x� 1)�+2p��y2(p= � k=) + y(xk= + (1� 2x)p=) + (1� x)k= + x(x� 1)p=y2(k � p)2 + y(p2 � k2 + 2pkx� 2p2x) + p2x(x� 1) �+2k�� y2(k= � p=) + y(xp=� k=)y2(k � p)2 + y(p2 � k2 + 2pkx� 2p2x) + p2x(x� 1)�) :Auch auf die weitere Auswertung dieses Ausdrucks soll verzichtet werden. Lediglich den Fallp = k kann man jetzt schnell angeben,�(1)� (p; p) = �4�(��2� + ln�4�M2p2 ��  + 1�� 2p�p=p2 ) : (4.80)84



Man stellt sofort fest, da� die Ward-Identit�at (3.16) auch hier erf�ullt ist.4.4.6 Die Vakuumpolarisation der masselosen QED in zweiter Ord-nungZur Vakuumpolarisation zweiter Ordnung tragen die folgenden drei Graphen bei:�-����r r����������r r �-����r r����������r r �I 	R����r r������������rr (4.81)Die ersten beiden Diagramme liefern den gleichen Beitrag. Dieser soll als erstes berechnetwerden. Das zugeh�orige Feynman-Integral kann man auf die Selbstenergie erster Ordnungzur�uckf�uhren,!(2)1;��(k) = � (�ie)2(M2)2�D2 Z dDp(2�)D tr(� ip= (�i)�(1)(p) ip=� ip= � k=) : (4.82)Die Selbstenergie wird aber jetzt f�ur beliebige Dimension ben�otigt, da im allgemeinen Dia-gramme h�oherer Ordnung Pole von mehr als erster Ordnung bei D = 4 aufweisen werden.Eine konsistente Behandlung der entsprechenden Funktionen erfordert eine Entwicklung derBeitr�age von Subgraphen bis zu der Ordnung des Poles des Gesamtgraphen. Einsetzen vonGl.(4.77) f�uhrt auf!(2)1;��(k) = � �2� (4�M4)2�D2 ��D2 ���D2 � 1��(D � 1) (2�D)��2� D2 �Z dDp(2�)D tr( �p=�(p= � k=)(p� k)2(p2)3�D2 ) :Das Impuls-Integral l�a�t sich leicht auswerten,Z dDp(2�)D tr( �p=�(p= � k=)(p � k)2(p2)3�D2 ) = 4 Z dDp(2�)D 2p�p� + p�k� + k�p� � g��(p2 + pk)(p� k)2(p2)3�D2 )= 4i(4�)D2 (k2)D�4��3 � D2 � Z 10 dx xD�3 (1 � x)D2 �1��hk2g�� � 2k�k�i�(4 �D) + k2g���1� D2 ��(3 �D)�= 4i(4�)D2 (k2)D�4��3 � D2 � ��D � 2���D2 ��� 32D � 2���hk2g�� � 2k�k�i�(4 �D) + k2g���1 � D2 ��(3 �D)� ;so da� man insgesamt!(2)1;��(k) = � i�22�2��4�M2k2 �4�D��D2 ���D2 � 1��(D � 1) (2�D)(4�D) ��D � 2���D2 ���32D � 2� (4.83)��hk2g�� � 2k�k�i�(4 �D) + k2g���1 � D2 ��(3 �D)�85



erh�alt. Die Entwicklung um D = 4 ergibt!(2)1;��(k) = i�26�2�(hk2g�� � k�k�i� 1�2 + 1��ln�4�M2k2 �+ 74 � �+ 12�ln�4�M2k2 ��2+�74 � �ln�4�M2k2 �� 74� (4.84)+k2g��� 14� + 14 ln�4�M2k2 �+ 1116 � 4 � )Eine etwas kompliziertere Rechnung (siehe Itzykson/Zuber Kap.8-4-4) ergibt f�ur den drit-ten Graphen aus Gl.(4.81) in Feynman-Eichung!(2)3;��(k) = i�23�2(hk2g�� � k�k�i�� 1�2 � 1��ln�4�M2k2 �+ 52 � �� 12�ln�4�M2k2 ��2��52 � �ln�4�M2k2 �+ c� (4.85)�k2g��� 14� + 14 ln�4�M2k2 �+ 1116 � 4 �) ;wobei die unwesentliche Konstante c nicht berechnet wurde. In der Addition aller drei Graphenentfallen die Pole zweiter Ordnung,!(2)�� (k) = � i �24�2hk2g�� � k�k�i�1� + ln�4�M2k2 �+ c0� ; (4.86)und auch das Quadrat des Logarithmus. Diese Tatsache, die sich in beliebiger Ordnung wie-derholt, ist eine besondere Eigenschaft der 1-Fermion-Loop Graphen der Vakuumpolarisation.Insbesondere ist zu beachten, da� hier auch der Mischterm aus Polbeitrag und impulsabh�angi-ger Funktion, 1� ln�4�M2k2 � ;in der Summe der drei Diagramme entf�allt. Abschlie�end sei ohne Beweis angemerkt, da� dasGesamtergebnis f�ur die zweite Ordnung der Vakuumpolarisation, Gl.(4.86), unabh�angig vonder gew�ahlten Eichung ist.4.4.7 Die Selbstenergie der masselosen QED in zweiter OrdnungZur Selbstenergie zweiter Ordnung tragen die folgenden drei Graphen bei:��6rr������������ ����������rr 6rr����������������? 6���rr ����rrrr������������ 6?6 (4.87)Der erste Graph in Gl.(4.87) soll zuerst ausgewertet werden. Das zugeh�orige Feynman-Integralkann man auf die Selbstenergie erster Ordnung zur�uckf�uhren,�(2)1 (p) = � ie2(M2)2�D2 Z dDq(2�)D �G(0)(q)�� i�(1)(q)�G(0)(q)�D(0)�� (p � q) : (4.88)86



Da die Selbstenergie erster Ordnung in Landau-Eichung verschwindet, gilt das gleiche nat�urlichauch f�ur den Beitrag dieses Graphen. Daher soll hier nur die Feynman-Eichung verwendetwerden. Einsetzen von Gl.(4.77) f�uhrt dann auf�(2)1 (p) = � i�2(4�M4)2�D2 (2�D)2��2� D2 ���D2 � 1���D2 ���D � 1� Z dDq(2�)D q=(q � p)2(q2)3�D2 :Anwenden von Gl.(4.42) ergibt letztlich f�ur beliebiges D�(2)1 (p) = �2p=8�2�4�M2p2 �4�D��2 � D2 ��(4 �D)��D2 � 1���D2 ���D2 ���3 � D2 ���32D � 3� : (4.89)Diese Funktion hat bei D = 4 einen Pol zweiter Ordnung. Die konsistente Entwicklung allerTerme um D = 4 ergibt�(2)1 (p) = �2p=8�2( 1�2+ 1� �ln�4�M2p2 ��+ 54�+ 12�ln�4�M2p2 ��2+ 22 � 54� �224 + 3116) : (4.90)Als n�achstes soll der zweite Graph berechnet werden. Sein Loop-Integral kann man auf dieVakuumpolarisation erster Ordnung zur�uckf�uhren,�(2)2 (p) = � ie2(M2)2�D2 Z dDq(2�)D �G(0)(p� q)�D(0)�� (q)!(1);��(q)D(0)�� (q) : (4.91)Aufgrund der transversalen Struktur der Vakuumpolarisation ist dieser Ausdruck unabh�angigvon der gew�ahlten Eichung: Nur die q� bzw q�-proportionalen Terme im freien Photon-Propa-gator enthalten den Eichparameter �. Man erh�alt daher�(2)2 (p) = ie2(M2)2�D2 Z dDq(2�)D �(p= � q=)�(p � q)2 (q2g�� � q�q�)(q2)2 !(1)(q2) :Nun kann man Gl.(4.75) einsetzen,�(2)2 (p) = 8i�2(4�M4)2�D2 ��2� D2 ���D2 ���D2 ���D� Z dDq(2�)D q2[(3�D)p= + (D � 1)q=]� 2pqq=(p � q)2(q2)4�D2 :Nach einigem Zusammenfassen von �-Funktionen erh�alt man f�ur beliebiges D und beliebigeEichung�(2)2 (p) = �2p=4�2�4�M2p2 �4�D(D � 1)��2 � D2 ��(5 �D)��D2 ���D2 ���D2 ���D � 3���D���4� D2 ���32D � 3� : (4.92)Dieser Graph divergiert aufgrund der transversalen Struktur der Vakuumpolarisation nur linearund nicht quadratisch, wie man in zweiter Ordnung erwartet h�atte. Die Entwicklung umD = 4gestaltet sich hier daher etwas einfacher,�(2)2 (p) = �2p=8�2(1� + ln�4�M2p2 ��  + 74) : (4.93)Auf die Berechnung des wesentlich komplizierteren dritten Graphen soll hier verzichtetwerden. 87
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Kapitel 5Der Photon-Propagator: 2. TeilNachdem wir jetzt eine Methode zur Verf�ugung haben, divergente Loop-Integrale technisch zuhandhaben, k�onnen wir in diesem Kapitel die schon im Abschnitt 4.1 angedeutete Renormie-rung des Photon-Propagators ausf�uhren. Dazu wird stets die Verwendung einer Regularisierungvorausgesetzt, auch wenn dies nicht explizit durch einen Index oder �ahnlich deutlich gemachtwird. W�ahrend in diesemKapitel zun�achst nur exemplarisch der Photon-Propagator betrachtetwird, um das verwendete Schema aufzuzeigen, wird die vollst�andige Renormierung der QEDim n�achsten Kapitel begonnen. Insbesondere wird auch in diesem Kapitel die Renormierung inh�oherer Ordnung schon einmal angedeutet, wobei zur Vereinfachung der Photon-Propagatorisoliert diskutiert wird. Dabei l�a�t man nat�urlich au�er Acht, da� es noch andere divergen-te irreduzible Funktionen gibt, deren Diagramme in die Vakuumpolarisation eingehen. Ausdidaktischen Gr�unden soll dieses eigentlich inkorrekte Vorgehen aber hier gerechtfertigt sein.Das Programm dieses Kapitels beginnt mit der Kl�arung der Frage, in welcher Form derPhoton-Propagator in me�bare Gr�o�en eingeht. Aus diesen �Uberlegungen gewinnt man eineBedingung, Normierungsbedingung genannt, die der Photon-Propagator in allen Ordnungenerf�ullen mu�, die aber bereits mit der ersten Ordnung im Widerspruch steht. Das zwingt zueiner Uminterpretation der Kopplungskonstanten in der Lagrangedichte. Mit diesem Trick kannman einen endlichen renormierten Photon-Propagator konstruieren, wobei alle Divergenzenin nicht me�baren Konstanten verschwinden. Schlie�lich wird eine alternative Sicht diesesRenormierungsschemas gezeigt, das sogenannte Counterterm-Verfahren.5.1 Physikalische Relevanz des Photon-PropagatorsAls Vorarbeit zu der in diesem Kapitel zu diskutierenden Renormierung des Photon-Propaga-tors soll jetzt an einem Beispiel gezeigt werden, wie der Propagator in physikalisch me�bareGr�o�en eingeht. Dazu betrachtet man am einfachsten ein Elektron, das mit einem ruhendenPunkt-Kern der Ladung Z wechselwirkt, 89



M�BBBB ���� ������������D ���������@ Z�e� .Diese Wechselwirkung erfolgt �uber reale Photonen, die durch den vollen Photon-Propagatorbeschrieben werden. In niedrigster Ordnung der St�arke des Kernes ist es gerade der obigeGraph, der in die Elektron-Kern-Streuung bei niederen Energien sowie in die Bindungsenergievon Elektronen am Kern eingeht. Das Potential, das das Elektron sp�urt, ist in diesem Falldurch V �(x) = i e2 Z d4y D��(x� y) jext;�(y)gegeben, wobei jext;� die Stromdichte des Kernes charakterisiert. F�ur zeitunabh�angige externeStromdichten kann man das y0-Integral sofort ausf�uhren,Z 1�1 dy0D��(x� y) = Z 1�1 dy0Z d4k(2�)4 e�ik(x�y)D��(k)= Z d4k(2�)4 e�ik(x�y)2��(k0)D��(k)= Z d3k(2�)3 eik(x�y)D�� (k0 = 0; k) :In niedrigster Ordnung von � erh�alt man daraus in Feynman-EichungZ 1�1 dy0D(0);��(x� y) = i g�� Z d3k(2�)3eik(x�y) 1k2 + �2= i g�� e��jx�yj4� j x� y j ;was f�ur Punktkerne, jext;�(y) = g0�Z�(3)(y) ;auf das bekannte Coulomb-Potential f�uhrt,V (0);�(x) = � g�0 Ze2 lim�!0 e��jxj4� j x j = � g�0 Z�j x j :Betrachtet man den vollen Propagator in beliebiger Eichung,D��(k) = � ihg�� � k�k�k2 i 1k2[1 + !(k2)]� �2 + i� � i k�k�k2(�k2 � �2 + i�) ;bekommt man V �(x) = � Z e2 g�0Z d3k(2�)3 eik�x 1k2[1 + !(�k2)] + �2 : (5.1)90



Wie erwartet tr�agt der k�k� -Teil des Propagators zu Erwartungswerten mit erhaltenen Str�omennichts bei. Das Potential h�angt daher nicht von der Eichung ab. Die Masse �2 wird in allenOrdnungen wie bei der Fourier-Transformation des Coulomb-Potentials als konvergenzerzeu-gender Faktor f�ur x2 ! 1 bzw k2 ! 0 ben�otigt. Sie wird im weiteren meist unterdr�ucktwerden.Das Potential (5.1) geht direkt in die Bindungsenergie von Elektronen in Atomen ein. Esist also indirekt me�bar. Die Quantenelektrodynamik liefert Korrekturen zur Bindungsenergiein aufsteigender Ordnung von �.Der entscheidende Punkt ist nun: Die Fouriertransformierte des Potentials ist ganz allge-mein direkt proportional zum Produkt aus e2 und Photon-Propagator,V �(k) = i e2 D��(k) j�(k) : (5.2)Daher kommt nur dem Produkt e2 D�� (k)eine wirkliche physikalische Bedeutung zu.5.2 Renormierung des Photon-PropagatorsWo werden die QED-Korrekturen im Potential besonders wirksam? Die Vakuumpolarisationbeschreibt virtuelle (und reale) Paarerzeugung, in diesem Fall im Coulomb-Feld des Kernes.Diese ist um so leichter m�oglich, je h�oher die zur Verf�ugung stehende Energiedichte des ex-ternen Feldes ist. Sie wird also besonders f�ur gro�e Impuls�ubertr�age k2, d.h. kleine Abst�andex2 vom Kern auftreten. In gro�em Abstand zum Kern mu� dagegen das klassische Verhal-ten dominieren, das man in gew�ohnlichen Experimenten feststellt. Genauer gesagt, das vollePotential (5.1) mu� f�ur gro�e x2 bzw kleine k2 gerade dem Coulomb-Potential entsprechen,V �(k2) = � Z e2 g�0 1k2[1 + !(�k2)] �!k2!0 � Z e2 g�0 1k2 : (5.3)Diese Forderung an das Potentials ist die einfachste Begr�undung der folgenden direkten For-derung an den vollen Photon-Propagator,e2 D��(k) = � i e2 hg�� � k�k�k2 i 1k2[1 + !(k2)] + i� � i e2 k�k�k2(�k2 + i�)�!k2!0 � i e2 g�� 1k2 + i� + Terme proportional k�k� : (5.4)Sie sagt nichts anderes, als da� ein reales Photon, das sich selbstverst�andlich immer auf derMassenschale k2 = 0 be�ndet, wie ein freies Photon beschrieben werden mu�, d.h. masselosist. Es bleibt anzumerken, da� der Teil proportional k�k� durch Gl.(5.3) nicht festgelegt wird.Bereits in erster Ordnung von � widersprechen die Gln.(4.16,4.61),!(1)reg(k2 = 0) = �3�ln��2m2� = �3�� 24�D �  � 12f 0(4) + ln�4�M2m2 �� ;91



aber der daraus resultierenden Forderung!(k2 = 0) = 0 :Die Vakuumpolarisation verschwindet nicht nur bei k2 = 0 nicht, !(1)(k2 = 0) divergiertsogar, wenn die Regularisierung entfernt wird. Dieser Umstand erfordert eine Uminterpretationder bisher verwendeten Gr�o�en, in deren Rahmen dann auch alle divergenten Beitr�age zurVakuumpolarisation aus allen physikalisch relevanten Ausdr�ucken eliminiert werden k�onnen.Da� dies in allen Ordnungen der Fall ist, soll in diesem Kapitel nicht bewiesen werden. F�urdie erste Ordnung wird es unmittelbar klar werden.Da nur eine k-unabh�angige, divergente Konstante st�ort, kann man dieses Problem folgen-derma�en l�osen: Man versteht die Kopplungskonstante in der Lagrangedichte nicht mehr alsdie �ublicherweise gemessene Elektronenladung e sondern als einen nicht me�baren Parametere0 6= e der Theorie. Man f�uhrt dann die gesamte St�orungstheorie wie bisher durch, aber alsKonsequenz von Lint = � e0  ̂ Â= ̂ (5.5)steht �uberall der Parameter e0 anstelle der wahren Ladung e. Dann erh�alt man als PotentialV �(k2) = � Z e20 g�0 1k2[1 + !(e20;�k2)] ; (5.6)wobei das Argument e20 in ! klarstellen soll, da� auch diese Funktion mit dem Parameter e0zu berechnen ist. Die funktionale Form von ! ist aber diesselbe wie bisher. Entsprechend folgtals physikalische ForderungV �(k2) = � Z e20 g�0 1k2[1 + !(e20;�k2)] �!k2!0 � Z e2 g�0 1k2 ;bzw f�ur den vollen Photon-Propagator gem�a� Gl.(5.4)e20 D�� (k) = � i e20 hg�� � k�k�k2 i 1k2[1 + !(e20; k2)] + i� � i e20 k�k�k2(�k2 + i�)�!k2!0 � i e2 g�� 1k2 + i� + Terme proportional k�k� : (5.7)Diese l�a�t sich jetzt aber leicht erf�ullen, indem man zwischen der wahren Ladung e und demParameter der Theorie e0 die Relation e201 + !(e20; k2 = 0) = e2 (5.8)annimmt. Das bedeutet etwa in erster Ordnunge2 = e20 �1 + !(1)(e20; k2 = 0)��1 = e20 �1 + e2012�2 ln��2m2���1 �= e20 �1� e2012�2 ln��2m2�� :Da !(1)(e20; k2 = 0) divergiert, sagt man, die Vakuumpolarisation schirmt die sehr gro�e 'nackte'Ladung e0 ab, soda� in ausreichender Entfernung von der nackten Ladung nur noch e me�bar92



ist. Diese Vorstellung sollte aber nicht zu ernst genommen werden. Man nennt die (divergente)multiplikative Konstante zwischen den beiden Gr�o�en die Renormierungskonstante Z3,e2 = Z3(e20) e20 ; Z3(e20) = 11 + !(e20; k2 = 0) (5.9)Es sei an dieser Stelle noch einmal darauf hingewiesen, da� diese De�nitionen f�ur beliebigeOrdnungen formuliert wurden. Dabei wurde aber au�er Acht gelassen, da� es noch weiteredivergente Funktionen au�er der Vakuumpolarisation gibt, was ab der zweiten Ordnung zueiner Verkopplung aller divergenten Funktionen und Renormierungskonstanten f�uhrt. Um dieIdee der Renormierung aber auch in h�oherer Ordnung schon einmal anzudeuten, soll dieseVerkopplung hier zun�achst ignoriert werden.Welche Konsequenzen haben die Gln.(5.5-5.9) f�ur den vollen Photon-Propagator? Ihn be-rechnet man ebenfalls mit der nackten Ladung e0,D��(e20; k) = � i hg�� � k�k�k2 i 1k2[1 + !(e20; k2)] + i� � i k�k�k2(�k2 + i�) ; (5.10)er enth�alt also alle m�oglichen Divergenzen. Physikalisch relevant ist aber gem�a� Gl.(5.7) nurder g�� -proportionale Teil der Gr�o�ee20 D��(e20; k) = � i hg�� � k�k�k2 i e20k2[1 + !(e20; k2)] + i� � i e20 k�k�k2(�k2 + i�) ; (5.11)er sollte daher endlich sein. Es liegt nahe, diese endliche Gr�o�e durch die endliche wahre Ladunge auszudr�ucken,e20k2[1 + !(e20; k2)] + i� = e2 e2[1 + !(e0(e)2; k2 = 0)]k2[1 + !(e0(e)2; k2)] + i� � e2k2[1 + !R(e2; k2)] + i� ; (5.12)wobei man die Funktion !R(e2; k2) als renormierte Vakuumpolarisation bezeichnet. Sie sollselbstverst�andlich als Funktion der wahren Ladung e formuliert sein, d.h. in Gl.(5.12) ist e0wie angedeutet als Funktion von e zu verstehen. Diese Funktion gewinnt man, indem manGl.(5.9) nach e0 au�ost. Das ist nicht allgemein m�oglich, sondern mu� Ordnung f�ur Ordnungerfolgen. So ergibt sich zum Beispiel in erster Ordnunge2 = e20 �1 + !(1)(e20; k2 = 0)��1 = e20 �1� !(1)(e20; k2 = 0)�= e20 �1 + e2012�2 ln��2m2���1 = e20 �1 � e2012�2 ln��2m2��= e20 �1 + e212�2 ln��2m2���1 = e20 �1 � e212�2 ln��2m2��) e20 = e2 �1 + e212�2 ln��2m2�� = e2 �1 � e212�2 ln��2m2���1= e2 �1 + !(1)(e2; k2 = 0)� = e2 �1 � !(1)(e2; k2 = 0)��1 : (5.13)Dabei wurde davon Gebrauch gemacht, da� bis zu der betrachteten ersten Ordnung e4 =e2e20 = e40 gilt. All die obigen Formen sind �aquivalent.93



Au�erdem ist in Gl.(5.12) auch noch der Grenzwert zu nehmen, in dem die Regularisierungverschwindet, d.h. �!1 bzw � = 4�D ! 0. Daher lautet Gl.(5.12) in vollst�andiger Form1 + !R(e2; k2) = lim�!0 Z3(e0(e);M; �) h1 + !(e0(e)2;M; �; k2)i= lim�!0 " 1 + !(e0(e)2;M; �; k2)1 + !(e0(e)2;M; �; k2 = 0)#= lim�!1 Z3(e0(e);�) h1 + !(e0(e)2;�; k2)i= lim�!1 " 1 + !(e0(e)2;�; k2)1 + !(e0(e)2;�; k2 = 0)# : (5.14)Hier ist die Abh�angigkeit der Gr�o�en von der Regularisierungsmasse M bzw � explizit fest-gehalten. Die renormierte Vakuumpolarisation h�angt nicht mehr von ihr ab, wie im Falleder Pauli-Villars Regularisierung wegen des Grenzwerts � !1 unmittelbar einleuchtet. Dasgleiche tri�t aber auch f�ur die dimensionale Regularisierung zu. Im weiteren wird stets stellver-tretend die Pauli-Villars Form zur Kenntlichmachung der Regularisierung verwendet werden.!R(e2; k2) ist eine endliche Funktion, was erst noch zu beweisen sein wird. Diese Tatsa-che soll hier aber schon einmal angenommen werden. Ein Beweis f�ur die erste Ordnung folgtunten. W�ahrend also auf der linken Seite von Gl.(5.12) zwei divergente Gr�o�en miteinandermultipliziert etwas endliches ergeben, ist die renormierte Vakuumpolarisation f�ur sich endlich.Um das Renormierungsverfahren f�ur die Vakuumpolarisation anschaulich zu machen, solles bis zur zweiten Ordnung durchgef�uhrt werden. Die Abh�angigkeit der Vakuumpolarisationvon der Regularisierungsmasse � wird dabei f�ur einen Moment unterdr�uckt.1 + !(e0(e)2; k2)1 + !(e0(e)2; 0) = 1 + !(1)(e0(e)2; k2) + !(2)(e0(e)2; k2) + :::1 + !(1)(e0(e)2; 0) + !(2)(e0(e)2; 0) + :::= h1 + !(1)(e0(e)2; k2) + !(2)(e0(e)2; k2) + :::i�h1� !(1)(e0(e)2; 0)� !(2)(e0(e)2; 0) + (!(1)(e0(e)2; 0))2 + :::i= 1 + !(1)(e0(e)2; k2)� !(1)(e0(e)2; 0)� !(1)(e0(e)2; k2) !(1)(e0(e)2; 0)+!(2)(e0(e)2; k2) � !(2)(e0(e)2; 0) + (!(1)(e0(e)2; 0))2 + ::: :Jetzt verwendet man die Relation (5.13), um e0 konsistent bis zur Ordnung e4 = e40 durch eauszudr�ucken, !(1)(e0(e)2; k2) = !(1)(e2; k2)h1 + !(1)(e2; 0)i!(2)(e0(e)2; k2) = !(2)(e2; k2)(!(1)(e0(e)2; k2))2 = (!(1)(e2; k2))2 ;wobei in Termen, die selbst bereits von zweiter Ordnung sind, einfach e0 durch e ersetzt werdenkann. Einsetzen ergibt1 + !(e0(e)2; k2)1 + !(e0(e)2; 0) = 1 + !(1)(e2; k2)h1 + !(1)(e2; 0)i� !(1)(e2; 0)h1 + !(1)(e2; 0)i�!(1)(e2; k2) !(1)(e2; 0) + !(2)(e2; k2)94



�!(2)(e2; 0) + (!(1)(e2; 0))2 + :::= 1 + !(1)(e2; k2)� !(1)(e2; 0) + !(2)(e2; k2)� !(2)(e2; 0) + :::= 1 + !R(e2; k2) :Damit ist !R bis zur zweiten Ordnung durch e und die bekannten Funktionen !(1) und !(2)ausgedr�uckt. Es sei noch einmal darauf hingewiesen, da� die zweite Ordnung im Rahmen derRenormierung der gesamten QED eine Korrektur erfahren wird.Die erste Ordnung ist aber korrekt durch!(1)R (e2; k2) = !(1)(e2;�; k2)� !(1)(e2;�; k2 = 0) (5.15)gegeben. Da die Divergenz ganz in dem k-unabh�angigen Teil von !(1) steckt, ist diese Di�erenz,d.h. die renormierte Vakuumpolarisation in erster Ordnung, endlich,!(1)R (e2; k2) = � �3�(13 + 2�1 + 2m2k2 ���4m2k2 � 1� 12arccot�4m2k2 � 1� 12 � 1�) ; (5.16)und das gesamte Schema in dieser Ordnung erfolgreich. F�ur alle h�oheren Ordnungen mu� diesaber erst noch nachgewiesen werden.Man kann nun in Analogie zur Form des urspr�unglichen, nicht renormierten Propagatorseinen renormierten Photon-Propagator de�nieren,D��R (e2; k) � � i hg�� � k�k�k2 i 1k2[1 + !R(e2; k2)] + i� � i k�k�k2(�k2 + i�) (5.17)= � i hg�� � k�k�k2 i lim�!1 " 1 + !(e0(e)2;�; k2 = 0)k2[1 + !(e0(e)2;�; k2)] + i�# � i k�k�k2(�k2 + i�) ;der ebenfalls als Funktion von e zu verstehen ist. Er ist genau dann auch endlich, wenn !Rendlich ist.Im Fall einer beliebigen Eichung � kann man nur die physikalisch relevanten Terme indem so de�nierten renormierten Propagator mit den entsprechenden Ausdr�ucken im nichtrenormierten Propagator multiplikativ in Zusammenhang bringen,D��R (e2; k) + i k�k�k2(�k2 + i�) = 1Z3(e0)�D�� (e20; k) + i k�k�k2(�k2 + i�)� ; (5.18)bzw e2 �D��R (e2; k) + i k�k�k2(�k2 + i�)� = e20 �D�� (e20; k) + i k�k�k2(�k2 + i�)� :Diese Gleichung kann man auch als De�nition des renormierten Photon-Propagators au�assen.Das Produkt e20D�� (e20; k) geht gerade in das Potential (5.2) ein und mu� daher endlich sein.In Landau-Eichung entfallen die st�orenden Terme proportional k�k� und man erh�alt einfachD��R (e2; k) = 1Z3(e0)D��(e20; k) :Aufgrund der einfachen Form des Photon-Propagators in Landau-Eichung nehmen auch alleaus ihm folgenden Relationen die einfachste Gestalt an.95



Will man den multiplikativen Zusammenhang zwischen dem renormierten und dem barenPropagator generell herstellen, mu� der renormierte Propagator alsD��R (e2; k) � � i hg�� � k�k�k2 i 1k2[1 + !R(e2; k2)] + i� � i Z3k�k�k2(�k2 + i�) (5.19)de�niert werden. In dieser De�nition ist nur noch der physikalisch relevante Teil des renormier-ten Propagators endlich. In Landau-Eichung sind die beiden De�nitionen (5.17) und (5.19)identisch. Daher wird im weiteren meist die Landau-Eichung verwendet werden, um aus derUneindeutigkeit der De�nition resultierende Schwierigkeiten zu umgehen.Als Anmerkung sei an dieser Stelle die Wirkung der ersten Ordnung der Vakuumpolarisa-tion im Potential (5.1) noch angef�uhrt. Exakt erh�alt man aus Gl.(5.6)V �(x) = � Z e2 g�0Z d3k(2�)3 eik�x 1k2[1 + !R(e2;�k2)] ; (5.20)was in erster OrdnungV �(x) = � Z e2 g�0Z d3k(2�)3 eik�x 1k2[1 + !(1)R (e2;�k2)]= � Z e2 g�0Z d3k(2�)3 eik�x 1k2 h1� !(1)R (e2;�k2)ibedeutet. Angesichts der Funktion (5.16) soll davon nur die Korrektur f�ur kleine j k j berechnetwerden, V �(x) = � Z e2 g�0Z d3k(2�)3eik�x 1k2 h1 + e260�2 k2m2 i= � Z�j x j � 4Z�215m2 �(3)(x) :Diese erste Korrektur zum Coulomb-Potential nennt man das Uehling-Potential. Sein Beitragzur Energieverschiebung atomarer Zust�ande ist me�bar.5.3 Alternative Formulierung des Renormierungssche-mas: Das CountertermverfahrenZusammenfassend hatten wir das Renormierungsschema im letzten Kapitel folgenderma�enkonstruiert:1. Ausgehend von der LagrangedichteLR = �14�@�Â� � @�Â���@�Â� � @�Â��� �2 �@�Â��2 + �22 Â�Â� (5.21)+ ̂�i@=+m� e0 Â=� ̂hatten wir den nicht renormierten Photon-Propagator mit dem Parameter e0 6= e be-rechnet, D�� (e20; x� y) = < 0 j TÂ�(x)Â�(y) j 0 >e0 ; (5.22)was hier ausdr�ucklich festgehalten wird. Dieser Propagator divergiert.96



2. �Uber die Gleichungene2 = Z3(e0) e20 = e201 + !(e20; k2) ; D��R (e2; x�y) = 1Z3(e0) D��(e20; x�y) (5.23)hatten wir (im Fall der Landau-Eichung) den renormierten Propagator als Funktion derwahren Ladung e de�niert. Die linke Gleichung mu� eine endliche Funktion von x � ysein, in dem Produkt 1Z3(e0) D��(e20; x� y)heben sich die Divergenzen also gerade heraus.Die Felder in der Lagrangedichte ergeben daher nicht direkt den renormierten Propagator,sondern den nicht renormierten,D��R (e20; x� y) = Z�13 (e0(e)) < 0 j TÂ�(x)Â�(y) j 0 >e0(e) : (5.24)Das legt die De�nition renormierter Felder nahe,Â�R(x) = Z� 123 (e0(e))Â�(x) ; (5.25)deren Vakuumerwartungswert der renormierte Propagator ist,D��R (e0; x� y) = < 0 j TÂ�R(x)Â�R(y) j 0 > : (5.26)In ihnen formuliert lautet die renormierte Lagrangedichte dannLR = Z3(e) ( � 14�@�ÂR;� � @�ÂR;���@�Â�R � @�Â�R�� �2�@�Â�R�2 + �22 ÂR;�Â�R)+ ̂�i@=+m� eÂ=R� ̂ : (5.27)Man beachte, da� der Faktor Z3 aus dem Wechselwirkungsterm herausf�allt,e0 Â�(x) = e Â�R(x) :Die Lagrangedichte (5.27) ist ganz durch die wahre Ladung e gegeben. Daf�ur tritt ein Vorfaktorvor der Lagrangedichte der Photonen auf. Diese Tatsache interpretiertman folgenderma�en: Imn�achsten Kapitel wird ausf�uhrlich gezeigt werden, da� die Ordnung eines Diagramms in e2 derin �h �aquivalent ist. Die Beitr�age von Loops lassen sich also als Quantenkorrekturen au�assen.Das legt die folgende Interpretation der obigen Lagrangedichte nahe. Ihre urspr�ungliche Formist aus klassischen Theorien, der Elektrodynamik und der Dirac-Gleichung, abgeleitet worden.Daher mu� man Quantenkorrekturen anbringen,LR = L + �L = L+ �h�L[1] + �h2�L[2] + ::: ; (5.28)die die korrekte De�nition der Ladung e in allen Ordnungen von �h sicherstellen. Nach Gl.(5.27)haben diese sogenannten Counterterme die Form�LR = �Z3(e)�1� (�14�@�ÂR;��@�ÂR;���@�Â�R�@�Â�R���2�@�Â�R�2+�22 ÂR;�Â�R) : (5.29)97



Z3 ist daher eine Reihe in �h. Die Counterterme, d.h. die Funktion Z3(e), sind so konstruiert,da� alle Divergenzen eliminiert werden.Aus Gl.(5.27) kann man ohne R�uckgri� auf den Parameter e0 direkt den renormiertenPhoton-Propagator berechnen. Die obige Lagrangedichte hat gerade solche Feynman-Regelnzur Folge, da� der neue freie Propagator die FormD(0);��R (k) = � i hg�� � k�k�k2 i 1Z3(e)[k2 + i�] (5.30)hat. Dieser Propagator geht �uberall da ein, wo bisher der freie Propagator ohne die Renormie-rungskonstante stand. Berechnet man zum Beispiel die Vakuumpolarisation, so kann man sichzu Nutze machen, da� jeder in ihr eingehende freie Propagator an zwei Vertices endet. Dieseerhalten nach Feynman-Regeln jetzt die wahre Ladung e als Faktor zugeordnet. Will man diegleiche Funktion !(x; k2) verwenden wie bisher, so kann man alle die freien Propagatoren be-gleitenden Faktoren Z3 auf die Kopplungskonstanten der beiden Vertices schlagen, an denendie Propagatoren enden. Man erh�alt also die alte Funktion mit einem Faktor Z�13 (e)e2 an derStelle von x. Zus�atzlich mu� noch beachtet werden, da� die e der beiden �au�eren Vertices nichtmit einem freien Propagator verbunden sind und daher ein Z3 zu viel gez�ahlt wird,!��(k) = � i hk2g�� � k�k�iZ3(e) !(Z�13 (e)e2; k2) : (5.31)Die Resummation der Dyson-Reihe f�ur den Photon-Propagator ergibt dannD��R (e; k) = �g�� � k�k�k2 � 1Xn=0� �iZ3(e)(k2 + i�)�n+1�� ik2Z3(e)!(Z�13 (e)e2; k2)�n= � i �g�� � k�k�k2 � 1Z3(e)(k2 + i�) 1Xn=0 �� !(Z�13 (e)e2; k2)�n= � i �g�� � k�k�k2 � 1Z3(e) 1k2[1 + !(Z�13 (e)e2; k2)] + i� : (5.32)Als Normierungsbedingung folgt direkt aus Gl.(5.7)Z3(e) [1 + !(Z�13 (e)e2; k2 = 0)] = 1 : (5.33)Diese Gleichung entspricht exakt Gl.(5.9), nur da� Z3 hier gleich als Funktion von e angesehenwird. Auch in der wahren Ladung ausgedr�uckt ergibt sich eine nicht allgemein au�osbareimplizite Bestimmungsgleichung f�ur Z3. Sie mu� wie Gl.(5.9) Ordnung f�ur Ordnung gel�ostwerden.Schlie�lich de�niert man ganz analog zu Gl.(5.12) die renormierte Vakuumpolarisation als1 + !R(e2; k2) � Z3(e) [1 + !(Z�13 (e)e2; k2)] = 1 + !(Z�13 (e)e2; k2)1 + !(Z�13 (e)e2; k2 = 0) : (5.34)Der Vorteil dieser Betrachtungsweise ist der alleinige R�uckgri� auf die wahre Ladung e. Dahersind hier von vornherein alle Greensfunktionen und Renormierungskonstanten als Funktionenvon e formuliert. Beide Sehweisen des Renormierungsschemas sind aber v�ollig �aquivalent. Wirwerden beiden im Rahmen der vollen Renormierung der QED wieder begegnen.98



Kapitel 6Divergenzgrad und RenormierbarkeitIm vorangegangenen Kapitel haben wir die Renormierung des Photon-Propagators bzw derVakuumpolarisation diskutiert, ohne auf andere divergente Funktionen zu achten. In diesemKapitel soll gekl�art werden, wann ein Diagramm oder eine ganze Funktion divergiert. DieseUntersuchung wird uns zu einer Klassi�kation von Quantenfeldtheorien in renormierbare undnicht renormierbare Theorien f�uhren.Zur Untersuchung der Konvergenz oder Divergenz von Feynman-Integralen beliebiger Dia-gramme gen�ugt die Betrachtung irreduzibler Graphen, da sich reduzible von diesen nicht umweitere Loops, d.h. Integrationen, sondern nur um multiplikative freie Propagatoren unter-scheiden bzw aus mehreren irreduziblen Teilen aufgebaut sind.Wann ist ein Feynman-Integral eines beliebigen irreduziblen Diagramms f�ur gro�e Loop-Impulse divergent? Zur Beantwortung dieser Frage betrachtet man die Zahl der die Divergenzverursachenden Loops und die der konvergenzerzeugenden Propagatoren in dem Integral. Mitden BezeichnungenIF (B) = Zahl der inneren Fermion(Boson)-PropagatorenV = Zahl der VerticesEF (B) = Zahl der �au�eren Fermion(Boson)-Anschl�usseL = Zahl der Loopserh�alt man direkt L = IF + IB � V + 1 ; (6.1)weil jede innere Linie eine Viererimpulsintegration mit sich bringt und jeder Vertex eine im-pulserhaltende �-Funktion. Schlie�lich l�a�t sich die Gesamtimpulserhaltung abspalten. F�ur dieUntersuchung der Konvergenz des zugeh�origen Feynman-Integrals bei gro�en Loop-Impulsenspielen die Massen der Fermionen und die �au�eren Impulse keine Rolle, da sie vergleichsweiseklein sind. Dabei l�a�t man au�er Acht, da� unter Umst�anden, wie etwa bei der Vakuumpo-larisation, �au�ere Impulse abfaktorisiert werden k�onnen und damit die Konvergenz des Inte-grals beeinu�t wird. Solche aus der Eichinvarianz der Theorie resultierenden Eigenschaftenk�onnen aber immer nur die Konvergenz eines Feynman-Integrals verbessern, da dimensions-behaftete �au�ere Impulse aus dem Integral herausgezogen werden und der Integrand dieseDimension verlieren mu�. Damit bleibt als L-faches Impulsintegral zur Absch�atzung der �Uber-99



Alles-Konvergenz Z d4LkkIF k2IB :F�ur die �Uber-Alles Aussage ist die Unterscheidung der einzelnen Loop-Impulse unwesentlich.Es k�onnen aber divergente Teilintegrationen auftreten, obwohl das Gesamtintegral �uber ausrei-chend viele konvergenzerzeugende Impulse imNenner verf�ugt. Diese Divergenzen ber�ucksichtigtman hier nicht. Formale Au�ntegration liefertZ dkkIF+2IB�4L+1 :Dieses Integral konvergiert f�ur IF +2IB� 4L > 0 und divergiert f�ur IF +2IB � 4L � 0. Daherde�niert man den sogenannten scheinbaren Divergenzgrad !(G),!(G) = 4L � IF � 2IB = 3IF + 2IB � 4V + 4 : (6.2)Er charakterisiert das Verhalten eines beliebigen Diagramms G folgenderma�en:1. !(G) < 0: Das Integral konvergiert �Uber-Alles, kann aber divergente Subgraphen besit-zen, d.h. gewisse Kombinationen der Loop-Integrale divergieren.2. !(G) � 0: Das Integral divergiert scheinbar �Uber-Alles, diese Aussage kann aber durchEichinvarianzeigenschaften noch modi�ziert werden.Soweit wurde nur ein einzelnes Diagramm betrachtet. Wie steht es mit dem Verhalten ganzerirreduzibler N-Punkt-Funktionen?Dazu schreibt man den scheinbaren Divergenzgrad etwas um. Man f�uhrt zun�achst einigeeinen Vertex charakterisierenden Gr�o�en ein,bv = Zahl der am Vertex v endenden Boson-Linienfv = Zahl der am Vertex v endenden Fermion-Linien�v = Zahl der am Vertex v auftretenden Ableitungen :Wechselwirkungs-Lagrangedichten, bei denen Ableitungen von Feldoperatoren auftraten, sinduns bis jetzt noch nicht begegnet. Sie werden zum Beispiel in der skalaren Quantenelektrody-namik und der QCD ben�otigt und sollen hier im Rahmen dieser allgemeinen �Uberlegung miteingeschlossen werden. Jede Ableitung @� eines Feldoperators an einem Vertex f�uhrt im Im-pulsraum auf einen Faktor k� , der diesem Vertex in den Feynman-Regeln zugeordnet ist. DieseImpulse verschlechtern die Konvergenz des Feynman-Integrals um Pv �v, wobei die Summe�uber alle Vertices des Diagramms l�auft.Aus diesen Gr�o�en de�niert man den Vertexfaktor!v � 32fv + bv + �v ; (6.3)der im Grunde die Dimension der Feldoperator-Kombination in Lint angibt,Dimh ̂i = E 32 ; DimhÂi = E ; Dimh@�i = E) E4 = DimhLinti = DimhKopplungskonstantei � E!v : (6.4)100



In der folgenden Tabelle sind einige Beispiele f�ur den Vertexfaktor angegeben.Theorie Lint fv bv �v !vQED �e ̂Â= ̂ 2 1 0 4skalare QED �ieA�h�+(@��) + (@��+)�i 0 3 1 4skalare QED e2A2�+� 0 4 0 4Fermi-Kopplung  ̂�(1 � 5) ̂  ̂�(1 � 5) ̂ 4 0 0 6QCD �gfabcAa�Ab�@�Ac;� 0 3 1 4QCD �g24 f bcafarsAb�Ac�Ar;�As;� 0 4 0 4QCD �gAa� � �a2  2 1 0 4�3-Theorie �3!�3 0 3 0 3�4-Theorie �4!�4 0 4 0 4�5-Theorie �5!�5 0 5 0 5F�ur beliebige Diagramme ist stets die Zahl der Enden innerer Propagatoren gleich der Zahlder Eing�ange an den Vertices minus der Zahl der �au�eren Anschl�usse,Xv fv = 2IF + EFXv bv = 2IB + EB :Eingesetzt in Gl.(6.2) ergibt das unter Ber�ucksichtigung der Ableitungskopplung!(G) = 4 +Xv (32fv + bc + �v)� 4V � 32EF �EB= 4 +Xv (!v � 4)� 32EF � EB : (6.5)Damit ist eine Darstellung f�ur !(G) gefunden, die es erlaubt, irreduzible Funktionen insgesamtzu diskutieren. Denn die Zahl der �au�eren Anschl�usse de�niert gerade den Typ der Funktionund die Struktur der Vertices ist durch die Theorie vorgegeben. Der Vertexfaktor !v gehtalso ganz wesentlich in den Divergenzgrad ein. Man unterscheidet mit ihm drei Typen vonTheorien: 101



1. !v > 4: F�ur beliebiges EF und EB, d.h. f�ur jede beliebige N-Punkt-Funktion, nimmt!(G) mit der Zahl der Vertices, d.h. mit der Ordnung der Kopplungskonstanten, zu undwird daher von einer gewissen Ordnung ab stets gr�o�er als Null. Ab einer bestimmtenOrdnung divergieren daher alle Greensfunktionen der Theorie. Man w�urde unendlichviele Renormierungskonstanten ben�otigen, um alle Divergenzen zu eliminieren. SolcheTheorien nennt man nicht renormierbar. Beispiele sind die Fermi-Kopplung oder die�5-Theorie.2. !v = 4: In diesem Fall h�angt !(G) nicht von der Zahl der Vertices, d.h. von der Ordnungder Kopplungskonstanten, ab,!(G) = 4 � 32EF � EB :Der Divergenzgrad wird allein vom Typ der N-Punkt-Funktion bestimmt. Es gibt endlichviele Funktionen, bei denen in allen Ordnungen !(G) � 0 gilt, d.h. alle Beitr�age diver-gieren. Alle anderen N-Punkt-Funktionen sind �Uber-Alles konvergent, k�onnen jedochdivergente Subgraphen aus der Menge der divergenten Typen enthalten. Diese Theori-en hei�en renormierbar. Man ben�otigt endlich viele Renormierungskonstanten, um dieendlich vielen N-Punkt-Funktionen konvergent zu halten. Alle realen Eichtheorien sindBeispiele f�ur diesen Typ.3. !v < 4: Hier nimmt der Divergenzgrad mit der Zahl der Vertices ab. Es gibt also �uber-haupt nur endlich viele divergente Diagramme, die zu einigen wenigen Funktionen bei-tragen. Solche Theorien bezeichnet man als superrenormierbar. Sie sind im allgemeinenphysikalich uninteressant.An dieser Stelle sei noch eine Anmerkung zu massiven Vektorbosonen angef�ugt. Deren freierPropagator, D(0)�� (k) = � i �g�� � k�k��2 � 1k2 � �2 + i� ;verschwindet f�ur gro�e k2 nicht und erfordert daher bei der Absch�atzung der Konvergenz vonFeynman-Integralen eine andere Z�ahlweise,!(G) = 4L� IF= 4 +Xv (32fv + 2bv + �v � 4)� 32EF � 2EB :Die minimale Kopplung f�uhrt daher im Falle massiver Vektorbosonen erwartungsgem�a� aufeine nicht renormierbare Theorie.Die gew�ohnliche QED soll jetzt im Detail diskutiert werden. Dazu stellt man zun�achst eineTabelle der divergenten N-Punkt-Funktionen der QED auf:102



EF EB !(G) Tat.Div. 1.Ord. 2.Ordnung Konst.0 2 2 0 �-����r r �-����r r����������r r �-����r r����������r r �I 	R����r r������������rr Z30 3 1 � wegen Ladungskonjugationsinvarianz ausgeschlossen �0 4 0 �4 ����rr rr6 ?-� diverse �2 0 1 0 ��6rr������������ ��6rr������������ ����������rr 6rr����������������? 6���rr ����rrrr������������ 6?6 Z2; �m2 1 0 0 ����������������@@��I�rr r ��������������������������@@@���I� I�������������rr rr r ? 6���rr����������������@@@���I�rr r ... Z1In dieser Tabelle sind neben dem scheinbaren Divergenzgrad !(G) auch der tats�achliche Di-vergenzgrad und die zugeh�orige Renormierungskonstante angegeben.In der QED divergieren von f�unf m�oglichen irreduziblen Funktionen nur drei. Zum einenverschwinden aufgrund der Ladungskonjugationsinvarianz der Theorie alle Loops und damitauch alle N-Punkt-Funktionen mit ungeradzahlig vielen �au�eren Photon-Anschl�ussen (Furry'sTheorem). Au�erdem war in Kapitel 3.2 gezeigt worden, da� die Photon-Photon-Streuampli-tude aufgrund der Eichinvarianz der Theorie die Form�(0;4);�1�2�3�4(q1; q2; q3; q4) = q�11 q�22 q�33 q�44 ��1�2�3�4�1�2�3�4 (q1; q2; q3; q4)haben mu�, Gl.(3.21). Anstelle des scheinbaren Divergenzgrades 0 ist ihr tats�achlicher Diver-genzgrad daher �4, weil 4 Dimensionen der Energie faktorisieren und jedes Loop-Integral umdiese 4 Dimensionen schneller konvergiert.Auch bei den verbleibenden drei divergenten Funktionen, der Vakuumpolarisation !��(k),der Selbstenergie �(p) und der Vertexkorrektur ��(p; k),��(p; k) = � i e h� + ��(p; k)i ; (6.6)reduziert die Eichinvarianz den Divergenzgrad. Das ist bei der Vakuumpolarisation schon ex-plizit gezeigt worden (hier faktorisiert der Transversalit�atsfaktor zwei Dimensionen der Ener-gie) und ist bei der Selbstenergie aufgrund der Ward-Identit�at 3.16 unmittelbar klar. EineDiskussion ihrer Renormierungskonstanten folgt im n�achsten Kapitel. Alle h�oheren N-Punkt-Funktionen sind �Uber-Alles konvergent. Sie enthalten aber selbstverst�andlich Graphen derVakuumpolarisation, der Selbstenergie und der Vertexkorrektur als Teilgraphen.103
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Kapitel 7Das Counterterm-Verfahren:Allgemeine FormulierungIn diesem Kapitel soll die Renormierung der QED in geschlossener Form dargestellt werden.Dabei wird auf viele Ergebnisse zur�uckgegri�en, die in den vorangegangenen Kapiteln erarbei-tet worden sind.Um zeigen zu k�onnen, da� die Loop-Beitr�age zu irreduziblen Funktionen als echt quanten-mechanische Korrekturen, genauer als eine Reihe in �h, aufgefa�t werden k�onnen, wird zun�achstgekl�art, an welchen Stellen in den Greensfunktionen �h, das bisher unterdr�uckt worden ist, auf-tritt. Dann wird das Counterterm Verfahren noch einmal allgemein formuliert. Es zeigt sich,da� zwischen nicht renormierten und renormierten Greensfunktionen ein einfacher multipli-kativer Zusammenhang besteht, der durch die Renormierungskonstanten vermittelt wird. De-ren pr�azise De�nition folgt im Anschlu� bei der Betrachtung der drei �uber-Alles divergentenFunktionen der QED. Um das Renormierungsschema auch f�ur h�ohere Ordnungen besondersanschaulich zu machen, wird es schlie�lich f�ur die massive QED bis zur zweiten Ordnungexplizit vorgef�uhrt. Da die masselose QED zum einen einfacher handhabbar aber auch f�urden Hochenergie Grenzfall der massiven Theorie besonders interessant ist, wird sie im letztenAbschnitt noch einmal getrennt bis zur dritten Ordnung diskutiert.7.1 Reinstallation von �hWie bereits in Kapitel 5.3 angedeutet wurde, sollen die zur Renormierung n�otigen Termeals Quantenkorrekturen interpretiert werden. Um diese Interpretation zu rechtfertigen, mu�zun�achst gekl�art werden, wo �uberall �h in die N-Punkt-Funktionen eingeht.F�ur �h gibt es im Grunde zwei Quellen: Zum einen enthalten die Kommutationsrelationender Feldoperatoren einen Faktor �h,n ̂�(t; x);  ̂�(t; y)o = �h ��� �(3)(x� y)h@0Â�(t; x); Â�(t; y)i = i �h g�� �(3)(x� y) :Daher gilt�i�h@= �m� < 0 j T  ̂(x) ̂(y) j 0 > = < 0 j T�i�h@= �m� ̂�(x) ̂�(y) j 0 >105



+i�h�(x0 � y0)0 < 0 j  ̂(x) ̂(y) +  ̂(y) ̂(x) j 0 >= i�h2�(4)(x� y)und analogh(�h2@�@� + �2)g�� � �h2(1 � �)@�@�i < 0 j TÂ�(x)Â�(y) j 0 > = i�h3g���(4)(x� y) :Die Propagatoren lauten daher einschlie�lich �h-FaktorenG(x� y) = i �h2 Z d4p(2��h)4 e� i�hp(x�y) p=+mp2 �m2 + i� (7.1)= i �hZ d4p(2�)4e�ip(x�y) p= + m�hp2 � m2�h2 + i�D��(x� y) = � i �h3 Z d4k(2��h)4 e� i�hk(x�y)"g�� + 1� �� k�k�k2 � �2� + i�# 1k2 � �2 + i� (7.2)= � i �h Z d4k(2�)4 e�ik(x�y)"g�� + 1 � �� k�k�k2 � �2�h2� + i�# 1k2 � �2�h2 + i� :Um die Ordnung eines Diagramms in �h eindeutig zu kl�aren, sollte eigentlich die Darstellung ver-wendet werden, in der die Propagatoren im Impulsraum �h nicht mehr enthalten. Die Ordnungvon �h kann aber nicht davon abh�angen, ob man massive Fermionen oder masselose Teilchenbetrachtet. Daher sind beide obige Formen f�ur die Abz�ahlung der Faktoren �h, die einem Dia-gramm zugeordnet werden m�ussen, �aquivalent. Beide Formen unterscheiden sich aufgrund derverschiedenen De�nition der Fourier-Transformierten nur in der absoluten Potenz von �h, die zueinemDiagramm geh�ort. Die relative Potenz von �h aufgrund der Zahl der inneren Propagatorenist gleich. Die DarstellungG(p) = i �h p= + m�hp2 � m2�h2 + i�D�� (k) = � i �h"g�� + 1 � �� k�k�k2 � �2�h2� + i�# 1k2 � �2�h2 + i�ist aber wesentlich leichter auszuwerten. In ihr erh�alt jeder Propagator einen zus�atzlichenFaktor �h.Die zweite Quelle von �h ist der Operator U(t), der das wechselwirkende System auf dasnichtwechselwirkende zur�uckf�uhrt,U(t) = T exp� i�h Z t�1 d4x Lint[ ̂; Â]� :Der Exponent mu� selbstverst�andlich dimensionslos sein. Damit erh�alt jeder Vertex einenzus�atzlichen Faktor 1=�h.Bei einem Diagramm mit I inneren Linien und V Vertices ergibt sich so die Ordnung�hI�V ;106



oder, ausgedr�uckt durch die Zahl der Loops L,�hL�1 :Schlie�lich kann man noch 3V = 2I + E ber�ucksichtigen, wobei E die Zahl der �au�erenAnschl�usse bedeutet, �hV�E2 :Die relative Ordnung eines Diagramms in �h ist also der in der Feinstrukturkonstanten � undder Zahl der Loops �aquivalent. H�ohere Ordnungen der St�orungstheorie sind daher gleichzeitigQuantenkorrekturen.Im weiteren soll �h wieder unterdr�uckt werden.7.2 Das Counterterm-VerfahrenDas legt die folgende Argumentation nahe: Die Divergenzen entstehen durch Loop-Integra-tionen. Sie treten daher erst in Beitr�agen erster Ordnung in �h zu beliebigen N-Punkt-Funktio-nen auf. Mit ansteigender Zahl der Loops kommen immer wieder neue Divergenzen dazu.Die Divergenzen sind daher quantenmechanischer Natur. Die Lagrangedichte, die bis jetztverwendet wurde, ist aber aus rein klassischen �Uberlegungen gewonnen worden. Daher m�ussenQuantenkorrekturen an sie angef�ugt werden,Lqm = LR = L+ �h�L[1] + �h2�L[2] + ::: :Die Quantenkorrekturen sollen selbstverst�andlich die Struktur der Theorie nicht ver�andern.Daher werden die Feldoperator-Kombinationen, die in ihnen vorkommen, die gleichen wiein der urspr�unglichen Lagrangedichte sein. Es werden nur die Parameter der Theorie, dieKopplungskonstante und die Masse des Fermions, sowie die Normierung der Feldoperatorenmodi�ziert,LR = �14Z3(e;m)�@�ÂR;� � @�ÂR;���@�Â�R � @�Â�R��Z3(e;m)�2�@�Â�R�2 + Z3(e;m)�22 ÂR;�Â�R (7.3)+Z2(e;m) ̂R�i@=�m+ �m(e;m)� ̂R � Z1(e;m)e ̂R Â=R ̂R :Der Lagrangeparameter � wird hier nicht abweichend von �14F 2-Term modi�ziert, da alleResultate sowieso unabh�angig von � sind. Die Einf�uhrung einer eigenen multiplikativen Re-normierungskonstante bringt daher nichts. Das gleiche gilt f�ur den Photon-Massenterm, da amEnde doch der Grenzwert �! 0 genommen wird. Die Zi(e;m) und �m(e;m) werden hier vonvornherein als Funktionen von e und m angesehen. Sie sind in jeder Ordnung so zu w�ahlen,da� in dieser Ordnung e die tats�achliche Elektronenladung und m die wahre Elektronenmassedarstellt. Sie sind daher Reihen in �h. Eine pr�azisere Fassung dieser Bedingungen wird gleichvorgenommen. 107



Die zugeh�origen renormierten Greensfunktionen erh�alt man als Erwartungswerte der re-normierten Feldoperatoren,G(2n;l)R;�1::�l(x1; :::xn; y1; :::yn; z1; :::zl)= < 0 j T  ̂R(x1):::  ̂R(xn) ̂R(y1):::  ̂R(yn)ÂR;�1(z1):::ÂR;�l(zl) j 0 > ; (7.4)d.h. insbesondere GR(x� y) = < 0 j T  ̂R(x) ̂R(y) j 0 > (7.5)DR;��(x� y) = < 0 j TÂR;�(x)ÂR;�(y) j 0 > (7.6)G(2;1)R;� (x; y; z) = < 0 j T  ̂R(x) ̂R(y)ÂR;�(z) j 0 > : (7.7)Die Berechnung der renormierten Propagatoren erfolgt am g�unstigsten �uber die sogenanntenbaren Parameter und Feldoperatoren. Man de�niert sie in Analogie zu Kapitel 5, ̂0(x) = Z 122  ̂R(x) (7.8)Â�0(x) = Z 123 Â�R(x) (7.9)e0 = Z1Z2Z 123 e (7.10)m0 = m� �m ; (7.11)soda� die renormierte Lagrangedichte formuliert in den baren Gr�o�en die FormLR = �14�@�Â0;� � @�Â0;���@�Â�0 � @�Â�0���2�@�Â�0�2 + �22 Â0;�Â�0 (7.12)+ ̂0�i@=�m0� ̂0 � e0 ̂0 Â=0 ̂0annimmt. Das ist genau die Lagrangedichte, von der man ausgegangen war, nur da� in ihrjetzt nicht die physikalisch relevanten renormierten Feldoperatoren und wahren Parameter eund m stehen, sondern die nicht renormierten baren Gr�o�en. Aus dieser Lagrangedichte kannman, wie in den vorangegangenen Kapiteln abgeleitet, die Vakuumerwartungswerte der barenFeldoperatoren in Abh�angigkeit von den baren Parametern e0 und m0, die in die Feynman-Regeln eingehen, berechnen,G(2n;l)0;�1::�l(x1; :::xn; y1; :::yn; z1; :::zl)= < 0 j T  ̂0(x1):::  ̂0(xn) ̂0(y1):::  ̂0(yn)Â0;�1(z1):::Â0;�l(zl) j 0 > ; (7.13)d.h. insbesondere G0(x� y) = < 0 j T  ̂0(x) ̂0(y) j 0 > (7.14)D0;��(x� y) = < 0 j TÂ0;�(x)Â0;�(y) j 0 > (7.15)G(2;1)0;� (x; y; z) = < 0 j T  ̂0(x) ̂0(y)Â0;�(z) j 0 > : (7.16)108



Aus Gl.(7.8,7.9) ergeben sich direkt die Relationen zwischen den renormierten und den barenGreensfunktionen,G(2n;l)0;�1::�l(x1; :::xn; y1; :::yn; z1; :::zl) = Zn2 Z l23 G(2n;l)R;�1::�l(x1; :::xn; y1; :::yn; z1; :::zl) ; (7.17)d.h. insbesondere G0(x� y) = Z2 GR(x� y) (7.18)D0;��(x� y) = Z3 DR;��(x� y) (7.19)G(2;1)0;� (x; y; z) = Z2 Z 123 G(2;1)R;� (x; y; z) : (7.20)Schlie�lich erh�alt man f�ur die irreduziblen N-Punkt-Funktionen�(2n;l)0;�1::�l(x1; :::xn; y1; :::yn; z1; :::zl) = Z�n2 Z� l23 �(2n;l)R;�1::�l(x1; :::xn; y1; :::yn; z1; :::zl) ; (7.21)weil auf der linken Seite gegen�uber Gl.(7.17) n nicht renormierte Propagatoren G0 und l D��0abgespalten werden m�ussen, auf der rechten Seite dagegen n-mal GR und l-mal D��R , die sichjeweils um ein Z2 bzw Z3 unterscheiden. Die gleichen Relationen gelten auch im Impulsraum.Der Vollst�andigkeit halber sei noch eine pr�azise Formulierung f�ur G(2n;l) angegeben, in derausdr�ucklich betont wird, da� G(2n;l)0 mit Hilfe einer Regularisierung berechnet wird,G(2n;l)R;�1::�l(e;m; p1; :::pn; q1; :::qn; k1; :::kl) (7.22)= lim�!1 Z�n2 (e;m;�) Z� l23 (e;m;�)G(2n;l)0;�1::�l�e0(e;m);m0(e;m);�; p1; :::pn; q1; :::qn; k1; :::kl�= lim�!1 Z�n2 (e;m;�) Z� l23 (e;m;�)G(2n;l)0;�1::�l� Z1eZ2Z 123 ;m� �m;�; p1; :::pn; q1; :::qn; k1; :::kl� ;die f�ur die renormierte Greensfunktion entfernt werden mu�. Au�erdem ist angedeutet, da� dienicht renormierte Greensfunktion mit den baren Parametern zu berechnen ist. Diese k�onnenvon vornherein mittels der Gln.(7.10,7.11) zugunsten von e, m und den Renormierungskon-stanten eliminiert werden, d.h. jedem Vertex, an dem nach Feynman-Regeln bisher e0 stand,wird die ganze Kombination Z1eZ2Z 123 zugeordnet. Damit lassen sich die G(2n;l)0 und daraus dieG(2n;l)R auch ohne R�uckgri� auf die baren Parameter direkt berechnen.Die freien Propagatoren lauten daherG(0)0 (p) = i p= +m0p2 �m20 + i� (7.23)D(0);��0 (k) = � i�g�� + 1 � �� k�k�k2 � �2� + i�� 1k2 � �2 + i� : (7.24)Jetzt sollen die drei divergenten Funktionen der QED explizit durchgegangen werden.109



7.3 Vakuumpolarisation, Selbstenergie und Vertexkor-rektur7.3.1 VakuumpolarisationF�ur den nicht renormierten Photon-Propagator erh�alt man in beliebiger EichungD��0 (e0;m0;�; k) = � i�g�� � k�k�k2 � 1k2[1 + !0(e0;m0;�; k2)] + i� � i k�k��k2(k2 + i�) : (7.25)Die funktionale Abh�angigkeit der nicht renormierten Vakuumpolarisation von e0, m0, � und k2folgt wie bisher direkt aus den Feynman-Regeln. Diese Funktion ist daher im Prinzip bekannt.Ihre niedrigste Ordnung wurde in Kapitel 4.2, Gl.(4.14), berechnet. Gegen�uber Gl.(4.14) stehtjetzt aber e0 an der Stelle von e und m0 an der von m,!(1)0 (e0;m0;�; k2) = e2012�2(ln��2m20�� 13�2�1+ 2m20k2 ���4m20k2 �1� 12arccot�4m20k2 �1� 12 �1�) :Allerdings spielt die Verwendung von e0 und m0 in der ersten Ordnung keine Rolle. Formuliertin den wahren Parametern enth�alt diese erste Ordnung aber bereits h�ohere Ordnungen in �h,die bei der Renormierung in h�oherer Ordnung wesentlich werden.Daraus folgt gem�a� Gl.(7.22) f�ur den renormierten Photon-PropagatorD��R (e;m; k) = �g�� � k�k�k2 � � ik2 + i� lim�!1 "Z3(e;m;�)�1 + !0� Z1eZ2Z 123 ;m� �m;�; k2��#�1�iZ3(e;m;�) k�k��k2(k2 + i�) : (7.26)Wie bereits in Kapitel 5 erw�ahnt ist in beliebiger Eichung nur der physikalisch relevante Teil desrenormierten Photon-Propagators endlich. Der k�k� -proportionale Teil enth�alt noch die beimEntfernen der Regularisierung divergente Renormierungskonstante Z3. Da die Beitr�age zumrenormierten Photon-Propagator auch in alle anderen Greensfunktionen eingehen, sind auchin diesen im allgemeinen divergente Teile vorhanden. Das Problem l�a�t sich aber durch kon-sequentes Verwenden der Landau-Eichung l�osen, da dann der st�orende Term im renormiertenPropagator verschwindet,D��L;R(e;m; k) = � i �g���k�k�k2 � 1k2 + i� lim�!1 "Z3(e;m;�)�1+!0� Z1eZ2Z 123 ;m��m;�; k2��#�1 :(7.27)Nur die Landau-Eichung liefert in beliebiger Ordnung vollst�andig konvergente Greensfunktio-nen. Sie wird im weiteren ohne ausdr�ucklichen Hinweis ausschlie�lich benutzt.Man beachte den Unterschied von Gl.(7.27) zu Gl.(5.19), der aus der Verwendung von m0an Stelle von m und der Existenz von Z1 und Z2 herr�uhrt.Die Normierungsbedingung f�ur D��R erh�alt man aus Gl.(5.7),Z3(e;m;�) "1 + !� Z1eZ2Z 123 ;m� �m;�; k2 = 0�# = 1 ; (7.28)110



was eine impliziteBestimmungsgleichung f�ur die Renormierungskonstante Z3(e;m;�) darstellt.ImGegensatz zu Gl.(5.9) ist diese bei vollst�andiger Behandlung der QED aber mit den anderenRenormierungskonstanten verkoppelt. Man ben�otigt also auch f�ur diese noch drei impliziteBestimmungsgleichungen, die wiederum von Z3 abh�angen werden. Der gesamte Satz von vierGleichungen ist Ordnung f�ur Ordnung gekoppelt zu l�osen.Schlie�lich de�niert man die renormierte Vakuumpolarisation wie in Gl.(5.14),1 + !R(e;m; k2) � lim�!1Z3(e;m;�)"1 + !0� Z1eZ2Z 123 ;m� �m;�; k2�# : (7.29)Sie erf�ullt die Bedingung !R(e;m; k2 = 0) = 0 : (7.30)7.3.2 SelbstenergieAls n�achstes soll der Elektron-Propagator betrachtet werden. Den nicht renormierten Propa-gator erh�alt man wieder aus der Resummation der Dyson-Reihe,G0(p) = G(0)0 (p) +G(0)0 (p)� � i�0(p)�G(0)0 (p) +G(0)0 (p)�� i�0(p)�G(0)0 (p)�� i�0(p)�G(0)0 (p)+:::= G(0)0 (p) 11 + i�0(p)G(0)0 (p)= 1G(0);�10 (p) + i�0(p) ; (7.31)wobei die Selbstenergie konventionsgem�a� mit einem Vorfaktor �i de�niert ist. Der inversePropagator lautet damitG�10 (e0;m0;�; p) = � i hp= �m0 � �0(e0;m0;�; p)i : (7.32)Der renormierte Propagator l�a�t sich dann leicht angeben,G�1R (e;m; p) = � i lim�!1Z2(e;m;�)"p=�m+�m(e;m;�)��0� Z1eZ2Z 123 ;m��m;�; p�# : (7.33)Als n�achstes m�ussen Normierungsbedingungen f�ur den Elektron-Propagator formuliert werden.Da der volle renormierte Elektron-Propagator ein reales freies Elektron (in Wechselwirkungmitdem Photon-Feld) beschreiben soll, mu� er auf der Massenschale, auf der sich ein reales freiesElektron ja be�ndet, einen Pol erster Ordnung haben. Diese Bedingung de�niert im Rahmendes Formalismus praktisch die Masse m des Elektrons. Bei einem Spin-12-Teilchen mu� derPropagator auf der Massenschale p2 = m2 daher die Form des freien Propagators annehmen,G�1R (e;m; p) �p2=m2 � i (p= �m) : (7.34)Die Bedingung (7.34) soll jetzt etwas pr�aziser gefa�t werden,G�1R (e;m; p)jp==m = 0 (7.35)@@p=G�1R (e;m; p)jp==m = � i : (7.36)111



Das bedeutet f�ur die Renormierungskonstanten�m(e;m;�) = �0� Z1eZ2Z 123 ;m� �m;�; p�jp==m (7.37)Z2(e;m;�) = "1 � @@p=�0� Z1eZ2Z 123 ;m� �m;�; p�jp==m#�1 (7.38)Die Auswertung an der Stelle p= = m ist dabei als formale Ersetzung von p= durch m zuverstehen. Die Bedingungen (7.35-7.38) sollen noch etwas genauer untersucht werden. Mit derallgemeinen Form der Selbstenergie�0(p) = p=�1(p2) +m�2(p2) (7.39)mit nicht spinorwertigen Funktionen �1;2(p2), d.h.G�1R (p) = � i Z2"p=n1� �1(p2)o�mn1 + �2(p2)o+ �m# ;w�are G�1R (e;m; p)jp2=m2 = � i (p= �m) (7.40)mit �m = m�1(m2) +m�2(m2) (7.41)Z2 = �1� �1(m2)��1 (7.42)Gen�uge getan. Die Gln.(7.35-7.38) sind dagegen eine formale Schreibweise f�ur�m = m�1(m2) +m�2(m2) (7.43)Z�12 = 1 ��1(m2)� 2m2 @@(p2)�1(p2)jp2=m2 + @@(p2)�2(p2)jp2=m2! ; (7.44)wobei der letzte Summand zu Z�12 nicht verschwindet. Dabei wurde Gebrauch davon gemacht,da� p=2 = p2 ; @@p= = 2p= @@(p2)gilt. In die Bedingung (7.36) geht auch die Ableitung der Selbstenergie ein ! Diese Wahl derNormierungsbedingungen bewirkt, da� der renormierte Propagator an der Stelle p2 = m2um einen endlichen Faktor vom freien Propagator verschieden ist, also nicht das Residuum 1besitzt. In der ersten Ordnung l�a�t sich das direkt zeigen,G(1);�1R (e;m; p) = � i lim�!1 Z(1)2 (e;m;�)"p= �m+ �(1)m(e;m;�)� �(1)0 (e;m;�; p)#= � i lim�!1 "1 + @@p=�(1)0 (e;m;�; p)jp==m#�"p= �m+ �(1)0 (e;m;�; p)jp==m � �(1)0 (e;m;�; p)#112



= � i lim�!1 "p= �m� �(1)0 (e;m;�; p) + �(1)0 (e;m;�; p)jp==m+(p= �m) @@p=�(1)0 (e;m;�; p)jp==m# : (7.45)Aus der Selbstenergie werden also gerade die ersten beiden Glieder einer Taylor-Entwicklungum p= = m heraussubtrahiert. An der formalen Stelle p= = m nimmt der renormierte Propagatoralso genau die Form des freien an. F�uhrt man diese formale Darstellung mittels Gl.(7.38) aufdie nicht spinorwertigen Funktionen �1;2(p2) zur�uck, erh�alt manG(1);�1R (e;m; p) = � i p=" 1 ��(1)1 (p2) + �(1)1 (m2)+2m2� @@p2�(1)1 (p2)jp2=m2 + @@p2�(1)2 (p2)jp2=m2�#+ i m" 1 + �(1)2 (p2)� �(1)2 (m2)+2m2� @@p2�(1)1 (p2)jp2=m2 + @@p2�(1)2 (p2)jp2=m2�# :Der Propagator hat also an der Stelle p2 = m2 die Form des freien Propagators aber multipli-ziert mit 1 + 2m2� @@p2�(1)1 (p2)jp2=m2 + @@p2�(1)2 (p2)jp2=m2� :Die Bedingung (7.40) h�atte gerade aufG(1);�1R (e;m; p) = � i p=h1 ��(1)1 (p2) + �(1)1 (m2)i+ i mh1 + �(1)2 (p2)� �(1)2 (m2)i :gef�uhrt. Beide Renormierungen unterscheiden sich um einen konstanten Faktor. Die eigentlicheSubtraktion der Divergenzen ist in beiden identisch.Nun de�niert man die renormierte Selbstenergiep=�m��R(e;m; p) � lim�!1 Z2(e;m;�)"p=�m+ �m(e;m;�)��0� Z1eZ2Z 123 ;m� �m;�; p�# ;(7.46)soda� G�1R (e;m; p) = � ihp= �m� �R(e;m; p)i (7.47)gilt. Entsprechend den Gln.(7.37,7.38) erf�ullt �R die Bedingungen�R(e;m; p)jp==m = 0 (7.48)@@p=�R(e;m; p)jp==m = 0 : (7.49)Die Bedingung (7.40) h�atte dagegen�R(e;m; p)jp2=m2 = 0 (7.50)zur Folge gehabt. 113



7.3.3 VertexkorrekturDie dritte divergente Funktion der QED ist die Vertexkorrektur. Zun�achst ergibt sich f�ur die(2,1)-Punkt-Funktion��R(e;m; p; k) = lim�!1Z2(e;m;�)Z 123 (e;m;�)��0� Z1eZ2Z 123 ;m� �m;�; p; k�= � i e lim�!1Z1(e;m;�)(� + ��0� Z1eZ2Z 123 ;m� �m;�; p; k�) : (7.51)Die Normierungsbedingung folgt praktisch aus der niedrigsten Ordnung,��R(e;m; p; k)jp==k==m = � i e � ; (7.52)was die Renormierungskonstante Z1 festlegt,�Z�11 (e;m;�) = � + ��0� Z1eZ2Z 123 ;m� �m;�; p; k�jp==k==m : (7.53)Dabei ist hier die formale Bedingung p= = k= = m nur der Ausdruck der Tatsache, da� nur eineForderung gestellt werden darf. Die Gleichung (7.52) f�ur p� = k�; p2 = m2 zu fordern erg�abezwei Bedingungen f�ur die beiden Teile proportional zu � und p� in der Vertexkorrektur. Daswird an der allgemeinen Form der Vertexkorrektur f�ur p� = k�,��0(p; p) = m�hp=�1(p2) +m�2(p2)i+ p�hp=�3(p2) +m�4(p2)i ; (7.54)explizit deutlich. Da �3(m2) und �4(m2) nicht verschwinden, bliebe f�ur p� = k� ; p2 = m2 einAnteil proportional p� �ubrig. Die Forderung (7.52) kann man auch in der Form2X�=1u�(p)��R(e;m; p; p)u�(p)jp2 = m2 = trh(p= +m)��R(e;m; p; p)jp2=m2i = � 4 i e p�aufschreiben. Der Erwartungswert der Vertexkorrektur f�ur unpolarisierten freien Teilchen sollverschwinden. Die Bedingung (7.53) lautet genauer formuliert (kontrahiere Gl.(7.53) mit p�und werte mit p= = m aus)Z�11 = 1 +m2h�1(m2) + �2(m2)i+m2h�3(m2) + �4(m2)i : (7.55)Auch hier de�niert man eine renormierte Vertexkorrektur� + ��R(e;m; p; k) � lim�!1 Z1(e;m;�)(� + ��0� Z1eZ2Z 123 ;m� �m;�; p; k�) ; (7.56)f�ur die dann ��R(e;m; p; k) = � i e �� + ��R(e;m; p; k)� (7.57)��R(e;m; p; k)jp==k==m = 0 (7.58)114



gilt. In erster Ordnung l�a�t sich die renormierte Vertexkorrektur leicht angeben,�(1);�R (e;m; p; k) = lim�!1 n�(1);�0 (e;m; p; k)� �(1);�0 (e;m; p; k)jp==k==mo ; (7.59)bzw explizit�(1);�R (p; k) = �(1);�0 (p; k)�m2 �n�(1);�1 (m2) + �(1);�2 (m2) + �(1);�3 (m2) + �(1);�4 (m2)o :Die Ward-Identit�at (3.16) gilt auf Grund der identischen Struktur der renormierten La-grangedichte (7.12) f�ur die nicht renormierte Vertexfunktion in Abh�angigkeit von den barenParametern e0 und m0,��0(e0;m0;�; p; p) = e0 @@p�G�10 (e0;m0;�; p) ; (7.60)und damit auch nach der Ersetzung e0 = Z1eZ2Z 123 und m0 = m� �m,��0� Z1eZ2Z 123 ;m� �m;�; p; p� = Z1eZ2Z 123 @@p�G�10 � Z1eZ2Z 123 ;m� �m;�; p� ; (7.61)Das bedeutet f�ur die eigentliche Vertexkorrektur��0� Z1eZ2Z 123 ;m� �m;�; p; p� = � @@p��0� Z1eZ2Z 123 ;m� �m;�; p� : (7.62)Setzt man hier die Formen (7.39) und (7.54) ein, erh�alt man als Relationen zwischen deneinzelnen Anteilen der Vertexkorrektur und der Selbstenergie�1(p2) = 0 (7.63)m2 �2(p2) = � �1(p2) (7.64)�3(p2) = � 2 @@p2�1(p2) (7.65)�4(p2) = � 2 @@p2�2(p2) : (7.66)Durch Vergleich von Gl.(7.44) mit Gl.(7.55) ergibt sich dann explizitZ1(e;m;�) = Z2(e;m;�) : (7.67)Diese wichtige Beziehung kann man schlie�lich wieder in Gl.(7.61) einsetzen,��R(e;m; p; p) = lim�!1Z2(e;m;�)Z 123 (e;m;�)��0� Z1eZ2Z 123 ;m� �m;�; p; p�= lim�!1 e Z1(e;m;�) @@p�G�10 � Z1eZ2Z 123 ;m� �m;�; p�= lim�!1 e Z2(e;m;�) @@p�G�10 � Z1eZ2Z 123 ;m� �m;�; p�= e @@p�G�1R (e;m; p) ; (7.68)115



und erh�alt so die Ward-Identit�at f�ur die renormierten Funktionen,��R(e;m; p; p) = � @@p��R(e;m; p) : (7.69)Es zeigt sich, da� die spezielle Wahl der Normierungsbedingungen (7.35,7.36) vor allem imHinblick auf die Identit�at Z1 = Z2 und damit die Ward-Identit�aten (7.68,7.69) wesentlich ist.Analog zeigt man die G�ultigkeit der Ward-Takahashi-Identit�aten f�ur alle h�oheren (2n; l)-Punkt-Funktionen.Abschlie�end sei noch betont, da� die Lagrangedichte der QED nur h�ochstens vier Re-normierungskonstanten zul�a�t, die Normierungsfaktoren der beiden Feldoperatoren und diebeiden Parameter der Theorie. G�abe es daher mehr als vier �uber-Alles divergente Funktionen,w�are ein Renormierungsprogramm ziemlich aussichtslos. Auch in dem vorliegenden Fall w�aremit dem in diesem Kapitel aufgestellten formalen Schema das Problem der Renormierung nurdann abgehandelt, wenn nur endliche Renormierungen n�otig w�aren. Es bleibt n�amlich nochzu zeigen, da� mit diesem Verfahren tats�achlich alle Divergenzen aus s�amtlichen Funktioneneliminiert werden. Dies soll im n�achsten Kapitel diskutiert werden.Zuvor soll zur Illustration das Counterterm-Verfahren einmal explizit in den niedrigstenOrdnungen vorgestellt werden.7.4 Renormierung bis zur zweiten OrdnungUm das im letzten Abschnitt vorgestellte Schema noch etwas abschaulicher zu machen, soll eshier bis zur zweiten Ordnung explizit vorgef�uhrt werden. Dabei wird angenommen, die dreinicht renormierten Funktionen !0(e0;m0;�; k2);�0(e0;m0;�; p) und ��0(e0;m0;�; p; k) seien biszu dieser Ordnung bekannt. Au�erdem soll hier davon Gebrauch gemacht werden, da� alle dreiFunktionen nur quadratisch von e0 abh�angen. Die Abh�angigkeit von der Regularisierungsmasse� wird im weiteren der K�urze wegen unterdr�uckt. Dann nehmen die drei Funktionen bis zurzweiten Ordnung die Form!0(e0;m0; k2) = e20!1(m0; k2) + e40!2(m0; k2) (7.70)�0(e0;m0; p) = e20�1(m0; p) + e40�2(m0; p) (7.71)��0(e0;m0; p; k) = e20��1(m0; p; k) + e40��2(m0; p; k) (7.72)an. Auch die Renormierungskonstanten sind damit gegeben,Z3(e0;m0) = h1 + e20!1(m0; 0) + e40!2(m0; 0)i�1 (7.73)�m(e0;m0) = e20�1(m0;m) + e40�2(m0;m) (7.74)Z2(e0;m0) = h1 � e20 @@p=�1(m0;m)� e40 @@p=�2(m0;m)i�1 (7.75)Z1(e0;m0) = Z2(e0;m0) ; (7.76)wobei das Argument m in � bzw seiner Ableitung eine Kurzschreibweise f�ur p= = m sein soll.Schlie�lich gilte2 = Z3(e0;m0) e20 = Z3� eZ 123 (e;m);m� �m(e;m)� e20 (7.77)116



m = m0 + �m(e0;m0) = m0 + �m� eZ 123 (e;m);m� �m(e;m)� ; (7.78)woraus iterativ e0 und m0 in Abh�angigkeit von e und m berechnet werden k�onnen.Um die Renormierungskonstanten (7.73-7.76) konsistent bis zur Ordnung �h2 in e und mzu formulieren, wird die Au�osung der Gln.(7.77,7.78) nur bis zur ersten Ordnung ben�otigt.In dieser k�onnen in Z3 und �m e0 und m0 direkt durch e und m ersetzt werden,e20 = Z(1);�13 (e;m) e2 = �1 + e2!1(m; 0)� e2 (7.79)m0 = m� �(1)m(e;m) = m� e2�1(m;m) : (7.80)Einsetzen von (7.79,7.80) in (7.73-7.75) und konsistentes Auswerten bis zur zweiten OrdnungergibtZ3(e;m) = "1 + e2!1(m; 0)h1 + e2!1(m; 0)i (7.81)� e4�1(m;m) @@m!1(m; 0) + e4!2(m; 0)#�1�m(e;m) = e2�1(m;m)h1 + e2!1(m; 0)i� e4�1(m;m) @@m�1(m;m) + e4�2(m;m) (7.82)Z2(e;m) = "1 � e2 @@p=�1(m;m)h1 + e2!1(m; 0)i (7.83)+ e4�1(m;m) @@m @@p=�1(m;m)� e4 @@p=�2(m;m)#�1 ;sowie nach InversionZ3(e;m) = 1� e2!1(m; 0) + e4�1(m;m) @@m!1(m; 0)� e4!2(m; 0) (7.84)Z2(e;m) = 1 + e2 @@p=�1(m;m) + e4� @@p=�1(m;m)�2 + e4!1(m; 0) @@p=�1(m;m) (7.85)�e4�1(m;m) @@m @@p=�1(m;m) + e4 @@p=�2(m;m) :Daraus kann man die renormierten Funktionen bis zur zweiten Ordnung gewinnen,!R(e;m; k2) = Z3(e;m)"1 + !0� eZ 123 ;m� �m; k2�#� 1= �1� e2!1(m; 0) + e4�1(m;m) @@m!1(m; 0)� e4!2(m; 0)���1 + e2!1(m;k2) + e4!1(m; 0)!1(m;k2)� e4�1(m;m) @@m!1(m;k2) + e4!2(m;k2)� � 1= e2!1(m;k2) � e2!1(m; 0) + e4!2(m;k2)� e4!2(m; 0) (7.86)117



�e4�1(m;m) @@m!1(m;k2) + e4�1(m;m) @@m!1(m; 0)�R(e;m; p) = Z2(e;m)"� p= +m� �m(e;m) + �0� eZ 123 ;m� �m; p�# + p= �m= �1 + e2 @@p=�1(m;m) + e4� @@p=�1(m;m)�2+ e4!1(m; 0) @@p=�1(m;m)� e4�1(m;m) @@m @@p=�1(m;m) + e4 @@p=�2(m;m)���� p= +m� e2�1(m;m)� e4�1(m;m)!1(m; 0) + e4�1(m;m) @@m�1(m;m)� e4�2(m;m) + e2�1(m; p) + e4�1(m; p)!1(m; 0)� e4�1(m;m) @@m�1(m; p) + e4�2(m; p)�+ p= �m= e2��1(m; p)� �1(m;m)� (p= �m) @@p=�1(m;m)� (7.87)+e4��!1(m; 0) + @@p=�1(m;m)����1(m; p)��1(m;m)� (p= �m) @@p=�1(m;m)���1(m;m)� @@m�1(p;m)� @@m�1(m;m)� (p= �m) @@m @@p=�1(m;m)�+�2(m; p)� �2(m;m)� (p= �m) @@p=�2(m;m)� :Man erkennt, wie die beiden Funktionen ineinander eingehen. Die Renormierung der Vertex-korrektur soll hier nicht noch einmal vorgef�uhrt werden.Mit Hilfe der Gln.(4.58,4.63,4.65) kann man die Renormierungskonstanten und die renor-mierten Funktionen (Feynman-Eichung, f(D) � 4) in erster Ordnung explizit angeben,Z3(e;m) = 1� e212�2� 24�D �  + ln�4�M2m2 �� (7.88)�m(e;m) = 3e216�2m� 24 �D �  + ln�4�M2m2 �+ 43� (7.89)Z2(e;m) = 1� e216�2� 24�D �  + ln�4�M2m2 �+ 4 + 2ln� �2m2�� (7.90)!(1)R (k2) = � e212�2(13 + 2�1 + 2m2k2 � �4m2k2 � 1� 12arccot�4m2k2 � 1� 12 � 1!) (7.91)�(1)F;R(p) = e216�2( 4m�58 � �1� m2p2 �ln�1� p2m2�� (7.92)�p=�32 + m2p2 + �m4p4 � 1�ln�1 � p2m2��+(p= �m)�92 + 2ln� �2m2��) :118



F�ur die renormierte Vakuumpolarisation erh�alt man nat�urlich das alte Ergebnis (5.16). Dierenormierte Selbstenergie ist abh�angig von der gew�ahlten Eichung, nicht aber von der verwen-deten Regularisierung. Die Unterschiede zwischen Pauli-Villars- und dimensionaler Regularisie-rung zeigen sich nur in Konstanten, die durch die Renormierung erst festgelegt werden. Daherunterscheiden sich zwar die regularisierten Funktionen und die Renormierungskonstanten, dierenormierten Funktionen jedoch nicht mehr.Es sei noch einmal generell darauf hingewiesen, da� das gesamte RenormierungsschemaEichungs-abh�angig ist.7.5 Masselose QuantenelektrodynamikDie Untersuchung der Quantenelektrodynamik masseloser Fermionen ist vor allem aus kon-zeptionellen Gr�unden interessant. Zum einen vereinfacht sich das Renormierungsschema, weilf�ur m = 0 auch die Renormierung der Masse entf�allt. Andererseits ist im masselosen Fall auchdie explizite Berechnung der drei divergenten Funktionen in h�oherer Ordnung relativ leichtm�oglich. Schlie�lich bestimmt der so behandelbare Teil der Greensfunktionen das Hochenergie-Verhalten der entsprechenden Funktionen im massiven Fall. Das ist insbesondere im Hinblickauf die Diskussion von Renormierungsgruppengleichungen interessant.Zun�achst sollen einige allgemeine Bemerkungen zur Form der drei wesentlichen Funktionenvorangestellt werden. Da die Masse m als dimensionsbehaftete Gr�o�e jetzt nicht mehr zurVerf�ugung steht, kann man aus der Dimension der irreduziblen Funktionen R�uckschl�usse aufihre funktionale Abh�angigkeiten von Ladung und Impuls gewinnen. Die Vakuumpolarisation!0(e0; k2) ist dimensionslos. Die einzige zur Kompensation des Impulses k2 verf�ugbare Gr�o�eist die Regularisierungsmasse �. Au�erdem h�angt die Vakuumpolarisation nur quadratisch vone bzw e0 ab. Man schreibt sie daher als Funktion der Feinstrukturkonstanten �,!0(e0; k2) = !��0; k2�2� : (7.93)Analog erh�alt man f�ur die Selbstenergie eine Proportionalit�at zu p=, da die Regularisierungs-masse nicht linear in additiver Form auftreten kann, was man im Rahmen der dimensionalenRegularisierung leicht einsieht: � geht nur multiplikativ mit der baren Feinstrukturkonstan-ten �0 ein und kann deshalb nur unter dem Logarithmus vorkommen. Daher ist p= die einzigeGr�o�e, die die Dimension E hat,�0(e0; p) = p= ���0; p2�2� : (7.94)Schlie�lich bleibt aus den gleichen Gr�unden f�ur die Vertexkorrektur bei p� = k� ,��0(e0; p; p) = ��1��0; p2�2�+ p�p=p2 �2��0; p2�2� : (7.95)Die Ward-Identit�at legt dann sofort�1��0; p2�2� = ����0; p2�2� (7.96)�2��0; p2�2� = �2p2 @@p2���0; p2�2� (7.97)119



fest. Die allgemeine Form von ��0(e0;�; p; k) ist selbstverst�andlich noch etwas komplizierter.Auch das Renormierungs-Verfahren erf�ahrt hier eine erste Modi�kation, die im �ubern�ach-sten Kapitel noch ausgiebiger diskutiert werden wird. W�ahrend bisher stets auf der Massen-schale, k2 = 0; p2 = m2, renormiert worden ist, mu� in diesem Fall ein anderer Renormie-rungspunkt gew�ahlt werden. Eine ausf�uhrliche Diskussion dieses Problems soll auf Kapitel 9verschoben werden. Hier wird als Renormierungspunkt f�ur alle drei Funktionen die Stelle �2ohne weiteren Kommentar einfach verwendet werden, d.h. man stellt die Forderungen!R(�; �2) = 0 (7.98)@@p=�R(�; p)jp==� = 0 (7.99)��R(�; p; p)jp==� = 0 : (7.100)Daraus erh�alt man als Bestimmungsgleichungen f�ur die RenormierungskonstantenZ3��; �2�2� = �1 + !� �Z3 ; �2�2���1 (7.101)Z2��; �2�2� = �1 � �� �Z3 ; �2�2�� 2�2 @@p2�� �Z3 ; p2�2�jp2=�2��1 (7.102)Z1��; �2�2� = �1 + �1� �Z3 ; �2�2�+ �2� �Z3 ; �2�2���1 ; (7.103)woran man wegen Gl.(7.96,7.97) sofort Z1 = Z2 abliest.Jetzt soll das Renormierungsschema bis zur dritten Ordnung vorgef�uhrt werden. Das isthier deutlich �ubersichtlicher als die zweite Ordnung des massiven Falls, da die Vakuumpola-risation und Z3 v�ollig von den anderen beiden Funktionen entkoppeln. Mit den Abk�urzungenx = k2�2 , y = p2�2 und z = �2�2 erh�alt man aus!(�0; x) = �0!(1)(x) + �20!(2)(x) + �30!(3)(x) (7.104)�(�0; y) = �0�(1)(y) + �20�(2)(y) + �30�(3)(y) (7.105)und �0 = �Z3(�; z) = � "1 + !� �Z3(�; z) ; z�# (7.106)gerade Z3(�; z) = "1 + ��1 + �h1 + !(1)(z)i!(1)(z) + �2!(2)(z)�!(1)(z)+ �2h1 + 2!(1)(z)i!(2)(z) + �3!(3)(z)#�1= "1 + �!(1)(z) + �2��!(1)(z)�2 + !(2)(z)�+ �3��!(1)(z)�3 + 3!(1)(z)!(2)(z) + !(3)(z)�#�1= 1� �!(1)(z)� �2!(2)(z)� �3�!(1)(z)!(2)(z) + !(3)(z)� ; (7.107)120



d.h. �0 = �"1 + �!(1)(z) + �2��!(1)(z)�2 + !(2)(z)� (7.108)+�3��!(1)(z)�3 + 3!(1)(z)!(2)(z) + !(3)(z)�# :Daraus l�a�t sich die renormierte Vakuumpolarisation sofort ausrechnen,!R��; xz� = Z3(�; z)"1 + !� �Z3 ; x�#� 1= "1� �!(1)(z)� �2!(2)(z)� �3�!(1)(z)!(2)(z) + !(3)(z)�#�"1 + ��1 + �!(1)(z) + �2h�!(1)(z)�2 + !(2)(z)i�!(1)(x)+�2h1 + 2�!(1)(z)i!(2)(x) + �3!(3)(x)#� 1= ��!(1)(x)� !(1)(z)�+ �2�!(2)(x)� !(2)(z)� (7.109)+�3�!(3)(x)� !(3)(z) + h!(2)(x)� !(2)(z)i!(1)(z)� :Aufgrund der Identit�at Z1 = Z2 und des Fehlens der Massenrenormierung machen sich in denh�oheren Ordnungen der Vakuumpolarisation nur solche divergente Subgraphen bemerkbar,die in niedrigerer Ordnung zur Vakuumpolarisation geh�oren. Die divergenten Beitr�age von vonSelbstenergie- und Vertexkorrektur-Graphen zur Vakuumpolarisation heben sich exakt her-aus. Das entspricht der Tatasache, da� bei der expliziten Berechnung der Vakuumpolarisationzweiter Ordnung, Gl.(4.86), in der Summe der drei beitragenden Graphen sowohl die Polezweiter zweiter Ordnung als auch das Produkt aus Divergenz und k2-abh�angigem Logarithmusentfallen, !(1)(x) = 13�( 24�D �  + ln�4�x �+ 53)!(2)(x) = 14�2( 14�D + ln�4�x �+ c) :Es sei noch einmal angemerkt, da� die zweite Ordnung zwar in Feynman-Eichung berechnetwurde, das Ergebnis aber unabh�angig von der Eichung ist. Es zeigt sich obendrein, da� dieKonstante c, die nicht vollst�andig berechnet worden ist, f�ur die renormierte Vakuumpolarisa-tion ohne Bedeutung ist, da sie in der Di�erenz !(2)(k2)� !(2)(0) nicht mehr auftritt,!R(k2) = �3� ln�4�M2k2 �+ �24�2 ln�4�M2k2 �+ ::: : (7.110)Mit Hilfe von Gl.(7.108) kann man dann Z2 berechnen.Z2(�; z) = "1� ��1 + �!(1)(z) + �2h�!(1)(z)�2 + !(2)(z)i�h�(1)(z) + 2z�(1)0(z)i121



� �2�1 + 2�!(1)(z)�h�(2)(z) + 2z�(2)0(z)i� �3h�(3)(z) + 2z�(3)0(z)i#�1= "1 � �h�(1)(z) + 2z�(1)0(z)i� �2�!(1)(z)h�(1)(z) + 2z�(1)0(z)i+ h�(2)(z) + 2z�(2)0(z)i�� �3� h�!(1)(z)�2 + !(2)(z)ih�(1)(z) + 2z�(1)0(z)i+2!(1)(z)h�(2)(z) + 2z�(2)0(z)i+ h�(3)(z) + 2z�(3)0(z)i�#�1= 1 + �h�(1)(z) + 2z�(1)0(z)i (7.111)+�2" !(1)(z)h�(1)(z) + 2z�(1)0(z)i+ h�(1)(z) + 2z�(1)0(z)i2+h�(2)(z) + 2z�(2)0(z)i#+�3" h�!(1)(z)�2 + !(2)(z)ih�(1)(z) + 2z�(1)0(z)i+ h�(1)(z) + 2z�(1)0(z)i3+2h�(1)(z) + 2z�(1)0(z)i� !(1)(z)h�(1)(z) + 2z�(1)0(z)i+h�(2)(z) + 2z�(2)0(z)i�+2!(1)(z)h�(2)(z) + 2z�(2)0(z)i+ h�(3)(z) + 2z�(3)0(z)i# :Daraus ergibt sich dann die renormierte Selbstenergie,�R(�; z; p) = p= �R��; yz� (7.112)�R��; yz� = Z2(�; z)��� �Z3 ; y�� 1�+ 1 (7.113)= �"�(1)(y)� h�(1)(z) + 2z�(1)0(z)i# (7.114)+�2" �!(1)(z) + h�(1)(z) + 2z�(1)0(z)i����(1)(y)� h�(1)(z) + 2z�(1)0(z)i�+�(2)(y)� h�(2)(z) + 2z�(2)0(z)i#+�3" ��!(1)(z)�2 + !(2)(z) + 2!(1)(z)h�(1)(z) + 2z�(1)0(z)i+h�(2)(z) + 2z�(2)0(z)i+ h�(1)(z) + 2z�(1)0(z)i2����(1)(y)� h�(1)(z) + 2z�(1)0(z)i�122



+�2!(1)(z) + h�(1)(z) + 2z�(1)0(z)i����(2)(y)� h�(2)(z) + 2z�(2)0(z)i�+�(3)(y)� h�(3)(z) + 2z�(3)0(z)i# :Im Gegensatz zur Vakuumpolarisation ist hier das Renormierungsschema in zweiter Ordnungzun�achst wesentlich komplizierter. Das ist eine Konsequenz der Tatsache, da� in die Renor-mierung der Selbstenergie auch die der Vakuumpolarisation eingeht, umgekehrt aufgrund derEichinvarianz der Theorie jedoch nicht.Die renormierte Selbstenergie vereinfacht sich gewaltig, wenn man bedenkt, da� nur inLandau-Eichung vollst�andig endliche renormierte Funktionen zu erwarten sind. In Landau-Eichung verschwindet aber die regularisierte Selbstenergie erster Ordnung, Gl.(4.78). Dannlautet die renormierte Selbstenergie wesentlich k�urzer�R��; yz� = �2" �(2)(y)� h�(2)(z) + 2z�(2)0(z)i# (7.115)+�3" 2!(1)(z)��(2)(y)� h�(2)(z) + 2z�(2)0(z)i�+�(3)(y)� h�(3)(z) + 2z�(3)0(z)i# :Damit bleiben auch hier in zweiter Ordnung keine aus der ersten Ordnung stammenden Coun-terterme mehr �ubrig. Wie in Abschnitt 4.4.7 gezeigt wurde, treten in den einzelnen Graphender Selbstenergie zweiter Ordnung aber Pole zweiter Ordnung und das Produkt aus Pol undimpulsabh�angiger Funktion auf, Gl.(4.90). Zur Elimination dieser Terme werden im PrinzipCounterterme niedrigerer Ordnung in Diagrammen h�oherer Ordnung ben�otigt. Es zeigt sichalso, da� auch im Fall der Selbstenergie in der Summe der drei Diagramme zweiter Ordnungdiese Terme entfallen m�ussen. Sowohl bei der Vakuumpolarisation als auch bei der Selbstener-gie werden Counterterme aus niedrigerer Ordnung erst in dritter Ordnung zur Renormierungben�otigt. Bevor darauf noch n�aher eingegangen werden soll, mu� zun�achst eine allgemeineAussage zur Struktur der Divergenzen in divergenten Diagrammen gemacht werden, was imn�achsten Kapitel geschehen soll.Die Renormierung der Vertexkorrektur erfolgt ganz analog und soll hier nicht noch auf-gef�uhrt werden.Man erkennt in den beiden Beispielen der letzten beiden Abschnitte explizit die Verkopp-lung der drei divergenten Funktionen und ihrer Renormierungskonstanten. Das Renormierungs-schema wird sehr schnell �au�erst kompliziert, wenn die Komplexit�at der Diagramme steigt.
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Kapitel 8Idee des allgemeinenRenormierungsbeweisesIn den vorangegangenen drei Kapiteln ist das allgemeine Renormierungsschema f�ur den Fall derQuantenelektrodynamik ausf�uhrlich dargestellt worden. G�abe es keine divergenten Feynman-Integrale, w�are dieses Schema ausreichend, die verschiedenen Funktionen an die jeweiligen phy-sikalisch motivierten Normierungsbedingungen anzupassen. Allerdings bleibt noch zu zeigen,da� durch dieses Verfahren auch alle Divergenzen aus der Theorie eliminiert werden, soda�die Regularisierungen wieder entfernt werden k�onnen. Die Begr�undung daf�ur soll in diesemKapitel diskutiert werden.Im ersten Abschnitt soll das zum Beweis wesentliche Konvergenztheorem f�ur Feynman-Integrale und eine einfache Erweiterung vorgestellt werden. Er macht eine Aussage zur Formder divergenten Beitr�age in beliebigen Loop-Integralen. Auf die Darstellung des relativ l�ang-lichen Beweises dieses Theorems wird hier verzichtet (siehe z.B. Itzykson/Zuber chap. 8-1-4).Allerdings wird sich zeigen, da� dieses Theorem nur in niedrigster Ordnung direkt auf die unsinteressierenden Loop-Integrale anwendbar ist. Im zweiten Abschnitt soll dann der realistische-re Fall h�oherer Ordnungen etwas eingehender diskutiert werden.8.1 Konvergenztheorem f�ur Feynman-IntegraleIn diesem Abschnitt soll das zentrale Konvergenztheorem f�ur Feynman-Integrale zu beliebigenirreduziblen Diagrammen vorgestellt werden. Es lautet:Ist der scheinbare Divergenzgrad ! eines Diagramms G sowie aller seiner irreduziblenSubdiagramme g echt kleiner Null,!(G) < 0 ; !(g) < 0 ; g 2 G ;so konvergiert das zugeh�orige Feynman-Integral absolut.Dieses Theorem soll hier nicht bewiesen sondern nur erl�autert werden. Zun�achst sei aneinigen Beispielen gezeigt, wie die Menge aller irreduziblen Subdiagramme eines gegebenenGraphen aussieht: 125



�-����r rr r���������� : �-����r rr r -��r r������������ ���r rr r�������������I 	R����r r������������rr : �I 	R����r rrr �I��r ������������rr 	R��r������������rr�I 	R&%'$r rrr���������rr? 6������ : �I'&r rr���������rr? 6������ R	$%rrr���������rr? 6������ �I 	R&%'$r rrr��������rr?������ �I 	R&%'$r rrr������ �rr 6������R	$%rrr������ �rr 6������ R	$%rrr��������rr?������ �I'&r rr��������rr?������ �I'&r rr������ �rr 6�������I 	R&%'$r rrr ���rr? 6Dabei f�uhren einige der hier gezeigten Subdiagramme nat�urlich auf das gleiche Feynman-Integral.Die Aussage des Konvergenztheorems ist unmittelbar anschaulich: Die Menge aller ir-reduziblen Subdiagramme entspricht der Menge aller m�oglichen Integrationsreihenfolgen derverschiedenen Loop-Integrationen im Feynman-Integral des Graphen G. Existiert jedes derm�oglichen Subintegrale einschlie�lich des Gesamtintegrals, kann nirgendwo in dem Feynman-Integral eine Divergenz entstehen.Eine Folgerung aus dieser Aussage ist das folgende Theorem:Ist der scheinbare Divergenzgrad ! f�ur alle irreduziblen Subdiagramme g eines Graphen Gkleiner als Null, !(g) < 0, f�ur den Gesamtgraphen dagegen gr�o�er gleich Null, !(G) � 0,so ist der divergente Teil des Feynman-Integrals eine Polynom von h�ochstens !(G)-tem Gradin den externen Impulsen des Diagramms,IG(e;m;�; pi) = Idiv(e;m;�; pi) + Ifin(e;m; pi) ;mit Idiv(e;m;�; pi) = !(G)Xn=0 pi1 :::pin I i1:::in(e;m;�) :126



Auf einen Beweis wird auch hier verzichtet. Der wesentliche Punkt dieses Theorems ist dieAussage: Die Divergenzen k�onnen nur in einer relativ einfachen Struktur vorkommen, n�amlicheinem Polynom in den externen Impulsen. Das ist der eigentliche Grund f�ur den Erfolg desRenormierungsschemas.Das wird in der ersten Ordnung direkt klar. Die Vakuumpolarisation zum Beispiel hateinen scheinbaren Divergenzgrad !(G) = 2. In erster Ordnung gibt es keine irreduziblen Sub-diagramme, die divergieren k�onnten. Daher mu� aufgrund der transversalen Struktur der Va-kuumpolarisation, !(1)�� (k) = � ihk2g�� � k�k�i!(1)(k2) ;der divergente Teil in !(1)(k2) unabh�angig von k2 sein, denn der Transversalit�atsfaktor stelltgerade ein Polynom zweiten Grades dar. Man kann nun einen Counterterm an die Lagrange-dichte anf�ugen, L[1]R = L+ �L(1)= L+ Z(1)3 ( � 14F��F �� � �2�@�A��2) ;der den freien Propagator (bzw den inversen freien Propagator) inD�1;(0)�� (k) = i(1 + Z(1)3 )hk2g�� � (1 � �)k�k�i (8.1)�uberf�uhrt. In erster Ordnung ergibt sich dann insgesamtD�1;(1)R;�� (k) = i(1 + Z(1)3 )hk2g�� � (1� �)k�k�i� !(1)�� (k)= i�k2g�� � k�k��h1 + !(1)(k2) + Z(1)3 i+ �(1 + Z(1)3 )k�k� : (8.2)W�ahlt man Z(1)3 = � !(1)(k2 = 0) ;dann ist der Ausdruck !(1)(k2) + Z(1)3 = !(1)(k2)� !(1)(0), der gerade der renormierten Vaku-umpolarisation !(1)R (k2) entspricht, und damit auch der physikalisch relevante Teil des Photon-Propagators frei von Divergenzen.Die gleiche �Uberlegung begr�undet auch f�ur die Selbstenergie (!(G) = 1) und die Vertex-korrektur (!(G) = 0) in erster Ordnung den Erfolg der Renormierung.Mit den obigen Theoremen w�are daher der allgemeinen Renormierungsbeweis abgeschlos-sen, wenn die Voraussetzungen f�ur das obige zweite Theorem auch allgemein gegeben w�aren.In allen h�oheren Ordnungen als der ersten gilt aber keineswegs !(g) < 0 f�ur alle Subgraphender drei divergenten Funktionen. Vielmehr enthalten diese in h�oherer Ordnung ihre eigenenDiagramme niedrigerer Ordnung als Subgraphen. Diese sind lediglich durch Counterterme inallen niedrigeren Ordnungen als der betrachteten endlich gehalten worden. Die Tatsache, da�der Divergenzgrad der Subgraphen nicht kleiner als Null ist, macht sich dadurch bemerkbar,da� bei der Auswertung eines Feynman-Integrals h�oherer Ordnung sich die Divergenzen vonSubintegrationen miteinander multiplizieren und Produkte aus Divergenzen und nichttrivia-len Funktionen der externen Impulse entstehen. Das war zum Beispiel in den Beitr�agen zurVakuumpolarisation zweiter Ordnung, Gl.(4.84,4.85), und zur Selbstenergie zweiter Ordnung,127



Gl.(4.90), bereits o�enkundig geworden. Allerdings heben sich im masselosen Fall in zweiterOrdnung in der Summe der beitragenden Graphen diese Terme heraus. Das liegt insbesonderean der Eichinvarianz der Theorie, d.h. an der Eigenschaft Z1 = Z2.In dritter Ordnung entfallen aus dem gleichen Grund zwar ebenfalls die meisten Counter-terme aus den niedrigeren Ordnungen, es bleibt jedoch jeweils ein Beitrag �ubrig, Gl.(7.109)und Gl.(7.115). Im Fall der Vakuumpolarisation resultiert dieser aus den Diagrammen:�I 	R&%'$r rrr���������rr? 6������ �-&%'$r rr r������kr r-������� -�&%'$r rr r������kr r-�������In h�oherer Ordnung gestaltet sich der Renormierungsbeweis also wesentlich komplizierter. Dassoll im n�achsten Abschnitt eingehender diskutiert werden.8.2 Diskussion der h�oheren OrdnungenDie Wirkung eines Counterterms beliebiger Ordnung soll jetzt zun�achst einmal auf eine alter-native Weise dargestellt werden, die es erlaubt zu erkennen, welche Divergenzen durch die zurVerf�ugung stehenden Counterterme eliminiert werden k�onnen. Exemplarisch betrachtet manwieder die Renormierung des Photon-Propagators bzw der Vakuumpolarisation.Dabei soll in der Form eines Induktionsbeweises vorgegangen werden. Die Induktions-grundlage daf�ur liefert die erste Ordnung. Angenommen nun, man h�atte durch Hinzuf�ugenvon Countertermen der Form Z(k)3 ( � 14F��F �� � �2�@�A��2)zur Lagrangedichte den physikalisch wesentlichen Teil des Photon-Propagators bis zur Ordnungn � 1 endlich gehalten. Dann lautet der renormierte inverse Photon-Propagator bis zu dieserOrdnung (was durch die eckige Klammer angedeutet werden soll)D�1;[n�1]R;�� (k) = ihk2g�� � k�k�i� ![n�1]R;�� (k) + �Z [n�1]3 (e;m;�)k�k�= i�k2g�� � k�k��h1 + ![n�1]R (k2)i+ �Z [n�1]3 (e;m;�)k�k� : (8.3)Das ist der inverse Propagator zu (7.26). Das Einf�uhren eines Counterterms n-ter Ordnungzur Lagrangedichte, L[n]R = L[n�1]R + �L(n)= L[n�1]R + Z(n)3 (� 14F��F �� � �2 �@�A��2) ;kann man auf zwei Weisen umsetzen. Die erste besteht darin, da� der neue Counterterm aufdie bisherige Lagrangedichte addiert wird und der daraus resultierende neue freie Photon-Propagator einen um Z(n)3 ver�anderten Vorfaktor aufweist. Dem ist eine zweite Interpretation�aquivalent. Dabei wird der Counterterm so aufgefa�t, als w�urde er einen zus�atzlichen zweiten128



freien Photon-Propagator erzeugen. Dieser geht in alle niedrigeren Ordnungen nicht ein, da seinVorfaktor Z(n)3 von n-ter Ordnung ist. In der n-ten Ordnung wirkt er wie ein freier Propagator.In allen h�oheren Ordnungen tritt er dann aber auch in Loops auf. Das bewirkt gerade dieAddition eines inversen freien Propagators multipliziert mit Z(n)3 zum renormierten inversenPhoton-Propagator in n-ter Ordnung,D�1;[n]R;�� (k) = i�1 + Z(n)3 (e;m;�)�hk2g�� � k�k�i� ![n�1]R;�� (k)� C(n)�� (e;m;�; k) (8.4)�!(n)�� � e2Z [n�1]3 ;m� �m[n�1];�; k�+ ��Z [n�1]3 (e;m;�) + Z(n)3 (e;m;�)�k�k�= i�k2g�� � k�k���h1 + ![n�1]R (k2) + C(n)(e;m;�; k2) + !(n)(e2;m;�; k2) + Z(n)3 (e;m;�)i+�Z [n]3 (e;m;�)k�k� :Dabei repr�asentiert C(n) die aus der Multiplikation von Countertermen niedrigerer Ordnungmit Vakuumpolarisationsbeitr�agen niedrigerer Ordnung in ![n�1] entstehenden Terme n-terOrdnung,C(n)(e;m;�; k2) = Z [n�1]3 (e;m;�)"1 + ![n�1]� e2Z [n�1]3 (e;m;�);m� �m[n�1](e;m;�);�; k2�#�1� ![n�1]R (e;m; k2) : (8.5)Au�erdem wurde benutzt, da� !(n) selbst bereits von n-ter Ordnung ist und in seinen Ar-gumenten daher die Renormierungskonstanten entfallen. Der entscheidende Punkt an dieser�Uberlegung ist, da� durch das Hinzuf�ugen von Countertermen zur Lagrangedichte nur solchedivergenten Terme in der Vakuumpolarisation eliminiert werden k�onnen, die nicht noch von k2abh�angen. Das deckt sich exakt mit der Aussage des Konvergenztheorems, da� die origin�arenDivergenzen n-ter Ordnung in !(k2) nicht von k2 abh�angen. Dabei meint origin�ar von n-terOrdnung gerade die �Uber-Alles-Divergenz dieser Ordnung, die sich in einem Pol n-ter Ordnung�au�ert. Das Auftreten von Polen n-ter Ordnung war bei Vakuumpolarisation und Selbstenergiezweiter Ordnung in den Beitr�agen einzelner Graphen bereits nachgewiesen worden, auch wennin dieser Ordnung die Summen der jeweils drei Diagramme keine Pole zweiter Ordnung mehrenthielt.Allerdings m�ussen zus�atzlich die Reste der Renormierung der niedrigeren Ordnungen be-r�ucksichtigt werden. Da� solche Terme auch zur Renormierung ben�otigt werden, wird ebenfallsan Graphen der Vakuumpolarisation zweiter Ordnung klar, in denen Produkte aus Polen ersterOrdnung und k2-abh�angigen Loop-Beitr�agen erster Ordnung vorkommen (auch diese fallen inder Summe der drei Graphen aber in diesem speziellen Fall wieder weg).Die gleiche Argumentation gilt f�ur Selbstenergie und Vertexkorrektur. Auch bei ihnen sinddie in jeder Ordnung neu hinzukommenden Pole n-ter Ordnung nur mit Polynomen ersten bzwnullten Grades in den �au�eren Impulsen kombiniert. Diese Divergenzen haben immer genaudie Tensorstruktur und Impulsabh�angigkeit der inversen freien Greensfunktionen bzw eineseinfachen Vertex'. Daher lassen sich Counterterme an die Lagrangedichte in Form der freienLagrangedichte von Elektronen und der minimalen Kopplung anf�ugen, die diese Divergenzenexakt kompensieren. 129



Da� die C(n), Gl.(8.5), genau zur Renormierung von !(n) ben�otigt werden, l�a�t sich imRahmen des Subtraktionsschemas von Bogoliubov relativ leicht beweisen. Auf den allgemei-nen Beweis soll hier aber nicht eingegangen werden (siehe Itzykson/Zuber chap.8-2). Es beruhtdarauf, da� f�ur jeden divergenten Subgraphen eines Diagramms ein Counterterm eingef�uhrtwird, der die jeweilige Divergenz kompensiert. Das war bisher nur deshalb nicht bereits o�en-sichtlich geworden, weil aufgrund von Z1 = Z2 viele dieser Counterterme sich im Fall einerEichtheorie gegenseitig wegheben. Das h�angt damit zusammen, da� das bisher diskutierteRenormierungsschema stets f�ur eine gesamte Ordnung einer Greensfunktion nicht aber f�ur ein-zelne Graphen abgeleitet worden war. In einem eichinvarianten Satz von Graphen reduzierensich aber die Divergenzen. Das Subtraktionsschema funktioniert dagegen f�ur jeden einzelnenGraphen.An dieser Stelle soll das Verfahren lediglich an einem Graphen zweiter Ordnung illustriertwerden. Dazu betrachtet man am g�unstigsten wieder die Vakuumpolarisation der masselosenQED. Um die Relation des bisher verwendeten Schemas zum Subtraktionsschema klar zustellen, sei zun�achst noch einmal die renormierte Vakuumpolarisation unter Einschlu� von Z1und Z2 festgehalten, d.h.Z3(�; z) = �1 + !� Z21�Z22Z3 ; z;���1 (8.6)Z2(�; z) = �1� �� Z21�Z22Z3 ; z�� 2z @@z�� Z21�Z22Z3 ; z���1 (8.7)Z1(�; z) = �1 + �1� Z21�Z22Z3 ; z�+ �2� Z21�Z22Z3 ; z���1 (8.8)�0 = Z21�Z22Z3 = Z21Z22 ��1 + !� Z21�Z22Z3 ; z�� ; (8.9)wobei die Notation aus Abschnitt 7.5 benutzt wurde. Mit dem AnsatzZi = 1 + �Z(1)i + �2Z(2)i + ::: (8.10)kann man Gl.(8.9) bis zur zweiten Ordnung allgemein l�osen,�0 = �"1 + ��2Z(1)1 � 2Z(1)2 � Z(1)3 � (8.11)+�2�2Z(2)1 � 2Z(2)2 + �Z(1)1 �2 � 4Z(1)1 Z(1)2 + 3Z(1)2 � 2�Z(1)1 � Z(1)2 �Z(1)3�Z(2)3 + �Z(1)3 �2� # :Damit kann man die renormierte Vakuumpolarisation bis zur zweiten Ordnung berechnen,!R��; xz� = Z3(�; z)"1 + !� Z21�Z22Z3 ; x�#� 1= "1 + �Z(1)3 + �2Z(2)3 + :::#�"1 + ��1 + �2Z(1)1 � 2Z(1)2 � Z(1)3 ��!(1)(x) + �2!(2)(x)#� 1130



= ��!(1)(x) + Z(1)3 (z)� (8.12)+�2�!(2)(x) + 2�Z(1)1 (z)� Z(1)2 (z)�!(1)(x) + Z(2)3 � :In zweiter Ordnung wird damit die Bedeutung von C(n), Gl.(8.5), deutlich. Die Forderung!(n)R (z) = 0erzwingt direkt Z(1)3 (z) = � !(1)(z) :Bedenkt man die Werte von Z(1)1;2Z(1)2 (z) = �(1)(z) + 2z @@z�(1)(z) (8.13)Z(1)1 (z) = ��(1)1 (z)� �(1)2 (z) ; (8.14)wird die Bedeutung der Counterterme klar: Zu den drei Graphen�-����r r����������r r �-����r r����������r r �I 	R����r r������������rrgeh�oren die Counterterme�����r r�@ -����r r�@ �-����r u �-����u r k�@= �Z(1)2 (z) !(1)(x)� Z(1)2 (z) !(1)(x) + Z(1)1 (z) !(1)(x) + Z(1)1 (z) !(1)(x) + Z(2)3 (z)= �2h�(1)(z) + 2z @@z�(1)(z)i!(1)(x)� 2h�(1)1 (z) + �(1)2 (z)i!(1)(x) + Z(2)3 (z) :Die Counterterme subtrahieren gerade die Produkte aus der Divergenz des zur Selbstenergiebzw Vertexkorrektur geh�orenden Subgraphen und dem impulsabh�angigen Restgraphen heraus.Das soll explizit an dem ersten der drei Graphen gezeigt werden. Sein Beitrag lautet gem�a�Gl.(4.84) (der Faktor 4� ist hier noch in die Variablen x und z hineingezogen worden)!(2)1;��(k) = �i �26�2�( hk2g�� � k�k�i�� 1�2 + 1��ln(x) +  � 74�� 12�ln(x)�2+�74 � �ln(x) + 74�+k2g���� 14� + 14 ln(x) + 4 � 1116�) :F�ur die weitere �Uberlegeung spielt der nichttransversale Teil dieses Ausdrucks keine Rolle.Dieser Term verschwindet in der eichinvarianten Summe der drei Graphen zweiter Ordnung. Erenth�alt auch nicht den problematische Term ln(x)=�. Der transversale Anteil des betrachtetenGraphen f�uhrt auf!(2)1 (x) = 16�2��� 1�2 + 1��ln(x) +  � 74�� 12�ln(x)�2 + �74 � �ln(x) + 74� : (8.15)131



Den zugeh�origen Counterterm berechnet man aus den Gln.(4.74,4.77) durch konsistente Ent-wicklung bis zur zweiten Ordnung,!(1)(x) = 13�( 2� + 53 �  � ln(x) (8.16)+�14�ln(x)�2 + �2 � 56�ln(x) + 24 � 56 � �224 + 149 ��)Z(1)2 (z) = � 14��( 2� � 1 �  � ln(z) (8.17)+�14�ln(z)�2 + �2 + 12�ln(z) + 24 + 2��)Z(1)2 (z)!(1)(x) = 16�2��� 2�2 + 1��� 23 + 2 + ln(zx)�+ 14�ln(zx)�2+�2 � 23�ln(zx) + 2 � 23 � �224 + 1318� :Addiert man diesen Counterterm zum urspr�unglichen Beitrag (8.15),!(2)1 (x)� Z(1)2 (z)!(1)(x) = 16�2�" 1�2 + 1��� ln(z)�  � 1312�� 14�ln(x)�2 (8.18)+12 ln(x)ln(z) + 14�ln(z)�2 + 1312 ln(x) + � � 23�ln(z)+2 + 1312 � �224 + 1318 # ;so entfallen die kritischen Produkte aus Pol und dem impulsabh�angigen ln(x). Es bleibt eindivergenter Term, der durch ein geeignetes Z(2)3 (z) kompensiert werden kann.Dieses Schema wiederholt sich in allen Ordnungen. Zu jedem divergenten Subgraph wirdein Counterterm eingef�uhrt, der aus der Divergenz des Subgraphs multipliziert mit dem Rest-graphen, der durch Weglassen des Subgraphen im Diagramm entsteht, besteht. Mit dieserIllustration sollen die Bemerkungen zum allgemeinen Renormierungsbeweis abgeschlossen sein.
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Kapitel 9Renormierungspunkt undRenormierungsgruppengleichungenBereits in Abschnitt 7.5 war angedeutet worden, da� es sinnvoll sein kann, die renormiertenN-Punkt-Funktionen einer Theorie nicht auf der Massenschale, also f�ur Photonen bei k2 = 0und f�ur Elektronen bei p2 = m2, durch eine Normierungsbedingung festzulegen, sondern einenanderen Punkt auf der Impulsskala zu verwenden. Dieses Vorgehen soll in diesem Kapitel nochetwas eingehender begr�undet und seine Konsequenzen deutlich gemacht werden.Dazu sehen wir uns im Abschnitt 9.1 erst einmal die physikalische Bedeutung des Renor-mierungspunktes an. Es wird sich zeigen, da� er f�ur physikalisch relevante Gr�o�en v�ollig unwe-sentlich ist. Die Invarianz der Theorie gegen�uber einer �Anderung des Renormierungspunkteswird dann im darau�olgenden Abschnitt zur Herleitung der Renormierungsgruppengleichungbenutzt. Diese werden einer Skalentransformationsgleichung gegen�ubergestellt, woraus man diesogenannte Callan-Symancik Gleichung gewinnt. Bei ihr ist insbesondere die Betrachtung derlaufenden Kopplungskonstante zur Analyse des Hochenergie-Verhaltens von Teilchen interes-sant. Schlie�lich soll die Gell-Mann-Low Gleichung f�ur den Photon-Propagator der masselosenQED gel�ost werden.9.1 Die Bedeutung des RenormierungspunktesZur Vereinfachung soll zun�achst die sogenannte e�ektive Kopplungskonstante de�niert werden,die gerade den Kern des Photon-Propagators darstellt,e20 D��0 (k) = � i �g�� � k�k�k2 � 4�k2 + i�d0(e0;m0;�; k2) (9.1)d0(e0;m0;�; k2) = e204�[1 + !0(e0;m0;�; k2)] ; (9.2)und analog f�ur den renormierten Propagator.Bei der Untersuchung der physikalischen Relevanz des Photon-Propagators in Abschnitt5.1 war klar geworden, da� nur das Produkte20D��0 (e0;m0;�; k) = e2D��R (e;m; k) (9.3)133



in physikalisch me�bare Gr�o�en eingeht, Gl.(5.2). Formuliert in der e�ektiven Kopplungskon-stanten lautet Gl.(9.3) dann d0(e0;m0;�; k2) = dR(e;m; k2) : (9.4)Diese Funktion gibt f�ur alle k, d.h. auch alle x, den Verlauf des Potentials wieder, das dieSt�arke der Wechselwirkung zwischen zwei Ladungen beschreibt. Dieses ist f�ur alle k2 endlich.W�ahrend bisher betont wurde, da� den baren Parameter e0 und m0 und entsprechend denbaren Funktionen keine physikalische Realit�at zukommt, zeigt Gl.(9.4) im Grunde, da� dieDarstellung der physikalisch wesentlichen Gr�o�en genauso durch die baren Gr�o�en erfolgenkann wie durch renormierte Gr�o�en. Allerdings steht auf der linken Seite von Gl.(9.4) praktischdas Produkt von zwei divergenten Ausdr�ucken, deren Divergenzen sich herausheben.Die konkrete Gestalt von e0 und m0 in Abh�angigkeit von e und m war aus den Normie-rungsbedingungen wie etwa Gl.(5.7),d0(e0;m0;�; k2 = 0) = dR(e;m; k2 = 0) = e24� = � ; (9.5)gewonnen worden. Dabei entsprach die Wahl der Stelle k2 = 0 als Renormierungspunkt derMassenschale eines realen freien Photons. Sie war praktisch der De�nition der Feinstrukturkon-stanten � als Kopplungsst�arke zweier unendlich voneinander entfernter statischer Ladungen�aquivalent. Da Gl.(9.4) aber f�ur alle k2 erf�ullt sein mu�, h�atte man genauso gut statt dem Re-normierungspunkt k2 = 0 eine beliebige andere Stelle k2 = �2; (�2 < 0) w�ahlen k�onnen. Diesw�urde man als eine Umde�nition der Feinstrukturkonstanten verstehen: Sie w�urde dann f�urLadungen mit endlichem Abstand voneinander gemessen. Dementsprechend ist sie abh�angigvom Renormierungspunkt �2, was durch einen Index charakterisiert werden soll. Die Normie-rungsbedingung lautet dannd0(e0;m0;�; k2 = �2) = e204�[1 + !0(e0;m0;�; �2)] = dR(e�;m; �; k2 = �2) = �� : (9.6)Diese Gleichung legt die Relation zwischen barer und renormierter Kopplungskonstante fest,e2�4� = �� = �01 + !0(e0;m0;�; �2) = Z3(e0;m0;�; �) �0 : (9.7)Die Renormierungskonstante Z3 h�angt jetzt selbstverst�andlich vom Renormierungspunkt � ab.Auch die renormierte e�ektive Kopplungskonstante wird im allgemeinen explizit vom Renor-mierungspunkt abh�angen (bei masselosen Theorien auf jeden Fall).Den Zusammenhang zwischen der urspr�unglichen Feinstrukturkonstanten � und �� kannman �uber Gl.(9.4) leicht herstellen,��� = d0(e0;m0;�; k2 = �2)d0(e0;m0;�; k2 = 0) = 1 + !0(e0;m0;�; 0)1 + !0(e0;m0;�; �2) : (9.8)Die �Anderung des Renormierungspunktes bewirkt also eine endliche Umnormierung der renor-mierten Parameter. 134



Eine analoge �Uberlegung kann man f�ur alle anderen divergenten Funktionen anstellen.Anstelle aber f�ur jede Funktion einen anderen Renormierungspunkt zu verwenden, soll im-mer die Stelle �2 gew�ahlt werden. Man kann dann das gesamte Renormierungsprogramm mitder wie oben de�nierten renormierten Kopplungskonstanten e� und einem entsprechendemm�durchf�uhren. Da sein Erfolg nicht vom Renormierungspunkt abh�angt, �andert sich an dem ei-gentlichen Schema nichts, au�er da� jetzt alle Renormierungskonstanten und alle renormiertenN-Punkt-Funktionen vom Renormierungspunkt abh�angen. So de�niert man zum Beispiel dierenormierte Vakuumpolarisation �uberdR(e�;m�; �; k2) = lim�!1 ��Z3(e0;m0;�; �)[1 + !0(e0;m0;�; k2)]� ��1 + !R(e�;m�; �; k2)] (9.9)= �� lim�!1 1 + !0(e0;m0;�; �2)1 + !0(e0;m0;�; k2) : (9.10)Analog geht man f�ur die Selbstenergie und die Vertexkorrektur sowie die zugeh�origen Renor-mierungskonstanten vor. Allgemein erh�alt man wieder die gleichen Relationen wie bisher�(2n;l)R (e�;m�; �; pi) = lim�!1 Zn2 (e0;m0;�; �)Z l23 (e0;m0;�; �)�(2n;l)0 (e0;m0;�; pi) ; (9.11)bzw �(2n;l)0 (e0;m0;�; pi) = Z�n2 (e0;m0;�; �)Z� l23 (e0;m0;�; �)�(2n;l)R (e�;m�; �; pi) : (9.12)9.2 Die RenormierungsgruppengleichungW�ahrend bisher die baren Parameter zumeist als Funktionen der renormierten Parameter an-gesehen wurden, legt Gl.(9.6) die umgekehrte Sicht nahe. Die renormierten Parameter h�angenn�amlich immer vom Renormierungspunkt � ab (das gilt auch f�ur � = 0), die baren Para-meter dagegen bleiben gem�a� Gl.(9.4) immer dieselben. Das gleiche gilt f�ur die baren undrenormierten N-Punkt-Funktionen.Die allgemeineForm der Renormierung f�uhrt also erneut eineMassenskala, n�amlich den Re-normierungspunkt �, in die Theorie ein. Allerdings sind alle Renormierungspunkte �aquivalent.Die eigentlich relevanten Gr�o�en sind invariant gegen�uber der Wahl des Renormierungspunkts.Das manifestiert sich in der Unabh�angigkeit der baren N-Punkt-Funktionen vom Renormie-rungspunkt. Di�erenziert man Gl.(9.12) nach �, erh�alt man0 = � dd��(2n;l)0 (e0;m0;�; pi)= �Z�n2 (e0;m0;�; �)Z� l23 (e0;m0;�; �)(� nZ�12 (e0;m0;�; �)� @@�Z2(e0;m0;�; �)�� l2Z�13 (e0;m0;�; �)� @@�Z3(e0;m0;�; �)�+� @@�e�(e0;m0; �)� @@e� + � @@�m�(e0;m0; �)� @@m� + @@� jex )�(2n;l)R (e�;m�; �; pi) :135



Nach Multiplikation mit Zn2Z l23 ergibt sich die Renormierungsgruppengleichung,0 = �( @@� jex �n� @@�lnZ2(e0;m0;�; �)�� l2� @@�lnZ3(e0;m0;�; �)� (9.13)+� @@�e�(e0;m0;�; �)� @@e� + � @@�m�(e0;m0;�; �)� @@m�)�(2n;l)R (e�;m�; �; pi) :Die in ihr auftretenden Funktionen sind endlich, was man bei den Ableitungen der renormiertenParameter unmittelbar einsieht, m�ussen diese doch in Abh�angigkeit von � gerade die wahreKopplungsst�arke und Masse beim Impuls � wiedergeben. Aber auch die Ableitungen von lnZ2;3sind endlich, @@�lnZ3(e0;m0;�; �) = @@�Z3(e0;m0;�; �)Z3(e0;m0;�; �)= @@���(e0;m0;�; �)��(e0;m0;�; �) ;und analog f�ur Z2. Man kann daher in Gl.(9.13) den Grenzwert �!1 ausf�uhren.Den verschiedenen Ausdr�ucken in der geschweiften Klammer gibt man einen eigenen Na-men, �(e�;m�; �) = lim�!1 � @@�e�(e0;m0;�; �) = lim�!1 2�e� � @@�d0(e0;m0;�; �2) (9.14)m(e�;m�; �) = lim�!1 � @@�m�(e0;m0;�; �) (9.15)2(e�;m�; �) = 12 lim�!1 � @@�ln�Z2(e0;m0;�; �)� (9.16)3(e�;m�; �) = 12 lim�!1 � @@�ln�Z3(e0;m0;�; �)� : (9.17)Man bezeichnet � als Gell-Mann-Low-, Callan-Symancik- oder einfach als Renormierungsgrup-penfunktion, die 's als anomale Dimensionen, was gleich noch n�aher erl�autert wird. Sie sindals Funktionen der renormierten Parameter zu verstehen, d.h. e0 und m0 sind auf der rechtenSeite der Gln.(9.14-9.17) durch e� und m� auszudr�ucken.Mit ihnen lautet die Renormierungsgruppengleichung0 = ( �2n2(e�;m�; �) � l3(e�;m�; �) (9.18)+�(e�;m�; �) @@e� + m(e�;m�; �) @@m� + � @@� jex )�(2n;l)R (e�;m�; �; pi) :Als Beispiel sei die Renormierungsgruppengleichung f�ur die Photon-2-Punkt-Funktion angege-ben, 0 = ( �23(e�;m�; �) + �(e�;m�; �) @@e�+m(e�;m�; �) @@m� + � @@� jex )�(0;2)R (e�;m�; k) :136



Aus ihr leitet man direkt eine Gleichung f�ur die e�ektive Kopplungskonstante ab,0 = (� 23(e�;m�; �) + �(e�;m�; �) @@e�+m(e�;m�; �) @@m� + � @@� jex )�� d�1R (e�;m�; �; k2)= ��(�(e�;m�; �) @@e� + m(e�;m�; �) @@m� + � @@� jex )d�1R (e�;m�; �; k2) ;wobei 3(e�;m�; �) = �2 @@���(e0;m0;�; �)��(e0;m0;�; �)= � @@�e�(e0;m0;�; �)e�(e0;m0;�; �)= �(e�;m�; �)e�(e0;m0;�; �) (9.19)benutzt wurde.Es sei noch erw�ahnt, da� in der Literatur gelegentlich noch eine andere Version der Renor-mierungsgruppengleichung verwendet wird. Alternativ zur Di�erentiation von Gl.(9.12) nachdem Renormierungspunkt h�atte man auch Gl.(9.11) nach der Regularisierungsmasse � ablei-ten k�onnen, um eine sehr �ahnliche Gleichung wie (9.18) zu gewinnen. Diese gilt aber dann f�urdie bare N-Punkt-Funktion und nicht f�ur �(2n;l)R .9.3 Das Skalentransformationsverhalten von �(2n;l)RBereits in Abschnitt 4.3 war die Dimension der Feldoperatoren diskutiert worden,Dim[ ̂] = E 32Dim[Â�] = E :Daraus erh�alt man direkt die Dimension der Greensfunktionen,DimhG(2n;l)�1 :::�l(x1; ::xn; y1; ::yn; z1; ::zl)i = E3n+l :Im Impulsraum ergibt sich dannDimhG(2n;l)�1:::�l(p1; ::pn; q1; ::qn; k1; ::kl)i = E3n+l�4(2n+l)+4 = E4�5n�3l ; (9.20)wobei ber�ucksichtigt wurde, da� konventionsgem�a� mit der Abspaltung der Gesamtimpuls-erhaltenden �-Funktion aus der Fourier-transformierten Greensfunktion vier Dimensionen derEnergie verloren gehen. Schlie�lich erh�alt man als Dimension der N-Punkt-FunktionenDimh�(2n;l)(pi)i = DimhG(2n;l)(pi)iDimhG(2;0)(pj)i2nDimhG(0;2)(pk)il = E4�3n�l ; (9.21)137



wobei die pi f�ur alle auftretenden Impulse stehen und alle Lorentz-Indices wieder weggelassenwurden. F�uhrt man eine Skalentransformation der Energieskala um den Faktor t aus, mu� sich�(2n;l) wie eine homogene Funktion vom Grad 4 � 3n� l verhalten, d.h. es gilt�(2n;l)R (e�; tm�; t�; tpi) = t4�3n�l�(2n;l)R (e�;m�; �; pi) ; (9.22)denn bei einer Skalentransformation der Energieskala �andern sich alle dimensionsbehaftetenGr�o�en um den Skalenfaktor t, w�ahrend das dimensionslose e� gleich bleibt. Eine kleine Mo-di�kation von Gl.(9.22) ergibt�(2n;l)R (e�;m�; �; tpi) = t4�3n�l�(2n;l)R �e�; m�t ; �t ; pi� :Di�erentiation nach t f�uhrt auft @@t�(2n;l)R (e�;m�; �; tpi) = t4�3n�l(4� 3n� l �m� @@m� � � @@� jex )�(2n;l)R �e�; m�t ; �t ; pi�= (4 � 3n� l �m� @@m� � � @@� jex )�(2n;l)R (e�;m�; �; tpi) : (9.23)Die Abh�angigkeit der renormierten N-Punkt-Funktionen vom Renormierungspunkt ver�andertdaher ihr Skalentransformationsverhalten. Die Elimination der expliziten Ableitung nach �mittels Gl.(9.18) ergibt0 = ( � t @@t + �(e�;m�; �) @@e� +m��m(e�;m�; �)� 1� @@m� (9.24)+4� 2n�2(e�;m�; �) + 32�� l�3(e�;m�; �) + 1�)�(2n;l)R (e�;m�; �; tpi) ;was als Callan-Symancik-Gleichung bezeichnet wird. Diese Gleichung erkl�art auch die Namenanomale Dimensionen f�ur 2;3;m. Sie spiegeln gerade das durch die Abh�angigkeit vomRenormie-rungspunkt ver�anderte Verhalten der �(2n;l)R bei Skalierung aller dimensionsbehafteter Gr�o�enwieder.Die Gl.(9.24) ist eine lineare partielle Di�erentialgleichung in den Variablen t; e� und m�.Zur L�osung der Callan-Symancik Gleichung macht man den Ansatz�(2n;l)R (e�;m�; �; tpi) = f(t) �(2n;l)R (g(t);M(t); �; pi) ; (9.25)in dem die Skalierung aller Impulse in eine Skalen-abh�angige Kopplungskonstante g(t) und eineSkalen-abh�angige Masse M(t) sowie einen globalen Vorfaktor f(t) bei festgehaltenem Renor-mierungspunkt umgesetzt wird. Diese Funktionen sind abh�angig von e� und m� zu verstehen.Sie m�ussen die Randbedingungen f(1) = 1 (9.26)g(1) = e� (9.27)M(1) = m� (9.28)138



erf�ullen. Den Zusammenhang der so eingef�uhrten Funktionen mit den oben de�nierten Funk-tionen �; 2;3;m erh�alt man durch Di�erentiation des Ansatzes (9.25) nach t,t @@tf(t) �(2n;l)R (g(t);M(t); �; pi)= t(� @@tf(t)�+ f(t)� @@tg(t)� @@g(t) + f(t)� @@tM(t)� @@M(t))�(2n;l)R (g(t);M(t); �; pi)= t( 1f(t)� @@tf(t)�+ � @@tg(t)� @@g(t) + � @@tM(t)� @@M(t))f(t)�(2n;l)R (g(t);M(t); �; pi) :Der Ansatz (9.25) gen�ugt also der Callan-Symancik Gleichung (9.24), wenn man e� mit g(t)und m� mit M(t) identi�ziert und f�ur die neu eingef�uhrten Funktionen g(t);M(t) und f(t)gerade die Di�erentialgleichungent @@tg(t) = �(g(t);M(t); �) (9.29)t @@tM(t) = M(t)�m(g(t);M(t); �)� 1� (9.30)t @@tlnf(t) = 4� 2n�2(g(t);M(t); �) + 32�� l�3(g(t);M(t); �) + 1� (9.31)gelten. Der Ansatz (9.25) leistet also eine partielle L�osung der Callan-Symancik Gleichung,da bei gegebenem � und 2;3;m in Abh�angigkeit von e� und m� die Di�erentialgleichungen(9.29-9.31) im Prinzip bekannt und l�osbar sind. Gl.(9.31) l�a�t sich sofort l�osen,lnf(t) = (4� 3n � l)ln(t)� Z t1 2n2(g(t0);M(t0); �) + l3(g(t0);M(t0); �)t0 dt0f(t) = t4�3n�lexp�� Z t1 2n2(g(t0);M(t0); �) + l3(g(t0);M(t0); �)t0 dt0� : (9.32)Die Randbedingung f(1) = 1 wurde bei der Integration von Gl.(9.31) direkt eingebaut.Die Gl.(9.30) ist im allgemeinen weniger interessant, weil die gesamte �Uberlegung vor allemzur Diskussion des Hochenergie-Verhaltens von Teilchen verwendet wird, wo die Masse keineRolle mehr spielt. Daher soll im n�achsten Abschnitt das Konzept der Renormierungsgrup-peninvarianz f�ur masselose Fermionen weiter ausgef�uhrt werden. Die abgeleiteten Relationenentsprechen dann im massiven Fall dem asymptotischen Verhalten der jeweiligen Funktion f�urgro�e Impulse.9.4 Masselose TheorieZu Anfang dieses Abschnitts sollen alle relevanten Gleichungen der Abschnitte 9.1-9.3 nocheinmal f�ur masselose Fermionen zusammengestellt werden:���e0; �2�2� = �0 Z3�e0; �2�2�= �0"1 + !0�e0; �2�2�#�1 (9.33)139



dR�e�; k2�2� = ��1 + !0�e0; �2�2�1 + !0�e0; k2�2� (9.34)�(2n;l)R (e�; �; pi) = Zn2�e0; �2�2�Z l23 �e0; �2�2��(2n;l)0 (e0;�; pi) (9.35)0 = ( @@� jex +�(e�) @@e� � 2n2(e�)� l3(e�))�(2n;l)R (e�; �; pi) (9.36)0 = (� @@� jex + e�2��(e�) @@��)d�1R �e�; k2�2� (9.37)�(e�) = lim�!1 � @@�e��e0; �2�2� (9.38)2(e�) = 12 lim�!1 � @@�ln"Z2�e0; �2�2�# (9.39)3(e�) = 12 lim�!1 � @@�ln"Z3�e0; �2�2�# (9.40)0 = (� t @@t + �(e�) @@e� + 4 (9.41)�2n�2(e�) + 32�� l�3(e�) + 1�)�(2n;l)R (e�; �; tpi)�(2n;l)R (e�; �; tpi) = f(t) �(2n;l)R (g(t); �; pi) (9.42)t @@tg(t) = ��g(t)� (9.43)t @@tlnf(t) = 4� 2n�2(g(t)) + 32�� l�3(g(t)) + 1� (9.44)f(t) = t4�3n�lexp�� Z t1 2n2(g(t0)) + l3(g(t0))t0 dt0� (9.45)Dabei wurde an verschiedenen Stellen davon Gebrauch gemacht, da� die Fermionen-Masseals dimensionsbehaftete Gr�o�e entf�allt, weswegen dimensionslose Gr�o�en entweder nur vonQuotienten aus verschiedenen dimensionsbehafteten Gr�o�en oder auch gar nicht mehr vonihnen abh�angen k�onnen.Jetzt kann man die Gleichung f�ur die laufende Kopplungskonstante formal l�osen und f(t)etwas einfacher schreiben,ln(t) = Z g(t)e� 1�(g0)dg0 (9.46)f(t) = t4�3n�lexp�� Z g(t)e� 2n2(g0) + l3(g0)�(g0) dg0� : (9.47)Zum Abschlu� des formalen Teils dieses Abschnitts soll noch der Begri� der stabilen Fix-punkte vorgestellt werden. Dazu untersucht man die laufende Kopplungskonstante g(t) f�urt ! 1 bzw t ! 0. Aus der Di�erentialgleichung (9.43) erkennt man, da� g(t) f�ur positives�(g(t)) mit t w�achst und f�ur negatives �(g(t)) mit t kleiner wird. Wechselt � nirgendwo dasVorzeichen, dann bedeutet � > 0 eine ewiges Weiterwachsen von g(t) und � < 0 ein st�andiges140



Abfallen, wobei im Prinzip kein Grenzwert vorgegeben ist, gegen den g(t) stetig konvergierenk�onnte (abgesehen davon, da� man eigentlich g(t) � 0 erwartet). Damit g(t) einen endlichenGrenzwert g0 anstrebt, mu� �(g) f�ur g = g0 eine Nullstelle aufweisen. Es gen�ugt nicht, da��(g) f�ur g !1 verschwindet, weil dann g(t) zwar immer schw�acher, aber doch immer weiterw�achst. Das Beispiel �(g) = �0 e�gm�oge das belegen, g(t) = lnhee� + �0ln(t)i :Angenommen also, �(g0) habe an der Stelle g0 eine Nullstelle erster Ordnung,�(g0) jg0�g0 = � 0(g0) (g0 � g0) ;und diese Nullstelle sei die dem Punkt e� am n�achsten gelegene, dann ergibt die Auswertungdes Integrals (9.46) in der Umgebung der Nullstelle,ln(t) = Z ee� dg0�(g0) + 1�0(g0) ln�g(t)� g0e� g0 �g(t) = g0 + t�0(g0) eaI0 �e� g0� ;wobei I0 f�ur das Integral von e� bis e steht. I0 h�angt nicht mehr von g(t) ab. Ist nun �0(g0) > 0,so n�ahert sich f�ur t! 0 die Funktion g(t) demGrenzwert g0. Im Fall � 0(g0) < 0 wird der Grenz-wert g0 dagegen f�ur t!1 angestrebt. Man nennt g0 im ersteren Fall einen infrarot stabilenFixpunkt, im letzteren Fall einen ultraviolett stabilen Fixpunkt. Die gleiche �Uberlegung kannman mit demselben Resultat f�ur Nullstellen h�oherer Ordnung durchf�uhren,�(g0) = a (g0 � g0)n ) g(t) = g0 + " 1(e� g0)1�n + a(n� 1)�I0 � ln(t)�# 1n�1 :Die laufende Kopplungskonstante n�ahert sich asymptotisch immer der e� n�achstgelegenen Null-stelle von �(g0) an.Jetzt soll als erste explizite Anwendung der Renormierungsgruppenidee die Gleichung(9.37) gel�ost werden. Zur Abk�urzung wird x = k2�2 de�niert, soda� die Gleichung die Form0 = ( e�2��(e�) @@�� � 2x @@x)d�1R (e�; x) (9.48)annimmt. Bei bekanntem �(e�), �(e�) = 2�e� 1Xn=1 bn�n+1� ;(die Tatsache, da� diese Reihe diese Form hat, kann man aus der De�nition von �(e�) leichteinsehen,�(e�) = � @@�e��e0; �2�2� = 2�e� � @@����e0; �2�2� = 2�e� �0� @@��1 + !0�e0; �2�2���1 )141



kann man Gl.(9.48) mit dem Ansatzd�1R (e�; x) = 1���1 + 1Xn=1 pn(x)�n�� (9.49)l�osen. Dabei �ndet man die Randbedingungen f�ur die pn(x) aus dem bekannten Wert dere�ektiven Kopplungskonstante bei k2 = �2, d.h. x = 1,pn(1) = 0 ; n � 1 :Einsetzen der Potenzreihen und Sortieren nach gleichen Potenzen von �� ergibt0 = 1Xn=1�n�(� 2xp0n(x) + n�1Xk=0 pk(x)(k � 1)bn�k) : (9.50)F�ur p1(x) und p2(x) erh�alt man direktp1(x) = �b12 ln(x)p2(x) = �b22 ln(x) :Die h�oheren pn(x) erh�alt man ebenfalls nach Au�osung von Gl.(9.50) nach dem h�ochsten pn,p0n(x) = 12x n�1Xk=0 pk(x)(k � 1)bn�k ;z.B. p3, p3(x) = � b1b28 �ln(x)�2 � b32 ln(x) :Da zur Integration eines beliebigen pn stets nur das IntegralZ dx�ln(x)�nx = �ln(x)�n+1n+ 1 (9.51)ben�otigt wird, l�a�t sich Gl.(9.50) exakt l�osen. Darauf soll hier aber verzichtet werden. Nur derf�ur gro�e x dominante Term soll berechnet werden. In p3 ist der ln2(x)-Term asymptotischdominant. Seine Au�ntegration liefert gem�a� Gl.(9.51) den in p4 dominanten Beitrag. DiesesVerhalten setzt sich in allen Ordnungen fort. Man erh�alt daraus letztlichpn(x) = � �b12 �n�2 b22 �ln(x)�n�1n� 1 + O��ln(x)�n�2� : (9.52)Die niedrigsten beiden Ordnungen der Gell-Mann-Low Funktion �(e�), d.h. der Vakuumpola-risation, bestimmen also bereits das gesamte Verhalten der e�ektiven Kopplungskonstante f�urgro�e Impulse. Die Auswertung der Renormierungsgruppengleichung leistet also die partielleL�osung der St�orungstheorie in allen Ordnungen. Als n�achstes sollen die Koe�zienten b1 und b2f�ur die masselose QED berechnet werden. Entsprechend Gl.(9.38) und Gl.(9.34) wird dazu die142



Vakuumpolarisation in den ersten beiden Ordnungen, die in Abschnitt 4.4 berechnet wurden,ben�otigt, !(1)0 �e0; k2M2� = �03�(2� + c1 � ln� k24�M2�)!(2)0 �e0; k2M2� = �204�2(1� + c2 � ln� k24�M2�) :Daraus ergibt sich Z3 gem�a� Gl.(7.73) (in Abh�angigkeit von �0 formuliert),Z3�e0; �2M2� = 1 � �03�(2� + c1 � ln� �24�M2�)� �204�2(1� + c2 � ln� �24�M2�� 49�2� + c1 � ln� �24�M2��2) :Das ergibt wiederum entsprechend Gl.(7.108)�0 = ��(1 + ��3� �2� + c1 � ln� �24�M2��) : (9.53)Dann berechnet man � �uber Gl.(9.38) und Gl.(9.33),�(e�) = 2�e� � @@��0"1 + !0��0; �2M2�#�1= 2�e� � @@��0Z3��0; �2M2�= 2�e� (2�203� + �302�2"1� 89�2� + c1 � ln� �24�M2��#) :Eliminiert man �0 mittels Gl.(9.53), bleibt�(��) = 2�e� (2�2�3� + �3�2�2 � 121�4�144�3 +O(�5�)) ; (9.54)wobei noch das hier nicht berechnete Ergebnis dritter Ordnung angef�ugt wurde. Der asymp-totisch dominante Teil der e�ektiven Kopplungskonstanten bzw des Photon-Propagators istdamit durch Gl.(9.49) und Gl.(9.52) gegeben.Eine Anmerkung sei hier noch angef�ugt. Das obige Vorgehen ist selbstverst�andlich nurvern�unftig, solange �n�pn(x)� 1gilt, also insbesondere ��b12 ln(x)� 1 :Die Berechnung der e�ektiven Kopplungskonstanten mit dem oben vorgef�uhrten Verfahrenbricht daher f�ur ��3� ln(x) � 1143



zusammen. Diese Polstelle der e�ektiven Kopplungskonstanten bezeichnet man als Landau-Ghost. In seiner N�ahe macht die verwendete St�orungstheorie keinen Sinn mehr.Nun soll die laufende Kopplungskonstante bis zur zweiten Ordnung berechnet werden. Mit�(e) = 2�e �b1�2 + b2�2 + :::�erh�alt man aus Gl.(9.46)ln(t) = Z g(t)e� g0dg02� 1b1�02 + b2�02 = Z G(t)�� d�0 1b1�02 + b2�02 = 1b1"� 1�0+ b2b1 ln�b1 + b2�0b1�0 �#G(t)��mit G(t) = g2(t)4� ;d.h. ���b1ln(t) = ��G(t) � 1� �� b2b1 ln"��(b1 + b2G(t))G(t)(b1 + b2��)# :Diese Relation ist nicht exakt aufzul�osen. Mit dem AnsatzG(t) = 1�� h1 + g1(t)�� + g2(t)�2� + :::ierh�alt man���b1ln(t) = g1(t)�� + g2(t)�2� + :::���b2b1"lnh1 + g1(t)�� + g2(t)�2� + :::i� lnh1 + b2b1��i+ln�1 + b2b1��h1 � g1(t)�� � g2(t)�2� + :::i+ �g1(t)���2 + :::i# :Konsistent bis zur zweiten Ordnung erfordert diese Gleichungg1(t) = �b1ln(t) (9.55)g2(t) = �b2ln(t) : (9.56)Damit ergibt sich also G(t) = ��1� b1��ln(t)� b2�2�ln(t)� :: ; (9.57)d.h. im Fall der QED GQED(t) = ��1 � 2��3� ln(t)� �2�2�2 ln(t)� :: : (9.58)Man erkennt, da� t = 0 im Fall der QED ein infrarot stabiler Fixpunkt ist und daher G(t) andieser Stelle verschwindet. Das entspricht der Tatsache, da� die Wechselwirkung der QED f�urbeliebig kleine Impuls�ubertr�age, d.h. f�ur unendlich entfernte Ladungen, verschwindet.144



ImGegensatz dazu �ndet man in der QCD als Callan-Symancik Funktion in den niedrigstenbeiden Ordnungen�QCD(es) = � 2�es  �11 � 23NF��2s2� + �102 � 383 NF� �3s8�2 + ::: ! ; (9.59)mit der starken Wechselwirkungskopplungskonstanten es und�s = e2s4� :Daher ist f�ur NF < 30638 = 8; 05:: die Stelle es = 0 ein ultraviolett stabiler Fixpunkt. Dement-sprechend verschwindet die laufende Kopplungskonstante in diesem Fall f�ur t!1,GQCD(t) = �s1 + (33�2NF )6� �sln(t) + (306�38NF )24�2 �2sln(t) + :: : (9.60)S�amtliche N-Punkt-Funktionen verhalten sich f�ur gro�e Impulse daher wie die Funktionenwechselwirkungsfreier Teilchen. Die QCD mit weniger als acht Flavour-Freiheitsgraden ist eineasymptotisch freie Theorie.Abschlie�end sei noch der Vorfaktor f(t) f�ur Photon-l-Punkt-Funktionen angegeben. Manerh�alt aus Gl.(9.47) und Gl.(9.19)f(t) = t4�lexp�� l Z g(t)e� dg0g0 � = t4�l� ��G(t)�l : (9.61)Er geht nicht in die innere Struktur der N-Punkt-Funktionen ein, �andert also an der asymp-totischen Freiheit einer Theorie nichts.
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Anhang AIntegralsammlungIn diesem Anhang sollen einige der im Zusammenhang mit der dimensionalen Rehularisierungverwendeten Integrale im Minkowski-Raum, d.h. es gilt p2 = (p0)2 � p2, aufgelistet werden.Z dDk(2�)D 1[k2 + 2kp �m2]�= i(4�)D2 (�1)��(�) ���� D2 ��m2 + p2�D2 ��Z dDk(2�)D k�[k2 + 2kp �m2]�= i(4�)D2 (�1)�+1�(�) ���� D2 � p��m2 + p2�D2 ��Z dDk(2�)D k�k�[k2 + 2kp �m2]�= i(4�)D2 (�1)��(�) ����� D2 � p�p� � ���� D2 � 1� g��2 �m2 + p2� ��m2 + p2�D2 ��Z dDk(2�)D k�k�k�[k2 + 2kp �m2]�= i(4�)D2 (�1)��(�) � 12 ���� D2 � 1��g��p� + g��p� + g��p���m2 + p2������ D2 � p�p�p� ��m2 + p2�D2 ��Z dDk(2�)D k�k�k�k�[k2 + 2kp �m2]�= i(4�)D2 (�1)��(�) � 14 ��� � D2 � 2� �g��g�� + g��g�� + g��g����m2 + p2�2�12 ��� � D2 � 1�� g��p�p� + g��p�p� + g��p�p� + g��p�p�+g��p�p� + g��p�p���m2 + p2�+���� D2 � p�p�p�p� ��m2 + p2�D2 ��147



Z dDk(2�)D 1[(p� k)2 �m21]�[k2 �m22]�= i(4�)D2 ���+ � � D2 ��(�)�(�) Z 10 dx(1� x)��1x��1hx(1� x)p2 � xm21 � (1 � x)m22iD2 ����Z dDk(2�)D k�[(p� k)2 �m21]�[k2 �m22]�= ip�(4�)D2 ���+ � � D2 ��(�)�(�) Z 10 dx(1� x)��1x�hx(1 � x)p2 � xm21 � (1 � x)m22iD2 ����Z dDk(2�)D k�k�[(p� k)2 �m21]�[k2 �m22]�= i(4�)D2 1�(�)�(�) Z 10 dx(1� x)��1� p�p����+ � � D2 �x�+1hx(1� x)p2:::iD2 ����+g��2 ��� + � � 1� D2 �x��1h::: iD2 +1�����Z dDk(2�)D k�k�k�[(p� k)2 �m21]�[k2 �m22]�= i(4�)D2 1�(�)�(�) Z 10 dx(1� x)��1� p�p�p���� + � � D2 �x�+2h::: iD2 ����+12�g��p� + g��p� + g��p������ + � � 1� D2 �x�h::: iD2 +1���� �Z dDk(2�)D k�k�k�k�[(p� k)2 �m21]�[k2 �m22]�= i(4�)D2 1�(�)�(�) Z 10 dx(1� x)��1� p�p�p�p����+ � � D2 �x�+3h::: iD2 ����+12� g��p�p� + g��p�p� + g��p�p�+g��p�p� + g��p�p� + g��p�p������ + � � 1� D2 �x�+1h::: iD2 +1����+14�g��g�� + g��g�� + g��g������� + � � 2� D2 �x��1h::: iD2 +2���� �148



Z dDk(2�)D 1[k2 �m2]� = i(4�)D2 (�1)���� � D2 ��(�) �m2�D2 ��Z dDk(2�)D k�k�[k2 �m2]� = i(4�)D2 (�1)�+12 ��� � D2 � 1��(�) �m2�D2 ��+1g��Z dDk(2�)D k�k�k�k�[k2 �m2]� = i(4�)D2 (�1)�4 ��� � D2 � 2��(�) �m2�D2 ��+2��g��g�� + g��g�� + g��g���Z dDk(2�)D k�k�k�k�k�k�[k2 �m2]� = i(4�)D2 (�1)�+18 ��� � D2 � 3��(�) �m2�D2 ��+3�g��g��g���symmDabei bedeutet �g��g��g���symm, da� alle Kombinationen der Indices mit positivemVorzeichendurchgegangen werden m�ussen.Z 10 d�d� (�+ �)� = (2�+2 � 2)(�+ 1)(�+ 2)Z 10 d� �x(1 � �)y = �(x + 1)�(y + 1)�(x+ y + 2)Z 10 dx x�(x2 +m2)� = �(�+12 )�(� � (�+1)2 )2�(�)(m2)���+12
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