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Kapitel 1

Das Konzept von Quantenfeldtheorien
und ihre storungstheoretische
Behandlung

Dieses Kapitel stellt in knapper Form die elementaren Grundlagen relativistischer Quantenfeld-
theorien zusammen. Dabei dient hier wie auch im weiteren stets die Quantenelektrodynamik
als explizites Beispiel. Zunéachst wird daher die 2. Quantisierung von freien Elektronen und
Photonen diskutiert, wobei fiir letztere der Gupta-Bleuler Formalismus verwendet wird. An-
schlielend folgen in den Abschnitten 1.3,1.4 einige Bemerkungen zur Wechselwirkung zwischen
Elektronen und Photonen sowie zum Grundkonzept der Stérungstheorie. Der nachste Abschnitt
ist der Auswertung der Stérungsentwicklung gewidmet, d.h. nach der allgemeinen Definition
von Green’schen Funktionen werden mit Hilfe des Wick’schen Theorems die Feynman-Regeln
der Quantenelektrodynamik abgeleitet. Schlieilich wird im letzten Abschnitt ndher auf die
Klassifikation von Green’schen Funktionen eingegangen.

1.1 Freie Elektronen

1.1.1 Klassische Felder

Die grundlegende Grofle einer relativistischen Quantenfeldtheorie ist die sie charakterisierende
Lagrangedichte. Fiir nichtwechselwirkende (freie) Elektronen lautet sie in ihrer einfachsten
Form

L=d()(i—m)(x) . (1.1)

Dabei wurde die Notation

h = ¢ =1
dlz) = ¢T(a)y”
vy — o9
g = 10, =~ Dk

verwendet, wobei die y* die Standard-Dirac-Matrizen sind. Bei i) und i handelt es sich
zunachst noch um klassische Felder. Sie sind bekanntlich Viererspinoren. Auf eine Ankopplung
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der Elektronen an ein klassisches externes Feld wurde verzichtet. Die wichtigste Konsequenz
dessen ist die Translationsinvarianz des Systems beziiglich aller vier Raum-Zeit-Koordinaten.
Daraus folgt letztlich die Erhaltung aller vier Impulskomponenten.

Die Feldgleichung des Systems erhdlt man aus der Variation der Wirkung,

g — /d4:1; L[(x), ()]

Die Feldkonfiguration, die S extremal werden 1&8t, ergibt sich aus

) —
@SWU ] =0
S = 0
ot
Das ist im Fall freier Fermionen die freie Dirac-Gleichung,
oL oL

0= 5% %G - (ip—m)(x)

Aus ihr resultiert als Definition der Viererstromdichte,
Julz) = — ed(@)y(x) (1.2)

wobei ¢ = | e | stets nur die Einheit der Ladung meint und die Ladung der Elektronen als
negativ definiert wurde. Dieser Viererstrom erfiillt die Stromerhaltungsrelation

9" (z) = 0 . (1.3)

1.1.2 2. Quantisierung

Die 2. Quantisierung der Theorie erfolgt iiber Gleichzeit-Kommutatoren, genauer Gleichzeit-
Antikommutatoren bei Fermionen, der Feldoperatoren,

{alt,2), st )} = 0
{Ualt,2), 05t 9)} = 0 (1.4)
{dalt0), V5t )} = 8ap6P(a—y)

a und (3 sind die Spinorindices der Felder. Die geschweiften Klammern stellen wie iiblich den
Antikommutator dar.

Zur Konstruktion des Fockraums entwickelt man diese Feldoperatoren nach den klassischen
Eigenzustianden der Feldgleichung. Die entsprechenden operatorwertigen Entwicklungskoeffizi-
enten sind dann die Erzeuger bzw Vernichter von Teilchen in diesen Zusténden. Die Entwick-
lung der Feldoperatoren soll hier direkt im Elektron-Positron-Bild vorgenommen werden, die
Umdefinition der negativen Energiezusténde wird als bekannt vorausgesetzt. Man erhalt dann

Oe) = /(j;p):”z% ;{AQ(PW“(P)W”+C?Z(p)v“(p)€m} (1.5)
O / (j;p)g g; b3 (P77 (P)e™” + du(p)T” (p)e ™™



wobei die Teilchen auf der Massenschale liegen,

pO — /Bz + m?2
Zu diesen Gleichungen sind mehrere Anmerkungen, die Notation betreffend, nétig:

1. Bei f%}% handelt es sich um das Lorentz-invariante Mafl im Impulsraum. Die Lorentz-

Invarianz bedingt den Nenner 1/p°. Der Faktor m entspricht der Konvention fiir Fermio-
nen.

2. « ist hier der Spinindex. Im Ruhesystem der Elektronen unterscheidet er zwischen Spin-
up und Spin-down.

3. u, und v, sind die Standard-Viererspinoren fiir freie Teilchen. Dabei resultiert u,, aus den
Loésungen der Dirac-Gleichung zu positiver Energie, v, aus denen zu negativer Energie.

4. Hier wie im weiteren wird stets pr = p,z” abgekiirzt werden.

Die Operatoren (A)j; (p) sind die Erzeuger von Elektronen mit Viererimpuls p und Spin «, ch; (p)
die Erzeuger von Positronen mit Viererimpuls p und Spin «. Entsprechend vernichten b, (p)
und d, (p) die beiden Teilchensorten. Aus dieser Sicht erhoht also ¢ die Ladung um eine Einheit

(geméB der Definition der Ladung von Elektronen) und ¢ erniedrigt sie bei Anwendung auf
einen beliebigen Zustand. Die Feldoperatoren sind also keine Erzeuger von Teilchen am Ort z,
sondern Erzeuger von Ladung.

Aus den Kommutationsrelationen fiir die Feldoperatoren und der Translationsinvarianz
des Systems kann man die Kommutationsrelationen der Erzeuger und Vernichter gewinnen,

{B2p. b (k) = 0

{balp),bo(k)} = 0

{dhp).dE(k)} = 0

{dalp).ds(k)} = 0 (1.6)
{balp). b ()} = T052m)°8 0 (p — k)

{pnds i)} = Eopens®p -k

Zusitzlich verschwinden alle Antikommutatoren von () und d*). Der Faktor fn—o ist eine
Konsequenz des Lorentz-invarianten Mafles bei der Entwicklung der Feldoperatoren.

Uber die Erzeuger und Vernichter kann man den Fockraum des Systems konstruieren.
Zunachst ist das Vakuum | 0 > derjenige Zustand, der keine Teilchen enthalten soll. Daher

muf die Anwendung der Vernichter auf | 0 > gerade Null ergeben,

ba(p) | 0> =
do(p) [ 0> =
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1-Teilchen-Zusténde erhédlt man aus dem Vakuum durch Anwenden der Erzeuger,

() 10> = | ipa>

di(p) 10> = |e",pa>

Die Zustinde | e*, p, a > reprisentieren freie Elektronen bzw Positronen mit Impuls p und Spin
a. Durch Ausschmieren mit einer mathematisch geeigneten Verteilungsfunktion f(p) erhalt
man normierbare 1-Teilchen-Zustande,

d*p -
[ @b 10>

Analog konstruiert man Mehrteilchen-Zustiande durch mehrfache Anwendung von Erzeugern
auf das Vakuum,

bE (p1)--bF (pa) | 0>

Damit ist der Fockraum freier Elektronen wohldefiniert.

1.1.3 Stromoperator

Die naheliegendste Quantisierung des Stromoperators wire die direkte Ubertragung von
GL.(1.2) auf Operatoren,

Ju@) = — e B(@)ub(a)

Diese stoBt jedoch sehr schnell auf Schwierigkeiten. Betrachtet man etwa den Vakuumerwar-
tungswert der so definierten Ladung,

Quae = <0]|Q|0>

(27T)3p a=1
d* m 2.
= e[ <0 Y dup)dt () 0>
(2m)° p° ;

so erkennt man, dafl dieser auf Grund der Tatsache, daf ;/A) kein Teilchen-Vernichter ist, di-
vergiert. Man erhilt gerade die divergente Ladung aller tiberabzéhlbar vielen negativen Ener-
giezustande der Dirac-Gleichung. Dieses Problem behebt man durch eine Redefinition des
Stromoperators. Dazu gibt es zwei géngige Verfahren. Zum eine kann man den Stromoperator
als Kommutator von Feldoperatoren definieren,

3#(1') = - etTW(fﬁ)a’M@(m)} ’

was letztendlich zu einer Subtraktion der Fermi-See Beitrége fiithrt. Das gleiche leistet die
sogenannte Normalordnung,

A~

Julz) =

Il
|
D
< |
S
8
S—’
3
=
=
S
8
S—’

(1.7)



bei der die Reihenfolge der Erzeuger und Vernichter beim Einsetzen der Entwicklung der Fel-
doperatoren, GI.(1.5), nach ihnen festgelegt wird: Alle Erzeuger sind unter Beachtung des
Antikommutations-Vorzeichens links von den Vernichtern anzuordnen. Unter der Normalord-
nung antikommutieren also alle Erzeuger und Vernichter ohne Kommutationsrest. Diese Defi-
nition, die im weiteren verwendet werden soll, bedeutet fiir den Ladungsoperator,

Q = —e/d?’:z; @/AJ+(51?)@Z)($)

-

(fp):%g Z_:l (63 (p)ba(p) — dt (p)da(p)] (1.8)

sodaf} seine Anwendung auf das Vakuum wie gewiinscht Null ergibt. Der Vorzeichenunterschied
zwischen Elektronen- und Positronen-Operatoren ergibt gerade das korrekte Vorzeichen beim
Ladungseigenwert der Zusténde.

1.1.4 Freier Propagator fiir Fermionen

Wenn man sich nun das Elektronenfeld an ein externes klassisches Feld V,(x) angekoppelt
vorstellt,

L=9)(ip—m—ea))b(z)

so kann man formal die Lésung der zugehorigen Feldgleichung,

(ip—m)p(x) = efa)i(z) |

iiber die Losung der Gleichung

(ip, —m)Glx —y) = i6D(x —y) (1.9)

gewinnen,
U(a) = ola) e [dYy Gla — y)Hy)e(y)

Dabei ist ¢y eine Losung der freien Feldgleichung.

Die Losung der Feldgleichung mit é-férmiger Inhomogenitdt nennt man Green’sche Funk-
tion (oder kiirzer Greensfunktion). Die moglichen Losungen G(x — y) unterscheiden sich in
den Randbedingungen, die sie erfiilllen. Wahrend in der klassischen Physik meist die sogenann-
te retardierte Greensfunktion (sie propagiert alle Losungen der freien Feldgleichung zeitlich
kausal von kleineren Zeiten zu groBeren) auftritt, benotigen wir hier die Feynman’schen Rand-
bedingungen, damit sowohl Elektronen als auch die aus den negativen Energiezustanden durch
Umdefinition hervorgegangenen Positronen kausal propagiert werden,

_ [ dp —ip(z—y) ptm
Gl —y) = Z/(Zw)‘le omiiie (1.10)

Die physikalische Bedeutung wird aus einer alternativen Definition der Feynman’schen Greens-
funktion deutlich,

Glz—y) = <0|Td)0(y) 0> | (1.11)
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wobei die sogenannte Zeitordnung folgendermaflen definiert ist:

A:I;O:z;LO _ (x,)ﬁ( . Y) falls 2% > ¢°
Ty, 2)v(y, y) { 000 falls = 20 (1.12)

)
= 0 — y*)i(, 2)(y° y) — O° — 2*)(y°, y)ih(2, 2)

Der Operator mit dem grofiten Zeitargument ist also immer ganz nach links zu ordnen. Unter
der Zeitordnung antikommutieren alle Fermionen-Feldoperatoren. Man weist leicht nach, daf
das so definierte G/(z — y) die Differentialgleichung (1.9) erfiillt. Eine analoge Definition trifft
man fiir zeitgeordnete Produkte von mehr als zwei Feldoperatoren.

Einsetzen der Entwicklung der Feldoperatoren nach Erzeugern und Vernichtern ergibt

Glz—y) = [GBfEsn s <0] 0 =y uap)us(k)e ™ b, (p)bE (k)
—O(y° — 2°)Bs(k)va(p)e™ M ds(k)d (p) | 0 >

(;E(k) erzeugt zum Zeitpunkt y° ein Elektron, das zu dem spiteren Zeitpunkt 2° von l;a(p)

wieder vernichtet wird. Dabei muf} selbstverstandlich p, = k, gelten. Analog erzeugt ch; (p) zum
Zeitpunkt z° ein Positron, das zu dem spéteren Zeitpunkt 3° von 135(16) wieder vernichtet wird.
Beide Teichensorten werden also kausal propagiert ! Fiir 2° > y° werden Elektronen propagiert,
fiir 4 > 2° Positronen. Die kausale Vorwirtspropagation eines Positrons mit positiver Energie
entspricht der akausalen Riickwartspropagation eines Elektrons negativer Energie.

1.1.5 Anmerkungen zum Vakuum

Bis jetzt war das Vakuum so gewédhlt worden, dafl es der energetisch niedrigste Zustand in
dem Teil des Fockraums war, in dem der Erwartungswert der Ladung verschwindet,

<0]1Q|0> =0

Das Vakuum enthielt keine Teilchen. Man kann als Referenzzustand zur Konstruktion der
Theorie aber auch den energetisch niedrigsten Zustand jedes anderen Unterraums des Fock-
raums wéahlen, etwa

<ref|@|ref> = — Ne

Das kénnte zum Beispiel der Grundzustand eines homogenen Elektronengases sein, bei dem alle
Zustande oberhalb m bis zu einer Fermi-Energie e besetzt sind. Daraus folgt eine modifizierte
Konstruktion von Erzeugern und Vernichtern dieses Referenzzustands sowie des zugehorigen
Fockraums. An dieser Stelle sei nur der Propagator des homogenen Elektronengases angegeben,

B e ptm 54— B)
Gle=y) = i [z ™ )[W =55

—|—2m(}1§—|—m @(ep—po) , (1.13)
mit

= /}_72‘|‘m2
Der entscheidende Punkt, auf den hier hingewiesen werden soll, ist, dafl besetzte Elektro-
nenzustdnde grundséitzlich nicht von unbesetzten Positronenzusténden unterschieden werden
kénnen.



1.2 Freie Photonen

Die feldtheoretische Behandlung der Photonen leidet unter einer prinzipiellen Schwierigkeit:
Eine Theorie fiir Teilchen mit der Masse Null muf selbstverstdndlich kovariant sein. Daher
miifte man als Feldoperator einen Lorentz-Skalar, -Vektor oder -Tensor verwenden. In Erwei-
terung der klassischen Elektrodynamik liegt es nahe, hierfiir das Viererpotential zu benutzen.
Allerdings hat das freie Strahlungsfeld auf Grund der Masselosigkeit des Photons nur zwei
Freiheitsgrade, die beiden transversalen Polarisationsrichtungen. Eine Beschreibung {iber das
Viererpotential gibt ihm aber zunéchst 4 Freiheitsgrade. Man mufl daher zwei Freiheitsgrade
auf irgendeine Weise eliminieren.

Dazu werden iiblicherweise zwei unterschiedliche Verfahren verwendet. Das eine benutzt
Coulomb-Eichung und eliminiert dann die statische Nullkomponente des Viererpotentials als
klassisches Feld. Der zweite Freiheitsgrad wird dem System dann durch

V-A=10

entzogen. Dieses Verfahren hat den Nachteil, nicht manifest kovariant zu sein. Die zweite Me-
thode, der sogenannte Gupta-Bleuler-Formalismus, eliminiert die tiberfliissigen Freiheitsgrade
auf Kosten eines komplizierten Fockraums. Da sie aber manifest kovariant ist, wird sie hier im
weiteren verwendet werden. Sie soll in diesem Kapitel kurz vorgestellt werden.

1.2.1 Die Lagrangedichte freier Photonen

Der Ausgangspunkt der Uberlegungen ist die folgende Lagrangedichte fiir das Strahlungsfeld
im Rahmen des Gupta-Bleuler-Formalismus,

L= —iF%@—%@%ﬂ@Dz , (1.14)

mit dem Standard-Feldtensor
Fo(r) = 0,A,(x) — 0,A,(x)

Der erste Summand stimmt genau mit der Lagrangedichte der klassischen Elektrodynamik
iiberein. Der zweite Term stellt als Nebenbedingung mit dem Lagrangeparameter A die manifest
kovariante Lorentz-Eichung

9,A"(x) = 0 (1.15)
sicher. Beobachtbare Gréflen miissen selbstverstandlich unabhéngig von A sein. Sobald dies
garantiert ist, kann man auch mit einem festen geeignet gewahlten Wert fiir A (Eichung genannt
— dieser Eichungsbegriff sollte nicht mit dem des Vektorpotentials selbst verwechselt werden)
arbeiten. Ublicherweise findet man in der Literatur die Feynman-Eichung A = 1 und die
Landau-Eichung A = oo, die ihre jeweiligen Vor- und Nachteile besitzen.

Aus dem Wirkungsprinzip gewinnt man die verallgemeinerten Maxwell-Gleichungen

1020%g, — (1= X)9,0,]A"(2) = 0 . (1.16)
Die konjugierten Impulse I1” zum Viererpotential A” sind durch
oL
() = = F%x) = \g"° (0, A" (x
() = 5 (x) = g™ (9,4 ()

gegeben.



1.2.2 2. Quantisierung

Die zweite Quantisierung erfolgt im kanonischen Formalismus wieder iiber Gleichzeit-Kom-
mutatoren fiir die Felder A” und die zugehérigen kanonischen Impulse 117,

Atz Alty)] = 0
t,g)} = 0
|:ﬂp(t7 ), Au(tv Q)} = _igpv(s(S)(i - g)

Diese Beziehungen kénnen mit Hilfe der Definition des konjugierten Impulses auf die folgenden
Kommutationsrelationen zuriickgefithrt werden,

Anftoz) Alty)] = 0
[00A,(1,2), A, (t,y)] = 0 (1.17)
GoA,(t,2), At y)] = igpd@(a —y)

An dieser Stelle ist es leicht einzusehen, dafl die Lorentz-Eichung nicht fiir die Operatoren
selbst gefordert werden kann,

07 A%(t,2), At y)] = |05 A°

= [a5 A% 2), A, y)]
= igo,dV(z—y)
# 0
Die Forderung
9,A%(z) = 0

wiirde daher in einen Widerspruch fithren. Im tibernéchsten Abschnitt wird gezeigt werden, in
welcher Form man die Lorentz-Eichung fordern mufl , um die unphysikalischen Freiheitsgrade
zu eliminieren.

Die Konstruktion des Fockraums lauft zunéchst nach dem gleichen Schema wie bei skala-
ren Bosonen und Fermionen. Man entwickelt zuerst die Feldoperatoren nach den klassischen
Losungen der Feldgleichung,

A dSk 1 > AN A —ikax At A *,A ik
Ay(z) = /(%)S%A;[a (Ke)(k)e™* 4 at N k)N (k)] (1.18)
mit
K o= |k

Die in dieser Entwicklung auftretenden Groéflen haben die folgende Bedeutung:

1. Wie schon bei den Fermionen wird hier ein Lorentz-invariantes Maf fiir die Impulsinte-

. . . 3, . .
gration verwendet. Dabei entspricht f%ﬁ der Konvention fiir masselose Bosonen.

8



2. X unterscheidet die zunédchst 4 moglichen Polarisationsrichtungen, die durch die Polari-

A

(k) gegeben sind. Das System der Polarisationsvektoren soll "orthonor-

sationsvektoren e
mal’,

(k)T (k) = g7

P

und ’'vollstéandig’,

5 (k) (k)
Z /\p *,0,\ = Yov ’
A=0 ép(k)e # (k)

sein. Dabei wird der Minkowski-Struktur des Raumes iiber die Normierung auf ¢,, Rech-
nung getragen. Die Zeitkomponente wird also gegeniiber den rdumlichen Komponenten
ausgezeichnet. Die Konsequenzen dieses Vorgehens werden gleich noch zu diskutieren

sein.

Die einfachste (reelle) Wahl der e)(k) ist die folgende:

1 0 0
0 el 1 k
0 1,2 z 3 _ - z
e = 0 , € = l? , € = Tl ok , (1.19)
0 el? k.
wobei ¢ und |% ein rechtwinkeliges Dreibein bilden,
§1,2 E - 0
e =0
e e 1
e =1

3. Die ") (k) sind die Erzeuger bzw Vernichter von Photonen der Polarisation A und des
Impulses k. Man bezeichnet die Photonen zur Polarisation A = 0 als skalare, die zu A = 3
als longitudinale und die zu A = 1,2 als transversale Photonen. Nur letztere entsprechen
auch physikalischen Freiheitsgraden.

Aus den Kommutationsrelationen der Feldoperatoren erhilt man wieder die fiir die Erzeuger
und Vernichter,

[ (p).at (k)] = 0
@M (p).a (k)] = 0 (1.20)
[@*(p).a*7 (k)] = —2k°g*(2m)*6O(p — k)

Aufgrund der kovarianten Vorgehensweise unterscheidet sich der Kommutationsrest bei skala-
ren Photonen von den anderen um ein Minuszeichen.

Die Interpretation der Erzeuger und Vernichter resultiert aus der zugehérigen Definition
des Vakuums. Zunachst fordert man

ark)|0> =0 . (1.21)
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Zustinde mit einem oder mehreren Photonen erhdlt man wieder durch die Anwendung von
Erzeugern auf dieses Vakuum,

|kt Ak, e > = @M (ky)oa ™M (ky) | 0 >

b
wobeil normierbare Zustande durch Ausschmieren im Impulsraum konstruiert werden,

k1 .
| k, A > = Wﬁf(k)a""A(k) | 0>

Betrachtet man die Norm der so konstruierten Zustidnde, so stellt man sofort fest, daff die
skalaren Photonen eine negative Norm besitzen,

3

R 1L A1

— [ | 1)

Das ist eine direkte Konsequenz der kovarianten Kommutationsrelationen, d.h. der indefiniten

a°(k)a™°(p) | 0 >

Metrik. Der Fockraum scheint also keine positive Norm zu besitzen.

An dieser Stelle greift man auf die Lorentz-Eichung zuriick. Anstatt sie fiir die Operatoren
selbst zu fordern, was wie gezeigt auf einen Widerspruch fithrt, verlangt man ihre Giiltigkeit
fiir den Erwartungswert jedes beliebigen Zustands im Fockraum,

<® |9 Az) D> = 0
Sie schrankt also im Gupta-Bleuler-Formalismus den Zustandsraum ein, nicht die Feldopera-
toren. Dabei geniigt es, wenn der Erzeugungsanteil in d,A"(x) betrachtet wird,
3

A dSk 1 ~ * ik
0, A%z) | &> = aﬂ/mﬁ S it MB e ()t | § >
A=0

. dBk 1 > A A itk W)
. z/(QW)SﬁZa AR | @ > [k (k)]

A=0

o d%k 1 .
= i [ - | &

atP (k)| e | @ >
Die letzte Umformung vollzieht man am leichtesten in der oben angegebenen Wahl fiir die
Polarisationsvektoren, Gl.(1.19), nach. Die Forderung
A )| D> = 0 (1.22)
bedingt daher
(a0 (k) | k| e (k)| [0> = 0
= [atk)—atPk)] 10> =0 . (1.23)

Spaltet man daher den Fockraum in einen Teil auf, der die skalaren und longitudinalen Photo-
nen enthélt, und einen, der die transversalen Photonen enthélt (was wegen der Linearitat des
Fockraumes méglich ist),

| ®> = | ®r >| (I)S,L > R (1.24)
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so beschreibt | @7 > die realen physikalischen Zustdnde und | ®5; > die unphysikalischen
Freiheitsgrade. Die Lorentz-Bedingung, GI1.(1.22), schrankt nun die moglichen | g7 > ein,
wahrend die physikalischen Freiheitsgrade unverédndert bleiben. Jeder erlaubte Zustand enthélt
gleich viele skalare wie longitudinale Photonen. Als Konsequenz heben sich ihre Beitrdge zu
Observablen wie der Energie gerade heraus. Alle mefibaren Groflen sind von den beiden un-
physikalischen Freiheitsgraden unabhingig. Schlieilich ergibt sich als Norm

<O|D> = <Oy | Py >< Py | Psy >
< Q7 | ®r ><0,(5,L)|0,(5,L) >
= < &7 |y >
> 0

Der eingeschrinkte Fockraum hat eine positive Norm, weil sich die Beitrédge der skalaren Pho-
tonen exakt mit denen der longitudinalen wegheben.

Jeder physikalische Zustand besteht letztlich aus einem einzigen Zustandsvektor | &7 >
und dem gesamten Raum der | ®g; >, also einer ganzen Klasse von Zustidnden im vollen
Fockraum.

1.2.3 Massive Vektorfelder

An dieser Stelle ist es sinnvoll, noch ein weiteres Konzept zur Behandlung von masselosen
Vektorbosonen einzufithren. Da sich die Masselosigkeit der Photonen an einigen Stellen in
sogenannten Infrarotdivergenzen &uflert, gibt man den Photonen zunéchst kiinstlich eine Masse
. Diese soll viel kleiner als die Elektronenmasse m sein. Sie dient dazu, Infrarotdivergenzen in
allen Zwischenrechnungen zu unterdriicken. Um in einem Endergebnis zu realen physikalischen
Aussagen zu kommen, nimmt man dann den Grenzwert ;1 — 0. Die zugehorige Stiickelberg’sche
Lagrangedichte lautet

— 12 /“L_Q P i
L = —4F (x) + 2Ap($)A (:1;)—2

(0,4°(2))" . (1.25)

Mit dieser Lagrangedichte kann man mit endlichen g und A = 0 auch massive Vektorbosonen
beschreiben.
Die Feldgleichung nimmt die folgende Gestalt an,

(060" + 1%)gps — (1 = N)3,0,| A"(x) = 0 . (1.26)

Die Quantisierung der Theorie erfolgt wie bisher. Allerdings mufl man wegen der Inkonsi-
stenz, jetzt die Lorentz-Eichung fiir massive Vektorbosonen zu fordern, in Kauf nehmen, daf
sich die Masse der skalaren Bosonen von der der anderen unterscheidet,

Ay(z) = /%{%gl{&A(k)cﬁ(k)e_m—|—&+’A(k)e;’A(k)eikﬂ}k0: — (1.27)
A%k 1 \/ka A0 —ikz | A+,0 ikz
n /(%)3{@ ; [ (k)e™™ 4+ a0 (k)e }}ko: —
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Dabei wurde fiir die Polarisationsvektoren der skalaren Bosonen bereits eine spezielle Wahl
getroffen. Als Konsequenz sind auch die Kommutationsrelationen der Erzeuger und Vernichter
modifiziert,

(1.28)

2
R CORIIIEY)

1.2.4 Freier Propagator fiir Photonen

Der Propagator kann wieder auf zweierlei Weise eingefithrt werden. Zum einen ergibt er sich
als zeitgeordneter Vakuumerwartungswert der Feldoperatoren,

Dy(z—y) = <0|TA,(2)A,(y)]0> |, (1.29)

wobei die Zeitordnung im Fall von Bosonen gemiafl den Vertauschungsrelationen kein Vorzei-
chen enthalt,

TA,(0)Afy) = 00° — ) A, () A(y) + O° — VA Aye) . (130)
Die andere Definition verwendet die Feldgleichung mit einer §-férmigen Inhomogenitat,
(0.0 + p2)g™ = (1= N0 | Dy (w —y) = ig6WD(a—y) (1.31)

unter geeigneten Randbedingungen. Beide Definitionen sind dquivalent. Das Resultat lautet

'k —ik(z—-y)
Doz —y) = /We D, (k) (1.32)
. [/’ 1—A k. k,
D, (k) = _Z[kz _ 02 —+ ) 5 5 — s 2
w4+ ic (k% — p® +ue)(k? — 5= +ie)

Drei Spezialfille sollen hier noch explizit aufgefithrt werden:

‘ B —1G, 1
— k ok, 1
A=oo i Dulk) = ﬁ(ﬂ‘ ) o~ 0
—1 kyk,
A=0: Dpy(k) == m(gw— ;2 ) poho ~ const (135)

Zusétzlich zu den beiden gebrauchlichsten Eichungen, der Feynman-Eichung mit A = 1 und
der Landau-Eichung mit A = oo, ist hier auch der Propagator fiir massive Vektorbosonen
aufgefithrt, der nicht mehr dquivalent zu allen anderen Werten von A ist. Das &uflert sich in
seiner grundsatzlich verschiedenen Tensorstruktur, die bewirkt, dafy der Propagator fiir & — oo
nicht abféllt. Dies wird zur Konsequenz haben, dafl eine Quantenfeldtheorie mit massiven
Vektorbosonen nicht renormierbar ist.
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1.3 Minimale Kopplung: Eichinvarianz

Die Lagrangedichte freier Fermionen,

£=Ta)(if—m)bla)

ist invariant gegen globale Fichtransformationen,
B(z) = 6 B(a)

Daraus folgt iiber das Theorem von Noether die Stromerhaltung der wechselwirkungsfreien
Theorie.

Fordert man Invarianz gegen lokale Fichtransformationen,
Ola) = W ya)

muf ¢» derart an ein Eichfeld gekoppelt werden, dafl dessen Transformationsverhalten unter
der Eichtransformation den die Eichinvarianz stérenden Term

D) (= pole))v(x)

gerade kompensiert. Die einfachste und iibliche Wahl ist die sogenannte minimale Kopplung
an das Eichfeld A,

Lin(z) = — ed(a)yA(2)d(z) (1.36)
wobei sich A, wie

Aule) = Aula) = 10,000

transformieren muf}. Das Fichfeld ist gerade das Photonfeld. Dieses erfiillt ja genau die obige
Transformationsvorschrift. Auf Grund der eichinvarianten Ankopplung erhalt man auch fiir
die wechselwirkende Theorie einen erhaltenen Strom,

]u() = _ea(x)%/@b(x)
Pjfa) = 0.

=

der hier die gleiche Form wie im wechselwirkungsfreien Fall hat. Fordert man umgekehrt die
Erhaltung dieses Stromes, so stellt die minimale Kopplung das einzige bekannte Kopplungs-
schema dar, welches sie garantiert. Die Forderung nach Eichinvarianz ist daher nur eine al-
ternative Formulierung der Forderung nach Stromerhaltung in der wechselwirkenden Theorie.
Beide Aussagen sind dquivalent.

Die Gesamt-Lagrangedichte des wechselwirkenden Elektron-Photon-Systems lautet damit

L= F(ip—m—ef)e - in n %QAUA” - %(&A”)z . (1.37)

Es sei angemerkt, dafl der Masseterm des Photon-Feldes erwartungsgeméfl nicht eichinvari-
ant ist. Im Limes p — 0 ist die Eichinvarianz aller aus diesem L folgenden Aussagen aber
sichergestellt.
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Aus dieser Lagrangedichte erhédlt man die gekoppelten Feldgleichungen

(ip— m — ef(x))v(z) = 0 (1.38)
[(0.07 + 1)gp = (1= N0,0| A (2) = eV(@pyible) = —jpla) . (139)

Zur Quantisierung fordert man dieselben Gleichzeit-(Anti)Kommutationsrelationen wie fiir
freie Feldoperatoren,

{Galt,2), dult,p)} = 0
{%(t,z),%(t,g)} = 0 (1.40)
[dalt, ) 0t 0)} = 6aa0P (2 —y)
Ayt,), At y)] = 0
[00A,(1,2),00A,(t,y)] = 0 (1.41)
G0A(t,2), Aut,y)] = igp6P(z—y)

Zusétzlich verlangt man noch, dafl Fermionen- und Bosonen-Operatoren vertauschen,

[@@p(t,z),fiy(t,g)} =0 . (1.42)

Entsprechend der Redefinition des Stromes in G1.(1.7) wird bei der Quantisierung auch in der
Wechselwirkungs-Lagrangedichte die Normalordnung eingefiihrt, da in ihr letztlich der Strom
an das Fichfeld gekoppelt werden soll,

Conlr) = — e:d(e) Ma)d(e): . (1.43)

Das weitere Vorgehen zur Quantisierung kann aber nicht mehr von den freien Feldern tiber-

nommen werden. Zum einen kennt man schon die klassischen Losungen zu dem gekoppelten

System von Feldgleichungen, GI1.(1.38,1.39), nicht. Daher entfillt die Einfiihrung von Erzeugern

und Vernichtern der entsprechenden Zustande. Damit ist andererseits aber auch der Fockraum

vollig unklar. Man versucht daher, das wechselwirkende System auf die bekannten nichtwech-

selwirkenden Systeme von Elektronen und Photonen zuriickzufiihren. 2Die dabei verwendete
e 1

Methode beruht auf Stérungstheorie in der Kopplungskonstanten a = £ = ——-—. Der forma-

le Zusammenhang zwischen den beiden Systemen wird im néchsten Kapitel kurz umrissen.

1.4 Idee der Storungstheorie

Der Losungsansatz der Storungstheorie besteht darin, das wechselwirkende System auf ein
nichtwechselwirkendes zuriickzufithren. Die Formalisierung dieses Prinzips leistet in unserem
Fall das asymptotische Ausschalten der Wechselwirkung zwischen Elektronen und Photonen.
Dabei ist asymptotisch hier im zeitlichen Sinn gemeint: Man stellt sich vor, fiir ¢ — do00 sei die
Wechselwirkung nicht vorhanden. Eine vage Vorstellung vermittelt dazu der Vergleich mit der
Streuung von zwei Elektronen. Sind die streuenden Elektronen fiir asymptotische Zeiten weit
voneinander entfernt, ist ihre Wechselwirkung praktisch verschwindend. Diese Vorstellung ist
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aber nicht korrekt: Die beiden Elektronen wechselwirken zwar untereinander nicht, wohl aber
mit dem Strahlungsfeld, was zu einer Modifikation ihrer Eigenschaften fiihrt.

Die mathematische Umsetzung des Ausschaltens erfolgt iiber das Finfithren einer Aus-
schaltfunktion in die Wechselwirkungs-Lagrangedichte,

N ~ 0

Lonlw) = = ¢ (@) fe)d(a) s e

Das Ausschalten soll natiirlich sehr langsam erfolgen, weswegen man 0 < € < 1 (in geeigneten

(1.44)

Einheiten) fordert. Dieses Vorgehen leistet gerade das Gewdinschte:

1. Fiir t = 2° — £oo liegen die Lagrangedichten von freien Elektronen und Photonen vor.
Daher ist die Quantisierung und damit der Fockraum dieses Systems klar.

2. Fiir € — 0 gewinnt man das urspriingliche wechselwirkende System zuriick. Alle realen
Erwartungswerte ergeben sich im Limes € — 0.

Das Theorem von Gell-Mann und Low garantiert dann, daf3 bei einem langsamen Einschalten
der Wechselwirkung FEigenzustande des nichtwechselwirkenden Systems in solche des wech-
selwirkenden Systems {ibergehen (allerdings ist im allgemeinen nicht sicher, ob die jeweiligen
Grundzustande ineinander tibergehen).

Man kann dann eine Transformation finden, die zu jedem Zeitpunkt die Feldoperatoren
des wechselwirkenden Systems auf nichtwechselwirkende Feldoperatoren zuriickfiihrt,

}/3(51?) = [:fe_l(wo)%%O(w)Ui(fl?O)
Ay(x) = UE_I(:I;O)AOP(:I;)UE(:I;O)

Der dem Zeitentwicklungsoperator verwandte Operator U, hat die folgende Form, die hier ohne
Beweis angegeben werden soll,

¢ R .

0.1 = Te:z;p{i/_oo 4 [ ,cm,f[%(x),Aop(x)]}
oo t 1

= Z % T/ da /d3:1;1 / dz® /d?’:z;n Lint(21) ... Line(2)
n=0 . — OO0 — 00

Dabei definiert die zweite Zeile nur die Zeitordnung der Exponentialfunktion iiber ihre Rei-
hendarstellung.

Mit Hilfe von U, kann man die folgende zentrale Beziehung zwischen zeitgeordneten Va-
kuumerwartungswerten von wechselwirkenden Feldoperatoren und denen von nichtwechselwir-
kenden Feldoperatoren aufstellen,

~ ~

<0 Tz/?(wl)---@Z(fcm)zb(yl)---zb(yn)fim(Zl)---Apl(Zz) |0 > (1.45)
< 0o | To(1).. o (1) Ao, (21)..eap{i fjgj du® fc{Suﬁint[;/Zo(u),Aop(u)]} | 0p >
< 0o | eaxp{i [237 du® fdPuLin[to(u), Ao, (u)]} | Op >

Der Nenner resultiert aus der Tatsache, dafi das Vakuum des wechselwirkenden Systems | 0 >
nur bis auf eine Phase mit dem des nichtwechselwirkenden Systems | 0 > identisch ist.

Die Bedeutung dieser zeitgeordneten Vakuumerwartungswerte soll im néachsten Kapitel
geklart werden.
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1.5 Green’sche Funktionen, Wick’sches Theorem,
Feynman-Regeln

1.5.1 Green’sche Funktionen

Einen zeitgeordneten Vakuumerwartungswert einer beliebigen Menge von Feldoperatoren,

~ ~

G (X1, Ty Y1 s 21, 021) =< 0| T(n)oectd (@ ) (y2) () Apy (1) Ay (20) [ 0 >,

bezeichnet man in Erweiterung der Definitionen (1.11,1.29) man als Green’sche Funktion,
bzw kurz Greensfunktion. Es sei darauf hingewiesen, daf} einige gerinfiigig andere Definitionen
ebenfalls iiblich sind. Sie unterscheiden sich durch die Zuordnung von i’s und Vorzeichen sowie
eventuell noch Finheiten der Ladung e. Auch die Reihenfolge der Fermion-Feldoperatoren ist
reine Konvention. Die obige Konvention erlaubt aber die direkteste Ubersetzung einer Greens-
funktion nach den in diesem Kapitel zu diskutierenden Feynman-Regeln.

Zu dieser allgemeinen Form seien jetzt zundchst einige Anmerkungen gemacht:

1. Es mufl m = n gelten, damit der Erwartungswert nicht verschwindet. Die Feldoperatoren
miissen genauso viel Ladung erzeugen wie sie vernichten. Dabei erhéht ¢ die Ladung in

unserer Definition des Ladungsoperators und i erniedrigt sie. Einen expliziten Beweis
dieser Aussage liefert der néchste Abschnitt.

2. Die fir m = n und [ = 0 auftretende Greensfunktion nennt man n-Teilchen-Greensfunk-
tion G?*% ., Die einfachsten Beispiele sind:

<OITHNH) [0> = GBI —y) = GOz — y) = Gz — ) (1.46)
= 1-Teilchen-Greensfunktion

<0| T;/;(xl);/;(xg)ﬁ(yl)ﬁ(yg) 10> = G(4’0)($17$27yhy2) = G(4)($17$27y1792)(1-47)

= 2-Teilchen-Greensfunktion

Dabei wurde angedeutet, dal insbesondere fiir die 1-Teilchen-Greensfunktion (den Elek-
tron-Propagator) hiufig eine vereinfachte Notation verwendet wird. Auch hier wird in
Zukunft die Abkiirzung G/(x — y) benutzt werden.

3. Analog gibt es die reinen Photon-Greensfunktionen, deren einfachste der Photon-Propa-

gator ist:
<0 TA(2)A(y) 0> = G0z —y) = Dyle—y) (1.48)
= Photon-Propagator
<O TA(2)A, (1) Au(z)Ar(u) | 0> = GUA(,y,2,u) (1.49)

Photon-Photon-Streuamplitude

Dabei wurde bereits benutzt, daf} die Vakuumerwartungswerte von ungeradzahlig vielen
Photon-Feldoperatoren verschwinden,

<O|TA,(21)0 Apppyr(22141) | 0> = 0. (1.50)

Das wird im nachsten Abschnitt bewiesen werden.
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4. Die einfachste Greensfunktion, die sowohl Elektronen- als auch Photon-Feldoperatoren
enthélt, ist die sogenannte Vertexfunktion (dieser Begriff wird gelegentlich nur fiir den
Kern der unten folgenden Funktion verwendet — dieser Kern soll hier Vertexkorrektur

heiflen),

<0 T?J)(Ji)ﬁ(y)AU(Z) 10> =G (2, y, 2) =GB (2, y,z) = Vertexfunktion
(1.51)

Warum sind diese Funktionen wichtig? Sie sind die zentralen Gréfien einer relativistischen
Quantenfeldtheorie | Als Beispiel sei hier ohne Ableitung die Streuamplitude bei der Elektron-
Positron-Streuung angegeben:

< 0, 0ut | dyur(q1)boue(q2)b7, (k2)dt, (k1) | 0, >
= < 0,in | din(q)bin(q2)Sb}, (k2)df, (k1) | 0,in >
= 'disconnected term’

—I—(—iZQ_E)Z /d4x1d4x2d4y1d4y2€—ik1x1—ikzxz-l—iqul +19292 (1_52)

[7la)i,, = m)], [otk), = m)]

= a2

<O | Ty (y2) s (1), (22) 05, (1) | 0 >
(=B, = mpu(a)], [(—iB,, —m)o(a)], |

Hier laufen ein Elektron mit dem Impuls k5 und ein Positron mit Impuls £ ein, streuen anein-
ander und verlassen die Wechselwirkungszone als Elektron mit Impuls ¢, sowie Positron mit
Impuls ¢;. Dabei beschreibt der ’disconnected term’ die Propagation des Elektrons und des
Positrons, ohne dafl untereinander eine Wechselwirkung stattfindet. Die eigentliche Streuam-
plitude ist der zweite Term, dessen Kern gerade die 2-Teilchen-Greensfunktion darstellt. Der
Vorfaktor Z; resultiert daraus, daff im Limes ¢ — —o0 ein voller wechselwirkender Feldoperator
;/A) nur bis auf einen Normierungsfaktor in einen freien Feldoperator ;/A)o iibergehen muf,

lim (x) = 7F dola) - (1.53)

T —=—00

SchlieBlich bedeuten die Vektorpfeile iiber den Differentiationen, dafl die jeweiligen Differen-
tialoperatoren nach hinten bzw vorn wirken. An dieser Stelle sollen keine Details zur 5-Matrix
ausgefithrt werden. Der entscheidende Punkt ist die Aussage: Die Greensfunktionen enthalten
alle physikalische Information tiber das System.

Die Auswertung einer Greensfunktion erfolgt in Storungstheorie iiber G1.(1.45). Daher muf
als néchstes ein Werkzeug bereitgestellt werden, mit dem beliebige Vakuumerwartungswerte
von freien Feldoperatoren zumindest im Prinzip berechnet werden kénnen. Dies geschieht iiber

das Wick’sche Theorem.

1.5.2 Wick’sches Theorem

Das Ziel dieses Abschnitts ist die Reduktion eines beliebigen zeitgeordneten Vakuumerwar-
tungswerts von freien Feldoperatoren,

< 0] Tho(w).tbo(2) o (y1)ertio () Aoy, (1) Aoy (20) [ 0>
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auf Produkte von 1-Teilchen-Propagatoren
<0 | To(x1)Po(ys) | 0> ... <0|TAg, (21)Aq,, (2)]0> ...

Diese freien Propagatoren sind wohlbekannt.
Die entscheidende Aussage dazu liefert das Wick’sche Theorem, das hier ohne Beweis
angegeben werden soll. Lediglich eine Erlduterung an Beispielen soll vorgenommen werden.
Definiert man zunéchst zur Abkiirzung eine Multivariable ¢ so, daf} in ihr neben den Raum-
Zeit-Koordinaten eines Feldoperators auch dessen Spinorindex und schliellich die Tatsache

steckt, ob es sich um ;/A)o oder $0 handelt,

%A/A)o,a(fl?i) = doli)
Yoaly;) = dolj)

so kann man das Wick’sche Theorem fiir Fermionen-Feldoperatoren folgendermafBen formulie-
ren:

Tdo(1)do(n)] = T2y 5, sign(o) = do(1)..8g(kr).8g(kar)--oln) (1.54)
- < 0| Tdo(a(ka))ibo(o (k >>|0>
< 0] Tholo (k) Wolo(ka) | 0>

Dabei bedeutet X[}o, daf} der entsprechende Operator im normalgeordneten Produkt wegzulas-
sen ist. o durchlduft all diejenigen Permutationen, die von den vorgegebenen n Operatoren
2] auswéhlen, diese hintereinander anordnen (etwa rechts von den verbleibenden n — 2[) und
schlieflich auf verschiedene Kombinationen von 1-Teilchen-Propagatoren (Kontraktionen ge-
nannt) fithren, wenn die jeweils benachbarten Feldoperatoren zu einem Propagator zusammen-
gefafit werden:

(12 3 4 . . . . n )

!
(1 -k Fy - onoolk) o o(ka) )

Fiir einen festen Satz von 2/ Feldoperatoren durchlauft ¢ also nur all die Subpermutationen
der 2/ Variablen, die auf voneinander verschiedene Produkte von freien Propagatoren

<0 | To(o(k1))do(o(ks)) [ 0> ... < 0 | Teho(o(kaim1))o(o(ka)) | 0 >

fithren. Wieviele Permutationen ergeben das gleiche Produkt von Kontraktionen? Zunéachst
dndert sich durch Vertauschung von zwei miteinander kontrahierten Variablen nichts am Pro-
dukt. Das ergibt 2' gleichwertige Permutationen. Weiterhin veréndert eine Permutation der
Propagatoren als ganze nichts am Resultat, was auf eine Multiplizitadt von ([)! fithrt. Es gibt
daher insgesamt 2/(/)! Permutationen, die die gleiche Kontraktion ergeben.

Das Vorzeichen resultiert aus den Antikommutationsrelationen der Fermionen-Operatoren. Die
Summe iiber [ lauft geméfl der Definition der Gauss-Klammer fiir geradzahliges n bis n/2, fiir
ungeradzahliges n bis (n — 1)/2.

Zur Illustration dieser Aussage seien die beiden einfachsten Falle explizit aufgefiihrt:
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Tho(L)do(2)0(3)] =+ do(1)to(2)d0(3) :

+ <0 T;zjo(1)¢}o(2) 10 > ;@0(3)
— <0 T;/jo(l);/jo(i’)) 10 > ;@0(2)
+ <0 [ To(2)00(3) | 0 >: tho(1)

N

T[do(1)dbo(2)i0(3)0(4)] = : do(1)30(2)0(3)100(4) :

<0 ] Toho(1)1ba(2) | 0 >: o (3)ho(4) :
— <0 | Teo(1)1bo(3) | 0 >: tbo(2)1ho(4) :
+ <0 | Teo(2)10(3) | 0 >: tbo(1)ho(4) :
£ <0 | Teo(1)tbo(4) | 0 >: tbo(2)1ha(3) :
— <0 | To(2)1b0(4) | 0 >: do(1)ho(3) :
+ <0 To(3)d0(4) | 0>: dho(1)fo(2) :
+ <0 To(1)go(2) | 0>< 0| Teo(3)ibo(4) | 0 >
- <0 T¢0(1)%/}0(3) [0><0| T¢0(2)%/30(4) 0>
+ <0 [ Teo(1)ho(4) | 0 >< 0| Teho(2)e(3) | 0 >

Fiir Boson-Feldoperatoren gibt es eine analoge Relation, nur daf} in diesem Fall keine Vorzei-
chen aus Vertauschungen von Feldoperatoren resultieren,

T[Ao(1).Ao(n)] = SEVS,  Ao(1) (k1) (k) Ao(n) (1.55)
-<0|T/:10( (kl))A( (k2)) 10 > ...
- <0 [ T Ao(o(k2i—1)) Ao(o (k) | 0 >

Auch hier fafit die Multivariable die Raum-Zeit-Koordinaten mit dem Lorentz-Index zusammen
und die Permutationen o laufen iiber alle (topologisch) verschiedenen Kontraktionen.

Diese Ausdriicke reduzieren sich drastisch, wenn man die eigentlich interessierenden Vaku-
umerwartungswerte betrachtet, weil dann alle normalgeordneten Terme nichts beitragen,

<0 |: tho(1)..tho(n) :| 0> =
<0: Ag(1)...Ao(n) ;| 0> =

Man erhélt zunachst das aus Ladungserhaltungsgriinden bereits bekannte Resultat, dafl Va-
kuumerwartungswerte von ungeradzahlig vielen Fermionen-Operatoren verschwinden,

< 0| Taho(1)..bo(2n + 1) | 0 >= 0 , (1.56)

weill in diesem Fall stets mindestens ein einzelner 'normalgeordneter’ Feldoperator iibrig bleibt.
Dieses Resultat gilt dann wegen der Darstellung GI.(1.45) auch fiir die Vakuumerwartungs-
werte wechselwirkender Feldoperatoren, weil ihre Stérungsentwicklung nur aus Erwartungs-
werten von ungeradzahlig vielen freien Feldoperatoren aufgebaut ist. In der Reihenentwicklung
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nach Potenzen der Wechselwirkungs-Lagrangedichte kommen nur geradzahlig viele Fermion-
Feldoperatoren zu den ungeradzahlig vielen dufleren dazu.

Die gleiche Aussage trifft auch fiir Vakuumerwartungswerte von ungeradzahligen Boson-
Feldoperatoren zu,

< 0] TAg(1)...Ao(2n +1) |0 >= 0 : (1.57)

woraus dann iiber Gl.(1.45) und Furry’s Theorem eine entsprechende Aussage fiir wechsel-
wirkende Operatoren abgeleitet werden kann. In der Stérungsentwicklung kommen hier zwar
auch Terme mit geradzahlig vielen Boson-Operatoren vor, diese sind dann aber an einen
Fermion-Loop mit ungeradzahlig vielen Vertices angeschlossen, der wiederum verschwindet
(siehe spéter).

Bei den Vakuumerwartungswerten geradzahlig vieler Feldoperatoren reduziert sich die
Summe iiber [ auf den letzten Term mit [ = n,

< 0| Tiho(1)etbo(2n) [ 0> = Y sign(o) < 0| Tbo(o(ki))bo(a(k2)) | 0> .. (1.58)
o <0 | Topo(o(kan—1))to(0(kzn)) | 0 >
<O TAg(1). Ag(20) | 0> = S < 0| TAg(o(kr))Ao(o(ks)) | 0> ... (1.59)

e <0 | TAo(0 (k1)) Ao(o(kzn)) | 0 >
Wegen
<0 T;A/A)O(:z;);?o(y) 10> = 0
<O [ TPg(e)o(y) [0> = 0

miissen, wie bereits aus Ladungserhaltungsgriinden gefordert, in Vakuumerwartungswerten
stets gleich viele ;/A) wie b auftreten. Auf der rechten Seite von GI.(1.58) fallen alle Kontraktionen

von ;/A)o mit ;/A)o bzw 1), mit b, automatisch heraus.
SchlieBlich stellen Ausdriicke, die sowohl aus freien Fermion- als auch aus freien Boson-
Operatoren aufgebaut sind, kein zuséatzliches Problem dar, weil die Erwartungswerte faktori-

sieren,

< 0] Teo(1)...000(2n) Ag(1)... Ag(p) |0 > = < 0| To(1)...¢0(2n) | 0 > (1.60)
< 0| TAg(1)...Ao(p) | 0 >

Das ergibt sich aus der Formulierung des Wick’schen Theorems fiir beliebige Feldoperatoren
(Fermionen und Bosonen duflern sich ja nur im Vorzeichen) und Verwendung von

<0 To(DA(2) 0> = 0 . (1.61)

Damit steht das benotigte Werkzeug zur Auswertung von Gl.(1.45) zur Verfiigung.
Abschlielend soll noch angemerkt werden, dafl Kontraktionen von zueinander normalge-
ordneten Feldoperatoren verschwinden, weil

<O T :ho(D)o(2):]0> = <0 do(1)ho(2):]0> = 0 (1.62)

gilt.
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1.5.3 Feynman-Regeln

Jetzt soll der Ausgangspunkt unserer Uberlegungen weiter verfolgt werden. Betrachtet man
etwa den Zahler von Gl.(1.45),

o0
N

S %/d‘lul...d‘lul < 0| Tdo(er)-o(y1)- Aoy, (21).. : Dolur) fy(wn)dolur) = o [0 >
n=0 :

so kann man all die Kontraktionen abspalten, bei denen einige der : EO(UZ)AAO(UZ)@Z)O(UZ) :
unter sich kontrahiert sind, ohne daf} in irgendeiner Form ein Anschlufl an einen der daufleren
Feldoperatoren besteht: Angenommen, k der u; seien in irgendeiner Weise an die x;,y; oder
z, gekoppelt, die verbleibenden n — k& dagegen auschliellich untereinander kontrahiert. Dann
gibt es dazu bei jeder gegebenen Gesamtkontraktion aller u; genau

()

Moglichkeiten, Satze von k& der u; aus den n vorliegenden auszuwdhlen und mit diesen k die
Kontraktionen mit den x;,y; und z,, zu bilden und mit dem Rest der u; den losgelésten Teil
der Gesamtkontraktion. Alle diese Méoglichkeiten sind gleichwertig, da tiber die w; integriert
wird. Natiirlich ist £ beliebig zwischen 0 und n. Man erhalt so

~ N

i Q Jtuneedtun < 0 Tihofer). () Aoy, (1) Do) Aol o) ] 0 >

n

= (—e)” n n! N ~ N
_ 3! ') /d“ul...d“ul > o < 0| o) Bolyn)- Aoy, (1)-
n=0 : k=0 SR

A :%(u;%(ulwo(ul) e 9<uk>%guk>¢o<uk> 0>y
<O T Poupgn) Ag(une)Po(ungn) : oo s hg(u

~

A A (14) g (11 )P0 () 2| 0 >
= <0 T;@O(xl)ﬂo(yl).jxom(Zl)..exp{—@'e/d‘*u (1) Ay (1) o) 7} | 0 >y

- <0 Te:z;p{—ie/d‘lu : ﬁo(u)zjio(u);/zo(u) F10>

wobei der Index d sagen soll, dafl in dem entsprechenden Erwartungswert nur solche Kontrak-
tionen zu nehmen sind, bei denen alle : EO(UZ)AO(UZWAJO(UZ) : in irgeneiner Form mit einem
auferen Feldoperator verbunden sind. Damit entféllt der Nenner in GI1.(1.45) und man erhélt

die zentrale Formel
G(2n’l)($1, Y1, .21, )
= <0 T;@O(xl)ﬂo(yl).jxom(Zl)..exp{—ie/d‘*u o) Ag(u)dho(u) T} [ 0 >4 (1.63)

1 2 (—e)k
= (1) = Z( ]z’e) /d4u1...d4uk Z sign(oy)yHt .yt

k=0 : TLES (g k)
< 0| Tdu(o() olo(y)) | 0> ...
e < O] T ) o(o () | 0 >
ZS: < 0| TAo(o(z1))Ao(o(22)) | 0 >

o <0 | TAg(o(up_y))Ao(o(ug)) | 0 >
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Dabei sind die Spinor und Lorentz-Indices entsprechend summiert zu denken. Die Permu-
tationen umfassen nur die wesentlich verschiedenen (siehe oben), von denen obendrein nur
die zu beriicksichtigen sind, bei denen alle Wechselwirkungsteile an mindestens einen dufleren
Feldoperator angeschlossen sind. Dabei ergeben sich je k! Kontraktionen, die sich nur in der
Auswahl der u; unterscheiden. Da die u; nur Integrationsvariablen sind, kann man sie jederzeit
umbenennen, sodaf letztlich jede topologisch verschiedene Kontraktion gerade k!l-mal auftritt.
Daraus ergibt sich schliellich

G(zn’l)(:lil,..yh..zh--) (_1)""2_1 (—ie) /d‘l;ul Yy, Z sign(o )y .. " (1.64)
0

k C1ES2 (ntk)

wobei jetzt jede topologisch verschiedene Kontraktion nur einmal zu nehmen ist. Es sei noch

angemerkt, daB der Vorfaktor (—1)n(
nung der dufleren Feldoperatoren,

. konventionsbedingt ist. Er entsteht bei der Umord-

~
[hany /\

T [o(wn)do(w2)-.. Golun)o(y2)-.- Ao(z1) Ao(z2)...
= ()T T [ole) oy )do(w2)To(y2)-.. Ao(z1)Ao(z2)... ]

Aus diesen Uberlegungen folgen nun die Feynman-Regeln der Quantenelektrodynamik. Sie
beruhen auf der Grunderkenntnis, daff die Menge aller verschiedenen Kontraktionen graphisch
darstellbar ist. Man ordnet dazu den Elementen des Wick’schen Theorems, also den freien
Propagatoren zwischen zwei Orten und den Integrationen tiber Orte, gewisse graphische Ent-
sprechungen zu. Mit diesen bildet man dann die Gesamtkontraktionen auf mehr oder weniger
komplizierte Graphen ab.

Im Ortsraum erhélt man die Beitrédge zu beliebigen Greensfunktionen aus den folgenden
Feynman-Regeln:

1. Ordne jedem Fermion-Propagator eine gerade gerichtete Linie zu:

/ d4p e—ip(x—y) Zé +m

— = 0o|T 0 = Gz—y) = —_—
Y € < | ¢0( ) ( ) | > (l‘ y) t (27_[_)4 pz —m2 + e
(1.65)
Die Linie entspricht einem von y nach x laufenden freien Elektron.
2. Ordne jedem Boson-Propagator eine geschliangelte, nicht gerichtete Linie zu:
yov oo p = < 0| TAgy(2)Agu(y) [ 0> = DY (x—y) (1.66)
— / % —Zk(x—y) [ _igpu L= —ikpky
— S (2m) B2 —p? e A (k2 — p2 fie)(k2 — £ 4 ie)
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Die Photon-Linie ist ungerichtet, weil der Propagator sich bei Vertauschung der Argu-
mente und Indices nicht dndert,

0 _ o _ o _ o
Dpy(x_y)_Dup(x_y)_Dpy(y_x)_Dyp(y_x) : (167)
Sie entspricht einem von y nach x propagierenden freien Photon.

3. Ordne jedem der inneren Raum-Zeit-Punkte w; einen Punkt (Vertex) zu:

14

’ (1.68)

a” p

Der Faktor resultiert aus dem Vorfaktor der Wechselwirkungs-Lagrangedichte. In einem
Vertex enden stets zwei Fermion-Linien (eine einlaufende und eine auslaufende) sowie
eine Boson-Linie.

4. Summiere iiber alle inneren Spinor- und Lorentz-Indices und integriere iiber alle inneren
Raum-Zeit-Punkte.

5. Ordne jedem Elektron-Loop (siehe unten) in einem Graphen ein Minuszeichen zu. Au-
Berdem treten je nach Definition der zu berechnenden Funktion globale Vorzeichen auf.

6. Zeichne zu einem gegebenen Satz von dufleren Linien, die aus den Kontraktionen der
;/A)o(xi),ﬂo(yi) und Ao(zi) mit inneren Feldoperatoren resultieren, alle topologisch ver-
schiedenen Graphen mit der gewiinschten Zahl von Vertices (sie entspricht der Ordnung
der Greensfunktion).

Nun soll zunéchst der Begriff Elektron-Loop geklart werden. Man bezeichnet eine Kontrak-
tion von mehreren inneren Wechselwirkungs-Lagrangedichten dann als Loop, wenn sich aus den
aufeinanderfolgenden Propagatoren ein Ring bilden 1at, der nur iber Photon-Linien mit dem
Rest des Diagramms zusammenhéngt. Man hat also den folgenden Satz von Feldoperatoren,

[Pl )oaur) e ()i ()]

untereinander zu einem Ring zu kontrahieren. Dazu ist immer eine ungerade Zahl von Per-

mutationen der Operatoren notig. Man kann zum Beispiel ¢,(u;) an allen anderen 2n — 1
Operatoren vorbeiziehen,

_/\ A

S MY ) P CP2S W (Y O (T DN G
Kontrahiert man jetzt die benachbarten Feldoperatoren und erzeugt so einen Loop, hat die
zugehorige Permutation ein negatives Vorzeichen.
Die héufiger anzutreffende Form der Feynman-Regeln ist die Impulsraum-Form. Hier soll
die allgemeine Konvention fiir die Fourier-Transformation,

Cpdw A da dg pdR o d
a1, oy, 21,0 = /(%)4...(%)4 /(%)4...(%)4 /(%)4...(%)4 (1.69)
ewp{—iz(pﬂj =) + 12 ke }Gpy s k)
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mit der zugehorigen Riicktransformation,

Gprs s k) = /d4:1;1...d4:1;n /d4y1...d4yn /d4zl...d4zl (1.70)
n {
expii Z(pjxj —qyi) — 1 Z krz YG(21, . Y1, .21, ..)
7=1 r=1

verwendet werden. Dann kann man sich iiberlegen, was an einem Vertex geschieht: Nach den
Feynman-Regeln im Ortsraum ergibt sich an jedem Vertex die folgende Struktur,

k 4 4
p/;\qﬁ = (—ue) /d4u /(57?3)4 /(5;1)4 /(;lwk)zlexp{—ip(u —y) —ig(x —u) —ik(u—2)}
D3, (k)G(p)y" Glq)
) d473 d4q % 4¢(4 0 v
= (-i0) [ i [ 2m' 60 — a+ WS (NG(1* Gla)

Diese Struktur entsteht sowohl an Vertices, an denen nur innere Linien anschlielen, als auch
an solchen mit &ufleren Linien. Es resultiert daher an jedem Vertex eine Viererdeltafunktion,
die die Impulserhaltung sicherstellt. Dabei ergibt sich auch eine §-Funktion, die die Uber-Alles-
Impulserhaltung eines Graphen (bzw einer ganzen Greensfunktion) garantiert. Diese erkennt
man zum Beispiel beim Vergleich der freien Propagatoren Gl.(1.65,1.66) mit der obigen all-
gemeinen Fourier-Darstellung, G1.(1.69). Eine der Impulsintegrationen ist auf Grund der Im-
pulserhaltung weggefallen. Daraus liest man sehr direkt die Feynman-Regeln im Impulsraum

ab:

1. Ordne jedem Fermion-Propagator eine gerade gerichtete Linie zu:

. +m
— = G° = —Zé 1.71
p p (p) L (1.71)
Die Linie entspricht einem freien Elektron mit Impuls p,.
2. Ordne jedem Boson-Propagator eine geschliangelte, nicht gerichtete Linie zu:
—1G, 1—A —ik,k,
k,vowror kp = Dgy(k) = e il (1.72)

T k2= 2 4 ic A (kQ—/ﬂ—l—ie)(k?—%—l-ic)

Die Photon-Linie ist ungerichtet, weil der Propagator sich bei Vertauschung der Argu-
mente und Indices nicht andert,

Dgy(k) = Dgp(k) = DSU(—k) = Dgp(—k) . (1.73)
Sie entspricht der Propagation eines freien Photons mit Impuls k,,.

3. Ordne jedem Vertex eine impulserhaltende §-Funktion zu:

k
p}\ = ey (206D (p— g 1 k) (1.74)
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4. Summiere iiber alle inneren Spinor- und Lorentz-Indices und integriere iiber alle inneren

Impulse.

5. Ordne jedem Elektron-Loop in einem Graphen ein Minuszeichen zu. Auflerdem treten je
nach Definition der zu berechnenden Funktion globale Vorzeichen auf.

6. Zeichne zu einem gegebenen Satz von d&ufleren Linien alle topologisch verschiedenen Gra-
phen mit der gewiinschten Zahl von Vertices.

Abschlieflend sollen diese Regeln noch an einem einfachen Beispiel vorgefithrt werden. Dazu

iibersetzen wir einen einfachen Loop:

) d*p dq ) ”
= (i) D, (k) DY, k) [ 52 [5G0 (0262, O, (07,

(2m)*J (2m)
(2m)*'6W (ky — p+ q)(27)" 6D (ky + p — q)
= ¢’D,,, (kl)ng(kz)/(jg4/(j7r(])4tr{Go(p)v” GO(Q)’V”}

(2m)* 6@ (k1 — k2)(2m)* 6@ (k1 — p + q)
= ¢'Dy,, (k)D, (%)(2”)45(4)(]?1 —kz)/ 2y tT{GO(P)’YwGO(}?— k)’Ypﬂ

P11 P22 (27‘[‘)4

Auch hier stellt sich automatisch die Impulserhaltung k; = k3 ein. Diese globale Impulserhal-
tung wird im weiteren (fast) immer weggelassen werden.

1.6 Klassifikationen, Integralgleichungen

Mit den im letzten Abschnitt entwickelten Feynman-Regeln ist es im Prinzip moéglich, die
verschiedensten Greensfunktionen bis zu beliebiger Ordnung in stérungstheoretischer Form
anzugeben. Die mit der Ordnung schnell wachsende Vielfalt und Komplexitét der Diagramme
macht jedoch sofort klar, dafl eine explizite Berechnung der entsprechenden Feynman-Integrale
nur in den niedrigsten Ordnungen durchfithrbar sein wird. Betrachtet man etwa die Beitrage

zum Elektron-Propagator,

(1.75)
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so sehen bereits einige Beitrage zweiter Ordnung relativ kompliziert aus. Andererseits stellt
man aber fest, dafl sich gewisse Grundstrukturen in den verschiedenen Graphen wiederho-
len. Das legt es nahe, die gesamte Menge der auftretenden Graphen nach gewissen Kriterien
zu klassifizieren, insbesondere um sich wiederholende Typen von Teilgraphen (Subgraphen)
zusammenzufassen.

Die iibliche Klassifikation von Greensfunktionen soll nun am Beispiel der 2-Teilchen-Greens-
funktion G0,

~ ~

G(4’0)(:1;1,:1;2,y1,y2) = <0 T@@(xl)%ﬁ(xz)@b(yl)ﬂ(yz) 0> (1.76)

vorgefithrt werden. Sie eignet sich dafiir besonders, da sie die einfachste Greensfunktion ist,
bei der alle Unterscheidungen auch tatsachlich zur Aufteilung der diagrammatischen Beitrage
fiithren.

Um die nachfolgende Klassifikation besonders anschaulich zu machen, sind in G1.(1.78) zu-
nachst einmal eine Reihe von Graphen niedriger Ordnung aufgefithrt, an denen die Einteilungen
unmittelbar eingesehen werden kénnen.
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P2 1

q1 q2

Typ I

P2 1

q1 q2

Typ II

Typ II1

Typ IV

(1.77)

27



In der gewihlten Impulsdarstellung beschreibt G*+% die Strenung zweier mit den Impulsen ¢
und ¢ einlaufender Teilchen (vgl. Reduktionsformel (1.52) in Kapitel 1.5). Nach dem Streupro-
zef} laufen zwei Teilchen mit den Impulsen p; und py aus. Dabei gilt natiirlich Impulserhaltung,

pr+p2=q +q ;

die sich in einer §-Funktion manifestiert. An einer Reihe von Graphen in GL.(1.77) sind die
aufleren Impulse explizit aufgefithrt. Damit soll klargestellt werden, daf} jeder topologisch ver-
schiedene Graph mit zwei eingehenden und zwei ausgehenden Linien gerade zweimal auftritt,
wobei in den beiden Féllen die ausgehenden Impulse genau vertauscht sind. Die dazu bei der
Auswertung mit dem Wick’schen Theorem nétigen Kontraktionen fithren auf ein relatives Mi-
nuszeichen, welches in niedrigster Ordnung unmittelbar klar wird. Entwicklung von GI1.(1.76)
nach freien Feldoperatoren fithrt auf

G(4’0)($17 L2, Y1, y?) =

../d4un (1.78)
< 0| Tho(an)do(w2) B (1) Poy2) : Poltr) o) hour) : oo s V) g () o) ] 0 >4

Auswertung mit dem Wick’schen Theorem ergibt in niedrigster Ordnung

G(4’0)($17$27yhy2) = <0 | T @Eo(wl)@zo(AJ/’Z)ﬁo(yl)ﬁo(yZ) | 0> -|----A
= — < 0| T do(x)th(y1) | 0>< 0 T tho(22)¥o(2) | 0> (1.79)

+ <0 [T dole)bolys) | 0>< 0| T dolwa)olyn) [ 0> 4.,

wobei das Minuszeichen aus der ungeraden Permutation resultiert, die im ersten Fall fiir das
Vorbeiziehen von 1 (y;) an 772)0($2) notig ist.

Betrachtet man die Graphen vom Typ I, erkennt man sofort, daf} es sich bei ithnen um
die unabhangige Propagation von zwei Teilchen handelt. Beide wechselwirken mit dem Strah-
lungsfeld, aber nicht untereinander. Es gilt daher fiir beide getrennt Impulserhaltung, d.h. je
nachdem, ob v,(y;) letztlich mit ;/A)o(:zjl) oder mit ;/A)o(:zjz) kontrahiert wird, gilt p; = q1,p2 = ¢
oder p; = ¢3,p2 = ¢1. Man erhélt genau die Graphen von zwei 1-Teilchen-Propagatoren. Es
liegt daher nahe, all diese Diagramme in eine Klasse zusammenzufassen. Man nennt sie unzu-
sammenhangend, weil nicht jede &uflere Linie auf irgendeine Weise mit jeder anderen aufleren
Linie verbunden ist. Daf} bei dieser Klassifikation gerade das Produkt zweier voll wechselwir-
kender Greensfunktionen entsteht, kann man wieder iiber das Wick’sche Theorem zeigen. In
GI. (1 78) separiert man in der n-ten Ordnung all die Kontraktionen, bei denen ;/)O(yl) letztlich
mit ;/)0(:1;1) aber iiber keine innere Linie mit ;/)0(:1;2) verbunden ist, ab. In dem Erwartungswert

<0 | Todolar)dbolw2) Py )Po(y2) : olun) fo(un)do(uwr) : oo s Bolutn) olun)bolun) ] 0 >4

gibt es gerade
n
k

Moglichkeiten, das Paar ﬁo(yl), ;/A)o(:zjl) mit k der : ﬁo(uz)zﬁo(uz)i)o(uz) : zu verbinden, da alle
Auswahlen von k Wechselwirkungs-Lagrangians aus den n vorliegenden méglich und gleichwer-
tig sind. Durch entsprechende Umbenennung der Integrationsvariablen u; gehen sie ineinander
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iiber. Man erhalt daher

G(470)(x17x27y17y2) = Z

/d /d“u (1.80)
() ) <0 T¢o<x1>$o<y1> Do) o) o(ur) : o s Po(ur) fglun) o) 1 0 >4

< 0| Tola) () : Dolwnn) Aot o) o s Boltn) fy(wn)o(n) ] 0 >4
> ( i ) <0 Tl oly2) : Pofur) do(un)bofun) s et Bolue) Aglue)olus) 3 0 >,

~

c < 0| Toho(@2) (1) : Potntn) Ay (wng)o(twest) o Bo(tn) Ao (tn)o(1n) 2] 0 >4
+ < 0| Todoar o) oy ) Poly2) : Tolun) folun)dolur) : oot Bolun) o )bolun) 2| 0 >c},

wobei die analogen unzusammenhingenden Kontraktionen von 1, (y; ) mit ;/A)o(:zjz) ebenfalls ab-
gespalten wurden. Das Vorzeichen der entsprechenden Terme ist identisch mit dem in nullter
Ordnung, GI1.(1.79), da die Vertauschung von : ao(ul)zjio(uz);[)o(uz) : mit einem beliebigen an-
deren Operator unter der Zeitordnung stets ein positives Vorzeichen ergibt. Das Symbol | 0 >,
bedeutet, dafl bei der Auswertung des Erwartungswertes nur zusammenhéngende (connected)
Diagramme zu beriicksichtigen sind. Man kann die so entstandenen Produkte wieder resum-
mieren und erhélt in graphischer Form

P P2 P2 P1 P1 P2 P P2
¢ 0 1 92 1 92 ¢ ¢

(1.81)

G*0) bezeichnet man als die zusammenhingende 2-Teilchen-Greensfunktion. Sie enthélt also
gerade die Graphen vom Typ I nicht mehr.

Betrachtet man nun die Graphen vom Typ II in G1.(1.78), so erkennt man, daf} sie stets
nur eine Wechselwirkungslinie enthalten. Sie unterscheiden sich nur durch Modifikationen der
ein- und auslaufenden Linien. All diese Graphen sollen als nachstes zusammengefafit werden.
So entspricht die Menge der Graphen vom Typ II gerade
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Es laufen also mit dem Strahlungsfeld wechselwirkende Teilchen ein und aus, wéhrend
die eigentliche Wechselwirkung untereinander hier nur im Austausch eines Photons besteht.
Diese Abspaltung von vollen wechselwirkenden 1-Teichen-Propagatoren an den dufleren Enden
nimmt man ganz allgemein vor. Man bezeichnet ein Diagramm bzw die entsprechende Greens-
funktion als beschnitten (truncated), falls an allen dufleren Enden kein 1-Teilchen-Subgraph
(d.h. ein Graph, der zum Elektron- oder Photon-Propagator beitragt) mehr abgetrennt werden
kann. Im Falle einer reinen Elektron-Greensfunktion wie G{*? ist das zu der Aussage dqui-
valent, dafl beim Zerschneiden einer beliebigen Elektron-Linie eines Diagramms dieses nicht
in zwei Teile zerféllt. Diese Definition trifft bei reinen Photon-Greensfunktionen oder gar ge-
mischten Greensfunktionen natiirlich nicht mehr zu und sollte daher nicht verwendet werden.
Die daraus resultierende Greensfunktion Gf,fi’” nennt man (2n,[)-Punkt-Funktion, da sie an-
stelle der urspriinglichen &ufleren Linien duBlere Vertices als Anschliisse besitzt. In unserem

Fall ergibt sich

G G
(1.82)

Daf8 diese Gleichung auch was Faktoren und Vorzeichen anbetrifft korrekt ist, kann man wieder
iiber das Wick’sche Theorem einsehen. Darauf soll hier aber verzichtet werden. Das schon frither
benutzte Schema wiederholt sich dabei nur. Fiir die in GI(1.78) aufgefithrten Graphen benétigt

40) 1 T
man von th’,,) die Diagramme

R R

(1.83)

Hier wurden, wie es auch im weiteren verwendet werden soll, die dufleren Anschliisse als dicke
Punkte dargestellt im Gegensatz zu inneren Vertices.
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Die Graphen vom Typ III unterscheiden sich vom Typ II einerseits dadurch, dafl bei ihnen
die zentrale Photon-Linie nicht einfach iiber einen puren Vertex an die Elektron-Linien ange-
koppelt ist. Die Vertexstruktur ist komplizierter und auflerdem kénnen auch virtuelle Elektron-
Positron-Paare bei der Propagation des Wechselwirkungs-Photons als Zwischenzustédnde gebil-
det werden. Allerdings erfolgt die Wechselwirkung letztlich doch iiber eine einzige wechselwir-
kende Photon-Linie. Das fiithrt auf die letzte Klassifikation: Graphen, die beim Zerschneiden
einer beliebigen inneren Linie in zwei unverbundene Teile zerfallen, nennt man reduzibel. Die
Diagramme vom Typ III sind daher reduzibel, die vom Typ IV dagegen irreduzibel.

An dieser Stelle soll nicht unerwédhnt bleiben, dafl diese Definition nicht generell so ge-
troffen wird. Zum einen kann man Irreduzibilitdt beziiglich Zerschneiden von Elektron- und
Photon-Linien unterscheiden. Andererseits ist es haufig niitzlich (speziell im Fall der 2-Teilchen-
Greensfunktion), eine wesentlich verschiedene Definition von Irreduzibilitét einzufithren. Da-
bei nennt man Graphen reduzibel, wenn das Diagramm als Zwischenzustand im Laufe der
Propagation gerade zwei Elektron-Propagatoren enthilt, deren Impulssumme genau der der
einlaufenden Elektronen entspricht. Nach dieser Definition waren alle Diagramme vom Typ IV
reduzibel, der Typ III dagegen irreduzibel. Allgemein ist eine Funktion in diesem Sinne dann
reduzibel, wenn sie sich wie in GI1.(1.84) darstellen 1a8t,

P1 P2

4

k1+k2:p1—|—_p2:Q1—|-Q2

q1 q2

(1.84)

Fiir die Diskussion der Renormierung einer relativistischen Quantenfeldtheorie ist die oben
gewahlte Definition aber sinnvoller. Man erhilt so als Darstellung der 4-Punkt-Funktion:

P1 % P2 P P P2 P P2
c,tr

¢ G2 1 q2 q1 q2 ¢ 0

(1.85)

Die Funktionen I'®™) bezeichnet man als irreduzible (2n, [)-Funktionen. Zu unseren Graphen
aus G1.(1.83) tragen die folgenden Diagramme von I'®Y) und I'*) bei:
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1 P2

P2 P M

1 q2

Wiéhrend bei den reduziblen Teilen von Gﬁf‘t’f ) die Graphen, die durch Vertauschung der Aus-
gangsimpulse entstehen, jetzt explizit auftreten, beinhaltet die irreduzible 4-Punkt-Funktion
noch beide Klassen mit dem entsprechenden Vorzeichen.

Anschlielend sollen noch die Relationen zwischen den verschiedenen Funktionen fiir die
3-Punkt-Funktion angegeben werden:

D - - @@
& -

(1.86)
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Kapitel 2

Der Photon-Propagator: 1.Teil

In diesem Kapitel soll die einfachste Greensfunktion, der Photon-Propagator, etwas néher
untersucht werden. Dazu wird er zunachst mit Hilfe der Dyson-Gleichung durch seinen irredu-
ziblen Kern, die irreduzible (0,2)-Punkt-Funktion (Vakuumpolarisation genannt) dargestellt.
Anschlielend wird eine alternative Darstellung iiber die (2,1)-Punkt-Funktion abgeleitet, die
insbesondere im Hinblick auf die Diskussion von Ward-Identitdten benotigt wird. AuBlerdem
verdeutlicht das dabei verwendete Vorgehen noch einmal die Behandlung von Integralgleichun-
gen mit dem Wick’schen Theorem.

2.1 Die Dyson-Gleichung

Nach den allgemeinen Betrachtungen von Kapitel 1.6 soll jetzt die einfachste Greensfunktion,
der Photon-Propagator, etwas naher untersucht werden. Zunéchst ist diese Greensfunktion
selbstverstandlich zusammenhéangend,

G(O,Q) — G(O,Q)

c,pv pv

Dy, ;

da der Vakuumerwartungswert eines einzelnen Photon-Operators verschwindet,
<0 A (2)]0> =0

Ein einlaufendes Photon kann nicht spurlos absorbiert werden. Sein Vierer-Impuls muf} in

irgendeiner Form erhalten bleiben. Das Abspalten von zwei vollen Photon-Propagatoren an

den beiden dufleren Enden ist in diesem Fall definiert auch hier die reduzible (0,2)-Punkt-
Funktion, die dann einfach dem inversen Photon-Propagator entspricht,

D;ul = Gg)t’f)

Die irreduzible (0,2)-Punkt-Funktion I'®?) ist wieder der Kern von Gﬁ?{f). Um die Relation
zwischen den beiden Funktionen zu untersuchen, betrachtet man am besten wieder einige
Diagramme niedriger Ordnung des Photon-Propagators,
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(Dpnr = s +w@w+«\w@m@w
+mw®vw+w@w+wwv@ww
+mv©mw®mw+...

Wie im Fall des Elektron-Propagators, G1.(1.75), wiederholen sich in D,, bestimmte Grund-
graphen beliebig oft. Sie sind jeweils iiber eine freie Photon-Linie miteinander verbunden.
Die Menge aller dieser Diagramme erhdlt man, wenn man fordert, dafl die zugehérigen Gra-
phen irreduzibel sein sollen. Da beim Photon-Propagator aus Griinden der Ladungserhaltung
keine einzelne Fermion-Linie auftreten kann, betrifft die Irreduzibilitat hier nur das Durch-
schneiden von Photon-Linien. Die so entstehenden Funktionen sind genau die irreduziblen
2-Punkt-Funktionen F(p?;Z), die im weiteren mit w,, bezeichnet werden sollen,

) et (L OV (L RO

Dabei wurde in der zweiten Zeile benutzt, dafl sich nach dem ersten Polarisationseinschub die
gesamte Struktur wiederholt. Man nennt diese Relation die Dyson-Gleichung fiir den Photon-
Propagator. Die analytische Ubersetzung von GI.(2.1,2.2) im Impulsraum lautet

(2.1)

(2.2)

Dl = DR+ DA [5Gl + 107G )| D20 + .

= DR ()2 D () RS ) (23
D8, (k) + D2y (k)™ (k) D ()

Die Reihe (2.3) sieht fast wie eine geometrische Reihe aus. Lediglich die Tensorindices erlauben
zunéchst keine explizite Resummation. Wahrend die Tensorstruktur von DY, bekannt und
relativ einfach ist,

1—A k,k, 1
) , (2.4)

D° (k) = —'( , 2 ,
pu() 9o + \ kz—%+i€ 2—M2+Z€
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wissen wir bis jetzt noch nichts tiber die von w,, (k). Die einzigen Lorentz-Tensoren, die zum
Aufbau von w,, (k) zur Verfiigung stehen, sind g,, und k,k,. Andere Lorentz-Vektoren als k,
treten nicht auf. Daher kann w,, (k) nur die Form

Wov = wl(kz)gw + w2(k2)k0kv

haben. Aus Griinden der Fichinvarianz muf}, wie im néchsten Kapitel gezeigt werden wird,
aber

k2w, (k) = K w, (k) = 0

gelten, was sofort auf

wi (k%) = —k%wy(k?)
fithrt. Daher hat w,, (k) die Tensorstruktur
Wpy = —i(gk* — k,k, )w(k?) : (2.5)
Das Herausziehen des Faktors —i ist reine Konvention. Der Tensorfaktor erfiillt wie gewiinscht
k(9o k® — kpky) = K (g — kpk) = 0

Er ist eine Konsequenz der Transversalitat des Photon-Feldes.
Damit 1483t sich die Dyson-Reihe fiir den Photon-Propagator resummieren:

1. Feynman-Eichung:
In diesem Fall erhalt man

D, (k)= —iger

B2
. . ky k 9’}
oYY 2 v1p1 Vi 1 2 2 v
e I e L T
. ko, k ko k k2w (k)N ?
4 V101 V1 1 1V2 V2 p2 V2 VP2 2
+(—1) (g =g )g” (g -5 )%(kz_/ﬂ)

. |

Jetzt benutzt man, dafl sich der Tensorfaktor nur stets selbst reproduziert,

ko kY il ke ko
(9," — 22 g, — X )= (g9, — 22 )

Beliebige hdufige Wiederholungen des Tensorfaktors lassen sich daher auf einen einzelnen
kontrahieren,

Doulh) = ot (g, By s (L Ry

k2 —p?+ie  k?— p® +ic = _kz—/ﬂ—l—ie

, k,k, —1 k kN & E2w(k? n
= Y32 pz — t 2 2 '(gP”_ 02)2(— 2 (2))
E2(k* — p? +0e)  k? — p? +ie k = k? — u? + e

Nun verwendet man die Resummation der geometrischen Reihe,

S o= z<1
r = — X
e 1 —=x ’
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die wegen o = 47— 137.0...

Photon-Propagator in Feynman-Eichung,

legitim sein sollte. Somit ergibt sich schliefllich fiir den

(2.6)

ki k kk 1
D (k) = —i pl _(U_M)
k) = g T\ T T R T et = e

2. Landau-Eichung:
Hier besitzt DY, (k) die gleiche Tensorstruktur wie w,, (k), was die Resummation noch
einfacher macht,

ki k 1
DLk:—(y— ””) 27
)= =\ = ) B k)~ e (21)
3. Allgemein erhélt man
ki k ki k 1
Dty =i R,k ,
) = e e i\ T T ) R el = e e (2:8)

Dabei ist zu beachten, daB in w(k?) auch A noch eingeht.

Verschiedene Eichungen unterscheiden sich also in einem Term proportional k,k, von niedrig-
ster Ordnung in «a. Dieser Term fiithrt aber nicht auf unterschiedliche physikalische Aussagen,
weil der Photon-Propagator immer nur als Wechselwirkung zwischen zwei erhaltenen Strémen,

0,3"(x)=0 = kJg"(k)=0 )
auftritt,
3 F) Dy (k)3 (k)

bzw graphisch,

Y

wie etwa bei der Elektron-Elektron-Strenung. Daher tragen alle Anteile proportional k,k, in
D,, (k) nichts zu Erwartungswerten bei.
Den inversen Photon-Propagator berechnet man aus GI1.(2.8) zu
Do (k) = i (K2 g0 — kok) (1 4+ w(k?) = p2g, + Meyk] . (2.9)
Die reduzible (0,2)-Punkt-Funktion unterscheidet sich von der irreduziblen also nur um den
inversen freien Propagator.

Es sei an dieser Stelle aber angemerkt, da man haufig noch eine andere Gréfle als redu-
ziblen Polarisationseinschub bezeichnet, die hier II,, abgekiirzt werden soll,

36



W =+ @

Sie stellt gerade den Photon-Propagator ohne die beiden duflersten freien Propagatoren dar.
Als Vorarbeit zum Nachweis der Transversalitdt des irreduziblen Polarisationseinschubs
soll jetzt eine Integraldarstellung fiir den vollen Photon-Propagator hergeleitet werden.

2.2 Alternative Integralgleichungen

Ausgangspunkt der Uberlegungen ist wieder die Entwicklung des vollen Propagators nach
freien Propagatoren im Sinne des Wick’schen Theorems,

Doz —y) = i_oj (_ie)n/d“ul../d“un < 0] TAgp(2) Ao (y) = Goltr) o (ur)o(ur) : . | 0 >
= D, (l‘ - y)

OO

e /d4u1 /d4um+1

- <0 | T Ao () Aouy) = Golun) fg(wn)diolun) ] 0>

wobei in der zweiten Zeile die nullte Ordnung abgespalten und m = n — 1 substituiert wur-

0

de. Bei der Auswertung des Vakuumerwartungswerts (m+1)-ter Ordnung wird A07p($) mit
irgendeinem der Ag,,(u;) kontrahiert. Die zugehorige Wechselwirkungs-Lagrangedichte kann
ohne Vorzeichenwechsel nach vorn gezogen werden,

Dy(z—y) = D) (x—y)

S L 4
—I—mzz:om/d%l/dum—l—l
c <0 | T Aoy () Ag o (1) Aoy (y) : Polua)y™ Dolus) 12 oltur)ons | 0 >4

da stets gleich zwei Fermionen-Operatoren kommutiert werden miissen. Es entsteht bei jeder
beliebigen Kontraktion von Aop(:p) mit einem der Aoai (u;) immer das gleiche Resultat, da man
anschliefend die u; als Integrationsvariablen wieder entsprechend umbenennen kann. Insge-
samt gibt es also m + 1 gleiche Terme. W&hlt man als Kontraktionspartner von Aop(:p) etwa

Aoam+1(um+1), so ergibt sich
Dz —y) = D (x - y)
00 m—l—l
+ Z /d i < 0| TAoy() Aou,,, (tmgr) | 0 > /d4u1 /d "~
< 0| T Ao, ly) - ¢o(um+1)7am“¢30(um+1) i @o(m)--- 10>, .
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Mit 2z = wpy1, t = appq erhélt man schliellich
Dy(r—y) = Dy (z—y)
—ie/d4z DSM(J} —z) (—ze’) /d4u1... /d4um

<01 T Aoy () ()" do(2) 5 Vfun) |0 >
= S —y) ze/d4zD0 (x—2)<0|T:9¥(2)y ;/)() (y)|0> (2.10)

— DO (e —y) —|—z/d4zD0 (¢ —2) < 0| T5(=)A,(y) |0 > . (2.11)

Bevor wir diese Gleichung weiter auswerten, soll noch eine weitere Darstellung fiir den
Photon—Propagator festgehalten werden. Dazu bedient man sich der Definition der von G,

<O|T:h(2)y"(z) : A L) [0> = Alslim < 0¥, (2)7"ds(u)A,(y) | 0>
= — ﬁhm Gyﬁa(u z,1) : (2.12)
Dabei ist automatisch garantiert, dafi die direkte Kontraktion von ;/A)o(u) und ﬁo(z) nicht

auftritt, da
<0|A,(y)]0> =0

gilt. Einsetzen in G1.(2.10) ergibt
Dole—y) = Di(e—y)+ierty [d D%, (e = ) lim GEw 2 y) (213)

bzw graphisch (die Loop-Regel erzeugt automatisch das fehlende Minuszeichen),

Unter Verwendung der Darstellung von G durch die irreduzible 3-Punkt-Funktion '),
GL.(1.86), erhalt man weiter

@
By = nrea Q‘(@@

Durch Vergleich mit der Dyson-Gleichung,

ergibt sich schlieBlich eine exakte Relation fiir die irreduzible Vakuumpolarisation,
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Nach diesem Einschub soll das eigentliche Problem weiter bearbeitet werden. Dazu diffe-
renziert man GI.(2.11) nach z,

Dl —y) = D, (x —y)+i [d's (0205, (¢ —2)] <0 Tj*(=)A(y) |0 >

Nun benutzt man

angu(x —z)= —angﬂ(x —z)

Auflerdem wird im weiteren die Feynman-Eichung verwendet (die Landau-Eichung fithrt selbst-
verstandlich auf dasselbe Resultat, erschwert aber die Uberlegung). Partielle Integration sowie
die Notation

Dy, (x —y) = g D°(x —y)
ergeben

9D,z —y) = 97D (x—y)+ @'/d‘*z Dz — 2)0 < 0| Ti*(=)A,(y) [0 > . (2.14)

Der Ausdruck
07 <0 T7(=)Auy) |0 >

erinnert sofort an die Stromerhaltung,
2 <0]|jz)|0> =0

In dem vorliegenden Erwartungswert verhindert jedoch die Zeitordnung die direkte Verwen-
dung der Stromerhaltungsrelation. Der Auswertung derartiger Erwartungswerte ist das néchste
Kapitel gewidmet, wozu wir die Betrachtung des Photon-Propagators erst einmal unterbrechen.
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Kapitel 3

Eichinvarianz und
Ward-Takahashi-Identitaten

Bereits im vorangegangenen Kapitel wurde eine besondere Eigenschaft der Vakuumpolari-
sation, ihre Transversalitat, zur Resummation der Dyson-Gleichung des Photon-Propagators
benutzt. Diese Eigenschaft ist ein Spezialfall von viel allgemeiner giiltigen Relationen, den
Ward-Takahashi-Identitdten. Diese sind eine Konsequenz der Stromerhaltung oder, &quivalent
dazu, der Eichinvarianz der Theorie. Da sie in einer Eichtheorie (wie etwa der QED) eine ganz
zentrale Rolle spielen, sollen sie hier in aller Allgemeinheit abgeleitet werden. Danach werden
diese Identitdten fiir die drei wesentlichen Fille, den Photon-Propagator, die Vertexkorrektur
und die Photon-Photon-Strenamplitude explizit ausgewertet werden.

3.1 Ward-Takahashi-Identititen

Im letzten Kapitel waren wir auf das Problem gestoflen, die Divergenz eines Erwartungswerts
des Typs

~ ~

92 < 0| Tjp(@) (e ) (5)er (e Aun (21).r Aiy(2) 10 > (3.1)
zu berechnen, die sehr an die Stromerhaltung erinnert. Ausschreiben der Zeitordnung fiihrt
auf

(yl)@f)(l?)'“ 10>

@p (y1)d(x2)... |0 >
(1) (2)b(25).. |0 >

@
~
2
= o
|
8
O
~—

=o{  <0]0@E"—a2)0() - )
2%)0(2” —y7)O(y) — 23)...
YOy — 2°)0(2° — 3)... d(x;

+ <0]0(y -
+ <0] 06—
+ .. A

— <0[0(° =)0y — 2)O(2) = 29)... J, ()P (yr)ib(1)db(z)... |0 >

+ .. }

In dieser Summe treten alle moglichen Zeitordnungen auf, d.h. zu jeder Plazierung von jp(x) vor

oder nach einem beliebigen ;/3(:1;2) bzw 1 (y;) gibt es einen vollen Satz von Zeitordnungen aller
anderen Feldoperatoren. Benutzt man nun beim Ausfithren der Differentiation Stromerhaltung

Do) 0> =0 (32)
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sowie

erhalt man
_ §;< 0] T{a(xo_x?)[jo(x),;zl(xi)ﬁ(yi)+¢3(xi) (2° = 42) [jol), ¥ly )}}
). {lai &/@z E yn) Ay, (21). 10 >

+ Z<0|T5($ —Z)[Jo() A

A

lAaﬂﬁwnuﬁwmAm@nnA@@»uA%@w|o>.

Dabei sind die durchgestrichenen Operatoren wegzulassen. Die Zeitordnung setzt die Kommu-
tatoren mit jo(x) jeweils an die richtige Stelle: Es traten ja, mit dem Vorzeichen geméaf der
Zeitordnung, alle Reihenfolgen auf. Jetzt verwendet man die Gleichzeitkommutatoren

5<x0—y>[ o(2),d(y)] = ed(@)dD(x—y)
(= ) [jol@). 0(y)] = — e d(e)dW(@ —y) (3:3)

(S(l‘ -y ){]Ao(w)aAu(y)} 0

In unserem Fall ergibt sich also

was letztlich zu

N

)P (y)er D)) A (1) Auy(2,) 0> (3.4)

92 < 0| Tjp(x)
= € <O T D)) A (1) ) [0 3 80 = ) = 6o =)

fithrt. Diese Relationen heiflen Ward-Takahashi-Identitaten. Sie sind eine unmittelbare Folge
der Stromerhaltung bzw Fichinvarianz.

3.2 Konsequenzen fiir Greensfunktionen

Die allgemeinen Ward-Takahashi-Identitdten sollen jetzt fiir die drei einfachsten Fille ausge-
wertet werden:

n=0 p=1 [TIrreduzible Photon-2-Punkt-Funktion (Vakuumpolarisation)
n=1 p=0 TIrreduzible 3-Punkt-Funktion (Vertexkorrektur)

n=0 p=3 Irreduzible Photon-4-Punkt-Funktion (Photon-Photon-Streuamplitude)
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3.2.1 Vakuumpolarisation

Fiir n = 0 und p = 1 lautet die Ward-Takahashi-Identitat:
9 < 0| T, (x)A(y) | 0> = 0 (3.5)
Einsetzen in Gl.(2.14) ergibt wie erhofft
"D, (x—y) = angy(:Jc —y) ) (3.6)
Analog erhdlt man natiirlich auch
agDpl,(:Jc —y) = angy(:Jc —y) ) (3.7)

Transformation in den Impulsraum,

4 4
azfék):e—%—ympy(k) = i <§l ie‘““”k”l?pu(k)

T T

4

hat zur Folge
KD, (k) = KD (k) (33)

und entsprechend aus GI.(3.7)
k"D, (k) =k"D}, (k) . (3.9)

Unter Verwendung der Dyson-Gleichung fiir den Photon-Propagator erhdlt man schlielich (es
sei daran erinnert, daf die gesamte Uberlegung in Feynman-Eichung durchgefithrt wurde)

kD, (k) = k"DS, (k) + k”Dgy(k)w“A(k)DM(k) ,

und damit
0 = K200, (kj () Dy ()
— \
= = _Mzkpw” (k)Dy, (k)
Daher muf
kfw,, (k) =10 (3.10)
gelten. Analog leitet man
E'w,, (k) =0 (3.11)

her. Auf diese Relationen war bereits in Kapitel 2.1 zuriickgegriffen worden.
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3.2.2 Vertexkorrektur
In diesem Fall soll die Ward-Takahashi-Identitat
02 < 0| Thp(2)(x)d(mn) [0> = e Glay —y) [0 (2 — 21) = 6D (@ — )] (3.12)

angewendet werden. Der Ausgangspunkt dafiir ist wieder eine Integralgleichung &hnlich (2.11)
fiir den Photon-Propagator. Diesmal separiert man einen freien Photon-Propagator von dem
Erwartungswert der Vertexfunktion G,

GOV(eyyz) = <0 | Td(e)b(y)A ()] 0>
— /d“:z; DO (x—2) <0 T (e)d(e)b(y) | 0> . (3.13)

Alternativ kann man G(*'Y) aber auch iiber die irreduzible 3-Punkt-Funktion (1.86) darstellen,
p

@)
©

q
Die Ubersetzung dieser graphischen Gleichung in den Impulsraum lautet
GV (p,q) = Dou(p — OGN (0, 0)G (@) (3.14)

wobei der Kiirze wegen von jetzt ab

Ao(p,q) =TV (p,q)

verwendet werden soll. In dieser Gleichung wurde konventionsgemaf die Viererdeltafunktion,
die die Uber-Alles-Impulserhaltung sicherstellt, weggelassen. Als vollstandige Fouriertransfor-
mierte von Gl.(3.3) erhalt man daher

2m)*6W(p — ) D, (p — q)G(p)A*(p, 9)G(q) A
z’/d4x1d4y1d4 ipr1—iqyi = ““Z/d“x D (x—2) < 0] Tj,(x)d(x)d(ys) | 0>

Mit der Substitution v = x — z kann man einen freien Photon-Propagator abspalten,
= i [t dtydtedtee IR DD () < 0 | Ty (2)d ()0 () |0 >
= DY, (k) /d‘*xld‘*yld‘*xeww—“” <0 Ty i) 0>

Jetzt wird mit £” kontrahiert und auf der linken Seite

k"D, (k) = k”Dgp(k)
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benutzt. Erneute Verwendung von Feynman-Eichung ergibt

(27)'6W(p — @) G(p)k, N (p, 0) G (a)
— Z'/d4x1d4y1d4xeipl’1—iqy1 [lalﬂfe—zkx} <0 | ij(l')@/;(%)a(yﬁ | 0>

Nach partieller Integration kann man die Ward-Identitat Gl.(3.12) anwenden,

= /d4:1;1d4y1d4:1;eip“_iqyl_Hm [a;f <0 ij(:z:);/;(xl)a(yl) |0 > }
= e/d4:1:1d4y1d4:1;eip“_iqy1_ika(:L'l — Y1) {5(4)(:1; — 1) — 5(4)(:1; — yl)}

_ e/d4:1;1d4y1G(:1;1 _ yl){ewm—zqyl—zkxl _ ezm’l—zqyl—zkyl}
SchlieBlich substituiert man im ersten Term z = x1,u = x1 —y;, im zweiten z = yy, u = 1 — Y1,

= — e/d4u d4Z [eipz—ikz—l—iqu—iqz o eipu—l—ipz—ikz—iqz}G(u)

= c2n)/D(p— k- g)|Glg) - G(p)]

sodal man insgesamt die Relation

G(p)(po — 40)N(p, 0)G () = €] Glg) — G(p)] (3.15)

erhilt. Multiplikation mit G~ (p) von links und G~*(p) von rechts fiihrt auf

(po = 4:)N(pq) = €[G™'(p) = G (q)]

und nach Differentiation nach p,

d d
o (pp = )N (p0)] = Aulprd) + (P — 0)) apyA”(pa q)
0
= ea_va '(p)
An der Stelle p, = ¢, bleibt schlielich
.
Au(p.p) = ea—pyG (p) - (3.16)

Dies ist die Ward-Identitat fiir die Vertexkorrektur. In niedrigster Ordnung besteht A, (p, q)
gerade aus einem puren Vertex, was mit der niedrigsten Ordnung von G~!(p) konsistent ist,

Af,o)(p,p) = —ley, =€



3.2.3 Photon-Photon-Streuamplitude
In diesem Fall soll

A

92 < 0] T5,(x) Ay (22) Ab (20) Ay (24) [ 0> = 0 (3.17)

ausgewertet werden. Dazu benutzt man wieder das gleiche Schema wie schon in den beiden
vorangegangenen Fallen. Zunachst stellt man die Photon-Photon-Streuamplitude einmal iiber
den obigen Erwartungswert,

Gﬁoy’f)ywsw(zhzzaz&%) = <0|TA,(21)A, ( 2) Ay, (23) Ay, (24) | 0 >
= [ DY (= ) < 0] T3 () Auy(22) Aus (25)Au (2

dann iiber die irreduzible Photon-4-Punkt-Funktion I'®% dar,

0,4 0,4
0 _ e

(3.19)

Im Impulsraum bedeutet das:

(2%)45(4)((]1 + G2+ g3+ q4)DV1 p1 (ql)DU2p2 (qQ)DVSPS (q3)DV4P4 (q4)r(0,4),p1p2p3p4 (Qh 92,493, Q4)

_ z’DSM(ql)/d“x A2y d zgd e~ m iRl miam ) | T}”(:L')AUQ(ZQ)AUS(Z;),)AU4(Z4) 10>

Multiplikation mit ¢;*, Verwendung von GI.(3.8) sowie Feynman-Eichung und anschlieflende
partielle Integration fiithrt zu

(27)45(4)(% + @2+ a3+ 1)1, DquQ(Q2)Dy3p3(Q3)Dy4p4(Q4)F(0’4)’plp2psp4(Q1, 2,43, q1)
= /d4:1; zodbndtyem TR RSB g ()| T (2)A,, (29) Ay (23) Ay (24) | 0 >

Y

wobei noch GI.(3.17) eingesetzt wurde. Das gleiche Vorgehen ist bei den anderen drei dufleren
Linien méglich. Man erhélt daraus die transversale Struktur der irreduziblen Photon-4-Punkt-
Funktion beziiglich aller auflerer Anschliisse,

qulF(oA),plpzpsm(qhq27q37q4) =0 , (3.20)
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was, dahnlich wie im Fall der Vakuumpolarisation,

F (0,4),p1p2p3 pa

41542+ G35 G4 47 452 45" P20 (g1, Ga, G35 Ga) (3.21)

( )
Q) (15 G2y @3, q4) = — PN (g1, G2, 43, )
515;5;5:((] 927937%) = 51;2525: (q17q27q37Q4)
OO (G, @2y @3, qa) = =PI (1, 420 G35 G4)
Q) (15 G2y @3, q4) = —PU2 (1, G2, 43, )

bedingt. Auch hier kénnen aufgrund der transversalen Struktur duflere Impulse faktorisiert
werden.
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Kapitel 4

Regularisierung

In diesem Kapitel beginnt die eigentliche Diskussion des Problems der Renormierung. Bei der
Berechnung der 1-Loop-Beitrdge zur Vakuumpolarisation (die hier explizit berechnet wird),
Selbstenergie und Vertexkorrektur stellt man fest, dafl die zugehérigen Feynman-Integrale so
nicht existieren. Allerdings zeigt sich, dal die Divergenzen der Integrale auf ganz bestimm-
te Teile der untersuchten irreduziblen Funktionen entfallen. Diese erweisen sich im weiteren
als physikalisch irrelevant, sie gehen nur in Normierungsfaktoren ein. Daher mufl zunachst
ein Verfahren, Regularisierung genannt, entwickelt werden, dafl die Behandlung dieser partiell
divergenten Integrale erlaubt. Man nimmt eine Modifikation des Integrals vor, die die Diver-
genzen unterdriickt, genauer gesagt in neu eingefithrte Parameter umsetzt. In dem Grenzfall
der Parameter, in dem man die urspriingliche Theorie zuriickgewinnt, divergieren die so re-
gularisierten Integrale. Dabei ist auBerdem zu beachten, dafl die Regularisierung die innere
Struktur der Theorie also Kovarianz und Eichinvarianz nicht zerstort. Insbesondere wird dar-
auf hingewiesen, daf} eine Regularisierung stets auch eine neue Massenskala in die Theorie
einfithrt.

Nach dem Aufzeigen des Problems anhand der Vakuumpolarisation erster Ordnung wer-
den in diesem Kapitel die beiden tiblichsten Regularisierungen, das Verfahren von Pauli und
Villars und die dimensionale Regularisierung von t’Hooft und Veltman vorgestellt. Zur Ver-
anschaulichung und zum Vergleich beider Methoden wird mit beiden Regularisierungen das
1-Loop-Integral der Vakuumpolarisation explizit ausgewertet. Schlieflich folgen eine Reihe von
Ergebnissen fiir Vakuumpolarisation, Selbstenergie und Vertexkorrektur erster und zweiter
Ordnung im Rahmen der dimensionalen Regularisierung, auf die im weiteren zuriickgegriffen
werden wird.

4.1 Die irreduzible Vakuumpolarisation in niedrigster
Ordnung von «

In diesem Kapitel soll der einfachste Beitrag zur irreduziblen (0,2)-Punkt-Funktion w,, (k)
ausgewertet werden. Er war schon am Anfang von Kapitel 2.1 angegeben worden,
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p+k

= WOy = = (=ie) fdetr [GO(p + 1)1° GO (p)y"|

p

Es sei zundchst angemerkt, daff die Nédherung
wa (k) = Wk

die wegen o = % = % physikalisch gut begriindet ist, fiir den Photon-Propagator bereits die

Mitnahme einer ganzen Reihe bedeutet,

(4.1)
Einsetzen der freien Greensfunktion G/(p) fiithrt auf
S — _g/d% nﬂ¢+%+mhwﬁ+mwﬂ.
(2m)* {(p + k)2 —m? 4 zc} {pz —m? + lc}
Jetzt muf zuerst die Spur berechnet werden. Allgemein gilt
tr{’y”... 7”2"“} = 0 (4.2)
trh”l... 7”2"} = 4> sign(o) g7 o) - golven—t)olvan) (4.3)

wobei die Summe all die Permutationen der »; umfaft, die echt verschiedene Paarungen
o(v9i—1)0(12;) ergeben. Davon gibt es gerade (2n — 1)!!, denn 4** kann noch mit allen an-
deren 2n — 1 4" kontrahiert werden, von den dann 2n — 2 verbleibenden ~’s kann das néchste
nur noch mit 2n — 3 verschiedenen kontrahiert werden, und so weiter. Die beiden einfachsten
Falle die hier bendtigt werden, lauten:

trhp’y”} = 49" (4.4)
trlyyyey?] = 4 (979" = 9" + 9" (4.5)
Damit berechnet man

tr|(p + F+m)y (6 +m)y]

tr[(p + By + m*yy]
= A+ R = (k) p g+ (P R+ mPg”
= 4{(77%2 —p* —pk)g™ +2p"p" + PPk + p”k”} :

bzw

W2 () 4¢? / dp |(m? = p? = pk)g?” + 2p°p" + p” + p k]
w7 = — e
@m)t [(p+ k)2 —m? +ie] [(p)? — m? +ie]

Bei néherer Betrachtung dieser Relation ergeben sich sofort mehrere Fragen:
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1. Wo steckt die in G1.(2.5) erwartete Tensorstruktur?

2. Was geschieht in dem Integral fiir grofle Loop-Impulse p? Stellt man sich das gleiche
Integral mit einer euklidischen Metrik vor, wird einem sehr schnell klar, daf} es divergiert:
Fiir grofle Loop-Impulse kann man & und m vernachlissigen und erhélt asymptotisch
Integrale der Form

dp 1 SIS I A o,
/Wﬁ = [, | pdps = lim [y [ pdp ~ Jim A

Man bezeichnet dieses Verhalten als quadratische Divergenz. Das Loop-Integral und da-
mit auch alle Greensfunktionen, in denen es vorkommt, sind mathematisch nicht korrekt
definiert. Das liegt an der mathematisch unsauberen Formulierung der Stérungstheo-
rie: Sie baut sich aus Produkten von hochgradig singuldren Distributionen (den freien
Propagatoren) auf.

3. Daran schliefit sich sofort die Frage an, ob es nicht doch eine Mé&glichkeit gibt, die phy-
sikalisch relevante Information aus den Greensfunktionen zu gewinnen. Anders gesagt:
Treten die mathematischen Probleme vielleicht nur in physikalisch irrelevanten Teilen der
Greensfunktionen auf und lassen sich ignorieren oder eliminieren? Wir hatten ja beim
Photon-Propagator in einem ganz anderen Zusammenhang gesehen, dafl durchaus nicht
die gesamte Greensfunktion von realer Bedeutung ist.

Die letzte Frage deutet bereits vage an, wie ein Ausweg aus dem vorliegenden Dilemma aus-
sehen kann. Die Ausformulierung des dazu nétigen Konzepts, der Renormierung der Greens-
funktionen, ist der Gegenstand des gesamten Restes der Vorlesung. An dieser Stelle soll jedoch
schon einmal die zugrunde liegende Idee ganz knapp skizziert werden.

Betrachtet man etwa den voll wechselwirkenden Photon-Propagator, GI1.(2.6-2.8), so ist
davon zunéchst nur der Grenzwert 1 — 0 physikalisch relevant,

—1

L+ w(k?)] + ie

kyk,
Dl)l’(k) = (gl)l’_ 22 )kz[

Auch die Anteile proportional k,k, sind nicht von Bedeutung (siehe Kapitel 2.1),

—1

[1 4 w(k?)] + i€

D) = g

Ein reales Photon, das ja durch diesen Propagator beschrieben werden soll, ist masselos. Der
Propagator miifite daher auf der Massenschale k° =| k |, d.h. k* = 0, auf der sich ein reales
Photon bewegt, einen Pol erster Ordnung mit Residuum —: besitzen. Die Pole der Greens-
funktion geben gerade das Spektrum der moglichen Zusténde wieder. Die obige Greensfunk-
tion besitzt zwar einen Pol bei k* = 0, aber mit dem Residuum —i/[1 4+ w(k* = 0)]. Daher
miifite w(k? = 0) = 0 gelten. Das ist aber nicht der Fall, wie noch gezeigt werden wird. Dabei
ist es unerheblich, ob w(k? = 0) einen endlichen, von Null verschiedenen Wert annimmt oder
wie hier divergiert. In jedem Fall mufl eine Umdefinition, Renormierung genannt, der Vaku-
umpolarisation vorgenommen werden, weil das bisher berechnete w(k?) nicht das physikalisch
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richtige ist. Im Fall der Vakuumpolarisation erhélt man die Funktion, die allen physikalischen
Anforderungen gerecht wird, in niedrigster Ordnung durch Subtraktion von w®(k? = 0),

W (k) = PR = WOEY) — IR =0) . (4.6)

phys
Der entscheidende Punkt ist nun, dafl dabei auch alle divergenten Anteile, die wir oben fest-
gestellt hatten, herausfallen ! Das wird spiter bewiesen werden. Als renormierter Photon-
Propagator ergibt sich dann (allgemein)
—1

D v k) = v ;
oK) = 9 e T e

(4.7)

Er hat alle gewiinschten Eigenschaften. Eine formale Begriindung und eine ausfiihrliche Be-
schreibung des Renormierungsschemas folgt in den spéteren Kapiteln.

Da man also die Hoffnung hat, die oben aufgedeckten Divergenzen durch physikalische
Argumente wieder eliminieren zu kénnen, braucht man zunéchst eine Technik, um mit den
divergenten Integralen bis zur Renormierung der Funktionen, in denen sie auftreten, umgehen
zu kénnen. Sie mufl die auftretenden Divergenzen in irgendeiner Weise endlich halten und damit
handhabbar machen. Ein solches Verfahren nennt man Regularisierung. Thre Funktionsweise
und Eigenschaften sind die folgenden:

1. Man fithrt einen oder mehrere Parameter in die Theorie ein, die auf irgendeine Weise die
divergenten Integrale in wohldefinierter Weise endlich halten.

2. Fiir einen Grenzfall des oder der Parameter mufl sich die urspriingliche Theorie ergeben.

3. Die Parametrisierung der Integrale darf konvergente Integrale in diesem Grenzfall nicht
verdndern.

4. Die Einfithrung der Parameter muf} die innere Struktur der Theorie (etwa Eichinvarianz,
d.h. Ward-Takahashi-Identitdten) unverandert lassen.

5. Die Regularisierung muf} die Kovarianz der Theorie erhalten.

6. Nach Ausfiithren eines regularisierten Loop-Integrals héngt das Ergebnis von den zusitz-
lich eingefithrten Parametern ab: In dem Grenzfall, der die urspriingliche Theorie ergibt,
divergiert es.

7. Mit den regularisierten Integralen kann wie mit konvergenten Integralen gearbeitet wer-
den.

8. Nach der Renormierung aller Greensfunktionen kann der Grenzwert, der auf die urspriing-
liche Theorie fiithrt, genommen werden, ohne dafl noch Divergenzen auftreten (Beweis
folgt spater). Das Endergebnis sind die gewiinschten, alle physikalischen Forderungen
erfilllenden Greensfunktionen und Erwartungswerte.

Vor der Diskussion des Renormierungsschemas mufl daher der technische Punkt Regularisie-
rung behandelt werden.

In der Literatur findet man im wesentlichen zwei gingige Regularisierungen: Das &ltere
Verfahren von Pauli und Villars und die modernere dimensionale Regularisierung von t’Hooft
und Veltman. Sie sollen in den beiden folgenden Kapiteln vorgestellt werden.
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4.2 Das Verfahren von Pauli und Villars

Die Grundidee des Verfahrens von Pauli und Villars ist ganz einfach: Man fiithrt eine Anzahl
(N) von weiteren Fermionen mit den Massen m; >> m zusatzlich zum Elektron in die Theorie
ein. Diese sollen mit der Stirke /C,e an das Photon-Feld angekoppelt sein. Man verwendet
dabei die minimale Kopplung, um die Eichinvarianz der Theorie zu erhalten. Es sei aber an
dieser Stelle angemerkt, dafl die Vorstellung einer Theorie mit weiteren Fermionen nicht zu
ernst genommen werden sollte.

Die Wirkung dieses Schemas soll jetzt an dem einfachen Vakuumpolarisations-Loop aus-
fiihrlich vorgefiithrt werden.

Zuniachst tragen zur Vakuumpolarisation in niedrigster Ordnung von « jetzt Loops von
allen N 4+ 1 Fermionen in der Theorie bei. Dabei kénnen Loops, in denen gleichzeitig ver-
schiedene der Fermionen umlaufen, nicht auftreten, weil sich die Fermionen nicht ineinander
umwandeln kénnen sollen. Mit der Notation Cy = 1,mg = m fiir den Elektronen-Loop erhélt
man fiir w(})(k),

Ly e gy [ mr (4 m)y]
(k) Z Cs{ /(27r)4 {(p + k)2 —m? 4 ie} {pz —m?+ ie} }

s=0

_462/ dp X [(m2—p? = ph)g™ + 2 p" 4 PR+ p k]

Y C

(P2 e [(p + k)2 —m?+ ie} {pz —m?+ ic}

(4.8)

Vor der expliziten Auswertung dieses Integrals sei der Effekt der zusétzlichen Fermionen an
einem einfachen Beispiel demonstriert: Angenommen, man wiirde nur ein einziges Hilfsfermion
mit der Masse M einfithren, so ergiabe eine Ankopplung mit der Starke Cy = —1 bereits eine
Reduktion der Divergenz des Loop-Integrals. Der Integrand lautet fiir diesen einfachen Fall

[(m? — p? — pk)g™ +2p°p" + p'k” 4 p'k?| (M2 = p? = ph)g™ +207p" + pPRY + p k)|
{(p—l—k)Z—m?—l—ierz—mz—l—ie} N {(p—l—k)Z—Mz—l—iGsz—Mz—l—ic}

Das Verhalten fiir grofe Loop-Impulse p erhilt man durch Entwicklung nach 1/p?,

1 1 pk m? — k? (pk)?
(p+ k) —m> ﬁ(l_gp_?Jr IR +ou/r)
1 1 ko 2m? — k? k)?
. — = —4(1—2]9—2+ m ok e +O<1/p3>)
[(p + k)2 —m?+ ze} {pz —m?+ ze} p p p p

Fiir den Integranden folgt so

1 m? — M?
R G il LV G ey U Ry O P (272 + OWPS))

P P
pv(. 2 oy 1 pk 2
+ g (m _M)}? 1—2p—2‘|‘0(1/p)
2 M2 L
= o o K—l—4];—2)9””+2p”p”+p”k”+p”k”] +0(1/p%)
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Statt des urspriinglichen Abfalls mit 1/p? erhilt man jetzt eine Proportionalitit zu 1/p*. Durch
das Hinzufiigen weiterer Hilfsfermionen mit geeignet gewéhlten Kopplungsstarken C 148t sich
so ein beliebig schnelles Abfallen des Integranden erzeugen.

Andererseits 148t sich die urspriingliche Theorie leicht wiedergewinnen, indem man die
Hilfsmassen m? gegen Unendlich gehen 1a8t. Dann verschwinden alle Propagatoren der Hilfs-
fermionen und damit z.B. auch der zweite Summand in dem obigen einfachen Beispiel.

Nun soll GI1.(4.8) explizit ausgewertet werden. Dazu sind eine Reihe von technischen Tricks
notig. Als ersten verwendet man die sogenannte Feynman-Darstellung fiir den Nenner des
Integranden, '

p* —m? 4 e
Dabei sichert ie die Konvergenz des Integrals fiir grofie . Diese Darstellung soll zunéchst

= —i/o do ¢t (P’ =m*+ic) ) (4.9)

durch Residuenintegration bewiesen werden. Der Integrand hat nirgendwo in der komplexen a-
Ebene einen Pol, weswegen fiir p* > m? das Residuenintegral iiber die in der Figur angegebene
geschlossene Kurve,

[m(a)l
A R@(Oé) ?

verschwindet. Daher ergibt sich in diesem Fall:
0 = —; /oo daeia(p2—m2—|—ie) 4 lim \ /2 de €i¢€/\(icos¢—sin¢)(p2—m2—|—ie) _I_/O dov e—oz(p2—m2—|—ie)
0 A—+00 0 00
- /oo do eioz(p2_m2-|—ie) . /oo do e_a(p2_m2_|_ie)
0 0

= —Z /OO da eia(p2_m2+i5) — ;
0 p? —m? + e
Dabei verschwindet der Bogenanteil des Kurvenintegrals im Grenzwert A — oo. Fiir p* < m?
schlieft man das Residuenintegral entsprechend unten herum und erhélt das gleiche Resultat.
Unter Verwendung der Feynman-Darstellung ergibt sich fiir die Vakuumpolarisation,

d o0 o0 N
WO () = et [ 1 | da [Td8Y Cm? — gt = ph)g” 4 200 4 R R
(27T) 0 0 5=0
.lolp? —mitic] JiB[(p+k)?—mI+ic]
Als néchstes stellt man den urspriinglichen Zahler iber Hilfsvierervektoren z; und z, dar,

_ . 121p
Py —i—€"1P|, o
zy

.0
py‘l‘ku = 1 62Z2.<p+k)|22:0 )
0z

woraus

oo o0 dp X a9 0 o 0 a 0
(1) — 2 _—r 2, - 2 - - - _Z Z
wy, (k) de /0 doz/o dﬁ/(gﬁy SZ:%CS {(ms + 0z, 0Oz 19w 0z 0zy 0z 825}

.eycp{ioz[p2 —mZ i +iBl(p+ k) —m>diedinp+iz(p+ k)]

Z1=22 =0
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folgt. Jetzt kann man die p-Integration mittels quadratischer Ergénzung,
5 L 20k 4 2+ 2
¢ =p + ;
2(a+5)

und Verwendung des Fresnel Integrals

dq . q2 ei%
5 C = 4.10
97 € NZE (4.10)
bzw p .
/_qeuaw)(qa—f) e A
(2m)t 1672(a + ()2
16sen,
d
/(2:3) exp[ (o + B)p® + (208K + 2V + 2¥)p, —i(a + B)m? + iBk* + iz, - k}
d4q (2ﬁk + Z1 + 22) i 9 ) 9 ]
= /(27r) e:l?p{(oz‘l'ﬁ) ( -I-ﬁ) z(oz—l—ﬁ)ms—|-@5k _|_@22.k}
22 Bzt NI . .
— _Ze:sz{ (i-l-ﬁ) ((oz-l-;) ) - Z(4(:+5)) — (a4 B)m2 +i0k* 4 iz - k}
1672 (a + [3)?
Damit folgt
(1) B — d d C ( KA _) 0 B K2
u)pu( ) o « ﬁ; s|Lmg + ER ) 822 Gov aZf 825 azi’ 825
k2 - Bk-(z1+22 (z1422)2 . . .
‘el‘p{ (§+ﬁ) ? (Ev+ﬁ) ) _ @(4(a+ﬁ)) —i(a+ B)ym? 4 iBk? + iz, - k} .
(a + ﬁ)Q z1=29=

—ie? o dadf X l aff 5 l 2a3 ]
— C, k* — v = g koku
472 /0 (a4 3)? Z ( (a+ 3)? (Oé-l-ﬁ))gp (o + )2

. e:z;p[( Ofﬁ) Z—i(oz—l-ﬁ)mﬂ

Als néchstes soll die erwartete Tensorstruktur herausgearbeitet werden. Dazu zerlegt man den

Integranden in zwei Teile,

9 2cv 9 o 9 ?
= (Fon =t ) (G 3) +ow - G35 - )

Der Beitrag des zweiten Summanden mufl verschwinden. Das sieht man folgendermaflen ein:

Bezeichnet man seinen Beitrag als Aw,,(k), so ist er gerade durch

dodl & [ aB o, ]
Cs|(a m? — k*—1
(o + )3 Z +0) (a+8)
-e:z;p{i ap
(a+ )

Aw/()i)(k) = _—mgw /OO
T 0

k- o+ ﬁ)mﬂ
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gegeben. Jetzt erkennt man, daf sich der Ausdruck in der Klammer als Ableitung der Expo-
nentialfunktion schreiben 1afit,

. d1 a
zpa——e:sz{z,o(( fﬂ)k (o + B)m )} | p=1

—1

= —€eIP|? Oéﬁ 8}
= - p[%w —(a+B)m2)] |o=i

—(a+B)m2)| lo=1

2 afs 2 . afs
_[_(oz—l-ﬁ)m + (Oé-l-ﬁ)k ]e:z:p{zp((a_l_ﬁ)

= [(oz + B)ym? — (ozofﬂ)kz — @] exp[i((aofﬁ)kz —(a+ 5)m§)} ,
d.h.
Blil) = &g [T S S i enplinl 2k — (a4 )] |

Dabei wird die Konvergenz der a- und 3-Integrale durch geeignete Wahl der s sichergestellt.
Man kann diese so wéhlen, daf fiir o, 5 — 0 ein konvergenter Integrand entsteht. Die einfachste,
unmittelbar einleuchtende Bedingung, die die C erfiillen miissen, ist

N
S0, = 0
5=0

Auf eine weitere Diskussion dieses Punktes soll an dieser Stelle verzichtet werden. Spéater wird
sich zeigen, dafl diese eine Forderung bereits ausreicht. Auflerdem konvergieren die a- und
B-Integrale auch fiir a, 3 — oo, weil jedes m? eigentlich m? — ie bedeutet,

e:z;p[ —i(a+ ﬁ)ms} = e:z;p[ —i(a+B)m? — (a+ ﬁ)é}

Generell ist die Konvergenz der regularisierten Integrale die Legitimation fiir alle méglichen
Vertauschungen von Integrationsreihenfolgen und der Vertauschung der Differentiation nach p
mit den Integrationen iiber o und 3,

0 [~ dadi X of
AoD(E) = 2 Y —/ — > +
wa'(k) = — g, o5l a1y p;oﬁ ewp[w((wrﬁ) — (a4 Bm2)] |=1
Jetzt substituiert man « = pa und y = pF, was wegen p # 0 erlaubt ist,
o [ drdy & Loxy
Aw(R) = & y—/ 5S¢, K — (2 +
wpu( ) - 9y ’06,0 o ($+y)3 =~ exp{l((:z;—l—y) (l' y) )} |p 1
= 0

Das Integral hangt nach der Substitution nicht mehr von p ab, sodaf} seine Ableitung nach p
verschwindet. Daher tritt kein nichttransversale Anteil in w,, (k) auf.
Der Rest lautet wie erwartet

—i o o N
wﬁ)(k) = i (kQQW — kpkl,)/o (Oil dp 520 e:z;p[ ( fﬁ)kz _ i(oz—l—ﬁ)mﬂ

= —i(kg, — ok, ) (k?)
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Zur Berechnung dieses Integrals benutzt man einen weiteren Trick. Man fithrt in den Integran-
den die 1 in der Form

| o —a-5)

ein, was wegen o + 3 > 0 legitim ist:

w(k?) = 27&/000 (jidg aﬁ/ dp 6(p—a—0 ZCexp{( fﬁ)kQ—i(Oz—l—ﬁ)mﬂ

Mit den Substitutionen = = % und y = % wird daraus
20 (> dxd x
(2 — _azxay / d C. [ Y j2_ 2 ]
W (K7) = h G ,0 EI ewpw(( ) (x +y)m?)

2a0 < dp .
= — [ dad 0l —x — / — g ' kE* —m?
- /0 zdy xy o T —y) o p = e:z;p{z,o(xy ms)}

Dabei kénnen die oberen Schranken der z, y-Integrale auf 1 gesetzt werden, weil die o-Funktion
keine z, y-Werte grofler als 1 erlaubt.

Es sei angemerkt, dafl das p-Integral ohne Regularisierung am Ursprung divergieren wiirde.
Nur die geeignete Wahl der (s verhindert eine Divergenz. Allerdings wire diese von logarith-
mischer Natur im Gegensatz zu der des Ausgangspunktes. Der 'Divergenzgrad’ hat sich also
um zwei Potenzen erniedrigt. Das ist ein Verdienst der Faktorisierung von

(K gon — Kok

Die Erniedrigung des Divergenzgrades folgt automatisch aus einer Dimensionsbetrachtung. Da
man mit dem Transversalitdtsfaktor zwei Potenzen der Fnergie aus dem Integranden heraus-
zieht, muf} sich dessen Dimension um zwei erniedrigen. Fiir hohe Loop-Impulse p spielen der
auflere Impuls k£ und die Masse m keine Rolle mehr, man kann sie auf Null setzen. Dann muf}
aber der Loop-Impuls mit einer um zwei erniedrigten Potenz im Integranden stehen, weswe-
gen die Konvergenz des Integrals um zwei Potenzen verbessert wird. Die Eichinvarianz der
Theorie, die zum Abspalten des Transversalitdtsfaktors fithrt, hat daher eine Reduktion des
Divergenzgrades zur Folge. Diese wichtige Eigenschaft wird uns auch an anderer Stelle wieder
begegnen.
In unserem Fall wahlt man zur Konvergenz des p-Integrals am Ursprung natiirlich

N
Y Ci=0
5=0

Grofle p sind wegen der ie-Vorschrift unkritisch. Das p-Integral kann man nun auswerten.
Zuniachst verlegt man die kritische untere Grenze in einen Grenzwert,

/ ; SZ;)C e:z;p{zp(:z;yk —m?)| = 7171_1%/ ; SZ;)C e:z;p{zp(:z;yk —m )}

Die weitere Rechnung wird nur fiir k% < 4m? vorgefiihrt. Dieser Energiewert entspricht genau
dem Schwellwert fiir reale Elektron-Positron-Paarerzeugung. Technisch hat das zur Folge, daf3
wegen

1 1y2 1
r4+y=1 = xy:x(l—x)zz—(x——) gz
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auch
zyk? < m? < m?

gilt. Dann aber kann man eine Residuenintegration durchfithren. Weil in der unteren ima-
gindren Halbebene fiir den Realteil des Exponenten des p-Integrals

—Im(p) (:L'yk2 - m?) <0

gilt, kann man den Integrationsweg wie in der folgenden Figur schlieflen,

Im(a)
JV Re(o) ,

wobei der Bogenbeitrag wieder verschwindet:
oo N
7171_1% ’ 7'0 SZ:;) Csexp[ip(xykz —m?+ ze)}

iy N
= — 1im/ 7 dlip) > Cse:zﬁp{ — plzyk®* —m? + Zé)}
=0

n=0/-c0 (ip)

— 1 > dp S 2 2
= 1m/ > Cgeap {p(:z;yk — ms)}
i =

n—0 p s=0
N o d
= limZCS/ it e ”?
N o]
= 1im S O lnlp) €| / dp In(p) e
NE%SZ:;J {n(p) € |77(mS xyk)—l_ n(m2—zyk?) P n(p) € }
- ( k?) ( k?)
- I _ —n(mi—zyk®) _ _ 2y —n(m3—ayk?
= 7171_1()%;)05{ In(n) e In(m; —xyk®) e (4.11)

Jetzt kann der Limes n — 0 genommen werden. Im ersten Summanden kann die Exponential-
funktion entwickelt werden,

e~ Mmi=ek ) — ) p(m? — eyk?) 4

Ihr erster Term tragt wegen

nichts bei. Damit ist die kritische logarithmische Divergenz mit Hilfe der Regularisierung eli-
miniert worden. Die hoheren Glieder der Exponentialfunktion tragen wegen

limn™ln(n) = 0

n—0
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nicht bei. In den anderen beiden Summanden von Gl.(4.11) ist der Limes unkritisch. Man

erhalt so
N
= = =Y Cin(m? — zyk?)
s=0
N k2
= — Z C, [ln(l _ xgﬂ ) 4 ln(mg)]
s=0 s

2

) +in(m)]
)

Man definiert nun eine Art Gesamtmasse A der zusétzlich eingefithrten Fermionen,

A2
n (mz)

S YO [T (R Y
5=0

m2

_ _gj()szn@ “'W) ZCln(
5=0

N m?
_ ;cszn<m2) , (4.12)

bzw

[V )

A = m e:z;p[ ZCln } = m’ exp[Zln(mQ)_cs} = m? 1Y, (Zz)_cs . (4.13)

Damit erhdlt man insgesamt

S0 = <2 [ sty 1 =0 =) 31 - 25 ()]
_ /dxxl—x[ZCln( (Tf)kz) ln(:;)]

Das verbleibende Integral kann mit Hilfe der Formel 2.731.3 aus der Integraltafel von Grad-
stein/Ryshik berechnet werden,

N

A? 1 2m? 4m? 1 4m? 1
(1)/1.2y — a . - s s 2 s 2
W (k) = 3W{ln<m2) g 05[3 + 2(1 + 12 )(( 12 ) arccot(—]€2 1) 1)]} )

s=0

Eine analoge Rechnung kann man fiir k* > 4m? durchfiihren. Nun soll untersucht werden, was
im physikalisch relevanten Limes

m? — oo , s=1,..N ,
in dem die Beitrige der Hilfsfermionen eliminiert werden, mit w (k?) geschieht:

1. Fir m? — oo divergiert gemifl der Definition Gl.(4.11,4.12) der erste Summand in
(k)
w b

A2
m
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je nachdem, wie die Vorzeichen der (s aussehen. Da diese im wesentlichen negativ sein
werden (siehe das oben diskutierte Beispiel einer einzigen Hilfsmasse, das bei unserem
einfachen Loop ausreichen wiirde), soll im weiteren angenommen werden, dafl eine Di-
vergenz gegen +oo vorliegt. Sie ist erwartungsgemaf logarithmischer Natur. In ihr steckt
die urspriingliche Divergenz des Loop-Integrals.

2. Der zweite Summand muf} ebenfalls fiir m? — oo untersucht werden. Mit

2
o2 =AM
= =

ergibt sich im Limes  — oo:

_ 1+2<1+ 2) (1 L 1+ =+ +.)—1
3 2 2202 8zt 622 40x*
1 22 1 2
= 421 4+=)(-——-—"—
3+ ( +2)< 3x2 152t )
4 4
= —@4‘0(1/1‘)

Im Grenzwert m? — oo verschwinden daher in der Summe iiber s alle Terme aufler dem
Elektronen-Beitrag s = 0. Dieser Grenzwert kann in diesem Teil der Vakuumpolarisation
bereits jetzt, d.h. vor der Renormierung, ausgefithrt werden. Generell wird im weiteren
die Regularisierung stets sofort entfernt, wenn die entsprechenden Terme verschwinden.

Damit erhdlt man als regularisierte Vakuumpolarisation in niedrigster Ordnung

A k) = =i (R — ok, )l () (4.14)
N o A? 1 2m? 4m? 1 4m? 1
W£6£)](k ) = _3_7'['{ —ln<ﬁ) +§+2<1+?) [(?—1) arccot(?—l) —1:| .
Sie weist die erwartete logarithmische Divergenz auf,
A2
D) — o (—) 4.15
AU o () ¢ (115

und verschwindet bei £* = 0 nicht: Das sieht man unmittelbar ein, wenn man beachtet, daf
k? = 0 in dem endlichen Teil der Vakuumpolarisation dquivalent zu m? — oo ist,

W (k2 =0) = ﬁzn(A—Q) . (1.16)

reg 37 m?2
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Der nach den Uberlegungen des letzten Abschnitts storende Ausdruck w(k? = 0) ist also
gerade mit der Divergenz des Loop-Integrals identisch | Was hier an einem einfachen Bei-
spiel explizit herausgekommen ist, la8t sich auch ganz generell nachweisen. Dies wird in den
folgenden Kapiteln geschehen.

Es sei betont, dafl das Regularisierungsverfahren von Pauli und Villars die Transversalitat
der Vakuumpolarisation erhélt. Es ist obendrein per Konstruktion manifest kovariant.

Das Verfahren soll jetzt noch auf einen beliebigen Fermionen-Loop erweitert werden. Fiir
einen Loop aus beliebig vielen Elektron-Propagatoren, der iiber 2n Vertices an irgendwelche
Photon-Propagatoren mit den Impulsen ky bis ks, angekoppelt ist, ergibt sich als Loop-Integral
(bis auf Faktoren)

¢+ms Ptk +m, pPHE A+, ms
E C/ 7#1 7#2”‘ H2n
—m2" (p+k1)? — m? (p+ k14 ..+ kon)? — m?

Nach Bilden der Spur und Ausmultiplikation des Nenners enstehen sowohl im Zahler als auch

im Nenner Polynome in m?,

Zc/d4p Po(p*, pki, kik;) + m2Po_1 (p*, pki, kik;) 4+ ... + m?" Py
) Q2n(p?, pi, kik) + m2Qan_1(p?, phi, kikj) + ... + minQo

Dabei sind die P, und @, Polynome in p vom Grad 2k (bzw in p? vom Grad k). Insbesondere
ist gesichert, daB ()2, als dominanten Term (p?)*" enthilt. Fiir grofle Loop-Impulse, die man
zur Abschitzung der Konvergenz des Integrals betrachtet, dominiert p iiber alle m; und k;.

Man entwickelt daher zur Untersuchung der Konvergenz den Integranden in eine Potenzreihe

in m?,
ki, kik; P, PoQan-
ZC/ { pp ) )‘|‘m§( 1 QQZ 1)—|—...}
Q2n pkm klk]) Q2n Q2n
Die Koeffizienten der m2-Entwicklung fallen immer stérker mit 1/p* ab:
P.(p*, pki, kik; 1
(pzvp ’ ]) p_)_og .
Q20 (p?, phi, kik;) p*)
Pn_l(pzvpkivkikj) 1

~~

—
an(pz,pki, kzk]) p=roo (pZ)n-I—l
Pn(pzvpkivkikj)QZn—l(pz,pki,kik]‘) N 1
Q%n(pz pki,kik]‘) p—rco (pz)n+1

2k aus Dimensionsgriinden fiir grofe p proportional zu

Allgemein ist der Koeffizient von m?
1/(p*)"**. Der fiir die Konvergenz ungunstigste Fall ist daher n = 1, d.h. die Vakuumpola-
risation. Zu ihrer Konvergenz wird (ohne Beriicksichtigung der Transversalitiat) mindestens
k = 2 benétigt. Die Regularisierung muf also die beiden ersten Terme der Entwicklung des

Integranden nach m? eliminieren. Dazu stellt man die Forderungen

N
YO, =0 (4.17)
s=0
N
Y Cem?2 = 0 . (4.18)
s=0
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Zu ihrer Erfiillung geniigen zwei Hilfsmassen. Eine mogliche Realisierung wire

mg = m? Co = 1
2 2
m2 = m?+2A? ¢ = 27 (4.19)
my —1m;y
m? —m?
m; = m?+ A? Uy = 54— = — 2
my —my

Damit ist jedes beliebige Fermionen-Loop-Integral konvergent. Die Regularisierung kann mit
A? — co wieder entfernt werden.

Zusétzlich wird zur Regularisierung beliebiger Loop-Integrale noch eine Modifikation des
Photon-Propagators gebraucht, zum Beispiel fiir die Selbstenergie. In Analogie zur Behandlung
von Fermionen-Loops ersetzt man den Photon-Propagator (in Feynman-Eichung) durch

R S — . 4.20

pu,reg( ) kg _ qu + ic kg _ M% + ic ( )

Solange 1 endlich bleibt, fallt dieser Ausdruck fiir grofie k* wie 1/(k*)* ab und erzwingt
0 auftritt. Mit u? — oo wird die

dadurch die Konvergenz von Loop-Integralen, in denen D/

Regularisierung eliminiert.

Wie mufl nun die regularisierte Lagrangedichte des wechselwirkenden Systems aussehen,
damit aus ihr Feynman-Regeln folgen, die jeweils Fermionen-Loops aller Massen mit den
gewiinschten Kopplungsstédrken und den obigen Photon-Propagator ergeben?

Die Summe iiber Loops aller Hilfsfermionen erhélt man aus der Lagrangedichte

Lo+ Line = ias (ip—m. —ef)ips (4.21)

Dabei verwendet man die folgenden Regeln, um die benétigten Beitrdge von zwei Hilfsmassen
mit verschiedenen Vorfaktoren zu erzeugen: Zunéchst gilt fiir die Massen

mg = m?
m; = m’+2A° (4.22)
mi; = mi = m?+A?

Diese Fermionen sollen sich an Vertices selbstverstdndlich nicht ineinander umwandeln kénnen.
Anstelle der zwei minimal notigen Hilfsmassen in GI1.(4.19) fithrt man hier drei ein, um iiber
die beiden identischen Massen my und mgs die zugehorigen Loop-Integrale gerade zweimal zu
erhalten, wie dies von Cy, G1.(4.19), gefordert wird. Wahrend m; genauso an das Photon-Feld
ankoppelt wie das Elektron, miissen Loops von my und ms3 mit einem relativen Minuszeichen
eingehen. Das erreicht man dadurch, dafl man fiir die zugehérigen Feldoperatoren Bosonen-
Statistik verlangt,



Das hat zur Folge, dafl das Fermionen-Loop Minuszeichen, das ja von den Fermionen-Antikom-
mutationsrelationen herrithrte, fiir my und ms entfallt. Diese Regeln zusammen ergeben gerade
den Vorfaktor -2 fiir einen Loop der Masse m? + A%, wie oben gefordert wurde.

Der freie Photon-Propagator aus GI.(4.20) ergibt sich aus der Lagrangedichte

L= @ e A a0, 4) (00,07 1% + ) (0,40
vy = (000 + 17 + 17) + 5 p 2(0 J(ADL 0" + p* + 117)(9, A”)

pi—p?| A
(4.23)

Zum Beweis benutzt man zuerst, dafl jede Lagrangedichte nur bis auf partielle Integration
festgelegt ist, weil letztlich nur die Wirkung

S = /d4:1; L(x)

von Bedeutung ist. In unserem Fall erhlt man so
L, = WAP[ (020 + 12 4 1u2)030° AP — (9,0% + p® + p2)0 0" A, + p2pl AP
AL 4 i+ u%)apamu]
= A 00050 4 i)

(=180 + (A= 1)(* + /ﬁ))apa”] A,

= s As| 970207 + 12)(950° + i)
F((1 = A20.0% = (1= N (00" + 1 + ,ﬁ))apa”] A,

_ %AP[ GO0 + 1) — (1 — A)@”@“] [gw(aaaa + 2= (1= A)aaay] A

2(u3—n2
Die zugehorige Feldgleichung ergibt sich aus

)

Allgemein gilt fiir
LIA] = AKPA,
_ 4, [KW + RO 4 K20°0° + K220°0°07 + KY000° 0 0| A,

afy )

gerade
) .
ﬁ/d‘lx L[A(z)] = KA, + K""A, — KMP0%A, + [x’zg”aaaﬁAy
P
— K 000 A, + K 50070 A,

O

- { (KO 4+ KO0] 4 [Kbe — K200 + [K207 + K257 0°0°

aBy aBy

RO K or ot + K + Koo' | A,
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Falls die ungeraden Beitrége in K*” verschwinden,

Slwp F3.vp
K" = Ky, =0

folgt
[1&’0” 1 JQ’VP}AU =0

Ist K7 sogar symmetrisch (wie in unserem Fall) bleibt schliellich
2K A, = 0
Die Feldgleichung fiir die zugehorige Greensfunktion lautet dann
2K (07)Dua(eyy) = i gl 8@ —y)
bzw im Impulsraum (fiir ein homogenes System, d.h. falls K nicht von z abhéangt)
2K (ik*)D, (k) = 1 g5

Unter Beriicksichtigung geeigneter Randbedingungen erhélt man daraus

Doa(k) = %K;;(@'ka) . (4.24)
In unserem Fall gilt
1
K7 (k%) = ————Q"\(k,1)Q%(k, 4.25
(1k7) 207 = ) (ks 1) QX (ks 1) (4.25)
Q) = [¢"(—K +p?) + (1= NEE] (4.26)

Fiir den zu Q** inversen Tensor berechnet man iiber

Q (ki) = agy +0kik,
Q" (k)@ (k) = gb
den Ausdruck
I I—A kk,

W kv = - + 3
Qolbm) = e m T T e )

SchlieBlich kann man noch
K Gik) = 2 () = p?) Qi (ks ) Q71 (K, jua)
und
Qp”(kvﬂl) - Qp”(kvﬂ) = (/“L% - /“Lz)g/)l/
benutzt werden, was auf
K Mik) = 2 Q) (k) [@ (k. pia) — Qually 1) Q71 1)
= 2 [Qul (k) — Qpt (k. )]
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fithrt. Daraus ergibt sich iiber Gl.(4.24) der gewiinschte Propagator

Y 1A kk, ]
D, (k) = —z[ + § (4.27)
: R N T S
1 9w I—A kk,
—I—Z[kz — 5 T 3 ; e
N e )
Daher folgen aus der Lagrangedichte
1 1
,Creg = M% _ /~L2 [ _Zva(aaaa + /~L2 + /“L%)pr
G A
HLA A = S0,0)00.0 + 5+ 0,47 (4.28)

-I-Z_:Es(i@— ms — eA);/;S

genau solche Feynman-Regeln, die auf die benétigten regularisierten Loop-Integrale fithren.
Da L,., obendrein eichinvariant ist (bis auf den Photon-Massen- und den Eichterm - analog
zur nicht regularisierten Lagrangedichte), ist auch die gesamte aus ihm folgende Theorie ei-
chinvariant. Die Ward-Takahashi-Identitdten bleiben daher in allen Ordnungen auch unter der
Regularisierung erhalten.

Auf eine weitere Darstellung des Verfahrens von Pauli-Villars (etwa die Berechnung der
Selbstenergie in niedrigster Ordnung) soll hier verzichtet werden.

4.3 Dimensionale Regularisierung

Betrachtet man etwa das Integral

/ dPk 1
(27)" [E* + m?]~
mit dem euklidischen, D-komponentigen Vektor k, so 1aft sich sehr leicht der Zusammenhang

zwischen der vorliegenden Raumdimension D und der Konvergenz des Integrals klar machen,

j.D—1 konvergent fiir D < 2«

/ d’k ! / 0 / ke
e = ) ) A = ’
(2m)P [E° + m?] 0 (k2 4 m?] divergent fiir D > 2«

wobei d2p die Winkelintegration in D) Dimensionen bedeutet. Je grofer die Raumdimension
ist, desto gréoBer mufl auch die konvergenzerzeugende Potenz « sein, damit das Integral fiir
grofle k konvergiert.

Das legt es nahe, Loop-Integrale, die in vier Dimensionen divergieren, in einer niedrigeren
Dimension zu betrachten, in der sie konvergieren. Genauer gesagt, berechnet man solche Inte-
grale fiir alle Dimensionen, in denen sie konvergieren, und fait das Frgebnis als Funktion der
Dimension auf. Diese Funktion kann man dann fiir ) — 4 untersuchen. War das Integral ur-
spriinglich divergent in vier Dimensionen, dann sollte die Funktion bei D = 4 eine Singularitat
aufweisen. Die Details dieses Programms sollen im weiteren der Reihe nach durchgegangen
werden. Im ersten Schritt sollen typische Loop-Integrale in beliebiger Dimension D ausgefiihrt
werden.
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4.3.1 Berechnung von Loop-Integralen in beliebiger Dimension

Als Basisintegral fiir alle weiteren Uberlegungen berechnet man

dPk 1
= I(D,a,m?
/(%)D[kz—mu@z]a (Dya,m?)

wobei jetzt zunichst die Minkowski-Metrik k2 = (k°)? — k* vorliegt. Im weiteren wird stets
die Grundannahme benutzt, daf dieses Integral nur fiir solche D berechnet wird, bei denen es
konvergiert. Daher sind alle Manipulationen, wie Vertauschungen von Integrationsreihenfolgen
usw, erlaubt.

Als erstes geht man nun zur euklidischen Metrik tiber.

A) Ubergang zu euklidischer Metrik: Wick-Rotation

In der unten folgenden Figur ist die Polstruktur des Integranden und der Integrationsweg
aufgezeichnet. Da aufler auf der reellen Achse keine Pole mehr auftreten, kann man die Inte-
grationskontour wie in der Figur gezeigt schlieflen.

Im (k)]

— e e - e — = — — = = =

——
——

+m Re(k°)

_— Y e e e - e — = = = — = = ]

Die Bogenbeitrige verschwinden wieder und man erhalt,

/ dk® pdP 'k 1 B _/ oo d( zko dP1k 1
(2m)P-1 — E? — m? 4 ie]” (2m)P=1 [ (k0)2 — E* — m2)~

66



. . [ dPk 1
= Y [ Er

Damit kann man sich im weiteren auf die euklidische Metrik beschranken.

B) Kugelkoordinaten in beliebiger Dimension

Zur Berechnung des Integrals (4.29) verwendet man Kugelkoordinaten,

47k | w D1
_ [0 / At
/(ZW)D (K92 + &2 + m?]” / D)y N mae

Dazu mufl zundchst der Raumwinkel in ) Dimensionen berechnet werden,

/dQ - /f(@l,...,@D_l)d(al...d@D_l

Die Transformation von kartesischen auf Kugelkoordinaten lautet in D Dimensionen,

ki = ksin®Op_; sinOp_s... 5in03 s5inOy cosO,
ke = ksinOp_; sinOp_s... s1nO3 5110, sin®;
ks = ksinOp_; sinOp_s... s1nO3 cosO,
ky = ksin®Op_; sinOp_sy... cosO3

kp_y = k sinOp_; stn®@p_y cosOp_3

kp_oi = k sinOp_y cosOp_q

kp = k cosOp_;

(4.29)

Dabel ist Op_; der Winkel zwischen dem vollen D-dimensionalen k-Vektor und der kartesi-

schen kp-Achse. cos®p_y projeziert also gerade auf die D-Achse. Dementsprechend projeziert

sin®@p_y auf den (D — 1)-dimensionalen Unterraum aller anderen kartesischen Richtungen.

Das setzt sich immer weiter so fort. Lediglich der innerste Winkel ist konventionsgemafl abwei-

chend als Zwischenwinkel zwischen der Projektion aus allen héheren Réumen auf die 1-2-Ebene

und der 1-Achse (in Anlehnung an das gewohnliche ¢ in drei Dimensionen) gewahlt. Dabei

iiberstreichen alle ©; aufler ©; als Zwischenwinkel zwischen einem Vektor und einer Koordi-

natenachse den Bereich von 0 bis . Lediglich der innerste Winkel ©; kann zwischen 0 und

27 variieren, damit alle Ausrichtungen eines zweidimensionalen Vektors erfafit werden. Daraus

resultiert als Funktionaldeterminante:

Wioosko) Ly _ g
det ~ ok
c (d(k,@D_l,..,G)l)

det ...
s1nOp_151nOp_3c0s0p_3 c0sOp_151nOp_gc0sOp_3 s51nOp_1c050p_3c050p_3
s1n®p_1c050p_s c0sOp_1c050p_s —s51mnOp_151nOp_q
cosOp_; —s5mn®p_y 0
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sin®p_151nOp_s..51n0;  c0sOp_151nOp_s..5tn0; stnOp_1c050p_s..5:110,




T T
Ok

Ok

Jk;
IOp_1

Entwicklung nach der letzten Zeile ergibt

= kD_l(—l)DcosG)D_l
c0sOp_151nOp_s..c050,
c0sOp_151nOp_y..51n0;

-det
c0sOp_151nOp_sc050p_3
c0sOp_1c050p_s
—I—kD_l(—l)DsinG)D_l

s1n®p_151mOp_s..cos0;
sin®p_151mOp_s..51n0,

-det

s1n®p_151mOp_sc0s0p_3
s1n®p_1c050p_,

Ok;
90p_»

s1n®p_1c050p_y..cos0,
s1n®p_1c050p_5..51n0;

s1n®p_1c050p_yc050p_3
—s51mnOp_151nOp_q

s1n®p_1c050p_y..cos0,
s1n®p_1c050p_y..5tn0;

s1n®p_1c050p_yc050p_3
—s51mnOp_15tnOp_,

Im ersten Summanden kann man aus der ersten Spalte cos®p_; herausziehen und aus den
restlichen Spalten jeweils sin®@p_;. Analog 1483t sich beim zweiten Summanden aus der zweiten
Spalte cos®p_; und aus den anderen jeweils sin®@p_; gewinnen,

= kD_l(—1)D(cos®p_1)z(sinG)D_l)D_2 det

s1n®p_y..c050,
s1n®p_y..51n0;

+EPT (—1)D(3in®p_1)D det

c0sOp_s..co50;
c0sOp_y..51m0;

s1n®p_y..c050,
s1n®p_y..51n0;

c0sOp_sc0sO0p_3
—s51mnOp_y

s1n®p_sc050p_3
cosOp_s

c0sOp_sy..cos0,
c0sOp_sy..51n0;

s1nOp_3c050p_3 cosOp_scosOp_3

cosOp_s

—s51mnOp_y

Die beiden verbleibenden Determinanten sind identisch und entsprechen gerade der Funktio-
naldeterminante von D — 1-dimensionalen Kugelkoordinaten,

d(ky, s kp)
det
c (d(k,@Dl,..,G)l)

) = k(—l)DsinD_zG)D_ldet<

d(ki,..,kp-1) )
d(k,Op_s,..,01)

Diese Rekursionsformel kann man leicht auflésen,

d(ky, .., kp) ) b _
det = k —1 2
‘ (d(k,@l,..,G)D_l) (=1)
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(4.30)

sin?20p_; sin?20p_,... 5inO, ,



wovon nur der Betrag benotigt wird. Man erhélt daraus als Winkelintegral in D Dimensionen,
2m

/dQD _ /Tst—Q(aD_ld(aD_l/Wst—i’)@D_zd@D_z... /Wsm@)Qd@z 0,
0 0 0 0

Zur Auswertung benutzt man aus der Standard-Integralsammlung von Gradsteyhn und Ryshik

die Formeln 3.621, 8.384.1 und 8.335.1,

/;sinV(x)dx — T 5232; , (4.31)
was auf
_ e N TR T TR ()
Jaow = 2 S R e T )
. (4.32)
I'(5)

fithrt. Als néchstes soll das Betragsintegral angegeben werden. Die Formel 3.241.4 aus Grad-
steyhn und Ryshik liefert direkt

o LD-1 B (m?)5—° I(2)(a—L)
/0 I = s Fo) . (4.33)

C) Das Basisintegral und die Idee der dimensionalen Regularisierung

Mit den GIn.(4.32,4.33) lautet das Gesamtresultat fiir das Basisintegral im euklidischen Raum

dPk 1 B (mz)g_a (o — %)
/(27‘[‘)D (kQ + m?)a - (47_[_)% F(Oé) ’ (434)
sowie im Minkowski-Raum
i 1 _ )i e =8
/(QW)D (k —m? +ie)> (=1) (47r)§ I'(a) (4.35)

Dieses Resultat gilt zundchst nur fiir ganzzahlige D mit D < 2a. Die Gln.(4.31-4.33) wur-
den aber bereits fiir beliebiges komplexes D formuliert. Das erlaubt es, das Ergebnis jetzt als
Funktion der komplexen Variablen D aufzufassen. Dabei sind insbesondere die D, « interes-
sant, bel denen das urspriingliche Integral divergierte. Beachtet man, dafl « in unserem Fall
nur ganzzahlige Werte annehmen kann, da der Nenner aus Kombinationen von Propagatoren
resultiert, mufl das Resultat also fiir beliebige natiirliche o, D untersucht werden. Dabei erge-
ben sich aufgrund der I'-Funktion gerade bei a — % =0,—1,—2,... Pole erster Ordnung. Fiir
D = 4 divergieren wie erwartet die Integrale mit o« = 2,1,0,.... Die Divergenz des urspriingli-
chen Integrals duflert sich in einem Pol des in beliebiger Dimension berechneten Integrals an
der Stelle D = 4.

Das legt das folgende Schema zur Parametrisierung der Divergenzen von Loop-Integralen
nahe.
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1. Erweitere das Loop-Integral auf D Dimensionen, wobei D zunéchst ganzzahlig und sinn-
vollerweise grofier gleich zwei ist (damit im Minkowski-Raum wenigstens eine Raum-
Dimension {ibrig bleibt).

2. Berechne das D-dimensionale Loop-Integral fiir alle D, fiir die es konvergiert.

3. Fasse das Ergebnis als Funktion /(D) der Variablen D auf.

4. Setze diese Funktion in die komplexe Ebene fort. Sie wird im allgemeinen eine meromor-
phe Funktion mit Polen bei denjenigen ganzzahligen D sein, bei denen das Ausgangsin-
tegral divergiert hitte.

5. Gewinne den physikalisch interessierenden Fall durch Laurent-Entwicklung der Funktion

I(D) um D =4,
o) = 3 (Da_inll)n

n=—N
6. Entferne die Regularisierung durch Bilden des Grenzwerts D — 4. Die urspriingliche
Divergenz manifestiert sich dann in Form eines Pols. Da im Grenzwert D — 4 nur der
Hauptteil von (D) sowie aq relevant ist, lat man den Rest der Reihe sofort entfallen,

0

[phys = Z (Da_inll)n : (4'36)

n=—N

Das entspricht dem sofortigen Ausfithren des Grenzwerts m? — co beim Verfahren von
Pauli und Villars in all den Teilen des regularisierten Integrals, die in diesem Grenzwert
verschwinden.

Dieses Schema nennt man dimensionale Regularisierung. Konsequenterweise sollte die Erwei-
terung der Loop-Integrale auf D Dimensionen direkt aus einer regularisierten Lagrangedichte
folgen. Daher formuliert man die gesamte Theorie in D Dimensionen. Bevor wir dieses Konzept
weiter verfolgen, soll aber das Werkzeug zur Berechnung realer Loop-Integrale zur Verfiigung
gestellt werden.

D) Einfachste Erweiterungen

Aus dem Basisintegral (4.35) kann man leicht realistische Loop-Integrale gewinnen. Zunéchst
berechnet man mit der Substitution ¢ = k + p ganz direkt

/ dPk 1 B / dPq 1
(2m)D [k2 4+ 2pk —m2 +ic)*  J(2m)P [¢2 — p2 — m?2 + ic]*

(=", 2oy Pla— %)
e —I— m P — 437
(47_[_)% (p ) F(Oé) ( )
Damit lassen sich sofort auch Tensoren behandeln,
/ dPk kv B -1 9 / dPk 1
(2m)P (k% + 2pk — m? + i¢]” N 20 — 1) dp, J (2m)P [k? + 2pk — m? + d¢]>!
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I S (G V PO
= a-nop @z P Y

— _i(_l)a (p? 4 m? g_a(Q‘Fl—Oz)F(oz—l—Q)
- (47_[_)%}7(}7 + )

Mit Hilfe der Funktionalgleichung der I'-Funktion,
[(z+1) = « I'(x) \

erhalt man

.

d"k kY —1)” o_ (o — D
/ D [}.2 o2 e ( pr(p2‘|‘m2)§ ( 2)
(2m)P [k? + 2pk — m? + i¢] (47)3

~—

(4.38)

Analog berechnet man Integrale mit mehreren £ im Zahler.

E) Realistische Loop-Integrale

Jetzt ist es nur noch ein kleiner Schritt zur Berechnung von realen Loop-Integralen. Diese
setzen sich immer aus einer Anzahl von Propagatoren zusammen, in denen der Loop-Impuls
umlauft,

](DozﬁpQ m2 m2) _ /de 1
s O, 0, P, MY, My 2m)D [(k — p)2 — m2 £ ie]°[k? — m2 + i)’

An dieser Stelle benutzt man wieder eine Parameter-Darstellung des Nenners,

L letd) [$“‘1<1‘$>’3—1 , (4.39)

@b — T(a)D(B) Jo “ax +b(1 — )]0
die man mit Hilfe des Integrals 3.381.4 aus Gradsteyhn/Ryshik beweist,

1 1 o0 1 o0
— d a—1 —av—/ d B—-1_—bw
a*b’ ['(«a) /o vree I'(3) Jo e

Einfithren der 1,
| = / AN —v—w)
0

sowie die anschlieffende Substitution

8
Il
> &
<
Il
> <

1 1 oo oo oo
- - = d / dud(1l — o a—1 ﬁ—l/ d)\)\oz-l—ﬁ—l —A(az+bdy)
a®b’ ['(«a) F(ﬁ)/o e (1=a =y 0 ‘
1 1

= mm/g d:z;/o dyé(l —x _y)xa_lyﬁ_lr(a+ﬁ)(ax+by)_(a+ﬁ)
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Dabei wurde wieder Formel 3.381.4 aus Gradsteyhn/Ryshik verwendet. Nach Auswerten der
d-Funktion erhalt man gerade GI1.(4.39). Das gleiche Vorgehen fithrt zu der Darstellung

o a21 = F(al + a2 T Oén / d$1/ dl’g / dl’n_l (440)

ajytay?... adn ['(a)(ay)...T

le_ll(l'n_z — $n_1)a2 1(1 — $1)an_1

'[Cl151?n—1 + az(@n—g — Tpo1) + oo+ ap (1 — q)]rtoetton

im Fall beliebig vieler Faktoren.
Unter Verwendung von Gl.(4.39) und G1.(4.37) ergibt sich fiir das betrachtete Loop-
Integral,

/ dPk 1

) (L e e et S

_ (a+6) oty _ e [ 1
= N T e e A T
i(— 1)a+ﬁ r(a+6— b 2eus
(4m)7 Do)l / d '

"= 2) T pPe(e — 1) + miz +m3(1 - )]

(4.41)

Diese Formel 1afit sich wieder leicht auf Integrale mit Impulsen im Zahler erweitern (entweder
durch Differentiation nach dem externen Impuls p, oder durch Verwendung von Gl.(4.38)).
Die beiden am héufigsten auftretenden Integrale seien hier angegeben:

= -
(2m)P [(k — p)? —m} + i€)o[k? — m} + ic]” (4.42)

()™ Tat+s=2)
o b

o) pPe(e — 1) + miz + mi(1 — 2)] 7P

dPk krkv
/ 2m)P (k= p)2 — m} + ic]o[k? — m} + id]? (4.43)
i(=1)2+ 1

1 D
T T b = T g e
[pa(e = 1) + miz + mi(1 — )] 7"
D g™ a—1

—F(oz—l—ﬁ—l—;) 5 x

p*e(x — 1) + miz + mi(1 — :1;)]%"1_“_5} )

Eine Sammlung einiger weiterer im Zusammenhang mit der dimensionalen Regularisierung
auftretender Integrale findet man im Anhang.

Damit sind die technischen Hilfsmittel zur Berechnung von beliebigen Loop-Integralen in
D Dimensionen bereitgestellt worden. Bevor wir die (physikalische) Auswertung von dimen-
sional regularisierten Integralen an einem Beispiel weiter verfolgen kénnen, muf} zunachst die
Erweiterung der gesamten Theorie auf D Dimensionen vorgenommen werden.
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4.3.2 Quantenelektrodynamik in D Dimensionen
A) Lorentz-Vektoren im Orts- und Spinraum

Im vorhergehenden Abschnitt sind die Integrations-technischen Verfahren vorgestellt worden,
mit denen Loop-Integrale in beliebiger Dimension berechenbar sind. Eine Erweiterung der Di-
mension der Loop-Impulse hat aber noch weitere Konsequenzen fiir die Theorie: Sie muf} ins-
gesamt konsistent in ) Dimensionen formuliert werden. Dabei wird stets eine Zeit-Dimension
beibehalten, d.h. nur die Raum-Dimension variiert.

Das bedeutet zunédchst, daf} alle Lorentz-Vektoren und -Tensoren in D Dimensionen de-
finiert werden miissen. Dabei werden alle Raum-Dimensionen genauso wie im gewohnlichen
4-dimensionalen Minkowski-Raum behandelt. Der metrische Tensor hat daher die Form

1 0 0 - 0
0 -1 0 - 0

@) =0 0o =1 0o | . (4.44)
Lo 0
0o . . -1

Als Kontraktion des metrischen Tensors mit sich selbst erhdlt man die Raumdimension D,
g = 1trlg",] = D . (4.45)

Dabei ist die Spur im Ortsraum gemeint.
Die néchst komplizierteren Objekte, die auf D Dimensionen iibertragen werden miissen,
sind die Spinor-Matrizen. Fiir die jetzt D y-Matrizen mufl man wieder die gleichen Kommu-

tationsrelationen fordern,
[V, = 29" . (4.46)

Die Dimension des Spinorraumes (nicht zu verwechseln mit der des Orts- und Impulsraumes
— in vier Raum-Zeit-Dimensionen ist auch der Spinorraum vierdimensional) schldgt sich bei
allen Spuren von Matrizen im Spinorraum nieder,

trlls] = f(D) (4.47)
triy"] =0 (4.48)
trly""] = f(D)g"™ (4.49)
trly" "y = (D)™ g — g™ 9" + 979", (4.50)

wobei die genau Form von f(D) in weiteren unerheblich ist, wie sich zeigen wird. Lediglich
f(4) = 4 geht in physikalisch relevante Groflen ein. 1g meint hier die Einheitsmatrix im Spi-
norraum, entsprechend ¢r die Spur im Spinorraum. Wie in vier Dimensionen verschwindet die
Spur von ungeradzahlig vielen v-Matrizen immer. Mit Hilfe der Kommutationsrelation (4.46)
weist man leicht Relationen wie

Yy = Dls (4.51)
Y = =D (4.52)

nach.
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Abschliefend sei darauf hingewiesen, daf eine direkte Ubertragung von

VP = inOyl2yP
in beliebige Dimension nicht méglich ist, da diese Struktur charakteristisch fiir vier Dimensio-
nen ist. Das fiithrt zu einigen Konsequenzen im Fall von Theorien, die 4* beinhalten, worauf
hier aber nicht eingegangen werden soll.

Der Vollstandigkeit halber sollen die Relationen (4.44)-(4.52) auch noch einmal fiir eukli-
dische Metrik angegeben werden. Dann gibt es keinen Unterschied zwischen ko- und kontrava-
rianten Komponenten und die v-Matrizen sind antihermitesch.

100 0
01 0 0
@) = [oo01 0
. 0
0o . . 1
5 = 16" = D
V0] = =267
trlyf] = 0
trivivyl] = —f(D)s™
vyl = =D ls
Vit = (2= D)yl

B) Die Lagrangedichte in D Dimensionen

Wie andert sich nun die Lagrangedichte beim Ubergang zu D Raum-Zeit-Dimensionen?

Um darauf eine Antwort zu geben, mufl man die physikalische Dimension der verschiede-
nen in die Lagrangedichte eingehenden Groflen untersuchen. Der Ausgangspunkt dazu ist die
Dimensionslosigkeit der Wirkung in den Mafleinheiten h = ¢ =1,

S = /dD:L' L(x)

Im System h = ¢ = 1 gibt es {iberhaupt nur eine physikalische Dimension, die Energie. Lange
und Zeit sind von der Dimension 1/Energie. Daher ist in D Raum-Zeit-Dimensionen die phy-
sikalische Dimension der Lagrangedichte

Dim[L] = EP

Die freien Lagrangedichten von Elektronen und Photonen miissen beim Ubergang zu D Di-
mensionen unveradndert bleiben, damit die aus ihnen resultierenden freien Propagatoren bis
auf die Dimension der Lorentz-Vektoren gleich bleiben. Die Regularisierung wird ja auflerdem
erst fiir Terme bendtigt, die aus der Wechselwirkung resultieren. Daraus bekommt man sofort

A

Dim[b(ig—m)] = EP = Dim[] =
Dim[9,A,0°AY) = EP = Dim[A] =

(4.53)

D-—1
=z
B (4.54)
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Der Wechselwirkungsterm ﬁ ;/A) hat daher die Dimension

3D

Dim[ p] = E¥5 # BV

Daher ist die Kopplungskonstante im allgemeinen dimensionsbehaftet. Will man sie nach wie

vor durch die Elektronenladung charakterisieren, deren physikalische Dimension verschwindet,
Dim[e] = Dim[V4ra] = E°

mufd man zusétzlich eine Gréfle M von der Dimension der Energie in den Wechselwirkungsterm
einfiigen, )

Liw = — ¢ M5 Y(a) Ma)b(a) . (4.55)
Auch die dimensionale Regularisierung erzeugt wie das Verfahren von Pauli und Villars zwin-
gend eine Massenskala ! Wahrend diese Tatsache bei Theorien mit massiven Fermionen relativ
bedeutungslos ist, weil die Regularisierungsmasse nicht in regularisierte Ausdriicke eingeht,
kann man bei masselosen Theorien nicht auf diese Massenskala verzichten (siehe spéter).

Damit lautet die regularisierte Lagrangedichte insgesamt

Laoap, A R 7 22 Woo
Lreg = — ZFWF” — 5(&,14 )+ ?AUA +(id—m—eM="2 Ay . (4.56)
Diese Lagrangedichte hat exakt die gleiche Form wie die urspriingliche, nur daf als Kopplungs-
konstante in den Feynman-Regeln jetzt immer eM?=% auftritt. Sie erhilt daher automatisch
die Eichinvarianz der Theorie.

Nach diesen allgemeinen Bemerkungen zur dimensionalen Regularisierung soll nun am
Beispiel der Vakuumpolarisation in niedrigster Ordnung die Methode noch einmal in der An-
wendung gezeigt werden. Dabei kann insbesondere der Vergleich mit dem Verfahren von Pauli
und Villars gezogen werden.

4.3.3 Die Vakuumpolarisation w! in dimensionaler Regularisierung

Zur Demonstration der dimensionalen Regularisierung soll in diesem Abschnitt noch einmal
die Vakuumpolarisation in niedrigster Ordnung von « betrachtet werden. Die aus der Lagran-
gedichte (4.56) resultierenden Feynman-Regeln liefern

W (k) = _€2M4—D/(de tr{(]é—l_%—l_m 5 Zé-l-mz%}

pv,reg 27T)D p _I_ k)z o m2 Ppg - m
de (m2 - p2 - pk)gpl/ —I_ 2pppl/ —I_ ppkl/ —I_ kppy
(2m)P [(p+ £)? = m?][p* — m?] ’

= —Mf(D) |

wobei f(D) wieder die Spurfunktion im Spinorraum ist. Die Verwendung der Integrale (4.41-
4.43) sowie Gl.(4.45) ergibt direkt

Sk = (4—;;; M*P (D) /Oldx{gpy[ mzr(g — g) - k2x2r<2 — g)

—|—§[k2x(:p -1+ mQ]F<1 — g) + k%F(Z — g)]
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D D
+2kpkl,:1;2F<2 — 5) — gpl,[kQ:z;(x -+ mQ]F<1 — 5)

D
—Qkpkl,:z;F<2 _ 5) } (e — 1) + m?] 22
21¢?

— 4-D D 2
= e M f(D)F(z - 5) (K2 go, — kyh |

1
/ dz x(1 — 2)[k*z(z — 1) + m2]§—2
0
Die Tensorstruktur von w,, entsteht automatisch,

Wy (k) = — i [0 — bk D (k) (4.57)

pv,reg

In die Ableitungen der Ward-Takahashi Identitdten gingen nur Operationen ein, die in D
Dimensionen genauso wie in vier durchfithrbar sind, wie zum Beispiel Shifts von Integrati-
onsvariablen. Auch die verwendeten Kommutationsrelationen der Feldoperatoren sind fiir alle
Dimensionen gleich. Daher hdngen die Ward-Takahashi Identitédten nicht von der Dimension
des Raumes ab.

Das verbleibende Integral

2 D
e

M (L2) =

w =

reg( ) (47_[_)%

lieBe sich zwar mit Hilfe von Gradsteyhn/Ryshik 3.254.1 fiir beliebiges D berechnen, was
aber nicht {iblich ist. Vielmehr fithrt man konventionsgemafl an dieser Stelle die Laurent-

Entwicklung um D = 4 aus. Dazu benétigt man die Entwicklungen aller D-abhéngigen Funk-
tionen um D = 4,

- (M)4_Df<p>r(2——)/ dr a(1 —2)[l +2(x — 1)

m m

S~y

(D) = 44 f(4)(D—4)+0O((D - 4)*)

(170 e Ut (2= Dy () 4 oga - oy
(2 g) = %—wO( D) : v = 0.5772...
[1—|—:1;(:1;—1) ]§ 2 = 1—(2—g)ln[l—l—x(:p—1)%]+O((4—D)2)

Einsetzen ergibt

2

A0 = (- rwa- )t o -pP) (=5 -+ ol - )
-(1 +(2- g)ln<4:?242) +O((4 - D)?))

[é (2 - = / dr x(1 — 2)n[l + z(x — 1)k_22] +O((4 - D)z)]

- 30;{4 2D 7__“ )+l"<47:n]\52)

_6/ d:z;:z;l—:z;)ln[l—l—x(x—l)k |+ 04— )}

76



Das verbleibende Integral ist bereits frither berechnet worden,

Ar M 2) (4.58)

2 1
(1) (L2 — g{i_ _ 2y l(
2

[f204+ 2 ((4% 1) arceot (2 - 1)F 1))}

Dieses Ergebnis entspricht G1.(4.14) im Rahmen der Pauli-Villars Regularisierung. Im Grenz-
wert ) — 47 erhélt man die urspriingliche Divergenz zuriick,

w (k) — —~ 500 . (4.59)

reg 4—D=e—0"t 37 €

Die regularisierte Divergenz unterscheidet sich von der beim Pauli-Villars Verfahren um zusitz-
liche konstante Terme,

A2\ 2 1, 4 M
m(z) = =7 g WS (4.60)
Diese sind aber ebenfalls in w(!) (k? = 0) enthalten,
2 1 47t M*?
M (2 = :ﬁ{i_ — —f'(4 l( )} : 4.61
wreg( 0) 37 l4—D Y 2f( )—I_ n m2 ( 6 )

AuBerdem ist auch die Form {n(A?/m?) der Divergenz beim Pauli-Villars Verfahren nur die Fol-
ge einer zusammenfassenden Definition. Zur Form der Divergenz im Rahmen der dimensionalen
Regularisierung seien hier noch ein paar Anmerkungen gemacht. Da der aus der Dimension
des Spinraumes resultierende Term f’(4) in physikalischen Groen sowieso nicht auftritt, setzt
man meist f(4) = 4, sodafl dieser Term entfdllt. Im Falle massiver Fermionen kann man mit
der Regularisierungsmasse d&hnlich verfahren. Man wahlt

4rM? = m? ,
sodaf} der entsprechende Term eliminiert wird. Mit diesen Vereinfachungen bleibt dann prak-
tisch nur noch die eigentliche Divergenz iibrig. Bei der Diskussion von masselosen Fermionen
kann die Regularisierungsmasse jedoch nicht eliminiert werden. Sie wird als die zunéchst einzige
Massenskala in der Theorie in allen Funktionen benétigt.

Es sei angemerkt, dafisich Regularisierungen generell bei der Darstellung der Divergenz
eines Integrals um additive Konstanten unterscheiden kénnen.

Damit stehen zwei zunachst vollig verschiedene Regularisierungsverfahren zur Verfiigung,
die es erlauben, mit partiell divergenten Loop-Integralen in eichinvarianter Weise umzugehen.
Beide fithren zu &hnlichen Darstellungen der Divergenz. Beide fithren eine zusatzliche Mas-
senskala in die Theorie ein.

Im weiteren wird stets angenommen, dafl eines dieser Verfahren verwendet wird, auch
ohne daf} dies explizit angegeben wird. Bei expliziten Rechnungen wird im folgenden auf die
dimensionale Regularisierung zuriickgegriffen, da sie mit Hilfe der Integrale (4.41-4.43) und
den Erweiterungen aus dem Anhang die direkte Auswertung von Loop-Integralen gestattet.
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4.4 Anwendungen in erster und zweiter Ordnung

In diesem Abschnitt soll die Technik der dimensionalen Regularisierung auf eine Reihe von Dia-
grammen erster und zweiter Ordnung angewandt werden. Dabei werden fiir die gew6hnliche,
d.h. massive, QED die Selbstenergie erster Ordnung sowie die Vertexkorrektur erster Ordnung
fiir verschwindenden Photon-Impuls berechnet. Im masselosen Fall sollen auch verschiedene
Beitrage zweiter Ordnung ausgewertet werden.

4.4.1 Die Selbstenergie massiver Fermionen in erster Ordnung

Zur Selbstenergie erster Ordnung trégt nur der Graph

D

bei. Gemaf der iiblichen Definition der Selbstenergie lautet das zugehoérige Feynman-Integral

, , o [ dPk ,
—ixW(p) = (—ie) (M?)? g/(QW)DDﬁ?(k)’V”G(O)(p—k)v
1—X kP kY 1
— (M2 2—%/ [ ov
e"(M7) (27T)Dg + 3 k2—%—|—ie k2 — 2 1 e
p }é — % +m 71/
(p—k)? —m?+ie

D

(4.62)

i

Davon soll zundchst der erste Term, der gerade der Feynman-Eichung entspricht, berechnet
werden,

(1) — i M22-F d"k (2-=D)( — )+ Dm
e (p) (M) /(27r)D [(p — k)2 — m? + i€][k? — p2 + i€]

wobei die Gln.(4.51,4.52) benutzt wurden. Verwenden der Standard-Integrale (4.41,4.42) ergibt

2 2\ 2-2
(1) B € 47 M p D
W = () T3

D
2 2 2-2

./01 de(Dm + (2 = D)(1 - o)) [:1;(:1; N (L

Jetzt entwickelt man unter dem Integral um D = 4,

a (AT M2\2-% D
o) = () te-7)
2—-D
{ Dm + =——§
2
4—D

_T/Ol d:z;(4m —2(1— x)]zﬁ)ln[x(x — 1):1—22 +a+(1— :1?):1_22]}
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Das verbleibende Integral kann man mit der Substitution
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G| 3,

|
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|
e
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1
(G |
2 2\ 2 291 2 2 2 2\ 2 2 %
—[(m—2—1—’“‘—2) —4’“‘—2]25n[m—2—1+”—2+(<m—2—1—”—2) —4’“‘—2) H
P P P P P P P P

Jetzt kann man zunichst alle p?, die nicht unter einem Logarithmus stehen, gegen Null gehen
lassen und die verschiedenen Terme zusammenfassen,

1 2 2 2 2 2 2\ 2 2%
[ = 4m{—2—§<m—2—1)[ zn(’“‘—z)—zn[m—Q—H”—z—((m—z— —’“‘—2) —4’“‘—2) ]
P m P P P P
m 1

p
2 2 2 2\ 2 2\ =
s m s s
m2 1 m4 MZ 2 MZ m2 M? 2 MZ 3
() ()l e (-5 )]
—I_Zé{ +p2+2<p4 )[an np2 +p2 p2 p2 p2

Die Logarithmen kann man noch weiter zusammenfassen,
1
m2 1 LI 22 W2p?\ 2
I = 4””‘{‘2‘(]9—2‘1)5”5[1—@*@— )

m2 m4 1 p2 /“LQ p2 /“LQ 2 M2p2 %
W{“?*(?”)”ﬂ“ﬁ*ﬁ‘((“m—w) e

In diesem Ausdruck kann man fiir beliebiges p* den Grenzwert u — 0 ausfiihren,

= (B o e G- )
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Auch an der Stelle p> = m? ist dieser Ausdruck endlich. Seine Ableitung nach p? divergiert da-
gegen an dieser Stelle. Zu ihrer Berechnung darf daher der Grenzwert ;r — 0 nur da ausgefiihrt
werden, wo keine Divergenzen entstehen. Fiir die Ableitung von [ erhilt man

al m? m* p?
G = 2t e+ (G- )n(- 1)
2 1 2 2 2 22 2.2\ 3
LY | O
2 7 o2 m2 | m2 mZ  m2 mi

_I_
2 2 2 2 2\ 2 2.2\ 3
+4ml2+2m—zzn§[1—p—+’“‘——( 1—p——’“‘—2) —4’”1) H}

0 = 5 g (GOl e

ft- (- (- 2)
2 (2 e 2))

Dieses Resultat unterscheidet sich von dem mit Pauli-Villars Regularisierung berechneten aufer
in der Darstellung der Divergenz um

(amty)

was im Rahmen der Uneindeutigkeit der dimensionalen Regularisierung liegt.
Fiir die Ableitung der Selbstenergie ergibt sich

Jd <) o [ 2 (47rM2) m? <m4 ) ( p? )]
—¥ = — | -—= In{——)—1———(——1]in{1-*
p, r(P) 4m 4—D—|_Fy "\ T2 p? pt " m?

v
% m2 m »?
2 2
—|—4m<—2—2m—2ln<1 — p—z))]} :
P m
und an der Stelle p* = m?
d o) 2 47t M*?
O sy - @ p[_ iy ( )_2] 4,
apF (p) 47T{7 T T3 (4.65)

L[ osa(£)) -5 ()]

Jetzt soll der zweite Term aus GI.(4.62) berechnet werden.

F@ —F+m)k

2

Zg)t = e} (M*)?* 3 pl- i
est(P) (M) ) / Pllp = k)2 = m2)[k2 — ][k — 2]

]
pl— /de B = m?) = (5 — ) — = 29k £ B — ) |
) [(p— k)2 — m2][k2 — &][k2 — ]

= —je (MQ)
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Der letzte Summand im Zahler ist ungerade in k£ und trégt daher nichts zum Integral bei. Die
Auswertung der beiden verbleibenden Terme ergibt

a (ATMAN2-F1 — )
Zg%le)st(p) = _E< m?2 ) Y
1 2 2 g_z
[ da (;zs—m)r(z—9)[x(x—1)p—+x+(1—x)’“‘—
0 2 m2 2
2 2 2 2,L_9
p-—m D v P e
Ha (350 =0 [yt -0 G ek 00— ] }

wobei G1.(4.40) benutzt wurde. Der zweite Summand ist konvergent und kann gleich fiir D =4
berechnet werden. Insgesamt erhélt man

al—2A 2 47 M? m2 »?
i = 212l () 2 - Eels- 2]

) )

2p P

Damit ist die Selbstenergie in erster Ordnung vollsténdig bestimmt. Wie zu erwarten, hangt
das Ergebnis von der gewahlten Fichung ab.

4.4.2 Die Vertexkorrektur massiver Fermionen in erster Ordnung

Zur Vertexkorrektur erster Ordnung tragt nur der Graph

%

bei. Gemaf der Definition der Vertexkorrektur als Kern der irreduziblen (2,1)-Punkt-Funktion,

Apk) = — ie {% + Fp(p,k)} ) (4.67)
lautet sein Loop-Integral in Feynman-Eichung

. o [ d% . y
T (p k) = (—ie)*(M?)*~3 /WDSOJ(@V g+ k)7,G g + p)y (4.68)
, p dP%k 1 qd+F+m qd+p+m
2 ar2\2-2 v
) /(QW)DQQ—/FV (q+ k)2 =m? (g +p)? = m?

v

Angesichts der Komplexitat der Spinorstruktur soll hier nur der fiir die Renormierung und die
Ward-Identitat relevante Fall p = k& berechnet werden,

[0(p.p) = —ie (M2
/ d"k { (D —2)v, +2(qp+pp)[(2—D)(¢+¢)+Dm]}
(2m)P | (g + p)? — m?][q* — pi?] [(q+p)? —m?2[q* — 2]
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Anwenden der Standard-Integrale ergibt

o (47TM2)2_%

Ar 2

1 _
IMp,p) =

D px(x—l){(D—Q)z;ﬁ(x_l)_l_Dm}
-|-2F<3__)p[x(w—l)%+$+(1_x)%]3_§ }

2

Wihrend der erste Term UV-divergent aber IR-konvergent ist, ist der zweite Term UV-
konvergent und IR-divergent. Daher kann an dieser Stelle im ersten Term g — 0 und im
zweiten D — 4 genommen werden. Man erhidlt insgesamt (nach sorgfaltiger Diskussion des
Falles p* = m?)

1 o« 2 47 M? m? m* p?
Bp) = E{ %[m"””‘( ) e (G- )= )

2 4 2 2\2 2,,2
p m*  omt, ((m®—pt) +mipu

-|-4m(2 + Z—;lncmz _pj:;“ mz’ﬂ))”

Der Vergleich mit G1.(4.64) zeigt, dal die Ward-Identitat (3.16) von den regularisierten Funk-
tionen in erster Ordnung erfillt wird,

0

a—ppﬁ(”(p) = —TIW(p,p) . (4.70)

Eine weitere Diskussion der Vertexkorrektur soll hier nicht vorgenommen werden.

4.4.3 Die Vakuumpolarisation der masselosen QED in erster Ord-
nung

Jetzt sollen einige Graphen der masselosen QED diskutiert werden. Die entsprechenden Bei-
trage erster Ordnung kann man entweder aus dem Grenzwert m — 0 der massiven Theorie
gewinnen (unter Beachtung der Tatsache, dal dann alle Integrationen fiir p* > m? auszufiihren
sind) oder direkt berechnen. Letzteres hat den Vorteil, dafl eine Auswertung in beliebiger Di-
mension moglich ist, was fiir die Diskussion von Graphen héherer Ordnung benétigt wird.
Auflerdem kann in diesem Fall von vornherein ;1 — 0 genommen werden, da p? = 0 sowie-
so eine kritische Stelle ist und, wie noch zu behandeln sein wird, nicht zur Renormierung
herangezogen wird.
Man startet also mit dem Integral

) = =ieporp [y L (4.71)
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Auswerten der Spuren mit der Konvention f(D) =4 und den Standard-Integralen (4.41-4.43)
ergibt unter Beachtung von Gl.(4.45) fiir beliebiges D

200 (dm M\~ % D D
1 : 2 - -1
wﬁy)(k) = —z?< 12 ) F(Z—;) kg, — k, / dv 2% "1 —2)7
Das verbleibende Integral 148t sich ganz allgemein l6sen,
1 Mo+ DI +1)
dv 2® (1 —2) = 4.72
| dea (1-a) eyl (4.72)
und man erhéalt letztlich fiir beliebiges D
200 (4m M2\ 2% D F(Q)F(Q)
(1) - ;== IV k2 - _\2/) \2]
AD(R) = i ( - ) r(z . ) (%G, — koh, | ) , (4.73)
bzw
2, 2-L2 r(2\r(2
w(l)(k2) _ 20 (47TM ) F(Q _ Q)M ) (4.74)
7T k? 2 I'(D)
SchlieBlich kann man um D = 4 entwickeln (n =4 — D)
2 47 M? 5
D) = 22T ) + 2 - . 475
ey = 2f2 ()42, (1.75)

4.4.4 Die Selbstenergie der masselosen QED in erster Ordnung

In beliebiger Eichung ergibt sich die Selbstenergie der masselosen QED in erster Ordnung aus
dem Feynman-Integral

S0y = iyt [ Ly LARE

Auswerten mit den Standard-Integralen (4.41-4.43) ergibt unter Beachtung von GI.(4.52)

xW(p) = 47T(47Tﬁ42)2_¢/ d:z:{ (2-%) [Z—D—ng)\]xE—?(l—x)g—l

P
DN1 — )
—|—2F<3— 5) l’g_l(l —x)g_z}

-y R - D 0= 3] -re- DR

CoAn\ p? (D —1) 2 A 2 M7
Unter Verwendung der Funktionalgleichung der I'-Funktion erh&lt man schlieBlich fiir beliebiges
D

(4.76)

2O = — ;f)\ (47rp]l42)2—§ FF((%D) F_(l%)) F(Q _ g) _ (4.77)

Es ergibt sich die erstaunliche Tatsache, dafl die Selbstenergie in erster Ordnung in Landau-
Eichung fiir alle D verschwindet. Die Entwicklung um D = 4 fithrt auf (n =4 — D)

S (p) = L‘i{ —|—ln<47rp];/[2)—|—1—’y} . (4.78)
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4.4.5 Die Vertexkorrektur der masselosen QED in erster Ordnung

Die Vertexkorrektur soll von vornherein nur in Feynman-Eichung diskutiert werden. Dann
lautet ihr Loop-Integral erster Ordnung

1 - 2 arn2-2 qu g + F)ve(d + 9"
k) = O s kRl o (7

was auf
(0 = —ietary L] (0= 2 2+ 24k + 250
(4= D)(g# + ko + b
+a,| = 20D~ 2) — 4 —2(D — 4)5]
+1, — 44 — 4%]
1

iy 2= D)+ 9] |-

fiihrt. Auch hier verbietet der Aufwand eine vollstandige Berechnung fiir beliebiges D. Daher
soll zunéchst in allen konvergenten Termen D = 4 gesetzt werden,

00 = —ie 0 [ [0 -2+ 2k 24+ 20

b [~ 2D =204 — k] + .~ 44 - 1]
1
(¢+ k) (a+p)e®
Dann bleibt nach einigen Umformungen (n =4 — D)

1 a 2v2-L
MO = (b

./Od:z;/ody{fyp[ %_7_3
—ln[yz(k — )+ y(p* — k4 2pkx — 2p*a) + pPa(e — 1)}
(z —1)pk ]
k—p)?+y(p? — k? + 2pka — 2p%a) + pa(z — 1)
v — )+ y(ef + (1 —20)p) + (1 — a)f + 2(x — 1);;5]
y2(k = p)? + y(p? — k? + 2pka — 2p%x) + pPa(z — 1)
vk —#) +ylep—§) ]} ‘
y2(k = p)? + y(p? — k? + 2pka — 2p%x) + pPa(z — 1)

Auch auf die weitere Auswertung dieses Ausdrucks soll verzichtet werden. Lediglich den Fall

-I-y2

+2p, [

+2kp[

p = k kann man jetzt schnell angeben,

a 2 Am M? pop
r(p,p) = E{%[;—Hn( 2 )—7+1] —2;—2} : (4.80)
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Man stellt sofort fest, dafi die Ward-Identitat (3.16) auch hier erfiillt ist.

4.4.6 Die Vakuumpolarisation der masselosen QED in zweiter Ord-
nung

Zur Vakuumpolarisation zweiter Ordnung tragen die folgenden drei Graphen bei:

O & O s

Die ersten beiden Diagramme liefern den gleichen Beitrag. Dieser soll als erstes berechnet
werden. Das zugehorige Feynman-Integral kann man auf die Selbstenergie erster Ordnung
zuriickfithren,

(2) _ - Lo an@ !
AR = = (i P E [t g () (482
Die Selbstenergie wird aber jetzt fiir beliebige Dimension benétigt, da im allgemeinen Dia-
gramme hoherer Ordnung Pole von mehr als erster Ordnung bei D = 4 aufweisen werden.
Eine konsistente Behandlung der entsprechenden Funktionen erfordert eine Entwicklung der
Beitrage von Subgraphen bis zu der Ordnung des Poles des Gesamtgraphen. Einsetzen von

GL.(4.77) fithrt auf

e _ 2 42_§F(§)F(§—1) B DN d"p b (P~ §)
Dulk) = = S(am) TR D)F(Q 2)/(27T)Dt{(p_k)z(pz):a—%}'

Das Impuls-Integral 148t sich leicht auswerten,

dPp b — ) B d" 2p,pu 4 poky + kopy — 9o (P* + pk)
/(QW)Dt {(p = k)z(pz)?"g} N 4/(27T)D (p— k)2(p2)*—% }
i (k)P

- gy Lo

{ [k2g,, — 2k,k,|T(4 = D) + k%, (1 - g)r(g - D)}
1 )Pt T(D=2)r(§)
4m)Fr(3-2) 1(2p-2)

{ (K2, — 2k, |T(4 — D) + kg, (1 — g)r(g - D)} :

so da} man insgesamt

, io? (axM2\ DT (B)T(2 =1) 2— p)T(D -2)1(2)
w§,gu(k) = _m< ) ) F(D—l) (4—D) F(%D— (483)

2
{ (K29, — 2k,k, [T (4 — D) + kg, (1 - g)r(g - D)}
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erhélt. Die Entwicklung um D = 4 ergibt

2

9 e 1 1 A M? 7 1 A M2\ 2
oAt = g =] ot ((50) + 5-9) + 5(n(5)

7 ATM2\ T
(5 o
1 1 47t M*? 11~
ol e ()
L P L e R T

Eine etwas kompliziertere Rechnung (siehe Itzykson/Zuber Kap.8-4-4) ergibt fiir den drit-
ten Graphen aus G1.(4.81) in Feynman-Eichung

- 2 2 2 2

(2) i 1 1 4 M 5 1 Ao M

k) = ﬁ{[kzgpv—kpkv}[—ﬁ—;(l"( )T ) e
5 Ar M?

—<§—v)ln< 12 )-I—c] (4.85)
1 1 47t M*? 11~
el ()
I |y V3" ) e Tl

wobei die unwesentliche Konstante ¢ nicht berechnet wurde. In der Addition aller drei Graphen
entfallen die Pole zweiter Ordnung,

2

I drM?
WOk) = =ik, — kh] [;—I—ln( T )—I—c'] , (4.86)

Py 4 A2 k2

und auch das Quadrat des Logarithmus. Diese Tatsache, die sich in beliebiger Ordnung wie-
derholt, ist eine besondere Eigenschaft der 1-Fermion-Loop Graphen der Vakuumpolarisation.
Insbesondere ist zu beachten, daf hier auch der Mischterm aus Polbeitrag und impulsabhéngi-

ger Funktion,
1 47 M?
5”‘( 2 ) :
in der Summe der drei Diagramme entfallt. Abschlieflend sei ohne Beweis angemerkt, dafl das

Gesamtergebnis fiir die zweite Ordnung der Vakuumpolarisation, GI1.(4.86), unabhéngig von
der gewédhlten Eichung ist.

4.4.7 Die Selbstenergie der masselosen QED in zweiter Ordnung

Zur Selbstenergie zweiter Ordnung tragen die folgenden drei Graphen bei:

D 1O @) (487

Der erste Graph in GI1.(4.87) soll zuerst ausgewertet werden. Das zugehérige Feynman-Integral
kann man auf die Selbstenergle erster Ordnung zuriickfithren,

2P (p) = _i€2(M2)2_§/(2dD§ZD70G () (= isW(@)) GO gy DO (p—q) . (4.88)

86



Da die Selbstenergie erster Ordnung in Landau-Eichung verschwindet, gilt das gleiche natiirlich
auch fiir den Beitrag dieses Graphen. Daher soll hier nur die Feynman-Fichung verwendet
werden. Einsetzen von GI.(4.77) fithrt dann auf

2 . 4\2-L 2 D F(% B 1)F(%) d"q d
Ep) = —ia’(4rMYE @ - D) F<2_ 5) r(p-1) /(QW)D (q—p)*(g?)"%

Anwenden von Gl.(4.42) ergibt letztlich fiir beliebiges D

o oA oDy D(E = 1)0(R)1(3)
S (p) = W( - ) r(z 2)r(4 D)r(g—g)r(gp—g) . (4.89)

Diese Funktion hat bei D = 4 einen Pol zweiter Ordnung. Die konsistente Entwicklung aller
Terme um D = 4 ergibt

2% (1 [ [4nM? 51 17 /4nM?\12 4> 5  x% 31
P (p) = %{?—F;[[n( WpQ )—v+ﬂ+§[ln( sz )] +7———7—W—+—}- (4.90)

Als néchstes soll der zweite Graph berechnet werden. Sein Loop-Integral kann man auf die

Vakuumpolarisation erster Ordnung zuriickfiithren,

Dy

. _D d v o
) = i [5G0 =y DR D) (1)

Aufgrund der transversalen Struktur der Vakuumpolarisation ist dieser Ausdruck unabhangig
von der gewéhlten Eichung: Nur die ¢, bzw gg-proportionalen Terme im freien Photon-Propa-
gator enthalten den Eichparameter A. Man erhilt daher

(2) — (M2 d"q VP — D (g — ql)q”)w(l) 2
=2 (7) (M) /(QW)D (p — q)? (¢%)? (@)

Nun kann man GI.(4.75) einsetzen,

O szt ir(s . DYTBITE) [ d% 3= D+ (D = 1)) — 2pad
B2 (p) = Sia"(4m M) F<2 2) F(D) /(27T)D (p_q)z(qz)‘l—g

Nach einigem Zusammenfassen von ['-Funktionen erhélt man fiir beliebiges D und beliebige

Eichung

o ot amMae Dy D(R)N(B)R(R)r(0 - 3)
2O (p) = W( - ) (D 1)r<2 2)r(5 D)F(D)F(4—§)F(§D—3) . (4.92)

Dieser Graph divergiert aufgrund der transversalen Struktur der Vakuumpolarisation nur linear

und nicht quadratisch, wie man in zweiter Ordnung erwartet hétte. Die Entwicklung um D = 4
gestaltet sich hier daher etwas einfacher,

o5 (p) = ﬂ{l + m(“pﬁﬁ) —7+ Z} : (4.93)

872 | n 4

Auf die Berechnung des wesentlich komplizierteren dritten Graphen soll hier verzichtet
werden.
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Kapitel 5

Der Photon-Propagator: 2. Teil

Nachdem wir jetzt eine Methode zur Verfiigung haben, divergente Loop-Integrale technisch zu
handhaben, kénnen wir in diesem Kapitel die schon im Abschnitt 4.1 angedeutete Renormie-
rung des Photon-Propagators ausfiihren. Dazu wird stets die Verwendung einer Regularisierung
vorausgesetzt, auch wenn dies nicht explizit durch einen Index oder dhnlich deutlich gemacht
wird. Wahrend in diesem Kapitel zunichst nur exemplarisch der Photon-Propagator betrachtet
wird, um das verwendete Schema aufzuzeigen, wird die vollstindige Renormierung der QED
im néchsten Kapitel begonnen. Insbesondere wird auch in diesem Kapitel die Renormierung in
héherer Ordnung schon einmal angedeutet, wobei zur Vereinfachung der Photon-Propagator
isoliert diskutiert wird. Dabei laf3t man natiirlich aufler Acht, dal es noch andere divergen-
te irreduzible Funktionen gibt, deren Diagramme in die Vakuumpolarisation eingehen. Aus
didaktischen Griinden soll dieses eigentlich inkorrekte Vorgehen aber hier gerechtfertigt sein.

Das Programm dieses Kapitels beginnt mit der Klarung der Frage, in welcher Form der
Photon-Propagator in meBbare GréBen eingeht. Aus diesen Uberlegungen gewinnt man eine
Bedingung, Normierungsbedingung genannt, die der Photon-Propagator in allen Ordnungen
erfilllen muf, die aber bereits mit der ersten Ordnung im Widerspruch steht. Das zwingt zu
einer Uminterpretation der Kopplungskonstanten in der Lagrangedichte. Mit diesem Trick kann
man einen endlichen renormierten Photon-Propagator konstruieren, wobei alle Divergenzen
in nicht mefbaren Konstanten verschwinden. Schliellich wird eine alternative Sicht dieses
Renormierungsschemas gezeigt, das sogenannte Counterterm-Verfahren.

5.1 Physikalische Relevanz des Photon-Propagators

Als Vorarbeit zu der in diesem Kapitel zu diskutierenden Renormierung des Photon-Propaga-
tors soll jetzt an einem Beispiel gezeigt werden, wie der Propagator in physikalisch mefibare
Groflen eingeht. Dazu betrachtet man am einfachsten ein Elektron, das mit einem ruhenden
Punkt-Kern der Ladung Z wechselwirkt,
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Diese Wechselwirkung erfolgt {iber reale Photonen, die durch den vollen Photon-Propagator
beschrieben werden. In niedrigster Ordnung der Stérke des Kernes ist es gerade der obige
Graph, der in die Elektron-Kern-Streuung bei niederen Energien sowie in die Bindungsenergie
von Elektronen am Kern eingeht. Das Potential, das das Elektron spiirt, ist in diesem Fall

durch
Vi(x) = 1 e /d4y D (x —y) Jewtw(y)

gegeben, wobel j.,¢, die Stromdichte des Kernes charakterisiert. Fiir zeitunabhéngige externe
Stromdichten kann man das y°-Integral sofort ausfiihren,

o 0 v _ o 0 d4k —tk(z—y) npv
/_ dy" D" (x —y) = /_ dy /(2#)46 D (k)

4
-/ (5 ]“)46—ik<w—y>2w5(k0)DW(k)
T

k.
= [t =0 k)
m

In niedrigster Ordnung von « erhdlt man daraus in Feynman-Fichung

o0 % 1
d OD(O),pl/ o — g PV ik(z—y)
/—oo Y (l' y) t g (27’[’)3 E2‘|‘M2
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was fiir Punktkerne,
jext,u(y) = QOVZ(S(B)(Q) )
auf das bekannte Coulomb-Potential fiihrt,
V(O)7p( ) . 20 Z 21‘ €_M|£| B 20 o
O = PR Y I Y

Betrachtet man den vollen Propagator in beliebiger Eichung,

k”k”} 1 , kPkY
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Wie erwartet tragt der k”k”-Teil des Propagators zu Erwartungswerten mit erhaltenen Strémen
nichts bei. Das Potential hingt daher nicht von der Eichung ab. Die Masse p? wird in allen
Ordnungen wie bei der Fourier-Transformation des Coulomb-Potentials als konvergenzerzeu-

2 5 oo bzw k* — 0 benétigt. Sie wird im weiteren meist unterdriickt

gender Faktor fiir =
werden.

Das Potential (5.1) geht direkt in die Bindungsenergie von Elektronen in Atomen ein. Es
ist also indirekt mefibar. Die Quantenelektrodynamik liefert Korrekturen zur Bindungsenergie
in aufsteigender Ordnung von «.

Der entscheidende Punkt ist nun: Die Fouriertransformierte des Potentials ist ganz allge-

mein direkt proportional zum Produkt aus e* und Photon-Propagator,
VP(k) = 1€ D™(k) j,(k) . (5.2)

Daher kommt nur dem Produkt

¢ D™ (k)

eine wirkliche physikalische Bedeutung zu.

5.2 Renormierung des Photon-Propagators

Wo werden die QED-Korrekturen im Potential besonders wirksam? Die Vakuumpolarisation
beschreibt virtuelle (und reale) Paarerzeugung, in diesem Fall im Coulomb-Feld des Kernes.
Diese ist um so leichter moglich, je hoher die zur Verfiigung stehende Energiedichte des ex-
ternen Feldes ist. Sie wird also besonders fiir groBe Impulsiibertrige k°, d.h. kleine Abstinde
2% vom Kern auftreten. In grofiem Abstand zum Kern mufl dagegen das klassische Verhal-
ten dominieren, das man in gewohnlichen Experimenten feststellt. Genauer gesagt, das volle

Potential (5.1) muB fiir groBe z? bzw kleine k* gerade dem Coulomb-Potential entsprechen,

1
VAR = — Z et g™ — = Z g
(—) € g E2[1‘|‘w(_kz)] k250 € g

o1
K

(5.3)

Diese Forderung an das Potentials ist die einfachste Begriindung der folgenden direkten For-
derung an den vollen Photon-Propagator,

kP kY 1 kP kY
2 Dpl/ k - _ 2 pv g2
‘ (k) e k2 }kQ[l—l—w(k?)] + i€ e E2(Ak? 4 ie)
1
g2 pv : pPLYV
e et g e + Terme proportional £k : (5.4)

Sie sagt nichts anderes, als dafl ein reales Photon, das sich selbstverstandlich immer auf der
Massenschale k% = 0 befindet, wie ein freies Photon beschrieben werden muf, d.h. masselos
ist. Es bleibt anzumerken, daff der Teil proportional £°k” durch GI.(5.3) nicht festgelegt wird.

Bereits in erster Ordnung von o widersprechen die Gln.(4.16,4.61),

2 2
W2—g) = & (A_) _ ﬁ{i_ L (47TM)}
wreg(k 0) ln m2 3T 4—D v 2f(4)+ln m2 ”
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aber der daraus resultierenden Forderung

Die Vakuumpolarisation verschwindet nicht nur bei &2 = 0 nicht, w()(k% = 0) divergiert
sogar, wenn die Regularisierung entfernt wird. Dieser Umstand erfordert eine Uminterpretation
der bisher verwendeten Gréflen, in deren Rahmen dann auch alle divergenten Beitrage zur
Vakuumpolarisation aus allen physikalisch relevanten Ausdriicken eliminiert werden kénnen.
DaB dies in allen Ordnungen der Fall ist, soll in diesem Kapitel nicht bewiesen werden. Fiir
die erste Ordnung wird es unmittelbar klar werden.

Da nur eine k-unabhéngige, divergente Konstante stort, kann man dieses Problem folgen-
dermaflen 16sen: Man versteht die Kopplungskonstante in der Lagrangedichte nicht mehr als
die iiblicherweise gemessene Elektronenladung e sondern als einen nicht mefibaren Parameter
eo # e der Theorie. Man fithrt dann die gesamte Storungstheorie wie bisher durch, aber als
Konsequenz von

Lint = — € EA@/) (5.5)
steht {iberall der Parameter ey anstelle der wahren Ladung e. Dann erhédlt man als Potential

1
K[l 4 w(ed, —K*)]

VAE) = — Zegg” (5.6)
wobei das Argument e in w klarstellen soll, dal auch diese Funktion mit dem Parameter e

zu berechnen ist. Die funktionale Form von w ist aber diesselbe wie bisher. Entsprechend folgt
als physikalische Forderung

1
— Zé gpoﬁ ,

bzw fiir den vollen Photon-Propagator gemaf Gl.(5.4)

% 1 kP kY
2 Dpl/ k - 2 pv g2 v
¢ D™ (k) ig | 2 }km Tl k)] fie RO +ic)
c 2 v 1 v
S o~ e g’ Eps + Terme proportional k°k . (5.7)

Diese 1at sich jetzt aber leicht erfiillen, indem man zwischen der wahren Ladung e und dem
Parameter der Theorie ey die Relation

2

€o 2
= 5.8
1+ w(ed, k2 =0) c (58)

annimmt. Das bedeutet etwa in erster Ordnung

1 o2 AZNT-1 e A?
e’ = e 1—|-w(1)(€(2),k2 = 0)] = ¢ [1 + 12;2”0(@)] = o [1 B 12;2”&(@)]

Da wM)(e2, k?* = 0) divergiert, sagt man, die Vakuumpolarisation schirmt die sehr groBe nackte’
Ladung eg ab, sodaf} in ausreichender Entfernung von der nackten Ladung nur noch e melbar
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ist. Diese Vorstellung sollte aber nicht zu ernst genommen werden. Man nennt die (divergente)
multiplikative Konstante zwischen den beiden Groflen die Renormierungskonstante Zs,

1
1+ w(ed, k? =0)

¢ Zd e, Zled) = (5.9)
Es sei an dieser Stelle noch einmal darauf hingewiesen, dafl diese Definitionen fiir beliebige
Ordnungen formuliert wurden. Dabei wurde aber aufler Acht gelassen, dafl es noch weitere
divergente Funktionen aufler der Vakuumpolarisation gibt, was ab der zweiten Ordnung zu
einer Verkopplung aller divergenten Funktionen und Renormierungskonstanten fithrt. Um die
Idee der Renormierung aber auch in héherer Ordnung schon einmal anzudeuten, soll diese
Verkopplung hier zunéchst ignoriert werden.

Welche Konsequenzen haben die Gln.(5.5-5.9) fiir den vollen Photon-Propagator? Thn be-
rechnet man ebenfalls mit der nackten Ladung e,

kﬂkv] 1 Rk
B2 [l w(ed, k2)] +ic  K2(MKZ +ie)

D (g k) = — i [g" - (5.10)
er enthélt also alle méglichen Divergenzen. Physikalisch relevant ist aber gemaf GI.(5.7) nur
der g”’-proportionale Teil der Grofle

kP kY e R 10

2 }kQ[l—l—w(e%,k?)]—l—ic PR L)

et D (ed k) = — i[g" - (5.11)
er sollte daher endlich sein. Es liegt nahe, diese endliche Gréfle durch die endliche wahre Ladung
e auszudriicken,

e 4 e*[1 + w(eo(e)? k* = 0)] e?

= = A2
E2[1 4+ w(ed, k?)] + ic ¢ E2[1 + w(eo(e)?, k2)] + i€ E2[1 + wr(e?, k?)] + ie » (5.12)

wobei man die Funktion wg(e?, k%) als renormierte Vakuumpolarisation bezeichnet. Sie soll
selbstverstandlich als Funktion der wahren Ladung e formuliert sein, d.h. in Gl.(5.12) ist eg
wie angedeutet als Funktion von e zu verstehen. Diese Funktion gewinnt man, indem man
GL.(5.9) nach ey auflost. Das ist nicht allgemein moglich, sondern mufl Ordnung fiir Ordnung
erfolgen. So ergibt sich zum Beispiel in erster Ordnung

- -1
¢ = G [Lrel@ et =0) = @ [1-ud = 0)
r 2 2N7-—1 2 2
_ 2 o A 9 €5 A
= G Lt 12w2ln<ﬁ)_ - [1 - 12w2ln<ﬁ)]

, r 62 A2 1 -1 5 62 A2
= bt 12w2l"<ﬁ)_ - ‘o [1 - 12w2l"<ﬁ)]

r 2 A2 1 2 A2 -1
= = |l an(—Q) - [1_ e l”(—z)]

127 m 1272 m

r -1
= |14 wW(e? k? :0)] = ¢’ [1 — wl(e? k2 :0)] . (5.13)

Dabei wurde davon Gebrauch gemacht, daBl bis zu der betrachteten ersten Ordnung e* =

c*ed = e gilt. All die obigen Formen sind dquivalent.
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Auflerdem ist in Gl.(5.12) auch noch der Grenzwert zu nehmen, in dem die Regularisierung
verschwindet, d.h. A — oo bzw n =4 — D — 0. Daher lautet Gl.(5.12) in vollstandiger Form
1+ wR(ezv kz) = hr% Z3(€0(€)7 M7 77) {1 + w(eo(e)zv M7 7, kz)}

n—
1+ w(eo(e)zv M7 7, kz)
1+ w(eg(e)?, M,n,k? =0)
= lim Zs(eo(e), A) [1+w(eo(e)’, A, k2]

= liml

n—0

A—oo
: 1 —I_w(eO(e)szvkz)
= 1 14
s [1 + w(eo(e)?, A k2 =0) (5:14)

Hier ist die Abhdngigkeit der Gréflen von der Regularisierungsmasse M bzw A explizit fest-
gehalten. Die renormierte Vakuumpolarisation hangt nicht mehr von ihr ab, wie im Falle
der Pauli-Villars Regularisierung wegen des Grenzwerts A — oo unmittelbar einleuchtet. Das
gleiche trifft aber auch fiir die dimensionale Regularisierung zu. Im weiteren wird stets stellver-
tretend die Pauli-Villars Form zur Kenntlichmachung der Regularisierung verwendet werden.

wr(e?, k?) ist eine endliche Funktion, was erst noch zu beweisen sein wird. Diese Tatsa-
che soll hier aber schon einmal angenommen werden. Ein Beweis fiir die erste Ordnung folgt
unten. Wahrend also auf der linken Seite von Gl.(5.12) zwei divergente Groflen miteinander
multipliziert etwas endliches ergeben, ist die renormierte Vakuumpolarisation fiir sich endlich.

Um das Renormierungsverfahren fiir die Vakuumpolarisation anschaulich zu machen, soll
es bis zur zweiten Ordnung durchgefithrt werden. Die Abhéngigkeit der Vakuumpolarisation
von der Regularisierungsmasse A wird dabei fiir einen Moment unterdriickt.

1 + w(eo(e)?, k%) _ 14 w(l)(€0(€)27 k?) )
1+ w(eg(e)?,0) 1+ w®W(eg(€)?,0) + w@(ep(e)?,
€)%, k?) +w(eole)?, h?) + ..

= 1+ wW(e(e)? k) —wW(eg(e)?,0) — wB(eo(e)?, k?) wM(eo(e)?,0)
+w(2)(eo(e)2, k%) — w(z)(eo(e)Z, 0) + (w(l)(eo(e)z, 0))*+ ...

Jetzt verwendet man die Relation (5.13), um e konsistent bis zur Ordnung e* = ej durch e
auszudriicken,

wD(eo(e)? k%) = w(e k)1 + w0 (e, 0)]
w(z)(eo(e)z,kz) = w(z)(ez,kQ)
(wW(eo(e)’, k)" = (k)"

wobei in Termen, die selbst bereits von zweiter Ordnung sind, einfach ey durch e ersetzt werden
kann. Finsetzen ergibt

1 4 w(eo(e)?, k)
1+ w(eo(e)?,0)

1+ w(l)(ez, k%) {1 + w(l)(GQ, 0)} — w(l)(GQ, 0) {1 + w(l)(GQ, 0)}
—w(l)(ez, k) w(l)(GQ, 0) + w(z)(GQ, k)
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—w0@(e2,0) + (wM(e2,0)) + ...
= 1+ w(l)(ez,kz) — w(l)(ez,()) + w(z)(ez,kz) — w(z)(ez,()) + ...
= 1—|—wR(62,k2)

Damit ist wr bis zur zweiten Ordnung durch e und die bekannten Funktionen w und w(?
ausgedriickt. Es sei noch einmal darauf hingewiesen, dafl die zweite Ordnung im Rahmen der
Renormierung der gesamten QED eine Korrektur erfahren wird.

Die erste Ordnung ist aber korrekt durch

wg)(eQ,kz) = w2, A K — wD(e? A K? = 0) (5.15)

gegeben. Da die Divergenz ganz in dem k-unabhingigen Teil von w(!) steckt, ist diese Differenz,
d.h. die renormierte Vakuumpolarisation in erster Ordnung, endlich,

wg)(€27k2) _ 3%{% + 2(1 + 2%2) [(4%2 — 1)%arccot(4ki22 — 1)% — 1]} , (5.16)

und das gesamte Schema in dieser Ordnung erfolgreich. Fiir alle hoheren Ordnungen muf dies
aber erst noch nachgewiesen werden.

Man kann nun in Analogie zur Form des urspriinglichen, nicht renormierten Propagators
einen renormierten Photon-Propagator definieren,

kPkY 1 kP kY
DPV 2 e = _3 pv A 1
R (€ F) o - K[+ wr(ed, k)] + i KE(MK2 + ie) (5.17)
oo kPEY 1+ w(eo(e)*, A, k* = 0) ) kPEkY
= —3 [g — } m . -1 : )
k2 A= | K2[1 4+ w(eo(e)?, A, k2)] + i€ E2(Ak? 4 ie)

der ebenfalls als Funktion von e zu verstehen ist. Er ist genau dann auch endlich, wenn wp
endlich ist.

Im Fall einer beliebigen Eichung A kann man nur die physikalisch relevanten Terme in
dem so definierten renormierten Propagator mit den entsprechenden Ausdriicken im nicht
renormierten Propagator multiplikativ in Zusammenhang bringen,

kP kY

1
DPV 2 k : — [Dpu 2 e :
R (6 ) ) + 2 kz()\kz —|—i6) Z3(€0) (607 ) +

Wk [IECA

E2(Ak? 4 ie)
b Kok Kok
v — 2 Dpl/ 2 k . —:|
K2(NK2 + ic)] o [ (o k) + 1 e i
Diese Gleichung kann man auch als Definition des renormierten Photon-Propagators auffassen.

Das Produkt e3D?”(e2, k) geht gerade in das Potential (5.2) ein und muf} daher endlich sein.
In Landau-Eichung entfallen die stérenden Terme proportional £”k” und man erhélt einfach

e? Dg’(ez,k) + 4

1
Zs(eo)

Aufgrund der einfachen Form des Photon-Propagators in Landau-Eichung nehmen auch alle

DY (k) = D7 (€2, k)

aus thm folgenden Relationen die einfachste Gestalt an.

95



Will man den multiplikativen Zusammenhang zwischen dem renormierten und dem baren
Propagator generell herstellen, muf} der renormierte Propagator als

k* k”} 1 /Y 1
K2 VR2[L T wrl(e, k)] +ic K2(MEE + ic)
definiert werden. In dieser Definition ist nur noch der physikalisch relevante Teil des renormier-

ten Propagators endlich. In Landau-Eichung sind die beiden Definitionen (5.17) und (5.19)
identisch. Daher wird im weiteren meist die Landau-Eichung verwendet werden, um aus der

DY (et k) = — i |¢” — (5.19)

Uneindeutigkeit der Definition resultierende Schwierigkeiten zu umgehen.
Als Anmerkung sei an dieser Stelle die Wirkung der ersten Ordnung der Vakuumpolarisa-
tion im Potential (5.1) noch angefiihrt. Exakt erhélt man aus GI1.(5.6)

el = = 2 ey T P e, ] 20

was in erster Ordnung
d*k
(2r) " Bt wR) (e, k)
d*k
ST
bedeutet. Angesichts der Funktion (5.16) soll davon nur die Korrektur fiir kleine | k | berechnet
werden,

Vi) = = Zeg”

= —Z e g™

Ak .1 er kK
Vg = —Zed” (QW)BGL?P + Gon7 it
Za  4Za?
- 27 77 50
|z | 15m? (z)

Diese erste Korrektur zum Coulomb-Potential nennt man das Uehling-Potential. Sein Beitrag
zur Energieverschiebung atomarer Zustande ist mefibar.

5.3 Alternative Formulierung des Renormierungssche-
mas: Das Countertermverfahren

Zusammenfassend hatten wir das Renormierungsschema im letzten Kapitel folgendermaflen
konstruiert:

1. Ausgehend von der Lagrangedichte
A A Av v A A h o) 2 /u2 )
Lr = (0,4, — 0,A,) (00 A — 07 Ar) — 5(apAp) +5 AN (521

!
K
+$(i¢9+ m— 601;4)%/3
hatten wir den nicht renormierten Photon-Propagator mit dem Parameter ey # e be-

rechnet,

D¥(edx—y) = <O0|TA(2)A(y) | 0>, (5.22)

was hier ausdriicklich festgehalten wird. Dieser Propagator divergiert.
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2. Uber die Gleichungen

2
es 1

-0 D (2 ¢ — =
o m - Pl = 7

hatten wir (im Fall der Landau-Eichung) den renormierten Propagator als Funktion der

e? = Zsz(eo) ep =

D™ (e a—y) (5.23)

wahren Ladung e definiert. Die linke Gleichung muf eine endliche Funktion von = —y
sein, in dem Produkt

1
Zs(eo)

heben sich die Divergenzen also gerade heraus.

Dpy(e(zhx - y)

Die Felder in der Lagrangedichte ergeben daher nicht direkt den renormierten Propagator,
sondern den nicht renormierten,

DR (o —y) = Zi'(eole)) < 0| TAY@)AY) [0 >0y - (524)
Das legt die Definition renormierter Felder nahe,
(o) = 27 (ol eDA@) (5.25)
deren Vakuumerwartungswert der renormierte Propagator ist,
D¥(eg,x—y) = <0|TAL)A%Ly)|0> . (5.26)
In ihnen formuliert lautet die renormierte Lagrangedichte dann
Lo = 7o) { L0, = 0,An,) (975 - 0 ) — 2 (0,48)" + %QAR,pAg}
—I—ﬁ(i&—l— m — eAR);/A) : (5.27)
Man beachte, daf} der Faktor Z5 aus dem Wechselwirkungsterm herausfallt,
eo AP(z) = e Ab(x)

Die Lagrangedichte (5.27) ist ganz durch die wahre Ladung e gegeben. Dafiir tritt ein Vorfaktor
vor der Lagrangedichte der Photonen auf. Diese Tatsache interpretiert man folgendermafien: Im
nichsten Kapitel wird ausfiihrlich gezeigt werden, da die Ordnung eines Diagramms in €? der
in h dquivalent ist. Die Beitrdge von Loops lassen sich also als Quantenkorrekturen auffassen.
Das legt die folgende Interpretation der obigen Lagrangedichte nahe. Thre urspriingliche Form
ist aus klassischen Theorien, der Elektrodynamik und der Dirac-Gleichung, abgeleitet worden.
Daher mufl man Quantenkorrekturen anbringen,

Lr = L+6L = LArLI 4 R26LP 40 (5.28)

die die korrekte Definition der Ladung e in allen Ordnungen von /& sicherstellen. Nach GI.(5.27)
haben diese sogenannten Counterterme die Form

Stn = (Zs(e)-1) {_i(apAR,y_ayAR,p) (apAg—a”Ag)—%(apAg)Z’“‘;AR,pAg} - (529)
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Zs5 ist daher eine Reihe in h. Die Counterterme, d.h. die Funktion Zs(e), sind so konstruiert,
daf} alle Divergenzen eliminiert werden.

Aus GL.(5.27) kann man ohne Riickgriff auf den Parameter ¢y direkt den renormierten
Photon-Propagator berechnen. Die obige Lagrangedichte hat gerade solche Feynman-Regeln
zur Folge, dafl der neue freie Propagator die Form

k”k”} 1
k2 1 Zs(e)[k? + i€]

DY (k) = — i [g” - (5.30)
hat. Dieser Propagator geht iiberall da ein, wo bisher der freie Propagator ohne die Renormie-
rungskonstante stand. Berechnet man zum Beispiel die Vakuumpolarisation, so kann man sich
zu Nutze machen, dafl jeder in ihr eingehende freie Propagator an zwei Vertices endet. Diese
erhalten nach Feynman-Regeln jetzt die wahre Ladung e als Faktor zugeordnet. Will man die
gleiche Funktion w(z, k%) verwenden wie bisher, so kann man alle die freien Propagatoren be-
gleitenden Faktoren 73 auf die Kopplungskonstanten der beiden Vertices schlagen, an denen
die Propagatoren enden. Man erhilt also die alte Funktion mit einem Faktor Z;'(e)e? an der
Stelle von z. Zusétzlich mufl noch beachtet werden, dafl die e der beiden dufleren Vertices nicht
mit einem freien Propagator verbunden sind und daher ein Z3 zu viel gezéhlt wird,

w(k) = — i [k — kK] Zs(e) w(Z3 M (e)e KY) (5.31)

Die Resummation der Dyson-Reihe fiir den Photon-Propagator ergibt dann

. v kP kY 1 - -1 2 .2v\"
- (gp TR )Z3(e)(k2—|—ic)7;)(_w(z3 (e)¢. %)
A 1 .
- (g N )Zg(e)kzu+w(251(e)e2,k2)]+@'6 ‘ (532)

Als Normierungsbedingung folgt direkt aus GI1.(5.7)
Zs(e) 1 +w(Z7' (e)e’, k> =0)] = 1 . (5.33)

Diese Gleichung entspricht exakt G1.(5.9), nur daff Z5 hier gleich als Funktion von e angesehen
wird. Auch in der wahren Ladung ausgedriickt ergibt sich eine nicht allgemein auflésbare
implizite Bestimmungsgleichung fiir Z5. Sie mufl wie G1.(5.9) Ordnung fiir Ordnung geldst
werden.

Schlielich definiert man ganz analog zu Gl.(5.12) die renormierte Vakuumpolarisation als

L+ w(Z; ' (e)e’, k?)

wn(eh, ) = Zo(e) L+ w27 )] = 2o S o0 =)

(5.34)

Der Vorteil dieser Betrachtungsweise ist der alleinige Riickgriff auf die wahre Ladung e. Daher
sind hier von vornherein alle Greensfunktionen und Renormierungskonstanten als Funktionen
von e formuliert. Beide Sehweisen des Renormierungsschemas sind aber v6llig aquivalent. Wir
werden beiden im Rahmen der vollen Renormierung der QED wieder begegnen.
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Kapitel 6

Divergenzgrad und Renormierbarkeit

Im vorangegangenen Kapitel haben wir die Renormierung des Photon-Propagators bzw der
Vakuumpolarisation diskutiert, ohne auf andere divergente Funktionen zu achten. In diesem
Kapitel soll geklart werden, wann ein Diagramm oder eine ganze Funktion divergiert. Diese
Untersuchung wird uns zu einer Klassifikation von Quantenfeldtheorien in renormierbare und
nicht renormierbare Theorien fithren.

Zur Untersuchung der Konvergenz oder Divergenz von Feynman-Integralen beliebiger Dia-
gramme geniigt die Betrachtung irreduzibler Graphen, da sich reduzible von diesen nicht um
weitere Loops, d.h. Integrationen, sondern nur um multiplikative freie Propagatoren unter-
scheiden bzw aus mehreren irreduziblen Teilen aufgebaut sind.

Wann ist ein Feynman-Integral eines beliebigen irreduziblen Diagramms fiir grofie Loop-
Impulse divergent? Zur Beantwortung dieser Frage betrachtet man die Zahl der die Divergenz
verursachenden Loops und die der konvergenzerzeugenden Propagatoren in dem Integral. Mit
den Bezeichnungen

Iry = Zahl der inneren Fermion(Boson)-Propagatoren
V' = Zahl der Vertices
Erpy = Zahl der duBeren Fermion(Boson)-Anschliisse

L = Zahl der Loops

erhalt man direkt
L = Ip+Ig—V+1 , (6.1)

weill jede innere Linie eine Viererimpulsintegration mit sich bringt und jeder Vertex eine im-
pulserhaltende §-Funktion. SchlieBlich 148t sich die Gesamtimpulserhaltung abspalten. Fiir die
Untersuchung der Konvergenz des zugehorigen Feynman-Integrals bei grofien Loop-Impulsen
spielen die Massen der Fermionen und die &ufleren Impulse keine Rolle, da sie vergleichsweise
klein sind. Dabei 148t man aufler Acht, dafl unter Umsténden, wie etwa bei der Vakuumpo-
larisation, duflere Impulse abfaktorisiert werden kénnen und damit die Konvergenz des Inte-
grals beeinfluffit wird. Solche aus der Eichinvarianz der Theorie resultierenden Eigenschaften
kénnen aber immer nur die Konvergenz eines Feynman-Integrals verbessern, da dimensions-
behaftete duflere Impulse aus dem Integral herausgezogen werden und der Integrand diese
Dimension verlieren muf. Damit bleibt als L-faches Impulsintegral zur Abschitzung der Uber-
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Alles-Konvergenz
d*tk
Llr 215
Fiir die Uber-Alles Aussage ist die Unterscheidung der einzelnen Loop-Impulse unwesentlich.
Es kénnen aber divergente Teilintegrationen auftreten, obwohl das Gesamtintegral iiber ausrei-
chend viele konvergenzerzeugende Impulse im Nenner verfiigt. Diese Divergenzen beriicksichtigt
man hier nicht. Formale Aufintegration liefert

dk
/ flp+2Ip—4L+1

Dieses Integral konvergiert fiir I 4+ 215 — 4L > 0 und divergiert fiir I + 215 —4L < 0. Daher
definiert man den sogenannten scheinbaren Divergenzgrad w((),

w(G) == 4L—[F—2[B == 3[F—|-2[B—4V—|-4 . (62)
Er charakterisiert das Verhalten eines beliebigen Diagramms G folgendermaflen:

1. w(G) < 0: Das Integral konvergiert Uber-Alles, kann aber divergente Subgraphen besit-
zen, d.h. gewisse Kombinationen der Loop-Integrale divergieren.

2. w(G) > 0: Das Integral divergiert scheinbar Uber-Alles, diese Aussage kann aber durch
Eichinvarianzeigenschaften noch modifiziert werden.

Soweit wurde nur ein einzelnes Diagramm betrachtet. Wie steht es mit dem Verhalten ganzer
irreduzibler N-Punkt-Funktionen?

Dazu schreibt man den scheinbaren Divergenzgrad etwas um. Man fithrt zunéchst einige
einen Vertex charakterisierenden Gréfien ein,

b, = Zahl der am Vertex v endenden Boson-Linien
fo = Zahl der am Vertex v endenden Fermion-Linien
0, = Zahl der am Vertex v auftretenden Ableitungen

Wechselwirkungs-Lagrangedichten, bei denen Ableitungen von Feldoperatoren auftraten, sind
uns bis jetzt noch nicht begegnet. Sie werden zum Beispiel in der skalaren Quantenelektrody-
namik und der QCD benétigt und sollen hier im Rahmen dieser allgemeinen Uberlegung mit
eingeschlossen werden. Jede Ableitung d, eines Feldoperators an einem Vertex fithrt im Im-
pulsraum auf einen Faktor k,, der diesem Vertex in den Feynman-Regeln zugeordnet ist. Diese
Impulse verschlechtern die Konvergenz des Feynman-Integrals um >, d,, wobei die Summe
iiber alle Vertices des Diagramms lauft.
Aus diesen Groflen definiert man den Vertexfaktor

3
w, = §fv+bv+5v ) (6.3)
der im Grunde die Dimension der Feldoperator-Kombination in L;,; angibt,
Dim[| = EX ,  Dim[A] = £, Dim|d,] = E
= = Dim{,ﬁmt} = Dim[Kopplungskonstante} N Dl ) (6.4)
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In der folgenden Tabelle sind einige Beispiele fiir den Vertexfaktor angegeben.

Theorie

QED

skalare QED
skalare QED
Fermi-Kopplung
QCD

QCD

QCD
®3-Theorie
®*-Theorie

®°-Theorie

ﬁint fv bU 51/ Wy

~

—eth A 2 1 0 4

—ieA, [6H(0"9) + (¢T)0] 0 3 1 4
2 APt 0 4 0 4

Gl =)l Py (=) 4 0 0 6
—gf* AL AL DY ASP 0 3 1 4

& preafers ADAC AT AP0 4 0 4

—g ALY 2.1 .0 4
20° 0 3 0 3
=01 0 4 0 4
20° 0 5 0 5

Fiir beliebige Diagramme ist stets die Zahl der Enden innerer Propagatoren gleich der Zahl

der Eingénge an den Vertices minus der Zahl der &ufleren Anschliisse,

21y + Er

S5

Y b, = 2Ip+ Ep

Eingesetzt in G1.(6.2) ergibt das unter Beriicksichtigung der Ableitungskopplung

w(@) =

3 3
4+Z(§fv+bc+5v)_4v_§EF_EB

4—|—Z(wv —4) — gEF_EB . (65)

Damit ist eine Darstellung fiir w((G') gefunden, die es erlaubt, irreduzible Funktionen insgesamt

zu diskutieren. Denn die Zahl der &ufleren Anschliisse definiert gerade den Typ der Funktion

und die Struktur der Vertices

ist durch die Theorie vorgegeben. Der Vertexfaktor w, geht

also ganz wesentlich in den Divergenzgrad ein. Man unterscheidet mit ihm drei Typen von

Theorien:
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1. w, > 4: Fiir beliebiges Er und Ep, d.h. fiir jede beliebige N-Punkt-Funktion, nimmt
w(G) mit der Zahl der Vertices, d.h. mit der Ordnung der Kopplungskonstanten, zu und
wird daher von einer gewissen Ordnung ab stets grofer als Null. Ab einer bestimmten
Ordnung divergieren daher alle Greensfunktionen der Theorie. Man wiirde unendlich
viele Renormierungskonstanten bendtigen, um alle Divergenzen zu eliminieren. Solche
Theorien nennt man nicht renormierbar. Beispiele sind die Fermi-Kopplung oder die

®°-Theorie.

2. w, = 4: In diesem Fall hangt w(G) nicht von der Zahl der Vertices, d.h. von der Ordnung
der Kopplungskonstanten, ab,

3
w(G) = 4 — §EF—EB

Der Divergenzgrad wird allein vom Typ der N-Punkt-Funktion bestimmt. Es gibt endlich
viele Funktionen, bei denen in allen Ordnungen w(G') > 0 gilt, d.h. alle Beitrage diver-
gieren. Alle anderen N-Punkt-Funktionen sind Uber-Alles konvergent, kénnen jedoch
divergente Subgraphen aus der Menge der divergenten Typen enthalten. Diese Theori-
en heiflen renormierbar. Man benétigt endlich viele Renormierungskonstanten, um die
endlich vielen N-Punkt-Funktionen konvergent zu halten. Alle realen Fichtheorien sind
Beispiele fiir diesen Typ.

3. w, < 4: Hier nimmt der Divergenzgrad mit der Zahl der Vertices ab. Es gibt also tiber-
haupt nur endlich viele divergente Diagramme, die zu einigen wenigen Funktionen bei-
tragen. Solche Theorien bezeichnet man als superrenormierbar. Sie sind im allgemeinen
physikalich uninteressant.

An dieser Stelle sei noch eine Anmerkung zu massiven Vektorbosonen angefiigt. Deren freier
Propagator,

k,k 1
0 _ . phv
Df)u)(k) = — 1 (gw— 12 )kz—/ﬂ—l—ie

verschwindet fiir grofie k? nicht und erfordert daher bei der Abschitzung der Konvergenz von
Feynman-Integralen eine andere Zahlweise,

w(G) == 4L—[F
3 3

Die minimale Kopplung fithrt daher im Falle massiver Vektorbosonen erwartungsgeméf auf
eine nicht renormierbare Theorie.

Die gewohnliche QED soll jetzt im Detail diskutiert werden. Dazu stellt man zunéchst eine

Tabelle der divergenten N-Punkt-Funktionen der QED auf:
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Tat.

Er | Ep |w(G) Div. 1.0rd. 2.0rdnung Konst.
RIS -
0 3 1 — wegen [ladungskonjugationsinvarianz ausgeschlossen —

0 4 0 —4 O diverse —
2 0 1 0 g} g%} @ @ Zy,6m

In dieser Tabelle sind neben dem scheinbaren Divergenzgrad w((G') auch der tatsachliche Di-

vergenzgrad und die zugehoérige Renormierungskonstante angegeben.

In der QED divergieren von fiinf moglichen irreduziblen Funktionen nur drei. Zum einen
verschwinden aufgrund der Ladungskonjugationsinvarianz der Theorie alle Loops und damit
auch alle N-Punkt-Funktionen mit ungeradzahlig vielen dufleren Photon-Anschliissen (Furry’s
Theorem). AuBerdem war in Kapitel 3.2 gezeigt worden, dal die Photon-Photon-Streuampli-
tude aufgrund der Fichinvarianz der Theorie die Form

F(074)701020304( v V2

Qs Q2 43, 44) = 4757 q5 @ @2 (qus G2, G35 Ga)
haben muf}, G1.(3.21). Anstelle des scheinbaren Divergenzgrades 0 ist ihr tatsdchlicher Diver-
genzgrad daher —4, weil 4 Dimensionen der Energie faktorisieren und jedes Loop-Integral um
diese 4 Dimensionen schneller konvergiert.

Auch bei den verbleibenden drei divergenten Funktionen, der Vakuumpolarisation w?”(k),

der Selbstenergie ¥(p) und der Vertexkorrektur I'”(p, k),

A(p k) = = de [+ 17 k)] (6.6)

reduziert die Eichinvarianz den Divergenzgrad. Das ist bei der Vakuumpolarisation schon ex-
plizit gezeigt worden (hier faktorisiert der Transversalitdtsfaktor zwei Dimensionen der Ener-
gie) und ist bei der Selbstenergie aufgrund der Ward-Identitat 3.16 unmittelbar klar. Eine
Diskussion ihrer Renormierungskonstanten folgt im néchsten Kapitel. Alle héheren N-Punkt-
Funktionen sind Uber-Alles konvergent. Sie enthalten aber selbstverstindlich Graphen der
Vakuumpolarisation, der Selbstenergie und der Vertexkorrektur als Teilgraphen.
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Kapitel 7

Das Counterterm-Verfahren:
Allgemeine Formulierung

In diesem Kapitel soll die Renormierung der QED in geschlossener Form dargestellt werden.
Dabei wird auf viele Ergebnisse zuriickgegriffen, die in den vorangegangenen Kapiteln erarbei-
tet worden sind.

Um zeigen zu kénnen, daf die Loop-Beitrdge zu irreduziblen Funktionen als echt quanten-
mechanische Korrekturen, genauer als eine Reihe in i, aufgefafit werden kénnen, wird zunéchst
geklart, an welchen Stellen in den Greensfunktionen /i, das bisher unterdriickt worden ist, auf-
tritt. Dann wird das Counterterm Verfahren noch einmal allgemein formuliert. Es zeigt sich,
dafl zwischen nicht renormierten und renormierten Greensfunktionen ein einfacher multipli-
kativer Zusammenhang besteht, der durch die Renormierungskonstanten vermittelt wird. De-
ren prézise Definition folgt im Anschlufl bei der Betrachtung der drei iiber-Alles divergenten
Funktionen der QED. Um das Renormierungsschema auch fiir héhere Ordnungen besonders
anschaulich zu machen, wird es schlielich fiir die massive QED bis zur zweiten Ordnung
explizit vorgefithrt. Da die masselose QED zum einen einfacher handhabbar aber auch fiir
den Hochenergie Grenzfall der massiven Theorie besonders interessant ist, wird sie im letzten
Abschnitt noch einmal getrennt bis zur dritten Ordnung diskutiert.

7.1 Reinstallation von #

Wie bereits in Kapitel 5.3 angedeutet wurde, sollen die zur Renormierung nétigen Terme
als Quantenkorrekturen interpretiert werden. Um diese Interpretation zu rechtfertigen, mufl
zunachst geklart werden, wo iiberall & in die N-Punkt-Funktionen eingeht.

Fiir h gibt es im Grunde zwei Quellen: Zum einen enthalten die Kommutationsrelationen
der Feldoperatoren einen Faktor 7,

{@Z)a(tv ), ﬁﬁ(tv g)

DA (t,2), Altg)] = i kg 89—y

b= e d(a—y)
]

Daher gilt
(i1 —m) <0 | Td()(y) 0> = < 0| T(ihd—m)da(z)ds(y) | 0 >
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+ihd(2® — y°)7° < 0 | d(a)dly) + By)ib(x) [ 0 >
= ih25(4)(:1; —y)

und analog
(R2050° + p?)g™ — K*(1 = N)@’0"]| < 0| TA(2)Auly) | 0> = ih’g", 0D (2 —y)

Die Propagatoren lauten daher einschliellich fi-Faktoren

. d*p i p+m
e — ) — fﬂ/ —gple—y)__P T 71
(x—y) ! (2mh)* " p? —m? + e (7.1)
- h/ d4p e—ip(x—y) }é + %
(2m)* p? — Tg—j + ¢
d*k i 11— kP kY 1

DY (¢ — _ 'h?’/ —yk(z—y) | v 2
(e =9) Z (k)" (R k2 — 2 e | k= p? e 2

_ h/ d*k o—ik(@-y) lgpy n I—A k”lz” ] 12

(2m)* A k? — s el B2 — 5 + e
Um die Ordnung eines Diagramms in & eindeutig zu klaren, sollte eigentlich die Darstellung ver-
wendet werden, in der die Propagatoren im Impulsraum A nicht mehr enthalten. Die Ordnung
von h kann aber nicht davon abhangen, ob man massive Fermionen oder masselose Teilchen
betrachtet. Daher sind beide obige Formen fiir die Abzahlung der Faktoren #, die einem Dia-
gramm zugeordnet werden miissen, d&quivalent. Beide Formen unterscheiden sich aufgrund der
verschiedenen Definition der Fourier-Transformierten nur in der absoluten Potenz von £, die zu
einem Diagramm gehort. Die relative Potenz von i aufgrund der Zahl der inneren Propagatoren
ist gleich. Die Darstellung

L pez
G(p) = zh2 mf ,
pT— 5z e
11— kP kY 1
D) = = ihg (e
A kQ—E%—A—I—zc kQ—%L—Q—I—ze

ist aber wesentlich leichter auszuwerten. In ihr erhélt jeder Propagator einen zusatzlichen

Faktor A.

Die zweite Quelle von h ist der Operator U(?), der das wechselwirkende System auf das
nichtwechselwirkende zuriickfiihrt,

Uity =T exp{%/_too diz L‘mt[@/;,zzl]}

Der Exponent mufl selbstverstandlich dimensionslos sein. Damit erhalt jeder Vertex einen
zusétzlichen Faktor 1/h.

Bei einem Diagramm mit [ inneren Linien und V' Vertices ergibt sich so die Ordnung

hI—V
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oder, ausgedriickt durch die Zahl der Loops L,
hL_l

SchlieBlich kann man noch 3V = 21 + FE beriicksichtigen, wobei F die Zahl der dufleren
Anschliisse bedeutet,

V_E
h =2

Die relative Ordnung eines Diagramms in % ist also der in der Feinstrukturkonstanten « und
der Zahl der Loops dquivalent. Hohere Ordnungen der Storungstheorie sind daher gleichzeitig
Quantenkorrekturen.

Im weiteren soll h wieder unterdriickt werden.

7.2 Das Counterterm-Verfahren

Das legt die folgende Argumentation nahe: Die Divergenzen entstehen durch Loop-Integra-
tionen. Sie treten daher erst in Beitragen erster Ordnung in / zu beliebigen N-Punkt-Funktio-
nen auf. Mit ansteigender Zahl der Loops kommen immer wieder neue Divergenzen dazu.
Die Divergenzen sind daher quantenmechanischer Natur. Die Lagrangedichte, die bis jetzt
verwendet wurde, ist aber aus rein klassischen Uberlegungen gewonnen worden. Daher miissen
Quantenkorrekturen an sie angefiigt werden,

Lomw = L = LAhsLM 4 p26LE 4+

Die Quantenkorrekturen sollen selbstverstdandlich die Struktur der Theorie nicht verandern.
Daher werden die Feldoperator-KKombinationen, die in ihnen vorkommen, die gleichen wie
in der urspriinglichen Lagrangedichte sein. Es werden nur die Parameter der Theorie, die
Kopplungskonstante und die Masse des Fermions, sowie die Normierung der Feldoperatoren

modifiziert,
1 A A A A
Lr = —7Za(e,m) (9, ARy — 0,AR,) (07 Ay — 07 Ap)
)\ Ap 2 M2 ~ ~p
~Zslem)5 (0, AR)" + Zo(e.m) S AR, A, (7.3)

+ Zalle, )b (i) — m + Sme.m) )ibg — Zu(e.m)ewop Aptbr

Der Lagrangeparameter A wird hier nicht abweichend von —iF 2 Term modifiziert, da alle
Resultate sowieso unabhéngig von A sind. Die Einfithrung einer eigenen multiplikativen Re-
normierungskonstante bringt daher nichts. Das gleiche gilt fiir den Photon-Massenterm, da am
Ende doch der Grenzwert pr — 0 genommen wird. Die Z;(e, m) und ém(e, m) werden hier von
vornherein als Funktionen von e und m angesehen. Sie sind in jeder Ordnung so zu wihlen,
dafB in dieser Ordnung e die tatséchliche Elektronenladung und m die wahre Elektronenmasse
darstellt. Sie sind daher Reihen in %. Eine prazisere Fassung dieser Bedingungen wird gleich
vorgenommen.
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Die zugehorigen renormierten Greensfunktionen erhélt man als Erwartungswerte der re-
normierten Feldoperatoren,

Ggﬁ;’ll.).pl(xl,...xn,yl,...yn,zl,...21)
< 0| T ale i) Tl Anp () Arp(2) 10>, (74)

d.h. insbesondere

Grlz—y) = < 0| Tdr(x)ip(y) 0> (7.5)
Dro(z—y) = <0|TAgp,(2)Ar,(y)]0> (7.6)
Go(e,y,z) = <0 Top(x)dpy)Ary(z) 0> . (7.7)

Die Berechnung der renormierten Propagatoren erfolgt am giinstigsten iiber die sogenannten
baren Parameter und Feldoperatoren. Man definiert sie in Analogie zu Kapitel 5,

M) = 7F ) (7.9
A

g = —r e (7.10)
7,73

mog = m-—dm (7.11)

sodaf} die renormierte Lagrangedichte formuliert in den baren Gréflen die Form

1 A A Av v A

Lrn = _Z(apAo,y — 0,4, (07 Ay — 0 Af)
A A N2 2.
+1q (lﬁ - mo) Yo — cotro Ao

annimmt. Das ist genau die Lagrangedichte, von der man ausgegangen war, nur daf} in ihr
jetzt nicht die physikalisch relevanten renormierten Feldoperatoren und wahren Parameter e
und m stehen, sondern die nicht renormierten baren Gréfien. Aus dieser Lagrangedichte kann
man, wie in den vorangegangenen Kapiteln abgeleitet, die Vakuumerwartungswerte der baren

Feldoperatoren in Abhangigkeit von den baren Parametern ey und myg, die in die Feynman-
Regeln eingehen, berechnen,

Gé?:)ll’%.)pl(xlv Ly Y1y -0 Yny 21, Zl)
= < 0| Tdo(x1)r Yol oY1) Vo(ya) Aoy (21).- Ao (2) [ 0>, (7.13)

d.h. insbesondere

Golw—y) = < 0| Tdo(a)o(y) | 0> (7.14)
Dopu(w=y) = <O0[TA,(x)Ao,(y) | 0> (7.15)
GOy, 2) = < 0] Too(x)dg(y)Ao,(z) | 0> . (7.16)
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Aus G1.(7.8,7.9) ergeben sich direkt die Relationen zwischen den renormierten und den baren

Greensfunktionen,
(2n,1) n 5 ~(2n))
Gy (s oy Y1s oYy 215 o021) = Ly 25 GRUT (X1 @y Y1y oYy 215 0-21) (7.17)

d.h. insbesondere

Go(v —y) = Z Gr(z —y) (7.18)
Doy(z —y) = Zs Drplz —y) (7.19)
G ey 2) = 7y 75 GED(ey.z) . (7.20)

Schliellich erhalt man fiir die irreduziblen N-Punkt-Funktionen

) T pend)

Ouor ot (T1s ey Y1y oy 21, 21) = Ly " Zsy Roproot (T ooy Yty oy 215 0021) 5 (7.21)

weil auf der linken Seite gegeniiber G1.(7.17) n nicht renormierte Propagatoren Go und { Dg”
abgespalten werden miissen, auf der rechten Seite dagegen n-mal Gr und [-mal D%, die sich
jeweils um ein 73 bzw Z3 unterscheiden. Die gleichen Relationen gelten auch im Impulsraum.

2n,l)

Der Vollstandigkeit halber sei noch eine prizise Formulierung fiir G angegeben, in der

ausdriicklich betont wird, daf3 Gé%’l) mit Hilfe einer Regularisierung berechnet wird,

Ggf;’ll.).pl(e, My P1y oo Prs Q1 oGy K1y o K2) (7.22)
l
M —-n 2 nvl
= Ah_)rgo Zy"(e,m, N) Zs 2 (e, m,A)Gé?pln)pl (eo(e, m), mo(e,m), Ny p1,..Pny Gy - -Gny K1, kl)
: —n _é— n,l Zye
= Ah—g)lo Z2 (evmv/\) Z3 (€7m7A)G(O?pl..)pl< - M — 5m7A7p17"'pnvqlv"'qnvklv"'kl) )

7272

die fiir die renormierte Greensfunktion entfernt werden mufi. Auflerdem ist angedeutet, dafl die

nicht renormierte Greensfunktion mit den baren Parametern zu berechnen ist. Diese kénnen

von vornherein mittels der Gln.(7.10,7.11) zugunsten von e, m und den Renormierungskon-

stanten eliminiert werden, d.h. jedem Vertex, an dem nach Feynman-Regeln bisher ey stand,

wird die ganze Kombination % zugeordnet. Damit lassen sich die Gé%’l) und daraus die
7,7

n  auch ohne Riickgriff auf die baren Parameter direkt berechnen.

Die freien Propagatoren lauten daher

(0) P+ mo 9
GO (p) - ZpQ . m% + ie (7 3)
1—AX k" kY 1
DY (k) = —ilg™+ (7.24)

A kQ—%—I—ie k? — p? + e
Jetzt sollen die drei divergenten Funktionen der QED explizit durchgegangen werden.
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7.3 Vakuumpolarisation, Selbstenergie und Vertexkor-
rektur

7.3.1 Vakuumpolarisation

Fiir den nicht renormierten Photon-Propagator erhdlt man in beliebiger Eichung

k’)k”) 1 . k,k,
—1
k2 ) E?[1 + wo(eg, mo, A, K?)] + 1€ A2 (K2 4 ie)

D2 (o, mo, A k) = — @'(gp”— . (7.25)

Die funktionale Abhingigkeit der nicht renormierten Vakuumpolarisation von eg, mg, A und k2
folgt wie bisher direkt aus den Feynman-Regeln. Diese Funktion ist daher im Prinzip bekannt.
[hre niedrigste Ordnung wurde in Kapitel 4.2, G1.(4.14), berechnet. Gegeniiber Gl.(4.14) steht

jetzt aber ey an der Stelle von e und mg an der von m,

e A? 1 2ma\ [ r4m L 4m3 3
wél)(eoamo,/\,ﬁ) = 12;2{”@(?) _§_2<1+k—20) [(k—zo_l) arccot(k—zo—l) —1]} .
0

Allerdings spielt die Verwendung von ey und my in der ersten Ordnung keine Rolle. Formuliert

in den wahren Parametern enthélt diese erste Ordnung aber bereits hohere Ordnungen in £,
die bei der Renormierung in héherer Ordnung wesentlich werden.
Daraus folgt gemafl G1.(7.22) fiir den renormierten Photon-Propagator

pv o KRN 1 Zye 2 -
Dy (e,m k) = (g - ) e Ah_)rgo Zs(e,m, A) [1 + wo <ﬁ,m —om, N\ k )]
243
k,k,
—1Z5(e,m, A) ? (7.26)

Ne2(k2  ie)

Wie bereits in Kapitel 5 erwahnt ist in beliebiger Fichung nur der physikalisch relevante Teil des
renormierten Photon-Propagators endlich. Der k,k, -proportionale Teil enthéalt noch die beim
Entfernen der Regularisierung divergente Renormierungskonstante Zs. Da die Beitrage zum
renormierten Photon-Propagator auch in alle anderen Greensfunktionen eingehen, sind auch
in diesen im allgemeinen divergente Teile vorhanden. Das Problem 14t sich aber durch kon-
sequentes Verwenden der Landau-Eichung 16sen, da dann der stérende Term im renormierten
Propagator verschwindet,

-1

k”k”) 1

A
12 lim lZg(e,m,A) [l—l—w()(;el,m—(Sm,A,kz)”

DY s(e,m, k) = —i(p”— ,

L,R( ) g k2 + ic Ao 1l

(7.27)

Nur die Landau-Eichung liefert in beliebiger Ordnung vollstandig konvergente Greensfunktio-
nen. Sie wird im weiteren ohne ausdriicklichen Hinweis ausschliellich benutzt.

Man beachte den Unterschied von GI.(7.27) zu Gl.(5.19), der aus der Verwendung von my

an Stelle von m und der Existenz von Z; und Z; herriihrt.
Die Normierungsbedingung fiir D%’ erhdlt man aus GI1.(5.7),

A
Zs(e,m, A) ll + w(—li,m —dm, A\ k? = 0)] =1 (7.28)
7,73
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was eine implizite Bestimmungsgleichung fiir die Renormierungskonstante Zs(e, m, A) darstellt.
Im Gegensatz zu G1.(5.9) ist diese bei vollstandiger Behandlung der QED aber mit den anderen
Renormierungskonstanten verkoppelt. Man benétigt also auch fiir diese noch drei implizite
Bestimmungsgleichungen, die wiederum von Z3 abhdngen werden. Der gesamte Satz von vier
Gleichungen ist Ordnung fiir Ordnung gekoppelt zu 16sen.

SchlieBlich definiert man die renormierte Vakuumpolarisation wie in Gl.(5.14),

1 +wr(e,m, k*) = lim Zs(e,m,A) ll + wo (Z—le“ m — ém, A, kQ)] : (7.29)
A—co 3
Sie erfiillt die Bedingung
wrle,m, k> =0) = 0 . (7.30)

7.3.2 Selbstenergie

Als néchstes soll der Elektron-Propagator betrachtet werden. Den nicht renormierten Propa-
gator erhédlt man wieder aus der Resummation der Dyson-Reihe,

Go(p) = G () + G ) (= i30(p)) G (0) + G5 (0) (= i50(p)) G () (= 150(p)) G (p)
Ty
_ O 1
- Gl (p)1+@'20 VeI

1
= - ) ; (7.31)
G (p) + i%o(p)

wobei die Selbstenergie konventionsgemafl mit einem Vorfaktor —¢ definiert ist. Der inverse

Propagator lautet damit

G51(€07m07A7P) = — L?é — Mo — Zo(eo,mo,/\,p)} . (732)
Der renormierte Propagator 14t sich dann leicht angeben,
VA
GRle,m,p) = —1 Alim Zy(e,m, A) [}é—m—l—(Sm(e,m,A)—Z()(—lel,m—(Sm,A,p)] . (7.33)
—+00 2
AVAS

Als néchstes miissen Normierungsbedingungen fiir den Elektron-Propagator formuliert werden.
Da der volle renormierte Elektron-Propagator ein reales freies Elektron (in Wechselwirkung mit
dem Photon-Feld) beschreiben soll, muf} er auf der Massenschale, auf der sich ein reales freies
Elektron ja befindet, einen Pol erster Ordnung haben. Diese Bedingung definiert im Rahmen
des Formalismus praktisch die Masse m des Elektrons. Bei einem Spin—%—Teilchen muf} der
Propagator auf der Massenschale p* = m? daher die Form des freien Propagators annehmen,

Grl(e,m,p) ~ — i (p—-—m) . (7.34)

p2=m2
Die Bedingung (7.34) soll jetzt etwas praziser gefaBt werden,

Gﬁl(e,m,p)h{;m =0 (7.35)

J .
@GRl(e,m,p)h{,:m = —3 ) (7.36)
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Das bedeutet fiir die Renormierungskonstanten

Z
dm(e,m,\) = Zo<—1€l,m—5m,/\,p) | = (7.37)
VA
7 -1
Zyle,m, N) = ll — agZo (—li,m — 5m,/\,p) |‘;,:m] (7.38)
PN z,72
Die Auswertung an der Stelle p = m ist dabei als formale Ersetzung von p durch m zu

verstehen. Die Bedingungen (7.35-7.38) sollen noch etwas genauer untersucht werden. Mit der
allgemeinen Form der Selbstenergie

So(p) = PE1(p%) +mEa(p?) (7.39)

mit nicht spinorwertigen Funktionen X 5(p?), d.h.

Gi'(p) = —iZ4Mﬁ—z«ﬁﬁ—wﬁ1+zxﬁﬁ+ﬂm] ,
Gr(e;m, p)lpmme = — i (p—m) (7.40)
mit
Sm = mY;(m?) + mYy(m?) (7.41)
7y = (1—21(7712))_1 (7.42)

Geniige getan. Die GIn.(7.35-7.38) sind dagegen eine formale Schreibweise fiir
sm = mYi(m?®) +mYy(m?) (7.43)

Z;t = 1—zl(mQ)—sz(%zl(ﬁﬂﬁzw+%22(p2)|p2:m2) . (7.44)

wobei der letzte Summand zu Z; " nicht verschwindet. Dabei wurde Gebrauch davon gemacht,

daf3

0 0
1?752 = p2 ) a1 = 2¢
P d(p)
gilt. In die Bedingung (7.36) geht auch die Ableitung der Selbstenergie ein ! Diese Wahl der
Normierungsbedingungen bewirkt, dafi der renormierte Propagator an der Stelle p* = m?

um einen endlichen Faktor vom freien Propagator verschieden ist, also nicht das Residuum 1
besitzt. In der ersten Ordnung 148t sich das direkt zeigen,

A—oo

GO () = —ihn%meMV—m+NWMme—EQ@mAmﬂ

o 0 -
= —3 Ah_}rgo [1%—@20 (e,m,/\,p)hb:m

) []é -m+ Zél)(ev vavp) |b:m - Zél)(ev vavp)]
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= — Z hm }é — m — 2(01)(67 m7A7p) —I_ Z(Ol)(e7 m7A7p) |ﬁ:m

A—oo

0
+H(p - m)@Zgl)(e, m A D) | (7.45)
Aus der Selbstenergie werden also gerade die ersten beiden Glieder einer Taylor-Entwicklung
um p = m heraussubtrahiert. An der formalen Stelle p = m nimmt der renormierte Propagator
also genau die Form des freien an. Fiithrt man diese formale Darstellung mittels G1.(7.38) auf

die nicht spinorwertigen Funktionen I'; 5(p®) zuriick, erhélt man

G ) = =14 1= S0 + 5
0 0
2 (1), 2 (1), 2
b2 (LSl e + 5 )
+i7”l L+ 2 (p7) = 2 (m?)
0 0
2 (1) 2 (1), 2
20 (Sl e + 8 )
Der Propagator hat also an der Stelle p? = m? die Form des freien Propagators aber multipli-
ziert mit P P
1 1
e 2m? (07 e + S0 (0o )
Die Bedingung (7.40) hatte gerade auf
GO eomp) = — i p[1L = SPH) + S )] + i m[1+ 20 () - ()]

gefithrt. Beide Renormierungen unterscheiden sich um einen konstanten Faktor. Die eigentliche
Subtraktion der Divergenzen ist in beiden identisch.
Nun definiert man die renormierte Selbstenergie

p—m—Ygple,m,p) = lim Zy(e,m, A) l]zﬁ —m+dm(e,m,\)— Zo< Zli ,m—aom, A,p)] ,
A—oo Z2Z32
(7.46)
sodaf}
Gile,m,p) = — i[p—m — Sp(e,m,p)| (7.47)
gilt. Entsprechend den GIn.(7.37,7.38) erfiillt ¥i die Bedingungen
Yr(e;m,p)lpmm = 0 (7.48)
Die Bedingung (7.40) hatte dagegen
Yr(e,m,p)lpeme = 0 (7.50)

zur Folge gehabt.
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7.3.3 Vertexkorrektur

Die dritte divergente Funktion der QED ist die Vertexkorrektur. Zunédchst ergibt sich fiir die
(2,1)-Punkt-Funktion

1 Z
Nylemp.k) = Jim Zz<e,m,A>Z§<e,m,A>A8(Z oo dm Ao )
2443
. . Z1€
= —ielim Zi(e,m, AN~y + 1§ (—l,m —om, A, p, k) . (7.51)

Die Normierungsbedingung folgt praktisch aus der niedrigsten Ordnung,

Aple,m.pok)jmper = — 1e9” (7.52)

was die Renormierungskonstante 7, festlegt,

Z
V27 e A) = 3 TG (S A pk e (7.5
7,72

Dabei ist hier die formale Bedingung p = ¥ = m nur der Ausdruck der Tatsache, dafl nur eine
Forderung gestellt werden darf. Die Gleichung (7.52) fiir p* = k*,p? = m? zu fordern ergéibe
zwel Bedingungen fiir die beiden Teile proportional zu 4* und p” in der Vertexkorrektur. Das
wird an der allgemeinen Form der Vertexkorrektur fiir p¥ = k%,

C5(p.p) = my’[pT0(p?) + mIa(p?)] + p [#Ua(0?) + mlu(p?)] (7.54)
explizit deutlich. Da ['3(m?) und T'y(m?) nicht verschwinden, bliebe fiir p* = k¥, p* = m? ein
Anteil proportional p” {ibrig. Die Forderung (7.52) kann man auch in der Form

2
> Ta(p)AR(e;m, p, Pua(p)p® = m* = tr[(p + m)Aj(e,m,p,p)lyomnz] = — diep’
a=1

aufschreiben. Der Erwartungswert der Vertexkorrektur fiir unpolarisierten freien Teilchen soll
verschwinden. Die Bedingung (7.53) lautet genauer formuliert (kontrahiere G1.(7.53) mit p,
und werte mit p = m aus)

Z7t = L+ m?[Li(m?) + Da(m?)| + m? [Ua(m?) + Ta(m?)] (7.55)

Auch hier definiert man eine renormierte Vertexkorrektur

7
v+ T'h(e,m,p,k) = lim Zl(e,m,/\){’yp + F@( lel,m —om, A, p, k)} , (7.56)
A—oo Z2Z32
fiir die dann
Aplesmp k) = =i e {5+ Dhleom.p )} (7.57)
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gilt. In erster Ordnung 148t sich die renormierte Vertexkorrektur leicht angeben,

R (com,p,k) = lim {T0 (e,m,p k) = T8 (e, p k) mpmn f o (759)

bzw explizit
PR (0 k) = T67 (k) = m? 47 {T17(m?) + T () + T4 (m?) + T8 (m?) }

Die Ward-Identitat (3.16) gilt auf Grund der identischen Struktur der renormierten La-
grangedichte (7.12) fiir die nicht renormierte Vertexfunktion in Abhéngigkeit von den baren
Parametern eg und myq,

0
A8(€07m07/\7p7p) = €o %Gal(emmm/\vp) ’ (760)
P
und damit auch nach der Ersetzung ey = 2% und mg = m — dm,
7,72
VA 7 0 7
A(p)(—lel,m—csm,/\,p,p) = 161 —Ggl <—1€l,m—5m,/\,p) , (7.61)
7272 7,72 9P 7272
Das bedeutet fiir die eigentliche Vertexkorrektur
VA 0 7
F@( 1€l ,m — 5m,/\,p,p) = — —> (_1(17 m — 5m,/\,p) ) (7.62)
7,72 I\ g, 72

Setzt man hier die Formen (7.39) und (7.54) ein, erhélt man als Relationen zwischen den
einzelnen Anteilen der Vertexkorrektur und der Selbstenergie

Li(p*) = 0 (7.63)
m? Lo(p?) = — Ni(p?) (7.64)
Lo(p?) = —28%21@% (7.65)
L) = -2 ) (7.66)

Durch Vergleich von GI1.(7.44) mit G1.(7.55) ergibt sich dann explizit
Zile,m,N) = Za(e,m,A) . (7.67)

Diese wichtige Beziehung kann man schliefllich wieder in GI1.(7.61) einsetzen,

1 Z
Aplecmpop) = Jim Za(e.m A)Z3 (e m, ANG(—m = 6m. A,y
—+00 Z2Z32
A
= lim e Zi(e,m, A) iGal< 1el,m—5m,/\,p)
A—oo app Z2Z3§
A
= lim e Zy(e,m, A) iGgl (—lel,m — 5m,/\,p)
A—oo app Z2Z35
0
= ¢ —GxY(e,m,p , 7.68
G (e (769
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und erhéalt so die Ward-Identitét fiir die renormierten Funktionen,

I['n(e,m,p,p) = — aiZR(e,m,p) : (7.69)

Pp
Es zeigt sich, daf die spezielle Wahl der Normierungsbedingungen (7.35,7.36) vor allem im
Hinblick auf die Identitdt Z; = Z; und damit die Ward-Identitaten (7.68,7.69) wesentlich ist.

Analog zeigt man die Giiltigkeit der Ward-Takahashi-Identitéten fiir alle hoheren (2n,()-
Punkt-Funktionen.

Abschlieflend sei noch betont, dafl die Lagrangedichte der QED nur hochstens vier Re-
normierungskonstanten zulafit, die Normierungsfaktoren der beiden Feldoperatoren und die
beiden Parameter der Theorie. Gédbe es daher mehr als vier iiber-Alles divergente Funktionen,
ware ein Renormierungsprogramm ziemlich aussichtslos. Auch in dem vorliegenden Fall wére
mit dem in diesem Kapitel aufgestellten formalen Schema das Problem der Renormierung nur
dann abgehandelt, wenn nur endliche Renormierungen nétig wéren. Es bleibt ndmlich noch
zu zeigen, daff mit diesem Verfahren tatséchlich alle Divergenzen aus sémtlichen Funktionen
eliminiert werden. Dies soll im nachsten Kapitel diskutiert werden.

Zuvor soll zur Hlustration das Counterterm-Verfahren einmal explizit in den niedrigsten
Ordnungen vorgestellt werden.

7.4 Renormierung bis zur zweiten Ordnung

Um das im letzten Abschnitt vorgestellte Schema noch etwas abschaulicher zu machen, soll es
hier bis zur zweiten Ordnung explizit vorgefithrt werden. Dabei wird angenommen, die drei
nicht renormierten Funktionen wq(eg, mo, A, k%), Xo(eo, mo, A, p) und T'5(eq, mo, A, p, k) seien bis
zu dieser Ordnung bekannt. Auflerdem soll hier davon Gebrauch gemacht werden, dafl alle drei
Funktionen nur quadratisch von ey abhdngen. Die Abhéngigkeit von der Regularisierungsmasse
A wird im weiteren der Kiirze wegen unterdriickt. Dann nehmen die drei Funktionen bis zur
zweiten Ordnung die Form

woleo, mo, k%) = eqwi(mo, k*) + egwz(mo, k%) (7.70)
Z0(607 mo,p) = egzl(movp) + 6322(7”07}7) (771)
Fg(eo,mo,p,k) = e(erll)(movpvk) + eéFg(mo,p,k) (772)

an. Auch die Renormierungskonstanten sind damit gegeben,

-1

Zs(eg,mp) = {1 + e2wi(mo, 0) + egwa(mo, 0)} (7.73)

Sm(eg,mo) = €2¥i(mo,m) + egq(mo, m) (7.74)
0 0 -

Zg(eo, mo) = {1 — 63@21(7’)@0, m) — 63@22(7’)@0, m)} ' (775)

Zl(eo,mo) == Zz(eo,mo) 5 (776)

wobei das Argument m in X bzw seiner Ableitung eine Kurzschreibweise fiir p = m sein soll.

SchlieBlich gilt

€

e’ = Zs(eo,mo) 5 = Zg(li,m—&n(e,m)) et (7.77)
Z3 (e,m)
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,m — 5m(e,m)) , (7.78)

m = mg+ dm(eg, mgy) = m0—|—5m<

Z3 (e,m)
woraus iterativ eg und mg in Abhéngigkeit von e und m berechnet werden kénnen.

Um die Renormierungskonstanten (7.73-7.76) konsistent bis zur Ordnung A in e und m
zu formulieren, wird die Auflosung der GIn.(7.77,7.78) nur bis zur ersten Ordnung benétigt.
In dieser kénnen in Z3 und dm eg und mg direkt durch e und m ersetzt werden,

co = Z:gl)’_l(e,m) et = (1 + ele(m,O)) e (7.79)
myg = m— 5(1)m(e,m) = m— Y (m,m) . (7.80)

Einsetzen von (7.79,7.80) in (7.73-7.75) und konsistentes Auswerten bis zur zweiten Ordnung
ergibt

Zs(e,m) = ll + €*w; (m, 0) {1 + e*w; (m, 0)} (7.81)

—1
— 'S (m, m)iwl(m, 0) + e*wy(m, 0)]
aom

dm(e,m) = ezZl(m,m)[l + ezwl(m,())} — e4§]1(m,m)ai
m

Zyle,m) = ll —¢ %Z (m ){1 + ezwl(m,())} (7.83)

+ 'S (m, m)a?n@a]zﬁ 1(m,m) —e %Z (m )]_ \

i (m,m) + e*Sy(m,m) (7.82)

sowie nach Inversion

Za(e,m) = 1 —e*wi(m,0)+ 'Y (m, m)a%wl(m 0) — e*wy(m, 0) (7.84)
Zyle,m) = l+e @Z 1(m,m) + e4<@21(m,m))2 + ety (m, 0)6315 1(m,m) (7.85)

88 6_2

Daraus kann man die renormierten Funktionen bis zur zweiten Ordnung gewinnen,
e
wrle,m, k*) = Zz(e,m) ll + wo (—1, m — ém, kQ)] —1
Z3

et s o)

-[1 + 2wy (m, k?) + ¢*wi(m, 0)w; (m, k?)

d
—e*Yy(m m)a—mwl(m,kz) + e4w2(m,k2)] — 1
= clwi(m, k?*) — *wi(m,0) + e*wy(m, k*) — e*wy(m, 0) (7.86)
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—e*Y (m, m)aimwl(m E*) 4 'Sy (m, m)a?n 1(m,0)
Yrle,m,p) = Zs(e, m)[ P+ m—om(e, m)—I—Z()(Z;,m om p)] +p—m

- [1—|—e @Z 1(m )—I—e4<%21(m,m))2

—|—ew1(m 0) 0.9

i) = ) S )+ €' S, m)

i21(7717 m)

[—]zﬁ +m — e*Xy(m,m) — 'Ly (m, m)w; (m,0) + ¢ Zl(m,m)am

- 6422(7”7 m) + ezzl(mvp) + 6421(m,p)w1(m, 0)
— 'S (m,m iZl(m,p) + 6422(m )] +p—m

)am
- e2[21<m,p>—z< m) = (= m) -5, m)] (7.87)

op
_|_e4[<w1(m 0) + @Z 1(m ))
.(Zl(m,p) — Xi(m,m) — (p — m)aaﬁj (m ))

—Si(m,m) (aimzmp, ) = oS ) = (= ) 3 o)

#Ealim.p) = Salm,m) = (= m) ()|

Man erkennt, wie die beiden Funktionen ineinander eingehen. Die Renormierung der Vertex-
korrektur soll hier nicht noch einmal vorgefiithrt werden.

Mit Hilfe der GIn.(4.58,4.63,4.65) kann man die Renormierungskonstanten und die renor-
mierten Funktionen (Feynman-Eichung, f(D) = 4) in erster Ordnung explizit angeben,

Zo(e,m) = 1— 126; {% —’y—l—ln<47:n]\2/[2)} (7.88)
omle,m) = 1?)66;2m{4 —2 p 7T l"<4:?52) * g} (7.89)
Zole;m) = 1— 166; {%—’y—l—ln(m 22)—|-4—|—2ln<:1—22)} (7.90)
wW(k?) = 126;{% +2(1+ 2%2) ((@ - 1)%arccot(4ki22 - 1)% - 1)} (7.91)
S =



Fiir die renormierte Vakuumpolarisation erhdlt man natiirlich das alte Ergebnis (5.16). Die
renormierte Selbstenergie ist abhdngig von der gewahlten Eichung, nicht aber von der verwen-
deten Regularisierung. Die Unterschiede zwischen Pauli-Villars- und dimensionaler Regularisie-
rung zeigen sich nur in Konstanten, die durch die Renormierung erst festgelegt werden. Daher
unterscheiden sich zwar die regularisierten Funktionen und die Renormierungskonstanten, die
renormierten Funktionen jedoch nicht mehr.

Es sei noch einmal generell darauf hingewiesen, dafl das gesamte Renormierungsschema
Eichungs-abhéangig ist.

7.5 Masselose Quantenelektrodynamik

Die Untersuchung der Quantenelektrodynamik masseloser Fermionen ist vor allem aus kon-
zeptionellen Griinden interessant. Zum einen vereinfacht sich das Renormierungsschema, weil
fiir m = 0 auch die Renormierung der Masse entféllt. Andererseits ist im masselosen Fall auch
die explizite Berechnung der drei divergenten Funktionen in héherer Ordnung relativ leicht
moglich. Schliefllich bestimmt der so behandelbare Teil der Greensfunktionen das Hochenergie-
Verhalten der entsprechenden Funktionen im massiven Fall. Das ist insbesondere im Hinblick
auf die Diskussion von Renormierungsgruppengleichungen interessant.

Zunéchst sollen einige allgemeine Bemerkungen zur Form der drei wesentlichen Funktionen
vorangestellt werden. Da die Masse m als dimensionsbehaftete Grofle jetzt nicht mehr zur
Verfiigung steht, kann man aus der Dimension der irreduziblen Funktionen Riickschliisse auf
ihre funktionale Abhéngigkeiten von Ladung und Impuls gewinnen. Die Vakuumpolarisation
wo(e€g, k?) ist dimensionslos. Die einzige zur Kompensation des Impulses k? verfiighare Grofie
ist die Regularisierungsmasse A. Auflerdem hangt die Vakuumpolarisation nur quadratisch von
e bzw ¢g ab. Man schreibt sie daher als Funktion der Feinstrukturkonstanten «,

12
woleo, k%) = w(ozo, P) ) (7.93)
Analog erhdlt man fiir die Selbstenergie eine Proportionalitat zu p, da die Regularisierungs-
masse nicht linear in additiver Form auftreten kann, was man im Rahmen der dimensionalen
Regularisierung leicht einsieht: A geht nur multiplikativ mit der baren Feinstrukturkonstan-
ten ag ein und kann deshalb nur unter dem Logarithmus vorkommen. Daher ist § die einzige
Grofle, die die Dimension £ hat,

2
p
Zo(eo,p) = }é Z(Oéo, P) . (794)
SchlieBlich bleibt aus den gleichen Griinden fiir die Vertexkorrektur bei p¥ = k¥,
2 P 2
p p p
(€0, p,p) = 7T (amp) + —pfrz (Oéoyp) : (7.95)
Die Ward-Identitat legt dann sofort
2 2
p p
(o0 §z) = (00 3 (7.96)
2 2
p _ , 0 p
FQ (Oéo, F) == —2p a—pZZ (Oéo, F) (797)



fest. Die allgemeine Form von I'g(eg, A, p, k) ist selbstverstandlich noch etwas komplizierter.
Auch das Renormierungs-Verfahren erfahrt hier eine erste Modifikation, die im iibernach-
sten Kapitel noch ausgiebiger diskutiert werden wird. Wéhrend bisher stets auf der Massen-
schale, k? = 0,p? = m?,
rungspunkt gewdhlt werden. Eine ausfithrliche Diskussion dieses Problems soll auf Kapitel 9

renormiert worden ist, muf} in diesem Fall ein anderer Renormie-

verschoben werden. Hier wird als Renormierungspunkt fiir alle drei Funktionen die Stelle A2
ohne weiteren Kommentar einfach verwendet werden, d.h. man stellt die Forderungen

wr(a,\*) = 0 (7.98)
6}5 (Oz p) |b—/\ = 0 (799)
[R(a,p,pllp=r = 0 . (7.100)

Daraus erhélt man als Bestimmungsgleichungen fiir die Renormierungskonstanten

A2 a A\t

Z3< A2) B H“(Z A?)] (7.101)
A2 a A d a p -1

Z2< A2) _ 1_Z<Z_3’P) _ o) 5 Z(Z A2)|p2_A] (7.102)
)\2 )\2 )\2 -1

Z1 (oz, F) = 1 —|— Fl (; A2) —|— FQ (%7 F)] 5 (7103)

woran man wegen Gl.(7.96,7.97) sofort 7, = Z, abliest.

Jetzt soll das Renormierungsschema bis zur dritten Ordnung vorgefithrt werden. Das ist
hier deutlich tibersichtlicher als die zweite Ordnung des massiven Falls, da die Vakuumpola-
risation und Z3 vollig von den anderen beiden Funktionen entkoppeln. Mit den Abkiirzungen

2 2
x = §2, Yy = % und z = A2 erhélt man aus

w(ag, ) = ozow(l)(x) + agw(z)(:p) + ozgw(?’)(x) (7.104)
S(a0,y) = aoSW(y) + agSP(y) + agtP(y) (7.105)
und
o o
o Zs(a, z) @ l —I_w(Zg(oz,z)’Z)] (7.106)
gerade

Zyfoz) = [1 +all+al +u0(E)]ol(z) + aw®()|wt)(z)
T a1 4200 (2)|w®(z) + a%(g“”l _
_ [1 + aw(2) + o [(w(”(Z))2 + w(Q)(Z)]

+a® [(w(l)(z))S + 3w (2)w@(2) + w(S)(Z)H h

= 11— aw(l)(z) — azw(z)(z) - [w(l)(z)w(z)(z) + w(?’)(z)] . (7.107)
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d.h.

2

oy = « ll + ozw(l)(z) + o? [(w(l)(z)) + w(z)(z)] (7.108)
+a’ [(w(l)(z))S + 30W(2)w®(2) + w(S)(Z)H
Daraus 1a8t sich die renormierte Vakuumpolarisation sofort ausrechnen,

wR<oz, g) Zs(ar, 2) ll—kw(%,x)] —1

= [1 - aw(l)(Z) - ozzw(Z)(Z) —a’ [w(l)(z)w@)(z) T w(?’)(z)”

2

: ll + oz[l + awM(z) + o Ku)(l)(z)) + w(z)(z)Hw(l)(aj)

+a? {1 + 20@(1)(2)}@(2)(1;) + oz?’w(?’)(:z;)] -1
= a [w(l)(x) — w(l)(z)] + o? [w@)(:z;) — w(z)(z)] (7.109)
+a? [w(?’)(x) —®(2) + {w(z)(:p) — w(Z)(Z)}w(l)(z)]

Aufgrund der Identitdat 7; = Z5 und des Fehlens der Massenrenormierung machen sich in den
héheren Ordnungen der Vakuumpolarisation nur solche divergente Subgraphen bemerkbar,
die in niedrigerer Ordnung zur Vakuumpolarisation gehéren. Die divergenten Beitrédge von von
Selbstenergie- und Vertexkorrektur-Graphen zur Vakuumpolarisation heben sich exakt her-
aus. Das entspricht der Tatasache, dafl bei der expliziten Berechnung der Vakuumpolarisation
zweiter Ordnung, G1.(4.86), in der Summe der drei beitragenden Graphen sowohl die Pole
zweiter zweiter Ordnung als auch das Produkt aus Divergenz und k*-abhingigem Logarithmus

1 2 47 5
Wy = ) 2 .y <_) o
wii(a) 3%{4—D yEm T +3}

1 1 4
) = gatrrprn(T) )

Es sei noch einmal angemerkt, dafl die zweite Ordnung zwar in Feynman-Eichung berechnet

entfallen,

wurde, das Ergebnis aber unabhingig von der Eichung ist. Es zeigt sich obendrein, daf} die
Konstante ¢, die nicht vollstandig berechnet worden ist, fiir die renormierte Vakuumpolarisa-
tion ohne Bedeutung ist, da sie in der Differenz w®(k?) — w(?(0) nicht mehr auftritt,

o Ar M? o? Ar M?

Mit Hilfe von G1.(7.108) kann man dann Z; berechnen.

Zola,z) = ll — oz[l + awM () + o Ku)(l)(z))z + w(z)(z)H {Z(l)(z) + 222(1)/(2)}
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1200 (2)[2@(2) + 2:3P'(2)] + [5O(2) + 222<3>’(Z)H .

Daraus ergibt sich dann die renormierte Selbstenergie,

Sna,z,p) = 31523(@,%) (7.112)
ZR<a,g) - Zz(a,z)[z<zﬁ3,y)—1]+1 (7.113)
= alzm(y)—[z<1>(z)+222<1>’(2)” (7.114)

w[ [(z) 4 [0(:) 4 250 (2]
.[2(1)(y) — [2D(2) + 222<1>'(Z)H
+30(y) — [2O(2) + 222(2)/(2)”
Lo [ [(wu)(z))? +w®(2) 4 200(2)[E0 () + 2:50(2)]
+[S@(2) + 2:2@(2)] + [2O(2) + QZZ“)'(Z)H
[500) = [E0() + 2302
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+ [Qw(l)(z) + {Z(l)(z) + 222(1)/(2)}]
-[2(2)@) ~ [20(:) + 222@’(2)}]

+26)(y) — {2(3)(2) + 222(3)’(2)}]

Im Gegensatz zur Vakuumpolarisation ist hier das Renormierungsschema in zweiter Ordnung
zunachst wesentlich komplizierter. Das ist eine Konsequenz der Tatsache, daff in die Renor-
mierung der Selbstenergie auch die der Vakuumpolarisation eingeht, umgekehrt aufgrund der
Eichinvarianz der Theorie jedoch nicht.

Die renormierte Selbstenergie vereinfacht sich gewaltig, wenn man bedenkt, dal nur in
Landau-Eichung vollstdndig endliche renormierte Funktionen zu erwarten sind. In Landau-
Eichung verschwindet aber die regularisierte Selbstenergie erster Ordnung, GI.(4.78). Dann
lautet die renormierte Selbstenergie wesentlich kiirzer

ZR<Q,%) _ ozzl z<2>(y)—[z<2>(2)+222<2>’(2)ﬂ (7.115)
-|-oz3[ 20 (2) [2@)@) - [2@)(2) + 222<2>’(Z)H
+3E(y) — 80 (2) + zzz<3>’(2)”

Damit bleiben auch hier in zweiter Ordnung keine aus der ersten Ordnung stammenden Coun-
terterme mehr iibrig. Wie in Abschnitt 4.4.7 gezeigt wurde, treten in den einzelnen Graphen
der Selbstenergie zweiter Ordnung aber Pole zweiter Ordnung und das Produkt aus Pol und
impulsabhéngiger Funktion auf, G1.(4.90). Zur Elimination dieser Terme werden im Prinzip
Counterterme niedrigerer Ordnung in Diagrammen hoéherer Ordnung benétigt. Es zeigt sich
also, daff auch im Fall der Selbstenergie in der Summe der drei Diagramme zweiter Ordnung
diese Terme entfallen miissen. Sowohl bei der Vakuumpolarisation als auch bei der Selbstener-
gie werden Counterterme aus niedrigerer Ordnung erst in dritter Ordnung zur Renormierung
benoétigt. Bevor darauf noch ndher eingegangen werden soll, mufl zunéchst eine allgemeine
Aussage zur Struktur der Divergenzen in divergenten Diagrammen gemacht werden, was im
nachsten Kapitel geschehen soll.

Die Renormierung der Vertexkorrektur erfolgt ganz analog und soll hier nicht noch auf-
gefiithrt werden.

Man erkennt in den beiden Beispielen der letzten beiden Abschnitte explizit die Verkopp-
lung der drei divergenten Funktionen und ihrer Renormierungskonstanten. Das Renormierungs-
schema wird sehr schnell duflerst kompliziert, wenn die Komplexitdt der Diagramme steigt.
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Kapitel 8

Idee des allgemeinen
Renormierungsbeweises

In den vorangegangenen drei Kapiteln ist das allgemeine Renormierungsschema fiir den Fall der
Quantenelektrodynamik ausfiithrlich dargestellt worden. Gébe es keine divergenten Feynman-
Integrale, ware dieses Schema ausreichend, die verschiedenen Funktionen an die jeweiligen phy-
sikalisch motivierten Normierungsbedingungen anzupassen. Allerdings bleibt noch zu zeigen,
daBl durch dieses Verfahren auch alle Divergenzen aus der Theorie eliminiert werden, sodaf}
die Regularisierungen wieder entfernt werden kénnen. Die Begriindung dafiir soll in diesem
Kapitel diskutiert werden.

Im ersten Abschnitt soll das zum Beweis wesentliche Konvergenztheorem fiir Feynman-
Integrale und eine einfache Erweiterung vorgestellt werden. Er macht eine Aussage zur Form
der divergenten Beitridge in beliebigen Loop-Integralen. Auf die Darstellung des relativ lang-
lichen Beweises dieses Theorems wird hier verzichtet (siehe z.B. Itzykson/Zuber chap. 8-1-4).
Allerdings wird sich zeigen, dafl dieses Theorem nur in niedrigster Ordnung direkt auf die uns
interessierenden Loop-Integrale anwendbar ist. Im zweiten Abschnitt soll dann der realistische-
re Fall héherer Ordnungen etwas eingehender diskutiert werden.

8.1 Konvergenztheorem fiir Feynman-Integrale

In diesem Abschnitt soll das zentrale Konvergenztheorem fiir Feynman-Integrale zu beliebigen
irreduziblen Diagrammen vorgestellt werden. Es lautet:

Ist der scheinbare Divergenzgrad w eines Diagramms G sowie aller seiner irreduziblen
Subdiagramme g echt kleiner Null,

wG@ <0 , wg <0, ge&d

so konvergiert das zugehorige Feynman-Integral absolut.

Dieses Theorem soll hier nicht bewiesen sondern nur erldutert werden. Zunéchst sei an
einigen Beispielen gezeigt, wie die Menge aller irreduziblen Subdiagramme eines gegebenen
Graphen aussieht:
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Dabei fiithren einige der hier gezeigten Subdiagramme natiirlich auf das gleiche Feynman-
Integral.

Die Aussage des Konvergenztheorems ist unmittelbar anschaulich: Die Menge aller ir-
reduziblen Subdiagramme entspricht der Menge aller méglichen Integrationsreihenfolgen der
verschiedenen Loop-Integrationen im Feynman-Integral des Graphen (. Existiert jedes der
moglichen Subintegrale einschliefllich des Gesamtintegrals, kann nirgendwo in dem Feynman-
Integral eine Divergenz entstehen.

Eine Folgerung aus dieser Aussage ist das folgende Theorem:

Ist der scheinbare Divergenzgrad w fir alle irreduziblen Subdiagramme g eines Graphen G
kleiner als Null, w(g) < 0, fir den Gesamtgraphen dagegen grofer gleich Null, w(G) > 0,

so ist der divergente Teil des Feynman-Integrals eine Polynom von hichstens w(G)-tem Grad
in den externen Impulsen des Diagramms,

[G(evvavpi) = [div(evmv/\vpi) —I_[fin(evmvpi) )

mat
w(@) .
Liiw(e,m, A, pi) = Zpil---pin I (e,m, \)

n=0
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Auf einen Beweis wird auch hier verzichtet. Der wesentliche Punkt dieses Theorems ist die
Aussage: Die Divergenzen kénnen nur in einer relativ einfachen Struktur vorkommen, namlich
einem Polynom in den externen Impulsen. Das ist der eigentliche Grund fiir den Erfolg des
Renormierungsschemas.

Das wird in der ersten Ordnung direkt klar. Die Vakuumpolarisation zum Beispiel hat
einen scheinbaren Divergenzgrad w((G) = 2. In erster Ordnung gibt es keine irreduziblen Sub-
diagramme, die divergieren kénnten. Daher muf} aufgrund der transversalen Struktur der Va-
kuumpolarisation,

WOk) = =ik g — bk JD ()

pv

der divergente Teil in w(!)(k?) unabhingig von k? sein, denn der Transversalititsfaktor stellt
gerade ein Polynom zweiten Grades dar. Man kann nun einen Counterterm an die Lagrange-
dichte anfiigen,

= 460
1 LA 2
- £+z@{—f%Fp—§@Mﬂ},

der den freien Propagator (bzw den inversen freien Propagator) in

DOV k) = i(1+ Z87) [k g — (1 — Mk, | (8.1)

pv

tiberfithrt. In erster Ordnung ergibt sich dann insgesamt

Dy V() = i1+ Z59) [k ga — (1 = Mk,k | — wl (k)
= i(Kgu —kok) [+ 0k + Z0] + 00+ 28k, . (8.2)

Wahlt man
70 = — GOk = 0)

Y

dann ist der Ausdruck w®(k?) + Zg()l) = wD(k?) —w(0), der gerade der renormierten Vaku-
umpolarisation wg)(kz) entspricht, und damit auch der physikalisch relevante Teil des Photon-
Propagators frei von Divergenzen.

Die gleiche Uberlegung begriindet auch fiir die Selbstenergie (w(G) = 1) und die Vertex-
korrektur (w(G) = 0) in erster Ordnung den Erfolg der Renormierung.

Mit den obigen Theoremen wére daher der allgemeinen Renormierungsbeweis abgeschlos-
sen, wenn die Voraussetzungen fiir das obige zweite Theorem auch allgemein gegeben wéren.
In allen hoheren Ordnungen als der ersten gilt aber keineswegs w(g) < 0 fiir alle Subgraphen
der drei divergenten Funktionen. Vielmehr enthalten diese in héherer Ordnung ihre eigenen
Diagramme niedrigerer Ordnung als Subgraphen. Diese sind lediglich durch Counterterme in
allen niedrigeren Ordnungen als der betrachteten endlich gehalten worden. Die Tatsache, daf3
der Divergenzgrad der Subgraphen nicht kleiner als Null ist, macht sich dadurch bemerkbar,
dafBl bei der Auswertung eines Feynman-Integrals hoherer Ordnung sich die Divergenzen von
Subintegrationen miteinander multiplizieren und Produkte aus Divergenzen und nichttrivia-
len Funktionen der externen Impulse entstehen. Das war zum Beispiel in den Beitragen zur
Vakuumpolarisation zweiter Ordnung, G1.(4.84,4.85), und zur Selbstenergie zweiter Ordnung,
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G1.(4.90), bereits offenkundig geworden. Allerdings heben sich im masselosen Fall in zweiter
Ordnung in der Summe der beitragenden Graphen diese Terme heraus. Das liegt insbesondere
an der Eichinvarianz der Theorie, d.h. an der Eigenschaft 7, = Z,.

In dritter Ordnung entfallen aus dem gleichen Grund zwar ebenfalls die meisten Counter-
terme aus den niedrigeren Ordnungen, es bleibt jedoch jeweils ein Beitrag tibrig, GI.(7.109)
und GL.(7.115). Im Fall der Vakuumpolarisation resultiert dieser aus den Diagrammen:

In hoherer Ordnung gestaltet sich der Renormierungsbeweis also wesentlich komplizierter. Das
soll im nachsten Abschnitt eingehender diskutiert werden.

8.2 Diskussion der hoheren Ordnungen

Die Wirkung eines Counterterms beliebiger Ordnung soll jetzt zunéchst einmal auf eine alter-
native Weise dargestellt werden, die es erlaubt zu erkennen, welche Divergenzen durch die zur
Verfiigung stehenden Counterterme eliminiert werden kénnen. Exemplarisch betrachtet man
wieder die Renormierung des Photon-Propagators bzw der Vakuumpolarisation.

Dabei soll in der Form eines Induktionsbeweises vorgegangen werden. Die Induktions-
grundlage dafiir liefert die erste Ordnung. Angenommen nun, man hétte durch Hinzufiigen
von Countertermen der Form

(k) 1 v )\ 2
A {— T~ 5(apAp) }

zur Lagrangedichte den physikalisch wesentlichen Teil des Photon-Propagators bis zur Ordnung
n — 1 endlich gehalten. Dann lautet der renormierte inverse Photon-Propagator bis zu dieser
Ordnung (was durch die eckige Klammer angedeutet werden soll)

Dy~ k) = iR gp — bk ] = Wi (k) + A2 (e, m, Ak,
= (kg — kok ) |1+ 0l RO AT e m, Nbk, . (83)

Das ist der inverse Propagator zu (7.26). Das Einfiihren eines Counterterms n-ter Ordnung
zur Lagrangedichte,

= i et

_ n 1 A
_ by g >{ e §(apm)2} ,

kann man auf zwei Weisen umsetzen. Die erste besteht darin, dafl der neue Counterterm auf
die bisherige Lagrangedichte addiert wird und der daraus resultierende neue freie Photon-

(n)

Propagator einen um 73" verianderten Vorfaktor aufweist. Dem ist eine zweite Interpretation

aquivalent. Dabei wird der Counterterm so aufgefafit, als wiirde er einen zusatzlichen zweiten
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freien Photon-Propagator erzeugen. Dieser geht in alle niedrigeren Ordnungen nicht ein, da sein
Vorfaktor Z:)()n) von n-ter Ordnung ist. In der n-ten Ordnung wirkt er wie ein freier Propagator.
In allen héheren Ordnungen tritt er dann aber auch in Loops auf. Das bewirkt gerade die
Addition eines inversen freien Propagators multipliziert mit Z:)()n) zum renormierten inversen
Photon-Propagator in n-ter Ordnung,

Db (k) = (14 28 (eom A)) (K2 g — hok,| — wii ) (k) — CL) (e, m, AL K) (8.4)

WPV

2
—ol) <Z[i_1] R k) + M2 e m, A) + 287 (e,m, A) )k,

3
= i(Kgn — k,k.)
U@l TR + 0 e m, AR 4 0 (e m, AR + 287 (e, m, )]
2z (e,m, Ak ki,

Dabei reprisentiert C" die aus der Multiplikation von Countertermen niedrigerer Ordnung

mit Vakuumpolarisationsbeitrigen niedrigerer Ordnung in "~ entstehenden Terme n-ter
Ordnung,
[n—1] e?
C(n)(e,m,/\,kz) = 737 (e,m, A) 1+l ,m — 5m[”_l](e,m,/\),/\,k2
Z[n_l](e m, \)
3 ” ’
-1- w%_l](e,m,kQ) : (8.5)

AuBerdem wurde benutzt, daB w(™ selbst bereits von n-ter Ordnung ist und in seinen Ar-
gumenten daher die Renormierungskonstanten entfallen. Der entscheidende Punkt an dieser
Uberlegung ist, daB durch das Hinzufiigen von Countertermen zur Lagrangedichte nur solche
divergenten Terme in der Vakuumpolarisation eliminiert werden kénnen, die nicht noch von k2
abhéngen. Das deckt sich exakt mit der Aussage des Konvergenztheorems, dafl die origindren
Divergenzen n-ter Ordnung in w(k?) nicht von k% abhingen. Dabei meint originir von n-ter
Ordnung gerade die Uber-Alles-Divergenz dieser Ordnung, die sich in einem Pol n-ter Ordnung
aufert. Das Auftreten von Polen n-ter Ordnung war bei Vakuumpolarisation und Selbstenergie
zweiter Ordnung in den Beitrdgen einzelner Graphen bereits nachgewiesen worden, auch wenn
in dieser Ordnung die Summen der jeweils drei Diagramme keine Pole zweiter Ordnung mehr
enthielt.

Allerdings miissen zusétzlich die Reste der Renormierung der niedrigeren Ordnungen be-
riicksichtigt werden. Dafl solche Terme auch zur Renormierung benotigt werden, wird ebenfalls
an Graphen der Vakuumpolarisation zweiter Ordnung klar, in denen Produkte aus Polen erster
Ordnung und k*-abhingigen Loop-Beitrigen erster Ordnung vorkommen (auch diese fallen in
der Summe der drei Graphen aber in diesem speziellen Fall wieder weg).

Die gleiche Argumentation gilt fiir Selbstenergie und Vertexkorrektur. Auch bei ihnen sind
die in jeder Ordnung neu hinzukommenden Pole n-ter Ordnung nur mit Polynomen ersten bzw
nullten Grades in den &ufleren Impulsen kombiniert. Diese Divergenzen haben immer genau
die Tensorstruktur und Impulsabhéngigkeit der inversen freien Greensfunktionen bzw eines
einfachen Vertex’. Daher lassen sich Counterterme an die Lagrangedichte in Form der freien
Lagrangedichte von Elektronen und der minimalen Kopplung anfiigen, die diese Divergenzen
exakt kompensieren.
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Daf§ die C, G1.(8.5), genau zur Renormierung von w(™ benétigt werden, 1aBt sich im
Rahmen des Subtraktionsschemas von Bogoliubov relativ leicht beweisen. Auf den allgemei-
nen Beweis soll hier aber nicht eingegangen werden (siehe Itzykson/Zuber chap.8-2). Es beruht
darauf, daB fiir jeden divergenten Subgraphen eines Diagramms ein Counterterm eingefiihrt
wird, der die jeweilige Divergenz kompensiert. Das war bisher nur deshalb nicht bereits offen-
sichtlich geworden, weil aufgrund von 7Z; = Z; viele dieser Counterterme sich im Fall einer
Eichtheorie gegenseitig wegheben. Das héngt damit zusammen, dafl das bisher diskutierte
Renormierungsschema stets fiir eine gesamte Ordnung einer Greensfunktion nicht aber fiir ein-
zelne Graphen abgeleitet worden war. In einem eichinvarianten Satz von Graphen reduzieren
sich aber die Divergenzen. Das Subtraktionsschema funktioniert dagegen fiir jeden einzelnen
Graphen.

An dieser Stelle soll das Verfahren lediglich an einem Graphen zweiter Ordnung illustriert
werden. Dazu betrachtet man am giinstigsten wieder die Vakuumpolarisation der masselosen
QED. Um die Relation des bisher verwendeten Schemas zum Subtraktionsschema klar zu
stellen, sei zunéchst noch einmal die renormierte Vakuumpolarisation unter Finschlufl von 7

und 7, festgehalten, d.h.

Zola,z) = :1+w<ZZ§§3,Z,)]_1 (3.6)
Zo(a,2) = :1—2(5523,2)—22%2<%,2)]_1 (8.7)
Zi(a,z) = :1+FI<ZZ;§3,Z)+FQ<%,Z)]_1 (8.8)

g = ZZ;Z), = %a[l—l—w(%,z)] , (8.9)

wobei die Notation aus Abschnitt 7.5 benutzt wurde. Mit dem Ansatz
Zi = 14 a7z +a22? + . (8.10)

kann man GI.(8.9) bis zur zweiten Ordnung allgemein 16sen,

0y = al1 i a(zzf” —ozM Z:E})) (8.11)

DO~
=
=
SN——’
S
=
=

+a? (22{” —27? 4 (20) — 4z 2 3200 —2(2() — 7

_ §2>+(Z§1>)2) ]

Damit kann man die renormierte Vakuumpolarisation bis zur zweiten Ordnung berechnen,

x Zia
wR<oz,;) = ZS(%Z)ll—I_w(Z%lZg’x)]_l

_ ll +aZM +a?2? + ]

-ll + oz[l + <2Z1(1) — 2Z2(1) — Zél))]w(l)(x) + a?w® ()| — 1
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_ a[w(l)(:z:) + Zg”(z)] (8.12)
+a? [w@)(x) + Q(Zl(l)(z) — Zél)(z))w(l)(l‘) + 7

In zweiter Ordnung wird damit die Bedeutung von C'™, G1.(8.5), deutlich. Die Forderung

APz = 0
erzwingt direkt
2 = = W)
Bedenkt man die Werte von Z1(12)
0
7(z) = 8(z) + 22520 () (8.13)
20 = 1) -1 (8.14)

wird die Bedeutung der Counterterme klar: Zu den drei Graphen

& o (&

gehoren die Counterterme

o o O O e

= —Zz(l)(z) w(l)(:z;) _ ZQ(I)(Z) w(l)(:z;) + Zl(l)(z) u1(1)(9[;) n Zl(l)(z) w(l)(:z;) n Z?()g)(z)

= 2[80(2) + 22 20O (@) — 2[00 (2) + 1)) + 2

Die Counterterme subtrahieren gerade die Produkte aus der Divergenz des zur Selbstenergie
bzw Vertexkorrektur gehérenden Subgraphen und dem impulsabhéngigen Restgraphen heraus.
Das soll explizit an dem ersten der drei Graphen gezeigt werden. Sein Beitrag lautet geméaf
Gl.(4.84) (der Faktor 47 ist hier noch in die Variablen 2 und z hineingezogen worden)

2

L« 1 1 7 1 2

I 1 ~ 11

Hg [~ -+ o)+ - 1

Fiir die weitere Uberlegeung spielt der nichttransversale Teil dieses Ausdrucks keine Rolle.
Dieser Term verschwindet in der eichinvarianten Summe der drei Graphen zweiter Ordnung. Er
enthélt auch nicht den problematische Term In(x)/n. Der transversale Anteil des betrachteten
Graphen fiihrt auf

w?)(;p) = 6732)\ [ — % + %(ln(:p) + v — 2) - %(ln(:p))Z + (2 - ’y) In(x) + E’y] . (8.15)
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Den zugehorigen Counterterm berechnet man aus den GIn.(4.74,4.77) durch konsistente Ent-
wicklung bis zur zweiten Ordnung,

1(2 5
w(l)(;p) — 3—7T{ ;—|—§—~y—ln(:1;) (8.16)
1 2 vy 5 ¥ 5 m? 14)
+<4(l"(x)) + (2 - 6)”‘(“%r L6 Tt
1 9
7M0(z) = —m{ ;—1—7—571(2) (8.17)
1 2y 1 vy
—I—(Z ln(z)) + (5 + §)ln(z) + T + 5)77
1 2 1/ 2 1 2
Zz(l)(z)w(l)(x) = o [ T + ;(- 3 + 2y + ln(z:z;)) + Z(ln(zx))
v_2 ) 2T E]
+(2 3)”‘(””7 37 TS

Addiert man diesen Counterterm zum urspriinglichen Beitrag (8.15),

)= A = | (e - - ) - G@) 6

—I—%ln(:p)ln(z) + i(ln(z))2 + %ln(:p) + (’y — %)ln(z)

, 13 % 13
+v° + IERAET + 3 ] )

so entfallen die kritischen Produkte aus Pol und dem impulsabhéngigen In(x). Es bleibt ein

divergenter Term, der durch ein geeignetes Z:)()Q)(Z) kompensiert werden kann.

Dieses Schema wiederholt sich in allen Ordnungen. Zu jedem divergenten Subgraph wird
ein Counterterm eingefiihrt, der aus der Divergenz des Subgraphs multipliziert mit dem Rest-
graphen, der durch Weglassen des Subgraphen im Diagramm entsteht, besteht. Mit dieser
[lustration sollen die Bemerkungen zum allgemeinen Renormierungsbeweis abgeschlossen sein.
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Kapitel 9

Renormierungspunkt und
Renormierungsgruppengleichungen

Bereits in Abschnitt 7.5 war angedeutet worden, dafl es sinnvoll sein kann, die renormierten
N-Punkt-Funktionen einer Theorie nicht auf der Massenschale, also fiir Photonen bei k% = 0
und fiir Elektronen bei p* = m?, durch eine Normierungsbedingung festzulegen, sondern einen
anderen Punkt auf der Impulsskala zu verwenden. Dieses Vorgehen soll in diesem Kapitel noch
etwas eingehender begriindet und seine Konsequenzen deutlich gemacht werden.

Dazu sehen wir uns im Abschnitt 9.1 erst einmal die physikalische Bedeutung des Renor-
mierungspunktes an. Es wird sich zeigen, daf} er fiir physikalisch relevante Groéflen vollig unwe-
sentlich ist. Die Invarianz der Theorie gegeniiber einer Anderung des Renormierungspunktes
wird dann im darauffolgenden Abschnitt zur Herleitung der Renormierungsgruppengleichung
benutzt. Diese werden einer Skalentransformationsgleichung gegeniibergestellt, woraus man die
sogenannte Callan-Symancik Gleichung gewinnt. Bei ihr ist insbesondere die Betrachtung der
laufenden Kopplungskonstante zur Analyse des Hochenergie-Verhaltens von Teilchen interes-
sant. SchlieBlich soll die Gell-Mann-Low Gleichung fiir den Photon-Propagator der masselosen
QED gel6st werden.

9.1 Die Bedeutung des Renormierungspunktes

Zur Vereinfachung soll zundchst die sogenannte effektive Kopplungskonstante definiert werden,
die gerade den Kern des Photon-Propagators darstellt,

y [, Kk°EY] Arm
DY) = i g~ | dolen o A K?) (9.1)
2
d0(€07m07/\7k2) % (92)

47T[1 +w0(eo,m0,A,k2)] 7

und analog fiir den renormierten Propagator.
Bei der Untersuchung der physikalischen Relevanz des Photon-Propagators in Abschnitt
5.1 war klar geworden, dafl nur das Produkt

e%DS”(eO,mO,A,k) = eQDf%y(e,m,k) (93)

133



in physikalisch mefibare Groien eingeht, Gl.(5.2). Formuliert in der effektiven Kopplungskon-
stanten lautet GI1.(9.3) dann

do(eo, mo, A\, k?) = dp(e,m,k?) . (9.4)

Diese Funktion gibt fiir alle k, d.h. auch alle x, den Verlauf des Potentials wieder, das die
Stiarke der Wechselwirkung zwischen zwei Ladungen beschreibt. Dieses ist fiir alle k% endlich.
Wiéhrend bisher betont wurde, dafl den baren Parameter ey und mg und entsprechend den
baren Funktionen keine physikalische Realitat zukommt, zeigt G1.(9.4) im Grunde, daff die
Darstellung der physikalisch wesentlichen Groflen genauso durch die baren Groflen erfolgen
kann wie durch renormierte Groflen. Allerdings steht auf der linken Seite von GI1.(9.4) praktisch
das Produkt von zwei divergenten Ausdriicken, deren Divergenzen sich herausheben.

Die konkrete Gestalt von ey und mg in Abhéngigkeit von e und m war aus den Normie-
rungsbedingungen wie etwa GI1.(5.7),

62

do(eo, mo, A, k> =0) = dr(e,m,k* =0) = il (9.5)
gewonnen worden. Dabei entsprach die Wahl der Stelle &* = 0 als Renormierungspunkt der
Massenschale eines realen freien Photons. Sie war praktisch der Definition der Feinstrukturkon-
stanten o als Kopplungsstiarke zweier unendlich voneinander entfernter statischer Ladungen
dquivalent. Da G1.(9.4) aber fiir alle k? erfiillt sein muf}, hitte man genauso gut statt dem Re-
normierungspunkt k% = 0 eine beliebige andere Stelle k* = A? (A? < 0) wihlen konnen. Dies
wiirde man als eine Umdefinition der Feinstrukturkonstanten verstehen: Sie wiirde dann fiir
Ladungen mit endlichem Abstand voneinander gemessen. Dementsprechend ist sie abhéngig
vom Renormierungspunkt A?, was durch einen Index charakterisiert werden soll. Die Normie-
rungsbedingung lautet dann

2
d A2 =22 = % — d K= A = (9.
0(607m07 ’ ) 47'[-[1 +w0(€07m07/\7 )\2)] R<€/\7m7 7 ) “ (9 6)

Diese Gleichung legt die Relation zwischen barer und renormierter Kopplungskonstante fest,

ey (o%y]
AR = = 7 A . 9.7
gy Q) 1+w0(€07m07/\7 )\2) 3(60,m07 > ) Qo ( )

Die Renormierungskonstante Z3 héngt jetzt selbstverstandlich vom Renormierungspunkt A ab.
Auch die renormierte effektive Kopplungskonstante wird im allgemeinen explizit vom Renor-
mierungspunkt abhéngen (bei masselosen Theorien auf jeden Fall).

Den Zusammenhang zwischen der urspriinglichen Feinstrukturkonstanten o und «) kann
man iiber GI1.(9.4) leicht herstellen,

% B do(eo,mo,/\7k2 = )\2) _ 1 + wo(eo,mo,/\,()) (9 8)
« N do(eo,mo,/\,kz == 0) N 1 —|—u)0(€0,mo,/\, )\2) ' '

Die Anderung des Renormierungspunktes bewirkt also eine endliche Umnormierung der renor-
mierten Parameter.
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Eine analoge Uberlegung kann man fiir alle anderen divergenten Funktionen anstellen.
Anstelle aber fiir jede Funktion einen anderen Renormierungspunkt zu verwenden, soll im-
mer die Stelle A? gewéhlt werden. Man kann dann das gesamte Renormierungsprogramm mit
der wie oben definierten renormierten Kopplungskonstanten e, und einem entsprechendem m
durchfithren. Da sein Erfolg nicht vom Renormierungspunkt abhéngt, &ndert sich an dem ei-
gentlichen Schema nichts, aufler daf jetzt alle Renormierungskonstanten und alle renormierten
N-Punkt-Funktionen vom Renormierungspunkt abhdngen. So definiert man zum Beispiel die
renormierte Vakuumpolarisation iiber

d MK =l =
r(€x,ma, A, k) Ason Z3( €0, mo, A, A)[1 + wo(€o, mo, A, k?)]
(&5
_ 9.9
L+ wr(ex, ma, A, k2)] .
1 A, N2
ol Lo mo A A (9.10)

A—oco | + u}o(eo, mo, A, k2)

Analog geht man fiir die Selbstenergie und die Vertexkorrektur sowie die zugehorigen Renor-
mierungskonstanten vor. Allgemein erhélt man wieder die gleichen Relationen wie bisher

1
Ci"(exsma, Apr) = lim Z5 (o, mo, A, A) Z5 (e0,mo, A, VT (e0,mo, Aypi) -, (9:11)

bzw

F(O2n7l)(€0,m07/\7pi) = Z;”(eo,mo,/\, )\)Zg 2(607m07/\7 )\)anJ)(e/\am/\?)\?pi) . (912)

9.2 Die Renormierungsgruppengleichung

Wiéhrend bisher die baren Parameter zumeist als Funktionen der renormierten Parameter an-
gesehen wurden, legt G1.(9.6) die umgekehrte Sicht nahe. Die renormierten Parameter hangen
ndmlich immer vom Renormierungspunkt A ab (das gilt auch fiir A = 0), die baren Para-
meter dagegen bleiben gemafl GI1.(9.4) immer dieselben. Das gleiche gilt fiir die baren und
renormierten N-Punkt-Funktionen.

Die allgemeine Form der Renormierung fiihrt also erneut eine Massenskala, ndmlich den Re-
normierungspunkt A, in die Theorie ein. Allerdings sind alle Renormierungspunkte dquivalent.
Die eigentlich relevanten Gréflen sind invariant gegeniiber der Wahl des Renormierungspunkts.
Das manifestiert sich in der Unabhéngigkeit der baren N-Punkt-Funktionen vom Renormie-
rungspunkt. Differenziert man GI1.(9.12) nach A, erhalt man

NCENCIY)

0 = )\JFO

= )\ZQ_”(eo,mo,A, )\)Z;é_(eo,mo,/\, )\)

)
{_ nZ2_1(€07 mo, A7 )\)) 3Z2(€07 mo, A7 )\)) - §Z3_1(€07 mo, A7 )\) <QZ3(€07 mo, A7 )\))

(607 mo, Avpl)

oA oA
9 o 0 o 0 o) |
‘I’(ﬁeA(eOvav)‘))a—e/\ + (ﬁm/\(emmm)‘))a—m + a |eac }FR (e/\vm/\v)‘7p2)-
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i
Nach Multiplikation mit ZJ'Z3 ergibt sich die Renormierungsgruppengleichung,

I,

0 0
0 = )\{a |eac —TL(aanQ(eo,mo,A, )\)) — §<aan3(€0,mo,A, )\)) (913)

0 0 0 0 "
+ (ae/\(eo, mo, A, )\)) a—e/\ + (am/\(eo, mo, A, )\)) a—m}rg 71)(@/\7 my, )\,pz)
Die in ihr auftretenden Funktionen sind endlich, was man bei den Ableitungen der renormierten
Parameter unmittelbar einsieht, miissen diese doch in Abhéngigkeit von A gerade die wahre

Kopplungsstéarke und Masse beim Impuls A wiedergeben. Aber auch die Ableitungen von [nZ; 3
sind endlich,

P iZ €g, M 7A,)\
—InZs(eg,mo, A, A) = 8AZ3(3(£00m00A )\))

oA
%QA(eoa mo, A7 )‘)

ax(eo, mo, A, A) ’

und analog fiir Z3. Man kann daher in G1.(9.13) den Grenzwert A — oo ausfiihren.
Den verschiedenen Ausdriicken in der geschweiften Klammer gibt man einen eigenen Na-

men,

) 0 . 270

ﬁ(e/\,m/\,)\) = Ah_}rglo)\a@(eo,mo,/\,)\) = Ah_)f{)loa)\ado(eo,mo,/\,)\z) (914)
) 0

Ym(€x,ma, A) = Ah_}r{)lo)\amA(eo,mo,A,)\) (9.15)

( N o= Ly Ny (7 AN) (9.16)

T2lEN, TN, - 9 A1—>r£lo I\ n 2{ €0, Mo, 4}, .
1. 0

y3(en,ma, A) = §Ah_>r£10)\aln(Z3(eo,mo,A,)\)) ) (9.17)

Man bezeichnet 3 als Gell-Mann-Low-, Callan-Symancik- oder einfach als Renormierungsgrup-
penfunktion, die 4’s als anomale Dimensionen, was gleich noch néher erlautert wird. Sie sind
als Funktionen der renormierten Parameter zu verstehen, d.h. eg und mg sind auf der rechten

Seite der GIn.(9.14-9.17) durch e, und m) auszudriicken.
Mit ihnen lautet die Renormierungsgruppengleichung

0 = { —2nva(ex, my, A) — [ys(en, ma, A) (9.18)

0 0 0 "
‘|‘6(€/\7m% )\)8—6/\ + ’)/m(e/\,m/\, )‘)a—m + )\a |ex }Fg J)(ex\vm/\v Avpl)

Als Beispiel sei die Renormierungsgruppengleichung fiir die Photon-2-Punkt-Funktion angege-

ben,

0
0 = { —2v3(ex,ma, A) + Blen, my, A)=—

6@
0 0

+7m(€A7mA7 )\)a—ﬁl/\ + )\a |eac }ng)(emmmk)
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Aus ihr leitet man direkt eine Gleichung fiir die effektive Kopplungskonstante ab,

K
6@

}Oé/\ d]_%l(e/\v my, )‘7 k2)

d B B
= Oé/\{ﬁ(eA7m/\7 )\)a—e/\ + Vm(e/\vmx\v )\)a—ﬁl/\ + )\a |eac

0 = { — 27y3(en, ma, A) + B(ex, my, A)

0 0
‘I”)/m(e,\,m/\, )\)8—7’)1/\ + )\a |ex

}d]_%l(ex\v my, )‘7 kz) )

wobei

i 38_/\05/\(607 mo, A7 )\)
2 aA(€07 mo, A7 )\)
\ 88_/\6/\(607 mo, A7 )\)
6/\(60, mo, A7 )\)
ﬁ(e/\v mh, )‘)

= 1
6/\(60,7’)10,/\, )\) (9 9)

73(6/\7 mhx, )‘) =

benutzt wurde.

Es sei noch erwdhnt, daf} in der Literatur gelegentlich noch eine andere Version der Renor-
mierungsgruppengleichung verwendet wird. Alternativ zur Differentiation von GI1.(9.12) nach
dem Renormierungspunkt hatte man auch GI.(9.11) nach der Regularisierungsmasse A ablei-
ten konnen, um eine sehr dhnliche Gleichung wie (9.18) zu gewinnen. Diese gilt aber dann fiir

die bare N-Punkt-Funktion und nicht fiir an’l).

9.3 Das Skalentransformationsverhalten von an’l)

Bereits in Abschnitt 4.3 war die Dimension der Feldoperatoren diskutiert worden,

W

Dim[}f)] = F

Dim[A)] = FE
Daraus erhalt man direkt die Dimension der Greensfunktionen,

Dim{G(zn’l) (1, o Ty Y1y - Yny 21, 21)} = pnt

p1e--p1

Im Impulsraum ergibt sich dann

Dim{G(zn’l) (pl,..pn,ql,..qn,kl,..kl)} = [OHmACntltd o passeest (9.20)

p1e--p1

wobei beriicksichtigt wurde, dafl konventionsgemafl mit der Abspaltung der Gesamtimpuls-
erhaltenden §-Funktion aus der Fourier-transformierten Greensfunktion vier Dimensionen der
Energie verloren gehen. Schlielich erhélt man als Dimension der N-Punkt-Funktionen

Dim |G (p;)]

— E4—3n—l
Dim[GCO(p;)|” Dim GO (py)]

Dim 1D (p;)] = ; : (9.21)
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wobei die p; fiir alle auftretenden Impulse stehen und alle Lorentz-Indices wieder weggelassen
wurden. Fithrt man eine Skalentransformation der Energieskala um den Faktor ¢ aus, muf} sich
%0 wie eine homogene Funktion vom Grad 4 — 3n — [ verhalten, d.h. es gilt

LR (en tma, i, ) = 7T (e, ma Ap) (9.22)

denn bei einer Skalentransformation der Energieskala dndern sich alle dimensionsbehafteten
Groflen um den Skalenfaktor ¢, wahrend das dimensionslose ey gleich bleibt. Eine kleine Mo-

difikation von GI.(9.22) ergibt

e " )\

Differentiation nach ¢ fihrt auf

d Len) 4-3n-1 d d (2n 1)( my A )
t—1I'%5" Atp;) = 7" 4—3n—1— —Asv e (TR ’ PPN
giln  (exn A tp) " (R e G G et

0 0 n
= {4 —3n—-1- mAa—mA — )\ﬁ |ex }Fg ’l)(€A7mA,)\,tpi) . (9.23)

Die Abhéngigkeit der renormierten N-Punkt-Funktionen vom Renormierungspunkt verandert
daher ihr Skalentransformationsverhalten. Die Elimination der expliziten Ableitung nach A

mittels G1.(9.18) ergibt

7

0 0
0 = { —t——l—ﬁ(eA,mA,)\)——I—mA(’ym(eA,mA,)\)—1 (9.24)

ol 6@ )am/\
3 n
+4 — 2”(’72(€A7mm A) + —) — 5(73(%”% A) + 1)}F§§ Dex,ma, M tpi)

2
was als Callan-Symancik-Gleichung bezeichnet wird. Diese Gleichung erklart auch die Namen
anomale Dimensionen fiir 43 3 ,,. Sie spiegeln gerade das durch die Abhéngigkeit vom Renormie-
rungspunkt verédnderte Verhalten der an’l) bei Skalierung aller dimensionsbehafteter Grofien
wieder.

Die G1.(9.24) ist eine lineare partielle Differentialgleichung in den Variablen ¢, e\ und m,.
Zur Losung der Callan-Symancik Gleichung macht man den Ansatz

PR en,ma, M) = f() TR g(t), M(1), M, pi) (9.25)

in dem die Skalierung aller Impulse in eine Skalen-abhéngige Kopplungskonstante ¢(¢) und eine
Skalen-abhéngige Masse M (t) sowie einen globalen Vorfaktor f(¢) bei festgehaltenem Renor-
mierungspunkt umgesetzt wird. Diese Funktionen sind abhéngig von ey und m) zu verstehen.
Sie miissen die Randbedingungen

fy =1 (9.26)
g(1) = ey (9.27)
M(1) = my (9.28)



erfiillen. Den Zusammenhang der so eingefithrten Funktionen mit den oben definierten Funk-
tionen 3,723, erhdlt man durch Differentiation des Ansatzes (9.25) nach ¢,

t%f(t) LR (g(1), M(1), A, pi)

= (50) + 10 (5900 575+ 10 (M) s i ot M0 A
) t{%(%f@)*(%9“))%@)*(%M“))azj(t)}f(t)r%“’“(g(t),M(tmm

Der Ansatz (9.25) geniigt also der Callan-Symancik Gleichung (9.24), wenn man e, mit ¢(t)
und my mit M(t) identifiziert und fiir die neu eingefithrten Funktionen ¢(¢), M(¢) und f(t)
gerade die Differentialgleichungen

0

gt = Blat). M(1).) (9.20)
M) = M) (o), M), ) — 1) (9.30)

FEnft) = 4= on (ale() M) A) + 2) 1 (ulalt), M)A +1) (9.31)

gelten. Der Ansatz (9.25) leistet also eine partielle Losung der Callan-Symancik Gleichung,
da bei gegebenem 3 und 7,3, in Abhéngigkeit von ey und m, die Differentialgleichungen
(9.29-9.31) im Prinzip bekannt und lésbar sind. G1.(9.31) 1483t sich sofort 16sen,

Inf(t) = (4—3n—1)in(t)— /It 2n72(g(t'), M(1'), /\)t/+ Iys(g(t'), M(t'), \)

f(t) — t4_3n_l€$p{ _ /; 2”72(9(1[/)7 M(t/)7 )‘)t:" l73(g(t/)7 M(t/)7 )‘) dt/} ] (932)

dt'

Die Randbedingung f(1) = 1 wurde bei der Integration von G1.(9.31) direkt eingebaut.

Die G1.(9.30) ist im allgemeinen weniger interessant, weil die gesamte Uberlegung vor allem
zur Diskussion des Hochenergie-Verhaltens von Tellchen verwendet wird, wo die Masse keine
Rolle mehr spielt. Daher soll im nachsten Abschnitt das Konzept der Renormierungsgrup-
peninvarianz fiir masselose Fermionen weiter ausgefiihrt werden. Die abgeleiteten Relationen
entsprechen dann im massiven Fall dem asymptotischen Verhalten der jeweiligen Funktion fiir
grofle Impulse.

9.4 Masselose Theorie

Zu Anfang dieses Abschnitts sollen alle relevanten Gleichungen der Abschnitte 9.1-9.3 noch
einmal fiir masselose Fermionen zusammengestellt werden:

A2 A2
(65 (607 AQ) = Z3<€07 AQ)

. [1 + (o, 22)] _ (9.33)
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k? 1 + wo <€07 2_2)
dR (6/\, ﬁ) = Q) ) (934)
1 + wWo <€07 %)
)\2

. AN L n
Fg ’l)(eA,)\,pi) = Z; (60, P) Z32 (60, P)Féz 71)(60,/\,}%’) (935)

9, 0 "
0 = {ﬁ le= £5(ex) 5 — 2n2(en) —l’yg(eﬁ}rg DenAp) (9:36)

0 = {Aa% oo +;—;5(6A)%}dg (eA,];—z) (9.37)
Ber) = Jim A%@ (60,2—2) (9.38)
alen) = %Ali_g)lo A%M[Zz(eo,i—z)] (9.39)
va(er) = %Alggo )\%lan;g(eo,j\\—Z)] (9.40)

0 - { - t% T ﬁ(eﬁ% 4 (9.41)

—2n (Vz(eA) + g) B 5(73(@) + 1) }an’”(@m A tpi)

PR e Atp) = f(6) TR (g(t), A, ) (9.42)
oty = B(otn) (9.43)
Eingy = 4 2n(rala(t) + )~ (3la(1) + 1) (9.44)

f(t) _ t4—3n—l€xp{_/1t 2”72(9(1[/))1;'—Z’YS(Q(t/))dt/} (945)

Dabei wurde an verschiedenen Stellen davon Gebrauch gemacht, dafi die Fermionen-Masse
als dimensionsbehaftete Grofle entféllt, weswegen dimensionslose Gréfien entweder nur von
Quotienten aus verschiedenen dimensionsbehafteten Gréflen oder auch gar nicht mehr von
ihnen abhdngen kénnen.

Jetzt kann man die Gleichung fiir die laufende Kopplungskonstante formal 16sen und f(¢)
etwas einfacher schreiben,

In(t) = /:(t) ﬁ(;/)dg’ (9.46)
f() = t4—3n—l€xp{ _/:(t) 2”’72(92(;)573(9/)@/} ‘ (9.47)

Zum Abschlufl des formalen Teils dieses Abschnitts soll noch der Begriff der stabilen Fix-
punkte vorgestellt werden. Dazu untersucht man die laufende Kopplungskonstante g¢(t) fiir
t — oo bzw t — 0. Aus der Differentialgleichung (9.43) erkennt man, dafl g(¢) fiir positives
B(g(t)) mit ¢t wachst und fiir negatives 5(g(t)) mit ¢ kleiner wird. Wechselt 3 nirgendwo das
Vorzeichen, dann bedeutet 3 > 0 eine ewiges Weiterwachsen von ¢(¢) und 5 < 0 ein stdndiges
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Abfallen, wobei im Prinzip kein Grenzwert vorgegeben ist, gegen den ¢() stetig konvergieren
konnte (abgesehen davon, daBf man eigentlich g(¢) > 0 erwartet). Damit g(¢) einen endlichen
Grenzwert go anstrebt, mufl 5(g) fiir ¢ = go eine Nullstelle aufweisen. Es geniigt nicht, daf
B(g) fiir g — oo verschwindet, weil dann g¢(t) zwar immer schwéacher, aber doch immer weiter
wachst. Das Beispiel

Blg) = Boe™?
moge das belegen,

g(t) = ln[e” —|—ﬁoln(t)}

Angenommen also, 3(g’) habe an der Stelle gy eine Nullstelle erster Ordnung,

B(d) lgmge = B'(90) (9" — 90) ;

und diese Nullstelle sei die dem Punkt e, am néchsten gelegene, dann ergibt die Auswertung

des Integrals (9.46) in der Umgebung der Nullstelle,

g 1w
o = [ ot el
g(t) = go+1" P (F—go)

wobei [ fiir das Integral von e, bis € steht. Iy hdngt nicht mehr von ¢(¢) ab. Ist nun 3'(go) > 0,
so ndhert sich fiir t — 0 die Funktion g(¢) dem Grenzwert go. Im Fall 3'(go) < 0 wird der Grenz-
wert go dagegen fiir ¢ — oo angestrebt. Man nennt gy im ersteren Fall einen infrarot stabilen
Fixpunkt, im letzteren Fall einen ultraviolett stabilen Fixpunkt. Die gleiche Uberlegung kann
man mit demselben Resultat fiir Nullstellen hoherer Ordnung durchfithren,

N = ald — n = 1 B
Blg) = ald —w) = “”“%+[@—%ﬁn+am—1xh—m@D]

Die laufende Kopplungskonstante nédhert sich asymptotisch immer der e, nachstgelegenen Null-
stelle von (g’ an.

Jetzt soll als erste explizite Anwendung der Renormierungsgruppenidee die Gleichung
(9.37) gelost werden. Zur Abkiirzung wird @ = ’;—2 definiert, sodaf} die Gleichung die Form

0 = {;;ﬂ(eA)i—Zx%}dR (ex, ) (9.48)

6%

annimmt. Bei bekanntem (3(e,),

Bley) = —Zb ottt

e/\nl

(die Tatsache, daB diese Reihe diese Form hat, kann man aus der Definition von 3(ey) leicht
einsehen,

0 % 2 0 A2 2 9 M\
Bley) = )\ae <€07A2) = W)\a)\ (eo, A2) = —Wao)\a[lﬁ-wo(@m/p)] )
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kann man GI1.(9.48) mit dem Ansatz

di'(en, ) = O%[l—l—gpn(x)aﬁ] (9.49)

l6sen. Dabei findet man die Randbedingungen fiir die p,(z) aus dem bekannten Wert der
effektiven Kopplungskonstante bei k? = A%, d.h. z =1,

pa(l) =0 n>1

Einsetzen der Potenzreihen und Sortieren nach gleichen Potenzen von « ergibt

0 n—1
0= Satf -2t )+ Do - o} (9.50)
n=1 k=0
Fiir py(2) und py(x) erhdlt man direkt

p(x) = ——=In(x)
pa(x) = —gln(:p)

Die hoheren p,(x) erhalt man ebenfalls nach Auflésung von GI1.(9.50) nach dem hochsten p,,,
1 n—1

polz) = %;pk(iﬁ)(k— Dbo—r

z.B. ps, b
pala) = == (n(@))” = Jina)

Da zur Integration eines beliebigen p,, stets nur das Integral

/dx(ln(;)) - (lnﬁz)l (9.51)

benotigt wird, 1aBt sich G1.(9.50) exakt 16sen. Darauf soll hier aber verzichtet werden. Nur der
fiir grofle  dominante Term soll berechnet werden. In ps ist der In?(z)-Term asymptotisch
dominant. Seine Aufintegration liefert gemaf G1.(9.51) den in p; dominanten Beitrag. Dieses
Verhalten setzt sich in allen Ordnungen fort. Man erhélt daraus letztlich

le) = — (%)”‘@M+ O((ln(:p))n_z) . (9.52)

2 n—1

Die niedrigsten beiden Ordnungen der Gell-Mann-Low Funktion ((e)), d.h. der Vakuumpola-
risation, bestimmen also bereits das gesamte Verhalten der effektiven Kopplungskonstante fiir
grofle Impulse. Die Auswertung der Renormierungsgruppengleichung leistet also die partielle
Loésung der Stérungstheorie in allen Ordnungen. Als néchstes sollen die Koeffizienten b; und by

fiir die masselose QED berechnet werden. Entsprechend G1.(9.38) und G1.(9.34) wird dazu die
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Vakuumpolarisation in den ersten beiden Ordnungen, die in Abschnitt 4.4 berechnet wurden,

ek - 2ta-sl(
wy leo,—=) = —<—4+c —In
ANVE 3 \n ! dm M?
2 2 2
(2) k B (o7 1 k
o ( ﬁ) - W{E e l”(zmw)}
Daraus ergibt sich Zs gemafl G1.(7.73) (in Abhéngigkeit von «aq formuliert),
)\2 (87 2 )\2
Z — ) = 1-—¢= a2
3<€07M2) 3#{77—'_01 n<47rM2)}
L () I ()
47?2 | n VS VP 91n VS VP
Das ergibt wiederum entsprechend GI1.(7.108)

Oy, 2 )\2

Dann berechnet man [ iiber G1.(9.38) und GI1.(9.33),

Blen) = Q—W)\gaoll-l-wo(ao,)\—z)]_l

bendtigt,

€\ 8)\ M?2
20 O 22
= o ness (%v ﬁ)

27 2a3+a31 8[2+ l()\2 )]
ey | 3 2n2 91ln VS Ve

Eliminiert man ag mittels G1.(9.53), bleibt

o2 [ 202 s 1210t
PR

P R Py

+ O(ai)} : (9.54)

€
wobei noch das hier nicht berechnete Ergebnis dritter Ordnung angefiigt wurde. Der asymp-
totisch dominante Teil der effektiven Kopplungskonstanten bzw des Photon-Propagators ist
damit durch G1.(9.49) und GI1.(9.52) gegeben.

Eine Anmerkung sei hier noch angefiigt. Das obige Vorgehen ist selbstverstandlich nur
verniinftig, solange

alpa(z) < 1

gilt, also insbesondere
b
Oé/\glln(l') < 1

Die Berechnung der effektiven Kopplungskonstanten mit dem oben vorgefiithrten Verfahren

bricht daher fur o
—Aln(:zj) ~ 1
3T
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zusammen. Diese Polstelle der effektiven Kopplungskonstanten bezeichnet man als Landau-
Ghost. In seiner Ndhe macht die verwendete Stérungstheorie keinen Sinn mehr.
Nun soll die laufende Kopplungskonstante bis zur zweiten Ordnung berechnet werden. Mit

Ble) = 2%(61@2 + byo? + )

erhdlt man aus GI1.(9.46)

) g'dg’ 1 G(1) 1 L] 1 by /by 4bya'\]7Y
In(t) = /g g9 - / do/f ——— = __+_25n<ﬂ)
e 2m blo/?—l—bgo/? an blo/?—l—bgo/? bl o bl blo/ a
it
mi gz(t)
G = L2
d.h.
Oy, bz Oé/\(bl + bQG(t))
—anbyln(t) = =2 1 —ay 21
W) = gy e ”la<t><bl+bm>

Diese Relation ist nicht exakt aufzulosen. Mit dem Ansatz

G(t) = i[1 + gty + galt)od + ]

O\

erhalt man

—anbin(t) = gi()an + g(t)al + ...

_aAZ—j lln{l + g1(t)ay + g2(t)as + } — ln{l + Z—joq}
+In (1 + Z—joq {1 — gi(t)ay — g (t)ai + } + (gl(t)ozA)Z + H )

Konsistent bis zur zweiten Ordnung erfordert diese Gleichung

gi(t) = —biin(t) (9.55)

g:(t) = —baln(t) . (9.56
Damit ergibt sich also

Q)
1) = '

G() L = brann(t) — byaiin(t) — .. ’ (9.57)

d.h. im Fall der QED
Q)
Goep(t) = — . (9.58)
1 —22n(t) — s xIn(t) — ..

Man erkennt, daf ¢ = 0 im Fall der QED ein infrarot stabiler Fixpunkt ist und daher G/(¢) an
dieser Stelle verschwindet. Das entspricht der Tatsache, dafl die Wechselwirkung der QED fiir
beliebig kleine Impulsiibertrage, d.h. fiir unendlich entfernte Ladungen, verschwindet.
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Im Gegensatz dazu findet man in der QCD als Callan-Symancik Funktion in den niedrigsten
beiden Ordnungen

2 2 o? 38 o’
) = — —[ (1l ==Np |2 102 — —N = , .
ﬁQC’D(e ) e, (( 3 F) o + ( 0 3 F) Q2 + ) (9 59)

mit der starken Wechselwirkungskopplungskonstanten e und

&
oy =

47

Daher ist fiir Np < % = 8,05.. die Stelle e, = 0 ein ultraviolett stabiler Fixpunkt. Dement-

sprechend verschwindet die laufende Kopplungskonstante in diesem Fall fiir ¢ — oo,

O
306—38Np)

asln(t) + (Tozzln(t) + ..

Goep(t) = (9.60)

1t (B3=2Nr)
6m
Séamtliche N-Punkt-Funktionen verhalten sich fiir grofle Impulse daher wie die Funktionen
wechselwirkungsfreier Teilchen. Die QCD mit weniger als acht Flavour-Freiheitsgraden ist eine
asymptotisch freie Theorie.
Abschlielend sei noch der Vorfaktor f(¢) fiir Photon-/-Punkt-Funktionen angegeben. Man

erhdlt aus G1.(9.47) und GI1.(9.19)

() = t4—’exp{—z/ei(t)dg—§{/} _ t4_l<%)l . (9.61)

Er geht nicht in die innere Struktur der N-Punkt-Funktionen ein, &ndert also an der asymp-
totischen Freiheit einer Theorie nichts.
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Anhang A

Integralsammlung

In diesem Anhang sollen einige der im Zusammenhang mit der dimensionalen Rehularisierung
verwendeten Integrale im Minkowski-Raum, d.h. es gilt p*> = (p°)* — p?, aufgelistet werden.

dPk 1
/(QW)D (k% 4 2kp — m?]®
_ i (_1)a D 2 2 %—a
T (4m? T(a) F<O‘_§) (m* + ")

dPk k,
/(QW)D [k? + 2kp — m2]®
0 Dy, e
T 4m? T(o) F<a_§)p“(m +7)

/ dPk k. k,
(2m)P [k% 4 2kp — m?]®

- Rl B (o8- ) Jor o)

/ dPk ko ky ko
(2m)P [k% 4 2kp — m?]®

e 1 D 2 2
B (47)% (F(oz)) { 3 b (O‘ 5 1) (gpr + gupy + gmpu) (m +p )

T (a— 2)19 Py }(m2 +p2)§_a
2 ) by
Pk kukokak,
/ (2m)P [k% 4 2kp — m?]®

2

1 —1)* 1 D
= (47)% (F(oz)) { 4 I (Oz -5 - 2) (gngp + GupGur + gngp) (mz i pz)
D

1
5 I (a o 9 - 1) ( GuvPAPp + GupPrPv + Gu PvPp + GupPAPu

+Gpups + gorpopy) (m* + 1)
D 2o

+1 (a - 5) PuPvPAP, }(m2 +p?)°
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1

/ dPk
(2m)"
i Tla+p-2)

[(p = k)? — mi][k? — m3]”

1 Do
/ dr(l — )~ tgo? {:1;(1 —z2)p* —am] — (1 — x)m%} :
0

T (4m)?®

[(a)l(B)
/ dPk k,

(2m)P [(p = k)? = mi][k? — m3)”

Py [ B % ! -1 2 2 2 g—a—
i) (r&)?(ﬂ) ) ] R e (RO
/ dPk bk,

(2m)P [(p = k)? = mi][k? — m3)”

4

: /01 da(1 — w)ﬁ_l{ pl,pur(oz + 5 — g)xa—H [:1:(1 — x)pz...}g_a_ﬁ

(47T)§ I'(a)l(B)

-I-%F(oz +58-1- g)xa_l{... }%H_a_ﬁ}

kykk,

/ dPk
(2m)P [(p — k)? — mi]*[k? — m3]°

! /01 dz(1 — x)ﬁ_l{ pypﬂppF(Oé + 8 — g)wa—l—z{--- }%—a—ﬁ

(47T)§ I'(a)I(B)

1
+§ (gm/pp + GupPv + gl/ppu)

-F(a +58-1- g)xa{ }%H_a_ﬁ }

N

/ dPk
2m)P [(p— k)? — mi]*[k* — m3]*

! /01 dx(1 — :L')ﬁ_l{ pupﬂppp/\F(Oé + 00— g)x”?’{... }%_a_ﬁ

(47T)g I'(a)I(B)

1
+§( GuwPpPA + GupPvPX + GupPuPA
TGurPpPy + GurPpPp + gp/\pupu)

T(a+p-1- g)xa“[... ]

Lyi—a-p

1
‘|‘Z (g;wgpA + Gupguv + gu/\gup)

-F(a +B8—-2- g)xa_l{... }%H_a_ﬁ }
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D 1 Fa—? 2\ 5@
/(d k 1 _ g(—l)a ( )(m)

2m)P [k? — m?]> (4r)

/ dP L kuk, _ i (=1)t! F(a — % — 1) (mZ) g_aﬂg
(2m)P [k? —m?]" (4m)% 2 I'(a) o
/ Pk kukoksk, i (=1)° [(a—2-2) (m2)§_a+2
(2m)P [k? — m?]~ (47T)§ 4 ['(«a)
X (guugAp + Gup9rv + gu/\gpy)
[ bt i BB
2m)P [k2—m?e B I'(a WINT ]
(2m)P | ] (4m)% () Jued

Dabel bedeutet (gngngg)
sym

durchgegangen werden miissen.

, daf} alle Kombinationen der Indices mit positivem Vorzeichen

(242 = 2)
(p+1D(p+2)
[z + 1)y +1)

/01 dadf (o +§)" =

1
/ da o”(1 —a) =
0

[z +y+2)
/oo 0 2P _ F(%)F(a _ (ﬁ;rl))
o (224 m?) 2T (ar)(m2)= %
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