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1 Klassische Statistische Mechanik

1.1 Das Grundproblem der Statistischen Mechanik

Die klassische Mechanik beschreibt alle klassischen Systeme, die aus einer beliebigen
Anzahl von Massenpunkten bestehen. Fiir ein System aus einem oder zwei Massenpunkten
sind die Bewegungsgleichungen der klassischen Mechanik, also z.B. die Newtonsche Grund-
gleichung (vgl. Vorlesung “Theoretische Physik I: Mathematische Methoden”) oder die
Euler-Lagrange-Gleichungen bzw. die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen (vgl. Vor-
lesung “Theoretische Physik II: Klassische Mechanik”), exakt analytisch losbar. Fiir ein
System aus mehr als zwei Massenpunkten ist dies im Allgemeinen nicht mehr moglich,
es sei denn, es existieren zusétzliche Bedingungen (wie z.B. im starren Korper), die es
erlauben, das System auf ein effektives Einteilchenproblem abzubilden.

Makroskopische Systeme bestehen im Allgemeinen aus einer grofen Zahl mikrosko-
pischer Massenpunkte. Wenn wir die einzelnen Atome eines Korpers (die wir korrekter-
weise quantenmechanisch beschreiben miissten, was wir fiir die folgende Betrachtung aber
auBer acht lassen wollen) mit diesen Massenpunkten identifizieren, dann ist die Zahl dieser
Massenpunkte in einem makroskopischen Objekt in der Regel von der Groflenordnung der
Avogadro-Zahl,

Ny ~6.023-10% .

Obwohl die Mechanik eines solchen Systems (sofern wir es klassisch behandeln) ebenfalls
den Grundgleichungen der klassischen Mechanik geniigt und daher im Prinzip ein 16sbares
Problem darstellt, ist dies in der Praxis unmdglich. Um die Bewegung von N, Massen-
punkten zu beschreiben, miisste man ein (gekoppeltes) System von 2 -3 - Ny = 6 Ny
Differentialgleichungen erster Ordnung (fiir die drei Komponenten des Ortes und des
Impulses der N4 Massenpunkte) mit 6 N4 Anfangsbedingungen 16sen, was selbst mit mo-
dernen Supercomputern nicht moglich ist. Eine exakte Beschreibung des Systems mit
den Methoden der klassischen Mechanik ist daher ausgeschlossen (dies gilt auch quan-
tenmechanisch, wo wir die Schrédinger—Gleichung fiir ein System von N4 Teilchen 16sen
miissten).

Dennoch erlaubt die Theorie der Warmelehre, die sog. Thermodynamik, verniinftige
Aussagen iiber solche makroskopischen Systeme zu machen. Sie beschréankt sich dabei auf
die Angabe einiger weniger, fiir das System charakteristischer Groéfien, z.B.

Energie F,
Teilchenzahl NV |

und Volumen V.

Kennt man weiterhin die fiir das System charakteristische Zustandsgleichung in der
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Form

S =S(E,V,N) (1.1)

wobei S die Entropie ist, so kann man weitere thermodynamische Systemeigenschaften
berechnen, z.B. die Temperatur 7', gegeben durch

1
— = 8_5 , (1.2)
T oF VN
den Druck o5
=T — 1.3
P= v, (1.3)
und das chemische Potential
oS
=T — ) 14
a ON |1y (1.4)

Natiirlich ist der Verlust an Information enorm, wenn man sein Wissen von 6 Ny ~ 10
im Prinzip (klassisch) mefibaren Groflen auf einige wenige (~ 7) beschrinkt. Der Vorteil
ist allerdings, dass die Beschreibung des Systems mit Hilfe mathematisch-physikalischer
Methoden méglich wird. Das Grundproblem der Statistischen Mechanik ist es, eine
Briicke von den mikroskopischen Bewegungsgleichungen des mechanischen Vielteil-
chensystems zu seinen makroskopischen Eigenschaften, wie Entropie, Druck, Tem-
peratur etc., die den Gesetzen der Thermodynamik unterliegen, zu schlagen. Wie der
Name “Statistische Mechanik” andeutet, geht dies nicht mehr auf analytisch exaktem
Wege, aber unter Zugrundelegung einiger weniger plausibler Annahmen mit Hilfe stati-
stischer Methoden. Wir werden dies in den folgenden Abschnitten dieses Kapitels fiir
Vielteilchensysteme, die den Gesetzen der klassischen Physik geniigen, erldutern.

1.2 Mikrokanonisches Ensemble

1.2.1 Das klassische Vielteilchensystem

Definition: Wir bezeichnen ein System, welches nicht in Kontakt mit seiner Umgebung
steht, d.h. mit ihr weder Energie noch Teilchen austauscht, als ein sog. isoliertes
System.

Wir betrachten nun ein solches isoliertes System von N Teilchen mit s generalisier-
ten Koordinaten

(j:(qla"qus))

und dazugehorigen generalisierten Impulsen

—

p:(pla"'aps)'

Anmerkung: fiir ein System ohne Zwangsbedingungen kann man die s generalisierten
Koordinaten einfach mit den 3N kartesischen Koordinaten der N Teilchen gleichsetzen,

G= (20, yO, 20 ) ) V)

?
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und entsprechend die s generalisierten Impulse mit den 3N kartesischen Impulskompo-
nenten der N Teilchen,

(N)

(1) (1) (1) (N),py

7=, pM, e, pl PN (1.5)

Die generalisierten Koordinaten und Impulse spannen den 2s—dimensionalen Phasen-
raum [" auf. Jeder Zustand des Systems ist durch Angabe des 2s—dimensionalen Phasen-
raum- Vektors

ﬁE(q_'vﬁ):(Q17"'7q8ap17--'aps)

eindeutig festgelegt. Man bezeichnet einen solchen Zustand auch als sog. Mikrozustand.
Im Laufe der Zeit durchlduft der Phasenraum-Vektor 7 eine Trajektorie im Phasenraum,
die sog. Phasenraum-Trajektorie, vgl. Abb. [1.1]

Pi
T(t)

®
—

1(0)

9j

Abbildung 1.1: Phasenraum-Trajektorie in der Projektion auf den zweidimensionalen Un-
terraum des Phasenraums I, der durch den i—ten generalisierten Impuls
p; und die j-te generalisierte Koordinate ¢; aufgespannt wird.

Nach Festlegung der Anfangsbedingungen, also des Phasenraum-Vektors 7(0), ist
die Phasenraum-Trajektorie 7(¢) eindeutig aus den Hamiltonschen Bewegungsglei-

chungen,
0H . OH

) = — , P = , =1,..., s, 1.6
p o Ty s (1.6)
berechenbar, falls die Hamilton—Funktion

H=H(®)=H(q, -, qs, P1, - Ds) (1.7)

bekannt ist.
In GL. haben wir ausgenutzt, dass die Hamilton—Funktion fiir ein isoliertes System
explizit zeitunabhingig ist,
0H

S =0 (1.8)
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Dies kann man wie folgt begriinden. Zunéchst findet fiir ein isoliertes System kein Ener-
gieaustausch mit der Umgebung statt, d.h. es gibt auch keine zeitabhéngigen treibenden
Kréfte, die dem System Energie zufiihren oder entziehen. Desweiteren miissen dann auch
eventuell existierende Zwangsbedingungen zeitunabhéngig sein, d.h. es handelt sich um
ein skleronomes System. Dann wird aber beim Ubergang von Teilchenkoordinaten zu
generalisierten Koordinaten keine weitere Zeitabhéngigkeit in die Hamilton—Funktion ein-
gefiihrt. Insgesamt ist sie also explizit zeitunabhéngig, wie durch Gl. mathematisch
ausgedriickt wird.

Aus der Vorlesung “Theoretische Physik 11”7 wissen wir, dass die Hamilton—Funktion
(fiir eine kinetische Energie T', die lediglich eine quadratische Funktion der generalisierten
Geschwindigkeiten ist) der Gesamtenergie des Systems entspricht,

H=T+V=E,

wobei V' die potentielle Energie symbolisiert. Weil H nicht explizit von der Zeit abhéngt,
ist die Energie F eine Erhaltungsgroflie, H = E = const..

Die Erhaltung der Energie ist eine zusétzliche Bedingung, die die Bewegung der Phasen-
raum-Trajektorie 7(¢) auf einen (2s—1)—dimensionalen Unterraum I'; des Phasenraums
I' einschréankt,

I'g={7el', H7)=FE =const.} CT. (1.9)

Als Beispiel zeigen wir die aus der Vorlesung “Theoretische Physik II” bekannte Phasen-
raum-Trajektorie des eindimensionalen harmonischen Oszillators, s. Abb.[1.2] Hier verlduft
die Bewegung des Phasenraum-Vektors im zweidimensionalen Phasenraum I' = {7 =
(q,p)} ausschlieBlich auf Ellipsen konstanter Energie, die durch die Gleichung

2 2.2
mw
p_+—0q

H =
2m 2

= FE = const.
definiert werden. Fiir gegebenes E entspricht eine solche Ellipse dem eindimensionalen
Unterraum I'g des Phasenraums I

Jede physikalische Observable F' ist durch die Angabe von 7 und ¢ eindeutig bestimmt,

F=F1).

Die Bewegungsgleichung fiir F' lautet (vgl. Gl. (3.29) der Vorlesung “Theoretische Physik
:[:[77 )
dF oF

AR H o (1.10)

mit der Poisson—Klammer

"\ (OF OH OF 0H
F HY = el _ 9ty 1.11
U H) ; (5%‘ dp;  Op; 5%‘) (L)

Fiir ein isoliertes System gilt, wie wir oben gesehen hatten, die Energieerhaltung. Dies be-
deutet aber auch, dass das System zeittranslationsinvariant ist (vgl. die Diskussion des
Noether-Theorems in der Vorlesung “Theoretische Physik II”). Dann kann F' aber auch
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R
=

V2E/(mey)

4

Y

. E=const.

Abbildung 1.2: Phasenraum des eindimensionalen harmonischen Oszillators und Ellipsen
konstanter Energie.

nicht explizit von der Zeit abhéngen, sondern lediglich implizit, iiber die Zeitabhéngigkeit
des Phasenraum-Vektors,
or
ot
und die Bewegungsgleichung ((1.10)) vereinfacht sich zu
dF
— ={F, H} .
dt { Y }
Im Allgemeinen ist die rechte Seite der Bewegungsgleichung (|1.10]) eine Funktion von
7(t). Als Beispiel sei hier wieder der harmonische Oszillator angefiihrt, fiir den gilt

8H_ 9 (9H_p

— = mw, — =

F=F(x(), 0,

Die Losung der Bewegungsgleichung fiir die Observable F' erfordert also zunéchst
die Bestimmung von 7(¢) durch Lésen der Hamiltonschen Bewegungsgleichungen (1.6)).
Wie schon in Abschnitt erldutert, ist dies fiir ein makroskopisches System mit s ~ N4
generalisierten Koordinaten und Impulsen in der Praxis unméglich. Wie wir sehen werden,
ist aber die genaue Kenntnis von 7(t) fiir viele physikalische Fragestellungen auch gar nicht
erforderlich.

1.2.2 Der zeitliche Mittelwert
Eine typische physikalische Fragestellung ist z.B., welchen Wert die Observable F' im

Mittel iiber einen Zeitraum 7 (z.B. die Zeitdauer eines Mefivorgangs) annimmt. Dazu
miissen wir berechnen

_ 1 to+7
Fup=1 [ atF@@). (1.12)
T

to
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wobei t( ein beliebiger Zeitpunkt ist, zu dem die Messung beginnen soll. Weil ein isoliertes
System aber, wie im vorangegangenen Abschnitt diskutiert, zeittranslationsinvariant ist,
kann der Zeitpunkt, zu dem die Messung beginnt, keine Rolle spielen und wir kénnen
0.B.d.A. tg = —7/2 wihlen, so dass

1 T/2

E:—/ dt F(7(t)) (1.13)

T —7/2

Wenn wir das MeBintervall 7 hinreichend grof machen, wird sich F, auf einen Wert F
einstellen, der unabhéngig von der Mefidauer 7 ist,

_ T/2

Fetim 2 [ atFG®). (1.14)

T—00 T _7_/2

Da physikalische Fragen, die das System selber betreffen, keine Antworten liefern sollten,
die von der Zeitdauer 7 der Messung abhéngen, ist es genau der Mittelwert , der
uns im Folgenden interessiert.

Um F zu bestimmen, miissen wir jedoch formal den Phasenraum-Vektor 7(¢) zu jedem
Zeitpunkt ¢t kennen, damit wir den Integranden F(7(t)) und damit das Integral in GI.
berechnen kénnen. Dies ist, wie schon mehrfach erwdhnt, in der Praxis unmdéglich.
Die grundlegende Idee, um dennoch den Mittelwert zu bestimmen, beruht auf fol-
gendem Argument: Wenn wir den Zeitraum 7 grof genug wéhlen, dann wird der Phasen-
raum-Vektor 7 jedem Punkt des Unterraums I'p beliebig nahekommen. Dies ist
die sog. Quasi-Ergodenhypothese, die wir im nichsten Abschnitt diskutieren. Dies wie-
derum erlaubt es uns, das Zeitmittel in Gl. durch einen Mittelwert beziiglich des
Phasenraums (oder genauer gesagt, des Unterraums I'g) auszudriicken. Damit schlief3-
lich wird der Mittelwert F' berechenbar.

1.2.3 Quasi-Ergodenhypothese

Wir zerlegen zunéchst den Phasenraum in kleine Volumina
AT = A7 = ASpA°T,

vgl. Abb. Eine Teilmenge der Volumina AI" wird auch den Unterraum I'g enthalten.
Als Beispiel betrachten wir wieder den Phasenraum des harmonischen Oszillators, vgl.
Abb. [1.4l wo wir diese Teilmenge eingefirbt haben.

Die Quasi-Ergodenhypothese besagt nun Folgendes:

Die Phasenraum-Trajektorie 7 (t) kommt im Laufe der Zeit jedem Punkt von
I'r beliebig nahe.

Dies bedeutet, dass unabhingig von der Grofle von Al jedes der Volumina, das einen Teil
von I'g enthélt, irgendwann durchlaufen wird. (Anmerkung: die schérfere Formulierung
dieser Hypothese ist die sog. Ergodenhypothese, die besagt, dass 7(t) im Laufe der
Zeit jeden Punkt von I'p durchlauft.) Mit anderen Worten, der gesamte aufgrund der
Energieerhaltung zugéangliche Teil ['g des Phasenraums I' wird auch tatséchlich von der
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Pi

Tj

Abbildung 1.3: Zerlegung des Phasenraums in kleine Volumina AI', hier in der zweidi-
mensionalen Projektion in die (p;, ¢;)-Ebene.

p

A

= N
7 N
S
'q
N o
~ ~

Abbildung 1.4: Zerlegung des Phasenraums des harmonischen Oszillators. Die eingeféirbte
Teilmenge von I' enthélt den aufgrund der Energicerhaltung zugénglichen
Unterraum I'g.

Phasenraum-Trajektorie 7(¢) durchlaufen. Fiir den harmonischen Oszillator (Abb. ist
dies erfiillt, vorausgesetzt man wartet wenigstens eine volle Periode des Oszillators (einen
kompletten Umlauf auf der Ellipse konstanter Energie) ab.

Die Quasi-Ergodenhypothese ist nicht fiir beliebige Systeme beweisbar. Thre emi-
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nente Bedeutung fiir die Statistische Mechanik erlangt sie allein aufgrund der Tatsache,
dass sie die Berechnung des zeitlichen Mittelwerts (nach Ersetzen durch einen noch
einzufithrenden Phasenraum-Mittelwert) erméglicht und dass damit die wohlbekannten
Relationen der Thermodynamik durch die Statistische Mechanik mikroskopisch begriindet
werden kénnen.

Man unterscheidet i.A. ergodische Systeme, fiir die die Quasi-Ergodenhypothese
erfiillt ist, und nicht-ergodische Systeme, fiir die sie nicht gilt. Im weiteren Verlauf
werden wir ausschliefSlich ergodische Systeme betrachten.

Dies 16st automatisch ein weiteres Problem, das wir bislang noch nicht angesprochen ha-
ben. Der Mittelwert kann nédmlich im Prinzip von der Wahl der Anfangsbedingung
7(—00) abhéngen, ndmlich dann, wenn fiir eine bestimmte Anfangsbedingung nur ein Teil
des Unterraums ['p zugénglich ist und andere Teile nicht, die wiederum bei einer anderen
Wahl der Anfangsbedingung zugénglich werden kénnten. Solche nicht-ergodischen Syste-
me gibt es in der Tat, aber wir werden sie, wie schon gesagt, nicht weiter betrachten. Fiir
ergodische Systeme ist der Mittelwert dagegen von der Wahl der Anfangsbedingung
unabhingig.

1.2.4 Phasenraum-Mittelwert

Wir zéhlen nun, wie oft sich das System beim Durchlaufen seiner Phasenraum-Trajektorie
7(t) innerhalb der Zeitspanne 7 in einem bestimmten Phasenraum-Volumen AI' um den
Punkt 7 herum aufgehalten hat. Diese Zahl bezeichnen wir mit

AZ(w,7,AT) =o(7,7) AT .

Hierbei ist (7, 7) die sog. Phasenraum-Belegungsdichte. 7 ist wie oben mit der Me§-
dauer zu identifizieren und muss fiir die Berechnung von F gegen unendlich geschickt
werden. Damit gehen aber auch AZ und & gegen unendlich, da das System mit wach-
sendem 7 auch entsprechend héaufiger im Phasenraum-Volumen AI' um den Punkt 7
anzutreffen sein wird. Dies gilt zumindest fiir die Volumina AT, welche einen Teil der
Phasenraum-Trajektorie, d.h. einen Teil von I'g enthalten. Als Beispiel diene wieder der
harmonische Oszillator: nach jeder Oszillatorperiode erhoht sich AZ um eins an einem
beliebigen Punkt auf der Ellipse konstanter Energie E. Die Phasenraum-Belegungsdichte
0 muss also in geeigneter Weise normiert werden.
Die auf eins normierte Phasenraum-Dichte lautet

. a(m,7)
= __— " £ . 1.15
(7,7) [ dT6(7,7) (1.15)
Hierbei ist
dl' = d®7 = d°pd*q

das infinitesimale Phasenraum-Volumenelement. Die Wahrscheinlichkeit, das System
innerhalb des Zeitintervalls 7 im Volumen dI" um den Phasenraumpunkt 7 zu finden, ist
gegeben durch

dW (7, 7) = o(7,7)dl" . (1.16)
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Diese Wahrscheinlichkeit ist korrekt normiert, da wegen Gl. ([1.15]) gilt

/FdW(ﬁ,T):/FdFU(ﬁ,T):%El.

Wir definieren nun den sog. Phasenraum-Mittelwert. Zunichst ist klar, dass die
Observable F' am Phasenraumpunkt 7 den Wert F/(7) annimmt. Die Wahrscheinlichkeit,
dass das System sich wéhrend des Zeitintervalls 7 am Phasenraumpunkt 7 aufthélt, ist
durch Gl. gegeben. Eine geeignete Definition fiir den Phasenraum-Mittelwert
(F); der Observable F' wihrend des Zeitintervalls 7 ist also offenbar

(F), = Adfo(ﬁ,T) F(7) . (1.17)

Da es fiir den so definierten Mittelwert keine Rolle spielt, wann das System sich bei 7
befindet, konnen wir die Beitrige zum Integranden so ordnen, dass sie dem zeitlichen
Ablauf der Phasenraum-Trajektorie folgen. Es ist dann plausibel, dass

F = (F), (1.18)

d.h. der in Gl. (1.13)) definierte zeitliche Mittelwert entspricht dem in Gl. (1.17) defi-
nierten Phasenraum-Mittelwert. Insbesondere ist

F=lim F, = lim (F), = / dl' lim o(7, 7) F(7) . (1.19)
r

T—00 T—00 T—00

Da die linke Seite der Gleichung von 7 unabhéngig ist, muss es auch die rechte sein. Daher
strebt o(7, 7) im Limes grofer Zeiten 7 gegen eine von 7 unabhéngige Funktion,

o(7) = lim o(7, 1) . (1.20)
T—00
Wir definieren nun den (zeitunabhéngigen) Phasenraum-Mittelwert der Observable F’
als

(F) = /FdFa(ﬁ) F(7) . (1.21)

Er ist identisch mit dem Zeitmittelwert ((1.14)),

F=(F). (1.22)

Was haben wir bislang erreicht? Wir brauchen offensichtlich nicht mehr die Hamiltonschen
Bewegungsgleichungen fiir gegebene Anfangsbedingungen zu losen, daraus die Phasen-
raum-Trajektorie 7(¢) zu bestimmen und daraus dann das Zeitmittel F' zu berechnen.
Aber wir benétigen stattdessen die Phasenraum-Dichte o (7). Haben wir wirklich etwas
gewonnen? Letztlich ergibt sich o(7) ja aus der Kenntnis, wie héufig sich das System
am Phasenraumpunkt 7 (bzw. in einer Umgebung dI' desselben) aufgehalten hat. Dazu
miissen wir aber streng genommen auch das Vielteilchenproblem 16sen. Da wir dies in der
Praxis nicht konnen, miissen wir also weitere vereinfachende Annahmen machen.
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1.2.5 Statistisches Ensemble, Ensemble-Mittelwert

Wir stellen uns vor, dass wir nicht ein einzelnes System, sondern ein Ensemble (manch-
mal auch als Gesamtheit bezeichnet) von Systemen vorliegen haben. Diese Systeme seien
mit dem urspriinglichen System identisch, was die Bewegungsgleichungen und Zwangsbe-
dingungen angeht. Der einzige Unterschied soll sein, dass der Bewegung jeden Systems
unterschiedliche Anfangsbedingungen zugrunde liegen. Jedes System dieses Ensembles
nimmt einen Mikrozustand 7 an, der mit der Forderung konstanter Gesamtenergie F
vertraglich ist, also gilt z.B. fiir das a—te System im Mikrozustand 7,

ﬁaGFE, (121,2,...,

wobei der Index a die Ensemble-Mitglieder durchnumeriert. Wir fordern weiterhin, dass
das Ensemble so grof ist, dass es dicht in I'g ist, d.h. jeder Mikrozustand 7@ € I'g wird
auch durch ein Mitglied des Ensembles représentiert.

Die Einfithrung eines solchen Ensembles enthebt uns von der Verpflichtung, u.U. be-
liebig lange warten zu miissen, bis unser urspriingliches System einem gegebenen Mikro-
zustand 7© € 'y geméfB Quasi-Ergodenhypothese beliebig nahe kommt. Denn es gibt zu
jedem Zeitpunkt wenigstens ein Mitglied des Ensembles, welches dem gegebenen Mikro-
zustand beliebig nahe ist (da das Ensemble nach Voraussetzung dicht in I'g sein soll).

Das Ensemble verkorpert zu jedem Zeitpunkt die volle Zeitentwicklung des urspriing-
lichen Systems. Man kann also den Zeitmittelwert oder den Phasenraum-Mittelwert durch
einen Ensemble-Mittelwert ersetzen. Dieser kann zu jedem festen Zeitpunkt instan-
tan durchgefiithrt werden. Wir brauchen also die Mefldauer 7 nicht mehr unendlich lang
zu machen und wir benotigen nicht mehr die Losung der Hamiltonschen Bewegungsglei-
chungen, um die Phasenraum-Trajektorie zu bestimmen.

Wie kann man einen solchen Ensemble-Mittelwert geeignet definieren? Der Phasenraum
sei wieder in (infinitesimal) kleine Volumenelemente zerlegt,

dl = d*7 = d*pd°q= [ [ dpidg; -
i=1
Wir definieren eine Verteilungsfunktion p(7,¢) durch die Forderung, dass
dZ(w,t) = p(7,t)dl (1.23)

die Anzahl der Ensemble-Mitglieder ist, die sich zum Zeitpunkt ¢ in dI" befinden. Es ist
klar, dass

Z= / dr j(7, 1) (1.24)

die Gesamtzahl der Mitglieder des Ensembles ist und

NG
p(7,t) = 7 (1.25)

die Wahrscheinlichkeitsdichte, zum Zeitpunkt ¢ ein Ensemble-Mitglied am Phasen-
raumpunkt 7 anzutreffen. Entsprechend ist

10
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die zugehorige Wahrscheinlichkeit.
Der Ensemble-Mittelwert der Observable F' zum Zeitpunkt ¢ ist dann

(F); = /F T p(7,t) F(7) . (1.26)

Dies dhnelt dem oben eingefiihrten Phasenraum-Mittelwert , ist aber nicht mit ihm
identisch, da die Mittelung nun instantan zum Zeitpunkt ¢ ausgefiihrt wird und man
nicht unendlich lange warten muss. Die Quasi-Ergodenhypothese, angewendet auf das
Ensemble, garantiert, dass zu jedem Zeitpunkt wenigstens ein Mitglied des Ensembles
einem beliebigen Phasenraumpunkt 7 € I'g beliebig nahekommt und somit zur Mittelung
beitrégt. Ferner ist die Gewichtsfunktion in Gl p(7,t) und nicht o (7). Falls wir also
nicht mehr die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen explizit 16sen miissen, um p(7, ¢) zu
bestimmen (wie dies fiir die Bestimmung von ¢(7) noch nétig war), haben wir in der Tat
einen Fortschritt erzielt.

Zum Schluss dieses Abschnitts bemerken wir noch, dass stationire Wahrscheinlich-
keitsdichten,

D —0, pm0)= oA,

auch zeitunabhingige Ensemble-Mittelwerte liefern,

O(F )¢
ot

—0, (F),=(F)= /F AT p(7) F(7) . (1.27)

Insbesondere wird ein System, welches sich im thermodynamischen Gleichgewicht
befindet, durch stationdre Wahrscheinlichkeitsdichten p(7) beschrieben. Im Folgenden be-
zeichnen wir mit spitzen Klammern (ohne Index) stets den Ensemble-Mittelwert
fiir eine stationdre Wahrscheinlichkeitsdichte. Es sollte daher keine Verwirrung entstehen,
wenn wir dasselbe Symbol wie fiir den Phasenraum-Mittelwert benutzen.

1.2.6 Liouville-Gleichung

Fiir eine gegebene Phasenraum-Trajektorie 7(t) 148t sich eine Phasenraum-Geschwin-
digkeit definieren,

6(t) = ﬁ(t) = <QI(t)> Cb(ﬂ? ] QS<t)a pl(t)a p2(t>? R pS(t)) : (128)

Da sich an jedem Punkt der Energie-Hyperfliche I'p ein Ensemble-Mitglied befindet,
gibt es auch an jedem Punkt eine Phasenraum-Trajektorie (ndmlich die des betreffenden
Ensemble-Mitglieds) und damit auch eine zugehorige Geschwindigkeit ¢(t). Diese Ge-
schwindigkeit ist also ein Feld, welches auf der gesamten Hyperfliche I'g definiert ist,
U(t) = v(7,t). Zusammen mit der Wahrscheinlichkeitsdichte p(7,t) definieren wir eine
Wahrscheinlichkeitsstromdichte auf I'g,

J(7,t) = p(R, 1) T(7, L) . (1.29)

11
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Diese Stromdichte ist ganz dhnlich der aus der Elektrodynamik bekannten Ladungsstrom-
dichte, nur flieen hier keine Ladungen im dreidimensionalen Raum, sondern Wahr-
scheinlichkeiten, Ensemble-Mitglieder bei 7 zum Zeitpunkt ¢ im 2s—dimensionalen Pha-
senraum anzutreffen. In diesem Sinne ist j dghnlicher der aus der Quantenmechanik be-
kannten Stromdichte fiir die Wahrscheinlichkeit, ein quantenmechanisches Teilchen an
einem Ort 7 zur Zeit t zu finden. Die Wahrscheinlichkeitsstromdichte ist aber, da
auf einem Phasenraum mit beliebig scharf vorgegebenen Koordinaten und Impulsen defi-
niert, eine rein klassische Grofe. Falls wir jedoch j mit Z, der Gesamtzahl der Mitglie-
der des Ensembles, multiplizieren, erhalten wir die Anzahlstromdichte der Ensemble-
Mitglieder, eine der Ladungsstromdichte aus der Elektrodynamik genau entsprechende
Grofle.

Wir betrachten nun ein Volumen G C I'" und berechnen den Wahrscheinlichkeitsfluss
durch die Oberfliche ¥(G) von G,

f{ s -7,
3(G)

wobei dY = dX i der Vektor ist, der aus der Flache dX eines infinitesimalen Ober-
flachenelements von ¥(G) und dem Normalenvektor 77 auf diesem Oberflichenelement
gebildet wird, vgl. Abb. [L.5] Dieser soll per Konvention stets nach aulen zeigen.

—

ax

Abbildung 1.5: Oberfliche 3(G) und infinitesimaler Oberflichenelement-Vektor 3.

Da es keine Quellen und Senken der Wahrscheinlichkeitsdichte p(7, ¢) im Phasenraum
gibt, entspricht dem Wahrscheinlichkeitsfluss durch die Oberfléche Y (G) der zeitlichen
Anderung der Wahrscheinlichkeit W (G), Ensemble-Mitglieder in G anzutreffen,

L - oWG) 0 /
dy - j = — =—— [ dl'p. 1.30
}é(G) J ot ot Jo o (1.30)

Das Vorzeichen auf der rechten Seite ist so gewé#hlt, dass ein Fluss durch ¥(G) nach
auflen die Wahrscheinlichkeit W (G) verringert. Mit dem Satz von Gauf§ gilt

@p = -
— | R . 1.31
0 /Gd (at+vg), (1.31)

12
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ﬁz(i 9. 9 i)
- \Oa” 0" Opi” 7 Ops

der 2s—dimensionale Nabla-Operator im Phasenraum ist, so dass

wobel

S

V-j= ; [a% (pds) + aij (pp])] :

Da GL fiir beliebige Phasenraum-Volumina G gilt, muss sogar der Integrand selbst
verschwinden und wir erhalten die Kontinuititsgleichung fiir die Wahrscheinlichkeits-
dichte p, .
0= 5 +V- (1.32)

Diese Gleichung bedeutet, dass die Wahrscheinlichkeit, Ensemble-Mitglieder im Phasen-
raum zu finden, erhalten bleibt, oder, wenn wir mit Z, der Gesamtzahl der Ensemble-
Mitglieder, multiplizieren, dass die Zahl der Ensemble-Mitglieder im Phasenraum erhal-
ten bleibt. Dies ist nichts anderes als die Tatsache, dass es keine Quellen und Senken fiir
Ensemble-Mitglieder gibt (es kommen keine neuen zum Ensemble hinzu und es verschwin-
den auch keine Mitglieder).

Die Kontinuitétsgleichung 148t sich mit der Produktregel und den Hamiltonschen Glei-
chungen (|1.6) weiter umformen. Wir berechnen zunéchst

L o (04 ap.) > ( O2H O*H >
v-v=§ =4 = :E — =0. 1.33
= (%‘ Op; ) <= \0q;9p; 04 (1:33)

Op; Oqg;

Daher gilt

V- j=V-(p0)=pV-04+0-Vp=7-Vp.
Mit der Definition (|1.28]) der Phasenraum-Geschwindigkeit erhalten wir also fiir die Kon-
tinuitatsgleichung (|1.32))

dp = op - = /. dp dp |
= = . =z . = 1.34
0 +v-Vp +7-Vp= +E ( -+ J&pj) il (1.34)

die totale Zeitableitung der Wahrscheinlichkeitsdichte verschwindet (was wiederum syn-
onym fiir die Wahrscheinlichkeitserhaltung ist). Gleichung bezeichnet man als
Liouville-Gleichung.

Die Liouville-Gleichung bedeutet nichts anderes als dass

p(7(t),t) = p(7(0),0) ,

d.h. ein sich mit der “Strémung” der Wahrscheinlichkeitsdichte (bzw. auf einer bestimmten
Phasenraum-Trajektorie) mitbewegender Beobachter sicht stets eine konstante Wahr-
scheinlichkeitsdichte p (bzw. eine konstante Zahl von Ensemble-Mitgliedern) in seiner
Umgebung. Der mathematische Grund ist GI. , welche dafiir sorgt, dass die Kon-
tinuitatsgleichung in die Liouville-Gleichung iibergeht, d.h. dass die totale Zeitableitung
von p verschwindet.

13
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Nebenbemerkung: Gleichung (|1.33)) ist auch aus der Hydrodynamik bekannt. Dort
gilt bekannterweise die Teilchenzahlerhaltung in der Form

wobei aber p die Teilchenzahldichte und j = pv die Teilchenzahlstromdichte dar-
stellen, wobei U die Geschwindigkeit der Fliissigkeit ist. (Wir benutzen hier der Einfachheit
halber dieselben Symbole wie fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte, die Wahrscheinlichkeits-
stromdichte und die Phasenraum-Geschwindigkeit; man sollte aber bedenken, dass die hy-
drodynamischen Gréfien im gewohnlichen dreidimensionalen Ortsraum und nicht im Pha-
senraum definiert sind.) Fliissigkeiten, fiir die GI. fiir die Fliissigkeitsgeschwindigkeit
v gilt, also 0 = 647, bezeichnet man als inkompressibel. Auch fiir sie gilt Gl. , d.h.
die totale Zeitableitung der Teilchenzahldichte verschwindet, dp/d¢t = 0. Dies wiederum
bedeutet, wie oben diskutiert, dass die Teilchenzahldichte in der Umgebung eines sich mit
v mit der Fliissigkeit mitbewegenden Beobachters stets konstant bleibt. Das ist aber gera-
de das Charakteristikum fiir eine inkompressible Fliissigkeit: die lokale Teilchenzahldichte
nimmt weder zu noch ab, da sich die Fliissigkeit nicht verdichten (durch Erhéhung der
lokalen Teilchenzahl) oder verdiinnen (durch Verringerung der lokalen Teilchenzahl) 1a8t.

Wenn wir die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen (1.6) auf GIl. anwenden,
erhalten wir mit Hilfe der Poisson—Klammer (1.11)) eine alternative Formulierung fiir die
Liouville-Gleichung,

Cdp O O OH 0p OH 9dp\ _ Op
0= =2 (apj 9 9 0p,) — o0 T HE (1.35)

Jj=1

In dieser Form hat die Liouville-Gleichung groBe Ahnlichkeit mit der Heisenbergschen
Bewegungsgleichung fiir Operatoren, die Erhaltungsgrofien entsprechen.

Die Tatsache, dass der Wahrscheinlichkeitsfluss der Ensemble-Mitglieder das Verhalten
einer inkompressiblen Fliissigkeit aufweist, wird im sog. Liouvilleschen Theorem noch
mathematisch priagnanter formuliert:

Sei Gy C T' ein Phasenraum-Volumen, dessen Punkte bei t = 0 mit den

Mitgliedern eines Ensembles besetzt sind. Die Bewegung dieser Punkte

geschieht derart, dass fiir das von diesen Punkten zum Zeitpunkt ¢ > 0
belegte Phasenraum-Volumen G, gilt

/ dr = dar.
Go Gy

Dieser Sachverhalt ist in Abb. graphisch verdeutlicht. Obwohl sich die Gestalt des
Volumens im Laufe der Zeit gedndert hat, G; # G, bleibt der Volumeninhalt erhalten.

Beweis: Wir bezeichnen den Volumeninhalt von GGy mit

Iy — / dr = / 7 (0)
Go Go

14



1.2 Mikrokanonisches Ensemble

Abbildung 1.6: Veranschaulichung des Liouvilleschen Theorems.

und den von G} mit

r, - /G ar= /G (). (1.36)

Die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen bilden 7(0) in der Regel eineindeutig auf 7(t)
ab, d.h. Phasenraum-Trajektorien schneiden sich nicht. Daher kann man im Ausdruck
(1.36]) fiir I'; eine Variablensubstitution vornehmen,

_ 257? aﬁ(t)
o= [ @50 2

Man beachte, dass sich bei dieser Substitution die Grenzen der Integration von G, in G|
dandern.

Zum Beweis des Liouvilleschen Theorems muss man nun nur noch zeigen, dass die
Jacobi—Determinante

der Variablensubstitution den Wert eins annimmt. Dies geht wie folgt. Nach dem Deter-
minantenentwicklungssatz, vgl. Vorlesung “Theoretische Physik 1”7, Gl. (1.107), lautet
die Entwicklung der Jacobi-Determinante nach der i—ten Zeile

T =3 jiult) Tult) | (1.37)

k=1

wobei ¢ einen beliebigen festen Wert, 1 < i < 2s, annimmt,

(1.38)
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das (ik)-Element der der Jacobi-Determinante entsprechenden Matrix ist und

Tir(t) =

(1.39)

der sog. Cofaktor ist, d.h. die Unterdeterminante, die sich aus [J(t) ergibt, wenn man
die i-te Zeile und k-te Spalte streicht, multipliziert mit einem Faktor (—1)**. Nach GI.
(1.119) der Vorlesung “Theoretische Physik I” gilt aulerdem fiir j # 4

0="> jult) Tu(t) . (1.40)

Die beiden Glgen. (1.37)) und ([1.40]) lassen sich kompakt wie folgt schreiben,

2s

T(t) 655 =Y jiwlt) Tn(t) - (1.41)

k=1

Nun berechnen wir mit Hilfe von Gl. (1.37)) die totale Zeitableitung der Jacobi-Deter-
minante. Nach der Kettenregel fiir das totale Differential gilt

dJ(t) Z 0J (t) djix(t)

q Fr Oja(t)  dt
< d om(t) _ o)
_ i;I jm(t) E am(o) = 2 \Zk(t> a'ﬂ'k(o)
o = Ori(t) Omilt)
— l%::l Tin(t) ; Ome(t) Om(0)
_ Z Jor(t) Tir(t) ?977:;8
o1
RS Or(t) _ 7y Ol)
_ ; 80 T (1) Pre(D) J <t>Z omi(t) ”

wobei wir von der ersten zur zweiten Zeile die Definition ((1.38) von j;(¢) und die Defi-
nition des Cofaktors, von der zweiten zur dritten Zeile erneut die Kettenregel, von
der dritten zur vierten Zeile wieder GI. und von der vierten zur fiinften Zeile Gl.
benutzt haben. Der letzte Term verschwindet aber aufgrund der Hamiltonschen
Bewegungsgleichungen:

omi(t) _ ~[94it) | 9pi(t)] _ ~ [9PH(G (), (t)) OH(q(t), p(t)] _
Z 871'Z t Z L()qz(t) + 3pz(t)} - Z |: (9ql B i - 0 ’

Also erhalten wir

J(t)

d

||I
W
=
Il
2
=
|
Q
S
S
O
~~
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Da per Definition

ist auch J(t) =1, q.e.d.
Zum Schluss dieses Abschnitts machen wir noch eine Bemerkung iiber stationire

Wahrscheinlichkeitsdichten,

d 0

d—'z = 8_,; =0, also p=p(7). (1.42)
Gleichung ((1.42)) wird sicherlich erfiillt, wenn p irgendeinen konstanten Wert annimmt, p =
const., d.h. die Wahrscheinlichkeit, ein Ensemble-Mitglied im Phasenraum anzutreffen,
ist iiberall gleich grof3. Es geniigt aber auch, wenn p von 7 nur iiber ein Integral der
Bewegung C(7) = const. abhingt, d.h.

p=p(C(T)).
Dann gilt ndmlich aufgrund der Kettenregel
dp dp dC _ 0
dt  dC dt

da C' = const. ein Integral der Bewegung ist. Also ist p(C(7)) = const., d.h. stationér.
Der wichtige Unterschied zu einer iiberall auf I' konstanten Wahrscheinlichkeitsdichte ist
aber, dass jetzt p(7) lediglich auf dem Unterraum des Phasenraums, auf dem C(7) ein
Integral der Bewegung darstellt, einen konstanten Wert annimmt.

Beispiel: Fiir isolierte Systeme stellt die Gesamtenergie ein Integral der Bewegung dar,
C(7) = H(7) = E. Dann nimmt p(H (7)) auf I'g einen konstanten Wert an. Fiir £y # Es,
mithin I'g, # ['g,, gilt zwar jeweils p(E;) = const. und p(E,) = const., aber die beiden
konstanten Werte sind nicht miteinander identisch, p(E;) # p(E»).

Auf den Unterrdumen I'g von I' konstante Wahrscheinlichkeitsdichten werden in den fol-
genden Abschnitten zur Beschreibung von Systemen im thermodynamischen Gleich-
gewicht von grofler Bedeutung sein.

1.2.7 Mikrokanonisches Ensemble

Wir betrachten ein isoliertes, ergodisches System. In solchen Systemen ist, wie wir bereits
wissen, die Energie exakt erhalten, H(7) = E = const.. Desweiteren ist die Teilchenzahl
N konstant, da ein isoliertes System auch keine Teilchen mit seiner Umgebung austauscht.
Schliefflich ist auch das Volumen V konstant, da auf ein isoliertes System keine dufleren
Krifte einwirken, die sein Volumen verdndern konnten. Wir berechnen nun den Volu-
meninhalt der (2s — 1)-dimensionalen Hyperfliche zu konstanter Energie E. Dieser ist
proportional zu

I(E,V,N) = /dF(S(H(ﬁ) - FE), (1.43)

r

wobei die 6—Funktion dafiir sorgt, dass die Hamilton—Funktion H(7) des Systems den
Wert der vorgegebenen Gesamtenergie £/ annimmt. Man beachte, dass die Dimension der
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1 Klassische Statistische Mechanik

in GL. definierten Funktion gleich der des Phasenraums I ist, jedoch dividiert durch
eine Grofle der Dimension Energie.

Wie sieht nun die Wahrscheinlichkeitsdichte p(7) fiir dieses System aus? Fiir einen
vorgegebenen Wert E der Gesamtenergie kann die Wahrscheinlichkeitsdichte nur auf I'g
von null verschieden sein. Wir beriicksichtigen dies durch den Ansatz

p(7) = pu(7) 8 (H(7) — E) . (1.44)

Die entscheidende Frage ist nun, wie die Funktion pg(7) aussieht. Es ist intuitiv klar,
dass Systeme im thermodynamischen Gleichgewicht durch stationire Wahrschein-
lichkeitsdichten beschrieben werden sollten, da sich (makroskopische) Observable (die
durch Mittelwertbildung mit dem Gewicht p(7) berechnet werden) im thermodynami-
schen Gleichgewicht nicht mehr dndern. Nach dem im vorangegangenen Abschnitt Ge-
sagten ist p(7) eine stationdre Wahrscheinlichkeitsdichte, falls die Funktion pg(7) von
7 nur iiber die Gesamtenergie abhéngt,

pp(T) = pp (H(T)) = pe(E) = const. . (1.45)

Um ein System im thermodynamischen Gleichgewicht mit den Methoden der Statisti-
schen Mechanik zu beschreiben, benttigen wir also eine auf 'y konstante Wahrschein-
lichkeitsdichte. Dieser Sachverhalt 1&8t sich formal durch sog. Postulat der gleichen “a
priori”’-Wahrscheinlichkeiten ausdriicken:

Alle mit der Energieerhaltung vertriglichen Mikrozustinde @ werden mit
der gleichen Wahrscheinlichkeit angenommen, d.h.

pe(T) = po = const. . (1.46)

Die Konstante pg 148t sich aus der Normierungsbedingung der Wahrscheinlichkeitsdichte
berechnen,

1= [drp(@) = [0 pu()E(HEF) - B) = [ A0S (HE) - B) = mI(EV.N).

wobei wir Gl. ([1.44)) mit den Glgen. (1.45) und (L.46]), sowie im letzten Schritt Gl. ((1.43)

benutzt haben. Also ist .

[(E,V,N)"

Was haben wir erreicht? Der Ansatz einer auf I'p konstanten Wahrscheinlichkeitsdichte
macht die Losung der Hamiltonschen Bewegungsgleichung iiberfliissig! Die Berechnung
der Funktion I'(E, V, N) ist, wie wir im Folgenden sehen werden, weitaus einfacher als
die Losung von 2s ~ 6 N4 Bewegungsgleichungen! Das durch die Wahrscheinlichkeitsdichte
(1.44) mit den Glgen. ([1.45) und definierte Ensemble,

po = (1.47)

1

NEV T §(H(R)—E) , (1.48)

PMKE (7?) =

nennt man mikrokanonisches Ensemble oder auch mikrokanonische Gesamtheit.
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1.2 Mikrokanonisches Ensemble

Nun berechnen wir Mittelwerte von Observablen im mikrokanonischen Ensemble:

(F) = /FdeMKE(ﬁ)F(ﬁ) _ m/FdFé(H(ﬁ) _E) F(7). (1.49)

Wir konnen das Integral weiter auswerten, indem wir dI' in ein (2s — 1)-dimensionales

Flachenelement dfp der Energie-Hyperfliche und ein eindimensionales Lingenelement
dm, senkrecht dazu zerlegen, vgl. Abb. [L.7]

H(®)=E+dE
H(®)=E

dr

dTCJ_

df,

Abbildung 1.7: Zerlegung dI' = dfg dnr, .

Es gilt dann fiir den Mittelwert (1.49))

1

(F) = I'(E,V,N)

/ded’]TL(S(H(ﬁ) — F) F(7) . (1.50)
r

Wir wollen die 6—Funktion benutzen, um das Integral zu vereinfachen. Dazu miissen wir
die 7, —Integration in eine H-Integration umwandeln. Nach der Definition des totalen

Differentials gilt
dH = d7 - VH(7) .

Der Gradient VH () steht aber per Definition senkrecht auf der durch H(7) = E =
const. definierten Hyperflache, d.h. senkrecht auf 'y und damit parallel zu dw;. Also
gilt

dH =d7-VH(7) = dr, |VH(7)| < dm:%. (1.51)
[VH(T)|
Eingesetzt in Gl. ([1.50]) ergibt sich
1 F(w 1 F(7)
) I'(E,V,N) Jr e \VH(7)] ( ) I(E,V,N) Jr, e IVH(7)|
(1.52)
Insbesondere ist
1
FE,V,N:/deﬁ—EE/ dfp ——— 1.53
( ) A (H(T) — E) o e SR (1.53)
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1 Klassische Statistische Mechanik

und
_ 1 H#x) _ E 1
) = I'(E,V,N) /rEde \VH(7)| T(E,V,N) pEde IVH(7)]
- —F(Eﬁ/,m (E,V,N)=E (1.54)

wie es sein muss, wenn das Ensemble lediglich auf der Hyperfliche I'g existiert, auf der
stets H(7) = F ist.

1.2.8 Quasi-isolierte Systeme

In der Praxis gibt es natiirlich keine vollstdndig isolierten Systeme, es findet immer ein
Energieaustausch AFE mit der Umgebung statt. Falls dieser jedoch sehr viel kleiner ist
als die Gesamtenergie E des Systems,

AFE ]
B
so spricht man von einem quasi-isolierten System. In diesem Fall ist die Hamilton—
Funktion H (7) nicht mehr exakt gleich der Energie E, sondern darf in einem Bereich AE
um FE schwanken,

E<H(T)<E+AE.

Dann miissen wir die 0-Funktion 6 (H(7) — E) in den vorangegangenen Uberlegungen
durch ein Produkt zweier Stufenfunktionen ersetzen,

§(H(R) —E) — O(H(7)—E)O©(E+AE — H(7)) .

Dies definiert keine (2s — 1)—dimensionale Hyperfliche I'gy C T, sondern eine Schale der
Dicke AFE, die sog. Energieschale

D(E,V,N) = /FdFG(H(ﬁ) _E)O(E+AE - H(7) , (1.55)
vgl. Abb.[[,
L. \ H(wt)=E+AE
H®)=E
D(E,V,N)
I

Abbildung 1.8: Zur Definition der Energieschale D(E,V, N).
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1.2 Mikrokanonisches Ensemble

Die Wahrscheinlichkeitsdichte ((1.48)) des mikrokanonischen Ensembles ist fiir quasi-
isolierte Systeme zu ersetzen durch

puke(T)  — pai(T) = po © (H(T) — E) © (E+ AE - H(7)) , (1.56)
wobei sich aus der Normierung der Wahrscheinlichkeitsdichte,

= /Fdl“ poi(7) = pO/FdF@ (H(7) — E) © (E+ AE — H(7)) = po D(E,V,N) ,

die Konstante py zu

1
" D(E,V,N)
berechnet, d.h.
. 1 . .
Wir definieren das sog. Phasenvolumen
H(E,V.N) = /dF@(E _H(F) (158)
r

d.h. den Teil des Phasenraums I, der durch die Energie-Hyperflache I'g beschréankt wird.
Letztere ist offensichtlich die Oberfldche von ¢(E,V,N), I'r = X(¢). Die Energieschale
D(E,V,N) ergibt sich offensichtlich aus der Differenz zweier Phasenvolumina,

Fiir spatere Zwecke definieren wir noch die sog. Zustandsdichte

ABVN) = 00 A A AE
_ 0p(E,V,N)
= a—E. (1'60>
Weil
_ Op(E,V,N) 0 Ny _ 0 -
AEVN) = P —aE/FdF@(E—H(w))—/FdF L0 (E H(7)

= /dFé(E—H(ﬁ))EF(E,V,N), (1.61)

I

ist A(E,V,N) identisch mit dem oben definierten Volumeninhalt I'(E,V, N) von ['g.
Dies ist auch intuitiv versténdlich, denn eine unendlich diinne (AE — 0) Energieschale
D(E,V, N) entspricht natiirlich wieder der Energie-Hyperfliche T'g. Die Zustandsdichte
A(E,V, N) auf dieser Hyperflache ist identisch mit ihrem Volumeninhalt I'(E, V, N). Fiir
sehr diinne Energieschalen AE < FE gilt in guter Ndaherung

D(E,V,N)

D(E,V.N)~ AEA(E,V,.N), baw. A(E,V,N)~ ——

. (1.62)
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1 Klassische Statistische Mechanik

Wir berechnen nun Mittelwerte fiir quasi-isolierte Systeme:

1

F) = r T)F(T) = ————— re(H(x)—F E+AF—H(T)) F(7) .
(F) = [ 4T p(®) P(#) = Jrpygey [ATOUIR) —B) © (B + A~ H () F(7)

(1.63)
Wie in Abb. gezeigt zerlegen wir das infinitesimale Phasenraumvolumen

1
dlI' = dedﬂ'J_ = dedHf s
[VH(T)

so dass
(F)—;/df di ") o (H_B)6(E+AE - H)
" D(E,V,N) Jo " VHR) |

Weil F(7)/|VH(®)| in guter Niherung iiber die Dicke AE der Energieschale konstant
bleibt, konnen wir die Integration iiber d fr und dH separieren,

B 1 F(ﬁ) E+AFE
(F) D(E,V,N) J; de IV H (7] /E W
B AE f F@) 1 f F(7)
D(E,V,N) Jr, " |\VH®)| AEV.N) ), |\ VH®R)|

wobei wir im letzten Schritt Gl. benutzt haben. Dieser Ausdruck ist dquivalent
zur Mittelwertbildung in isolierten Systemen, vgl. Gl. , es ist lediglich das Volumen
['(E,V,N) der Energie-Hyperfliche I'g durch die Zustandsdichte A(E, V, N) auf der Ener-
gieschale D(E,V, N) ersetzt worden. Aufgrund von Gl. sind beide Mittelwerte aber
(in der Ndherung sehr diinner Energieschalen) identisch. Wir werden sehen, dass es zu-
weilen zweckméfiger ist, zur Berechnung eine endliche Schalendicke anzunehmen, d.h. ein
quasi-isoliertes System zu betrachten, als mit einer unendlich diinnen Energie-Hyperflidche
zu rechnen, d.h. ein isoliertes System zu betrachten.

1.2.9 lIdeales Gas im mikrokanonischen Ensemble

Als Anwendung des in den vorangegangenen Abschnitten Diskutierten betrachten wir ein
Modellsystem, das sog. ideale Gas. Das ideale Gas ist ein (quasi-)isoliertes System in
einem Volumen V', das aus N Teilchen der Masse m besteht, die nicht miteinander
wechselwirken. Auflerdem sollen sie an den Grenzflichen des Volumens V elastisch
reflektiert werden, so dass sich ihre kinetische Energie nicht dndert. Damit ist auch die
Gesamtenergie H(7) = E eine Erhaltungsgréfle. Die Hamilton-Funktion lautet

N -9 3N pQ ]7
L G — 1.64
Z m 2m 2m ( )

J=1 =1

DO

wobel wir im vorletzten Schritt die Nummerierung (1.5) fiir die Impulse und im letzten
den 3N—-dimensionalen Impulsvektor p'= (py, ..., p3n) eingefiithrt haben.
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1.2 Mikrokanonisches Ensemble

Das Phasenvolumen, vgl. Gl. (1.58)), berechnet sich wie folgt:

=2
BV e <E . p—) . (1.65)
2m

oE. v - |

T

dr e (B - H(7)) = /

r

Der Integrand héangt nicht von den ¢; ab, also konnen wir das Integral iiber die generalisier-
ten Koordinaten sofort ausfithren. Wir schreiben zunéchst die generalisierten Koordinaten
¢; wieder auf die gewohnlichen Ortsvektoren 7; der N Teilchen um,

3N N
/d3N“E/quiE/Hd3Fj.
i=1 j=1

Jedes Teilchen kann innerhalb des Volumens V' jede mogliche Position annehmen. Also
sind die Integrationsgrenzen jeder d*7;-Integration durch die Abmessungen des Volumens

V gegeben,
N N N
/Hdi’ﬂz]—[/di”sz {/d?’F] =V,
e =1IV 1%

Nun wenden wir uns der Integration iiber die generalisierten Impulse p; zu. Wir multi-
plizieren das Argument der ©-Funktion in Gl (1.65) mit 2m, was nichts am Definitions-
und Wertebereich der ©-Funktion &ndert,

@(E—;i) E@(QmE—ﬁQ)E@<\/2m—E—|ﬁ|> ,

m

wobei wir im letzten Schritt ausgenutzt haben, dass sich die ©-Funktion auch nicht &ndert,
wenn wir anstelle des urspriinglichen Arguments seine (positive) Wurzel nehmen. Das
vorlaufige Zwischenergebnis lautet also

©(E,V,N) = VN/d3Nﬁ@ (\/W— m) . (1.66)

Das Integral auf der rechten Seite entspricht nun genau dem Volumen der 3N-dimen-
sionalen Kugel mit Radius v2m£FE. Um dieses zu berechnen, machen wir folgende Zwi-
scheniiberlegung.

Betrachten wir das Integral

o] N o) N
IE/ dy; - -+ dyy exp <—Zy3> = </ dyeyz) = \/7?1\7 =72
_ — _

[e.9] (e 9]

wobei wir im eindimensionalen Integral auf der rechten Seite ein wohlbekanntes Gauf3-
Integral erkannt haben. Andererseits 148t sich das Integral Z auch in N-dimensionalen
Polarkoordinaten ausrechnen,

T = / dVge ¥ = / dRRN"Te R 5y,
- 0

[e.9]

wobei wir den Betrag des N—dimensionalen Vektors ¢ mit || = R bezeichnet haben. Aus
Dimensionsgriinden tritt noch ein Faktor RV~ auf (man erinnere sich an die Formel in
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1 Klassische Statistische Mechanik

drei Raumdimensionen: d*7 = drr? sind dd dp). Das verbleibende (N — 1)-dimensionale
Winkelintegral héngt nicht von R ab und liefert gerade die Oberfliche Sy_; der N—
dimensionalen Einheitskugel (man erinnere sich an drei Raumdimensionen, wo Sy =
Jy dv sind fo% dyp = 47). Aus Griinden, die spéter noch klar werden, schreiben wir

Sy_1=NCy , (1.67)

mit einer noch zu bestimmenden Konstante Cy. Das d R-Integral liefert mit der Varia-
blensubstition R? = x bis auf einen Faktor 1/2 die I'-Funktion,

/dRRN_le_RQEl/ da:xN/Q_le_leI’ E .
0 2 Jo 2 2

Also erhalten wir letztendlich

N _ (N 2r N/
g 2 ( 2 ) O = ON=Frmg (1.68)
Fiir gerades N schreiben wir N/2 =n € Ny und
N 1
f—)=r —D'=(N/2-1)=(N/2
(3) =100 = tn = 1= (/2= 1)t = (V725
so dass
/2
Cn = N N gerade . (1.69)
Fiir ungerades N schreiben wir (N —1)/2 =n € Ny und
N 1 1 1
''—=) =TI'(n+=z)=|n—=<)'|n—-—=)=
2 2 2 2
1 3 1
= n— — n — — o0 — F 1
2 2 2 2
1 _ (2n—-1)1 (N =2)1
NI
= o(N-n2N VT,
so dass ( -2
2(2m)\
= N” , N ungerade . (1.70)
Mit dem Ergebms (11.69) bzw 1 ) konnen wir das Volumen der 3N-dimensionalen
Kugel mit Radius vV2m£FE aus G ) berechen,

V2mE V2mE
/ d*Npe (\/2mE - \ﬂ) = / dRR3N"1Syn_1 = Ssn_1 / dR R¥ -1
0 0

1
= 3N Gy g 2mE)*N? = 2mE)3N? Cyy |
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1.2 Mikrokanonisches Ensemble

wobei wir Gl. (1.67) benutzt haben. Da es bei N ~ N4 ~ 10% Teilchen keine Rolle
spielt, ob die Teilchenzahl gerade oder ungerade ist, nehmen wir der Einfachheit halber
das Ergebnis ((1.69) fiir gerade Teilchenzahlen und erhalten fiir das Phasenvolumen ({1.66])

TmE)3N/2
o(E,V,N) = VN% (1.71)

29.10.2024
Wir berechnen daraus nun die Zustandsdichte, Gl. (1.60]),

dp(E,V,N) _ VNﬂ (27Tm)3N/2 B3N _ ﬂ @(E,V,N)
(3N/2)! 2 E '

A(EV.N) = == 5

(1.72)

Zum Schluss berechnen wir noch das Volumen I'(E,V, N) der Energie-Hyperfliche I'g
mit Hilfe von GL. (1.53). Wegen

N(E,V.N) = /F dr 6 (H(7) — B) = / BN GV 5 5 (H(7) — B)

VN/dgNﬁm 5 (|m - JW)

ist zunéchst klar, dass diese Hyperfliche identisch mit der Oberflache des Phasenvo-
lumens aus Gl. , d.h. der Oberfliche der 3N—-dimensionalen Kugel mit Radius
7] = v2mE, multipliziert mit einem Faktor VY und dividiert durch |VH(7)| auf der
Oberfliche der Kugel, ist. Zur weiteren Berechnung benétigen wir

Lo 1 = 0,
V() = 5Vt = 00

Y

wobei wir beriicksichtigt haben, dass der 6 N-dimensionale Nabla-Operator in den ersten
3N Komponenten Ableitungen nach den Koordinaten enthélt. Der Betrag von V H (7) ist

IVH(7)| = g

m
Auf der Energie-Hyperfliche I'g ist |p] = vV2mE, so dass

1 m

IVH(7)| V2mE

Die Oberflache der 3N-dimensionalen Kugel mit Radius v 2mF ist identisch mit der Ober-
flaiche S5y der 3N-dimensionalen Einheitskugel, multipliziert mit einem Faktor
R3N-1 = (2mE)BN-Y/2 der die Einheitskugel auf den richtigen Radius hochskaliert.
Insgesamt erhalten wir also

3N (27m)

N 3N/2 3N/2—1
\/— =V (3N/2)! B
N),

T(E,V,N) = VY3NCsy (2mE)BN-1/2
3N ¢(E,V,N)

5 = (1.73)

A(E,
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1 Klassische Statistische Mechanik

wobei wir im letzten Schritt Gl. (1.72]) benutzt haben. Das Volumen der Energie-Hyperflé-
che I'(E, V, N) und die Zustandsdichte A(E,V, N) sind also identisch! Genau dies haben
wir gemaB Gl. (1.61]) auch erwartet. Es spielt also keine Rolle, ob man das ideale Gas als

isoliertes oder quasi-isoliertes System betrachtet.
Wir bilden den natiirlichen Logarithmus von Gl. (1.73),

N
lnF(E,V,N)zlnA(E,V,N)zlngo(E,V,N)qunz—E. (1.74)

Ferner gilt
In p(E,V,N) =N In [V(2rmE)*?*] —In[(3N/2)!] . (1.75)

Fiir groe Teilchenzahlen diirfen wir die Stirlingsche Formel,

n n
n! ~ 2mn <—> ,
e

1 1
bzw. Inn! ~ (n + 5) Inn—n+ 5 In(27) ~n(Inn—1)+ O(lnn) , (1.76)

benutzen. Diese liefert, angewendet auf den letzten Term in Gl. ((1.75]),

n [(3N/2)1] = 2N (m N 1> _N lln (ﬂ)w - §] ,

2 2 2 2

so dass

In o(E,V,N) ~ N {m [V(2rmE)*?] —In (ﬁ)m - 3}

2 2
3/2
- N {m Vv (47”” E)

3 N
Aufgrund von Gl. ((1.74)) gilt aber auch, dass

1 0

N
InT(E,V,N) = lnA(E,V,N):lngp(E,V,N)—l—lnz—E
E
= In gp(E,X/,N)nLO(lnN):ln ©(E,V,N) . (1.78)

Fiir grofie Teilchenzahlen N sind also die Logarithmen der drei Groflen I'(E, V, N),
A(E,V,N) und ¢(E,V, N) identisch bis auf Korrekturen von der GréBenordnung des
Logarithmus der Energie pro Teilchen, E/N, der sog. spezifischen Energie.

Was bedeutet dieses Resultat? Erinnern wir uns an die Definition von ¢(E,V, N) und
['(E,V,N), so bedeutet dies, dass Volumina und Oberflichen von Kugeln in hochdimensio-
nalen Radumen nahezu identisch sind (zumindest wenn man ihre Logarithmen betrachtet).
Dies liegt daran, dass in einem hochdimensionalen Raum die Region nahe der Oberfliche
der Kugel den grofiten Beitrag zum Volumen beisteuert.

Die obige Formel ist noch nicht ganz korrekt. Es sind noch folgende Dinge zu
beriicksichtigen:
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1.2 Mikrokanonisches Ensemble

Die Groen I'(E, V, N), A(E,V, N) und ¢(F,V, N) sind dimensionsbehaftet. Da-
her kann man nicht einfach ihren Logarithmus nehmen. Z.B. hat o(F,V,N) die
Dimension des Phasenraumvolumens I'. Um den Logarithmus von ¢(E,V, N)
korrekt zu definieren, miissen wir ¢(F,V, N) noch durch das minimale Phasen-
raumvolumen Al ;,, welches dadurch definiert ist, dass es gerade einen einzigen
Mikrozustand (ein einziges Ensemble-Mitglied) enthélt, dividieren,

w(E,V,N)

1 EV.N 1
Il(p( 7‘/7 ) — In AFmin

Wie kann man das minimale Phasenraumvolumen festlegen? Wir machen dazu eine
Anleihe bei der Heisenbergschen Unbestimmtheitsrelation,

ook
ApAg>2_ v
PAGZ 5=~

Das Produkt der Unbestimmtheit der (generalisierten) Koordinate und dem (gene-
ralisierten) Impuls ist also von der Groflenordnung des Planckschen Wirkungs-
quantums h. Auch wenn die Heisenbergsche Unbestimmtheitsrelation in einer klas-
sischen Betrachtung, wie wir sie in diesem Kapitel durchfiihren, keine Rolle spielt,
ist es sinnvoll, das minimale Phasenraumvolumen AI',;, nicht kleiner zu wéhlen,
als es der Unbestimmtheitsrelation entspréache. Wir legen also fest, dass

AFmin = ASpmin ASQmin =h’ = hsN . (179)

Dies ist das minimale oder elementare Phasenraumvolumen, welches jeder
Mikrozustand im Phasenraum einnimmt. Das normierte, d.h. dimensionslose
Phasenraumvolumen lautet also

_p(B,V,N) [V N (2rmE)3N/?
o = FEen = () S

AT (1.80)

Dieses normierte Phasenraumvolumen 148t sich als die Anzahl der Mikrozustéan-
de im von der Energie-Hyperfliche I'g eingeschlossenen Phasenraumvolumen in-
terpretieren. Wir bezeichnen ®(E,V, N) im Folgenden als mikrokanonische Zu-
standssumme.

Wir priifen die Dimension von ®(E,V, N):

/2 2\ 3N/2
. _/m3NY an2 [ m’kgJ 3 (]
dim®(E,V,N) = <JS> (kg J) = ( ]2 2 2

wie es sein muss.

1

Y

Bislang haben wir die N Teilchen als unterscheidbar angesehen. Identische Teil-
chen (und um solche soll es sich im idealen Gas handeln) sind aber ununterscheid-
bar. Jeder Mikrozustand, der sich von einem anderen lediglich in einer Permuta-
tion der N Teilchen unterscheidet, ist also eigentlich kein neuer Mikrozustand. Wir
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1 Klassische Statistische Mechanik

miissen also die mikrokanonische Zustandssumme ®(E,V, N) noch durch die Zahl
der moglichen Permutationen, N!, der N Teilchen dividieren,

®(E,V,N) _ (V>NM (1.81)

O(E,V.N) — ®u(BVIN) = —F—= | 13 NI(B3N/2)!

Fiir den Logarithmus der mikrokanonischen Zustandssumme erhalten wir mit GI.

(1.77) und der Stirlingschen Formel (1.76])

vV [4rm ENY?] 3
. e R - — _ |
In ®34(E,V,N) N{ln h3( 3 N) —|—2} In N!
[ famm ENY?] 3
vV (4rm ENY?] 5
_ N{ln N<3h2 N) +§} . (1.82)

Man beachte, dass unter dem Logarithmus keine Gréflen mehr auftreten, die mit
der Grofle des Systems skalieren: V/N ist das Volumen pro Teilchen, das sog. spe-
zifische Volumen, und E/N die spezifische Energie.

1.3 Bezug zur Thermodynamik

1.3.1 Statistische Entropie

Die statistische Entropie ist definiert durch
S(E,V,N) =k In ®(E,V,N), (1.83)

wobei

|
kp ~ 1.3805-10"% <

die sog. Boltzmann—Konstante ist. Die statistische Entropie ist also proportional zum
Logarithmus der mikrokanonischen Zustandssumme ®(E,V,N), also der Zahl
der Mikrozustinde, die dem System zu gegebenen E,V und N zur Verfiigung stehen.
Eine groflere statistische Entropie bedeutet, dass dem System mehr Mikrozustédnde zur
Verfiigung stehen, die es belegen kann. Falls dem System nur ein einziger Mikrozustand
zur Verfiigung steht, so ist die statistische Entropie null,

OE,V,N)=1 = S(E,V,N)=kplnl=0.
Die Proportionalitdtskonstante (die Boltzmann—Konstante kp) in Gl. (1.83)) ist zunéchst

vollkommen willkiirlich gewahlt. Wir werden aber sehen, dass die Wahl kg dafiir sorgt,
dass die statistische Entropie identisch mit der thermodynamischen Entropie ist.
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Aus Gl. (1.78) geht hervor, dass die folgenden Definitionen fiir S(E,V, N) im Limes
grofler Teilchenzahlen N (und wenn wir die zur korrekten Normierung der Groflen nétigen
Konstanten vernachléssigen) vollkommen synonym sind:

S(E,V,N) = kgln ®E,V,N)=kg In o(E,V,N)
= kpln AE,V,N) = kg InI'(E,V,N) . (1.84)

Wir werden davon im Folgenden Gebrauch machen.
Zum Schluss geben wir als Beispiel noch die statistische Entropie des idealen Gases an.

Aus den Glgen. (1.82) und ((1.83)) folgt, dass
V (4xm E\*?
N \ 3h2 N

Eine Relation dieser Form bezeichnet man als Zustandsgleichung, in diesem Fall handelt
es sich um die des idealen Gases.

S(E,V,N) = kg N {m

31 1.5

1.3.2 Additivitat der statistischen Entropie

Wir betrachten zwei isolierte Systeme mit den Energien FE), F5, Volumina V;, V5, und
Teilchenzahlen Nj, Nj. Die statistischen Entropien der beiden Systeme sind (gemé&8 der

Identitat ([1.84])) gegeben durch
S1(Ey, Vi, Ni) = kp In T (B, Vi, Ny) , Sa(Ba, Va, No) = kp In T'y(Es, Vo, No) .

Die statistische Entropie des Gesamtsystems mit der Energie &/ = F;+F5, dem Volumen
V = Vi + V5 und der Teilchenzahl N = N; + N ist

S(E,V,N) = kg In [(E,V,N) ,

[(E,V,N) = / dr 6 (H(#) - E) . (1.86)

WEeil die beiden Systeme isoliert sind, mithin also auch nicht untereinander in Wechsel-
wirkung stehen, werden sie jeweils durch unabhéngige Sétze von Phasenraumvariablen
71, Mo beschrieben. Die Hamilton-Funktion H(7) des Gesamtsystems ist eine Funktion
von 7, s und zudem additiv,

H(7) = H(®y, T) = Hi(T1) 4+ Ha(2) -
Der Phasenraum des Gesamtsystems zerféllt in zwei disjunkte Unterrdume,
r=rnuly, I'hnly=9.

Die Phasenraumintegration konnen wir getrennt iiber die Teilrdume von System 1 und

System 2 durchfiihren,
/dFE/ dFl/ dry . (1.87)
r I I
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1 Klassische Statistische Mechanik
Gleichung ((1.86|) wird damit zu
I(E,V,N) = / dF1/ dl'y 0 (Hy () + Ho(7o) — E) .
I Iy

Die Energie des Systems 1 ist aber gerade H(7;) = E; und die des Systems 2 gerade
H,(73) = E5. Fiir diesen speziellen Fall konnen wir also die —Funktion schreiben als

5 (Hy(7)) + Hy(R) — E) ~ 6 (Hy(71) — By) 6 (Ha(7o) — E) .

Man beachte, dass dies im Allgemeinen nicht korrekt ist; der Trager der )—Funktion auf
der linken Seite ist grofer als der des Produktes der beiden é—Funktionen auf der rechten
Seite. Dies macht man sich klar, indem man bedenkt, dass man die Gesamtenergie E nicht

nur wie F; und F, auf die beiden Teilsysteme aufteilen kann, sondern auch wie Fy + AE
und Fy — AF = FE — (Ey + AFE), mit

—-EL<AEL<FE-F.

Die Intervallgrenzen fiir AE ergeben sich daraus, dass an der linken Grenze die Gesamt-
energie I/ komplett im System 2 steckt und nichts im System 1, wiahrend an der rechten
Grenze die Gesamtenergie E im System 1 steckt und nichts im System 2. Da AFE eine
kontinuierliche Variable ist, ergibt sich iiber die vorgegebene Aufteilung (E; im System 1,
E5 im System 2) hinaus ein Kontinuum von Méglichkeiten. Solange es aber keine Wech-
selwirkung zwischen den Systemem gibt, die zu einem Energieaustausch AF zwischen
den Systemen fiihrt, kann es nur eine mogliche Aufteilung (ndmlich E; in System 1 und
E, in System 2) geben. Also erhalten wir

I(E,V,N) = /drl 5(H1(7?1)—E1)/ dl's & (Ha(72) — E»)

I

= Fl(Elv‘/lle) F2(E27‘/27N2) . (188)

Dieses Ergebnis ist sinnvoll: T'(E,V, N) entspricht (zumindest logarithmisch) der Zahl
der Mikrozustinde ®(FE,V,N), die das Gesamtsystem annehmen kann, und diese Zahl
muss fiir das Gesamtsystem proportional zum Produkt der Zahlen der Mikrozustédnde

der einzelnen Systeme sein.
Durch Bilden des Logarithmus von Gl. (|1.88]) beweist man nun sofort die Additivitéit
der statistischen Entropie,

S(E,V,N) = kg n F(E, V, N) =kp In [Fl(El,Vl,Nl) FQ(EQ,VQ,NQ)]
= kg InI'1(£, Vi, N1) + kp In ['y(Ey, Vs, No)
= Si(E4, Vi, Ny) + Sa(Es, Vo, Ny) . (1.89)

Wir fiigen an, dass auch die thermodynamische Entropie diese additive Eigenschaft hat.

Zum Abschluss der Diskussion der Additivitdt kommen wir noch einmal auf die Un-
terscheidbarkeit der Teilchen in den Systemen 1 und 2 zu sprechen. Falls die Teilchen
in diesen Systemen nicht unterscheidbar sind, miissen wir I'(E,V,N) in Gl (1.86)),
ghnlich wie zum Ende des vorangegangenen Abschnitts {iber das ideale Gas, noch durch
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1.3 Bezug zur Thermodynamik

die Zahl der Permutationen der Teilchen untereinander dividieren. Fiir ein Gesamtsystem
mit N = N; + N, Teilchen wire diese Zahl (N7 + Ny)!. Da aber Teilchen nicht von einem
System zum anderen wandern koénnen, ist prinzipiell unterscheidbar, ob ein Teilchen zu
System 1 oder zu System 2 gehort. Dies d&ndert sich auch nicht im Laufe der Zeit. Also darf
man nur Teilchen in den jeweiligen Teilsystemen untereinander permutieren. Dies ergibt
eine geringere Zahl von Permutationen, ndmlich N;! Ny!. Gleichung wird ersetzt
durch

1 o

Der Rest der Rechnung verlauft analog wie oben; der kombinatorische Faktor zieht sich
bis zum Schluss durch und liefert in Gl. (1.88]) die korrekte Zahl von Mikrozustdnden in

den einzelnen Systemen,

1
1 JI;

Die Schlussfolgerungen hinsichtlich der Additivitat der statistischen Entropie bleiben un-
beriihrt.

1.3.3 Zweiter Hauptsatz der Thermodynamik

Wir bringen nun die beiden isolierten Systeme aus dem vorangegangenen Abschnitt mit-
einander in Kontakt, so dass ein Austausch von Energie (aber — zunéchst — nicht von
Teilchenzahl) moglich wird. Man sagt, die beiden Systeme befinden sich im thermischen
Kontakt, vgl. Abb.

E, Vi, N; E, V, N, E, VN | BV N,
51 S S A S
E,V,N,S

Abbildung 1.9: Zwei Systeme im thermischen Kontakt. Uber die Grenzfliche ist ein Aus-
tausch AF von Energie moglich.

Die Situation entspricht genau der, die wir im vorangegangenen Abschnitt besprochen
hatten (und verwerfen mussten, weil dort die Systeme nicht in Kontakt miteinander ste-
hen). Durch den Austausch AE von Energie stehen dem Gesamtsystem nun mehr Mi-
krozusténde zur Verfiigung als den vormals getrennten Systemen. Es ist nach dem Voran-
gegangenen sofort intuitiv klar, dass dies zu S > S; 4+ S5 fithren wird. Daraus folgt dann
aber letztlich auch schon der zweite Hauptsatz der Thermodynamik.

Zunéchst nehmen wir an, dass der Energieaustausch zwischen den Systemen in gequan-
telter Form vor sich geht,

AE =me,
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1 Klassische Statistische Mechanik

wobei € der minimal mogliche Energieaustausch ist. Dieser ist typisch von der Gréflen-
ordnung der spezifischen Energie, ¢ ~ E/N. Wir nehmen auflerdem an, dass durch den
Austausch von AFE sich die Energie des Systems 1 zu F; + AFE und die des Systems 2 zu
E; — AFE &ndert. Die ganze Zahl m nimmt daher Werte aus der Menge

E E E—-F E
me{mminz——l,——l—i—l,..., lz—zzmmax}
€ € € €

an. Die Grenzen ergeben sich aus der Uberlegung, dass fiir die untere Grenze die gesamte
verfiigbare Energie F an das System 2 iibertragen wird, wihrend fiir die obere Grenze
die gesamte Energie an das System 1 iibergeht. (Bemerkung: E;/e und E,/e sind nicht
notwendigerweise ganze Zahlen. Man kann sie aber durch geringfiigige Verdnderung zu
ganzen Zahlen machen.)

Die Zahl der Mikrozustdnde, die dem Gesamtsystem zur Verfiigung stehen, ergeben
sich wie im vorangegangenen Abschnitt aus dem Produkt der Zahl der Mikrozustédnde der
Teilsysteme, nun aber summiert iiber alle moglichen Partitionen der Energie,

O(E,V,N) = > (B +me, Vi, Ni) y(Ep —me, Vo, Ny)
> BB+ me, Vi, Ny) ®y(E — Ey —me, Va, N = \y)

> O(Ey, Vi, Ny) Og(Es, Vo, No) . (1.90)

Die Abschétzung nach unten folgt aus der Tatsache, dass die rechte Seite nur einem
einzigen Summanden (dem fiir m = 0) der Summe {iber m entspricht.
Weil der Logarithmus eine streng monotone Funktion ist, folgt aus Gl. (1.90]) sofort

S(E,‘/,N) =kgln (I)(E, V, N) > Sl(Eb‘/l;Nl) + SQ(EQ,‘/Q,NQ) . (191)

Die statistische Entropie wachst also an, wenn wir die beiden vormals isolierten Syste-
me in thermischen Kontakt miteinander bringen. Dies ist aber gerade die Aussage des
zweiten Hauptsatzes der Thermodynamik:

Bei allen innerhalb eines isolierten Systems ablaufenden Prozessen kann die
Entropie nicht abnehmen.

In unserem Fall sind diese Prozesse der Energieaustausch zwischen den vormals getrennten
Teilsystemen 1 und 2. Wir werden aber sehen, dass der zweite Hauptsatz auch giiltig
bleibt, wenn wir zusétzlich noch Volumené&nderungen und Teilchenaustausch zwischen
den Systemen zulassen.

Gleichung besagt, dass der zweite Hauptsatz der Thermodynamik auch fiir die
statistische Entropie gilt. Es liegt also nahe, die statistische Entropie mit der thermo-
dynamischen Entropie zu identifizieren.
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1.3 Bezug zur Thermodynamik

1.3.4 Der thermodynamische Limes

Betrachten wir den Term
<I>1(E1—i—m5,V1,Nl) (I)Q(Eg—mg,‘/g,NQ) (192)

in der Summe in GI. etwas genauer. Es ist klar, dass dieser im Fall m = m;, =
—F4 /e oder my,x = (F — E1)/e sehr klein wird, weil dann die gesamte Energie E aus-
schliefllich im System 2 bzw. im System 1 steckt. Solche Konfigurationen sind sehr
unwahrscheinlich. Als Beispiel betrachten wir die mikrokanonische Zustandssumme fiir
das ideale Gas, Gl. (1.81). Offenbar ist ®iq(0,V, N) = 0, es gibt also gar keinen Mikro-
zustand, der der Energie £ = 0 entspricht (eine Ausnahme bildet der Fall N = 0, also
wenn keine Teilchen im System sind; dann ist ®;4(0,V,0) =1, da 0! = 1).

Es ist also plausibel anzunehmen, dass das Produkt VO M = My, beginnend
zunimmt, (mindestens) ein Maximum (bei m = m,) erreicht und dann zu m = My, hin

wieder abféllt, vgl. Abb. [1.10]

RN

A

Myyin

Abbildung 1.10: Qualitativer Verlauf des Produkts {} als Funktion von m.

Die Energieaufteilung, die dem Maximum m, entspricht, ist also diejenige, bei der
dem Gesamtsystem die maximale Zahl von Mikrozustidnden zur Verfiigung steht.
Dies entspricht dann auch dem wahrscheinlichsten Zustand fiir das Gesamtsystem.
Bezeichnen wir mit £ = E; + m.,c die Energie des Systems 1 fiir die Energieaufteilung,
die dem Maximum m, entspricht, und entsprechend mit E; = Es — m,e die des Systems
2 fiir diese Aufteilung. Es gilt folgende Abschétzung:

Oy (ET, Vi, Ny) ©o(ES, Vo, No) = O1(Ey + mue, Vi, Ny) Oo( Ey — mue, Vo, No)

< Z Oy (Ey + me, Vi, Ny) $o(Ey — me, Vo, N»)

= O(E,V,N)

< ng®i(Er + mae, Vi, Np) @o(Ey — mye, Vo, Ny)

= Ny q)l(Ef,Vvl,Nl) (PQ(E;,‘/Q,NQ) s (193)
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1 Klassische Statistische Mechanik

wobel g = Mpax — Mmin die Zahl der Terme in der Summe iiber n ist. Die Zahl ng

entspricht wegen Mmax — Mmin = (E — E1)/e — (—E) /e) = E/e auch der Zahl der Energie-

quanten &, die sich zur Gesamtenergie E addieren. Weile ~ E/N,ist ng ~ E/(E/N) = N.
Fiir die Entropie gilt mit der Abschitzung

S1(EY, Vi, Ny) + Sa(E3, Vo, No) < S(E,V,N)
S k’B IH’I'LO +SI<E;7‘/17N1) —f—SQ(E;,‘/Q,NQ) (194)

Wir beachten nun, dass S; ~ O(N;) > kg Inng ~ O(In N). Im Limes grofler Teilchen-
zahlen, dem sog. thermodynamischen Limes, konnen wir also den ersten Term in GI.
(1.94) gegeniiber den letzten beiden vernachlédssigen. Dann gilt

S(E,V,N) ~ S1(Ef,Vi,Ny) + Sa(E3, Vo, No) (N — 00) . (1.95)

Dividieren wir beide Seiten durch kg und exponentieren, so erhalten wir die wichtige
Aussage

(I)(E,V,N) = (I)l(Eika‘/laNl) (I)Z(E;a‘/%NZ)
< Z Oy (Ey + me, Vi, Ny) $o(Ey — me, Vo, N»)

~ (I)l(El —+ m*a,Vl,Nl) q)Q(EQ — MyE, ‘/27N2) . (196)

Diese Gleichung besagt, dass die Summe iiber m auf der linken Seite der Gleichung i.w.
durch einen einzigen Term, ndmlich den fiir m = m,, dominiert wird. Alle anderen
Energiepartitionen tragen im thermodynamischen Limes nicht zu ®(E,V, N) bei. Das
Produkt muss also im thermodynamischen Limes ein extrem scharfes Maximum
bei m, besitzen, vgl. Abb. [[.11] Dies bedeutet wiederum, dass alle anderen Energiepar-
titionen extrem unwahrscheinlich sind, weil sie nur einen unwesentlichen Beitrag zur
Zustandssumme leisten.

1.3.5 Thermisches Gleichgewicht und Temperatur

Im vorangegangenen Abschnitt hatten wir gesehen, dass die mikrokanonische Zustands-
summe des Systems durch das Maximum des Produkts bei m = m, dominiert
wird,

O~ PP, = Sx~ST+5;5.

Am Maximum gilt aber per Definition
0=d (] D3) = &5dd] + ¢7dD;

oder nach Division durch &7 @3,

1 * 1 * * *
bzw. nach Multiplikation mit kp,

0=d(kp In®?) +d (kg In®3) = dS; +dS; =dS . (1.97)
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Myin
Abbildung 1.11: Qualitativer Verlauf des Produkts |D als Funktion von m im thermo-
dynamischen Limes.

Nachdem man die beiden isolierten Systeme in thermischen Kontakt gebracht hat, nimmt
die Entropie also ein Extremum an, welches aufgrund der Monotonitat des Logarithmus
ebenfalls ein Maximum sein muss (weil es mit dem Maximum von & iibereinstimmt).
Am Maximum ist die Entropie stationér, d.h. sie dndert sich nicht mehr. Das Maximum
der Entropie entspricht auch dem wahrscheinlichsten Zustand bei m = m,.. Man sagt, das
System befindet sich im thermischen Gleichgewicht.

Am stationdren Punkt der Entropie gilt

0 = dS;+ds;

oS oS oS oS: o5: 05:
dE v AN dE av;
oE, T g T N, N Tt R, T gy, A T g,

dN, . (1.98)

Da aber die Volumina Vj, V5 und die Teilchenzahlen N;, Ny konstant bleiben sollen, gilt
dV; =dV, = dN; = dN; = 0 und wir erhalten

_ 95t 4, 053

0= OF, OF,

dEs .

WEeil ferner die Gesamtenergie E erhalten ist, gilt
0=dE=dF, +dE; = dFy,=—-dF;,

woraus folgt

OB, OF, OB,  0FE "
Der Kehrwert der partielle Ableitung der Entropie nach der Energie ist die sog. statisti-

sche Temperatur,
1 oS
T OF

(1.100)

V,N
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1 Klassische Statistische Mechanik

GeméB Definition entspricht sie dem Inversen der Anderung des Logarithmus der mikro-
kanonischen Zustandssumme (multipliziert mit kp) mit der Energie.

Beispiel: Temperatur des idealen Gases.

Gemaf Gl. ((1.85)) gilt

1 a8 dln E3/2 3
S B NSRS N hp T =
T~ 0B, °  dE BVop T

TN
=] =

Daraus folgt sofort die bekannte Zustandsgleichung fiir die Energie des idealen Gases
in Abhéngigkeit von Temperatur und Teilchenzahl,

3 E 3
E=—-NkgT —==kgT. 1.101

Gleichung ((1.99) besagt nun nichts anderes als die wohlbekannte Tatsache, dass die stati-
stischen) Temperaturen 77, T der beiden Teilsysteme im thermischen Gleichgewicht

identisch sind,
1 _ 05y 08 _ 1
Tr — 0E, 0B, Ty
Wenn wir zwei isolierte Systeme betrachten, die verschiedene (statistische) Temperatu-
ren besitzen, 0.B.d.A. 77 > T3, und diese in thermischen Kontakt miteinander bringen,
dann wird sich aufgrund von Energieaustausch-Prozessen das System zum thermischen
Gleichgewicht hin entwickeln. Die Entropie des Gesamtsystems kann geméafl dem zweiten

Hauptsatz der Thermodynamik dabei nicht abnehmen, also gilt fiir die Entropiedifferenz

Tr =1Tj .

05, 0S5
< p— T — —
0 < AS=AS5 +AS, OE, AFE| + 5, AFE,
0S8, 05, 11
= (2L _Z2 VAR =(——-—)|AE 1.102
(8E1 aEQ) ! (T1 TQ) b (1.102)

wobei wir von der ersten zur zweiten Zeile die Energieerhaltung, £ = E+FEy; = const. <=
AFE, = —AFy, benutzt haben. Da nach Voraussetzung 1/T; < 1/T5, muss AE; < 0 sein,
um die Ungleichung zu erfiillen. Dies bedeutet, dass das (statistisch) heiflere Sy-
stem 1 Energie verliert, die vom (statistisch) kiihleren System 2 aufgenommen wird.
Dabei wird System 1 kiihler und System 2 heifler, bis sich ein thermisches Gleich-
gewicht eingestellt hat. Da sich diese Beobachtung mit den Eigenschaften der aus der
Thermodynamik bekannten thermodynamischen Temperatur deckt, liegt es nahe,
die statistische Temperatur mit der letztgenannten zu identifizieren. Dies ist eine weitere
Bestétigung der vorangegangenen Identifizierung der statistischen mit der thermodyna-
mischen Entropie. Diese Identifizierung hat also offenbar auch fiir die Ableitung von S
nach E (welche gerade dem Kehrwert von T' entspricht) Bestand.

1.3.6 Mechanisches Gleichgewicht und Druck

Wir betrachten wie vorher zwei isolierte Systeme, die wir miteinander in Kontakt bringen,
vgl. Abb.[1.9] Wie vorher sollen die beiden Systeme Energie AFE iiber die Trennwand aus-
tauschen konnen, sie sollen also im thermischen Kontakt miteinander sein. Die Trenn-
wand zwischen den beiden Systemen soll nun aber zusétzlich noch beweglich sein, d.h.
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1.3 Bezug zur Thermodynamik

ein System kann auf das andere eine Kraft ausiiben, indem es die Trennwand verschiebt
und dabei eine Volumeninderung der Volumina V;, V5 der Teilsysteme herbeifiihrt.
Dabei soll aber das Gesamtvolumen V' = V; + V5 konstant bleiben, d.h. AV} = —AVj.

Hierbei wird ebenfalls Energie zwischen den Systemen ausgetauscht, aber nun handelt
es sich um mechanische Energie. Man sagt, die Systeme seien im mechanischen Kon-
takt miteinander. Um den vormals besprochenen Energieaustausch AFE aufgrund des
thermischen Kontakts vom mechanischen Energieaustausch aufgrund des mechanischen
Kontakts zu unterscheiden, spricht man im erstgenannten Fall auch vom Austausch sog.
innerer Energie oder Warmeenergie. Nach wie vor sollen keine Teilchen zwischen den
Systemen ausgetauscht werden.

Eine Volumenénderung wird dann stattfinden, falls der mechanische Druck, den die
Teilchen auf die Trennwand ausiiben, in den einzelnen Systemen unterschiedlich ist.
Der mechanische Druck ist definiert als

Fy
mech = —— 1103
Prech A ( )

wobei F'| die Kraftkomponente ist, die senkrecht auf der Trennwand mit der Fliche A
steht. Wir sprechen von mechanischem Gleichgewicht, wenn die Nettokraft auf die
Trennwand verschwindet,

F F
FJ_,l - FJ_,Q i pmech,l - % - ﬁ - pmech72 9 (1104)

A
d.h. wenn die mechanischen Driicke der beiden Systeme identisch sind.

Die Berechnung des mechanischen Druckes iiber seine Definition ist recht kompliziert.
Im Prinzip miissen wir wieder die Hamiltonschen Bewegungsgleichung fiir die einzelnen
Teilchen l6sen, um zu wissen, welches Teilchen zu welchem Zeitpunkt mit der Trennwand
kollidiert und dabei einen Kraftstofl auf letztgenannte ausiibt. Dies ist aber, wie schon
oben besprochen, in der Praxis unmoglich. Wir wollen daher eine dem mechanischen Druck
dquivalente Definition fiir den Druck angeben, die die Berechnung aus der Zustandssumme
bzw. der Entropie erlaubt. Dieser Druck ist der sog. statistische Druck, welcher wie-
derum mit dem thermodynamischen Druck iibereinstimmt (sofern die Identifizierung
der statistischen und thermodynamischen Entropie und ihrer jeweiligen Ableitungen nach
der Energie, die den statistischen und thermodynamischen Temperaturen entsprechen,
giiltig ist). Das mechanische Gleichgewicht ergibt sich damit als die wahrscheinlichste
Konfiguration fiir das Gesamtsystem, in der die statistischen Driicke iibereinstimmen.

Wir betrachten wieder die Zustandssumme des Gesamtsystems, welche dem Produkt
der Zustandssummen der Teilsysteme fiir eine gegebene Energiepartition und eine
gegebene Volumenkonfiguration entspricht, summiert iiber alle moéglichen Ener-
giepartitionen und Volumenkonfigurationen. Da das Gesamtvolumen V' = V;+V; konstant
ist, kann das Volumen V; alle Werte von 0 bis V' annehmen. Im Gegenzug nimmt das Vo-
lumen Vo = V — V; alle Werte von V' bis 0 an. Wir fithren einen kontinuierlichen
Parameter A, 0 < A <1, ein und schreiben

Vi=AV, Vo=V -Vi=V-AV=(1-MNV, 0<A<L1.
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Die Zustandssumme des Gesamtsystems ist dann

Mmax

1
@(E, V, N) = Z / dA q)l(El + me, )\‘/, Nl) q)g(EQ — me, (1 — )\)‘/v7 NQ) . (1105)
0

M=Mmin

Die wahrscheinlichste Konfiguration ist diejenige, bei der m einen Wert m, annimmt (wie
im vorangegangenen Abschnitt diskutiert) und A einen Wert A, € [0, 1], definiert durch
die Bedingung

0=d [q)l(El + me, /\‘/, Nl) q)g(Eg — me, (1 - )\)‘/, Ng)] (1106)

A=, m=my

Solange im System 1 wie im System 2 Teilchen sind, die auf die Trennwand Druck ausiiben
konnen, wird A, nicht zu nahe an 0 oder 1 sein, denn das entspriache nicht der wahr-
scheinlichsten Situation, bzw. der, wo mechanisches Gleichgewicht herrscht, Gl. (1.104).
Die Félle A\, = 0 oder A, = 1 sind also extrem unwahrscheinlich, daher nimmt ¢, ®,
bei A = A\, und m = m, ein Maximum an. Wie im vorangegangenen Abschnitt disku-
tiert, ist dieses Maximum im thermodynamischen Limes extrem scharf. (Dass dies fiir
®, ®, auch als Funktion von A gilt, ergibt sich daraus, dass fiir ein System mit sehr vielen
Teilchen die Erzeugung eines mechanischen Ungleichgewichts extrem viel Kraft erfordert.)

Eine analoge Rechnung wie im vorangegangenen Abschnitt zeigt, dass die statistische
Entropie bei A = A\, und m = m, ein Maximum annimmt. Wiederum gilt G1. (L.98)),
die wir nun mit dN; = dN, =0, dEy = —dFE; und dV; = —dV] als

0 = dS;+ds;
_ (asl 852>dE1+<051 asg)dvl

OE, OF, v, O,
1 1 057 05
= (=—-=|dE L— 2 )V, 1.107
(7~ 75) a8+ (ot~ ot ) v 107
schreiben. Im thermischen Gleichgewicht verschwindet der erste Term und wir erhal-
ten
asy 0S5
= ) 1.108
v ov (1.108)

Dies gilt iibrigens auch, wenn kein Warmeaustausch stattfindet, d.h. wenn dF; = 0.
Wir definieren nun den statistischen Druck

08
=T — . 1.109
p V|, (1.109)
Beispiel: Druck des idealen Gases.
Mit Gl. (1.85)) gilt
dlnV N
p=kgTN dr‘l/ —kaT3 < pV=NkT; (1.110)

die wohlbekannte Zustandsgleichung des idealen Gases, die das Produkt aus Druck und
Volumen mit dem der Teilchenzahl und der Temperatur verkniipft.

38



1.3 Bezug zur Thermodynamik

Mit dem statistischen Druck la8t sich die Bedingung (1.108)) schreiben als

P_ P

Ty Ty
oder, da auch thermisches Gleichgewicht herrschen soll,
P = (1.111)

Falls sich statistischer und mechanischer Druck lediglich um eine Konstante Ap = const.
unterscheiden,

Pmech = P + Ap )

liefert die Gleichheit der statistischen Driicke, Gl. (1.111)), die Bedingung fiir mechani-
sches Gleichgewicht, namlich die Gleichheit der mechanischen Driicke, Gl. (1.104)).

1.3.7 Chemisches Gleichgewicht und chemisches Potential

Wir betrachten wieder die beiden isolierten Systeme aus Abb. [[.9) nun aber erlauben
wir zusétzlich zum Austausch von innerer Energie auch noch den Austausch von Teil-
chen, z.B. indem wir die Trennwand zwischen den beiden Systemen permeabel machen,
vgl. Abb. Im Prinzip kénnen wir auch den Austausch mechanischer Energie infolge
von Volumendnderungen zulassen, aber wir lassen dies hier zunéchst aufler acht, um die
folgenden Rechnungen zu vereinfachen, d.h. V; = const. und V, = const..

E,V, N, E, V, N, E,Vi!Ny BV, N,
— AE
5 S, AN
E,V,N,S

Abbildung 1.12: Zwei Systeme im thermischen und chemischen Kontakt. Uber die per-
meable Trennwand ist sowohl ein Austausch AFE von innerer Energie
und ein Austausch AN von Teilchen moglich.

Durch den Teilchenaustausch AN soll sich die Zahl der Teilchen in System 1 erhéhen,
N1+ AN. Da die Gesamtzahl der Teilchen erhalten ist, N = Ny + Ny = const., muss sich
die in System 2 entsprechend erniedrigen, No — AN. AN muss eine ganze Zahl n sein,

die in den Grenzen
—N1 <n= AN < N2

lauft. Die untere Grenze ergibt sich, wenn das System 1 seine gesamte Teilchenzahl Ny auf
das System 2 iibertréigt, und die obere entsprechend, wenn das System 2 seine Teilchenzahl
Ny auf das System 1 iibertragt. Die mikrokanonische Zustandssumme ®(FE,V,N) fiir
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1 Klassische Statistische Mechanik

das Gesamtsystem ergibt sich wie in den beiden vorangegangenen Abschnitten aus dem
Produkt ®; &, der Zustandssummen der Teilsysteme, summiert iiber alle moéglichen
Energie- und Teilchenzahlpartitionen,

Mmax No
O(E,V,N)= > Y ®(Er+me, Vi, Ny +n) &y(Ey —me, Vo, Ny —n) . (1.112)

M=Mmin n=—N1

Das Produkt ®; ®; nimmt bei m = m, und n = n, ein (im thermodynamischen Limes
extrem) scharfes Maximum an,

0= d[(DI(El _’_mE;‘/l;Nl +n) ®2(E2 - mg)‘/Q)NQ - n)]

M= ,N=N5

vgl. Gl (1.106]). Eine analoge Rechnung (vgl. Gl. (1.98))) wie in den vorangegangenen
Abschnitten fithrt auf die Bedingung

0Si _ 053
ON,  ON,

(1.113)

Dies gilt im thermischen Gleichgewicht, T} = T3, oder wenn kein Energieaustausch zuge-
lassen wird, dE; = 0.
Das chemische Potential ist definiert als

0S
=-T — . 1.114
Il N |,y (1.114)
Beispiel: Chemisches Potential des idealen Gases.
Mit Gl. (1.85) gilt
S dln N—5/2 S 5 5 TS
= T |\=4+kgN—F—F—|=—-T |=—=kp|=zkpT — —
a (N hp AN ) (N > B) 2 "B TN
V [4rm E\*?
= —kpTh|—=|— = 1.11
LN ( 312 N) (1.115)
Damit folgt aus Gl. ([1.113)
B M
— == 1.116
1 (1.116)
bzw. im Fall thermischen Gleichgewichts
py = ps - (1.117)

Man spricht bei Gleichheit der chemischen Potentiale in den Teilsystemen von chemi-
schem Gleichgewicht.
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1.3 Bezug zur Thermodynamik

1.3.8 Erster Hauptsatz der Thermodynamik

Das totale Differential der Entropie lautet mit den Definitionen der Temperatur, GI.

(1.100]), des Druckes, Gl. (1.109) und des chemischen Potentials, G1. (1.114]),

as = L1 ap+ B v+ &) an
OE |,y oV |y ON |y
_ 1 p H
= FdB+5dV—ZdN. (1.118)

Multiplizieren wir diese Gleichung mit 7" und stellen um, so erhalten wir den wohlbekann-
ten ersten Hauptsatz der Thermodynamik,

dE=TdS —pdV + udN , (1.119)

der die Anderung der inneren Energie £ mit den Anderungen der Entropie, des Volumens
und der Teilchenzahl verkniipft. Andererseits gilt fiir das totale Differential der Funktion
E(S,V,N)

oF

_OE OF

dE = — dS+ — dV + — dN . 1.120
] P T P (1.120)
Durch Vergleich mit dem ersten Hauptsatz ((1.119)) identifizieren wir
OFE oF oF
0S|,y P T vy T AN, (1.121)

1.3.9 Extensive und intensive ZustandsgroBen, Euler—Gleichung,
Gibbs—Duhem—Relation

Das Volumen V und die Teilchenzahl N sind Mafe fiir die Gréf3e eines Systems. Auch
die Entropie S ist proportional zur Grofle eines Systems, vgl. z.B. Gl. fiir das ideale
Gas, S ~ N. Man bezeichnet S, V und N daher als sog. extensive Zustandsgréflen.
Aufgrund des ersten Hauptsatzes ist dann auch die innere Energie E eine extensive Grofe.

Im Gegensatz dazu sind die Gréflen 7', p und p sog. intensive Zustandsgrofien. Falls
E; S, V und N in gleichem Mafle mit der Systemgrofle wachsen, sind 7', p und p sogar
unabhiingig von der Systemgrofe. Dies folgt direkt aus Gl (L.121).

Nehmen wir nun an, dass E, S, V und N linear proportional zur Systemgrofie sind.
Wenn wir diese um einen Faktor a verédndern, gilt also

E(aS, oV, aN)=a E(S,V,N) . (1.122)

Diese Gleichung besagt, dass die Energie eine homogene Funktion erster Ordnung
in den extensiven Zustandsgrofien S, V und N ist. Setzen wir a = 1+¢, ¢ < 1, so kénnen
wir mit Hilfe einer Taylor-Entwicklung um den Punkt (S, V, V) schreiben

OF OF OF
E((L+e)s, 1+e)V, (1+N) = E(SV.N)+ 5=dS+ 77 dV + Z-dN

+0(dS?,dV? dN?)
= E+TeS—peV+pueN+0O(?)
= E4+e(TS—pV+uN)=(1+¢)E,
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1 Klassische Statistische Mechanik

wobei wir zur zweiten Zeile Gl. (|1.121]) sowie dS = &S, dV = eV und dN = €N benutzt
haben. Aus der letzten Zeile folgt die sog. Euler—Gleichung, auch als Fundamental-
relation der Thermodynamik bekannt,

E=TS—pV +uN . (1.123)

Wir iiberpriifen ihre Giiltigkeit fiir das ideale Gas. Mit den Glgen. (1.110) und (|1.115]

erhalten wir
5 3
E:TS—i—uN—pV:iNkBT—NkBT:§NkBT,

was mit Gl. (1.101]) {ibereinstimmt.
Bilden wir das totale Differential der Euler—Gleichung ((1.123)), so erhalten wir

dE = d(TS)—d(pV) + d(uN)
= TdS —pdV + pdN
+ SdT—Vdp+Ndpu.

Mit dem ersten Hauptsatz der Thermodynamik, Gl. (1.119)), folgt daraus die sog. Gibbs—
Duhem—Relation

0=S8dT —Vdp+ Ndpu. (1.124)

1.3.10 Das Aquipartitionstheorem
Wir erinnern uns an Gl. (1.61]), die wir mit Hilfe der Identitét

0

= O/(E — H(7) = 6 (E — H(7))

bewiesen hatten. Wir berechnen damit nun den folgenden Ensemble-Mittelwert:

OH 1 . OH
(") = mEvw f e - B

_ ma‘z/dr@(ﬁi—ﬂ(ﬁ))mg—i

_ E;w%/dF@E H(7) n a“g—;jE)

_ E;VN%/MG)E H( )){ai][mﬂ E)]—(H—E>§Zj}
_ E;VN%{ dF@E H(7 ))a%[m(H—E)]

4, [EQO(E, V,N)—/FdF@(E—H(ﬁ)) H(ﬁ)]} - (1.125)
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1.3 Bezug zur Thermodynamik

Das erste Integral in den geschweiften Klammern 148t sich mit dem (2s—1)-dimensionalen
Integrationsmafl dI'" = [],; dm; wie folgt schreiben:

/ dr’ / dm; © (E — H(7)) ai] r; (H — E)]

/ dr’ / dﬂ']

/ ar’ [m(H — B

/FdF ©(F—-H(T)) aij |7 (H — E)]
[mi (H — E)]

Qg&vq-

0,

wobel wir die Integrationsgrenzen 7 und 7T§? fiir die dm;—Integration eingefiihrt haben,
die sich ergeben, wenn man die Bedingung H(7) = E nach m; auflést. An diesen Gren-
zen ist damit aber diese Bedingung erfiillt, woraus sofort folgt, dass der Integrand der
verbleibenden dI"—Integration verschwindet.

Wir rechnen nun mit GIl. (1.125)) weiter,
OH 1 0

[E S(E,V,N) — /F dr © (E — H(7)) H(ﬁ)]

(m5e)=2

Y m [gp(E, V.N)+ E % _ /Fdl“ 5(E — H(7)) H(ﬁ)}
5 m W(E,V.N) + EA(E,V,N) — ET(E,V,N)| = 6, %

wobel wir im letzten Schritt Gl. (|1.61

benutzt haben. Wir benutzen nun die Definition

(1.60) von A(E,V, N), die Definition

Temperatur und erhalten

1.83)) der Entropie, sowie die Definition (1.100]) der

-1

OH 1 (B, V,N)] ™" )
<7” 87rj> % Lo(E, V,N)  0E } % gp e V)
-1

Diese Relation bezeichnet man als verallgemeinertes Aquipartitionstheorem.
Mit den Hamiltonschen Bewegungsgleichungen (|1.6)) 148t sich aus Gl. ((1.126)) folgern

pidi) = —{gp)=ksgT, i=1,...,s=3N. (1.127)
Fir eine Hamilton—Funktion der Form
3N o2
H@) =Y 2 4+V
@)=3 g V@

gilt ferner

,‘_8H_pl _8H_8V

Qz—api—m, b 0q; _5%’7
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1 Klassische Statistische Mechanik

und damit
3N 3N
) oV

- Z<Qipi> = <Qi B > =3NkpT, (1.128)
i=1 i=1 4

L3 3 2 .

5 (pid) = <2m> =(I) =3NS ksT. (1.129)
i=1 i=1

Die zweite Gleichung ist das sog. Aquipartitionstheorem der Energie: jeder Freiheits-
grad tragt im statistischen Mittel die kinetische Energie % kgT.

Beispiel: Ideales Gas, V(q) = 0.

3
E=(H(7)=(T) = §NkBT,
in Ubereinstimmung mit G1. (1.101)).
Kombinieren wir Gl. (1.128)) mit Gl. (1.129)), erhalten wir den schon aus der Vorlesung
“Theoretische Physik I: Mathematische Methoden” (Gl. (3.19)) bekannten Virialsatz,

(T) = %§<%%> : (1.130)

1.4 Kanonisches Ensemble

1.4.1 Die kanonische Zustandssumme

Wir betrachten ein nach auflen hin isoliertes System X, welches aus zwei disjunkten Teil-
systemen Y; und Y5 besteht, die sich untereinander im thermischen Gleichgewicht
befinden, d.h. ¥; und ¥, haben dieselbe Temperatur 7. Jedoch sei ¥ sehr viel klei-
ner als X, vgl. Abb. [[.13] Man sagt, ¥ ist ein Wirmereservoir oder Wirmebad fiir
21‘

E, N,

Abbildung 1.13: Ein System 3, das aus zwei Teilsystemen >; und ¥, im thermischen
Gleichgewicht besteht. 5 sei ein Warmebad fiir >34.
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1.4 Kanonisches Ensemble

Die Situation ist identisch mit der in Abschnitt besprochenen. Der Phasenraum
I' des Gesamtsystems wird gebildet aus den Phasenraumvariablen 7; des Systems ¥; und
den Variablen 7y des Systems 5. Das Integrationsmafl zerfillt wie in GI. angegeben.
Wir leiten nun die Wahrscheinlichkeitsdichte p;(7;) des Systems ¥; her.

Zunéchst ist p(7, T2) die Wahrscheinlichkeitsdichte dafiir, System ¥; im Mikrozustand
71, und System Y, im Mikrozustand 7 zu finden. Fragt man nach der Wahrscheinlich-
keitsdichte p;(71), das System ¥; im Zustand 7; zu finden, unabhingig vom Zustand
Ty des Systems Yy, so muss man p(7, 7o) iiber den Phasenraum I'y des Systems Y in-
tegrieren (oder mit anderen Worten, iiber alle Mikrozusténde, die 35 annehmen kann,
summieren),

m(ﬁl)z/ dl'y (71, 72) - (1.131)
Iy

Da ¥ nach Voraussetzung isoliert ist, ist die Wahrscheinlichkeitsdichte p(7,72) fiir das
Gesamtsystem > durch eine mikrokanonische Wahrscheinlichkeitsdichte gegeben,

1

mfs(ff(ﬁhﬁz) - E).

p(71, T2) =

Fiir den Fall, dass die Wechselwirkung zwischen 3; und ¥, schwach ist (sie soll lediglich
fiir thermisches Gleichgewicht zwischen den beiden Systemen sorgen, ganz gleich wie lange
dies dauert), so konnen wir in guter Ndherung annehmen, dass

H(7, 7o) ~ Hi(7) + Ho(7) ,

so dass
p1(m) = m/m dl'y 0 (Ha(72) — [E— Hi(71)])
1 -
= EVN) [y (B — Hy(7), Va, Na)
- m exp[In Ty (E — Hy(7), Vo, Na)] . (1.132)

Hierbei haben wir von der ersten zur zweiten Zeile die Definition ((1.43) der Funktion
['(E,V,N), bezogen auf das System >, benutzt. Da ¥; viel kleiner als Y, ist, ist auch
E > H,(7) und wir kénnen den Logarithmus im Exponenten um FE entwickeln,

. 1 L, 0
P1(7T1) = m exp |:1I1F2(E,‘/2,N2) - Hl(ﬂ'l) @ 1DF2(E,‘/2,N2) + O(HIZ):|
1 108, ,
= Inlo(E, Vo, No) — H — O(H
F(E> V> N) o [n 2( o 2) 1(7T1) kB 8E2 E>=E,V2,N2 i ( 1) ’
(1.133)

wobei wir den Zusammenhang (|1.84)) zwischen Entropie und InT'(E, V, N') benutzt haben.
Mit Hilfe einer Taylor-Entwicklung berechnen wir

05, 95, 925,

02 _ 02 H. (7
9F, OF, () 5

Ey=E—H,(71)

+ O(H?) .

Ey=E—H(71)

FEy=F
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Benutzen wir dies in Gl. ((1.133)), so sehen wir, dass der Term linear in H;(7;) zusammen
mit dem Vorfaktor von quadratischer Ordnung in H;(7) ist. Da wir solche Terme bereits
in Gl. (1.133) vernachléssigt haben, gilt bis zur Genauigkeit, mit der wir rechnen, die

vereinfachte Relation .

T

055 05
OFs -~ 0E,
Diese etwas umsténdliche Zwischenbetrachtung war notwendig, um die korrekte Tempe-

ratur 7" in den folgenden Gleichungen benutzen zu kénnen. Nun setzen wir dieses Zwi-
schenergebnis in GIl. ((1.133]) ein und erhalten mit der Definition

Ey=E Ey=E—H,(71)

1
b= (1.134)
das Resultat
()~ 2BV Vo) ]~ exp [ B L (R)] (1.135)

I'(E,V.N)

Ein Ensemble von Systemen bei konstanter Temperatur 7', konstantem Volu-
men V' und konstanter Teilchenzahl N nennt man ein kanonisches Ensemble. Die
konstante Temperatur wird dadurch erreicht, dass man die Systeme des Ensembles in Kon-
takt mit einem Warmebad mit fest vorgegebener Temperatur bringt und wartet, bis sich
thermisches Gleichgewicht eingestellt hat. Offenbar sind dann die Systeme vom selben
Typ wie das oben diskutierte System 3;, haben mithin eine Wahrscheinlichkeitsdichte,
die der aus Gl proportional ist. Die normierte Wahrscheinlichkeitsdichte
fiir das kanonische Ensemble lautet

1
T) = — —BH(7 1.1
wobei der Normierungsfaktor
1 —
Z(T,V,N) = W/Fdr oxp [~ H(7)] (1.137)

die sog. kanonische Zustandssumme ist. Wir haben hier bereits die richtige Dimension
(per Division durch ein Elementarvolumen A*" im Phasenraum) und die Ununterscheid-
barkeit der Teilchen (per Division durch alle méglichen Permutationen N! der Teilchen
untereinander) beriicksichtigt.

Man beachte, dass das Integral iiber den Phasenraum nicht langer auf die Hyperfliche
I's konstanter Energie F beschrinkt ist, wie dies noch beim mikrokanonischen Ensemble
der Fall war. Es wird iiber alle Energien £ (mit exponentiell fallender Wahrscheinlichkeit)
integriert. Der physikalische Grund dafiir ist, dass das Warmebad Energie an das System
abgeben oder von ihm aufnehmen kann. Daher ist der Wert der Energie H(7) nicht mehr
exakt gleich dem auf einer im mikrokanonischen Ensemble noch fest vorgegebenen Energie-
Hyperflache.

Mittelwerte werden im kanonischen Ensemble wie folgt berechnet:

1 1

F p—
(F) Z(T,V,N) h3N NI

/ dr F(7) e PH® (1.138)
r
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1.4 Kanonisches Ensemble

Z.B. gilt fiir die mittlere Energie
1 1

. 5 - —BH(#
E=(HE) = v mvm / A0 H(7) e=oH)

_ 1 1 / ar (2 e
Z(T,V.N) BVN1 J. T a5 € -

1 1 (0 / _
= — dr e PH(F ))
Z(T,V,N) h3NN! \ 08 VN

1 dZ(T,V,N)
Z(T,V,N) B

V,N
0 0
= — —InZ(T,V,N) =kgT? — In Z(T,V,N) , (1.139)
ap V,N oT V,N
wobei wir in der letzten Zeile
1
0 _98 90 o __ 352 (1.140)
oT — oT 86  kgT? (?B ap
benutzt haben. Wir betrachten zwei Spezialfille:
(i) Fiir eine Hamilton-Funktion der Form
3N o2
H(7) = L+V
0=+ V@
gilt
3N 2
dr —-BH(®) _ /dSN—* —BV(Q) /d?)N—» . i
00 pQ 3N
_ PN PV @ / d _
/ R
= (2mmkgT)*N/? / d*Nge VD
wobei wir im letzten Schritt das wohlbekannte Gauf3-Integral
/ dze 1?7 =210 (1.141)

benutzt haben. Die sog. thermische de Broglie—~Wellenléinge ist definiert als

2mh? 2mh? 5
ANT) = \/W \/% \/kaT \/ (1.142)

Damit gilt fiir die kanonische Zustandssumme 1 13

1
Z(T,V,N) = 13577 /d3N* V@ (1.143)
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(ii) Ideales Gas: V(q) =0, [ d* ¢ = V. Die kanonische Zustandssumme vereinfacht
sich zu

1 1 N
N
ZTV.N) = V= W (—;3) (1.144)

— In Z(T,V,N)

12

N In (%) — N(InN —1)

- N {m (NLA?) + 1] , (1.145)

wobei wir wieder die (vereinfachte) Stirlingsche Formel benutzt haben. Man
beachte, wie einfach die Berechnung der kanonischen Zustandssumme gegeniiber der
der mikrokanonischen Zustandssumme geworden ist. Man braucht keine Volumina
von Korpern in hochdimensionalen Rdumen mehr zu berechnen, ein einfaches Gauf3-
Integral geniigt!

Die mittlere Energie ([1.139)) ergibt sich durch Ableiten von GI. (1.145]) nach 3. Unter
Benutzung von Gl. (|1.142)) erhalten wir

d\ 0

- 22 WmZ(TV.N
£ 5o (T, V, )V’N
A dlna® 3 A1 3
_ A —CNZ2Z 2 NkgT 1.14
28 d\ 278N 20 P (1.146)

also die gleiche Relation wie im mikrokanonischen Fall, vgl. Gl. (1.101]), nur dass
die fest vorgegebene Energie E im mikrokanonischen Ensemble durch die mittlere
Energie £ im kanonischen Ensemble ersetzt wird.

1.4.2 Laplace—Transformation

Die kanonische Zustandssumme ([{1.137]) kann als Laplace—Transformierte der normier-
ten mikrokanonischen Zustandsdichte

_ 1 3} ['(E,V,N) _ A(E,V,N
['(E,V,N) = W/dew(w)—m = (hSNN! ) = (h3NN! )

3 @(E,V,N) _9dy(E,V,N)

~ OE h3NN! OF (1.147)

auf der Energie-Hyperflaiche ' aufgefaf3t werden.
Mathematisch ist die Laplace-Transformierte F'(s) einer Funktion f(t) folgendermaflen
definiert:

F(s) = / dte " f(t) . (1.148)
0
Hierbei ist t € R und s € C. Die Funktion f(¢) muss exponentiell wachstumsbeschrankt

sein, |f(t)] < K e sein, mit Konstanten K,d € R, damit das Integral in der Halbebene
Re s > d konvergiert.
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1.4 Kanonisches Ensemble

Um den Zusammenhang zwischen der kanonischen Zustandssumme als Laplace-Trans-
formierte der Zustandsdichte zu sehen, fiigen wir eine Eins,

1z/oodE5(H(7?)—E) ,

in die Definition (|1.137)) der kanonischen Zustandssumme ein,

Z(T,V,N) = thN' / dr / dE 6 (H E) ¢ PHT)
—BE
— /0 dEe™? thl/dM( (7) — E)
= / dEe PP T(E,V,N) . (1.149)
0

Durch Vergleich mit Gl erkennen wir, dass die kanonische Zustandssumme die
Laplace-Transformierte der mikrokanonischen Zustandsdichte beziiglich der Variable E
ist. Die Laplace—Transformierte hangt streng genommen von der Variablen 3 ab, aber diese
Abhingigkeit ist aufgrund der Definition von f3 identisch mit einer Abhéingigkeit

von der Temperatur 7.
Den Zusammenhang kann man ausnutzen, um die normierte mikrokanonische

Zustandsdichte T'(E,V, N) bzw. die mikrokanonische Zustandssumme ®;q(E,V, N) mit

Hilfe der inversen Laplace—Transformation der kanonischen Zustandssumme zu be-

rechnen. Da sich die kanonische Zustandssumme, wie wir oben am Beispiel des idealen Ga-

ses gesehen haben, relativ einfach berechnen 148t und eine inverse Laplace—Transformation

(wie wir noch sehen werden) ebenfalls keine grofleren mathematischen Schwierigkeiten

birgt, ist dies in den meisten Fillen wesentlich einfacher als die direkte Bestimmung

der mikrokanonischen Zustandssumme ®;q(E, V, N) als Volumen eines hochdimensiona-

len Korpers.

Die zu Gl. (1.148) inverse Laplace—Transformation lautet

f(t)= i /Hm dse’ F(s), (1.150)

270 Jeino

wobei die s—Integration entlang einer Geraden in der komplexen s—Ebene verlauft, welche
parallel zur imagindren s—Achse und rechts von allen Singularitdten von F(s) verlduft,
vgl. Abb. [1.14] Mit anderen Worten, wenn wir die Singularititen von F(s) mit s} be-
zeichnen, ¢ = 1,2, ..., und wenn 0.B.d.A. Res} > Res!, i = 2,3,..., dann ist ¢ > Resj.

Angewendet auf Gl. (1.149)) lautet die inverse Laplace—Transformation

1 c+ioco
[(E,V,N BE 7 N . 1.151
( i ) 27” /c—ioo dpe (k 5 v, ) ( ’ )

Da dies relativ unanschaulich ist, betrachten wir das folgende

Beispiel: Mikrokanonische Zustandsdichte des idealen (Gases als inverse La-
place—Transformierte der kanonischen Zustandssumme.
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Ims

Res

xe

Abbildung 1.14: Integrationskontur in der komplexen s—Ebene bei der inversen Laplace—
Transformation. Die Singularitdten von F'(s) in der komplexen s—Ebene
sind durch Punkte gekennzeichnet.

Die kanonische Zustandssumme fiir das ideale Gas war in Gl. (|1.144)) berechnet worden.
Zur Vereinfachung der nachfolgenden Rechnung fithren wir die Abkiirzung

VN 2mm\ P2
V(V.N) = = < 2 ) (1.152)
ein, so dass
1 VN 2rm\*? _

Offensichtlich hat Z(T,V, N) einen 3N/2—fachen Pol am Ursprung, 8 = 0, der komplexen
B—-Ebene. Wir konnen daher die Integrationskontur in Gl. (1.151)) beliebig (d.h. infinite-
simal) nahe an die imaginédre s—Achse legen, c = § < 1,

Yy’

B V. N d+ioco
[(E,V,N) = 1V, N) / dg et p=3N/2 (1.154)
d—1ico

Wir schliefen nun die Integrationskontur im Unendlichen in der linken Halbebene, d.h.

fiir Re 8 < 0, vgl. Abb.
Der Halbkreis im Unendlichen trégt wegen Re S < 0 nichts bei (exponentielle Un-

terdriickung des Integranden). Wir wenden nun den Residuensatz zur Berechnung des
geschlossenen Konturintegrals an,

['(E,V,N) =~(V,N)Res [¢"F g72N/%;0] . (1.155)

Das Residuum einer Funktion f(z), die einen Pol p-ter Ordnung an der Stelle 2, hat,
lautet bekanntlich (vgl. Gl. (3.90) in Ref. [12])

Res [f; 20] = ﬁ % (2 = 20)" f(2)]—., -
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1.4 Kanonisches Ensemble

Im B

Abbildung 1.15: Integrationskontur in der komplexen S-Ebene bei der Berechnung von

['(E,V, N) durch die inverse Laplace—Transformation.

Angewendet auf GI.

[(E,V,N)

(1.155) erhalten wir

1 43n/2=1 3N/2 BE 5—3N/2
= '7(‘/a N) (3N/2—1)! d/BgN/Qfl [B e B }B:O
1
_ N 3N/2-1
W) BN —
B VN 1 ormE\ *NM* Y onm,
~ N! (3N/2 1) h2 h?
o vy 2rmEN*N?| 9
= o= ﬁ(3N/2)!< - ) :a—E(I)id<E,V,N). (1.156)

wobei wir von der zweiten zur dritten Zeile Gl. ((1.152)) und im letzten Schritt Gl. ([1.81)
benutzt haben. Dies ist genau das geméafl Gl. ((1.147]) erwartete Resultat.

1.4.3 Freie Energie

Die freie Energie ist in der Statistischen Mechanik definiert als

F(T,V,N) = —kgT In Z(T,V,N) . (1.157)

Funktionen der Form F(T,V,N) oder auch E(S,V,N) bezeichnet man auch als ther-
modynamische Potentiale. Die freie Energie F'(T,V, N) ist dasjenige thermodynami-
sche Potential, was aus E(S,V,N) entsteht, wenn man die Variable S durch die Va-
riable T" ersetzt. Mathematisch formal geschieht so ein Variablenwechsel mit Hilfe einer

o1



1 Klassische Statistische Mechanik

Legendre—Transformation. (Man erinnere sich an die Vorlesung “Theoretische Physik
I17, in der wir die Hamilton-Funktion H(p,¢,t) mittels einer Legendre-Transformation
der Lagrange-Funktion L(¢, ¢, t) konstruiert hatten, bei der die generalisierten Geschwin-
digkeiten ¢ durch die generalisierten Impulse 7 ersetzt wurden.) In diesem Fall lautet diese
Transformation

oF

V.N

= E(S(T,V,N),V,N) - T S(T,V,N) (1.158)

wobei wir Gl. (1.121)) benutzt und darauf geachtet haben, dass die Abhéngigkeit von
S,V, N auf der rechten Seite durch eine von T, V, N ersetzt werden muss. Fiir das totale
Differential der freien Energie gilt damit unter Benutzung des ersten Hauptsatzes der

Thermodynamik fiir die Energie, Gl. (|1.119)),

dff = dE-TdS-SdT
= T7TdS —pdV +pudN —-TdS — SdT
= —5dT — pdV + pudN . (1.159)

Dies ist der erste Hauptsatz der Thermodynamik, formuliert fiir die freie Energie
anstelle der inneren Energie. Er bestétigt noch einmal, dass die freie Energie eine Funktion

der unabhéngigen Variablen T,V und N ist. Durch Vergleich von GIl. ([1.159) mit der

Identitat oF

oF
dF—a—T dT—i—W

fiir das totale Differential erhalten wir auflerdem die Relationen

_oF _oF _OF
a7 oV  ON

F
0 dN

TV

V,N T,N

b ) bl
V,N T,N TV

welche den Relationen fiir die innere Energie FE(S,V,N) entsprechen. Setzen
wir die Definition ein, so erhalten wir Relationen, welche die Berechnung der
Entropie, des Drucks und des chemischen Potentials aus der kanonischen Zustandssumme
ermoglichen. Fiir die Entropie gilt

oF
oT

Oln Z
oT

&
T )

F
S = —kpln Z+ kT —=+

V,N

wobei wir die Definition und GI. fiir die mittlere innere Energie £ benutzt
haben. Man erkennt, dass diese Relation konsistent mit der Legendre—Transformation
ist, wenn man die Energie F(S(T,V,N),V, N) mit der mittleren Energie £ iden-
tifiziert. Fiir den Druck und das chemische Potential erhalten wir

(1.161)

V,N

oF Oln Z

- _ = ks T 1.162

p Wiy 20TV |y (1.162)
OF Oln Z

— | = _kpT . 1.163

# ON |1, PETON L, (1.163)
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1.4 Kanonisches Ensemble

Die freie Energie ist eine extensive Zustandsgréfie. Dies erkennt man unmittelbar an
GL. , da sowohl innere Energie wie auch Entropie extensive Groflen sind, wahrend
die Temperatur eine intensive Grofle ist. Die Extensivitédt folgt aber auch aus der Ad-
ditivitét der freien Energie. Dazu betrachten wir zwei Systeme mit jeweils identischen
Teilchen im thermischen Gleichgewicht, d.h. es findet Energie- aber kein Teilchen-
austausch statt. Die (gemeinsame) Temperatur der Systeme sei 7', die Volumina und
Teilchenzahlen der einzelnen Systeme seien Vi, V5 bzw. Ny, No. Die kanonische Zustands-
summe des Gesamtsystems (V = Vi + V5, N = Ny + Ny) ist

1 L.
J— 761‘1(71’ 77T)
Z(T,V,N) _—h?’NNl!Ng!/FdFe 172)

wobei 7, Ty Zustandsvektoren des ersten bzw. zweiten Systems, fr dl’ = frl dIy sz dl'y
der Phasenraum und H (7, 72) die Hamilton—Funktion des Gesamtsystems ist. Der kom-
binatorische Vorfaktor begriindet sich daraus, dass zwar die Teilchen eines jeweiligen
Teilsystems ununterscheidbar sind, aber dass kein Teilchenaustausch stattfindet, der eine
grofere Zahl von Permutationen der Teilchen untereinander erlauben wiirde. Fiir den Fall
schwacher Wechselwirkung zwischen den Teilsystemen gilt

H (71, 7) ~ Hy(T1) + Ha(72)

und daher

1 - 1 .

- —B Hi(71) —B Ha(72)

h3N N, /Fl dl e o h3N2 N, | /Fz Al e .

= Z1(T,Vi,Ny) Zy(T, Vo, Ny) . (1.164)

Z(T,V,N) =~

Mit GL. (1.157) folgt daraus sofort die Additivitat der freien Energie,

F(T,V.N) = Fy(T, Vi, N1) + F»(T, V5, Ny) . (1.165)

1.4.4 Fluktuationen im kanonischen Ensemble

Die Wiarmekapazitidt bei konstantem Volumen (und konstanter Teilchenzahl) ist
definiert als
_0€

CVZ(‘?_T

(1.166)

V,N

Mit der mittleren Energie (1.139) und Gl. (1.140) kann man die Warmekapazitéit bei
konstantem Volumen wie folgt umschreiben:

0 ,0InZ _ dg P Inz B , 0> InZ
& = 57 (’“BT oT )m_ T ap? V’N_kBﬂ 052 |yn
o (107 1 8°Z 1 07\
_ 2 ~ | == — 2| - 2~ _ | =
= 755 (Z 66>V,N 712 97, 22(35)V,N ‘
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1 Klassische Statistische Mechanik

Nun ist aber geméafl der Definition von Mittelwerten im kanonischen Ensemble, vgl. Gl.

(1)

ltozp . 1 1 L\ BH®) — () —
7 9l = Zh3NN!/FdFH(7r)e = (H(R) = -¢,
1 9*Z _ 11 L\ _BH() _ -
ZTV’N = EW/I\dFHQ(?T)e H :<H2<7T)>,
und daher
Cv = kg B [(H*(R)) — (H(7))*] = kg B° [(H*(T)) — €] . (1.167)

Dies 148t sich mit der Identitat
([H(7) = €]") = (H*(®)) —2€ (H(7)) + £ = (H*(7)) —2€° + € = (H*(7)) — &
umschreiben in
Cy =kp B2 {[H(F) - &) >0. (1.168)

Der Mittelwert entspricht der mittleren, absoluten quadratischen Schwankung der
Energie. Er ist offensichtlich immer positiv semi-definit. Die positive Semi-Definitheit der
Wirmekapazitit bei konstantem Volumen entspricht gemé#f ihrer Definition der
Aussage, dass eine Temperaturerh6hung eine Erh6hung der inneren Energie zur
Folge hat, oder auch umgekehrt, dass Energiezufuhr eine Temperaturerh6hung zur
Folge hat. Die Tatsache, dass Cy > 0, bezeichnet man als thermische Stabilitét.

Wir kénnen auch die mittlere Schwankung der Energie berechnen,

AE = /([H(7) - &) :,/%;22 kg Cy T . (1.169)

Nun ist £ ~ kgT' N und dementsprechend Cy ~ kgN, woraus folgt
AE ~ kgTVN , (1.170)
und daher erhalten wir fiir die mittlere, relative Schwankung der Energie

AE  kgTV/N 1
3 ksTN /N

d.h. die mittlere, relative Schwankung der Energie geht im thermodynamischen Limes

— 0 (N — o0),

gegen Null!
Die innere Energie im kanonischen Ensemble fluktuiert um ihren Mittelwert, d.h.
_ AE T
E(T,V,N)=£+AE25(1+7) :5(1+\/kgovg> : (1.171)

wobei wir Gl. ((1.169]) benutzt haben. Im thermodynamischen Limes haben wir also

E(T,V.N) = € [1+O (\/Lﬁ)] ~E (1.172)
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Nun ist aber AE/E auch ein Ma$ fiir die Breite der Verteilung der inneren Ener-
gie auf die einzelnen Mitglieder des kanonischen Ensembles. Wenn diese im thermodyna-
mischen Limes gegen Null strebt, tragen Mitglieder, deren Energie H(7) nicht mit dem
Mittelwert £ {ibereinstimmen, nur in verschwindend geringem Mafle zur kanonischen
Zustandssumme bei und dies, obwohl man zur Berechnung von Z iiber alle Werte H(7)
der Energie im Phasenraum integriert, vgl. GL. .

Wenn man diese Beobachtung auf die Laplace—Transformation iibertragt, so
muss der Integrand e #FT(E,V, N) bei E = £ ein ausgeprigt scharfes Maximum haben,

vgl. Abb. [[.16]

Abbildung 1.16: Integrand der Laplace—Transformation (|1.149)).

Dies ist auch rein mathematisch begriindbar: I'(E,V, N) ist eine (im thermodynami-
schen Limes) mit hoher Potenz von E wachsende Funktion (vgl. GL fiir das ideale
Gas, wo ['(E,V, N) ~ E3N/2=1) "aber e #F ist eine mit £ exponentiell fallende Funktion.
Das Produkt beider Funktionen hat ein scharfes Maximum bei einer Energie £, die man
aus folgender Bedingung bestimmt:

0

0 = @ln [e_ﬁEF(EV?N)}E:S

a _
= 3E {—BE + In F(Ea‘/aN)}E:E
1 0

= — —_— FE N . 1.1
6—'_]{78 (‘9ESMKE( .V, )EZE (1.173)

Die Ableitung der mikrokanonischen Entropie nach der Energie ist identisch mit der Tem-

peratur im mikrokanonischen Ensemble, vgl. Gl. (1.100), so dass

11
kgT = kpTuxke

8

(1.174)

Die Temperatur 7" im kanonischen Ensemble stimmt also mit der Temperatur Tykg im
mikrokanonischen Ensemble iiberein, sofern man letzteres bei der Energie ¥ = £ betrach-
tet.
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1 Klassische Statistische Mechanik

Wir entwickeln nun den Logarithmus des Integranden in GIl. ((1.149)) in eine Taylor—
Reihe um das Maximum F = &,
In[e "PT(E,V,N)] =In[e P T(E,V,N)]
+ §(E—5) @ln[e F(E,V,N)]E:gjLO[(E—S)} ,

wobei der Term mit der ersten Ableitung aufgrund von Gl. (1.173|) verschwindet. Den
Term mit der zweiten Ableitung nach E formen wir wie folgt um:

0 pe o2 02 0
S [ePET(E,V,N)] = ~ 5 PE + 5 WI(E,V.N) = o In[(E,V,N)
0 1 0 0 1 1 oT 1
= 38 |7 8_ESMKE<E’V’N)} =95 (—k:BTMKE) = T2 OE - kaT2Cy

wobei wir, da das Ganze bei E = £ auszuwerten ist, die Glgen. ((1.166]) und (1.174) benutzt
haben. Wir erhalten also

_ _ E—&)?
PED(E,V,N) ~ e P T(E,V,N _E-E7 ] 1.175
e PETEV,N) = e P TEVIN) exp 5 (1.175)
Der Integrand in Gl. (1.149) ist also ndherungsweise eine Gaufi~Funktion mit Maximum
bei £ = & und der Halbwertsbreite 2y/kz Cy T = 2AE ~ kT VN < € ~ kgTN.
Dies bedeutet nichts anderes, als dass die Gaufl—Funktion bei ' = £ ein extrem scharfes
Maximum besitzt, was zu zeigen war.

Setzen wir Gl. (1.175)) in GIl. ([1.149)) ein, so erhalten wir weiter

Z(T,V,N) = / dE e PPT(E,V,N)
0

~ e_ﬂgf(E,V,N)/ dFE exp
0

ks (E-EN°
20y \ kgT
—BE T > kg 2
~ e " I'(EV,N) kgT drexp | —=—=
o 2Cy

= /2mkpgT?Cy T(E,V,N) e | (1.176)

wobei wir von der zweiten auf die dritte Zeile + = (E — &£)/(kgT) substituiert und die
untere Integralgrenze —&/(kpT) des x—Integrals wegen £/(kgT) ~ N > 1 gleich —o0
gesetzt haben. Da der Integrand nur um =z = 0 wesentlich von null verschieden ist, ist
dies eine gute Naherung. Das verbleibende Gauf3-Integral 148t sich mit GI. sofort
auswerten.

Berechnen wir aus dem Ausdruck mit Hilfe von GI. die freie Energie, so

erhalten wir

1
F(T,V,N) = —kBTan(T,V,N):—B InZ(T,V,N)

l

1, 1
< FE(T,V,N)-TS(T,V,N) ~ &— 3 In T(E,V,N) — 2 In(27kpT*Cy)

— E+AE-TS(T,V,N) ~ &—TSuxr(&,V,N)+O(nN)
— S(T,V,N) ~ Suke(&,V,N)+ O(N), (1.177)
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1.5 GroBkanonisches Ensemble

wobei wir von der zweiten zur dritten Zeile die Abschéitzung Cy ~ N und von der drit-
ten zur vierten Zeile Gl benutzt haben. Die Entropie S(T,V, N) im kanonischen
Ensemble, die man bei der Temperatur 7', dem Volumen V und der Teilchenzahl N be-
rechnet, stimmt also im thermodynamischen Limes (bis auf Korrekturen von der Ordnung
O(V'N) < N) mit der mikrokanonischen Entropie Sykg(E, V, N), berechnet fiir die mitt-
lere Energie £, das Volumen V und die Teilchenzahl N, {iberein.

1.5 GroBkanonisches Ensemble

1.5.1 Die groBkanonische Zustandssumme

Wir betrachten wieder die Situation aus Abb. [[.13] d.h. wir betten ein System ¥ in
ein Warmebad 3, ein. Zusétzlich zum Energieaustausch, der fiir thermisches Gleichge-
wicht zwischen den Systemen sorgt, erlauben wir nun auch noch Teilchenaustausch,
z.B. dadurch, dass die Grenzfliche zwischen den Systemen permeabel sein soll, vgl. Abb.
[1.17 Der Teilchenaustausch sorgt dafiir, dass die beiden Systeme auch ins chemische
Gleichgewicht kommen. Zusétzlich zu seiner Funktion als Warmebad hat Y, daher die
Funktion, fiir 3; ein Teilchenreservoir oder Teilchenbad zu sein.

————————————————

Abbildung 1.17: Ein System X, das aus zwei Teilsystemen ¥; und Y5 im thermischen und
chemischen Gleichgewicht besteht. ¥y sei ein Warme- und Teilchenbad
flir Zl'

Wir wollen nun die Wahrscheinlichkeitsdichte p,(7;) fiir diesen Fall bestimmen.
Eine Rechnung analog der, die uns im kanonischen Ensemble auf Gl. (1.132)) gefiihrt hat,

liefert nun

. 1 .
p1<7T1> = m exp [111 FQ(E — Hl(ﬂ'l),‘/Q,N — Nl)] . (1178)

Der einzige Unterschied zu Gl. ist der, dass statt des Arguments Ny nun N — N;
auftritt. Dies ist wegen N = N; + Ny = const. formal identisch, beriicksichtigt aber, dass
das System X5 Teilchen von ¥; aufnehmen oder an ¥; abgeben kann. Weil E > H,(7)
und N > N; konnen wir, wie schon in GI. , den Logarithmus in eine Taylor-Reihe
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1 Klassische Statistische Mechanik

entwickeln, nun allerdings beziiglich zweier Argumente von I's,

In FQ(E — H1<7?1),‘/2,N — Nl) =In FQ(E,‘/Q,N)
105, L 08
]{?B E)Eg Eo=E,No=N ! ka 8]\/v2

—

- 1(71)

+ O(H?, N}, H, Ny) ,

Es=E,No=N

wobei wir Gl. (1.84) benutzt haben. In fithrender Ordnung in H;(7) bzw. N; gilt nun

wieder

05, 05 _1
OE; Es=E ,N,=N OE; Ey=E—H,(71),No=N—N; T
053 ~ 9% __K
ON FEs=E,No=N ON; Ey=E—Hy(71),No=N—N; T’

so dass
In FQ(E — Hl(’ﬁ:l),‘/g,N — Nl) ~ In FQ(E,%,N) — ﬁHl(ﬁ1> +BMN1 s

und daher

- NF2<E7‘/7N)

p1(7) =~ T(E.V.N) exp{—f [Hi(T1) — p N} ~ exp {0 [Hi(71) — p N:]} . (1.179)

Ein Ensemble von Systemen bei konstanter Temperatur 7', konstantem Volu-
men V und konstantem chemischen Potential 1 nennt man ein grof3lkanonisches
Ensemble. Die konstante Temperatur wird, wie schon im kanonischen Ensemble, da-
durch erreicht, dass man die Systeme des Ensembles in Kontakt mit einem Warmebad
mit fest vorgegebener Temperatur bringt und wartet, bis sich thermisches Gleichge-
wicht eingestellt hat. Das konstante chemische Potential ergibt sich analog dadurch, dass
man die Systeme des Ensembles in Kontakt mit einem Teilchenbad mit vorgegebenem
chemischen Potential bringt und wartet, bis sich chemisches Gleichgewicht eingestellt
hat. Offenbar sind dann die Systeme vom selben Typ wie das oben diskutierte System
¥1, haben mithin eine Wahrscheinlichkeitsdichte, die der aus Gl. proportional
ist. Die normierte Wahrscheinlichkeitsdichte fiir das groflkanonische Ensemble
lautet

P(7) = Zrrpy 0 (=B HE) — N} (1.180)
wobei der Normierungsfaktor
00 1 B
BV =3 iy 40 exp (=B LHE) - ) (1.181)
N=0 a

die sog. gro3kanonische Zustandssumme ist. Man beachte, dass die obere Grenze fiir
die Summe iiber N eigentlich durch die Gesamtzahl der Teilchen, also die des Systems
plus die des Teilchenbades gegeben ist, denn mehr als sdmtliche Teilchen des gesamten
Systems kann das betrachtete System nicht enthalten. Da aber das Teilchenbad viel gréfer
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1.5 GroBkanonisches Ensemble

als das betrachtete System ist, kann man in guter Ndherung die Obergrenze auch gleich
unendlich setzen.

Gleichung (|1.181)) 148t sich mit der kanonischen Zustandssume (1.137)) auch etwas an-
ders schreiben,

00 Gﬁ'uN - - 00
Z(T,V,p) = W/Fdr e PHE) — ZeﬂﬂN Z(T,V,N)
N=0 N=0
= Y NZ(TV,N), (1.182)
N=0
wobei wir die sog. Fugazitit
oI (1.183)

eingefiithrt haben.
Mittelwerte im groflkanonischen Ensemble berechnen sich wie folgt:

1
Z(T,V, )

1
Z(T,V, )

1

() = B3NN

/dF F(7) e BH (@) —uN]
r

M 11

1 =\ —BH(7
ZNW/F(].P F(7) e PH® (1.184)

2
Il

0

Bezeichnen wir den Mittelwert im kanonischen Ensemble, Gl. (1.138)) mit (F')kg, so konnen

wir GL. (1.184)) mit Gl. ((1.182]) umschreiben in

_ 2oz Z(T,V.N) (F)xe
>0 M Z(T.V, M)

(F) (1.185)

In dieser Form tritt das Teilchenbad dadurch zutage, dass es zusétzlich zur kanonischen
Mittelwertbildung fiir eine Mittelung iiber alle Teilchenzahlen mit einem Gewichtsfaktor
NZ(T,V,N) sorgt.

Beispiele:
(i) Mittlere Energie:

o0

~ 1 1 o\ —B[H()—pN
E=(H(T) = Z(T’V’M)ZMNN!/FdFH(ﬂ)e AIH(®)—uN]

N=0

1 e .
= dr H(7) e PH®)
2TV 2 N JLar

=0

_ 1 i cal / ar (9 -su
2TV, 2= vt o\ a5

N=0
1 0
= Tz@vi o0

V,z

0

V,z
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(ii) Mittlere Teilchenzahl:

1 = 1 )
N = (N) Z(TVMNOhSNN!/ ‘

= iNzNZTV,N)

T V 1) -
92N
= - z — Z(T,V,N)
Z(Tv ‘/7 :u) NZ:O aZ TV
z 0
= — —Z(T.V
2@V 02 2V
= 2z 9 In Z(T,V, ) (1.187)
0z TV
Mit Hilfe der Relation
ol _ o _1d
Oz|py  Olnz|py B Oplry
konnen wir die mittlere Teilchenzahl auch alternativ schreiben als
N = 13hﬂZ(TVu) =k Tian(TVpJ) (1.188)
B op o T,V_B L Y TV .

Auch fiir die mittlere Energie 148t sich eine alternative Form angeben, bei der nicht bei
konstantem V' und z nach 3 abgeleitet wird, sondern bei konstantem V' und p. Dies erfor-
dert jedoch das Umrechnen der partiellen Ableitung fiir einen anderen Satz unabhingiger
Variablen. Da analoge Rechnungen in der Statistischen Mechanik immer wieder vorkom-
men, fithren wir diese Umrechnung explizit vor. Zunéchst gilt es, die partielle Ableitung
in eine Jacobi-Determinante umzuschreiben. Fiir eine beliebige Funktion (7', V, u)
gilt mit Hilfe der Sarrus—Regel fiir Determinanten

FOOl |G H | |H o e
A I ) D O A o oov o | O, V2
% - = = a8 oV 92 :—3(5v>
V,z 0 0 1 0 0 1 o:  0: 0= V.2
o OV 0z

Ein Variablenwechsel in einer Jacobi-Determinante ist aber geméf einem in der Vorlesung
“Theoretische Physik I” in Abschnitt 1.5.1 bewiesenen Satz sehr einfach,

proouw ov || g g (|7
oW Viz) _ o Vi o Viw | T T Wl . 1 o
0B.V.e) — 0BV OBV.A) | g o e || e g o
aB Op oB Op
_ L |9 G| oY pov
Bz e Bz | 0Bly, B Onlny
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Mit ¥ = 1n Z(T,V, ) schreibt sich Gl. (1.186]) also um in

0

1 0
E = ——In Z(T,V, w— —In Z(T,V,
95 Z( u) "3 o (T, V., ) .
= — 9 In Z(T,V,u)|  +uN, (1.189)
op Vi

wobei wir im letzten Schritt Gl. ([1.188]) benutzt haben.

Beispiel: Ideales Gas im groflkanonischen Ensemble.

Die kanonische Zustandssumme des idealen Gases hatten wir in GIl. (1.144)) berechnet.
Mit Hilfe von GI. (|1.182)) erhalten wir sofort die entsprechende grofikanonische Zustands-
summe,

- 1 /v \Y &1 2\ 2V
Z(T,V,u) = Z 2N N (ﬁ) = Z N <F> = exp (F) (1.190)
— WET V) = . (1.191)

Der Ausdruck fiir die grokanonische Zustandssumme des idealen Gases ist noch erhebli-
cher einfacher als der fiir die kanonische Zustandssumme!

Mit Hilfe der Glgen. und kénnen wir auch sofort die mittlere Energie
und die mittlere Teilchenzahl berechnen,

9 n Z(T,V, 1) d) dr-3 A
£ = — vl — 2V 2 (=3
BY; . a8 dx 2V 35 (=327
3 2V 3 1%
= 22 2 il 1.192
28 N3 2 P7 )\ (1.192)
& 1n Z(T,V. v
N o= LAMETVIL 2V sy (1.193)
0z TV A3

Kombinieren wir die beiden Gleichungen, so erhalten wir wieder die Zustandsgleichung
des idealen Gases,

3
= NksT
SN ks

vgl. Gl , wobei jetzt allerdings die fest vorgegebene Teilchenzahl N im kanonischen
Ensemble durch die mittlere Teilchenzahl N im groBkanonischen Ensemble ersetzt wird.

Zum Schluss dieses Abschnitts bemerken wir noch, dass auch die groBkanonische Zu-
standssumme als Laplace—Transformierte der normierten mikrokanonischen Zustandssum-

me geschrieben werden kann. Mit den Glgen. (1.149) und (1.182)) erhalten wir den Aus-
druck

Z(T,V,p) = Z/ dE e PE-NT(E,V,N) . (1.194)
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1 Klassische Statistische Mechanik

1.5.2 Das groBkanonische Potential

Das Analogon zur freien Energie ([1.157) im groflkanonischen Ensemble ist das grofika-
nonische Potential,
UT,V,u)=—kgT In Z(T,V, ) . (1.195)

Genau wie man F(T,V,N) per Legendre-Transformation beziiglich der Variable S aus
der inneren Energie E(S,V, N) erhilt, kann man Q(7', V, i) per Legendre-Transformation
beziiglich der Variable N aus der freien Energie F/(T,V, N) erhalten,

OF
TV

wobei wir die letzte Identitéit aus Gl. (1.160) benutzt haben.
Aufgrund von Gl. (1.158) kann man Q(T,V, ) aber auch als doppelte Legendre—
Transformation der inneren Energie beziiglich der Variablen S und N auffassen,

OF OF
V,N S,V

wobei wir die erste und die letzte Identitdt aus Gl. (1.121]) benutzt haben. Mit Hilfe der
Euler-Gleichung (|1.123)) erkennen wir, dass

Q=-—pV. (1.198)
Beispiel: Ideales Gas.
Fiir das ideale Gas hatten wir die Relation (|1.193]) gefunden, d.h.

ks T hpT

Dies ist die wohlbekannte Zustandsgleichung ({1.110)) des idealen Gases, wobei die Teil-

chenzahl N durch die mittlere Teilchenzahl N ersetzt werden muss.

N=hZ= <~ pV=NkT.

Der erste Hauptsatz der Thermodynamik, formuliert fiir das grofl)kanonische

Potential, folgt aus den Glgen. ({1.159) und ([1.196|),

dQ = dF —d(uN)=dF — udN — Ndu
—SdT — pdV + pdN — udN — N du
= —SdT" —pdV — Ndu . (1.199)

Dies zeigt, dass die unabhéngigen Variablen im groflkanonischen Potential in der Tat 7', V'
und g sind. Andererseits gilt fir das totale Differential von Q(T,V, u)

90
ar+ &
tov

00
AV + —

T, 8#’

o
dQ = — d 1.2

%

Vi
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1.5 GroBkanonisches Ensemble

woraus wir durch Vergleich mit dem ersten Hauptsatz (1.199) die folgenden Identitdten
ablesen:

o0 o0 o0

s=-2 0 p=-2 0 N=-Z 1.201
Ty, Vlr, O |7y ( )

Mit der Definition ([1.195)) erhalten wir fiir die Entropie
o0 OlnZ Q 150z
S = — == :k’BIHZ—I—k’BT = —— — — —
Ty, or |y, T BT 0B |y,
Q E—uN Q-E+uN
= T == 1.202
T T T (1.202)

wobei wir von der ersten zur zweiten Zeile GI. benutzt haben. Wir sehen, dass dies
konsistent mit der doppelten Legendre-Transformation ((1.197)) ist, wenn wir die Energie
E(S(T,V,u),V,N(T,V,u)) und die Teilchenzahl N(T,V, u) in dieser Gleichung mit der
mittleren Energie £ und der mittleren Teilchenzahl A im groflkanonischen Ensemble
identifizieren.

Fiir den Druck berechnen wir aus der zweiten Identitat in Gl. ((1.201))

09} OlnZ
p=— | =kgT (1.203)

Vlr, v r,

Nach Gl (1.198)) gilt aber auch
o(pV) dp p
p= =p+V — = =0,
v |z, NV lr, NV lr,
d.h.
p=p(T,p),

der Druck héngt nicht vom Volumen ab. Dies muss so sein, da er eine intensive Zu-
standsgrofe ist.

Fir die Teilchenzahl erhalten wir letztlich

N:_a_Q :k:BTaan
o TV op TV

N, (1.204)

d.h. die Teilchenzahl N ist, wie im grofkanonischen Ensemble zu erwarten, identisch mit
der mittleren Teilchenzahl (|1.18§]).
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1 Klassische Statistische Mechanik

1.5.3 Fluktuationen im groBkanonischen Ensemble

Wir betrachten die mittlere, absolute quadratische Schwankung der Teilchenzahl
im groflkanonischen Ensemble,

(N=NP) = (N?) = 2(N)N 4+ N? = (V%) 207 + N2 = (N?) —

1 = 1 ﬂ
= Al N2 ¢ BH@) —uN] _ As2
2T Vo) 2 N fLarae N
1 = 1 / 1 0? B
_ AT — 9 -BH@-uN)|  _ pr2
Z(T,V,u) NZO h3N N r 52 8,U2 TV
1 1 0? )
= BITV 8MZZ(T,V,M) - - N7 (1.205)
Nun ist
?mz 9 (102\ 12 (102\°_ 102 [(9mz2\?
ot ou\Zou) Z ou? Zou)  Z 0u? ou
19z,

wobei wir im letzten Schritt Gl. ([1.188]) benutzt haben. Dividieren wir beide Seiten durch
(3% und benutzen das Resultat in Gl. (1.205)), so erhalten wir, wiederum unter Benutzung

von GIl. (|1.18§)),

1 0 10 (10lnZ 1 ON

N-N)? == "1 Z(T,V, :——(——) =_ =

(WM =G g M 2TVl =55 \5 am )y = 0n Ly
(1.206)

Wir berechnen nun die sog. isotherme Kompressibilitit
1 0V

=__ , 1.207
T Vo Op | ( )

Zunéchst gilt aufgrund der Tatsache, dass p = p(T', 1) lediglich eine Funktion von 7" und
w1 ist, mit Hilfe der Kettenregel

_ o
TN op

Die partielle Ableitung von p nach V bei festgehaltenem 7" und N 148t sich mit Hilfe
einer der beriihmten Maxwell-Relationen wie folgt umschreiben:

_OPF
 OVON

on
L, OV

9p

1.2
5y (1.208)

TN

__ 9

on _
s ON

ov

9
T,N TV

wobei wir zum Beweis dieser Relation lediglich Gl. ([1.160) benutzt haben. Da p aber

wiederum nur eine Funktion von 7" und g ist, gilt mit Hilfe der Kettenregel

dp ou

N L ON

v Ou

TV
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1.5 GrofBikanonisches Ensemble
Eingesetzt in Gl. (1.208)) erhalten wir also
-~ (&), %
T,N N TV

Aufgrund der Glgen. (1.198)) und ([1.201]) und der Tatsache, dass p = p(T, i) nicht von V/
abhéngt, gilt aber

dp

5 (1.209)

TV Ol

o % oy)
TV op

o , (1.210)

wobei wir die Teilchendichte n eingefiithrt haben. Benutzen wir dies in Gl. ((1.209)), so
erhalten wir fiir die isotherme Kompressibilitat ((1.207)

oL
T,N_ n?V ou

1 0V
Kp = —— ——

V op = %VQ (N =N)*) =0, (1.211)

TV

wobei wir im letzten Schritt GIl. benutzt haben. Die Tatsache, dass ky > 0, be-
zeichnet man als mechanische Stabilitit. Aufgrund der Definition bedeutet dies,
dass eine VolumenvergroBerung zu einer Druckminderung, bzw. eine Volumenverringerung
zu einer Druckvergréfferung fiihrt. Oder eben umgekehrt, dass eine Druckminderung zu
einer Volumenvergréflerung bzw. eine Druckvergréflerung zu einer Volumenverringerung
fiihrt.

Die mittlere, relative Schwankung der Teilchenzahl ist definiert als

\/ N N =V RT kB — —) 0 V — OO) , (1212)

wobei wir ausgenutzt haben, dass die isotherme Kompressibilitdt wie eine intensive Zu-
standsgroBe mit der SystemgréBe skaliert, k7 ~ O(1). Die relative Schwankung AN /A
verschwindet also im thermodynamischen Limes.

Dies bedeutet wiederum, dass die Teilchenzahlverteilung von Ensemble-Mitgliedern in
der groflkanonischen Zustandssumme bei N = N ein scharfes Maximum hat.
Nur solche Ensemble-Mitglieder tragen bei, deren Teilchenzahl N nidherungsweise mit der
mittleren Teilchenzahl A iibereinstimmt. Wie schon im kanonischen Ensemble gilt das
gleiche beziiglich der Energie, so dass die Funktion

e "B, V,N)
bei F =& und N = N ein scharfes Maximum haben muss. Am Maximum gilt

0 = dln[e?F+NT(E, VNHE:&N:N

) _
= —In[ePFrNIT(E,V,N) dE
OF [ } E=E,N=N
0 B _
+ N In [e PE=+N (B, V, N)] dN .
E=&,N=N
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1 Klassische Statistische Mechanik

Da F und N unabhéingige Variablen sind, miissen die jeweiligen partiellen Ableitungen
verschwinden,

ks OE E=E N=N
1 O0Sukr
0 = )
e kB ON E=E,N=N

Aus der ersten Bedingung folgt analog wie im kanonischen Ensemble die Gleichheit der
Temperatur T" des groBkanonischen Ensembles und der Temperatur Tykg eines mikroka-
nonischen Ensembles, welches die Energie £ = £ und die Teilchenzahl N = A hat,

T = Tvke -

Aus der zweiten Bedingung folgt die Gleichheit der chemischen Potentiale im groflkano-
nischen Ensemble und im mikrokanonischen Ensemble,

H = UMKE -

Wenn wir die Funktion e #F=#N)T(E V,N) in eine Taylor-Reihe um das Maximum
entwickeln, erhalten wir ganz analog zum kanonischen Fall

In [e*mE*#N)f(E V,N)] =In [e ?E+NIT(E,V,N)]

02 BN =

+ 2(E £)? o5 In [e P ”N)F(E,V,N)]E:&N:N
1 92 o

+ 5 (N =N o I [ e PEIT(E, VN ey

2
+ (E=&)(N-N) SEON In [e PE-+N) (B, ViN)] e v

+ O[E=EP,(N=NP(E-EPN-N),(E-E)(N-N)?] . (1.213)

Fiir die zweiten partiellen Ableitungen erhalten wir

0? _ op 1
i B(E—uN) - _ -
op2 e DE,V.N)] = 55 kpT2Cy
wie im kanonischen Fall. Ferner erhalten wir
0? _ 0? 0 1 08
—~B(E—uN) _ L OOMKE
N In [e F(E,V,N)] N lnF(E V,N) = N (kB N )
_ 9 (e \ _ 9By
ON kB TMKE 3./\/ ’
0? _ 0? 0 1 0S8
In [e PEN (B V,N)] = nT(E,V,N - ZOMEE
aEon e (BV.N)] = gpan BIEVN) =55 (k;B oE

_ 9 (L \_9 1 or
 ON \kgTuxe /) ON  kgT? ON
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1.5 GroBkanonisches Ensemble

Eingesetzt in Gl. ((1.213)) und exponentiert erhalten wir

e PEN (B V,N) ~ e PENT(E VN
kg (E—& 1.0(8u) 1 0T E—¢&
e _m(k;BT) > ov NN TN T (N_N)]'

Dies wiederum eingesetzt in Gl. (1.194)) ergibt

V)~ e PEFITE VNS exp [_% 9Bw) Nﬂ
N=0

ON
o ky (E—E\® 10T E—E
< / AL exp —m(kBT) T TN kaT <N—N>] '

Das Energieintegral ist ein verschobenes Gaufi-Integral, was wir am Schnellsten durch die
Substitution z = (E — &) /(kpT) erkennen,

o0 ks [(E—E\? 10T E—&
[ e |56, (o) ~ 1w r @ M]

~ k;BT/ dz exp {—;CB ac?—%g—j\;,(]\f—./\/’)x} ,
_ v

o0

wobei wir wieder die untere Integralgrenze wegen £/(kgT") > 1 in guter Ndherung durch
minus unendlich ersetzt haben. Das verschobene Gaufi—Integral 148t sich durch eine qua-
dratische Ergénzung des Exponenten,

Cy oT CZ (TN . o
Cv (OT\' e
T (a/v) (N =N)

ks Cy OT Cy  [(9T\? )
- _—{ T N T N)} T 2T <W> (N =N,

20y

+

und die Substitution
Cy o0T

y=rt o - N)

wieder sofort 16sen,

o 2
k:BT/ dy exp L v? ) = kT mCy =\2rkgT?Cy
oo 20\/ kB

so dass

Z(T,\V,p) ~ e PEHNT(EV,N)2mkp T2 Cy
2
X Zexp{—— (5#) Cv (8T>

ON kT2 \ON

(N—N)2] . (1.214)
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1 Klassische Statistische Mechanik

Auch wenn nicht unmittelbar ersichtlich, so ist der Term in eckigen Klammern im Ex-
ponenten positiv definit. Wir kiirzen sein Inverses im Folgenden der Einfachheit halber

als
oBup) Gy (0T ’
ON kgT? \ ON
ab. Entscheidend fiir das Weitere ist das Skalierungsverhalten dieses Terms. Weil Cy, ~ N/,

gilt offenbar oy ~ O(VN). Desweiteren konnen wir mit AN = 1 die Summe tiber N als
Approximation eines Riemann—Integrals schreiben,

5o [ ] = 5 ey - [ [-Y ]

N=0 N

ox

Der Integrand hat bei N = N ein sehr scharfes Maximum, dessen Breite wegen oy ~
O(VN) im thermodynamischen Limes sehr klein wird. Wir substituieren die Integrati-
onsvariable z = (N — N) /oy, und verschieben wegen N /oy ~ vN > 1 die untere
Integrationsgrenze gegen —oo. Dann erhalten wir wieder ein Gau3—Integral, welches wir
sofort 16sen koénnen,

o0 N — 2 o]
/ dN exp {—#} o~ aN/ dze ™% =\ 2moy . (1.215)
0 2O-N —00
Setzen wir dies in Gl. (1.214)) ein, so erhalten wir
Z(T,V,pu) ~ e PEFNT(E V,N) 21\ kg Cy Toy . (1.216)

Sowohl Cy als auch oy skalieren wie O(v/A). Daher erhalten wir bis auf Korrekturen der
Ordnung O(In N)

=—kgTh Z~E—puN —kpThh T'(E,V,N) + O(lnN)
=& — pN =T Suke(E,V,N) + O(lnN) . (1.217)

Wenn wir auf der linken Seite Gl. ({1.197]) benutzen, erhalten wir

=E+AE-TS — (N +AN)
~ & — pN =T Syke(E, V,N) + O(lmN) . (1.218)

Weil AE ~ VN ~ VN, vgl. GL (1.170), und AN ~ N/VV = VaN ~ VN, vgl. Gl

, folgt daraus
S ~ Suxe(E, V.N) + O(VN) . (1.219)

Diese Gleichung ist dquivalent zu GIl. (1.177)) bei der Betrachtung von Fluktuationen im
kanonischen Ensemble. Im thermodynamischen Limes kénnen die Korrekturen ~ O(vAN)
vernachlassigt werden und man erhélt die Gleichheit der Entropie im groflkanonischen

Ensemble mit der im mikrokanonischen Ensemble, vorausgesetzt letztere wird bei der
Energie F = £ und der Teilchenzahl N = N berechnet.
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1.6 Druck-Ensemble

1.6 Druck-Ensemble

1.6.1 Die Zustandssumme des Druck-Ensembles

In den vorangegangenen Abschnitten hatten wir gesehen, wie man durch Ersetzen der
Energie F durch die Temperatur 7' vom mikrokanonischen zum kanonischen Ensemble
und weiter durch Ersetzen der Teilchenzahl N durch das chemische Potential g zum
groflkanonischen Ensemble gelangt. Die mikrokanonische Zustandsdichte wird dabei zum
einen durch die Laplace-Transformation in die kanonische Zustandssumme und
diese wiederum durch Summation iiber N mit Gewichtsfaktor 2V, vgl. Gl. , in die
groffkanonische Zustandssumme {iiberfiihrt,

[(E,V,N) — Z(T,V,N) — Z(T,V,p). (1.220)

Ganz analog gelangt man von der Entropie bzw. der inneren Energie {iber zwei Legendre—
Transformationen zur freien Energie bzw. zum groflkanonischen Potential,

S(E,V,N) —s F(T,V,N) — Q(T,V,p). (1.221)

In jedem Schritt wird eine extensive Zustandsgroe (£, N) durch eine intensive Zu-
standsgrofie (T, ) ersetzt. Die groffkanonische Zustandssumme bzw. das groflkanonische
Potential hdngen nur noch von einer einzigen extensiven Zustandsgréfie, dem Volumen V/,
ab.

Es stellt sich nun die Frage, ob man das extensive Volumen nicht auch noch durch
die konjugierte intensive Zustandsgrofle, in diesem Fall den Druck p, ersetzen kann.
Dies ist in der Tat moglich. Dazu unterzieht man die groflkanonische Zustandssumme
einer weiteren Laplace—Transformation,

1 oo
(T, vy, p) = 70/0 Av eV Z(T,V, 1) . (1.222)

Hierbei ist V; eine Konstante mit der Dimension Volumen, [Vj] = m?, die dafiir sorgt, dass
=(T,~, ) dimensionslos wird. Offenbar ist das Volumen V' nicht langer fest vorgegeben, es
darf alle Werte von 0 bis oo annehmen. Es wird sich aber fiir jedes fest vorgegebene v ein
Mittelwert V = (V) des Volumens einstellen. Was ist die Bedeutung der neuen Variablen
~? Dazu berechnen wir Z(7,~, ) unter der Annahme, dass In Z linear proportional zur
Systemgrofle ist,

AT, V,p) = —kpT'In Z(T,V,p) = =V p(T, p)
T
— mzav = vELA sy (1.223)
kg T
Eingesetzt in GI. ergibt sich
1 (o0}
E(Tavaﬂ) = v dV exXp [—’}/V + an<T7 V7 ﬂ)]
0Jo
1 [e.e]
= | W e {-Vh-spma) . (1.224)
0
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Solange v > B p(T, i), konvergiert das Integral und hat den Wert

ST = LOPEVO-GITT_ 1 1

Y Vo Bp(T,p)—v |y Vorv—8p(T p
=(T, 7, i) hat also einen einfachen Pol an der unteren Grenze v* = 5 p(T, 1) seines (nach
oben offenen) Definitionsbereichs als Funktion von . Damit ist aber der physikalische
Druck

(1.225)

d.h. er entspricht (bis auf einen Faktor kpT') dem Pol v* der Funktion Z(7', v, u). Fest
vorgegebene Werte von ~ entsprechen also fest vorgegebenen Werten des Druckes p,
wobei der sich fiir vorgegebenes T' und p einstellende physikalische Druck p(T, 1) dem Pol
~v* der Funktion Z(T, v, i) entspricht, letztere also dort divergiert.

Bei der Funktion =(7',~, 1) handelt es sich also um die Zustandssumme eines En-
sembles bei konstanter Temperatur 7', konstantem Druck p und konstantem che-
mischen Potential . Ein solches Ensemble nennt man Druck-Ensemble.

Mittelwerte im Druck-Ensemble berechnen sich analog Gl. ([1.184)) wie folgt:

1 I NV — 2V -\ —BH(#
(F) = m%/o Ve VY /FdF F(7) e PHE (1.227)
v N=0 '

Beispiele:

(i) Mittlere Energie:

= 1 [ -V — 2 - —BH(#
E=(H®R) = =7 u)—o/o AV e Zh3NN'/dFH(7T)e ()
Y Y NZO
1 0 0
= —= 2Ty p)| == 5z mET,y,p)| - (1.228)
E(T, v, 1) 9P . 0B .
(ii) Mittlere Teilchenzahl:
11 ™ —~ N2V 2
N =(N) = _——/ dv e 7V /dp o BH(7)
W) (T, v, 1) Vo Jo NZ: h3NNT Jp
z 0
= = _ET777/L EZ—IHET777/1’
E(T, v, 1) 0z ( ) T 0z ( ) T
9,
= In Z(T,v,pu)| =kgT — In Z(T,~, 1) . (1.229)
a(ﬂ ) Ty a:u Ty
(iii) Mittleres Volumen:
V=(V) = S i/ooolv Ve_7V§: G /dF e PHE)
E(T7 s M) 0Jo N=0 h3N N r
1 3} 0
= = Y E(T»%ﬂ) =—--In \:(T777ILL) (1230)
:‘(Ta s ,u) 87 T,z a’y Tz
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1.6 Druck-Ensemble

Es empfiehlt sich, die partielle Ableitung nach £ bei konstantem ~, z in der mittleren
Energie und die nach v bei konstantem 7', z im mittleren Volumen ([1.230]) wieder
in solche bei konstantem ~, u bzw. konstantem 7', 4 umzuschreiben, da 7', v, i und nicht
T,~,z die unabhéngigen Variablen der Funktion Z(T,~, ) sind. Dazu berechnen wir
wieder mit Hilfe von Jacobi-Determinanten

gu gv 9w || 1 g o |
ov|  _0(¥,v,2) _ O(¥,7,2) 0By, 1) 805 af %‘ 01 0
oB1,. 0B,v,2) — OBy, k) 9(B,7,2) o: g o || ez g o
oB op aB ou
ov 9
_ L% o |_0Y _pov
Bz |wz Bz| " 0Bl B onl,
und
gu o gv gv 1y g o |
ov|  _ow.B2) _ oA 0B | T 0o 1 o
ary T,z B 8(77572) B 8(7757:“) 8(7757’2) 0 9z 0z 0 dz 0Oz
98 ou 98 op
o v
_ L% e | 29Y
Bz | 0 Bz M7,
Damit folgt fiir die mittlere Energie (|1.228)) unter Benutzung von GI. (|1.229))
0
E=——IEZE(T,v,p)| +upN, (1.231)
op Vb
und fiir das mittlere Volumen ({1.230))
0 0
V = - —WmETypu)| =5 mENTp)
1% — T 1
a0 oh—ppTpl| _ 1 (1.232)
= Oy . V= Bp(T, )
Am Pol +* der Funktion Z(7', v, ) geht das mittlere Volumen gegen unendlich,
Voo fir v—="=pp(T,p).
Dies ist konsistent mit der Annahme, dass 2 = —p V', denn diese Relation leitet sich aus

der Euler-Gleichung (|1.123)) ab, welche wiederum gilt, wenn alle extensiven Gréflen linear
mit V' skalieren, was im thermodynamischen Limes V' — oo der Fall ist.

Nun kénnen wir auch die mittlere Teilchenzahl und die mittlere Energie weiter auswer-
ten,

0
= kpT — In E(T

1 0
=—— —In=ZYT,v,u
Ty B o ( )

W 9y = Bp(T,p)
B=t o

Ty

=nV, (1.233)

T

1 o
o V= Bp(T, 1) O
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wobei wir die Glgen. ((1.210) und ([1.232)) benutzt haben. Die mittlere Teilchenzahl ergibt
sich also als das Produkt von Teilchenzahldichte (berechnet als partielle Ableitung des
Druckes) und mittlerem Volumen. Fiir die mittlere Energie erhalten wir

0

E = — % In Z(T, 7, i) ’W—i-,u/\/': 25 In 27T, , p) %M—i-u./\f
EVo1 ah—gg(T,u)] WJF“N
- m_—pw—ag—g” Y
= 7—5;]7(7110 _—p(T,u)—FTg—; ) + uN (1.234)

wobei wir im letzten Schritt wieder df/dT = —(/T ausgenutzt haben. Nun ist wegen
p=-Q/V

op 1 00 S
—| =—= — =_— = 1.235
T vor|, v’ (1.235)
die Entropiedichte. Also erhalten wir aus Gl. (1.234)) mit den Glgen. (|1.232]) und (|1.233))
E=V(—p+Ts)+puN =V (Ts—p+pun) . (1.236)

Diese Relation ist konsistent mit der Euler—Gleichung (|1.123]).

1.6.2 Das thermodynamische Potential des Druck-Ensembles

Fiir das thermodynamische Potential des Druck-Ensembles definieren wir in Analogie zu

Gl. (T.195)

AT, v,p) = —kpT In (T, v, 1) = kgT In 27T, 7, i) . (1.237)

Dieses thermodynamische Potential ergibt sich aus dem groflkanonischen Potential durch
eine Legendre—Transformation beziiglich der Variablen V',

o0
T,p
(1.238)
Am physikalischen Punkt v — ~+* = 8p erhalten wir
AN =NMNT,Bp,p) = QUT,V(T, v ), 1) +pV(T, 7", 1)
= QT,V(T,Bp,p),n) +pV(T, Bp, 1)
= —pV+pV=0. (1.239)
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1.6 Druck-Ensemble

Fiir das totale Differential ergibt sich mit den Glgen. ((1.231)), (1.232]) und (|1.233))

oA oA oA
dA = | df+ | dy+ 5| dp
9p Yok 0 T, Op Tyy
1{{0mn=" OlnE"t dln=""
= = —A)dB+ dy + d
6 ( 8/6 YK ) a’}/ T,p ! a/uL Ty lu]
1
_ B[(E—MN—A)dﬁnLVdv—ﬁNd,u]
- —A
_ _%quLkBTVd’y—Ndu. (1.240)

Im Limes v — v* = Bp kann man das Differential dv schreiben als
dy — dy =Bdp+pds=3 (dp— %dT) .

Eingesetzt in Gl. ((1.240)) ergibt sich mit A(T,~*, u) = A* =0, Gl. ((1.239)),

. E—pN p
L e dT+V<dp—?dT)—/\/'du
1
- —T(E—i—pV—uN)dT—irVdp—Nd,u. (1.241)

Benutzen wir noch GI. ([1.236)), so erhalten wir
dA* = —sVdT +Vdp — N du .

Schreiben wir die mittlere Entropie als

S=sV, (1.242)
so erhalten wir
dA* = -SdT +Vdp - Ndu . (1.243)
Andererseits ist
1 1
dA* = —=dInE(T A p) = —————d=E = -k T=ZYT,v*,n)d==0, (1.244
3 (T, 1) BET. ) B ( 1) ( )

da = YT, ~*, u) = 0, vgl. GL. (1.225)). Also ist GI. ([1.243) nichts anderes als die Gibbs-
Duhem-Relation (1.124]),

0=-8dT+Vdp—-Ndpu. (1.245)
1.6.3 Anwendung: reales Gas 26.11.2024

Das Druck-Ensemble eignet sich, um Zustandsgleichungen realer Gase zu berechnen. In
einem realen Gas kann man die Wechselwirkung zwischen den einzelnen Teilchen nicht
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1 Klassische Statistische Mechanik

langer vernachlassigen. Wir nehmen der Einfachheit halber an, dass sich diese Wechselwir-
kung aufgrund der Tatsache ergibt, dass die Teilchen nicht punktférmig sind, sondern ein
sog. Eigenvolumen v, besitzen. Daraus ergibt sich eine repulsive Wechselwirkung,
wenn sich die Teilchen zu nahekommen. Das hat zur Folge, dass den Teilchen nicht das
gesamte Volumen V' des Systems zugénglich ist. Nimmt man an, dass die Teilchen beliebig
deformierbar sind, so ergibt sich das den Teilchen zugéngliche Volumen W als Differenz
zwischen dem Volumen V' des Systems und dem von den Teilchen belegten Volumen vy N,

W=V-uN. (1.246)

Wir machen nun den Ansatz, dass die kanonische Zustandssumme eines Gases aus
N Teilchen mit Eigenvolumen vy im Volumen V' bei der Temperatur 7' derjenigen ei-
nes idealen Gases aus N Punktteilchen im zuginglichen Volumen W bei derselben
Temperatur 1" entspricht,

Z(T,‘/,N) = Zld(T,VV,N> (")(W) = Zid(Ta vV — Vo N, N) @(V — Vo N) . (1247)

Die ©-Funktion beriicksichtigt die Tatsache, dass dem System keinerlei Mikrozustédnde
mehr zur Verfiigung stehen, wenn die Teilchen das gesamte Volumen V' ausfiillen.
Die grolkanonische Zustandssumme des realen Gases ergibt sich aus GIl. ((1.182]),

Z(T, V) = Y 2N Za(T,V—wN, N)O(V — v N)

_ NZ_:O% [M] OV — v N) (1.248)

wobei wir GI. benutzt haben. In dieser Form ist die Berechnung dieser Zustands-
summe nahezu unméglich. Sie gestaltet sich jedoch denkbar einfach, wenn wir zunéchst die
Zustandssumme des Druck-Ensembles berechnen und dann den physikalischen Druck als
deren Singularitdt identifizieren. Gemafl Gl. haben wir (wir konnen die Konstante
Vo mit dem Eigenvolumen v, identifizieren)

1 [> =
E(T,v,p) = — [ AVe ™Y PN Zy(T, V = v N, N)O(V — vy N)

Vo Jo N=0
I &= [™

= =) / AV e WVHBN 7 (T, V — vy N, N)
Yo N—p /v N

_ 1 Z /Oo AV e V=ro N)+Bu=ksTw N 7 (T _ yo N, N)
Yo N—p /v N
I = [™

= =) / AW e "WHBN 7 (T, W, N) , (1.249)
Yo o /o

wobei wir die Vertauschbarkeit von Summe und Integral vorausgesetzt haben (was zutrifft,
solange v hinreichend grof§ gewihlt wird), das zugéngliche Volumen W als Integrations-
variable substituiert haben und das effektive chemische Potential

v=pu—kgT vy (1.250)
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1.6 Druck-Ensemble

eingefiithrt haben. Die zugehorige Fugazitéit bezeichnen wir im Folgenden mit

(=exp(fr). (1.251)

Nun kénnen wir wieder Summe und Integral vertauschen und erhalten

1 00 o0 1 00
E<T>77:u> = _/ dw €*WWZCN Zid(T> W7 N) = _/ dw ef'yW Zid(TvvvaV) )
0 N=0

Vo Yo Jo
(1.252)
wobei wir GI. fiir ein ideales Gas von Teilchen bei Temperatur 7" und chemischem
Potential v im Volumen W angewendet haben. Die grolkanonische Zustandssumme eines
solchen idealen Gases hatten wir aber bereits in GI. berechnet,

- _1 7 _ B e T
H(T’%u)_vo/o dW exp{ W(fy )\3>]_U0fy_</)\3, (1.253)

wobei wir im letzten Schritt fiir die Konvergenz des Integrals v > (/A? fordern miissen.
Aus dem vorangegangenen Abschnitt wissen wir aber, dass der physikalische Druck
p(T, i) der Singularitidt v* der Funktion Z(7', v, ) entspricht, d.h.

L *
v = = = = = e exp (—voY") , (1.254)

wobei wir beriicksichtigt haben, dass das effektive chemische Potential ((1.250)) an der
Singularitit bei v = v* auszuwerten ist. Dies ist eine Fixpunktgleichung fiir v* bzw.
den physikalischen Druck p(T, u) = kgT ~v*,

p(T.11) = ki T 5 exp [~Buop(T. )] - (1.255)

Die Teilchendichte berechnen wir daraus geméafl Gl. (1.210)),

Op| k8T o guprm Ip 2 Buop(T)
n = %T: b Bze PP M_ﬁvoﬁ_TkBTﬁe 0 PLEH
= Bp—PBuvnp
ﬁp 5 e Buop
= n = — = — 1.256
1+ Bvgp A1+ Bup ( )

Die Fixpunktgleichung (|1.255)) 1&8t sich im Allgemeinen nur numerisch 16sen. Falls aber
Buop(T, ) < 1, konnen wir die Exponentialfunktion auf der rechten Seite entwickeln
und erhalten

p:l{;BTi(l—ﬁvop) = p(l—l—vOZ):kBTi. (1.257)

A3 23
Eine dhnliche Entwicklung fiir die Teilchenzahldichte ({1.256) fiihrt auf

z VA n n
~ —(1-2 = S~ ~ ,
neg(l=28uwp) N 1—-28up 1-2uwn

(1.258)
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1 Klassische Statistische Mechanik

wobei wir in fithrender Ordnung in vy im Nenner [ p =~ n approximiert haben, vgl. Gl.

(1.256)). Setzen wir z/A3 in Gl. (1.257) ein, so erhalten wir

n

Y

1—2yyn

von
P 14—2 ~p+uvopn~p+uvokgTn®>=kgT
1—2yyn

wobei wir auf der linken Seite wieder bis zur fithrenden Ordnung in v, gerechnet haben.
Nun ist n = N/V, so dass

N 2
p+U0kZBT (?)

Dies ist ein Spezialfall der sog. Van der Waals—Zustandsgleichung fiir reale Gase,

N 2

Im Limes a, b — 0 geht diese (bzw. Gl. ([1.259) fiir verschwindendes Eigenvolumen, vy = 0)
wieder in die bekannte Zustandsgleichung ([1.110]) des idealen Gases iiber. Im Allgemeinen
sind die Konstanten a, b materialabhéngig, vgl. Tab. [L.1}

(V—20N)=NkpT. (1.259)

(V—-bN)=NkgT. (1.260)

Material | @ [Pa m® mol™?] | b [1073 m® mol ']
Hy 0.0247 0.0266

H,O 0.55729 0.031

No 0.1408 0.0391

Oy 0.1378 0.0318

CO, 0.3637 0.0427

Tabelle 1.1: Konstanten a,b der Van der Waals—Zustandsgleichung fiir verschiedene reale
Gase.
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2 Quantenstatistik

2.1 Quantenmechanische Voriiberlegungen

2.1.1 Reine und gemischte Zustande

Quantenmechanisch sind Koordinaten ¢; und Impulse p; nicht gleichzeitig scharf mef3-
bar. Das klassische Konzept einer Phasenraumtrajektorie @ = (¢, p) fiir das System (als
Mitglied eines statistischen Ensembles) hat also quantenmechanisch keinen Sinn.

Die vollstidndige Kenntnis iiber den Zustands eines Systems liegt im quantenmechani-
schen Sinne vor, wenn sich das System in einem reinen Zustand befindet, vgl. Vorlesung
“Quantenmechanik I”. Dies bedeutet, dass sich das System in einem Eigenzustand zur
maximalen Anzahl miteinander vertauschender Operatoren (ein sog. vollstdndiger
Satz von Operatoren) befindet. Wir bezeichnen diesen reinen Zustand mit |¢)).

Sei {|f,)} eine Orthonormalbasis von Eigenzusténden eines hermiteschen Operators F,
welcher also physikalisch einer Observablen F' entspricht, mit zugehorigen Eigenwerten

fa
Flfa) = folfa) s Falfm) =0mm . D) (ful = 1. (2.1)

n

Wir kénnen |¢) nach dieser Orthonormalbasis entwickeln,

= Z | fa) (fultb) = ch | fa) (2.2)

mit den Entwicklungskoeffizienten ¢,, = (f,,|¢). Diese Koeffizienten entsprechen dem quan-
tenmechanischen Uberlapp zwischen dem reinen Zustand [¢) und dem Zustand |f,). Die
Wahrscheinlichkeit, das durch den reinen Zustand |¢)) beschriebene System bei einer
Messung von F' im Zustand |f,,) anzutreffen, betrigt |c,|* = |{f,|0)|* = (fu| ) (fu]0) =

<w’fn><fn‘w> Es gﬂt
L= (vle) = ) () {fult)) = ZMP 03

n

Offenbar gibt es beim Mefiprozel eine quantenmechanische Unsicherheit, denn das
System kénnte sich ja auch mit Wahrscheinlichkeit |c,,|* # |c,|? im Zustand | f,,.), m # n,
befinden.

Viele Messungen der Observablen F' fiihren zum quantenmechanischen Erwar-
tungswert von F' im Zustand [¢)),

(F) = (|Fl) =Y (W) falth) = annnw an? (24)

n
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2 Quantenstatistik

In den meisten Féllen kann man aber ein bestimmtes System nicht in einem rei-
nen Zustand, d.h. nicht als Eigenzustand eines vollstdndigen Satzes von Operatoren
priaparieren. Es ist lediglich eine Teilmenge dieses maximal moglichen Satzes gemessen
worden, also ist die Kenntnis des Systems unvollstdndig. Man denke z.B. an ein Sy-
stem aus der Statistischen Mechanik, bei dem man einfach nicht die Ortsvektoren von
N ~ 10% Teilchen durch Messung bestimmen kann. In diesem Fall spricht man von ei-
nem sog. gemischten Zustand. Die fehlende Vorinformation erlaubt nun lediglich, dem
System eine Wahrscheinlichkeit p,, € [0,1] zuzuordnen, dass es sich in einem reinen
Zustand |tYy,), m = 1,2,..., befindet. Das System befindet sich aber mit Sicherheit in
irgendeinem dieser reinen Zusténde,

me =1. (2.5)

Aufgrund der mangelnden Vorinformation ist es nicht moglich festzulegen, in welchem
der reinen Zusténde [i,,) sich das System befindet. Man kann aber annehmen, dass die
reinen Zustédnde orthonormiert sind,

<wn‘¢m> = Onm - (2'6)

Die Messung der Observablen F' in einem gemischten Zustand liefert das Ergebnis

(F)) =D P Wl E 1) = D oo (F - (2.7)

A

Man mifit also mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit p,,, den Wert (F'),, fiir die Observable
F, ndmlich genau dann, wenn sich das System im reinen Zustand |¢,,) befindet. Da es dies
nur mit Wahrscheinlichkeit p,, tut, muss man anschliefend noch iiber alle m summieren.

Bei dem Mittelwert handelt es sich also zum einen um eine quantenmechanische
Mittelwertbildung, die den Wert (F )n liefert, falls sich das System im reinen Zustand
|t,) befindet. Dann ist aber p, = 0,,. Andernfalls muss man noch zusétzlich eine
statistische Mittelung durchfiihren, die auf der Unkenntnis beruht, in welchem reinen
Zustand sich das System gerade befindet. Diese zweite Mittelwertbildung wird durch die
doppelten spitzen Klammern auf der linken Seite symbolisiert.

2.1.2 Dichtematrix
Wir schreiben den statistischen Mittelwert (2.7)) als

(F)) = > pm Wl o) =D m > (Wl F | ) (faltom)

n

n

S” bt} |

fn> . (28)
Definieren wir die sog. Dichtematrix oder den statistischen Operator

P= Pltom) (Wl , (2.9)
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2.1 Quantenmechanische Voriiberlegungen

so konnen wir Gl. (2.8) schreiben als

(N =Dl P 1) =T (F) (2.10)

n

Eigenschaften der Dichtematrix:

(i) Hermitezitét:
p = mewjm ¢m| = mehbm

wobei wir ausgenutzt haben, dass die Wahrscheinlichkeiten p,, reell sind.

(ii) Spur:

(2.11)

Trp = me (ol ) (] fu) = me| Faltom)?

- meZ\Cnml2 mezl, (2.12)

wobel wir die Glgen. (2.3) und (2.5) benutzt haben. Diese Identitét schreibt sich
mit dem statistischen Mittelwert (2.8) auch viel kompakter als

() =1=Trp.
(iii) Nichtnegativitit:
(elp o) = me (@l tm) (Vmlp) = mel (eltm)? >0 (2.13)

(iv) Eigenwerte:
Aufgrund von Eigenschaft (i) sind die Eigenwerte von p reell.

Behauptung: Der reine Zustand |1),,) ist Eigenzustand der Dichtematrix zum Ei-
genwert p,,.

Beweis:

p |wn> = me |¢m><¢m|wn> = me |¢m> Omn = Pn |wn> , qed. . (2'14)

(v) Dichtematrix eines reinen Zustands:

p= )| = P, (2.15)

d.h. die Dichtematrix ist gleichzeitig der Projektionsoperator auf den Zustand
|4). Es gilt ferner

Tep = Y (ful) (Wl fn) = Z|fn|¢ Z|cn|2—1 (2.16)

n

(F) = T (5F) = me (WIF1fa) = an (B =3 folenf

(F) (2.17)
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2 Quantenstatistik

(vi)

(vii)

80

wobei wir Gl. (2.4) benutzt haben. Fiir einen reinen Zustand muss der statistische
Mittelwert mit dem quantenmechanischen iibereinstimmen.

Quadrat der Dichtematrix:

7 = 2 pa P [n) (nltom) (ol = D 9o b ) S (il = Do) o]

(2.18)
Daraus folgt

me (Falom) (U] f) = meDfnwm me2|cnmy
me me: rp=1 (2.19)

wobei wir Gl. (2.3) und die Tatsache benutzt haben, dass 2> < z Vz € [0,1].
Fiir reine Zusténde gilt allerdings das Gleichheitszeichen in dieser Ungleichung: ein
Projektionsoperator ist idempotent,

5> = [Y) (W) (W] = [} (W] =5,

woraus folgt
1.

Trp? = Trp

Zeitentwicklung:

Im Schrodinger—Bild erfiillen Hilbertraum-Zusténde die zeitabhéngige Schro-
dinger—Gleichung

Zh— [ (1)) = H(1) [¥(1)) | (2.20)

vgl. Gl. (3.82) der Vorlesung “Quantenmechanik I”. Durch hermitesches Konjugieren
folgt daraus auch
d .
—ith = (W) = W)H() - (2.21)
Damit folgt fiir die Zeitableitung der Dichtematrix (2.9) unter Zuhilfenahme der
Produktregel

dp d|v, . (U,
n = S (105wl + ) in )

m

= 3 b (H o) (ol = o) (| )
— Hp—pH= [H p] . (2.22)

Diese sog. von Neumannsche Differentialgleichung stellt das quantenmecha-
nischen Analogon zur klassischen Liouville-Gleichung (1.34) dar. Fiir stationére
Ensemble, dp/dt = 0, folgt

[If[, ﬁ} ~0. (2.23)



2.2 Mikrokanonisches Ensemble

Betrachten wir nun einen Operator F'. Sein Erwartungswert in einem reinen Zustand
|{y,) erfiillt (unabhéngig vom quantenmechanischen Bild, in dem wir das System
betrachten) das Ehrenfestsche Theorem (vgl. Gl. (3.121) der Vorlesung “Quan-
tenmechanik I”)

hdiu%) = ([F &) +in < %];>m | (2.24)

Fiir nicht explizit zeitabhdngige Operatoren, OF /Ot = 0, verschwindet der letzte
Term. Mit Hilfe des Ehrenfestschen Theorems (2.24)) berechnen wir nun die Zeitent-
wicklung des statistischen Mittelwerts (2.7]) fir nicht explizit zeitabhéngige Opera-
toren,

) = Smmin g P =S ([ 4])
<<[F7H]>>=Tf{[ |} =1 (pF =i F)

- Tr (F[ﬁﬁ-ﬁﬁ[ﬁ’) = Tr {[H p] F} ,

wobei wir im vorletzten Schritt die zyklische Vertauschbarkeit von Operatoren unter
der Spur ausgenutzt haben. Fiir stationdre Ensembles gilt aber Gl. (2.23)), so dass

d

S (FY)

0, (2.25)

d.h. im stationédren Ensemble sind nicht nur die Dichtematrix, sondern auch Erwar-
tungswerte von (nicht explizit zeitabhéngigen) Operatoren zeitunabhéngig.

2.2 Mikrokanonisches Ensemble

Wir betrachten ein quasi-isoliertes System, d.h. die Energie nehme Werte zwischen F
und £ + AFE an, wobei AF/E < 1. Die Dichtematrix des Systems sei stationir, d.h.
Gl -) sei erfiillt. Da H und p vertauschen, besitzen sie ein gemeinsames System
von Eigenzustinden, z.B. die Energie-Eigenzusténde |E,) zum Hamilton—Operator,

HI|E) = FE,|E,) , (Eu|Ewn) =0um, (EuH|En) = Eydum - (2.26)
Fiir die Dichtematrix gilt dann entsprechend
PIEw) = pn|En) s (Enlp|Em) = pn Onm - (2.27)

Allerdings sind aufgrund der Quasi-Isoliertheit des Systems lediglich Energie-Eigenzu-
stande zwischen F und F + AFE erlaubt,

E<E,<E+AE.
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2 Quantenstatistik

Wir nehmen an, dass alle Energiezustéinde F, in diesem Energieintervall mit gleicher
Wahrscheinlichkeit besetzt sind, also

(2.28)

_ f c=const., E,c[E,E+AE],
Pr=17 0 sonst .

Den Wert der Konstanten bestimmen wir aus der Spurbedingung (2.12). Zunéchst gilt
p= 3 el B) Bl (2:20)

wobei der Strich an der Summe andeutet, dass lediglich iiber Energien E,, im Intervall
[E, E' + AE] summiert wird. Wir definieren die Zahl der Energie-Eigenzustéinde in
der quantenmechanischen Energieschale der Dicke AFE als

D(E,V,N) (Z |E,) ) : (2.30)

Benutzen wir Energie-Eigenzustinde zur Berechnung der Spur, so kann man diesen Aus-
druck auch schreiben als

D(E,V,N) = > (E\|Y ) |En){En|Ey) ZE\Z | Em)
= Y (EnlEn)=>_". (2.31)

m m

Dies rechtfertigt die Interpretation von D(E,V, N) als Zahl der Energiezustdnde in der
Energieschale. Es folgt wegen

1=Trp=cTr (Z,‘Em><Em’) =cD(E,V,N),

dass
= ; (2.32)
‘T DEV,N) '
und daher .
= —— "TEMNE,,| . 2.33
P~ Dy 2 1)l (233)

Statistische Mittelwerte berechnen sich damit als

(FY) =Tt (,3F> :m (Z \E, ) (B, |F> . (2.34)
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2.3 Kanonisches Ensemble

Beispiel: Energie
Es ist zweckméafig, zur Berechnung der Spur Energie-Eigenzustdnde zu nehmen:

() = Tr (ﬁﬁ)zm (Z | En) (B |H)

_ ﬁzmz |\ En)(Enl H |E,)

1
~ D(E,V,N) ZE|Z|E

1 :
~ S L B (2:35)

Weil aber AE < F ist, sind alle Energie-Eigenwerte F,, im Intervall [E, E+ AE] ungeféhr
gleich grof,
VE,c€|E,E+AE] : E,~FE.

Dann ist

((H)) ~ ﬁ Emj = ﬁ D(E,V,N)=FE, (2.36)

wie es sein muss.
Alle anderen thermodynamischen Variablen sind genauso definiert wie in der klassischen
Statistischen Mechanik, ndmlich als partielle Ableitungen der Entropie

S(E,V,N) = kg In D(E,V,N) . (2.37)

Allerdings ist jetzt das Argument des Logarithmus durch die Zahl D(E,V, N) der Ener-
giezustidnde in der Energieschale gegeben, vgl. Gl. (2.30)).

2.3 Kanonisches Ensemble

Gegeben seien zwei Systeme »; und Y5 im thermischen Gleichgewicht, wobei Y5 ein
Wirmebad fiir ¥; darstellen soll. Das Gesamtsystem Y = ¥; U Yy sei isoliert. Der
Wiérmeaustausch zwischen den Systemen sorgt dafiir, dass lediglich die Gesamtenergie
E = Fy + E5 erhalten ist, nicht aber die Energien der einzelnen Systeme. Dagegen &ndern
sich die Volumina V7, V5 und Teilchenzahlen N, Ny der einzelnen Systeme nicht, da sie
nicht im mechanischen oder chemischen Kontakt miteinander stehen. (Anmerkung: dies
ist die gleiche Situation, wie wir sie schon in Abb. besprochen hatten.)

Um die Dichtematrix p; fiir das System >; zu bestimmen, miissen wir die Wahr-
scheinlichkeiten p,, bestimmen, das System ¥; in einem seiner moglichen Energie-
zusténde |E,,)1 zu finden. Wir nehmen zunéchst an, das System ¥; befinde sich in diesem
Energiezustand, d.h. F; = F,,. Die Gesamtenergie des Systems ist dann £ = F,, + E»,
d.h. By = E — E,,. Fiir einen gegebenen Zustand |E,,); des Systems ¥ ist die Zahl
der Zustinde, die das Gesamtsystem > annehmen kann, identisch mit der Zahl der
Zustinde Do(E — E,,, Vo, Ns), die der Rest des Systems, also das Warmebad 3,
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2 Quantenstatistik

annehmen kann. Nach dem Postulat der gleichen “a priori”~Wahrscheinlichkeiten wer-
den alle Mikrozusténde mit gleicher Wahrscheinlichkeit angenommen. Je grofier Do(E —
En, Vo, Ny) fir gegebenes F,, ist, desto wahrscheinlicher ist es daher, dass das Sys-
tem X, im zugehorigen Zustand |E,,); anzutreffen ist. Also ist die Wahrscheinlichkeit
Pm, das System ¥; im Energiezustand |E,,); anzutreffen, proportional zur Zahl der
Zustinde des Wirmebads,

Pm DZ(E - Ema‘/%NQ) = exp[ln D2<E - E’ma‘/QaNZ)]
Em aSQ(EQa‘/QaN2)
Eo=F

~ In Do(E. Vs, Ny) — —
exXp n 2( sy V2, 2) kB 8E2
E,, B
~ Dy, Vs, Ny) exp (— >~e B (2.33)
kgT

wobei wir die gleichen Schritte ausgefiithrt haben, die schon auf Gl. (1.135)) gefiihrt hatten.
Also folgt fiir die Dichtematrix des Systems ¥; im kanonischen Ensemble

p1o~ ZeiﬂE’” |Em )11 (Em| = Z‘ffﬁﬁl | Em)11(Em]

m m

e PN B ) 1 (B = e P 1= e (2.39)

wobei wir die Eigenwert-Gleichung und die Vollstandigkeitsrelation (2.1 fiir die Energie-
Zustande |E,,); benutzt haben. Normieren wir diesen Ausdruck entsprechend Gl. (2.12)),

Tl'ﬁlz]_,

und unterdriicken den Index 1, dann lautet der endgiiltige Ausdruck fiir die Dichtematrix
im kanonischen Ensemble

e‘ﬁﬁ

p=—7—"="-
Tr (e*5H>

Der Nenner ist natiirlich identisch mit der Zustandssumme des kanonischen Ensem-
bles,

(2.40)

Z(T,V,N) = Tt (Mﬁ) , (2.41)
so dass die Dichtematrix (2.40) auch in der Form

e hH

= — 2.42
= 2T V) (242)
geschrieben werden kann. In der Energiedarstellung lautet die Zustandssumme
Z(T,V,N) = (Enle P 7|E,) =Y e (2.43)
Statistische Mittelwerte berechnet man geméafl Gl. ([2.10)),
A ~ 1 PN
P) =T (pF) = oo Tr (e P7F) 2.44
(W) =T (5F) = gy ™ (¢ (2.44)

84



2.4 GrofBkanonisches Ensemble

Beispiel: Mittlere Energie

E = Tr(ﬁﬁ[) :mTr (e*ﬁﬁﬂj :m ;eﬁEmEm

1 0 _
= TV (—%Z(T, V,N)) =— ~ 1n Z(T,V,N)

wie schon im klassischen Fall.

Alle thermodynamischen Gréflen ergeben sich wie im klassischen Fall aus der freien
Energie

F(T,V,N)= —kgT In Z(T,V,N) , (2.46)

wobei jetzt allerdings der quantenmechanische Ausdruck (2.41)) fiir die kanonische Zu-
standssumme zu benutzen ist.

2.4 GroBkanonisches Ensemble

Wir betrachten zwei Systeme >; und Y, im thermischen und chemischen Gleich-
gewicht, wobei Y5 ein Warme- und Teilchenbad fiir 3J; sein soll. Das Gesamtsystem
Y = Y1 U2, sei wieder isoliert. Der Wérme- und Teilchenaustausch zwischen den Syste-
men sorgt dafiir, dass lediglich die Gesamtenergie £ = E;+ E5 und die Gesamtteilchenzahl
N = Nj + N, erhalten ist, nicht aber die Energien und Teilchenzahlen der einzelnen Sy-
steme. Dagegen dndern sich die Volumina Vi, V5 der einzelnen Systeme nicht, da sie nicht
im mechanischen Kontakt miteinander stehen. (Anmerkung: dies ist die gleiche Situation,
wie wir sie schon in Abb. besprochen hatten.)

Wir nehmen an, dass der Hamilton—Operator H; mit dem Teilchenzahl-Operator N
kommutiert,

[ﬁl, Nl} ~0. (2.47)

Dann kénnen wir fiir die Zusténde des Systems ¥; gemeinsame Eigenzustinde von
H, und N, wahlen,

Hy|Em,N)1 = En|Enm, Ni)1, (2.48)
Ni|Ep, N\)1 = Ni|En, Ni)i . (2.49)

Das System ; befinde sich nun im Zustand |E,,, N1);. Die Wahrscheinlichkeit p,,, das
System ¥; in diesem Zustand zu finden, ist — analog der Argumentation im vorangegan-
genen Kapitel — proportional zur Zahl der Zusténde, die das System ¥, annehmen
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kann,

pm(N1) ~ Do(E—E,, Vo, N — Ny) =exp[ln Dy(E — E,,, Vo, N — Np)]
% 832(E27‘/27N2)

~ exp |lnDy(E, Vo, N) —
kp O, Eo=E,Ny=N
N & 852(E27‘/27N2)
kp N, Ey=E,Ny=N
E MN1 _ _
~ Dy(E,Vy, N - ~ e PEm = lt) 2.50
o5,V N xp (4 B ) o (2.50)

Damit wird die Dichtematrix des Systems >; im groBkanonischen Ensemble

e S M B N N
N1 m
Z Z o BH1—pN1) | By N1 11 (B, N1
N1 m
_ e_ﬁ(Hl—uNl) Z Z ’Em, N1>11<Em, N1|
N1 m
= e BHI—pN) | = —BHI—puF) (2.51)

Normieren der Dichtematrix und Unterdriicken des Index 1 liefert das Ergebnis fiir die
Dichtematrix im grof3kanonischen Ensemble,

e_ﬁ(ﬁ_p“N)
p= — . (2.52)
Tr |:6_/3(H_NN):|
Der Nenner ist die groflkanonische Zustandssumme
Z(T,V,p) = Tr [e_ﬁ(ﬁ_“m} , (2.53)
so dass die Dichtematrix (2.52)) auch als
1 N N
'5: —e*ﬁ(H*NN) (254)

Z(T,V, )

geschrieben werden kann. In der Energie- und Teilchenzahldarstellung lautet die groflka-
nonische Zustandssumme ([2.53)

Z(T,V,p) = f: Z(Em,Nle_B(ﬁ_“NHEm,N) _ i Ze—ﬁ(Em—pN)

N=0 m N=0 m

= ieﬂ“NZeﬁEm:izNZ(T,V,N), (2.55)
N=0 m N=0
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wie schon im klassischen Fall. Statistische Mittelwerte werden wieder gemafi Gl. ([2.10)
berechnet,

UFY) = Tr (ﬁF) - Mﬂ [e_ﬂ(ﬁ_“m F]

1 = R
- — “BEm—uN(E  N|F|E,, N)
€ ms ms
EGmPID

_ ﬁNZN Z(T,V,N) {(F))xs . (2.56)

wobei ((F))kg der statistische Mittelwert (2.44)) im kanonischen Ensemble ist. Diese Glei-

chung hat grofie Ahnlichkeit mit G1. (1.185) im klassischen Fall.
Alle thermodynamischen Grofien lassen sich wie im klassischen Fall aus dem grof3ka-
nonischen Potential

QT,V,pu) = —kpT In Z(T,V, ) (2.57)

ableiten, wobei jetzt allerdings der quantenmechanische Ausdruck (2.53)) fiir die groSka-
nonische Zustandssumme einzusetzen ist.

2.5 Extremaleigenschaften thermodynamischer
Potentiale

2.5.1 Entropie und Dichtematrix

Wir beweisen folgenden

Satz: Fiir die Entropie gilt im mikrokanonischen, kanonischen und groflkanonischen En-
semble

S=—kg{(Inp))=—kpTr (pInp) . (2.58)

Beweis:

(i) mikrokanonisches Ensemble: Es gilt (vgl. Gl. (2.33)))

1
p= | B (Bl
p D(E,V,N) £ [ B (Em|

Daraus folgt

—kp((Inp)) = —kpTr (pInp) =—kp Y (E.|plnp|E,)

kg
= ——— "E,|Ex){En| Inpl|E,
DBV 2 2 (Bl (Enl 185 |E:)

ks

— _WZ’UM Inpl|E,) . (2.59)

n
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Der Logarithmus eines Operators ist durch seine Reihenentwicklung definiert. Wenn
er auf Eigenzusténde des Operators wirkt, kann man ihn durch den Logarithmus
der entsprechenden Eigenwerte ersetzen,

In unserem Fall sind die Energiezustéinde |F,) auch Eigenzustdnde der Dichtema-
trix, mit zugehorigen Eigenwerten p,, vgl. Gl. (2.27)). Die Wahrscheinlichkeiten p,,
wiederum sind durch Gl. (2.28|) gegeben, wobei die Konstante ¢ = 1/D(E,V, N),

vgl. Gl (2.32), so dass

1
np|lE,) =n | ———++—| |E E<E <E+AFE.
Damit wird aus GI. (2.59))
kg = —pt e in [ S B B
BARP D(E.V,N) =~ |D(E,V,N)| & ™
kp
= ——— _ InD(E.V,N)D(E.V,N) = In D(E.V,N
D(E,V,N) n ( 7‘/7 ) ( 7V7 ) kB n ( 7‘/7 )7

wobei wir von der ersten zur zweiten Zeile Gl. (2.31) benutzt haben. Geméafi Gl.
(2.37) ist dies aber identisch mit der Entropie S im mikrokanonischen Ensemble,
q.e.d.

kanonisches Ensemble: Es gilt (vgl. Gl. (2.40)))

1 A .
p=— e hH Inp=—-FH—-InZ(T,V,N).
=TV — Inp=-p nZ(T,V,N)

Daraus folgt

—kn((np)) = —kpTr (pnp) = —ksTr {p [-6H —In 2(T,V,N)|}

— kp [BE+1In Z(T,V,N)| ,

wobei wir von der ersten zur zweiten Zeile die Definition (2.45)) der mittleren Energie
und die Normierung (2.12)) der Dichtematrix benutzt haben. Benutzen wir nun noch
die Definition (2.46|) der freien Energie im kanonischen Ensemble, erhalten wir

1

~ ka{(lnp) =

E-F) < F=E+ksT{{Inp)). (2.60)

Andererseits ist die freie Energie identisch mit der Legendre-Transformierten der in-
neren Energie, F = E—T'S, vgl. Gl ({1.158]). Vernachléssigen wir die Fluktuationen
der Energie und setzen E = &, ergibt der Vergleich mit Gl. (2.60) S = —kg ((Inp)),
q.e.d.
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(iii) groBkanonisches Ensemble: Es gilt (vgl. Gl. (2.52))

1

B (- ) np— — (ﬁ_ 1\7)—1 Z(T .
2TV = e g = Z I

p=

Daraus folgt

—kp((Inp)) = —kpTr (p Inp)
— kT {;3 [—5 (H _ MN) —In Z(T,V,u)]}
= kp [B(E—puN)+1n Z(T,V,0)] , (2.61)

wobei wir von der ersten zur zweiten Zeile die Normierung ([2.12)) der Dichtematrix,
sowie die Definition der mittleren Energie,

N 1 - SN
£ (pi) = oL [esin]
V) Tz
und der mittleren Teilchenzahl,
~ 1 ~ SN
- T (AN> - T [ —B(H—#N)N} :
N=Tr ZT Vi) L

im groffkanonischen Ensemble benutzt haben. Benutzen wir nun noch die Definition
(2.57) des groSkanonischen Potentials, erhalten wir aus Gl. (2.61))

kpl(mp)) = (€ —pN —Q) = Q=E— N +ksT((Inp)).

Der Vergleich mit Gl. (1.197), also der Definition des groBkanonischen Potentials als
doppelte Legendre-Transformierte der inneren Energie, Q = E — u N — T S, ergibt
wieder die Relation S = —kg((lnp)) (sofern wir die Fluktuationen der Energie und
der Teilchenzahl vernachlissigen, £ = &, N = N), q.e.d.

2.5.2 Die Boltzmannsche H-Funktion

Es sei p die Dichtematrix eines Systems im thermodynamischen Gleichgewicht, d.h.
im kanonischen Ensemble die eines Systems im thermischen Gleichgewicht mit
einem Wirmebad, oder im grof3)kanonischen Ensemble die eines Systems im ther-
mischen und chemischen Gleichgewicht mit einem Wiarme- und Teilchenbad.
Ferner sei p’ die Dichtematrix eines Systems, welches sich in irgendeinem Zustand befindet,
der nicht dem thermodynamischen Gleichgewicht entspricht, p’ # p. Es gilt

plon) = pnlpn) B l0h) = puleh), Trp=Trp =1.

Wir definieren nun die sog. Boltzmannsche H—Funktion (sprich “Eta”-Funktion,
nach dem griech. Grobuchstaben H) als

H=Tr[p(Inp—1Inp")| . (2.62)
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Behauptung: H <0.

Beweis: Wir berechnen die Spur mit Hilfe einer Orthonormalbasis von Eigenzustdnden

{1753

H = Y [0l 8 Wplph) = (0l § g 1)) = ot (0] I p 1) = (ol 0 [0,)]

m

= > [Pl I plpl) —npl, (o]0

wobei wir ausgenutzt haben, dass der Logarithmus eines Operators, angewandt auf einen
seiner Eigenzustinde, den Logarithmus des zugehdrigen Eigenwerts ergibt. Um dies auch
fiir den ersten Term anwenden zu konnen, miissen wir eine vollstédndige Eins von Eigen-
zustdnden |p,) einschieben,

3.12.2024 )
RRERIE H =0, (0l I plon)(pnlon) — g, (Plon) (onlp)]

m,n

= > P (npy = pl) (ol o) me ln /)m|pn>|2

m,n

Nun schéitzen wir die rechte Seite nach oben ab. Es gilt
y—1>hhy Vy=>0,
vgl. Abb. 2.7}

Also gilt
W< Y, (— - 1) {paloadl? = 3 [on (onl) (aln) — P (Pl nl )]
= Z<pn| plon) =D (ol P 1pl) =Tep—Tep' =0, qed.

2.5.3 Der zweite Hauptsatz der Thermodynamik

Mit Hilfe der Boltzmannschen H-Funktion 148t sich sehr leicht der zweite Hauptsatz der
Thermodynamik beweisen, ndmlich dass die Entropie im thermodynamischen Gleichge-
wicht ein Maximum annehmen muss. Diese Uberlegung, die streng im mikrokanonischen
Ensemble gilt, 148t sich auch auf die freie Energie im kanonischen und das grofkanoni-
sche Potential im groflkanonischen Ensemble iibertragen. Wir betrachten die drei Fille
im Einzelnen:

(i) Entropie:
Wir betrachten zunachst ein mikrokanonisches Ensemble. Basierend auf der im

vorangegangenen Abschnitt benutzten Notation ist die Entropie im thermody-
namischen Gleichgewicht

S =—kgTr (pInp)
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(i)

2.5 Extremaleigenschaften thermodynamischer Potentiale

Abbildung 2.1: Zur Abschétzung der Boltzmannschen H—Funktion.

und die Entropie in einem Zustand, der nicht dem thermodynamischen Gleichge-
wicht entspricht,
S'=—kgTr (p) Inp) . (2.63)

Damit 148t sich die Boltzmannsche H-Funktion (2.62)) schreiben als

/
H o= T [f (np—Injl)) = Tr (3 np) + -
B

! /

o S 1 , S

/ /
= ~WD(EV.N)Y " {pal ' low) +:—B = —InD(E,V,N)Trp' + ]f—B

wobei wir die Dichtematrix (2.33) im mikrokanonischen Ensemble benutzt haben.
Also ist
S'"<S bzw. dS>0. (2.64)

Dies ist der zweite Hauptsatz der Thermodynamik: die Entropie nimmt
bei allen Prozessen, die ins thermodynamische Gleichgewicht fiihren, zu
und dort entsprechend ein Maximum an.

Freie Energie:

Wir betrachten nun ein kanonisches Ensemble, fiir das die Dichtematrix durch
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(iii)

92

Gl. (2.40) gegeben ist. Mit der Tatsache, dass Gl. (2.63)) in jedem Ensemble gilt,

berechnen wir

!

H = Tr[p(Inp—1Inp)] =Tr (f ln,é)—l—ki
B

Sl
ki
/

— _8Tr (ﬁ’ﬁ) — W Z(T,V,N) Tt jl + ki
B

— T {,5/ [—/31& W Z(T,V, N)} } n

— —[3’5’—1nZ(T,v,N)+ki:ﬁ(F—5’+TS’)zﬁ(F—F’)§0,

B

wobei & = Tr(p/ H ) die mittlere innere Energie des Nichtgleichgewichtszustands und
F'=& — TS dessen freie Energie ist. Also folgt

F<F bzw. dF <0, (2.65)

die freie Energie nimmt bei allen Prozessen, die in einem System bei vor-
gegebenem T', V und N ablaufen kénnen, ab, letztere fithren dementsprechend
zu einem Minimum der freien Energie.

Grof3kanonisches Potential:

Wir betrachten zum Schluss noch ein groflkanonisches Ensemble, fiir das die
Dichtematrix durch Gl. (2.52) gegeben ist. Mit der Tatsache, dass Gl. (2.63) in

jedem Ensemble gilt, berechnen wir

!

H o= T [f (np—Ing)] = Tr (7 Inj) + =
B

!

= Tr {ﬁ' [—/8 (f[—uN) —an(T,V,,u)] }—J—E

— BTy (p’ﬁf) 4 BuTr (ﬁ’N) —1nZ(T,V,u)Tr,3’+I%

= —B(5'—uN’)—an(T,V,p)+%zﬁ(Q—€'+uN'+TS’)
= - <0,

wobei N7 = Tr(p'N) die mittlere Teilchenzahl des Nichtgleichgewichtszustands und
V=& —-T5 — pN" dessen groBkanonisches Potential ist. Also folgt

N<Q bzw. dQ2 <0, (2.66)
das grof3kanonische Potential nimmt bei allen Prozessen, die bei vorge-

benem T, V und p ablaufen kénnen, ab, letztere fithren dementsprechend zu
einem Minimum des groffkanonischen Potentials.



2.6 Néaherungsverfahren

2.6 Ndherungsverfahren

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit quantenmechanischen bzw. quantenstatisti-
schen Naherungsverfahren. Wir machen zunéchst einen Exkurs in die quantenmecha-
nische Storungstheorie fiir stationdre Zustédnde und fiir zeitabhéngige Prozesse (ein
Thema, welches eigentlich in die Vorlesung “Theoretische Physik VI: Quantenmechanik
11" gehort, welches wir hier aber vorab behandeln). Unter Ausnutzung einer wichtigen
Analogierelation, welche Zeiten ¢ und inverse thermische Energien ( miteinander ver-
kniipft, betrachten wir sodann ein quantenstatistisches System im thermodynamischen
Gleichgewicht und berechnen stérungstheoretische Korrekturen zu dessen Zustands-
summe.

2.6.1 Zeitunabhangige (Schrodingersche) Storungstheorie

Wir betrachten ein quantenmechanisches System, welches durch den nicht explizit zeit-
abhingigen Hamilton—Operator H beschrieben wird, 0H /0t = 0. Dieser habe die FEi-
genzustinde |E,) mit zugehorigen Eigenwerten E,,

H|E,) = E, |E,) . (2.67)

Die Losung dieser Eigenwertgleichung ist i.A. &uflerst kompliziert (vgl. die Diskussion des
Wasserstoffatoms in der Vorlesung “Quantenmechanik I”). Die Situation vereinfacht sich
jedoch erheblich, wenn der Hamilton—Operator von der Form

H=H,+H (2.68)
ist, wobei Hy der Hamilton—Operator eines Systems ist, fiir das die Eigenwertgleichung
Ho |EY) = B |ED) (2.69)

bereits geldst wurde, also die Eigenwerte AEr(LO) und die Eigenzustinde |E7(10)> bekannt sind,
und H; eine kleine Storung des durch Hj beschriebenen Systems darstellt. Wir nehmen
0.B.d.A. an, dass die Eigenzusténde |E,(ZO)> eine Orthonormalbasis des Hilbertraums bilden,

(EQIEL) = snm) . Y EOHEY] 1.

Nun fiithren wir einen Parameter A € [0, 1] ein und definieren
H(\) =Hy+ \H, . (2.70)

Formal suchen wir die Losungen des Eigenwertproblems

HA) |E,(N) = Eo(A) [En(N) (2.71)
Offenbar ist
H0)=H,, E,(0)=EY  |E,(0)=|EY), (2.72)
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und
Hl)=H=Hy+H,, E,1)=E,, |E.(1)=|E,), (2.73)
Das Ziel wird es sein, die Zustédnde |E,(\)) und die zugehorigen Energien E,(\) als
Potenzreihe in A darzustellen und zum Schluss A — 1 gehen zu lassen.
Fiir das Weitere unterscheiden wir den Fall, in dem \Eflo)) ein nicht entarteter Zustand
ist, und den Fall, in dem ]E,(lo)> entartet ist. Wir betrachten zunéchst die

St6rung eines nicht entarteten Energieniveaus

Der Zustand |E7(10)) sei nicht entartet. AuBlerdem nehmen wir der Einfachheit halber an,
dass es ein Zustand aus dem diskreten Teil des Spektrums von Hy ist (andernfalls kénnen
wir durch Bildung von Weylschen Eigendifferentialen, vgl. Abschnitt 3.1.3 der Vorlesung
“Quantenmechanik I”, immer einen diskreten Zustand konstruieren). Ferner konnen wir
durch eine geeignete Wahl der Normierung des Zustands |E,())) erreichen, dass

(EVIE,(\)=1. (2.74)

Wir entwickeln die Energien E,,(\) und die Zustidnde |E,(\)) in Potenzreihen in A,

E.\) = EO 4+ ED + ED 1. = Z N EW (2.75)
IE,(\) = |EO)Y + X|EW) + X2 |EP) + ZAJ |ED)Y (2.76)

Wegen der Normierung ( |E > = 1 der ungestorten Zustinde und GL - ) folgt,
wenn wir den quantenmechanischen Uberlapp von Gl. - mit ( )| bilden

0= MEV|ED) + 3 (EV|EP) + ZAJ EY)

Da X beliebig ist, miissen alle Koeffizienten in der Summe verschwinden, d.h.

Wir setzen nun die Potenzreihenentwicklungen (2.75) und (2.76)) in die exakte Schrodinger—
Gleichung (2.71)) ein und sortieren linke und rechte Seite nach Potenzen von A,

HON) |E,(N) = Eu(N) |Ea(V))

— (ﬁ0+>\ﬁ1> S NIEY) = YNEPY N|EY)
=0 i=0 §=0
= B |ED)+ >N (Ho|BY) + H|EG)) = B |EY) (2.78)
j=1
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wobei wir auf der rechten Seite die aus der Analysis I bekannte Formel fiir das Cauchy—
Produkt von Reihen benutzt haben,

) oo oo J
E a; E bj = E ¢, mit Cj = E Qj—jg bl
1=0 7=0 j=0 i=0

Gleichung (2.78)) 148t sich nun Ordnung fiir Ordnung in A I6sen, d.h. wir miissen in
dieser Gleichung den Koeflizienten einer gegebenen Potenz AP auf der linken Seite der Glei-

chung mit dem auf der rechten Seite gleichsetzen. In nullter Ordnung Stérungstheorie,
d.h. in der Ordnung \° erhalten wir aus Gl. (2.78)

Hy|EY) = EP |EY) .

Dies ist aber das ungestorte Problem, dessen Losung als bekannt vorausgesetzt worden
war. In pter Ordnung Storungstheorie, d.h. in der Ordnung AP, p > 1, erhalten wir

aus GL. (2.78))

P
Hy|EP) + Hy |[EPD) =Y ED |EP) (2.79)
=0
Multiplizieren wir diese Gleichung von links mit <E,(LO)|, so erhalten wir

p
(B |ED) + (EQEY™) = 37 EOED|EF)

= EY 6, + (BEV|H |EPY) = E 60
=0
— (EO|H|EPYY = EP (2.80)

wobei wir Gl. (2.77) und dy,—; = d;, benutzt haben. Gleichung (2.80) bestimmt die
Energiekorrektur pter Ordnung Eff’); sie ist identisch mit dem auf der linken Seite

aufgefiihrten Matrixelement der Stérung H;
Desweiteren multiplizieren wir Gl. 1’ von links mit <E$)|, m # n. Dies ergibt

p
(B [BW) + (EQIAES ™) = S EOED|EP)

p
= BOEDEY) + Y B (B )

=1

p

= (BW|H - BVIEY) = —(EWIEY) + Y ED(EDIEY)
i=1
p

= (BD - BO)EWIEY) = (B ES)+ Y EDEDIES).

i=1
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Da die Energiezustdnde nach Voraussetzung nicht entartet sind, gilt EY + BY (da
nach Voraussetzung m # n), und wir erhalten

(B 159 = ¢

0) 13 -1 0 —1
EW|H, | EY) —XP:E(” (EQEY™) (2.81)

EX-EBY  H " BV -EW

Die ungestorten Eigenzustéinde sind vollstandig, d.h.

EW) = %ﬁ [EOYV(E®|EW) = i [EOVEQ|ED) |

wobei der Term m = n im Summenintegral aufgrund von Gl. (2.77)) verschwindet. Die
Entwicklungskoeffizienten auf der rechten Seite sind aber gerade durch Gl. (2.81]) gegeben.
Also erhalten wir fiir die Zustandskorrektur pter Ordnung |E1(zp)>

(Efn |H1|E” V)N |E’”’>
|E’(Lp)>:i|E£g)> . ZE) |E© g (28

m#n m#n

Am zweiten Term erkennen wir, dass die Korrektur pter Ordnung von allen Zustandskor-
rekturen niedrigerer Ordnung (p — 1,p — 2,...,0) abhéngt. Also muss man das Problem
sukzessive, d.h. Ordnung fiir Ordnung in p 16sen.

In erster Ordnung, p = 1, erhalten wir aus GI. die Energiekorrektur

EY =(E|H, |E)Y) ,

und aus Gl. (2.82)) die Zustandskorrektur

0 (0 0
1) B E()|H1|E ) 0 ())
m#n ni#£n E E
(0)
(B H E
= Z: |E(0> | ! | ) (2.83)
m#n

da der zweite Term auf der rechten Seite aufgrund der Orthonormalitéit der ungestorten
Eigenzusténde verschwindet, (E,(,?) ]E,(LO)> = 0 fiir m # n.

In zweiter Ordnung, p = 2, erhalten wir aus den Glgen. (2.80) und (2.83)) die

Energiekorrektur

0)) 7 (0) 0)) 7 (0)y)2
n n n n m E1(10) o Eﬁg) E7(L0) _ Efr?)

m#n

Fiir die Zustandskorrektur berechnen wir aus Gl. (2.82))

E(O) H E E(O) E(2

m#n m#n

m#n
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In der zweiten Summe tragt aber aufgrund der Orthonormalitét der ungestorten Eigen-
zustdnde nur der Term fiir ¢ = 1 bei. Also benétigen wir dort den Uberlapp

0)| 7 0 0 0 0)| 73 0
B [HEY) o (B 1EY) (B[ |E)
EX-ER " EY-EY EY-ER

)

(O 0y — §

m n

wobei wir Gl. (2.81) fir p = 1 und wiederum die Orthonormalitit der ungestorten
Zustiande benutzt haben. Eingesetzt in Gl. (2.84)) ergibt sich unter Benutzung der Zu-
standskorrektur erster Ordnung, Gl. (2.83)),

E®) — z| |H1|E WED|H, |EDY)
! m#n r'#En ) (E7(10 7"0))
E<°>|H1|E )
_ i| o (2.85)
m#n m

Entsprechend kann man Korrekturen héherer Ordnung berechnen.
Wir betrachten nun den Fall der

Stérung eines entarteten Energieniveaus

Im Falle einer Entartung von Energieniveaus kénnen die Energienenner EY — EY in den
bislang abgeleiteten Ausdriicke fiir entartete Niveaus n, m divergieren. Also miissen die
bisherigen Uberlegungen erweitert werden.

Wir nehmen an, der (eigentliche) Hilbertraum-Zustand |E( > sei g,—fach entartet, d.h.
es gibt einen g,-dimensionalen Unterraum von Zustédnden ]Em> die alle dieselbe Energie
ET(L) besitzen,

Ho|EW) = EP |ER) . a=1,....0..

Die \E,S%B) sollen eine Orthonormalbasis dieses g,-dimensionalen Unterraums bilden,
d.h.

(EQ|EL)) = 645 . (2.86)

Der Zustand |ET(LO)> ist dann eine Linearkombination der Gestalt

BY) =) cal ERD) - (2.87)

a=1

Nach wie vor gilt Gl. (2.79)), also in erster Ordnung Stérungstheorie
Ho |ED) + Hi |EY) = EQ |ED) + EV |EY)

woraus mit Gl. (2.87) folgt

— (Ho—BY) |ED) = (= BV [BY) = Y co (B EV) [ED) .
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2 Quantenstatistik

Multiplikation von links mit (E')| liefert mit GI. (2.86

gn gn
0 = D ca (B~ EDEW) =" co (EQI B ~ EY b,
a=1 a=

gn

- Y [Hfg—E,gl) %} . (2.88)

a=1

Dies ist ein lineares, homogenes Gleichungssystem fiir die Entwicklungskoeffizienten c,.
Nicht-triviale Losungen erfordern das Verschwinden der Koeffizientendeterminante,

det (Hﬁff — EW %) —0
Dies ist ein Polynom g,—ten Grades in E,(Ll), mit i.A. g, Losungen E%), x=1...,0n.
Die Losungen konnen alle identisch, zum Teil identisch, oder vollsténdig verschleden Von—

einander sein. Im letzten Fall wird die Entartung des unestorten Energieniveaus |E )
durch die Stérung H, vollsténdig aufgehoben, vgl. Abb.

, gy
EY T EV+EY
~ E(0LE(1)

n ng,

Abbildung 2.2: Zur Aufhebung der Entartung eines Energieniveaus durch eine Stérung
H.

Nachdem die Energien E'Y bekannt sind, kann man fiir jedes E'Y durch Einsetzen in
das (g,—dimensionale) Gleichungssystem (2.88)) (da § = 1,...,g,) die korrekten Ent-
wicklungskoeffizienten c,, bestimmen. Die korrekten Zustinde nullter Ordnung sind

dann
gn

ES)) = car |EW) .

a=1

Gleichung (|2 stellt auch ecine Eigenwert-Gleichung fiir den Stéroperator H; dar.

Die zugehorlgen Eigenwerte sind die Energien EY und die zugehorigen Eigenzustédnde
sind die |Em> Diese Eigenzustédnde konnen als orthonormiert betrachtet werden,

gn gn
(EQES) = > cho sy (EQIES) Z y =0
a,B=1 a=1

In den korrekten Eigenzustédnden ist der Storoperator H, natiirlich diagonal,

(B |EL)) = EL) 6y
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2.6 Néaherungsverfahren

In erster Ordnung Stérungstheorie haben wir bislang die erste Ordnung in der Korrektur
des Energie-Eigenwertes EY gefunden,

Ep=E94+EY 2 =1.. ¢,.

Zur Bestimmung der Zustandskorrektur |E7(11$)) und der Korrekturen von hoherer Ordnung
zur Energie bzw. zum Zustand verweisen wir auf die Literatur [2].

2.6.2 Zeitabhangige (Diracsche) Stérungstheorie

Wir betrachten nun den Fall, dass der Hamilton-Operator H (t) explizit zeitabhingig
ist, 0H /0t # 0. Das quantenmechanische System wird dann durch die zeitabhingige
Schrodinger—Gleichung

Zh— [ (1)) = H(t) [(t) (2.89)

beschrieben. Dieses Problem ist in voller Allgemeinheit nicht und selbst in Spezialfillen
nur unter groffiten Schwierigkeiten losbar. Falls sich der Hamilton-Operator aber in fol-
gender Form schreiben 1483, R ) )

mit einem zeitunabhingigen Anteil Hy und einem explizit zeitabhingigen Anteil
H, (t), der eine kleine Stérung darstellen soll, dann 148t sich wiederum ein storungs-
theoretisches Verfahren zur Losung anwenden.

Wir nehmen wieder an, dass die Losung des zeitunabhéngigen, ungestorten Problems

Hy | ) = B |E)

(0)

bekannt sei, d.h. er kennen die Energie-Eigenwerte Ey’ und die Orthonormalbasis der

Eigenzustinde \E > von Hy,
(BB = onm) 3 BB =1 2.91)

Im Schrodinger-Bild ist die Zeitentwicklung der Eigenzusténde IEYY = |EY(0)) von
Hy denkbar einfach (vgl. Gl. (3.100) der Vorlesung “Quantenmechanik I”)

BO@®) = B ED () = e EUI B (0)) = 7 BT ED) |
0 N
— i |BO®) = H|EY@) = EY EQ W) (2.92)

Die Vollsténdigkeits- und Orthonormalitétsrelation (2.91) lauten fir die zeitabhédngigen
Eigenfunktionen

OIEO 1)) = €i<E;°>—E£?>>t/h5(n,m) = §(n,m) , (2.93)

%DE(O ONER O] = 3 e D) ) = 3 e =1,
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2 Quantenstatistik

bleiben also unverdndert. Wir kénnen jeden beliebigen Zustand |¢)(f)) nach den zeitab-
héngigen Eigenfunktionen ]E,(LO) (t)) von Hy entwickeln,

(1)) = %ﬁamu) EO(1)) .

Dies gilt auch fiir die Losung der Schrédinger—Gleichung (2.89)),

L0 0 .
o o) = ih S an(®) B 1)

¥ [maaaLt(t) |ED(1)) + ap(t) EY |E§r?)<t)>}
= [0+ )] o) :%éam(t) o+ ()] [ED(0)
- %jam(t) ED + B(0)] [EQ®)

wobel wir von der ersten zur zweiten Zeile Gl. (2.92) benutzt haben. Multiplizieren wir
von links mit <E7(10) ()], so erhalten wir aufgrund der Orthonormalitétsrelation (2.93)

ih 8agt(t) +a,(t)EY = ¥ A (1) [E,(B) 5(n,m) + (B ()| Hy(t) |[ED (t))}
. Oay(t) O)[ ON . —i(EQ—EO )/

Dies ist ein gekoppeltes System von Differentialgleichungen erster Ordnung in der Zeit fiir
die Entwicklungskoeffizienten a,,(t), welches man unter Vorgabe der Anfangsbedingung

rw<o>>:§fam<o>wﬁ9>> = a,(0) = (BO(0))

l6sen kann. Dies geht i.A. nur numerisch, aber in Stérungsrechnung auch analytisch.
Dazu multiplizieren wir wieder Hy(t) in GL (2.90) mit einem Parameter A € [0,1].
Auflerdem nehmen wir an, dass die Stérung erst zum Zeitpunkt ¢ = 0 eingeschaltet wird,

NH (1) =0 fiir t<0.

Ferner soll sich das System fiir ¢ < 0 in einem Eigenzustand zu H,, z.B. |E£O)), befunden
haben, also

[0(0) = |BY),  aa(0) = d(n, k) .

Die zeitabhéingige Stérung A H,(t) sorgt dann dafiir, dass dem Zustand \E,io)> im Laufe

der Zeit andere Zustinde |E7(10)>, n # k, beigemischt werden. Die Beimischung 148t sich in
Storungsrechnung Ordnung fiir Ordnung in A berechnen.
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2.6 Néaherungsverfahren
Wir entwickeln die Entwicklungskoeffizienten a,,(t) in eine Potenzreihe in A,
=3 N
=0
und setzen dies zusammen mit der Ersetzung H,(t) — X Hy(t) in GL. - ein,

Z” e Z”“g? ><E50>|ﬁ1<t>\E59>>e*i<E¥9”Eﬁ°)>t/h. (295)

Die Anfangsbedmgung lautet
an(0) = aP(0) = 6(n, k), aP(0)=0Vp>1, (2.96)

n

weil das System am Anfang ungestért war und sich im Zustand \E,EO)) befand.
Wir miissen nun die Koeffizienten zu gegebener Ordnung in A auf der linken und rechten
Seite von GI. m 2.95)) vergleichen. In nullter Ordnung in A erhalten wir

@an (t)
ot

In nullter Ordnung ist die Zeitentwicklung der Losung [¢(t)) der Schrodinger—Gleichung
(2.89) also einfach die des ungestorten Zustands, Gl. (2.92)),

(1)) = ¥ an(t) [EQ (1) = [E” (1)) = e [EL) |

ih =0 = a9t = const. = aV(0) = 5(n, k) . (2.97)

In pter Ordnung in A, p > 1, erhalten wir durch Koeffizientenvergleich aus Gl. (2.95))

(p)
W ¥ all ™) (1) (B[ (1) | E) e 5 B0 (2.98)

Die Losung dieser Differentialgleichung fiir a,g)( t) erfordert wieder die Kenntnis der Ent-

wicklungskoeffizienten niedrigerer Ordnung, am, (- 1)( t). Also muss man das Problem wieder
sukzessive Ordnung fiir Ordnung in A losen. Wir beschranken uns hier auf die erste

Ordnung in \, p=1,

. 3&%1)(15) (0) (0)] 7 o) ,—i(BEY—E)/n
th—sr— = ap, () (B [ Hi(t) [Eyy)) e =

= (DA |B) e B (299)

wobei wir Gl. (2.97)) benutzt haben. Die formale Losung dieser Differentialgleichung lautet
(unter Beriicksichtigung der Anfangsbedingung ([2.96]))

1 /! N ,
ad(t) = — / dr (EO)|Hy(7) |[EY) 7B~k (2.100)
th Jo

n

Das Betragsquadrat |a,(11)(t)|2 stellt die Ubergangswahrscheinlichkeit zum Zeitpunkt
t fiir einen Ubergang vom Zustand |E,g0)) in einen Zustand |E,(LO)) unter Einflul einer

zeitabhingigen Stoérung H; (1) dar.
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2 Quantenstatistik

Anwendung: Fermis Goldene Regel

Wir wollen einen Spezialfall fiir die zeitabhingige Storung ndher untersuchen und dafiir
eine berithmte Formel der Storungsrechnung ableiten, die sog. Goldene Regel von Fer-
mi. Wir betrachten eine zeitabhéngige Stoérung der Form

Hi(t) = V(P Ot —1), (2.101)

d.h. die zeitlich konstante Storung V' () wird zum Zeitpunkt ¢ = 0 ein- und zum Zeitpunkt
t = T wieder ausgeschaltet, vgl. Abb. 2.3

Hy(t)
V(7)

0 T

Abbildung 2.3: Graphische Veranschaulichung des zeitlichen Verlaufs der Storung (2.101]).

Damit erhalten wir fiir das Matrixelement in GIl. (2.100))

.l

(EQH\ (1) |EL)Y = 0(r) (T — ) (EQ |V (7) |[EY) = O(7) O(T — 7) Vi
Eingesetzt in Gl. (2.100)) erhalten wir fiir t < T

(1) (4) — V(7)) [* o L Vor (7) —i(B —BW)t/h _
an ( ) - 1 Te - 0) (0) €

und firt > T

a(l)(t) _ Var (7) /TdTe—i(E,go)—EEP)T/n: (Vnk(F) .

= a)(T) = const .
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2.6 Néaherungsverfahren

Die Ubergangswahrscheinlichkeit [a$” (£)|? berechnet sich zu

[Viuk (7)
2
(- #2)

Vn 2 E(O) _ E’r(LO)
= Vo (7)] 3 [cos (’“—t -1
(- 50)

Vn =\ |2 E(O) _ ES))
— 2 | k‘(r)| > [1 — COS <th
(5557

aP (O =

i B /h 1‘2

Vo (7)|?
= Dt fn, (2.102)
wobei wir die Funktion
1 — cos(wyit EY _ Ey(lo)
fwni, t) =2 % ;o Wk = kT ; (2.103)
nk

definiert haben. Die Funktion f(wp,t) ist fiir einen gegebenen Zeitpunkt ¢ in Abb.
dargestellt.

| |
41 21T 21 41
S e S i i O

Abbildung 2.4: Graphische Veranschaulichung der Funktion f(w,t)

Der Wert der Funktion f(wp,t) am Maximum w,, = 0 betrigt t* (wie man sich
durch eine Entwicklung des Cosinus bis zur Ordnung w?, leicht klarmacht) und die Breite
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2 Quantenstatistik

des Peaks betrigt Aw = 4 /t. Uberginge vom Energieniveau E,io) finden also vorzugs-

weise in Energieniveaus Eflo) statt, die in einem Energiebereich ~ 47/t um das Aus-
gangsniveau herum liegen. Fiir anwachsendes ¢ wird der Bereich immer schmaler und die
Ubergangswahrscheinlichkeit immer groBer. Die Ubergangswahrscheinlichkeit geht also
fiir t > T — oo in eine d—Funktion iiber. Dies lafit sich mathematisch préziser fassen,
indem wir folgendes Integral berechnen:

= > 1-— A S
| w1 = [ dwnk2M:2T/ qe LTS o

2
Wo 0o T

wobei wir Gl. (3.782.2) der Integraltafel [I1] benutzt haben. Also ist

flwng, T) = ZM — 27T §(wng) (T'— 00) .

Whk

Damit erhalten wir im Limes groBer Zeiten fiir die Ubergangsrate, d.h. die Ubergangs-
wahrscheinlichkeit pro Zeit

()2 2 2
o O 2y )R o) = Z VP8 (B0~ E0) . (2100
T h? h
Dies ist Fermis Goldene Regel. Sie besagt, dass fiir grofe Zeiten die Ubergangsrate
nur fiir entartete Energieniveaus nicht verschwindet, fiir diese aber dafiir unendlich grof3
wird. Fiir eine detailliertere Diskussion der Goldenen Regel verweisen wir auf die Literatur

[21.

2.6.3 Storungsrechnung fiir die kanonische Zustandssumme

Der Operator

A

UB) =e?H (2.105)

im kanonischen Ensemble hat Ahnlichkeit mit dem Zeitentwicklungsoperator
Ult, ty) = et H (t=t0)/h (2.106)

der Quantenmechanik; beide gehen durch die Ersetzung

i
h

ineinander iiber. Dies hat formal die Konsequenz, dass der Operator (2.105)) der Statisti-
schen Mechanik einer Entwicklung in imaginérer Zeit,

B (t —to)

T=1t
von Beginn 7; = 0 des imaginédren Zeitintervalls bis zu seinem Endpunkt

h
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2.6 Néaherungsverfahren

entspricht. Die imaginére Zeit 7 entspricht also einer inversen Temperatur. Fiir 7" — 0
geht 7/ — oo und fiir hohe Temperaturen 7" — oo schrumpft das imaginére Zeitintervall
7y —17; = h/(kpT') auf null zusammen. Die Analogie zwischen Temperatur und imaginérer
Zeit wird in der Spezialvorlesung “Statistische Feldtheorie” noch genauer erldutert werden.

Fiir die folgende Diskussion erinnern wir uns an das Wechselwirkungs- oder Dirac—
Bild in der Quantenmechanik (vgl. Abschnitt 3.3.4 der Vorlesung “Quantenmechanik I").
Gegeben sei der Hamilton—-Operator

]f[ == ]f[(] -+ ﬁl
(H, kann explizit zeitabhiingig sein). Operatoren besitzen im Dirac-Bild die Zeitent-

wicklung
AD(t) _ eiﬁo(t*to)/hjfle*i Ho(t—to)/h

?

vgl. Gl. (3.115) der Vorlesung “Quantenmechanik I”. Insbesondere gilt dann fiir den Wech-
selwirkungsanteil H; des Hamilton—-Operators

H, p(t) = ¢ Holt=to)/h f g=iHoli=to)/h (2.107)
Zustiande entwickeln sich geméf

[Wp(t)) = Upl(t, to) [¥(to))

wobei U p(t,to) der Zeitentwicklungsoperator im Dirac—Bild ist. Dieser geniigt der
Differentialgleichung (vgl. Gl. (3.119) der Vorlesung “Quantenmechanik 17)

d - . .
vh T Up(t,to) = Hip(t) Up(t,to) , (2.108)
mit der formalen Losung
—
Up(t,to) =T exp [—%/ dt’ [:IlD(t’)} (2.109)
to

vgl. GL. (3.120) der Vorlesung “Quantenmechanik I”.
Wir nutzen nun die formale Ahnlichkeit von Gl. (2.105)) mit Gl. (2.106)) und versuchen,
eine Differentialgleichung fiir den Operator (2.105]) abzuleiten. Es gilt offenbar

d - A . A N

35U =-HUE) =~ (HO + Hl) 0(s). (2.110)
Diese Gleichung hat noch nicht die Form (2.108]), wir miissen zunéchst Hy auf der rechten
Seite eliminieren. Wir spalten e=# 0 aus U(53) durch folgenden Ansatz ab:

UB) =e By (p). (2.111)
Da U(O) = 1, folgt V(O) = 1. Mit diesem Ansatz lautet die Differentialgleichung ([2.110))
d - ~ SN NG BN
_— = _—_H —B Hp —BHoy
LOE) = —He V() + et L)

A

= —(Ho+ ) 08) = = (Ho+ ) e V(8).
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Dies hat den gewiinschten Effekt, ndmlich dass sich jeweils der erste Term auf der linken
und der rechten Seite wegheben, so dass

- % V(8) = 0 f1, P V() = HL(8) V() | (2.112)

mit ) A
H,(B) = e Ho [y e PHo (2.113)

Diese Gleichung entspricht Gl. (2.107]) und die Differentialgleichung ([2.112)) entspricht GI.
(2.108]). Die formale Losung dieser Differentialgleichung ist

R B . .
V(B) =1 /0 a4 1,(8) V().

Diese Gleichung kann man mit Hilfe der von Neumann—Reihe iterativ 16sen,

oo

V() =1+ (-1)"V(p), (2.114)

n=1

(vgl. GL (3.93) der Vorlesung “Quantenmechanik I”) mit

. ,8 ﬁn*l N N
V<"><6>=/O dﬂl---/o B Hy(B) -+ Hn(Ba), B=pri>-> B, >0, (2115)

vgl. Gl (3.94) der Vorlesung “Quantenmechanik I”. Mit dem Analogon des Zeitordnungs-
operators der Quantenmechanik (Gl. (3.95) der Vorlesung “Quantenmechanik I”), dem
sog. “Temperaturordnungsoperator”

~

P N . A ;
1[4 B = { S0 G0 Bz 2.116)
kann man GI. auch schreiben als
~ 1 [P . Ta R
V) = /0 A48, Ty [F(By) - F(3,)] (2.117)

(dies beweist man mit den gleichen Rechenschritten, die auf Gl. (3.98) der Vorlesung
“Quantenmechanik 1”7 fithrten) und daher

~

V(B) = Tj exp {— / ’ ds’ f]l(ﬁ’)] . (2.118)

0

Diese Gleichung ist das Analogon zu Gl. (2.109)). Fiir den Operator (2.111]) folgt

U(8) = e P Ty exp {— / ’ ag' Fll(ﬁ’)] : (2.119)

0
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2.6 Néaherungsverfahren

Wir verwenden diese formalen Uberlegungen nun zur stérungstheoretischen Be-
rechnung der kanonischen Zustandssumme. Das ungestérte Problem

f{() In) = €, [n)

sei gelost, also die Eigenwerte €, und Eigenzusténde |n) sind bekannt. Wir berechnen die
kanonische Zustandssumme in der Basis dieser Eigenzustéande,

Z(T,V,N) = Tre PP =Te0(B) = (nle "M V(B) |n)

n

— ;e&" (n| Ty exp [— /06 dg’ 13[1(5')} n) -

Wir ersetzen
I‘All — A f{Il

und entwickeln die Exponentialfunktion in Ordnungen von A. Bis zur zweiten Ordnung,
O()\?), erhalten wir

B .
T VN) = e |1 [ sl (o) )

0

B B1 R .
+)\2/0 dﬁl/o dpy (n| Hy(B1) Hi(B2) |n) + O(N*)| . (2.120)

Mit Gl. (2.113)) berechnen wir die f—Integrale iiber die quantenmechanischen Erwartungs-
werte. Zunéchst gilt

B ) 8 o )
/ B n Hy(Br) m) - = / dpy (n] P10 Hy e=PrHo )
0 0

B .
— / d/Bl eﬁl(en_em) <n| }J1 |m>

0
ﬁ<n|ﬁ1]n), n=m,

- <n‘ [—All |m> [eﬁ(en—em) . 1:|

€n — €Em

, nF#Em.

Dieses Resultat benutzt man auch bei der Berechnung des Doppelintegrals iiber 5, und
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B, in Gl. ([@.120),
B B1 R .
/ a8 / 4B, {n| F(B1) F(Bo) [n)
0 0

S [Cas [ asy ol 1650 I ol 132 o
= n m){m n
— 0 1 o 2 1\M1 1\~P2
8 R B .
= > [ sl s m) [ s tml () )
—Jo 0
B . B .
=2 [ e ) [ gy e i o)

— |<n]H1\n)]2/0 dph By _ZM/ 46y eFien-en) [g-ilr-em) _ 1]

m#n

’ n‘ Hl ’m eﬁ(en—ﬁm) — 1
= il i - Y I [ T 2 1)

n — € €np — €
m#n m n m

Eingesetzt in Gl. (2.120)) ergibt sich

_€m

Z\T,V,N) = Ze*&” [1 — AB{n|Hi|n) + AQﬁQ [(n|Hy[n)|* = N8 —| nl Hyjm))

m#n

+ )\QZ Z ’ Té’ Hl |m (e—ﬁem _ e—ﬁen) + O()\,’j) )

— €
n m#n m

Man iiberzeugt sich durch Vertauschen der Summationsindizes n <> m davon, dass der
Term in der zweiten Zeile verschwindet. Das Endergebnis der storungstheoretischen Be-
rechnung der kanonischen Zustandssumme bis zur zweiten Ordnung in A lautet also

A252

Z\(T,V,N) Ze [1—/\ﬁ<nlfh\n> [(nl Hy ) ?
[(n] Hy|m)]?
A%m;nfgm +OM\| . (2.121)

Die kanonische Zustandssumme eines wechselwirkungsfreien Systems lautet

Zo(T,V,N) = Tre #fo = 3~ e=fen

Die zugehorige Dichtematrix lautet

1 N
5. — —B Ho
po ZO(TaVYaN) ‘

Thre Eigenwerte in der Basis der ungestorten Energie-Eigenfunktionen |n) lauten

1
(n) — _Bfn
Po ZO(Ta ‘/7 N) ‘ ‘
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Eingesetzt in Gl. (2.121)) erhalten wir

n 2 52 n 2
ZNT.V,N) = Z(T,V.N) 1—wzpé><n\H1|n>+A272pé>r<n|len>|2

_)\2522 ”|H1 |m>\ (’)()\3)

n  m#n

= Zo(T,V,N) Zx/(T,V,N) (2.122)

wobei wir den gesamten Ausdruck in rechteckigen Klammern als Wechselwirkungskor-
rektur Z,(T,V,N) der freien Zustandssumme Zy(7,V, N) bezeichnet haben. Fiir die
freie Energie erhalten wir

F\(T,V,N) = —kpT In Z\(T,V,N) = Fo(T,V,N) + F\((T,V,N) ,

mit
Fy(T,V,N) = kg T In Zy(T,V, N)
und
F)\[(T,V,N) == —/{ZBTIDZ)\](TVN)
= )\Zp (n| Hy |n) — /\252,00n)|n|H1|n)| (2.123)
|H| >\ 8 :
n m n .
+ A?Z%j ; vg(zpé)mml\m) + 0.

wobei wir die Entwicklung In(1+ ) = x —2?/2+ O(2?) benutzt haben. Der erste und der
letzte Term lassen sich mit dem statistischen Mittelwert des Wechselwirkungsoperators
H; im wechselwirkungsfreien Ensemble,

> o8 (nl Hy|n) = ((H1))ao

vereinfachen, so dass

N . 22 .
(T V,N) = A<<H1>>0+A2§<<H1>>§—EZME n) |28 pg”
Po 3
+ —Zn:n;l! (n| Hy [m)|? (6 s R €n> + O(N) ,(2.124)

wobei wir im letzten Term die urspriingliche Summe {iber n und m durch Halbieren und
anschliefendem Vertauschen der Indizes symmetrisiert haben. Der Ausdruck in Klammern
im letzten Term laft sich auf einen Nenner bringen,

(n) (m) (n) (m)

Po 4 Po _Po_—Po

€n — €m €m — €n €n — €m
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Nun ist
(m) _(m) 1 — e—Blem—en)
lim 20— Po - _ P lim e 7
n—m €, — €, n—m €n — €m
n 6 €m — €n n
= pé)—< )E—ﬁpé)-
€n — €n

Also ist der dritte Term in Gl. (2.124]) nichts anderes als der fehlende n = m Term im
letzten Term in dieser Gleichung. Damit erhalten wir als Endresultat fiir die freie Energie
bis zur zweiten Ordnung in A

FA(TV,N) = Fy(T,V,N)+ Ao + X5 (43

+ 7%|<n| 1 [m)] HJF (A7) - (2.125)
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3 Quantengase

Die Statistische Mechanik betrachtet naturgemaf Systeme, die aus vielen Teilchen (N ~
10%3) bestehen. Die Quantenmechanik solcher Vielteilchensysteme weist gegeniiber der
Quantenmechanik eines einzelnen Teilchens einige Besonderheiten auf, die wir zunéchst
genauer untersuchen miissen. Bislang haben wir diese Aspekte in der Quantenstatistik, die
wir im vorangegangenen Kapitel beprochen haben, auler acht gelassen. Wir werden sehen,
dass es zwei grundlegend verschiedene Sorten von Teilchen gibt, Fermionen und Boso-
nen. Gemifl dem Spin-Statistik-Theorem sind Fermionen Teilchen mit halbzahligem
Spin und Bosonen Teilchen mit ganzzahligem Spin. Unter Beriicksichtigung des Spin-
Statistik-Theorems gelangt man zur Quantenstatistik der Quantengase. Bosonen und
Fermionen unterscheiden sich grundlegend in ihren thermodynamischen Eigenschaften.
Z.B. verlangt das Pauli—Prinzip, dass zwei Fermionen niemals denselben Quantenzu-
stand besetzen konnen, wihrend es fiir Bosonen eine solche Einschrankung nicht gibt.
Letzteres fiihrt zum Phénomen der Bose—Einstein—Kondensation, wihrend ersteres
letztlich dafiir sorgt, dass fermionische Systeme (mit attraktiven Wechselwirkungen) su-
praleitend sein kénnen.

3.1 Quantenmechanik der Vielteilchensysteme

3.1.1 Unterscheidbare Teilchen

Wir betrachten zunéchst zwei unterscheidbare Teilchen, welche den Einteilchen-Schro-
dinger—Gleichungen

AO D) = (e

2
AP [y = @@y (3.1)

geniigen sollen. Die Einteilchen-Zustéinde |¢™")), [7®) sind Elemente der Einteilchen-
Hilbertriume ’Hﬁ”, 7'[52),

€Dy e HY L @)y e 1Y

Falls die beiden Teilchen nicht miteinander wechselwirken, hat das Gesamtsystem den
Zweiteilchen-Hamilton—Operator

H,=H"Y+ 7% . (3.2)

Die Zustdnde des Gesamtsystems sind Zweiteilchen-Zustinde, die man als Produkt-
zustinde der Einteilchen-Zusténde bildet,

|€(1)’ 77(2)> = |e(1)) |77(2)> 7 (3_3)
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3 Quantengase

vgl. die Diskussion der Produktzustidnde aus der Vorlesung “Quantenmechanik I”7, Ab-
schnitt 6.3.3. Produktzustinde sind Elemente des Produktraums

Hy=HY o 1P

d.h.
|€(1)7 77(2)> € H,.

Die Zweiteilchen-Zustande (3.3)) geniigen der Zweiteilchen-Schrédinger—Gleichung

I{I2‘6(1)7 n@y = (ﬁ(l) +ﬁ(2)> 1) @)

= |e<1>> 15 '@ > 15 ) A 1)
(e + @) [eWy |n@) = B M), 9@y | (3.4)

wobei wir die Gesamtenergie

definiert haben.
Sei {](pgl)>, i=1,2,...} eine Orthonormalbasis von Hgl) und entsprechend {|X§2)), j=

1,2,...} eine Orthonormalbasis von H?). Dann gilt

1 = S @) =860,

and 1 = SR 0 = 66.0) (35)

Beliebige Zustédnde |1/)§L1)) des ersten Teilchens und |§,(ﬁ) ) des zweiten Teilchens kénnen
nach den entsprechenden Orthonormalbasen entwickelt werden,

) = jm (D) = j NOIRC
md (€2 = j|xf>><xj |s£3>>zjﬁ§ii 2y (3.6)

wobei die Entwicklungskoeffizienten o = (o |pV) € C, 5(2) <X§2)15£3)) € C. Die

Produktzustinde |<p§1), X§2)> bilden dann eine Orthonormalbasis von Ho,

1 2 1 1 2 2
e i L NI NN
i J

1 2 1 2), 1 2 1 2
gjm W) PP = im X2, P (3.7
J J
(1)

e X P ) = (Mo (P Iy = 64, k) 635, €) - (3.8)

sowie
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3.1 Quantenmechanik der Vielteilchensysteme

Ein beliebiger Zweiteilchen-Zustand |®,) kann nach dieser Basis entwickelt werden,
|M=i%ﬂ%w%jm@EWJ%MGC- (3.9)
7j

Das Skalarprodukt zweier solcher Zweiteilchen-Zusténde lautet

<ww=i¥@mwmwﬂﬁmewi@mm@,<mm
Jtm 2J

wobei 7j; (V) = <g0§1), XJQ)]\IJ )* der 7;;(®) aus Gl 1} entsprechende Entwicklungskoef-
fizient fiir den Zweiteilchen-Zustand |Wo) ist.

Operatoren im Produktraum kénnen Einteilchen-Operatoren sein, z.B.
aY = a
N

_ A0
W@ —
M) 1 1) = €M1, @)

Solche Einteilchen-Operatoren, die in verschiedenen Unterrdumen wirken, vertau-
schen miteinander, z.B.

[0, ] = [, 10 1) <o

Es gibt aber auch echte Zweiteilchen-Operatoren, also solche, die sich nicht einfach
aus Einteilchen-Operatoren durch Hinzufiigen eines Identitdtsoperators 1 fiir den Teil-
raum des jeweils anderen Teilchens ergeben.

Beispiel: Coulomb—Wechselwirkung

Der Hamilton-Operator eines Systems aus zwei Teilchen mit den elektrischen Ladungen
Q1 bzw. (), lautet

~

Hy = HY 0P+ 10 12 4 1y

p B2

. 1
ay A i=12, HpH= L Q@

2m,~ 47T€0 |F1—7?2| '
Man erkennt, dass der Wechselwirkungsanteil FI2(1’2), das Coulomb—Potential zwischen
den beiden Ladungen (vgl. Vorlesung “Elektrodynamik”, Gl. (2.16)), ein echter Zweiteil-
chen-Operator ist. Folglich gilt dies auch fiir den gesamten Hamilton-Operator Hs.

(3.11)

Diese Betrachtungen fiir zwei Teilchen lassen sich leicht auf ein System mit N unter-
scheidbaren Teilchen verallgemeinern. Die N—Teilchen-Produktzustinde lauten

00, @y = 10y - 1) (3.12)

Falls die Einteilchen-Zusténde ](p&% eine Orthonormalbasis des Einteilchen-Hilbertraums

# bilden,
%ﬁ |0l (o) v

> = (i, B) ,

N 2
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3 Quantengase

und dies fiir alle i = 1,..., N gilt, dann bilden die Produktzusténde (3.12)) eine Ortho-
normalbasis des N—Teilchen-Hilbertraums

Hy=H" 2 - o HM (3.13)
also
Iy — I TR L Y O N T
] yeeey aN
N
(oW ely = d(an, By) - Blaw, Br) - (3.14)

Man kann einen beliebigen IN—Teilchen-Zustand |®y) nach dieser Basis entwickeln,
23) = Y G @)l o) (3.15)

wobei die Entwicklungskoeffizienten

(Sal ..... aN((I)) = <()0((111), ceey QO&JYV)‘(I)N> e C.

Das Skalarprodukt zweier N-Teilchen-Zusténde lautet

* 1 N
(Uy|By) = ij Zj B (1) Bara (@) (00, L oD, o)

= i: Narmon () O an (P) (3.16)

wobei 1%, o (¥) = (Pays - gpgyv)|\PN>* der dq,,..an(P) aus Gl (3.15) entsprechende
Entwicklungskoeffizient fiir den N-Teilchen-Zustand |W ) ist.

Fiir Operatoren gilt dhnliches wie im Fall N = 2, d.h. man kann jeden Einteilchen-
Operator durch Hinzufiigen von Identitétsoperatoren 1 fiir die jeweils anderen Teilchen zu
einem IN—Teilchen-Operator erweitern, z.B. lautet der N-Teilchen-Hamilton-Operator
fiir ein System nicht miteinander wechselwirkender Teilchen

Ay = AO 1P 1™ 4 1® GO YO 1 1l gD

Ein Zweiteilchen-Operator zwischen Teilchen ¢ und j kann entsprechend durch Hinzufiigen
von Identitdatsoperatoren fiir die jeweils anderen Teilchen k = 1,..., N 7 # k # j, zu einem
N—-Teilchen-Operator erweitert werden. Entsprechendes gilt fiir Dreiteilchen-Operatoren
usw. Natiirlich kann es auch echte N-Teilchen-Operatoren geben.
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3.1 Quantenmechanik der Vielteilchensysteme

Abbildung 3.1: Phasenraum-Trajektorien zweier identischer Teilchen in der Projektion
auf die (t — x)-Ebene. Falls man die Teilchen zum Zeitpunkt ¢, bereits
identifiziert hat, so kann man zum Zeitpunkt ¢; unterscheiden, um welches
Teilchen es sich handelt.

3.1.2 Identische Teilchen

Identische Teilchen bleiben klassisch unterscheidbar, wenn man sie zu einem be-
stimmten Zeitpunkt ¢y identifiziert hat. Dann kann man n&mlich durch Riickverfolgen der
Phasenraum-Trajektorie entscheiden, um welches Teilchen es sich handelt, vgl. Abb. 3.1}
Dies ist in der Quantenmechanik nicht mehr moglich, da das Konzept der Phasenraum-
Trajektorie allein aufgrund der Heisenbergschen Unbestimmtheitsrelation nicht existiert.
Fiir ein System von N identischen Teilchen kann es bei der Messung der Observable A (mit
Hilfe des N-Teilchen-Operators A ~) prinzipiell keine Rolle spielen, ob sich das Teilchen 4
im Zustand [p,,) und das Teilchen j im Zustand [¢,,) befindet, oder ob sich das Teilchen
J im Zustand |p,,) und das Teilchen 7 im Zustand |p,,) befindet. Mit anderen Worten,

es muss fiir den quantenmechanischen Erwartungswert des Operators Ay gelten

o

..,cpa] AN -:S%Z o Pty e
= (...,gogz),...,gpa] JAn|. ..,goaz),...,gpgz,...>. (3.17)
Es ist zweckméfBig, den sog. Transpositionsoperator ]515 zu definieren,

Py;l. o, ...,cpgj),...)E|...,g0g3,...,g0g3,...). (3.18)

Seine Wirkung ist, dass er die Teilchen-Indizes ¢ und j vertauscht, d.h. er setzt das i—te
Teilchen in den Zustand |¢,;) (der urspriinglich vom j-ten Teilchen besetzt war) und
das j—te Teilchen in den Zustand |g,,) (urspriinglich vom i—ten Teilchen belegt). Der
Transpositionsoperator hat folgende Eigenschaften:

A

(i) f)isz]lN = PEP
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3 Quantengase

(i) Hermitezitit:

Aufgrund der Normiertheit der N-Teilchen-Zustédnde, sowie der Definition (|3.18])
des Transpositionsoperators gilt

1 = (. .,gpaz,...,(pg]),,...|...,<pgl),...,gp&?,..)
= (. .,%Z SR U 1 B I R AN
= (. .,gpaz ...,gpgj),...|...,g0gi),...,gogj),..)
= PP, = 1y
— Pl = Bj'=Py, (3.19)

wobei wir im letzten Schritt Eigenschaft (i) benutzt haben.

(iii) Eigenwerte und Eigenzustinde:
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Der Transpositionsoperator ist aufgrund von Eigenschaft (ii) hermitesch, besitzt
also reelle Eigenwerte )\;; € R, die wir wie folgt berechnen. Es gilt die Eigenwert-
Gleichung

Pjlen) = Ay )
g .PZ]2 |(I>N> =1y |(I)N> = )\Z] |(I)N> = )\ |q)N>
— A= 1
— )‘ij = 41 , v Z,j s
wobei wir in der zweiten Zeile Eigenschaft (i) benutzt haben.

Zu jedem Paar von Teilchen-Indizes (i, 7) gibt es also elnen Transpositionsoperator
PZ] mit zwei unterschiedlichen Elgenzustanden |(I> ) entsprechend den beiden

unterschiedlichen Eigenwerten )\Z-j = +1 und )\ij = -1,
Py o) = £[0F) Vi) (3.20)

Der Zustand \@5;”) ist ganz offensichtlich symmetrisch unter Vertauschung der
Teilchen-Indizes (denn er reproduziert sich selbst unter Anwendung des Transposi-
tionsoperators), wiahrend der Zustand \@Sﬁ) antisymmetrisch unter Vertauschung
der Teilchen-Indizes ist (er wechselt das Vorzeichen unter Anwendung des Transpo-
sitionsoperators). Die beiden Eigenzustinde sind orthogonal zueinander,

@105 = (@ 1y [0F7) = (@] Bf By l0l)) = —(@{ 10l =0, (3.21)

wobei wir Eigenschaft (3.19) und die Eigenwert-Gleichung (3.20]) benutzt haben.



3.1 Quantenmechanik der Vielteilchensysteme

(iv) Vertauschbarkeit mit anderen Operatoren:
Es gilt aufgrund von Gl. (3.17)) und der Definition ((3.18]) des Transpositionsoperators

(...,(,05;3 ...,cpaf]). | Ay . ..,gpaz) ,gp&fj,)
= (...,gpfj},...,gpa]. | Ay ]... Z),...,gagj) )
= (,(pfj) ...,cpj) |P;;AN |..,<,0a1 ,gp&?,)

< ANEPTAN ’Lj—P AN ij

wobei wir im letzten Schritt Eigenschaft (3.19) benutzt haben. Durch Multiplikation
von links mit Pw erhalten wir aus der letzten Gleichung

A A ~

PyAy=Ax Py = |Ay, Py =0 Vi (3.22)

Der Transpositionsoperator vertauscht also mit allen N—Teilchen-Operatoren! Dies
hat profunde Konsequenzen: Eigenzustinde beliebiger Operatoren Ay sind dann
néamlich gleichzeitig auch Eigenzustdnde des Transpositionsoperators, d.h. es gibt
zu jedem Operator einen symmetrischen und einen antisymmetrischen Eigenzu-
stand unter Vertauschung zweier beliebiger Teilchen-Indizes.

Dies gilt dann insbesondere fiir den Hamilton-Operator Hy und damit auch fiir den
Zeitentwicklungsoperator

.t
U(t,to) T exp |:——/ dt HN( ):| .
ko J,
Es gilt also
[U(t,to), J%j] =0.
Falls der Zustand ]CIDS\j,E) (to)) zum Zeitpunkt ¢, ein Eigenzustand zu P, war,
- + +
Py |93 (t0)) = £[@% (t0))
so ist auch der zeitentwickelte Zustand
+ A +
@) = Ut to) [ (t0))

ein Eigenzustand zu P,

5, denn es gilt

~

P10 1) = PyUtt) 25 () = UL, to>P 25 (t0))
+U(L, 1) |95 (1)) = + [ (1)) .

Ein N-Teilchen-Zustand verliert also bei der Zeitentwicklung nicht seine (Anti-)
Symmetrie unter Vertauschung von Teilchen-Indizes.
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3 Quantengase

Die Vertauschung von zwei beliebigen (aber fest vorgegebenen) Teilchen-Indizes 148t
sich natiirlich auch auf den Fall verallgemeinern, wo man prinzipiell alle Teilchen-Indizes
durch Vertauschung in eine andere (aber ebenfalls fest vorgegebene) Reihenfolge bringt.
Dies bewirken wir mit Hilfe des sog. Permutationsoperators ]5(2'1, iy ...,in), der durch
folgende Gleichung definiert ist:

Pin, iz, ... in) [0, 0@, ., o)) = i) )iy (3.23)

d.h. er vertauscht die Reihenfolge der Teilchen
(1,2,...,N) — (il,’ig,..‘,i]\[), (324)

wobei (i, 1s,...,iy) eine Permutation von (1,2,..., N) ist.

Eigenschaften:

(i) Der Permutationsoperator ist als Produkt von Transpositionsoperatoren darstell-
bar,

A

Pl iz, ... in) =+ Pyp - Py (3.25)

Beispiele:

(a) Die Permutation (321) von (123) wird durch ]5(321) = ]%1 L= Py erzeugt.

(b) Die Permutation (312) von (123) wird durch P(312) = P, P, = Py Py
erzeugt. Es wird also zunéchst durch Ps; die Permutation (321) generiert und

dann daraus durch Pp, die Permutation (312).

Wir bezeichnen mit p die Zahl der nicht-trivialen Transpositionen, also solchen
mit P;,; # 1. In Beispiel (a) ist p = 1, in Beispiel (b) ist p = 2.

(ii) Unitaritéat: Mit der Eigenschaft (3.25) berechnen wir
Piyia, .. i) = PLy-- Pl -
= By P =P iy, i) (3.26)

i1 1

wobei wir von der ersten zur zweiten Zeile die Eigenschaft (3.19) des Transpositi-
onsoperators ausgenutzt haben.

Aufgrund von Eigenschaft 1) des Transpositionsoperators, P = Ej, folgern

ij

wir weiterhin, dass es sich bei ]5_1(2'1, i9,...,iy) um eine Permutation handelt,
bei der die dazugehorigen Transpositionen in umgekehrter Reihenfolge wie bei
]5(2'1, Qg ...,ixn) ausgefithrt werden, vgl. Gl. . (Dies fiihrt natiirlich i.A. nach
den entsprechenden Vertauschungen auf eine andere Reihenfolge der Zahlen (1,2, ...,
N) als bei P(iy,ia, ... ,in).) P~1(i1, 40, ..., ix) hat aber dieselbe Zahl p von nicht-
trivialen Transpositionen wie ]5(2'1, Q2y .y iN).

(iii) Da jeder Transpositionsoperator Aij mit dem Hamilton-Operator Hy vertauscht,
vgl. Gl (3.22)), und der Permutationsoperator ein Produkt von Transpositionsope-
ratoren ist, vertauscht auch der Permutationsoperator mit dem Hamilton—Operator,

A

Pliria, ..., in), IfIN] —0. (3.27)
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3.1 Quantenmechanik der Vielteilchensysteme

Mit diesen Voriiberlegungen sind wir nun in der Lage, vollstindig symmetrische bzw.
vollstdndig antisymmetrische N- Tellchen—Zustéinde zu konstruieren. Wir definieren
den sog Symmetrisierungsoperator S ) bzw. den Antisymmetrisierungsoperator

S ) durch
1 R
v = N1 2 (E)P(P), (3.28)
TP
wobel die Summe tiber alle Permutationen P vom Typ - ) lauft und der Operator
P(P) = P(iy, i, ...,ixn) der entsprechende Permutationsoperator ist. Der (Anti-) Sym-
metrisierungsoperator hat folgende Eigenschaften:

(1) 5'](\;:) (anti-)symmetrisiert jeden beliebigen N— Tellchen—Zustand |® ) beziiglich eines

beliebigen Index-Paares (i, 7), d.h. der Zustand S |<I> w) ist Eigenzustand zu P;.
Dies zeigt man wie folgt:

Py S |oy) = N,Z ) B P(P)|®y) .

Nun ist aber P;; P(P) einfach das Produkt von p' = p+1 (nicht-trivialen) Transposi-
tionsoperatoren, vgl. Gl. , und entspricht damit einem Operator P(P’ ), der zu
einer Permutation P’ gehort, die ebenfalls in der Summe iiber alle Permutationen
enthalten ist. Wir berechnen daher weiter

A oA 1 A
PySy 1Bn) = 5 D (2P PP [@y)
TP

1 s /
= iﬁ (i)p P(P')|®n) ,

wobei wir im letzten Schritt p’ = p + 1 gesetzt haben und die Summe anstelle iiber
alle Permutationen P iiber alle Permutationen P’ laufen lassen (was dasselbe ist,
da wir letztlich {iber alle Permutationen summieren). Bis auf das +—Vorzeichen ist
aber der Operator, der auf der rechten Seite auf den Zustand |®y) wirkt, identisch
mit dem (Anti-)Symmetrisierungsoperator, vgl. Gl ([3.28)). Also gilt

Py S 10on) = £577 [@n) | (3.29)

d.h. der Zustand S'J(f) |® ) ist in der Tat ein Eigenzustand zu P,;. Dabei bewirkt
der Symmetrisierungsoperator S*](\;r) offenbar eine Symmetrisierung des Zustands

|® ) beziiglich des Index-Paares (i,j) und der Antisymmetrisierungsoperator SJ(V_)
eine Antisymmetrisierung. Da dies aber fiir jedes beliebige Index-Paar gilt, ist
der Zustand 5\ |®y) vollstindig, d.h. beziiglich aller Indizes, symmetrisiert

und entsprechend der Zustand S*](V_) |®y) vollstindig antisymmetrisiert.

Wir vereinbaren nun, dass unsere oben eingefiihrte Notation \@S\j,[)) fiir einen Eigen-
zustand des Transpositionsoperators JSij fir vollstindig (anti-)symmetrische
Zustéande gelten soll, d.h.

SV |on) = [0F)) . (3.30)
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(i)

(iv)

120

Mit anderen Worten, |(I>§\j,c)> ist nun nicht mehr nur (anti-)symmetrischer Eigenzu-
stand eines beliebigen (aber fest vorgegebenen) Transpositionsoperators, sondern
(anti-)symmetrischer Eigenzustand zu allen Transpositionsoperatoren,

P10 = Py S |oy) =+ 5F [oy) =+ |0F)) Vij=12... N, i#j.
Hier haben wir von Gleichung (3.29) und der Definition Gebrauch gemacht.

Fiir das Folgende bemerken wir noch die wichtige Identitét
P(P)|0)) = (&) 25) . (3:31)
die sich unmittelbar aus Gl. (3.25) ergibt.

Idempotenz:

N 2 A 1 A
(5) 1ex) = S r@%>>=m2<i>pP<P>|@§$’>
= N,Z 1) N,Zr@ W) =53 ew)

— (Sﬁ)f — 5§ (3.32)

Hier haben wir von der zweiten zur dritten Zeile Gl. benutzt und in der dritten
Zeile (+)* = 1 sowie die Tatsache ausgenutzt, dass es genau N! Permutationen
des Zahlentupels (1,2,..., N) gibt. Die Idempotenz des (Anti-)Symmetrisierungs-
operators bedeutet, dass ein bereits (anti-)symmetrisierter Zustand auf sich selbst
abgebildet wird.

Hermitezitat: Mit der Unitaritdt (3.26]) des Permutationsoperators berechnen wir
A 1 - 1
)t
SV =1 2@ PP = 1 D ()
P P

Nun ist aber P~1(P) ein Operator, der ebenfalls zu einer der Permutationen, z.B.
P, in der Summe iiber alle Permutationen gehért, P~'(P) = P(P'). Zu dieser
Permutation P’ gehort sogar die gleiche Zahl von nicht-trivialen Transpositionen,
p’ = p, vgl. Diskussion nach GI. . Anstelle iiber P konnen wir natiirlich auch
itber P’ summieren, so dass wir

a1 .
Syt = ﬁZ(i)p
| &

erhalten. Die Hermitezitat von 5*](\;:) impliziert, dass die Eigenwerte des (Anti-)Sym-
metrisierungsoperators reell sind.

) (3.33)

Als Summe iiber Permutationsoperatoren vertauscht aufgrund von Gl. (3.27)) auch
der (Anti-)Symmetrisierungsoperator mit dem Hamilton-Operator,

[S( ) HN] ~0. (3.34)
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(v) gj(\;r) und S‘](V_) projezieren auf orthogonale Unterrdume des N-Teilchen-Hilbert-
raums Hy,

(@n| ST SV [ox) = (@ 100) = 0. (3.35)

Dies folgt aus Gl. (3.29): ein vollstindig (anti-)symmetrischer Zustand ist gleich-
zeitig ein Eigenzustand jedes beliebigen Transpositionsoperators, und dessen Eigen-
zusténde sind wiederum orthogonal zueinander, Gl. (3.21)),

Aufgrund von Eigenschaft (3.35]) sollte man annehmen, dass der Hilbertraum Hy ein
direktes Produkt des Hilbertraums HE\J{) = {|<I>§\J,r)> € Hy} der vollstindig symmetri-

schen N-Teilchen-Zustinde und des Hilbertraums ”HEV_) = {|<I>§\7)> € Hn} der vollstiandig
antisymmetrischen N—Teilchen-Zusténde ist. Dies ist aber nicht richtig, denn

§00 180 £y

dis Summe aus Symmetrisierungs- und Antisymmetrisierungsoperator bildet keine voll-
stdndige Eins. Es gibt i.A. (d.h. fir N > 2) noch einen weiteren Unterraum 7—[58) C Hn,

der orthogonal zu ’Hg:,r) und ”HEV_) ist

Hy =HP o H) @ 1Y (3.36)
und R R X
S+ 580 + 50 =1y, (3.37)

wobei der durch diese Relation definierte Operator S'](\(,)) =1y — gj(\;r) — 5']({) Zustande auf

den Unterraum 7—[58) projeziert.
Durch (Anti-)Symmetrisierung der N-Teilchen-Produktzusténde (3.12)),

o ~(E
‘300417 SRR @azv)(i) - S](V) ’90((111)7 R SDaN Nl Z PP 311)7 R Sng>
= i Z Pl L., iy (3.38)

kann man eine Basis des 7—[5\%) konstruieren. Die Zustdnde l} sind orthogonal, was
wir wie folgt einsehen:

1 N)| a(+
(:|:)<9061’ e @BN|¢Q17 tr SOOLN>(:|:) = <90(ﬁ1)’ Tt SO(ﬁN)|S](V) |S0a17 ot 90011\7>(:t)
1 N
= <(p§31) t (‘OE?N)’(:OOJU R SpozN>(i)
N
= A”§j i), - e | P(PYIRL), o ol)
1

= WZ(i)”«Oéf, Y 17 TS G
TP

1
= WZ(i)”«O(ﬁ?,---,s&ﬂle% STSNY
P
1
= FZ )P 5(B, ) - 0(B, iy - (3.39)
-p
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3 Quantengase

Hier haben wir von der ersten zur zweiten Zeile die Idempotenz des (Anti-)Sym-
metrisierungsoperators benutzt und von der vierten zur fiinften Zeile die Reihenfolge der
Argumente im ket-Zustand so sortiert, dass die Teilchennummerierung im Einklang mit
der im bra-Zustand steht, so dass dann die Orthonormalitdt der Einteilchen-Zusténde
ausgenutzt werden kann (von der fiinften zur sechsten Zeile). Offenbar ist der Ausdruck
auf der rechten Seite von GI. immer dann null, wenn der Satz von Quantenzahlen
{f;} nicht identisch mit dem Satz {«;} ist (ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge).
Falls er identisch ist, konnen wir schreiben

1
(i)<900117 SRR SDQN’900117 SRR (pOtN>(i) = MZ(ﬂ:)p 5(0‘170‘11) 5<&N7ai1v) 7é 0 ) (340)
P

denn mindestens ein Term in der Summe (der fiir die triviale Permutation P(P) = 1) ver-
schwindet nicht. Dies beweist die Orthogonalitét der (anti-)symmetrischen N-Teilchen-
Zustande. Sie sind allerdings (noch) nicht auf Eins normiert.

Die Determinante einer Matrix A ist definiert als

det A = ngn(P) Q14 ANy
3

vgl. Gl. (1.106) der Vorlesung “Theoretische Physik I: Mathematische Methoden”. Hier
ist sgn(P) = (—)? das Vorzeichen der Permutation P und p die Zahl der nicht-trivialen
Transpositionen, die zur Konstruktion der Permutation P nétig sind, vgl. Gl. (3.25). Eine
(un)gerade Permutation entsteht durch eine (un)gerade Zahl von Transpositionen. Mit
der Definition der Produktzustdnde lassen sich die antisymmetrischen Zustéinde
dann als sog. Slater—Determinante schreiben,

|so§§> |so§?§> |so§g;>

) ohs) lpe) o |ptn)

[Pars o pan) T = | v N (3.41)
o5) oS

Weil Determinanten verschwinden, wenn sie zwei gleiche Spalten (oder Zeilen) besitzen,
verschwindet die Slater—Determinante, wenn zwei verschiedene Teilchen, sagen wir ¢
und j, in demselben Zustand sind, also wenn fiir ¢ £ j gilt

8 =1¢8)) Vk=1... N.
Dies bedeutet, dass zwei verschiedene Teilchen nicht im gleichen Quantenzustand sein
diirfen, wenn man einen nicht-trivialen vollstédndig antisymmetrischen Zustand erhalten

mochte. Dies ist aber gerade die Aussage des Pauli—Prinzips fiir Fermionen! Wir
werden dies im folgenden Abschnitt weiter ausfiihren.

3.1.3 Das Spin-Statistik-Theorem

Das sog. Spin-Statistik-Theorem wurde von Wolfgang Pauli (W. Pauli, Phys. Rev.
58, 716 (1940)) aufgestellt. Es besagt, dass der Spin die Symmetrieeigenschaft eines N—
Teilchen-Zustands bestimmt:
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3.1 Quantenmechanik der Vielteilchensysteme

(i) Teilchen mit ganzzahligem Spin, S = 0,1, 2, ..., heilen Bosonen und bilden sym-
metrische N—Teilchen-Zusténde, |<I>§\;r)> € ’Hﬁ,—).

(ii) Teilchen mit halbzahligem Spin, S = %, %, ..., heiflen Fermionen und bilden anti-
symmetrische IN-Teilchen-Zustéinde, |<I>§\7)) € ’HE\?).

Man beachte, dass man aus einzelnen Teilchen mit ganzzahligem Spin nur N-Teilchen-
Zusténde mit ganzzahligem Gesamtspin erzeugen kann. Ein symmetrischer N-Teil-
chen-Zustand ist daher immer ein Boson.

Dagegen kann man aus einzelnen Teilchen mit halbzahligem Spin sowohl N—-Teilchen-
Zustédnde mit halbzahligem als auch ganzzahligem Gesamtspin erzeugen. Ein anti-
symmetrischer N-Teilchen-Zustand kann daher sowohl ein Fermion als auch ein Boson
sein.

3.1.4 Besetzungszahldarstellung

Weil die Teilchen identisch sind, geniigt es anzugeben, wieviele Teilchen sich in einem
gegebenen Quantenzustand |p,,) befinden. Es sei n,, die Zahl der Teilchen im Quanten-
zustand |, ), also

Ng, = 0,1 fiir Fermionen ,

7

= 0,1, 2,... fiir Bosonen ,

N,
> Na, = N. (3.42)

Wir betrachten nun die (anti-)symmetrisierten N-Teilchen-Zusténde und ihre
Orthogonalitéatsrelation . Das Produkt von é—Funktionen auf der rechten Seite dieser
Gleichung verschwindet nicht, falls es sich um die triviale Permutation P (P) = 1 handelt,
oder falls es sich um eine Permutation handelt, die ausschlief3lich Teilchen miteinander
vertauscht, die im selben Einteilchen-Quantenzustand |g,, ) sitzen, so dass o = .
Da sich n,, Teilchen in diesem Zustand befinden sollen, gibt es n,, ! Moglichkeiten, diese
Teilchen untereinander zu vertauschen (auch fir Fermionen, da 0! = 1! = 1). Ferner
gilt dies fiir jeden der mit Teilchen besetzten Quantenzustdnde. Es gilt aber auch fiir
unbesetzte Quantenzustinde, weil fiir solche n,,! = 0! = 1. Also gibt es

Nay ! May! o = H”ai!
i

von null verschiedene Terme in der Summe iiber alle Permutationen, wobei das Produkt
nun iiber alle Quantenzustiande ¢, lauft.

Fiir symmetrische Zusténde ist (£)? = (+)? = 1. Fiir antisymmetrische Zustédnde ver-
bietet das Pauli—Prinzip, dass zwei Teilchen im selben Quantenzustand sind, also trigt
lediglich ein einziger Term in der Summe {iber die Permutationen P bei. Dies muss derje-
nige fiir die triviale Permutation sein, so dass (+)? = (—)% = 1 ist. Wir erhalten also fiir
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3 Quantengase
die rechte Seite von Gl. (3.40) (fiir eigentliche Hilbertraum-Zusténde) das Endergebnis
1
o - faylfars s 0o = 55 [T nald (3.43)

Die (anti-)symmetrisierten N—Teilchen-Zusténde konnen also auf Eins normiert werden,
indem wir sie mit einem Faktor

—1/2
1
C, = (ﬁ Hnai!> . C_=+/N!

multiplizieren. Dies fiihrt auf die sog. Besetzungszahldarstellung der N-Teilchen-
Zusténde,

IN; Ny -y Ny - ) E = CilPays s Gay)E
Ci (2 7 7 (2
= SESTEP ) ) o [ ) L (344)
P n mal n .‘rmal
a1 g
Hier haben wir die Einteilchen-Zusténde im Produktzustand |g0§f11 e, i) )= |y ”))

oY)y 50 umsortiert, dass zunéichst alle n,, Teilchen, die im Zustand |, ) sind, auftreten,

dann die n,, Teilchen im Zustand |p,,) etc. Dazu muss man auch die Teilchen-Indizes

geeignet umnummerieren. Dies geht aber immer, da man iiber alle Permutationen der Teil-

chen summiert (ggfs. muss man noch mit einem Phasenfaktor —1 multiplizieren). Man

beachte, dass man den vollstdndigen Satz von Besetzungszahlen angeben muss, also die

N, fir alle moglichen Zustidnde |p,,), auch wenn diese nicht besetzt sein sollten (dann

ist ne, = 0). Dies geht natiirlich nur fiir eigentliche (d.h. diskrete) Hilbertraum-Zusténde.
Die Zustande in der Besetzungszahldarstellung sind auf Eins normiert,

EUN; Ny oo Mgy o M Mgy ey Mgy, )& =0 Hén%mai : (3.45)

wobei das Produkt iiber alle Quantenzusténde ¢, lauft. Diese Gleichung bedeutet, dass
Zustdnde mit unterschiedlichen Besetzungszahlen in einem einzigen Quantenzustand oder
in auch mehreren Quantenzustéinden orthonormal sind. Sie bilden aulerdem eine Basis

des %%),

Z IN; ey ooy Ny YEEUN gy o Ny, | = 1y (3.46)

Ny seesTar yeee

Die Summe iiber alle Werte der Besetzungszahlen n,,,...,n,,,... unterliegt der Be-

schriankung (3.42)).

3.1.5 Zweite Quantisierung

Wir definieren den Vakuumzustand

0) -
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3.1 Quantenmechanik der Vielteilchensysteme

Er enthélt keine Teilchen in irgendwelchen Quantenzustédnden.
Nun definieren wir den Erzeugungsoperator

af

(67

Er erzeugt ein Teilchen im Quantenzustand |g,,),
al, [0y =11;0,...,0,1,0,...)&) (3.47)

wobei die 1 im ket an der Stelle der Besetzungszahl n,, steht.
Allgemein gilt fiir die Wirkung des Erzeugungsoperators auf einen beliebigen N—Teil-
chen-Zustand

al, N5 gy oo Mgy - ) ® = ()Y Vo + 1IN+ 15 nays ooy mg, + 1,000 | (3.48)

wobei der Faktor /n,, +1 Konvention ist (vgl. Diskussion der Erzeugungs- und Ver-
nichtungsoperatoren in der Vorlesung “Quantenmechanik I”, Abschnitte 4.2.2 und 4.2.3)

und
i—1
Ni: E Tlaj
=1

die Zahl der Transpositionen ist, die man benttigt, um den neu erzeugten Zustand |p,,)
bei den n; anderen bereits vorhandenen Zustédnden |p,,) einzusortieren. Es ist ndmlich

nach Gl. (3.44))

IN +1; nayy oo vy N, + 1, ...>(i) =Ci|Pays -+ -» goaN+l>(i)
Gy P |00 (i) (i2) (im)
= mzpz(i) \\%1 >V [, Zl% >v [ )J : (3.49)
Nay mal nai—i-l mal

d.h. man muss N; Transpositionen durchfiihren, um den neu erzeugten Zustand an die
richtige Stelle zu bringen.

Ein beliebiger N-Teilchen-Zustand kann durch Anwenden von N = . n,, Erzeugungs-
operatoren auf das Vakuum generiert werden,

(@)™ 0) . (3.50)

T, |

(3

IN: Doy, oy My, ) = TN

Das Produkt lauft {iber alle Zusténde (,,. Sollen keine Teilchen im Zustand |p,,) erzeugt
werden, so ist no; = 0 und entsprechend (dLJ_)”‘“J’ [/ Na;! = (d&j)o /0! = 1. Bei der
Anordnung der Erzeugungsoperatoren befolgen wir die Konvention, dass die zu kleineren
Indizes i rechts von denen zu grofleren Indizes stehen.

Entsprechend zu den Erzeugungsoperatoren gibt es auch Vernichtungsoperatoren,

o, ]1;0,...,0,1,0,..)% = 10, (3.51)
0) = 0. (3.52)

Ao,
Allgemein gilt
Ninay, ooy Ny VB = (2N /na,

An diesen Formeln ist die Besetzungszahlbeschriankung fiir Fermionen nicht direkt
ablesbar. Wir betrachten daher Bosonen und Fermionen getrennt:

N —1;nay, ooy g, — 1, ..)F - (3.53)

7

A,
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3 Quantengase

(i) Bosonen: Fiir Bosonen lauten die Gleichungen (3.48) und (3.53))

al, INs .m0 = g 1IN+ 1 ng, + 1) (3.54)
Niooong, )P = g IN=1; ... 0, — 1, .. (3.55)

7

Ao,

Daraus lassen sich Vertauschungsrelationen fiir Erzeuger und Vernichter ableiten.
Wir berechnen

N - nags oy My, | ad al —alal IN =2 na, =1, na, — 1, )
= /Ma; Na; — /Na; Na; =0
— [ag , &;} ~0, (3.56)
J
(+)<N - 2? y Moy — 1a ) nozj - 17 ‘&aj &a Qe aoz] |N7 cees Mays ) naja >(+)

= |, Ga,] =0, (3.57)

+ . 5 At A . +
( )<N,...,nai,...,naj,...|aajai—aaiaaj]N,...,nai,...,naj,..)( )

= 0 [H)(N;...,nai,...|€Lai\/nai—i—1|N—|—1;...,nai+1,...>(+)
—(+)(N;...,nai,...|&Li,/nai N—l;...,nai—l,...>(+)}

= 0 (\/na +1 \/nal. +1—/na, 1/nai) =0ij (No; + 1 —ng,;) = 0y
= |aq,, al,] = d;; . (3.58)

(ii) Fermionen: Fiir Fermionen lauten die Gleichungen ({3.48]) und (3.53)
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AN e, )T = ()N G o IN L e, + 1,0 (3.59)
oy IN5 - Mgy - )T = ()N 1IN =1 e, — 1, )T (3.60)

wobei n,, =0, 1, N; = 22_:11 Ng, . Daraus lassen sich wiederum Vertauschungsrela-
tionen berechnen. Sei 0.B.d.A. ¢ < j. Dann gilt

(_)<N;...,nai,...,n%.,...|dT al IN—=2; .. ne =1, .. e — 1,00

(677 Qi k3 J

=N, L Nagy -+ 5 Ny ...|&Li(—)Nj5naj_170|N—1; cey My — 1y Ny, )

7

= (—)Nithig = (—)NHNi b O 1 - (3.61)

- najfl,O 6nai71,0

Man beachte hinsichtlich des Vorzeichens, dass
i—1
Ni = Z Neay,
k=1
j—1 Jj—1
N; = Z Ny + Mo, — 1 = Z Nay

(=104 =10



3.1 Quantenmechanik der Vielteilchensysteme

wobei wir den Term fiir die n,, — 1 Transpositionen explizit ausgeschrieben haben,
letzterer aber sowieso verschwindet, da n,, = 1, aufgrund des Kronecker-Deltas in
Gl. (3.61)). Andererseits gilt fiir die umgekehrte Reihenfolge der beiden Erzeugungs-

operatoren
(*)<N;...,nai,...,naj,...|dLj&Li\N—2;...,nai—l,...,naj—l,...)(*)
:(_)(N;...,nai,...,naj,...|&Lj(—)Ni6nai71|N—1;...,nai,...,naj—l,...>(_)

— (_)NH—NJ/' 5,1%_71 5,7@]_71 . (362)

wobel nun wie vorher
i1
Ni = E Nay,
k=1

aber im Gegensatz zu vorher

j—1

N; = Z Ney,

=1
den Term ¢ = i in der Summe enthélt. Der Unterschied zum vorangegangenen Fall
ist also

Ni=N;+1, dang=1.

Dieser Unterschied erklart sich daraus, dass im ersten Fall kein Teilchen im Zustand
|0, ) war, als dLj angewendet wurde, aber beim zweiten Fall ein Teilchen in die-
sem Zustand war. Addition der Glgen. und ergibt wegen des relativen
Vorzeichens zwischen beiden Ausdriicken

af, af, +aj, af, = {a* agj} ~0. (3.63)

[e7Ri

Die geschweifte Klammer steht fiir den sog. Antikommutator. Auf ganz dhnliche
Weise zeigt man

{aq,, Ga,} =0 (3.64)

Zum Schluss berechnen wir noch den Antikommutator {&ai, dLj }:

N St ot o N -
()<N,...,nai,...,naj,...|aaiaj+aajaaiN,...,nai,...,naj,..,>()

= [(*)(N; R R (—)Ni5nai70|N+1; Mg+ 1, )

— {aai, a;y} . (3.65)

Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren fiir Bosonen und Fermionen wirken auf dem
sog. Fockraum

Hr = QM , (3.66)
N=0

dem Produktraum aus allen Hilbertraumen Hy zu fester Teilchenzahl N. Der Erzeu-
gungsoperator dLi bildet Zustédnde aus dem Teilraum Hy auf den Teilraum H 1 ab, und
der Vernichtungsoperator a,, entsprechend Zusténde aus Hy auf Hy_;.
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3 Quantengase

3.1.6 Operatoren in zweiter Quantisierung

(i)

128

Besetzungszahloperator:
o, = GF a4, (3.67)

(677 7

vgl. Gl. (4.37) der Vorlesung “Quantenmechanik 17. Es gilt

N, NG -0y Ny, LE = dlj (BN e, [N =15 .., ng, — 1, L&)
= ()N e, N . Ny, )
Ni.oong, ...)&) (3.68)

g nOéi

Der Besetzungszahloperator mifit also — wie zu erwarten — die Zahl der Quanten
im Zustand |p,,). Mit Hilfe des Besetzungszahloperators (3.67)) definieren wir den
Teilchenzahl-Operator

N=) . (3.69)

Er mifit die gesamte Teilchenzahl N, die sich in einem N-Teilchen-Zustand
IN; ..., Na,, - )& befindet. Die Zustinde |N; ..., ng,, ...)&) in der Besetzungs-
zahldarstellung sind aufgrund von GI. - Elgenzustande zu M, und N.

Hamilton—Operator: Wir nehmen der Einfachheit halber an, dass sich der Hamil-
ton-Operator des Systems als Summe von Einteilchen-Operatoren schreiben 148t,
d.h. wir vernachléssigen die Wechselwirkung zwischen zwei oder mehr Teilchen. Dies

ist ausreichend, wenn wir ideale Gase aus Bosonen oder Fermionen betrachten (s.
Abschnitt [3.2)),

N .
=y i, (3.70)
i=1
Wir betrachten diesen Operator nun in der Basis der N—Teilchen-Zusténde ([3.38]),
Hy = lyHyly

>(i) (£) {

X <900417"'79004N|HN|90517""90,3N 90517"‘7905N| (371)

Das Matrixelement berechnen wir mit Hilfe der Definition (3.38]) der (anti-)symme-
trisierten N-Teilchen-Zustéande wie folgt:

®ary s Cay| Hn10p1, -5 0ay)®
= (o, eSO Ay |y, - 0p)E
= (o, ..., oM 5 ﬁwlwp )™
= (o0, ., oM Hy S5 s, -y pan)®
= (o8, ..., oW Hy lopy, - -, )™



3.1 Quantenmechanik der Vielteilchensysteme

wobel wir von der zweiten zur dritten Zeile die Hermitezitét des (Anti-)
Symmetrisierungsoperators, von der dritten und vierten Zeile seine Vertauschbar-
keit mit dem Hamilton—Operator und von der vierten zur fiinften Zeile seine
Idempotenz ausgenutzt haben. Mit der Definition der (anti-) symme-

trisierten N—Teilchen-Zustande berechnen wir weiter

<§0(a11)7 SRR QOaN)| HN |3051’ SRR 305N>(i)
3 1 N
= S SR (), O B e, ) (37
Pg
Setzen wir diesen Ausdruck in Gl. (3.71)) ein, so bemerken wir zunéichst, dass die
Summe {iber alle Permutationen Pj iiberfliissig ist, da dort sowieso iiber 3y, ..., By
summiert wird. Oder mit anderen Worten, wir kénnen durch Umbenennen der Sum-
mationsindizes 5;; — (3, j = 1,..., N, erreichen, dass jeder Term der Summe iiber

die Permutationen identisch mit dem iiber die triviale Permutation P(Pﬁ) = 1l wird.
Dabei wird allerdings auch der letzte bra-Vektor in Gl. (3.71)) veréndert,

(i)<90517 T SOBN| — (i)«pﬂilv sy PBigl
Benutzen wir die Glgen. (3.44) und (3.50)), erkennen wir, dass dieser Zustand die

Form
1 jR— ng,.

=GNy ng = 0l (ag,) ™
hat. Da das Produkt iiber alle ¢; gebildet wird, kénnten wir auch einfach das Produkt
iiber alle ¢ bilden und {iberall ¢; — 7 ersetzen. Allerdings stehen die Vernichtungs-
operatoren nicht in der richtigen Reihenfolge (kleinere Indizes links von groeren),
sondern in der durch die Permutation erzeugten. Um sie in die korrekte Reihenfol-
ge zu bringen, sind ps Transpositionen notig, die einen zusétzlichen Faktor (4)??
erzeugen. Es gilt also

(i)<90,3i1’ s PBiy

(:t)<s05¢17 SRR S%ZN| = (i)pﬂ (i)«pﬁlv s SpﬁN| :

Setzen wir dies zusammen mit Gl. (3.72) in Gl. (3.71) ein und beriicksichtigen
(£)?5 = 1, sowie die Tatsache, dass die Summe iiber die Permutationen N! Terme
enthélt, so erhalten wir

P
aiyean B8N

A 1 N
< (o, o En ol 08D B, el (3.73)

Das Matrixelement des Hamilton—Operators ist mit der Annahme des Einteilchen-
Ansatzes (3.70)) leicht zu berechnen,

N
’y 1 N 7 N
(e, e Ha Lol oSy = e, oW P 16 el))

i=1

= (V1 AP |00 (s, B2) - (an, Br) +
+ (o, 1) -+ 6(an—1, Bn-1) <S%N |H e |905N ) -
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3 Quantengase

Hier haben wir die Definition der Produktzustinde und die Orthonormalitét
der Einteilchen-Zustéinde benutzt. Setzen wir dies in Gl. ein, so erkennen wir,
dass alle N Terme in dieser Summe den gleichen Beitrag liefern, da iiber alle a; und
[; summiert wird,

A g 1 1
HN = Z: i ‘900417 "'7(1001N>( : N<SD‘(111)|H1( : ‘90'%1)>

..... an B8N
X (Oé2752) 5(aNaﬂN) )<¢5177¢5N|
o WEAE I
1,81
x N I |900‘17 Pass "‘7(paN>(i)(i)<90517 Pags -+ 90041\/| . (374>

o
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Nun ist aufgrund von Gl. (3.44)) und der Definition (3.48|) des Erzeugungsoperators

1/2
1
|900417 Pagy « (IDOCN>(:|:) - [ﬁHnO‘Z'] |N; Moy Mag, --'>(i)
Ti=1

at 1/2
= \/_[ N1 Hna] IN = 1; g, — 1, Ny, .. )&

(£)

af
\/—’900427 ""QOCVN> )

wobei die Notation auf der rechten Seite insofern nicht ganz eindeutig ist, weil
der ket-Vektor durchaus noch n,, — 1 Teilchen im Zustand |¢,,) haben kann, vgl.
z.B. Gl , aber eben eines weniger als der ket-Vektor auf der linken Seite
(der n,, Teilchen in diesem Zustand hat). Analog ist aufgrund der Definition des

Vernichtungsoperators (3.53)

1/2
ngl
(i)<90ﬁ17 Pagy SOOcN| = (i)<N; By Nay, | [Nll nai!]
toi=2

=

1/2
1 ig
= (i)<N—1; nﬁl—l, TLOQ,...| [mnna”] !
=2

@,

:t)<(p012) "'7¢&N|m'

Auch hier kann der bra-Vektor auf der rechten Seite noch ng, —1 Teilchen im Zustand
(pp, | enthalten, aber eben eins weniger als der bra-Vektor auf der linken Seite (der



3.2 Ideale Fermi— und Bose—Gase

ng, Teilchen in diesem Zustand hat). Eingesetzt in Gl. (3.74]) erhalten wir

3 1) (D 4
Hy = Y (oW1 D 100y af,
1,81
X I ’90&27 "'79004N>(i)(i)<900427 SR 90041\7’&&
ast...,an
= Y AP ) af, s s (375
1,81

wobei wir im letzten Schritt die Vollstandigkeit der N—Teilchen-Zustinde im Hy_;
benutzt haben.

In der Energie-Darstellung und fiir eigentliche Hilbertraum-Zusténde vereinfacht
sich dieser Ausdruck wegen

1 (1 1
(€| 2V D) = ¢ 6,

noch etwas weiter (hier haben wir den Index (1) bei ¢; unterdriickt, da die einzelnen
Energieniveaus fiir identische Teilchen immer die gleichen sind),

Hy =) €l o, =Y €, . (3.76)

% %

Die N-Teilchen-Zusténde in der Besetzungszahldarstellung sind auch Eigenzusténde
zu einem Hy der Form ((3.76]),

Niooong, .. ) B =Ey|N; ... ng,, .. )H),

FIN ‘N7 ceey Ny - >(i) = Zﬁinai
(3.77)
wobei Fy die Gesamtenergie des N-Teilchen-Zustands ist. Die N—Teilchen-Zusténde
sind ebenfalls Eigenzustéinde zum Teilchenzahl-Operator ([3.69)),
NIN: o ng ) B =D 06, IN; - nay, Y = NING L ng,, )&

(3.78)

3.2 ldeale Fermi— und Bose—Gase

3.2.1 GroBkanonische Zustandssumme

Wir sind nun in der Lage, die Zustandssummen fiir ideale Fermi— und Bose-Gase zu
berechnen. Wir betrachten gleich die grof3kanonische Zustandssumme, definiert durch

a1 @59,

Z(T,V,p) =Tr [e*ﬁ(ﬁ’\’*“m} .
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3 Quantengase

Hierbei ist Hy der N —Teilchen-Hamilton-Operator, der fiir ein wechselwirkungsireies Sy-
stem die Form (3.76) annimmt, und N der Teilchenzahl-Operator (3.69). Die Spur be-
rechnen wir am besten in der Besetzungszahldarstellung (3.44)) der N-Teilchen-Zusténde,

o0

Z(T,V,u) = Z Z' SN g, ...|e_B(I:IN_“N) IN: . i, .. )&

wobei der Strich an der zweiten Summe bedeutet, dass die Besetzungszahlen n,,, ...,

Ng,, - - - die Bedingung
S =

erfiillen miissen. Da wir aber anschlieBend iiber alle N summieren, konnen wir die Be-
schrankung auch fallen lassen, wenn wir gleichzeitig die Summe iiber N weglassen,

2TV = > BNy g, e PEN N ING )@ (3.79)

Die Zustande in Besetzungszahldarstellung sind Eigenzustéinde zum Hamilton—Operator,
vgl. GL (3.77), und zum Teilchenzahl-Operator, vgl. Gl. (3.78)). Also berechnen wir aus

Gl (3.79) sofort

Z(T,Vin) = > BNy ng,, e PENTENING g, )
Naq ey Moy yee
= > o [‘5 Do (6 - u)] =[[D e (3s0)
Ny 5eees Nag .. 7 i Nay

wobei wir im letzten Schritt die Exponentialfunktion faktorisiert haben und die Summen
iiber die Besetzungszahlen n,,,...,n,,,... auf die einzelnen Exponentialfaktoren verteilt
haben. Dies ermdglicht die kompakte Darstellung als Produkt {iber Summen iiber die
einzelnen Besetzungszahlen.

Nun gilt fiir Bosonen aufgrund der Definition der geometrischen Reihe,

n=0
dass
= —B(e;—p)na, C —pl€;i— Nay 1
Zoe Blei—p) a; — ZO [6 B(e; ,u):| — m . (381)

Wenn wir 0.B.d.A. die einzelnen Energien ¢; ihrer Groéfie nach anordnen, g < €1 < -+ <
€; < ---, dann ist die Voraussetzung fiir die Anwendung der Formel fiir die geometrische
Reihe die Bedingung

€ > - (3.82)

Mit anderen Worten, fiir Bosonen muss das chemische Potential stets kleiner oder — bei
Bose—Einstein—Kondensation (diesen Fall behandeln wir noch genauer in Abschnitt
3.2.4) — gleich der Grundzustandsenergie sein.
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Fiir Fermionen enthélt die Summe iiber n,, in Gl. (3.80) aufgrund des Pauli-Prinzips

nur zwei Terme,
1

Z 6_B(€i_ﬂ)nai =1 + 6—B(€i_l$) . (383)

na,; =0

Die beiden Glgen. (3.81]) und (3.83]) lassen sich, eingesetzt in Gl. (3.80]), kompakt zusam-
menfassen, so dass das Endresultat fiir die grolkanonische Zustandssumme lautet:

Z(T,V,p) = [ [T +ne )", (3.84)

%

wobei n = 1 fiir Fermionen/Bosonen. Der Logarithmus der groffkanonischen Zustands-
summe lautet demnach

In Z(T,V,u) = nZln [1+nePlam] (3.85)

und damit das grof3]kanonische Potential

T, V)= —kpTn Y In[1+nePm] (3.86)

Im thermodynamischen Limes ist der Druck gegeben durch

Q kgT (e —
p=p =T e ] o7
Die mittlere Teilchenzahl ist

nﬁe Blei—p) 1
= —_— 3.88
v Z 1 +neBla—n zl: eBlei—m 4 p ( )

wobei wir n* = (£)? = 1 benutzt haben. Die mittlere Energie berechnen wir zweck-
méafigerweise aus der Formel

0ln Z(T,V, ) 0 L
E = — — — =Y In[l4+nze P
aﬁ Viz aﬁ Z |: :| V,z
nz (_ei) 67661 €;
- T B 2 e 3.89
Ve Xi:eﬁ(ei—uurn (3.89)

Die Entropie erhélt man dann beispielsweise aus der Fundamentalrelation der Thermo-
dynamik,
E+pV —uN

5= T

(3.90)
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3.2.2 Mittlere Besetzungszahlen

Die mittlere Besetzungszahl im Quantenzustand |¢,,) ist definiert als

1 N N
(o)) = ZTr [efﬁ(HN*MN)ﬁal}

1

Z

Z SN Ny s .| e PENTHN) Na; N3 -0y Ny, &) (3.91)

Ny seesThoy seen

wobei wir die Spur wie in GI. in der Basis der symmetrisierten N—Teilchen-Zusténde
in der Besetzungszahldarstellung ausgefiihrt haben, weil dies ermoglicht, den Hamilton—
Operator Hy, den Teilchenzahl-Operator N und den Besetzungszahloperator n,, sofort
durch ihre entsprechenden Eigenwerte zu ersetzen. Weil fiir ein nichtwechselwirkendes

System
EN = Z €5 naj )
J
konnen wir mit der Darstellung (3.80|) der groflkanonischen Zustandssumme GI. (3.91)
aber auch als Ableitung des Logarithmus von Z nach —f¢; schreiben,

1 O e P2 nay(ej—n)
) = — EUN: N, - N; ..., ng )
<<na2>> Z Z < ’ 9 nOéz? ’ a(_/@el) ‘ ) 9 nO@) >
Ny ey Ta seee T,V p,e57€;
1 0Z 0
_ 1 = — " In Z(T,V,p) : (3.92)
Z 0(=P€) | rypeze,  O(=P6) TV e e

wobei bei der partiellen Ableitung neben 7',V und p auch alle Einteilchen-Energien ¢;
mit j # ¢ konstant zu halten sind. Mit Gl. (3.85) berechnen wir weiter

n e Blei—p) 1

<<nai>> =1 1+ 7]6_5(61'—#) = Bl 1 p . (393)

Durch Vergleich mit den Glgen. (3.88) und (3.89) stellen wir fest, dass

N= (W) = D ({ie)) (3.94)
E=((Hy)) = Y el(ha) (3.95)

)

Dies ist konsistent mit Gl. fiir den Teilchenzahl-Operator und Gl. fiir den
Hamilton—Operator eines wechselwirkungsfreien Systems. Die statistischen Mittelwerte
der Operatoren N und Hy sind also als Summe iiber die mittleren Besetzungzahlen (im
Falle der Energie gewichtet mit der Einteilchen-Energie ¢€;) darstellbar. Dies ist immer der
Fall, wenn ein Operator effektiv ein Einteilchen-Operator ist, wie im Fall der Teilchen-
zahl oder der Energie in einem nichtwechselwirkenden System.

Wir machen nun eine Fallunterscheidung;:
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3.2 Ideale Fermi— und Bose—Gase

(i) Bosonen, = —1: Die mittlere Besetzungzahl (3.93)) lautet

1

e (3.96)

TZB(@L‘, Tv :u)

und heiffit Bose—Einstein—Verteilung. Wir hatten schon gesehen, dass wegen der
Bedingung hochstens fiir den Grundzustand eine Singularitat dieser Vertei-
lung entsteht und auch nur dann, wenn p = €. Diesen Fall behandeln wir gesondert
in Abschnitt [3.2.4] Fiir p < ¢ gibt es keine Probleme und wir kénnen die Verteilung

(3.96) graphisch darstellen, vgl. Abb. [3.2]

— Bose-Einstein
— Boltzmann
klass.

B(e; — W)

Abbildung 3.2: Die Bose-Einstein—Verteilung (rot) und zum Vergleich die Boltzmann-
Verteilung (blau) und der klassische Grenzfall der Bose-Einstein—
Verteilung.

Fiir S(e; — 1) > 1 kann man die —1 im Nenner der Bose-Einstein—Verteilung ge-
geniiber der Exponentialfunktion vernachlédssigen und wir erhalten

nple, T,p) ~ e PEm ¢ — > kT . (3.97)

Dies ist die sog. Boltzmann—Verteilung. Sie entspricht dem Grenzfall, bei dem
wir quantenstatistische Effekte ignorieren. Man erkennt anhand von Abb. [3.2]
dass sie, wie erwartet, fiir (e, — u) > 1 eine gute Niherung der Bose—Einstein—
Verteilung darstellt.
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136

Fiir 8(e;—p) < 1 konnen wir die Exponentialfunktion im Nenner der Bose-Einstein—
Verteilung in eine Taylor-Reihe entwickeln und erhalten

1 kT

= , 6 —pu<LkgT . 3.98
1+6(e—p)—1 —p @ H B (3.98)

nB(E’h T7 ,LL) =

Dies ist der sog. klassische Grenzfall, weil die Besetzungzahl des Energieniveaus
¢; makroskopisch grof ist, also sehr viele Teilchen im Quantenzustand |e;) sitzen.
Sie bildet, wie erwartet, fiir 5(e; —pu) < 1 eine gute Naherung fiir die Bose-Einstein—
Verteilung, vgl. Abb. 3.2

Fermionen, n = 1: Die mittlere Besetzungszahl (3.93)) wird zu

1
nF(Eia Ta ,u) = eB( (399)

D) +1
und heifit Fermi—Dirac—Verteilung. Auch fiir die Fermi-Dirac—Verteilung erhal-
ten wir im Grenzfall S(e; — p) > 1 durch Vernachléssigen der +1 im Nenner ge-
geniiber der Exponentialfunktion die Boltzmann—Verteilung,

np(e, T, p) ~ e PlE=r (3.100)

Dies muss so sein, da die Boltzmann—Verteilung quantenstatistische Effekte igno-
riert, also genau den Unterschied zwischen Bosonen und Fermionen in der mittleren
Besetzungzahl aufler acht 1483t. Deshalb sind in diesem Limes die Besetzungszahlen
von Bosonen und Fermionen identisch.

Anders verhélt es sich aber im Fall §|e; — pu| < 1. Zunéchst ist zu bemerken, dass
wir fiir die Fermi-Dirac—Verteilung aufgrund der +1 im Nenner nicht das Problem
einer Singularitit haben. Es gibt also keine Bedingung wie Gl. (3.82), die eine obere
Schranke fiir das chemische Potential darstellt. Andererseits muss die Fermi—Dirac—
Verteilungsfunktion np stets < 1 sein, damit das Pauli-Prinzip nicht verletzt wird.

Wir betrachten zunéchst den Grenzfall verschwindender Temperaturen, T" — 0,
[ — oo. Dann wird

e, {00 i 6>
0 fir ¢ <p,

und daher
. ] 0 fir >p,
71111}1’%] nF(€i7T7M) - { 1 fiir € < i,
d.h.
lim ng(e, T,u) = O(n—¢) , (3.101)
T—0

die Fermi-Dirac—Verteilung wird zur Stufenfunktion, vgl. Abb. Alle Energie-
niveaus ¢; unterhalb der sog. Fermi—Kante Er, die fiir T'= 0 genau dem chemi-
schen Potential entspricht, Fr(T = 0) = p, sind mit genau einem Fermion besetzt,
alle Energieniveaus oberhalb von Er sind unbesetzt. Dies ist eine Konsequenz des
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Pauli—Prinzips: da identische Fermionen nicht den gleichen Quantenzustand anneh-
men diirfen, muss man fiir gegebenes chemisches Potential ; vom niedrigsten Quan-
tenzustand mit der Energie ¢y beginnend alle hoheren Energieniveaus mit jeweils
einem Fermion besetzen, bis man alle N Fermionen des N-Teilchen-Systems unter-
gebracht hat. Das letzte besetzte Energieniveau definiert die Fermi—Kante Er bzw.
wegen Er = p das chemische Potential p, welches der vorgegebenen Teilchenzahl NV
entspricht.

Eine Ausnahme bildet der Fall von entarteten Energieniveaus, z.B. wenn es wei-
tere Quantenzahlen gibt, in denen sich die Fermionen unterscheiden, die aber den
Wert von ¢; nicht beeinflussen. Eine solche Quantenzahl kann z.B. der Spin sein.
Ohne dufleres Magnetfeld erwarten wir keine Zeeman-Aufspaltung der Energienive-
aus €;, so dass jedes dieser Niveaus zumindest mit 2S5 4+ 1 Fermionen besetzt sein
kann, also fiir den Fall von Elektronen, S = 1/2, mit zwei, eines mit Spin 1 und
eines mit Spin |

Bei T' = 0 gibt es keine thermischen Anregungen, die ein Teilchen unterhalb der
Fermi—Kante in einen Zustand oberhalb der Fermikante anregen koénnte, daher ist
die Fermi-Dirac—Verteilung eine Stufenfunktion.

— Fermi-Dirac T=0

— Fermi-Dirac Bu=10
— Fermi-Dirac Bu=0.5
— Boltzmann Bu=0.5

28 €.

1

Abbildung 3.3: Die Fermi-Dirac—Verteilung fiir 7' — 0 (schwarz), fiir kleine Temperaturen
B =10 > 1 (griin), fiir groBe Temperaturen Su = 0.5 < 1 (rot), und
zum Vergleich die Boltzmann—Verteilung fiir den letzten Fall (blau).
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Fiir kleine Temperaturen, Su > 1, also p > kpT', wird die scharfe Fermi-Kante
“aufgeweicht”. Aufgrund thermischer Anregung kénnen Teilchen von Zustédnden un-
terhalb der Fermi—Kante in Zusténde oberhalb der Fermi-Kante gelangen; im Mit-
tel ergibt sich die in Abb. gezeigte Verteilungsfunktion. Die Breite des “ausge-
schmierten” Bereichs betriagt kgT'/p.

Fiir grole Temperaturen, Su < 1, also p < kgT', wird die Aufweichung der Fermi—
Kante immer ausgeprigter. Man beachte, dass die Boltzmann-Niherung
streng genommen nur fiir Zustdnde oberhalb der Fermi—Kante gilt, da sie das Pauli—
Prinzip fiir ¢; < p verletzt.

3.2.3 Zustandsgleichung des idealen Fermi—Gases

In diesem Abschnitt wollen wir die Zustandsgleichung des idealen Fermi—Gases be-
stimmen. Ausgangspunkt ist die groBkanonische Zustandssumme (3.85). Um diese zu
berechnen, miissen wir uns zunéchst die Einteilchen-Energien ¢; beschaffen. Wir be-
trachten ein wiirfelfsrmiges Volumen der Kantenlinge L, d.h. V = L3, mit Mittelpunkt
im Ursprung des Koordinatensystems. Da die Teilchen innerhalb von V' wechselwirkungs-
frei sein sollen, sich aber auflerhalb nicht authalten kénnen, entspricht dies einem drei-
dimensionalen Kasten-Potential der Form

0, |, lyl, |zl < L/2,
Ur) =
. { oo, |z |yl 2] > L/2.

Solche Potentialprobleme haben wir in der Vorlesung “Quantenmechanik I” besprochen.
Da die Wellenfunktion jedes Teilchens am Rand des Volumens verschwinden muss, sind
die Einteilchen-Zustdnde stehende Wellen mit Wellenzahl

E:fﬁ, n€Z, i=wxy,z. (3.102)

Die einzelnen Quantenzustédnde ¢ sind durch die Angabe des betreffenden Wellenzahlvek-
tors k gekennzeichnet,

G=g=7 (3.103)

wobei wir die nicht-relativistische Energie-Impuls-Beziehung ¢ = p?/(2m) und die de
Broglie-Formel p' = hk benutzt haben. Die Summe {iber die Quantenzusténde lautet

i n Mg, My, Mz

Fiir groe Volumina L — oo liegen die einzelnen Wellenzahlvektoren (3.102)) beliebig dicht

und wir kénnen von der Summe zu einem Integral {ibergehen,

LB
Yo=Y AnAnAn.= Y AkxAkyAk:ZW
NNy, Nz N, My, Nz ke ky k2
A3k a3y
= 7 104
N v/(%)3 v/(%h)g, (3.104)
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wobei wir aufgrund von GI. ein Inkrement An; in ein Inkrement Ak; = (27/L)An;
umgerechnet und im letzten Schritt wieder die de Broglie-Formel k= p/h benutzt haben.
Fiir den Fall, dass die Fermionen weitere Quantenzahlen tragen (z.B. Spin), in denen sie
sich unterscheiden konnen, ist jeder Zustand zu gegebenem Wellenzahlvektor k entartet.
Es konnen also mehrere Fermionen diesen Zustand besetzen, vorausgesetzt sie unterschei-

den sich in eben diesen weiteren Quantenzahlen, um das Pauli-Prinzip nicht zu verletzen.
Wir tragen dem Rechnung, indem wir das Ergebnis (3.104)) mit einem Entartungsfaktor

g multiplizieren,
d3p d3p

Im Fall, dass der Spin S die einzige zusétzliche Quantenzahl der Fermionen ist, gilt g =
2S + 1. Bei zusétzlichen Quantenzahlen, z.B. Isospin I bzw. Farbe (drei Moglichkeiten,
rot, griin oder blau), wiirde gelten g = (21 + 1)(25 + 1) bzw. g = 3(25 + 1).

Nun koénnen wir die groflkanonische Zustandssumme berechnen. Mit der Fuga-
zitét z = exp(fu) erhalten wir

InZ(T,V,p) = V/ﬁlnl—i— —ﬁﬁ
) 71u - g (27Th>3 z eXp 2m

9V [T B
= 27T2h3/0 dpp 1n[1+zexp( 2mp>]

V oo
= 2 (kaBT)g/Q/ dz 2” In (1 + ze’“2>
0

2m2h3
49V

_ T dea?in (14 e 3.106
ﬁ)\3/0 rx n( +ze ), ( )

wobei wir von der ersten zur zweiten Zeile zu Kugelkoordinaten im Impulsraum iiberge-

gangen sind, von der zweiten zur dritten Zeile die Substitution z = \/% p durchgefiihrt
und von der dritten zur vierten Zeile die Definition der thermischen Wellenlénge
benutzt haben.

Ohne weitere Annahmen 148t sich das Integral in GI. nicht weiter auswerten,
d.h. man muss es i.A. numerisch berechnen. In zwei Spezialfillen kann man jedoch auch
analytisch weiterkommen.

Thermische Zustandsgleichung, Su < 1

Der erste ist der Fall, in dem das chemische Potential klein gegeniiber der Temperatur
ist, B < 1. Genauer miissen wir fordern, dass jo < €;; ist, bzw. nach den Substitutionen,
die zu GI. gefithrt haben, Bu < 22 oder z exp(—2?) < 1. (Streng genommen ist
dann p < 0, da die obige Bedingung fiir alle €, also auch fiir ¢ = 0 gelten muss.) Dann
kann man den Logarithmus unter dem Integral in eine Taylor-Reihe entwickeln,

o0

In(1 Sy <1
n(l+y)=>» (-1) s yls1y

n=1
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und wir erhalten

n=1 n=1
- n+1z ﬁ _ﬁ . n+1 Zn
= LT g = LT

Man definiert die Funktion

o] Zn
f5/2(2) \/_/ dz 22 ln 1+ze “;2> = Z(—l)”“m, (3.107)

n=1

wobei der Index auf die Potenz von n im Nenner in der Reihe verweist. Analog haben wir

fg/Q(Z) = Z(_l)n+1 7,;7;2 =z % f5/2(2’) . (3108)

n=1

Mit der Definition (3.107]) schreibt sich die groflkanonische Zustandssumme des heiflen
Fermi-Gases (3.106|) kompakt als

y
n Z(0.V,p) = 55 foalz) . Bu<1. (3.109)

Mit p = —Q/V = kT In Z/V erhalten wir sofort den Druck als

ng

fs2(2) - (3.110)

Zur Berechnung der mittleren Teilchenzahldichte benutzen wir Gl. (1.187)),

N 2z 0lhZ

g
= = 3.111
n= ‘r ‘f 92 7 23 f3/2<z)> ( )

wobei wir Gl. (3.108]) benutzt haben. Wir bemerken, dass die Formel p = nkgT, die wir
fiir das klassische ideale Gas hergeleitet hatten, nicht mehr gilt; wir haben stattdessen

. f5/2(Z)
_nkBTf3/2(Z) .

Den klassischen Grenzfall erhalten wir fiir 2 < 1, so dass wir die Reihen in den Glgen.

(3.107) und (3.108]) nach dem ersten Term abbrechen kénnen,

fop(z) = z-— 2§j2+<9( Y=z [l- g+ 06

fanl2) = 2= m+0(E) =2 [1- 55 +0()] .
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Damit ist
1 —2/25/2 ) R )
= nkpT [1+ o +<9(z2)] . (3.112)

Der erste Term entspricht der Zustandsgleichung des klassischen idealen Gases, die nach-
folgenden sind quantenstatistische Korrekturterme.
Die mittlere Energiedichte erhalten wir am zweckméfligsten aus Gl. (|1.186))

o = —% (=3A") g f5)2(2) = §k‘BT 5 fo2(2) = ;p - (3.113)

7£7 1 Oln Z
TVT TV o

Diese Relation gilt auch im klassischen Fall, da e = (3/2)nkp T und pg = nkg T, also
e = (3/2)p. Es gilt aber nicht mehr die erste Relation, es sei denn, wir fithren die
Entwicklung fir z < 1 durch.

Die Entropiedichte berechnen wir am einfachsten aus der Fundamentalrelation der
Thermodynamik,

B k
_ EH?TM _ o /\3 f5/2( z) — 5u%f3/2(z)] ~ 978 B { f5/2(2) —Inz f3/5(2)

(3.114)

Entartetes Fermi—Gas, Bu > 1

Der zweite Fall, in dem wir analytische Resultate ableiten konnen, ist der Fall des sog.
entarteten Fermi—Gases, d.h. der Fall, in dem die Temperatur klein gegeniiber dem
chemischen Potential ist, Su > 1. Der Einfachheit halber betrachten wir zunéchst den
Fall verschwindender Temperatur, 7' = 0. Dann ist die Fermi—Dirac—Verteilung
identisch mit einer Stufenfunktion, vgl. Gl . Weil ¢ = ¢ = B*k?/(2m), sind
alle Quantenzustéinde mit Energien kleiner als die Fermi-Energie (bzw. das chemische
Potential), ez < Ep = p, bzw. Wellenzahlvektoren E, deren Betrag kleiner als der sog.
Fermi—Wellenzahlvektor kr ist,

R2k 2 . 2
= k=|k<hkr= 7;;“,

p=Ep>¢e = (3.115)

2m

besetzt und alle Quantenzustinde mit Betrag des Wellenzahlvektors & > kpr unbesetzt.
Dem Fermi—Wellenzahlvektor entspricht aufgrund der de Broglie-Beziehung der sog. Fer-

mi-Impuls
pr = hkp =+/2mu . (3.116)

Die Bedingung definiert im Raum der dreidimensionalen Wellenzahlvektoren eine
Kugel mit Radius kp, die sog. Fermi—-Kugel, vgl. Abb. [3.4] Das Pauli-Prinzip verlangt,
dass alle Zustdnde innerhalb der Fermi—Kugel mit g Fermionen besetzt sind, wihrend alle
Zusténde auflerhalb der Fermi—-Kugel unbesetzt sind.
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Abbildung 3.4: Die Fermi-Kugel im Raum der Wellenzahlvektoren.

Weil die Fermi-Dirac—Verteilung die einfache Form ([3.101)) annimmt, lassen sich alle
thermodynamischen Gréflen analytisch bestimmen. Wir beginnen der Einfachheit hal-
ber mit der mittleren Teilchenzahldichte, vgl. Gl. , wobei wir die Summe iiber
Quantenzustinde durch das Impulsintegral , bzw. ein entsprechendes iiber den

Wellenzahlvektor & ersetzen,

N(O,V, i a3k g [
ng = n(())pJ) = % = / (27r)3 nF(EE’ O,H,) = 2—7T2/0 dk k’2 @(k’F — ]’C)
kr
Y 2 9 13
= = dk k= —=ky . A1
212 J, 6m2 (8:117)

Hier sind wir zu Polarkoordinaten im Wellenzahlraum iibergegangen und haben benutzt,
dass nur Zustdnde unterhalb des Fermi—Wellenzahlvektors kr besetzt sind. Der Fermi—
Wellenzahlvektor bzw. der Fermi—Impuls sind also proportional zur dritten Wurzel der
Teilchenzahldichte,

1/3
PFr 672

kp=—7—={— . 3.118
"h ( g no) (315)
Die Fermi-Energie bzw. das chemische Potential wachsen mit der Teilchenzahldichte wie

Rk, R f6r2 \*°
Er=p=—%r=_—(— 3.119
F=H 2m 2m ( g no) ( )

an.
Als néchstes berechnen wir auf ganz analoge Weise die mittlere Energiedichte, vgl.
Gl. (3.89),

£(0,V, B3k g [® h2 |2
6(O,u)=u:g/WEEnF(eE,O,N)——/O dk k* 5 O(kr — k)

- o2

€o

V 2m m
g R [ g Rk 3 g 4 h*kE 3
— - dkkt= 2 — £ - 7 [ =-noFEr. 12
272 2m J, 2r22m 5 562 2m 5 0T (3.120)
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Die Energie pro Teilchen eines entarteten Fermi—-Gases bei T' = 0 ist also

EO,V,u) e 3
=" T =" =_F. 3.121
TN 0,V,n) ng 5 ( )
Fir T = 0 berechnet man den Druck ecines entarteten Fermi-Gases mit Hilfe der
Fundamentalrelation der Thermodynamik zu

3 2
pOI/,LnO—EOInoEF—gTLoEFIgnoEF. (3122)

Diese Beziehung hiitte man auch mit etwas mehr Aufwand aus G1. erhalten kénnen.
Den Beweis lassen wir als Ubungsaufgabe. Wichtig ist festzuhalten, dass das Fermi-Gas
selbst bei T' = 0 einen nichtverschwindenden Druck besitzt, den sog. Fermi—Druck,
wahrend fiir ein klassisches ideales Gas wegen p = n kgl natiirlich der Druck bei T = 0
verschwindet. Die Ursache fiir diesen Unterschied liegt im Pauli-Prinzip begriindet: da
sich Fermionen nicht alle im Grundzustand mit p'= hk = 0 aufhalten diirfen, sondern alle
Impulszustdnde bis zum Fermi-Impuls pg aufgefiillt werden miissen, tragen (nahezu) alle
einen nichtverschwindenden Impuls. Diese Impulse sorgen fiir einen nichtverschwindenden
Druck. Der Fermi-Druck der Neutronen spielt eine wesentliche Rolle bei der Stabilisierung
von Neutronensternen, die ansonsten aufgrund der anziehenden Gravitationskraft in sich
zusammenstiirzen wiirden.

Fiir kleine nichtverschwindende Temperaturen kann man ebenfalls eine analytische
Losung fiir die thermodynamischen Zustandsgréflen angeben. Dabei macht man sich zu-
nutze, dass die Fermi-Dirac—Verteilung lediglich in der Ndhe der Fermi-Kante eine nicht-
verschwindende Ableitung aufweist, vgl. Abb.[3.3] Wir definieren zunéchst die Zustands-

dichte ~
d3k

D(E) = g /E - (3.123)

Die Grofle D(E) dFE ist offenbar proportional zur Zahl der Zustande im Wellenzahlvektor-
raum mit Energien € im Intervall [E, F'+dFE]. Die Zustandsdichte 148t sich als Ableitung
eines Volumens im Wellenzahlvektorraum darstellen,

p(E+dE) — o(E) _ do(E)

D(E):dlbl“glo dFE = 4E
wobei ~ ~ i
&3k d*k g g
E) = =g | mOE-€¢)=-— [ dkk*.
o) g/e,;gE =9 | GO - D=5 |
Das Volumen ist wegen ez = h%k2/(2m) offensichtlich eine Kugel mit Radius kg =
2mE /h2. Das Integral a8t sich sofort ausfiihren,
3/2
9 13 g (2mE
E)=-"=kp=-"— 3.124
SO< ) 67T2 E 67T2 ( h2 ) ? ( )
so dass

D(E) = -L (2}1—?)3/2 VE . (3.125)
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Wir betrachten nun Integrale vom Typ

L) = [ AEG(Eyne(E. T, (3.126)
0
wobei
y g [(2m\*? J+1/2

Diese Funktion hat die Stammfunktion

o g (2m Y2 +3/2
O(E)= | dE'G,(E)=-L (= b

also G;(E) = d®;(E)/dE. Das Integral (3.126)) kann man daher durch partielle Integration
folgendermaflen umschreiben,

T < dd(E
Li(T, ) = /0 d %nF(E,T,,u)
= ¢(F ong(E,T,
i( )nF(E,T,,u)‘O —/0 dECIDj(E)y'

Der erste Term verschwindet: an der unteren Grenze ist ®;(0) = 0 und die Fermi-Dirac-
Verteilung ng(0,T, i) < 1. An der oberen Grenze divergiert ®;(E) zwar wie E7+3/2 aber
die Fermi-Dirac—Verteilung fillt exponentiell schnell gegen null ab, ng(E, T, u) ~ e ¥,
Das Produkt der beiden Funktionen geht also fiir £ — oo ebenfalls gegen null. Wir

erhalten onr( )
o0 np(E,T,
K@) == [ apaym) TS

0

Hiermit haben wir unser Ziel erreicht: fiir kleine Temperaturen Su > 1 variiert die Fermi—
Dirac—Verteilung lediglich in der Néhe der Fermi-Kante, d.h. der zweite Faktor im Inte-

. (3.128)

granden,
onp(E,T, 1 eBE—w) ePE=1 41 -1
M = B—m=—0np(ET ) (F—p)
OF [eB(E—1) 4 1] ePE—p) + 1
= _ﬁnF(EaTnUJ) [1_nF(E7THu)]
B B

_ _ 3.129
eBE—p) £ 9 4 e—B(E—p) 4 cosh? B(E —p)/2] ( )

trigt lediglich bei E ~ p zum Integranden bei, vgl. Abb. [3.5]

Dies bedeutet, dass wir zum einen die untere Integralgrenze in Gl. (3.128)) nach —oo
verschieben diirfen,

LT, 1) ~ —/ dE(Dj(E)W. (3.130)
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I
— Fermi-Dirac Bu=20
| — Ableitung .
0
1 _
|
H E
Abbildung 3.5: Die Fermi-Dirac—Verteilung und ihre Ableitung als Funktion der Energie
E.

Zum anderen kénnen wir die Funktion ®;(£), die Onp(E, T, u)/OF im Integranden mul-
tipliziert, durch eine Taylor—Reihenentwicklung um E = p approximieren,

o0 N e
D,(E) = &;(0) + 3 % %%(E)

(=1 E=p
Da die Ableitung (3.129) der Fermi-Dirac—Verteilung eine gerade Funktion von E — p ist
und wir im Integral (3.130)) iiber alle Werte von F integrieren, tragen nur die geraden

Potenzen in der Taylor—Reihe bei (die ungeraden heben sich aufgrund der Antisymmetrie
des Integranden um den Punkt £ = u weg),

o onp(E,T,
T =~y [ apZ Ll

20 . o)
L 470, (F) / 4B (B — 2 e ET L g
E=pJ—

14
Lo (20)]  dE?

oF

o0

Die in diesem Ausdruck auftretenden Integrale sind

/ ap WL (oo, T ) — (o0, T = 1

—0o0
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und, mit der Substitution z = S(E — p) und Gl. (3.129))

o onp(E,T, 1) 1 [~ e’
AT Ot il Sk Rl X ol 20 =
/oo EE=1" =5 5% /Oo SR P

2) 00 e 2 d 00 x%—l
ﬁ?f/o T e T B da/o T i

wobei wir von der ersten zur zweiten Zeile die Symmetrie des Integranden um x = 0
ausgenutzt und zum letzten Gleichheitszeichen einen Parameter « eingefiithrt haben, nach
dem wir differenzieren und den wir danach gleich Eins setzen, um den urspriinglichen
Ausdruck zu erhalten. Durch die Substitution y = ax 148t sich die a—Abhéngigkeit aus
dem Integral herausziehen, so dass

?

a=1

o0 onp(E,T, i) 2 da=# oo gl
_ N2 s R 2

/oodE(E 2 OF 5% " da al/o b T
44

= ﬁ (1-2"7*)T(20)¢(20)

wobei wir die Definition der Riemannschen {(—Funktion,

B 1 B 1 & yn_l
() =2 5 = A=) /0 Wit (3:182)

r=1

benutzt haben. Die ersten Riemannschen (—Funktionen fiir geradzahlige Argumente lau-
ten

(2)=—, W=5, 6= ¢ (3.133)

Mit der I'-Funktion fiir natiirliche Argumente, I'(n) = (n — 1)!, erhalten wir schlieflich
fiir das Integral (3.131])

— 1 4% Al _
L) = 0+ o S )\ (=2 (20 = 1120
=1 E=p
201G (E
— +2Z kT)? (1 — 220 ¢(20) W]—(l) L (3.134)
E=p

wobei wir im letzten Schritt noch den Zusammenhang zwischen ®;(E) und G,(E) benutzt
haben. Man bezeichnet diese Reihe als Sommerfeld—Entwicklung.

Wir wenden die Sommerfeld-Entwicklung nun zur Berechnung von thermodynamischen
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3.2 Ideale Fermi— und Bose—Gase

Groflen bei kleinen Temperaturen an. Die mittlere Teilchenzahldichte ist

n(T,p) = g/(;T];gnF(eE,T,,u) Eg/ ((217:;3 /OOOdEnF(E,T,,u) O(E —€p)

> g [ s 1 2mE
= [ dEnp(B,Tp) 2L [ Ak 6 (k= e
/0 (BT, 1) 27r2/0 [de/dk| ( 02 )

Il
C\8
(oM
e
3
=
S
~
=
S
5
Il
S
~
=

wobei wir im vorletzten Schritt die Definition (3.123) der Zustandsdichte und im letzten
die Definition des Integrals (3.126) benutzt haben. Mit

o\ 32 3/2 3/2 3/2
Oo(p) = L (ZF Ay = L (L =y [ 1L 7
672 h?2 Er 672 Ep Er
_g (2N e 3 g (2mER\YEp )L
o 82 \ h? 4672 h? Er 2
_ iZC&f”i
4 0 EF /1,2 ’

liefert die Sommerfeld-Entwicklung (3.134) bis zur quadratischen Ordnung in der Tem-

peratur
3/2 2 2 4
L T kgT kT
T, ) ~ — 1+ —(— Ol — . 3.135
HE %<&) {'+8(;L)+ (u (8.135)

Falls wir die Teilchenzahldichte konstant halten, n(T', u) = ng, erhalten wir aus dieser
Gleichung eine Bedingung fiir die Temperaturabhéngigkeit des chemischen Potentials,

3/2 2 T 2
1 ~ (ﬁ) [1+7T_ (ki)
—2/3
LT (kT /N1_7r2 ksT\”
8 1 N 12\ u

2 (kpT\>
1-%(}%) , (3.136)

wobei wir die rechte Seite konsistent bis zur quadratischen Ordnung in kgT/Ep entwi-
ckelt haben. Fiir kleine Temperaturen ist das chemische Potential ;(7") also in fithrender
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Ordnung gleich der Fermi-Energie Fr. Die Korrekturterme, die quadratisch in kgT'/Ep
sind, reduzieren das chemische Potential bei konstanter Teilchenzahldichte. Der Grund
ist, dass die thermische Ausschmierung der Fermi-Dirac—Verteilung um die Fermi—Kante
symmetrisch ist, vgl. Abb. 3.5 aber Zustinde oberhalb der Fermi-Kante wegen des
zusitzlichen Faktors k? im Wellenzahlvektorintegral mehr Gewicht erhalten als Zustinde
unterhalb der Fermi-Kante. Deswegen muss man u(7") gegeniiber Ef ein wenig reduzie-
ren, um die gleiche Teilchenzahldichte zu erhalten.
Fiir die mittlere Energiedichte gilt

A3k Bk [
e(T,p) = Q/WGWF(%TMEQ/W/O dE Enp(E, T, 1) 0(E — )

o g [~ 9 1 2mE
= EEnp(E,T,p) =L b (k-
/0 B Enp(E,T. ) 27?2/0 Ak \de,;/dk|5<k 2 )

- /OO dEnp(E,T, 1) E D(E)

- / T AEnp(B,T, 1) Gr(E) = L(T, ) (3.137)

wobei wir die Definitionen (3.127)) und (3.126)) der Funktionen G;(E) und I, (7', ) benutzt
haben. Mit

3/2 5/2 5/2
g (2m 2 5/2 3 9 .3 K 3 H
O — L2 Lt dopsp (L) =2 Ee | L
) = 4 <h2) 51 T 56 P\ By 507\ By
5/2
o [ £
Er ’
BN EAN N Ny A
472 \ 2 2V T 4 6r2 T\ B m
9 21 15 2
_ _HOEF(i) _2:_50(£> .
erhalten wir aus der Sommerfeld-Entwicklung (3.134]) bis zur quadratischen Ordnung in

der Temperatur
5/2 2 2 4
12 5t k?BT ]CBT
T, 1) ~ — 1+— (— O||—
S 5O(EF> {+8(u>+ (u

Bei konstanter Teilchenzahldichte kénnen wir die Temperaturabhéangigkeit (3.136[) des
chemischen Potentials benutzen. Entwickeln wir konsistent bis zur quadratischen Ordnung
in kgT/EF, so erhalten wir wegen (1 — 2)" ~ 1 — nx + O(x?)

1_|_5_7T2 _kBT i
8 Er

2 2
4o (kT
12 Er

} . (3.138)

572 (kgT\>
122 [ 222
e(T) €0 212( )

12

€0 = & (3139)

[
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3.2 Ideale Fermi— und Bose—Gase

Aus dieser Relation 148t sich eine wichtige Beziehung fiir die spezifische Warmekapazi-
tat des entarteten Fermi—Gases ableiten. Die Warmekapazitéit bei konstantem Volumen,
Cy, hatten wir in GIL. definiert. Die spezifische Wirmekapazitét ist die Warmeka-
pazitéit pro Volumen,

1 0&

_10g _65
-V oT

= (3.140)
vy 0T

cv

Hierbei haben wir benutzt, dass die Energiedichte im thermodynamischen Limes nicht
vom Volumen abhéngen kann. Damit ist die Ableitung nach der Temperatur bei konstan-
ter Teilchenzahldichte zu nehmen. Diese haben wir bei der Herleitung von GI.
als konstant vorausgesetzt, so dass wir die spezifische Warmekapazitéit sofort berechnen

konnen,
52 /{%T kgT 5m2kp 72
o =g B - =k 3.141
Cv 506 £ aEF’ a 6EF80 5 BT , ( )
wobei wir Gl. (3.120)) benutzt haben. Fiir ein klassisches ideales Gas mit der Zustands-
gleichung ¢ = (3/2)nkp T, vgl. Gl. (1.101)), haben wir bei der Dichte n = ny

8Ek1 3 L o "
cvi = —| = = kgng = const. .
VK= 57 73 BT
Die spezifische Warmekapazitéit des entarteten Fermi-Gases ist also fiir kgT/Er < 1
erheblich kleiner als fiir ein klassisches System,

Cy 2CL ]{ZBT 7'('2 k‘BT ]fBT
= = — — ~329—— 1. 3.142
CV,kl 3/{73 o EF 3 EF EF < ( )

Fiir Metalle liegt E'r typischerweise in der Gré8enordnung von einigen eV, wihrend Raum-
temperatur einer Energie in der GréBenordnung von kg1 ~ 1072 eV entspricht. Damit
ist cy /ey ~ 1072, Dies ist eines der wichtigsten Resultate der Quantenstatistik. Es war
ndmlich lange Zeit nicht klar, warum Metalle selbst bei Raumtemperatur eine um ca.
zwei GroBenordnungen kleinere spezifische Warmekapazitédt haben, als nach der klassi-
schen Theorie zu erwarten ist. Das Ergebnis erklédrt diese experimentelle Tatsache
auf eindrucksvolle Weise.

Der theoretische Grund fiir die geringe Warmekapazitit ist die Tatsache, dass beim
entarteten Fermi-Gas nicht alle Fermionen zur Warmekapazitit beitragen, sondern nur
die in einer diinnen Schale der Dicke kpT/Er < 1 um die Fermi-Energie herum. Nur
diese Zustéinde konnen nédmlich bei thermischer Anregung in freie Zustéinde um die ausge-
schmierte Fermi—Kante herum wechseln. Deshalb ist das Verhéltnis auch propor-
tional zur Breite dieser Schale (und zur “Ausschmierung” der Fermi-Kugel). Das Pauli-
Prinzip verbietet einen solchen Wechsel fiir Fermionen auf Zustédnden tief im Inneren der
Fermi-Kugel, da dort schon alle Zusténde besetzt sind und die thermische Energie kg1’
nicht ausreicht, um Fermionen aus diesen Zustdnden an die Oberfliche der Fermi-Kugel
zu befordern.

Wir berechnen nun den Druck des entarteten Fermi—Gases fiir kleine Temperaturen.
Wieder wollen wir die Sommerfeld-Entwicklung anwenden. Dazu ist es zweckméfig,
von GL auszugehen und eine partielle Integration durchzufiihren,
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T .
kB (T7 V7 M) = 9532 / dk ]’CQ In [1 —+ 6_5(615_”)}
T 0

gksT d(k*/3) | —Bleg—
= / dk ——— In [1+ e Plam]

272 J,
gkpT [ K Bleep| / k3 de; e Bleg—n)

= In 1 w| — A (R iy I O
272 {3 w4 e ]0 s B\ P ) Tr e e

Der erste Term verschwindet sowohl an der unteren als auch an der oberen Grenze, so
dass mit dez/dk = h*k/m

2 00
_ 9 r dk k* np(ez, T, )

672 m J,
R Ry (E,T )/Oodkk45(E—e~)
- 67T2m o F y Ly 0 k

g [ o 3 2mFE
= L [ aEn(E,T dk k35 | k-

67T2 o 77/F( ) 7/JJ)/Ov < h2 )

o 2m\ */* 2

- & [Capasmr (G7) pr=inmn. e

wobei wir im letzten Schritt Gl. benutzt haben. Weil aber (T, ) = L,(T, i), Gl
, brauchen wir nichts Neues berechnen, das Ergebnis bestétigt die bereits bekannte
Relation fiir das Fermi—Gas.

Zum Schluss wollen wir noch die Entropiedichte des entarteten Fermi—Gases bei klei-
nen Temperaturen berechnen. Dazu benutzen wir am besten die Fundamentalrelation der
Thermodynamik, sowie die Glgen. , und die Tatsache, dass n = ny konstant
gehalten wird:

1 1 /5
s = T(s%—p—un):T(gs—un)
_ %{geo 1+51L(ngT) _EiFnOEF}
= e 14T (BY ()
= %Qg—énoT, (3.144)

wobei wir von der zweiten zur dritten Zeile von den Glgen. (3.120) und (3.136)) Gebrauch
gemacht haben.

3.2.4 Zustandsgleichung des idealen Bose—Gases,
Bose—Einstein—Kondensation

Wir betrachten nun das ideale Bose-Gas. Bei Bosonen gibt es keine Beschréankung fiir
die Besetzungszahl eines Quantenzustands |¢,,). Der energetisch giinstigste Zustand
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3.2 Ideale Fermi— und Bose—Gase

ist natiirlich der Grundzustand, |¢,,). Wenn die Temperatur gegen null strebt, 7" — 0,
miissen alle Teilchen diesen Zustand besetzen, denn in Abwesenheit thermischer Ener-
gie kT kann kein Teilchen in einen hoheren Zustand angeregt werden. Fiir die Beset-
zungszahlen gilt also

Na; —> Ny (T'—0). (3.145)

Die Besetzungzahl des Grundzustands wird also makroskopisch grof3. Dieses Phdnomen
nennt man Bose—Einstein—-Kondensation.

Wir berechnen nun die groflkanonische Zustandssumme fiir das ideale Bose-Gas,
welches wir uns &hnlich wie im fermionischen Fall in einem wiirfelformigen Volumen
V = L3 eingeschlossen denken. Fiir die Quantelung der Energiezustinde gelten diesel-
ben Uberlegungen wie im fermionischen Fall, so dass sich ganz analog zu Gl

&Pk
— " In[1] = e Pl

(27)3 nll—e ]
ergeben wiirde. Aufgrund der Bedingung (3.82)) gehen im Limes 7' — 0 alle Beitrdge von
Energiezusténden e; > €y = 0 gegen null,

In Z(T.,V, ) =—gV/

e Bleg=1) 5 (T"—0) Vep>e=02p.

Wegen In1 = 0 liefern diese Zusténde keinen Beitrag zum Integral iiber die Wellenzahl-
vektoren k. Lediglich der Grundzustand kann einen nichtverschwindenden Beitrag liefern,
ndmlich dann, wenn ¢y = p. Dann ist

676(607”) = 1

)

sogar unabhéngig vom Wert der Temperatur T'. Allerdings divergiert dann der Logarith-
mus,
In[1— 6_5(60_“)} =In(l—ze?)=In(l-—2)— —c0 (2—>1).

Diese logarithmische Divergenz ist aber harmlos, da der Grundzustand k=0im Integral
ein verschwindendes Maf} besitzt, was man in Kugelkoordinaten sofort sieht,

d*k = dk k* dv; sind; dey, .
Eine mogliche logarithmische Divergenz wird durch den Faktor k2 regularisiert,
EIn(l—2)—0 (k—=0,z—1). (3.146)
Dann hétten wir allerdings das Resultat
mnzZ-—0 (T'—0).

Vordergriindig scheint dies sogar das korrekte Resultat zu sein: wenn alle Teilchen im
Grundzustand sitzen, gibt es genau einen moglichen Mikrozustand, den das System an-
nehmen kann, also Z = 1 und daher InZ = 0. Wir sind aber nicht in der Lage, aus
diesem Resultat irgendwelche thermodynamischen Grofien abzuleiten. Daher muss man
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zur Berechnung der grofkanonischen Zustandssumme fiir Bosonen eine weitergehende
Uberlegung anstellen.
Wir gehen dazu auf Gl. (3.85)) zuriick und separieren explizit den Beitrag des Grund-

zustands ey = 0,

nz = —gln(l—z)—ngn(l—ze_’B“)
i#0
&k k2
— —g ln(l—z)—gV/@T)Sln ll—zexp (—ﬁ 5 )] . (3.147)

wobei wir beriicksichtigt haben, dass jeder Energiezustand g—fach entartet sein kann.
Dies gilt auch fiir den Grundzustand ¢y = 0. Ferner haben wir wie bei der Herleitung
von GI. angenommen, dass sich das System in einem wiirfelférmigen Volumen
V = L3 befindet, welches im thermodynamischen Limes unendlich groff wird, V — 0,
so dass die Wellenzahlvektorzustéinde beliebig dicht liegen. Formal miifite man den Wert
k=0 aus dem Integral ausschlieBen. Dieser liefert aber aufgrund der Uberlegung
keinen Beitrag zum Integral und kann daher auch mitgenommen werden. Mit denselben
Schritten, die auf GI. gefithrt haben, erhalten wir letztlich

gV 4 (7
M oVT o

Zur Berechnung des Integrals entwickeln wir den Logarithmus wieder in eine Taylor-Reihe,

In Z(T,V,p) = —g In(1 — 2) — do2? In (1 - ze*xz) . (3.148)

[e.o]

yn
ln(l—y)Z—E — ly| < 1.
n=1

Im Unterschied zur fermionischen Zustandssumme ist diese Entwicklung aber immer
moglich, da ze ™ < z = e < 1 (da pu < ¢ = 0). Fiir das Integral in Gl. (3.148) ergibt
sich also

* 2 - Z" o 2 ﬁ > 2"
dz 22 1n<1—ze*x):— —/ dga?e™ = Y ,

wobei wir die Zwischenresultate der analogen Berechnung im fermionischen Fall benutzt
haben. Wir definieren analog zur Funktion f5/5(2), vgl. Gl (3.107)), die Funktion

4 [ _x N
ga(x)=——= | da 2? In (1 e 2) =Y = (3.149)
0

n=1

Fiir das Folgende benétigen wir analog zum fermionischen Fall auch die Funktion

2, 2" d
gs2(2) = > 3 =2, B2(2) (3.150)
n=1

Mit der Definition (3.149)) ergibt sich der Logarithmus der grofikanonischen Zustands-

summe zu v
g
InZ(T,V,u) = —g In(1 —2) + = gs/2(2) - (3.151)
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Der Druck ist damit

kgT kT kT
p:—%—mzz—gB mu—@+g§ g5/2(2) . (3.152)
Die mittlere Teilchenzahldichte berechnet sich zu
N 2z 0mZ g z g
-2 _ = =L 2 = 3.153
"EVIV 0z |y, Vioz gl =mtne, o (3159)

wobei wir Gl. (3.150) benutzt haben. Der erste Term stellt den Beitrag des Grundzu-
stands zur Teilchenzahldichte dar, d.h. die Anzahl der Teilchen im Grundzustand ist

No=ngV =-22 . (3.154)

1—=z2

Man beachte, dass diese Zahl nicht vom Volumen abhéngt. Im Limes z — 1 (uz — 0)
divergiert sie, d.h. sie wird makroskopisch grof3. Der zweite Term in Gl. (3.153]) ist
der Beitrag der thermisch angeregten Zustinde, d.h. die Anzahl der Teilchen in

angeregten Zusténden ist
%
Ny =np V = g)\—g g3y2(2) - (3.155)

Es ist an dieser Stelle nétig, sich das Verhalten der Funktion g3/2(2) genauer anzusehen,
vgl. Abb. . Da fiir Bosonen das chemische Potential den Wertebereich (—oo,0] hat,

g5 /Z(Z)
3

2.5F N
1.5

0.5

T
ok e -
1
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0 02 04 0.6 0.8 Tz

Abbildung 3.6: Die Funktion gs/2(z).

ist der Definitionsbereich der Funktion gs/2(2) das Intervall [0, 1]. Fiir z = 0 ist natiirlich
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g3/2(0) = 0. Fiir z = 1 ist

o0

1
g32(1) =) —7 = ((3/2) ~ 2.6123753486,
n=1

d.h. die Funktion wird identisch mit der Riemannschen Zeta-Funktion zum Argument

3/2, vel. GL. (3.132).

Wir betrachten das System nun bei einer festen Temperatur 7'. Zunéchst gilt

gz gV
=0, Nu= Fg:%/z(o) =0,

z2=0(pu=—-00) : Ny

also auch n = ng+ny, = 0. Erhohen wir nun z, so wird sowohl Ny als auch Ny, anwachsen.
Im thermodynamischen Limes, V' — oo, ist allerdings der Anteil des Grundzustands an
der Teilchenzahl verschwindend gering,

Ne N1 1
N No+ N 1+ Nuw/No 14V (1-2)g32(2)/(223)

— 0 (V= o00).

Dies dndert sich, sobald z — 1 strebt. Fiir eine vorgegebene Temperatur 7' (und damit
eine fest vorgegebene thermische Wellenlénge \) ist

z—1(up—0): Ny—oo, Ny — g)\_l/ (3/2) 22.61237%\—‘3/ = const. x V',
d.h. die Zahl der Teilchen im Grundzustand divergiert, wiahrend die in thermisch ange-
regten Zustdnden gegen einen konstanten Wert strebt. Dieser ist im thermodynamischen
Limes zwar ebenfalls beliebig grof3, aber es hindert uns aufgrund der bosonischen Natur
der Teilchen niemand daran, weitere Teilchen in das System zu packen. Diese miissen
dann den Grundzustand besetzen.

Die divergierende Zahl der Teilchen im Grundzustand nennt man Bose—Einstein—
Kondensation. Streng genommen ist natiirlich kein System beliebig grof3, so dass solche
Divergenzen eigentlich nicht auftreten kénnen. In der Praxis bestimmt man daher bei vor-
gegebener (mittlerer) Gesamtteilchenzahl A die Zahl Ny der Teilchen im Grundzustand
als Differenz zwischen der Gesamtteilchenzahl und der Zahl der Teilchen in angeregten
Zustéanden,

_ gV
NOZN—Nth:N—FC(Sﬂ) : (3.156)
Fiir die Teilchenzahldichte gilt entsprechend nach Division durch V:
)
nozn—nth:n—ﬁg(3/2) . (3.157)

Fiir eine vorgegebene Temperatur gibt es einen kritischen Wert n.(T") fir die Gesamt-
teilchenzahldichte, bei der die Teilchenzahldichte im Grundzustand verschwindet,

1o = 0 = no(T) — % (3/2) = n(T)= % (3/2) ~ 2.61237 % . (3.158)
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3.2 Ideale Fermi— und Bose—Gase

Falls die Gesamtteilchenzahldichte kleiner ist als dieser Wert, besteht keine Notwendig-
keit, Teilchen in den Grundzustand zu setzen, falls sie grofler ist, tritt Bose—Einstein—
Kondensation auf.

Umgekehrt gibt es fiir eine fest vorgegebene Teilchenzahldichte n eine kritische Tem-
peratur 7, (bzw. eine kritische thermische Wellenlénge A\. = (7)), bei der die Teilchen-
zahldichte im Grundzustand verschwindet,

no=0 = n—% (3/2)
B 2mh? B g 1/3
= & =\ oE e
27 h? n 2/3
= = 2 ) (3159

Ist die Temperatur grofler als T, so befinden sich alle Teilchen in angeregten Zustéanden, ist
sie geringer, so miissen Teilchen im Grundzustand untergebracht werden. Das Verhéltnis
der im Grundzustand befindlichen Teilchenzahl zur Gesamtteilchenzahl 148t sich als Funk-
tion der Temperatur wie folgt berechnen:

No _ o _ n — ng(T) 1 nen(T)
N n n n
= 1- L) =1--22¢3/2)
n A3 n A3
A3 T\
= 1-2-1- (T) , (3.160)

wobei wir von der ersten zur zweiten Zeile Gl. und die Tatsache benutzt haben,
dass fiir Bose-Einstein-Kondensation z = 1 gelten muss. Von der zweiten zur dritten Zeile
haben wir Gl. benutzt, sowie dass A./\ = /T/T.. Das Verhiltnis ist in
Abb. als Funktion der Temperatur dargestellt.

Die mittlere Energiedichte berechnen wir wieder geméfl

) 1 0lnZ
E= — = J—

vV VvV 98

o —%(—%_4) 9952(2) =

Dieser Ausdruck dhnelt sehr stark dem entsprechenden fiir Fermionen, vgl. Gl (3.113),
lediglich wird die Funktion f5/5(2) durch die Funktion gs5(2) ersetzt. Der Grundzustand
tragt wegen €y = 0 natiirlich nicht zur Energiedichte bei.

Die Entropiedichte folgt aus der Fundamentalrelation der Thermodynamik,

[\CRGV]

g
kBTFQS/Q(Z) : (3.161)

s = 1 (e+p—pun)
-7 p—u
) z
= kB{§ %95/2(2)—% ln(l—z)—lnz [%:—F%g;;n(z%}
115 1 zlnz
= gk’B {ﬁ |:§ g5/2(2) — angg/Q(Z):| — V |:hl(1 — Z) + 1— Z:| } . (3162)
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Abbildung 3.7: Das Verhéltnis von Teilchenzahl im Grundzustand zur Gesamtteilchenzahl
als Funktion der Temperatur.

3.2.5 Relativistische Bose— und Fermi—Gase

Fiir relativistische Teilchen gilt grundsétzlich die Energie-Impuls-Relation

eg=cypr+mict=c R2 k2 +m2c (3.163)

Dies fiithrt zunéchst zu einer Anderung im Volumen ¢(E) im Wellenzahlvektorraum. Es
gilt zwar nach wie vor der erste Teil von Gl. (3.124)), aber der zur Energie E gehorige
Wellenzahlvektor kg lautet jetzt

1

:h_./Ez_mQsz7
c

ke

was man aus Gl (3.163)) durch die Ersetzung ¢; = £ und Auflésen nach |E| = k erhalt.
Also haben wir

9 2 2 4\3/2
By=—29 (-
w(E) 672(he)3 ( mc )
und damit lautet die Zustandsdichte
dp(E) g g
D(FE) = = EVE?2 —mi2ct= ———— FEkp. 3.164
E)= =08 ~ 222 () = o (ke T (3.164)

Fiir ultrarelativistische Energien E > m ¢? wiichst D(FE) quadratisch mit der Energie
FE an, wiahrend sie nichtrelativistisch lediglich ~ VE anwuchs.
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3.2 Ideale Fermi— und Bose—Gase

Eine weitere Tatsache, die im relativistischen Kontext eine wichtige Rolle spielt, ist das
Auftreten von Antiteilchen. Diese tragen dieselbe Masse wie die dazugehorigen Teilchen,
allerdings unterscheiden sie sich von diesen in allen anderen Quantenzahlen. Bei Pro-
zessen, bei denen die zur Verfiigung stehende Energie die zweifache Ruheenergie eines
Teilchens iibersteigt, konnen Teilchen-Antiteilchen-Paare spontan aus dem Vaku-
um erzeugt werden. In einem relativistischen System muss man daher grundsétzlich
immer Teilchen und ihre dazugehorigen Antiteilchen gleichzeitig betrachten.

Aus der spontanen Paarerzeugung kann man eine Beziehung zwischen den chemischen
Potentialen von Teilchen und Antiteilchen herleiten. Wir betrachten ein System aus N
Teilchen mit chemischem Potential ;¢ und N Antiteilchen mit chemischem Potential fi.
Das System sei hinreichend grof3, so dass wir die im thermodynamischen Limes giiltige
Fundamentalrelation der Thermodynamik aufstellen kénnen,

E+pV=TS+uN+uN . (3.165)

Wenn wir nun ein Teilchen-Antiteilchen-Paar aus dem Vakuum erzeugen, so gilt die Fun-
damentalrelation in der Form

E+pV=TS+u(N+1)+a(N+1). (3.166)

Entsprechendes gilt mit der Ersetzung N — N — 1, N — N — 1, wenn wir ein sol-
ches Paar vernichten. Das System (und seine Fundamentalrelation) kann sich aber nicht
grundsétzlich verdndert haben, weil solche Prozesse immer ablaufen kénnen. Durch Gleich-
setzen von Gl. (3.165) mit (3.166) erhalten wir

p+pn=0 <<= p=-—u.

Das chemische Potential von Antiteilchen ist das Negative des chemischen Potentials der
entsprechenden Teilchen. Die Fundamentalrelation (3.165)) lautet daher

E4+pV=TS+4u(N-N) . (3.167)

In einem relativistischen System bestimmt der Wert des chemischen Potentials lediglich
die Netto-Teilchenzahl, d.h. die Differenz zwischen Teilchen und Antiteilchenzahl.
Uber die Gesamtteilchenzahl N + N, oder iiber die einzelnen Teilchen- bzw. Antiteilchen-
zahlen 148t sich keine thermodynamische Aussage treffen.

Im Falle von Bosonen muss das chemische Potential die Bedingung erfiillen.
Der niedrigste Energiezustand trégt im relativistischen Fall aufgrund der Energie-Impuls-

Relation (3.163)) aber die Energie

€ =mc,

d.h. sie ist mit der Ruheenergie eines Teilchens identisch. Im relativistischen Fall geniigt
das chemische Potential von Bosonen daher der Bedingung

€=mc*> . (3.168)
Das nichtrelativistische chemische Potential u,, unterscheidet sich vom relativistischen

genau um die Ruheenergie,

e = 1 —MC
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Nach diesen vorbereitenden Uberlegungen sind wir in der Lage, die groSkanonische
Zustandssumme fiir ein relativistisches System von Fermionen bzw. Bosonen aufzustellen.
Wir vernachléssigen der Einfachheit halber den Effekt der Bose-Einstein-Kondensation
(auch wenn diese durchaus auch in relativistischen Systemen auftreten kann). Geméas Gl.
(3.85)) gilt

-
InZ(T,V,pu) =ng V/ % {In[1+4n e*ﬁ(eg*u)} +1n 147 efme,;m} }

_ g_; dk B {In [1 4+ ne P M) £ In [14pe ]} . (3.169)
0

Der erste Term unter dem Integral entspricht dem Beitrag der Teilchen (chemisches Po-
tential ), der zweite dem der Antiteilchen (chemisches Potential —pu).

[LA. ist das Integral in GL nicht analytisch losbar. Fiir T = 0 verschwin-
det das Integral fiir Bosonen und es existiert eine analytische Losung fiir Fermionen,
s. Ubungsaufgabe 12.3. Desweiteren gibt es eine analytische Losung im ultrarelativisti-
schen Grenzfall, d.h. fiir verschwindende Masse, s. Abschnitt Der Fall ¢ > ¢, =
mc? > p (was fiir Bosonen immer gilt, bei Fermionen aber eine zusitzliche Bedingung
darstellt) erlaubt zumindest eine formale analytische Losung. Dann kann man die beiden
Logarithmen wieder in Taylor-Reihen entwickeln,

I Z(T,V,u) = g;z ( 77]) /0 dk k? (ZJ e‘JﬁEE—Fz_Je_]BeE)
=1

o] . j+1 ) . 00
= g‘g ( 77? (zj—i-z_])/ dkk?exp | —j Bm (
™ J 0

hk

mc

)2 +1|.(3.170)

Mit der Abkiirzung u = j 8m ¢ und der Substitution

hk
sinhz = —, coshz = Vsinh®z+1, dk= % coshxdx ,
mc

erhalten wir fiir das Integral

00 h2)2
/ dkk? exp |—j Bm c? o5 T 1
0 m2c

h

mec\3 [~ _ 0 co
= (—) / dz cosh x sinh? z e " ©she |
0

Mit der Identitét coshz sinhx = sinh(22)/2 kann man das Integral auf der rechten Seite
auf die Integraldarstellung der sog. modifizierten Bessel-Funktion zweiter Gat-
tung und ~v—ter Ordnung bzw. der sog. MacDonaldschen Funktion fiir v = 2
zuriickfiihren,

Ky (u) = %/ dz sinh x sinh(yz) e ©sh
0
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3.2 Ideale Fermi— und Bose—Gase

vgl. GL. (3.547.2) in Ref. [11]. Wir erhalten

o h2k? 1 /me\3 2
2 . 2 . 2
AL [—ﬂﬁmc wiz | = 3 (F) spme Katiome)
(mc?)? ~ 2
= K
s Talifme?)
und damit fiir die groﬁkanonische Zustandssumme (|3.170)
g V( mc?) ; i . 2
In Z(T,V, j1) = 9m25(ho)? § (zﬂ +277) Ky (jBmc?) . (3.171)

Der Druck ergibt sich daraus zu

T
bp T o

P="y 2W2ﬁ2hc3;

(27 + 277) Ky (jBmc?) . (3.172)

Fiir die mittlere Netto-Teilchenzahldichte erhalten wir
z 0nZ|  g(me®)? N (—n)tt (
V 0z TV 272 B(he)3 = j

Die mittlere Energiedichte berechnen wir mit Hilfe der folgenden Formel fiir die Ab-
leitung der modifizierten Bessel-Funktion,

n =

2 — 277) Ky (jBme?) . (3.173)

dK (u) gl
dA/u = _K’Yfl(u) - a K’y(u) )
vgl. Gl. (8.486.12) in Ref. [11]:
1 0lnZ 1 n)y du dKy(u)
_ _ iy i)y 2
c v o8 |, BV 7T 712671032 +27)
g(m02)2 - (_U)JH j —j 2 . 2 .9 . 2
Pt 27T26(hc) p 52 <Z Tz ) B 2(jBmce”) + jme” Ky (jBmce”)
o n)itt . ,
i i '
3p Qﬂzﬁ hc 3 ; (+7 + 277) Ki(§Bme?) (3.174)

wobei wir im letzten Schritt Gl. (3.172)) fiir den Druck benutzt haben. Zum Schluss be-
rechnen wir noch die Entropiedichte,

s = = (e+p—pn)

3 > ]—i—l ] )
(4p — un)—l—kB 2 32 (27 +277) K1 (jme?)

Jj=1

Nl 5=

g (me) N (=P

= k
P 272 B(he)? ‘= J?

{[# (4=jInz)+ 277 (44 j In2)] Ky(jBmc?)

+jBmc (2 +277) Ki(jpme*)} . (3.175)
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3.2.6 Ultrarelativistische Bose— und Fermi—Gase

Im ultrarelativistischen Grenzfall verschwindender Masse, m = 0, lautet die Dispersions-
relation
€p = c|p| = cp = hck . (3.176)

Die Zustandssumme 168t sich sowohl fiir Bosonen wie fiir Fermionen analytisch
berechnen. Fiir Bosonen ist das chemische Potential immer kleiner oder gleich der kleinsten
Einteilchen-Energie, also in diesem Fall ;1 < 0. Dies muss aber auch fiir die Antiteilchen
gelten, also i < 0. Da g = —pu > 0, bleibt lediglich die Moglichkeit, dass p = g = 0
ist. Die Terme fiir Teilchen und Antiteilchen in GI. sind dann identisch und wir

miissen lediglich einen berechnen,

a3k gV [~
_ —Bez) — 2 —Bhck
InZ5(T,V) = —ng/ 2n)? In(1—ef%) =— >3 /0 dk k*In (1 — e 7F)
(3.177)
Partielle Integration liefert
Jn 174 0o k3
Substituieren wir die Integrationsvariable u = Shck, so erhalten wir
gV > u? gV . gpV
InZg(T,V) = ———— d = [(4)Liy(1l) = =% — .
251 V) = G gty /0 Va1 T ermpnop WM = g o
(3.179)
wobei wir die Definition der polylogarithmischen Funktion,
Li(2) = — /oo du " (3.180)
s = C'(n) Jo z7lev — 1 '

sowie den speziellen Wert Liy(1) = ((4) = 7*/90 benutzt haben. Damit berechnet sich
der Druck des ultrarelativistischen idealen Bose—Gases zu

kT kL w2,
T) === Z(T,V) = —
pB( ) V n B( Y ) gB (hc)g 90

(3.181)

Bei verschwindendem chemischen Potential ist auch die Netto-Teilchenzahldichte null, so
dass wir nur noch Entropie- und Energiedichte berechnen miissen. Die Entropiedichte

folgt aus GI. (1.235)),

Opp dpp ™ kp s _ 4pB
_ 9Bl _ 9Py T N s 2PB 3.182
T ar |, T ar T P00 (hep? T (3.182)

Die Energiedichte folgt dann unmittelbar aus der Fundamentalrelation der Thermodyna-
mik (man beachte, dass p = 0 ist),

5B:TSB_pB:3pB . (3183)
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Fiir Fermionen ergibt sich aus Gl. (3.169) fiir die Zustandssumme

&>k
InZp(T,V,u) = gFV/ 2n)? {In [1+ 6_6(65_“)] +In[1+4 e‘ﬂ(eﬁ“)]}
s
V o
= ng 5 / dk k* {In [1 + e_ﬁ(hd“_“)] +In[1+4 ne‘ﬂ(hd‘:ﬂ‘)}} . (3.184)
™ Jo
Nach partieller Integration erhalten wir ganz analog wie im bosonischen Fall
_grV > 3 1 1
In Zp(T,V,u) = 0 ﬁhc/O dk k (eﬂhck_a 1 + hira 1) (3.185)

wobei wir a = [ eingefiithrt haben. Wir substituieren wieder u = Shck,

gr vV 00 . 1 1
In Z-(T,V = —— + . Nl
nZp(T,V, 1) 67r263(hc)3/0 duu (eua Tt Sy (3.186)

Nun betrachten wir die Integrale iiber die beiden Terme in der Klammer getrennt. Nach
Variablensubstitution v = © — « im ersten Integral und v = u + o im zweiten Integral
erhalten wir

grV *  (v+a) /°° (v—a)?
In Z-(T e — dy ——— dy ———| . 1
nZr(1.V 1) 67233 (he)? {/a Ve 1 * N Ve 1 (3-187)

Nun spalten wir das erste Integral in eines {iber das Interval [—c, 0] und eines iiber das
Interval [0, oo| auf. Das zweite Integral hingegen ergéinzen wir um den Integrationsbereich
[0, ], weshalb wir einen entsprechenden Term abziehen miissen. Zwei Integrale laufen
dann iiber denselben Integrationsbereich [0, co] und kénnen zusammengefasst werden,

0o 3 00 _ 3
o e’ +1 o e’ +1
00 3 . 3 0 3 a _ 3
:/ O il Gl +/ de_/ A Gl
0 0

e’ +1 o e +1 e’ +1

> 93+ 30’ @ 1 1
=2 dv———— | dv(v—a)® . 3.188
/0 ! e’ +1 /0 v{v—a) (e—”+1+e”+1) ( )

Hier haben wir im letzten Schritt im zweiten Integral in der zweiten Zeile v — —v sub-
stituiert, was erlaubt, die beiden letzten Integrale wieder zusammenzufassen. Da

e—v+1+ev+1_1+e—v+ev+1_

ergibt sich mit der Substitution w = v — o im letzten Integral

00 3 00 _ 3 o] 3 00 0
/ dvm—a)—k/ dvu:2/ dv Y +6a2/ dv Y —/ dw w?
o e’ +1 o e’ +1 0 e’ +1 0 e’ +1 o
Tl 2 1
oM 2™ i
120 TP
o, 1,
= —+ — - 3.189
6o "2 1Y (3.189)

1 1 _ e flter+l

Y
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wobei wir im vorletzten Schritt die Integrale

> v? . 7 m 7nt
d = (1-2"3TMA)((4)==-.6 — =—
> v 1 72 w2
d = (1=27H17(2)(2)= = . — =
| sty - a-2rexe) -5 55

benutzt haben, vgl. Gl. (3.411.3) in Ref. [II]. Setzen wir dies in Gl. ([3.187)) ein, so erhalten

WIr

4 2
In Zp (T V. ) = grV {77? s

1
_grV _m T 2, 1 4
. gFV 771'2 1 1
~ B3(hc)® |360 12
Fir den Druck erhalten wir damit

1
2472

(Bu)? + (6#)4] . (3.190)

]{JBT ]{?43 771'2 4 1 212 1 4
Top)=——mMmZp(T\V,pu)=9gr —= | =—=1T"+ = p1T" + — . 3.191
Fiir die Entropiedichte erhalten wir mit GIl. (1.235|)

0 k3 T2 1
SN . ﬁ T <—T2 4= ;ﬂ) , (3.192)

ar

o= 90 6

o

und fiir die Netto-Teilchenzahldichte folgt mit GIl. ([1.210)

pr
o

ngp =

KL/l o, 1,
T:gF (hc)?”u ET —l—@,u : (3.193)

Fiir die Energiedichte erhalten wir aus der Fundamentalrelation der Thermodynamik dann

erp =T'sp + punp — pr

ki [C R Loy
— R o7 STl R _
IF (he)? (90 HELEERACT Rl

Fiir ultrarelativistische ideale Gase gilt demnach stets die Relation € = 3p, unabhéngig
von der Statistik.

Als Anwendung betrachten wir das Quark-Gluon-Plasma, eine Phase stark wech-
selwirkender Materie, die bei hohen Temperaturen und chemischen Potentialen exis-
tiert. Sie trat daher im frithen Universum kurz nach dem Urknall auf und wird kann in
hochenergetischen Stéflen von schweren Atomkernen an Beschleunigern wie dem “Large
Hadron Collider” (LHC) am européischen Kernforschungszentrum CERN oder dem “Rela-
tivistic Heavy-Ion Collider” (RHIC) am Brookhaven National Laboratory (BNL) auf Long
Island erzeugt und untersucht werden. Die Quantenfeldtheorie, die stark wechselwirkende
Materie beschreibt, ist die Quantenchromodynamik (s. Vorlesungen “Quantenfeldtheo-
rie 17 und “Quantenfeldtheorie 2”). Die Quantenchromodynamik ist eine asymptotisch
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freie Theorie, d.h. die Wechselwirkung zwischen ihren Konstituenten, Quarks und Gluo-
nen, wird bei kleinen Abstédnden oder hohen Impulsiibertrédgen schwach. Nimmt man in
niedrigster Naherung an, dass die Wechselwirkung ganz verschwindet, so liegt ein ideales
Gas aus bosonischen Teilchen, den Gluonen, und fermionischen Teilchen, den Quarks,
vor. Gluonen sind masselos und zumindest fiir die leichtesten Quark-Flavors kann man
die Masse bei hohen Temperaturen und chemischen Potentialen ebenfalls vernachléssigen.
Quarks sind Fermionen mit Spin 1/2 und konnen in N; verschiedenen Flavor-Frei-
heitsgraden vorkommen. Wir nehmen im Folgenden der Einfachheit halber an, dass alle
Quark-Flavors dasselbe chemische Potential haben. Auflerdem tragen sie N, = 3 Farb-
freiheitsgrade (iiblicherweise “rot”, “griin” und “blau” bezeichnet). Gluonen haben wie
Photonen zwei Polarisationfreiheitsgrade und kénnen N? — 1 = 8 verschiedene Farbfrei-
heitsgrade annehmen. Damit haben wir gr = 2N;N, und gp = 2(N2 — 1) und der Druck
des Quark-Gluon-Plasmas ist in der Naherung eines ultrarelativistischen idealen Gases

pocp(T, 1) = ps(T) + pr(T, 1)

2 T2 1 1
— N2 - Dt poN, N, [ Lty =27 1
(Ne = Dgg 1+ 2 (360 T Trele
7 2 N¢N 1
— (N2 1+ NN oty e 2 (2 )2 3.195

wobei wir natiirliche Einheiten, A = ¢ = kg = 1, angenommen haben.
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4 Phasenubergange

Phaseniibergiinge und die ihnen zugrundeliegende Theorie bilden das spannendste und
zugleich aktuellste Gebiet der Statistischen Mechanik. Wir geben zunéchst ein einfaches
Beispiel fiir ein System mit einem Phaseniibergang, die Van der Waals—Zustandsgleichung
aus Abschnitt [1.6.3] welche den Fliissigkeit-Gas-Phaseniibergang beschreibt. Ausge-
hend von den Bedingungen fiir thermisches, mechanisches und chemisches Gleichgewicht,
die wir schon in den Abschnitt [1.3.5] [1.3.6] und [1.3.7] kennengelernt hatten, betrachten
wir dann die sog. Gibbsschen Bedingungen fiir das Phasengleichgewicht zwischen
zwei beliebigen Phasen eines Materials. Wichtige Folgerungen iiber die Form von Pha-
seniibergangskurven in Phasendiagrammen erhalten wir iiber die Clausius—Cla-
peyron—Gleichungen. Zum Schluss klassifizieren wir Phaseniibergénge und geben einen
Ausblick auf die Theorie der Phaseniiberginge und kritischen Phénomene.

4.1 Bedingungen fiir Phasengleichgewicht

4.1.1 Ein Beispiel: der Fliissigkeit-Gas-Phaseniibergang
Die Van der Waals—Zustandsgleichung,

N 2

vgl. Gl. ([1.260)), kann man durch Reskalieren der Variablen,

(V—bN)=NksT, (4.1)

Vv

_ _ T P
V=— T=— D= — 4.2
N A 42
mit g
a a
V.=30N, T.=———, . = ,
2Tkpb ' TeT 2712
in die folgende Form bringen:
a N 2 _ 8a
b _ 3bNV —bN) = Nk
[p2762+a<3bNV ( ) 5L Tkpb
1 1/ 1\, - _ 8
— p = —1)bN = NT —
[p27b2+9 v ) | GV -0 270
3 _ _
= p—i-ﬁ) (3V-1) = 8T (4.3)
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4 Phaseniibergéinge

Offensichtlich treten in dieser Form keine materialabhéngigen Konstanten mehr auf, die
Zustandsgleichung ist universell, d.h. sie gilt fiir jedes beliebige Material, welches durch
die Van der Waals—Gleichung beschrieben wird. In Abb. ist der durch GI.
gegebene Verlauf von p(V) fiir konstante Werte von T, d.h. sog. Isotherme, dargestellt.

S o o o T

RRROOo S
N N
\

—

Vv

_ i \ \ \ \ \
1O 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

Abbildung 4.1: Isothermen der skalierten Van der Waals—Zustandsgleichung 1) im p —

V-Diagramm.

Wir stellen folgendes fest:

(i) T > 1 bzw. T > T.: der Druck ist eine streng monoton fallende Funktion des
Volumens, oder mit anderen Worten, die isotherme Kompressibilitit, vgl. Gl.

(T.207), ist

1/ op\~" V. (op\ ' 2tv? (op\ "
N _ Ve (9P A e 0 4.4
" 4 <av)T,N pV <8V>T,N aV \oV /)iy - 44

d.h. das System ist mechanisch stabil.

(ii) T =1 bzw. T = T,: der Druck ist eine monoton fallende Funktion des Volumens.
Mit Ausnahme des Punktes p = 1, V = 1 ist die isotherme Kompressibilitit stets
positiv. An diesem Punkt gilt

o _ 9 ( ST i)
oV T=1,p=1,V=1 OV A3V -1 & T=1,p=1,V=1
[_ 24T 6 24
( =

_—— + —
V-1 V3 T=1,p=1,V=1 4
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4.1 Bedingungen fiir Phasengleichgewicht

d.h. die isotherme Kompressibilitidt divergiert, kr — oco. Man bezeichnet den
Punkt p = 1, V = 1, bzw. p = p., T = T, auch als sog. kritischen Punkt.

Es handelt sich um einen Sattelpunkt der Funktion p(V'), d.h. auch die zweite
Ableitung verschwindet dort,

0*p
i =——-18=0.
ov?

B { 1447 18} 144
T=1p=1,V=1 (3V - 1)3 V4 T=1,p=1,V=1 8

(iii) T < 1 bzw. T' < T,: Offensichtlich gibt es fiir alle Isotherme einen Bereich, in dem
Op/oV |7 > 0, d.h. die isotherme Kompressibilitit k7 ist negativ, d.h. das System
ist mechanisch instabil, vgl. Abb. [4.2]

oS oo oo
LN N 3 oo O
1T 1T 1T 1

o o o 9o
—_ N W A
S N B

1%

| | |
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

Abbildung 4.2: Mechanisch stabiler (blau) und mechanisch instabiler Bereich (rot) der
T = 0.9-Isotherme der skalierten Van der Waals—Zustandsgleichung fiir
T <1.

Diese Instabilitit ist ein Anzeichen fiir einen Phaseniibergang, in diesem Fall den
Fliissigkeit-Gas-Phaseniibergang. Fiir kleine V' und grofie p befinden wir uns
in der fliissigen Phase, fiir groe V' und kleine p in der gasférmigen Phase.

Der Fliissigkeit-Gas-Phasentibergang ist ein Phaseniibergang erster Ordnung (vgl.
Abschnitt [£.2)), d.h. zwischen fliissiger und gasférmiger Phase existiert eine ge-
mischte Phase. In der gemischten Phase herrscht sog. Phasenkoexistenz, d.h.
sie besteht fiir kleine V' zunichst aus Gasblasen, die in der Fliissigkeit eingebettet
sind. Fiir grofler werdendes V werden diese Blasen aber ebenfalls grofer, bis sich
die Situation umkehrt: dann hat man Fliissigkeitstropfchen, die in Gas eingebettet
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4 Phaseniibergéinge

sind. Die gemischte Phase ist nicht mechanisch instabil, d.h. in dieser Phase kann
die in Abb. gezeigte Isotherme nicht die korrekte Losung darstellen. Die richti-
ge Losung ergibt sich aus den Gibbsschen Phasengleichgewichtsbedingungen,
die wir im néchsten Abschnitt vorstellen.

Wir bemerken noch, dass die gemischte Phase am kritischen Punkt, 7" = T, ver-
schwindet. Der Phaseniibergang erster Ordnung wird zu einem Phaseniibergang
zweiter Ordnung, vgl. Abschnitt [£.2] Fiir T' > T, ergibt die Unterscheidung zwi-
schen fliissiger und gasformiger Phase keinen Sinn mehr.

4.1.2 Gibbssche Phasengleichgewichtsbedingungen

Wir hatten bereits in den Abschnitten [1.3.5] [1.3.6| und [1.3.7] gesehen, dass zwei Systeme
genau dann im thermischen, mechanischen und chemischen Gleichgewicht sind, wenn ihre
Temperaturen, ihre Driicke und ihre chemischen Potentiale {ibereinstimmen,

T'=1T5, pi=p2, {1 =p2. (4.5)

Im Zusammenhang mit Phaseniibergdngen nennt man diese Relationen die Gibbsschen
Phasengleichgewichtsbedingungen.

In der im vorangegangenen Abschnitt gemischten Phase koexistieren im Prinzip zwei
solche Systeme, ndmlich eine fliissige und eine gasférmige Phase, fiir die diese Bedingungen
gelten miissen. Falls namlich die fliissige (gasformige) Phase eine hohere Temperatur hétte
als die gasformige (fliissige), so wiirde ein Austausch von thermischer Energie stattfinden,
bis beide Phasen im thermischen Gleichgewicht sind und damit dieselbe Temperatur ha-
ben. Ahnliches gilt auch fiir ein Ungleichgewicht der Driicke: dann wiirde die Phase mit
dem grofleren Druck gegen die mit dem geringeren expandieren. Aufgrund der Expansion
sinkt der Druck der Phase mit dem grofieren Druck und aufgrund der Kompression steigt
der Druck der Phase mit dem kleineren Druck. Dies geschieht solange, bis Druckgleichheit,
d.h. mechanisches Gleichgewicht hergestellt ist. Dann gibt es ndmlich keine Netto-Kraft
mehr, die auf eine der Phasen wirken und sie komprimieren kénnte. Auch fiir chemisches
Ungleichgewicht gilt dhnliches: dann werden zwischen den Phasen solange Teilchen ausge-
tauscht, bis die chemischen Potentiale gleich sind und chemisches Gleichgewicht erreicht
ist.

Wir hatten in Abschnitt gesehen, dass fiir ein grofkanonisches Ensemble im ther-
modynamischen Limes der Druck als Funktion von Temperatur und chemischem Potential
ausreicht, um alle anderen thermodynamischen Groéfien zu berechnen:

o

_ _ %
-

T — —
p(T, ) n T,s 3T

, e=Ts+un—p. (4.6)

I

Im groflkanonischen Ensemble nennt man eine Zustandsgleichung der Form p(7T', 1) daher
im thermodynamischen Sinn vollstindig, da sie erlaubt, alle anderen thermodynami-
schen Groflen zu berechnen. Analog wére im mikrokanonischen Ensemble eine Zustands-
gleichung der Form ¢(s,n) und im kanonischen Ensemble eine Zustandsgleichung der Form
f(T,n) (mit der freien Energiedichte f = F//V') vollstdndig im thermodynamischen Sinn.
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4.1 Bedingungen fiir Phasengleichgewicht

Die Betrachtung im grolkanonischen Ensemble hat aber aufgrund der Gibbsschen Pha-
sengleichgewichtsbedingungen (4.5)) folgenden Vorteil. Wir betrachten zwei Phasen mit
den Driicken (bzw. thermodynamisch vollstdndigen Zustandsgleichungen)

pi(Th, 1), pa(T2, p2) -
Wir betrachten nun die 7' — p—Ebene und suchen nach Punkten (T, ), fir die gilt

h (T7 :U’) = P2 (T’ /ub) . (47>

Bei bekannter funktionaler Form der Driicke definiert diese Gleichung eine Kurve im
T — p—Diagramm, die sog. Phaseniibergangskurve. Auf dieser Kurve sind neben 7" und
1 per Definition auch die Driicke in den beiden Phasen identisch, d.h. es liegt Phasenko-
existenz vor. Unterschiedliche Phasen eines Materials werden also im 7" — p—Diagramm
durch solche Kurven voneinander getrennt.

Entsprechendes gilt natiirlich auch fiir das p —T— bzw. p — u—Diagramm, wobei dort die
Bedingungen fiir Phasenkoexistenz py(p,T) = ps(p,T) bzw. Ti(p, ) = To(p, 1) lauten.
Das p — T-Phasendiagramm fiir Wasser ist in Abb. [4.3] gezeigt.

= A
=
=
221 bar + Kritischer
Punkt
lbarf 5
']'ripn::ljmnkti Wasser- .
. - dampf
— : ' ' P
0°C| 100 °C| 374 °C| Temperatur

Abbildung 4.3: p — T-Phasendiagramm von Wasser [13].

Die Situation mit der Van der Waals—Gleichung (4.1) aus dem vorangegangenen Ab-
schnitt unterscheidet sich von dieser theoretischen Betrachtung allerdings in zwei Aspek-
ten:

(i) Es gibt keine separaten Zustandsgleichungen fiir die fliissige und die gasformige
Phase, die Zustandsgleichung (4.1]) beschreibt fiir ' < T, beide Phasen.

(ii) Die Zustandsgleichung (4.1) ist im thermodynamischen Sinn nicht vollstédndig, da
sie nicht in der Form p(T, p) vorliegt.
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4 Phaseniibergéinge

Der zweite Aspekt stellt das gravierendere Problem dar, und wir werden gleich besprechen,
wie man die Phasenkoexistenz in diesem Fall bestimmen muss. Um sich klarzumachen,
wie man mit der Situation (i) verfihrt, nehmen wir an, dass die Zustandsgleichung, wel-
che beide Phasen beschreibt, zumindest in thermodynamisch vollstéandiger Form, p(T), i),

vorliegt. Wenn wir dann Isothermen im p — p—Diagramm betrachten, so haben sie typi-
scherweise die in Abb. gezeigte Form.

p
T=T,
;< T,
< T1
|
Par--—----—--=

W

Abbildung 4.4: Isothermen im p — p—Diagramm. Der Fliissigkeit-Gas-Phaseniibergang
tritt bei Temperaturen unterhalb der kritischen Temperatur, T' < T, auf.
Exemplarisch sind zwei Isothermen mit Ty < T7 < T, gezeigt (blau-rot).
Die Menge aller Kreuzungspunkte (py, j,) dieser Isothermen (hier nur fiir
die Ty-Isotherme eingezeichnet) ergibt die Phaseniibergangskurve fiir den
Fliissigkeit-Gas-Phaseniibergang (schwarz). Sie endet im kritischen Punkt
(Pe, fte). Die kritische Isotherme T = T, (magenta) lauft durch diesen
Punkt. Fiir T' > T, (griin) tritt kein Phaseniibergang mehr auf.

Betrachten wir die T5-Isotherme. Hier liegt bei kleinen Driicken und chemischen Poten-
tialen die Gasphase und bei grolen Driicken und chemischen Potentialen die Fliissigkeits-
phase vor. Aufgrund der Gibbschen Gleichgewichtsbedingungen findet der Phaseniiber-
gang fiir gegebenes T = Ty am Kreuzungspunkt (p., ) statt. Betrachtet man solche
Isothermen fiir alle moglichen Werte von 7', z.B. die in Abb. [.4] gezeigte T}-Isotherme,
so kann man die Phaseniibergangskurve im p — p—Diagramm bestimmen. Diese kann,
wie in Abb. gezeigt, an einem kritischen Punkt enden, s. auch Abb. fiir das p— T
Diagramm, d.h. die Isothermen miissen nicht fiir alle 7' Uberschneidungen wie die blau-
roten Isothermen fir 7' = T; und T = T3 in Abb. aufweisen. Die Uberschneidungen
enden mit der kritischen Isotherme fiir T'=T,, z.B. T, = 374°C fiir Wasser. Jenseits des
kritischen Punkts zeigen die Isothermen einen monoton steigenden Verlauf, wie z.B. die
griine Kurve in Abb. [£.4]

Was hat es mit dem dreieckigen Teil der Isothermen fiir 7' < T, unterhalb des Kreuzungs-
bzw. Phaseniibergangspunktes in Abb. [£.4] auf sich? Betrachten wir anstelle des p — u—
Diagramms das p — n~!'-Diagramm (welches sich durch Umrechnen von y in n ergibt), so
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4.1 Bedingungen fiir Phasengleichgewicht

ergibt sich der in Abb. dargestellte Verlauf.

p

T=const.

B N

‘ -1
1 -1 N
7’12
Abbildung 4.5: Typischer Verlauf einer Isotherme im p — n~'-Diagramm fiir den
Fliissigkeit-Gas-Phaseniibergang und Maxwell-Konstruktion.

Dieses Diagramm entspricht dem p — V-Diagramm in Abb. , da das spezifische Vo-
lumen V/N = n~!, also fiir konstantes N gerade ~ V, sowie p ~ p ist. Der rote Abschnitt
der Isotherme in Abb. |4.4]entspricht dem roten Abschnitt in Abb. [4.5und dem mechanisch
instabilen Bereich in Abb. [4.2] Der Druck bleibt im gesamten Phasenkoexistenzgebiet
konstant, p = p,. Dies entspricht im p — y—Diagramm Abb. [£.4] lediglich einem einzigen
Punkt, aber im p—n~'-Diagramm der griinen Linie, die die Punkte (p,,n; ") und (p,,ny")
miteinander verbindet. Die blauen Abschnitte unterhalb und oberhalb der griinen Kurve
in Abb. entsprechen den blauen Abschnitten des Dreiecks in Abb. [4.4]

Falls wir Zugang zum p — pu—Diagramm haben, ist es also ein leichtes, den Phasen-
iibergangsdruck p, zu identifizieren, und wir kénnen die griine Kurve im p — n~!- oder
p — V-Diagramm einzeichnen, die der gemischten Phase entspricht. In der gemischten
Phase éindert sich offensichtlich nur das spezifische Volumen n~! und zwar vom Wert n*
in der Fliissigkeitsphase zum Wert n; " in der Gasphase. Der Druck, die Temperatur und
das chemische Potential bleiben aufgrund von GI. konstant.

Wie aber miissen wir vorgehen, wenn wir den Fall (ii) vorliegen haben, also nicht im
Besitz einer im thermodynamischen Sinne vollstdndigen Zustandsgleichung sind, wie es
auch fiir die Van der Waals—Gleichung der Fall ist? Hierzu bemerken wir, dass bei
einer Volumenédnderung von V; zu V, bei einem Druck p = p(V') mechanische Arbeit
verrichtet wird, welche nach dem ersten Hauptsatz der Thermodynamik zu einer Anderung
des groflkanonischen Potentials fiihrt, vgl. Gl. ,

AQ = —/V2 AV p(V) .

Vi

(Da T und p in der gemischten Phase konstant bleiben, tragen die anderen Terme 7°dS
und N dp in Gl. (1.199) nicht zur Anderung von 2 bei.) Da d) ein totales Differential
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4 Phaseniibergéinge

ist, ist es aber gleichgiiltig, auf welchem Weg wir von V; nach V5 gelangen. Wir kénnen
entweder bei konstantem Druck p = p, (entsprechend der griinen Kurve im Phasen-
koexistenzgebiet) oder entlang der durch die Van der Waals—Gleichung gegebenen
Kurve p(V) integrieren, das Ergebnis muss das gleiche sein,

Ve NkgT  aN?
AQ = —p(Va-Vi)=— [ av -
pa-tiy = [ fav (5 - )
Vo—bN (11
= —NkgTn————aN°|——-——] . 4.8
PRy N T (VQ m) (48

Dies ist eine Bedingungsgleichung fiir p,, welche zu l6sen ist, indem man aus der Van
der Waals-Gleichung Vi(pse, T) und Va(ps, T) bestimmt (es gibt drei Losungen fiir
V(p«,T), von denen man die kleinste und die groBte zu nehmen hat; die mittlere liegt
im instabilen Bereich und ist auszuschlieffen) und in GI. einsetzt. Die resultierende
implizite Gleichung fiir p, ist i.A. nicht analytisch l6sbar.

Gleichung hat aber auch eine sehr einfache geometrische Interpretation: die
Fléche des Rechtecks unter der griinen Kurve in Abb. muss identisch mit der Fléche
unter der blauen und roten Kurve (die durch die Van der Waals—Gleichung gegeben ist)
zwischen n; ' und n,' sein. Oder mit anderen Worten, die Fliche zwischen der griinen
Kurve und dem Teil der blau-roten Kurve unterhalb der griinen Kurve (blau schraffiert)
muss identisch mit der Fliache zwischen der griinen Kurve und dem Teil der blau-roten
Kurve oberhalb der griinen Kurve (rot schraffiert) sein. Dies ist die beriihmte Maxwell—
Konstruktion.

Wiederholt man diese Maxwell-Konstruktion fiir alle Isothermen mit 0 < T" < T, so
kann man den gesamten Bereich der gemischten Phase zwischen Gas und Fliissigkeit
im p — V- bzw. p — n~'-Diagramm identifizieren, vgl. Abb. . Er wird durch die sog.
Grenzkurve begrenzt. Man beachte, dass dieser Bereich im p — p—, p — T— oder T' — p—
Diagramm lediglich eine Linie darstellt, vgl. Abbildungen und

4.1.3 Clausius—Clapeyron—Gleichungen

Die sog. Clausius—Clapeyron—Gleichungen machen Aussagen iiber die Gestalt der
Phaseniibergangskurven im p — 7—, p — p— und 7" — p—Diagramm. Um sie abzuleiten,
betrachten wir die Gibbs—Duhem—Relation (|1.124)) in der Phase 1,

Vi Si _
—  dw = fdpi—ﬁdﬂE”ildpi—Uidﬂ,
V N; _ _
bzw. dT;, = gdpi—gduizsildpi—aild,ui,
S; N;
bzw. dp; = Vde‘ﬂLVdMESidTiﬂan‘dM, (4.9)

mit der Entropiedichte s; = S; /Vi und der spezifischen Entropie o; = S;/N;. Fiir infini-
tesimale Anderungen d7', dp, du entlang einer Phaseniibergangskurve gilt aufgrund der
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Abbildung 4.6: Der Bereich der gemischten Phase im p — V-Diagramm am Beispiel von

CO, [14).

Gibbschen Phasengleichgewichtsbedingungen (|4.5))
d7y =dTy =...=dT, dpy=dpy=...=dp, dpy=dus=...=du.
Eingesetzt in GI. ergibt sich fiir jeweils zwei Phasen, z.B. ¢ =1 und ¢+ = 2:

nytdp —oydT = ny'dp — 0odT,
sitdp—oytdp = sytdp—oytdu,
s1dT +nidp = s9dT +nodp . (4.10)

Auflésen nach dp/dT, dp/dp und dT'/du ergibt

dp o1 —o0y

dr nl_l —n;l ’

dp ot —oy!

@ - SII _ 351 )

ar_ _mone (4.11)
du S1 — S

Dies sind die Clausius—Clapeyron—Gleichungen (in den meisten Lehrbiichern findet man
nur die erste unter diesem Namen, aber die anderen beiden sind in gleicher Weise giiltig).
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Da die Differentiale dp, dT" und du entlang der Phaseniibergangskurven genommen wur-
den, liefert die erste Gleichung Information iiber die Ableitung der Phaseniibergangs-
kurve im p — T-Diagramm, die zweite iiber die entsprechende Ableitung im p — u—
Diagramm und die letzte iiber die im 7" — py—Diagramm.

Aus der letzten Gleichung ziehen wir folgende wichtige Schlufolgerung: da fiir 77— 0
die Entropiedichten gegen null gehen, sy, s — 0, miissen Phaseniibergangskurven die p—
Achse stets mit senkrechter Steigung, |d7'/du| — oo, treffen. Falls analog ny,ny — 0
fiir 4 = 0, treffen Phaseniibergangskurven die T—Achse mit verschwindender Steigung,
|dT'/dp| — 0, vgl. Abb. [4.7]

T

W

Abbildung 4.7: Verlauf von Phaseniibergangskurven in der Ndhe der Achsen im 7" — p—
Diagramm.

4.2 Klassifikation von Phaseniibergingen

4.2.1 Klassifikation nach Ehrenfest

Die traditionelle Klassifikation von Phaseniibergéingen geht auf P. Ehrenfest zuriick. Wir
betrachten zunéchst die freie Enthalpie

G=E-TS+pV=F+pV, (4.12)

welche, wie auch das groflkanonische Potential, eine doppelte Legendre-Transformation
der inneren Energie ist. Die unabhéngigen Variablen von G berechnet man durch Bilden
des totalen Differentials und Ausnutzen des ersten Hauptsatzes der Thermodynamik,

dG =dE —TdS+pdV — SdT + Vdp = —SdT + Vdp + pdN |

also G = G(T,p, N). Die Ehrenfestsche Definition besagt nun, dass ein Phaseniibergang
n—ter Ordnung vorliegt, wenn am Ubergangspunkt alle (n — 1)—ten partiellen Ab-
leitungen der freien Enthalpie nach ihren unabhingigen Variablen (T, p, N) stetig
sind und mindestens eine n—te Ableitung diskontinuierlich ist.
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Ein Phaseniibergang erster Ordnung liegt demnach vor, wenn die freie Enthalpie G
stetig ist, aber die Entropie S = —0G/0T |, y oder das Volumen V' = 0G/Jp|r y diskon-
tinuierlich sind (das chemische Potential = 0G/ON|r, besitzt aufgrund der Gibbsschen
Phasengleichgewichtsbedingungen niemals eine Diskontinuitét), vgl. Abb. .

G G
T=const. p=const.
l p l T
V p* S T'4<
I
e
P. P r. !

Abbildung 4.8: Phaseniibergang erster Ordnung: die freie Enthalpie ist stetig, aber ihre
Ableitungen weisen Diskontinuitéten auf.

Bei einem Phaseniibergang zweiter Ordnung wiren mit G auch S und V stetig,
aber nicht alle ihre Ableitungen, die Warmekapazitit bei konstantem Druck und
die Kompressibilitat

oS 0*G
c, =172 —_12%
P oT PN 0T? DN ’
1 oV 1 9°G
= 2 —-__ 2= 413
T vV Op TN vV op? TN ’ ( )

von denen mindestens eine eine Diskontinuitdt aufweist. Entsprechendes gilt fiir Pha-
seniibergénge hoherer Ordnung.

Die Ehrenfestsche Definition hat im Laufe der Zeit Kritik gefunden, nicht zuletzt deswe-
gen, weil viele thermodynamische Groéflen anstelle von Diskontinuitéten Singularititen
aufweisen (vgl. Abschnitt , die im obigen Klassifikationsschema nicht beriicksichtigt
sind. Heutzutage unterscheidet man lediglich Phaseniibergénge erster Ordnung, die man
diskontinuierliche Phaseniiberginge nennt, und Phaseniibergéinge zweiter (oder ho-
herer) Ordnung, die man als kontinuierliche Phaseniiberginge bezeichnet. Von einiger
Bedeutung ist auch der Crossover-Ubergang, der keinerlei Diskontinuitéiten oder Sin-
gularititen aufweist, sondern beispielsweise eine rasche Anderung von S in einem kleinen
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Temperaturintervall (die Entropie wire aber beliebig oft kontinuierlich differenzierbar).
Im Ehrenfestschen Sinne entspriche dies einem Phaseniibergang von oco—er Ordnung. Es
handelt sich also eigentlich nicht um einen echten Phaseniibergang. Meist ist ein solcher
crossover-Ubergang ein Indiz fiir einen echten Phaseniibergang (erster oder zweiter Ord-
nung), der tatsichlich eintritt, wenn eine geeignete kleine Anderung an den Parametern
der Theorie (Massen der Teilchen, Kopplungskonstanten, etc.) vorgenommen wird.

4.2.2 Yang—Lee—Nullstellen

Wie wir im letzten Abschnitt gesehen haben, &uflern sich Phaseniibergénge in Form von
Diskontinuitdaten oder sogar Singularitéiten in thermodynamischen Variablen bei bestimm-
ten Werten der unabhéngigen Variablen. Dies sind Punkte, bei denen die freie Enthalpie
G, oder auch das groflkanonische Potential €2, im Sinne der Funktionentheorie nicht
analytisch (nicht-holomorph) ist. Wie kann man solche nicht-analytischen Punkte von
) bestimmen?

Die Nobelpreistrager C.N. Yang und T.D. Lee haben 1952 dazu folgende Methode
vorgeschlagen. Wegen

QT,V,pu)=—kgT In Z(T,V, )

geniigt es, das analytische Verhalten von Z(T, V, i) zu untersuchen. Da man iiblicherweise
das Volumen V vorgibt und die Temperatur zunéchst festhalten kann, betrachtet man
Z als Funktion einer einzelnen Variable, dem chemischen Potential u, oder auch der

Fugazitit z = e¥,
oo

Z(T,V,2)=> 2N Z(T,V,N).
N=0
In der Regel sind die betrachteten Teilchen nicht punktférmig, so dass die Summe iiber
N nicht bis unendlich lduft, sondern nur, bis das gesamte Volumen V' dicht mit Teilchen

vollgepackt ist, vgl. Diskussion in Abschnitt [1.6.1} also z.B. bis N = Nyax(V),

Z(T\V,z) = sz: N Z(T,V,N) = Nﬁ (1 - i) : (4.14)

z
N=0 k=1 k

wobei wir im zweiten Schritt den Fundamentalsatz der Algebra angewandt haben
(und gleichzeitig durch geeignete Normierung Z(7',V,0) = 1 gesetzt haben), der besagt,
dass jedes Polynom vom Grad Ny.x in z genau Np.. i.A. komplexwertige Nullstellen
2z €C, k=1,..., Npax, hat, d.h. komplexe Zahlen, welche

Nmax
Z(T.V,z) =Y 2N Z(T,V,N)=0 Vk=1,... Ny

N=0

erfiillen. Das Verschwinden des Polynoms an seinen Nullstellen kann man durch die in GI.
(4.14) gezeigte faktorisierte Form deutlich machen. Aulerdem muss man ausnutzen, dass
Z(T,V,0) = Z(T,V,0) =1 ist. Die Nullstellen z, von Z(7,V, z) nennt man Yang—Lee—
Nullstellen.
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Eigenschaften der Yang—Lee—Nullstellen:
(i) Die Nullstellen sind i.A. Funktionen von 7" und V', z = z(T, V).

(ii) Da Z(T,V,u) € R, miissen alle Nullstellen als komplex konjugierte Paare auftreten.
Genau dann namlich gilt in Gl. (4.14)) fiir das Produkt des k—ten Paares

z z z z 22 zL+ 25 22
<1__> <1__*) = 1ol e P
z — 2 Rezy, P
= l-l—zﬁ eR Vz=e*ekR.
2k

(iii) Da alle Koeffizienten Z(T,V, N) des Polynoms (4.14]) positiv definit sind (es han-
delt sich ja um die kanonischen Zustandssummen zu gegebenem N), kénnen die
Nullstellen z nicht auf der positiven reellen z—Achse liegen.

Es ergibt sich aus diesen Eigenschaften das in Abb. gezeigte Bild fiir die Nullstellen
von Z(T,V, z) in der komplexen z-Ebene.

Re z

Abbildung 4.9: Nullstellen von Z(7,V, z) in der komplexen z—Ebene.

Daraus folgt, dass das groflkanonische Potential fiir endliches Ny (V) < co immer
analytisch (holomorph) auf der positiven reellen z—Achse (und ggfs. eines Bereichs um
diese Achse) sein muss,

anax
Q= —kpT I Z(I,V,2) = kT Y In (1 - i) . (4.15)
k=1 ki

Es treten keine Punkte auf, an denen €2 nicht-analytisch ist, da auf der positiven reel-
len z—Achse stets z # z; gilt. Dies bedeutet streng genommen auch, dass in Systemen
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4 Phaseniibergéinge

mit endlichen Volumina V' < oo, fiir die dann auch Ny, (V) < oo, niemals Pha-
seniiberginge auftreten.

Dies dndert sich im thermodynamischen Limes V' — co. Dann geht auch Ny (V) —
00, d.h. es treten immer mehr Nullstellen z;, von Z(7T,V, z) in der komplexen z—Ebene
auf. Diese konnen der positiven reellen z—Achse beliebig nahe kommen, vgl. Abb. [4.10]

Inﬁz E

Re z

Abbildung 4.10: Mogliche Verteilung der Nullstellen von Z(T',V, z) in der komplexen z—
Ebene im thermodynamischen Limes.

Das grolkanonische Potential ist dann nur noch stiickweise analytisch auf der posi-
tiven reellen z—Achse. In den analytischen Bereichen identifiziert man das groflkanonische
Potential als Zustandsgleichung einer einzelnen homogenen Phase. Am Punkt, wo die
Yang—Lee—Nullstellen der positiven reellen z—Achse beliebig nahekommen, wird 2 nicht-
analytisch. Die Zustandsgleichungen der einen oder anderen Phase werden instabil, d.h.
es tritt ein Phaseniibergang von der einen zur anderen Phase auf. Am nicht-analytischen
Punkt besteht Phasenkoexistenz der beiden Phasen.

4.3 Kritische Phanomene

4.3.1 Kiritische Exponenten

Eine wesentliche Eigenschaft von kontinuierlichen Phaseniibergingen (d.h. Pha-
seniibergingen zweiter Ordnung) ist, dass thermodynamische Groflen Singularitdten
am kritischen Punkt aufweisen, d.h. sie divergieren entsprechend einem Potenzgesetz,
wenn man sich dem kritischen Punkt néhert. Hierbei macht es einen Unterschied, wie man
sich dem kritischen Punkt néhert, z.B. ob man sich von kleineren oder von gréfferen Tem-
peraturen der kritischen Temperatur ndhert. Wir definieren die sog. reduzierte Tempe-
ratur
T-T,

t= . 4.16
- (116)
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4.3 Kritische Phanomene

Dann gilt fiir die thermodynamische Grofle f(t) das folgende Potenzgesetz:

f(t) ~ { i_f)‘_ga/ ’ iig (4.17)

Die Exponenten ¢, ¢’ bezeichnet man als kritische Exponenten. Man berechnet sie
formal mittels der Formeln

1
= —y\r% _nllﬁit)l : (4.18)
;o Inf@)]
= —1% ln(—t) . (4.19)

Fiir kontinuierliche Systeme erlautern wir die Exponenten am Beispiel des Fliissigkeit—
Gas-Phaseniibergangs. Wir betrachten drei verschiedene Wege im p — n~!-Diagramm,
wie man sich dem kritischen Punkt ndhern kann, vgl. Abb. {.11}

(I) T\ T, wobei n™! = n_ 1 = const.

(IT) T 7 T. entlang der Grenzkurve, vgl. Abb.

(ITT) Entlang der kritischen Isotherme p(T,,n™1).

p

Abbildung 4.11: Mogliche Wege, sich dem kritischen Punkt zu néhern.

Auflerdem geben wir die entsprechenden Definitionen fiir Spinsysteme an, wo man in
der Regel das Magnetfeld H gegen null gehen lé8t und dann lediglich die Félle T\ T,
(bzw. t > 0) und T' /T, (bzw. t < 0) betrachtet.

Folgende thermodynamische Groflen divergieren bzw. verschwinden mit einer bestimm-
ten Potenz der reduzierten Temperatur:
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4 Phaseniibergéinge

(i) Warmekapazitit:

Fiir Gase, Fliissigkeiten oder Festkorper betrachtet man die Warmekapazitéit bei

konstantem Volumen,
(_t)ia/ ) (II) )
Cy { o (1 (4.20)

Zwei Beispiele sind in Abb. gezeigt.
Fiir Spinsysteme betrachtet man die Warmekapazitéat bei konstantem verschwin-

8,32 -
3 e 12
7,04 - ] -10
éz.o— | &
5,76 - = 2
[l, S -6 3,
. & G
4,48 - // \ SERE 4
s o 2
3,20- Wn‘ﬁf—-———- =2 o
' ' : 0.0 114 T 1I8 T ;2 T 216 0
0 200 400 600°C " Temperature [K]

Abbildung 4.12: Links: Singularitdt der spezifischen Wéirme (in Einheiten von

kg) als Funktion der Temperatur fiir den Unordnungs-Ordnungs-
Phaseniibergang in Messing [15]. Rechts: “Lambda-Punkt” der spezifi-
schen Wirme c, als Funktion der Temperatur fiir den suprafluiden Pha-
seniibergang in Helium-4 (die Singularitét fiir ¢, ist dieselbe wie fiir Cy/)

I16).

dendem Magnetfeld H,

<_t)_a/ ) T /‘ Tc )
Cy ~ { fo .7 (4.21)

(ii) Dichtedifferenz bzw. Magnetisierung:

180

Fiir Gase, Fliissigkeiten oder Festkorper betrachtet man die Dichtedifferenz der
beiden Phasen,
An=n; —ny~ (=t)", (1I). (4.22)

Fiir Spinsysteme betrachtet man die Magnetisierung bei verschwindendem Magnet-

feld H,
1 09
M=——_—| ~(=t), T ""T., 4.23
V aB T“LL ( ) Y /l ( )
wobei B das magnetische Induktionsfeld ist. Da sowohl An wie auch M oberhalb des

kritischen Punktes verschwinden, ergibt es keinen Sinn, die entsprechende Divergenz
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auf dem Weg (I) bzw. fiir '\ T, zu betrachten. Der Einfachheit halber 148t man
daher den Strich am Exponenten [ weg. Man beachte auflerdem, dass 5 > 0, so
dass diese beiden Groflen am kritischen Punkt verschwinden.

(iii) Isotherme Kompressibilitit bzw. Suszeptibilitéit: Fiir Gase, Fliissigkeiten oder
Festkorper betrachtet man die isotherme Kompressibilitét,

K ~ { i_f)?_v ’ Eg) (4.24)

Fiir Spinsysteme betrachtet man die isotherme Suszeptibilitdt bei verschwindendem
Magnetfeld H,
oM

XTEa—H

), T T,
. N{ 2(5‘7), T<TC. (4.25)

(iv) Druckdifferenz bzw. magnetisches Induktionsfeld auf der kritischen Iso-
therme: Fiir Gase, Fliissigkeiten oder Festkorper betrachtet man die Druckdifferenz
auf der kritischen Isotherme,

p—pe~|n—nc (II). (4.26)
Fiir Spinsysteme betrachtet man das magnetische Induktionsfeld bei T =T,
B~M, T=T,. (4.27)
Auch diese beiden Groflen verschwinden am kritischen Punkt, da § > 0.

Weitere kritische Exponenten betreffen das Verhalten der raumlichen Korrelations-
funktion. Diese ist fiir eine Observable z(r) (z.B. die Teilchendichte, z(r) = n(r)) fol-
gendermaflen definiert:

9:(71, 72) = (2(F)2(2)) — (2(m)) (x(72)) | (4.28)

wobei die Klammern wie iiblich den statistischen Mittelwert bezeichnen. Wie wir spéter
in Abschnitt zeigen werden, s. Gl. (4.84), ist das Verhalten der Korrelationsfunktion
in der Néhe eines kritischen Punktes durch

|71 — 7 §(T)
gegeben. Hierbei bezeichnet man £(7") als Korrelationslinge. Sie ist ein Maf} fiir die

Reichweite der raumlichen Korrelation der Observablen x(7). In der Nihe des kritischen
Punktes beobachtet man folgendes Verhalten fiir die

1 > =
9o (71, T2) ~ 5——== exp (__|7“1 TQ‘) (4.29)

(v) Korrelationsléinge:

£~ { =™ (H)" (4.30)
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Typischerweise sind v, v/ > 0, d.h. die Korrelationslinge divergiert am kritischen Punkt,
die Korrelationen bestehen iiber grofie rdaumliche Absténde. Da dann die Exponentialfunk-
tion in Gl. (4.29) gegen eins geht, wiirde man erwarten, dass

1

|7 — 75|

gw(F17F2> ~ T:Tmp:pc .

Dies ist aber interessanterweise nicht der Fall, das wahre Verhalten am kritischen Punkt
ist
1

7 — 7:'2|d—2+n

g:}c(Fly 7?2) ~ , T'=T1., p=pc, (431)
wobei d die rdumliche Dimension des Systems und 7 ein weiterer Exponent ist, der die Di-
vergenz von Grofien, in diesem Fall die der Korrelationsfunktion fiir 75 — 77 am kritischen
Punkt, charakterisiert.

Die divergierende Korrelationsldnge fiihrt dazu, dass Fluktuationen auf allen L&n-
genskalen auftreten. Dies kann man experimentell beobachten: das System absorbiert am
kritischen Punkt Licht sdmtlicher Wellenléngen. Man nennt dieses Phénomen kritische
Opaleszenz.

Die Exponenten «, o/, 5, 7, v, 0, v, ' und n bezeichnet man als kritische Exponen-
ten.

4.3.2 Universalitatshypothese

Die sog. Universalitidtshypothese von R.B. Griffiths (Phys. Rev. Lett. 24 (1970) 1949)
besagt, dass die kritischen Exponenten universell sind, d.h. die gleichen fiir alle thermo-
dynamischen Systeme, die zu einer bestimmten Universalitidtsklasse gehoren. Univer-
salitdtsklassen sind charakterisiert durch

(i) die Dimension d des Systems,
(ii) die Reichweite der Teilchen-Wechselwirkung,

(iii) die Symmetrie der der Wechselwirkung zugrundeliegenden Lagrange—Dichte bzw.
Hamilton—Funktion.

Da die Korrelationsldnge & am kritischen Punkt divergiert, stellt sich wirklich universelles
Verhalten nur bei kurzreichweitigen Wechselwirkungen ein, da dann die Details der Teil-
chenwechselwirkung auf der Skala ¢ keine Rolle mehr spielen kénnen. Bei langreichweiti-
gen Wechselwirkungen werden die kritischen Exponenten unabhéngig von der Dimension
des Systems. Obwohl die Reichweite der Wechselwirkung nicht mehr vernachléssigbar
gegeniiber der Korrelationsldnge ist, lassen sich dennoch im Rahmen der in Abschnitt
4.4.2| zu besprechenden Landau—Theorie universelle Aussagen zu den kritischen Expo-
nenten machen. Dabei spielt die Symmetrie der der Wechselwirkung zugrundeliegenden
Lagrange-Dichte (bei kontinuierlichen Systemen) oder der Hamilton-Funktion (bei Spin-
Systemen) eine entscheidende Rolle, da auch die effektive Landau—Theorie diese Symme-
trie respektieren muss.
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4.3 Kritische Phanomene

Bei Spinsystemen kann man diese Symmetrien relativ schnell identifizieren. Die Hamil-
ton-Funktion eines Spinsystems lautet

"j

Hier bezeichnet S; den Spin-Vektor am Gitterplatz ¢ und J;; ist die Stirke der Wech-
selwirkung zwischen den Spins an den Gitterpldtzen ¢ und j. Fiir ferromagnetische
Wechselwirkungen hat man J;; > 0V 4,7, weil dann die parallele Ausrichtung der
Spins ¢ und 7, S, - 5'] > 0, die Energie des Systems verringert. Bei antiferromagneti-
schen Wechselwirkungen dagegen hat man J;; < 0, was eine antiparallele Ausrichtung
der Spins ¢ und 7, S; - gj < 0, energetisch bevorzugt.

Wir betrachten zunéchst einkomponentige Spinsysteme, d.h. der Vektor S; hat
lediglich eine Komponente. Wenn man fiir diese die diskreten Werte +1 (entsprechend Spin
“up” und Spin “down”) erlaubt und annimmt, dass nur benachbarte Spins miteinander
wechselwirken, so gelangt man zum Ising—Modell,

Higing = — Z Jii9:S; (4.33)
(ig)

wobei das Symbol (ij) fiir benachbarte Spins stehen soll. Fiir eine Raumdimension haben
wir das Ising—Modell bereits in zahlreichen Ubungsaufgaben kennengelernt. Die Hamilton—
Funktion des Ising—Modells ist invariant unter der Transformation

d.h. es hat eine diskrete Symmetrie unter Vorzeichenwechsel aller Spins, die man als Zo—
Symmetrie bezeichnet. Das eindimensionale Ising—Modell hat allerdings keinen Pha-
seniibergang, im Gegensatz zum Ising—Modell in d = 2 oder d = 3 Dimensionen.

Fiir zweikomponentige Spinsysteme ist der Vektor S; ein zweidimensionaler Vektor
in der x — y—Ebene und kann in kontinuierlich viele Richtungen zeigen. Nimmt man an,
dass |§;| =1 V1, und summiert man lediglich iiber benachbarte Spins, so gelangt man
zum sog. XY-Modell

Hyy ==Y JyS;- ;. (4.35)
(i)

Die Hamilton-Funktion des XY-Modells ist offenbar invariant unter Drehungen O der
Spins in der x — y—Ebene,

= & na cos¢  sin¢ Siz .
s ogmos=( B0 MOY(5) v, am

denn das Skalarprodukt S, - §j andert sich bekanntlich nicht unter Drehungen der betei-
ligten Vektoren. Das XY-Modell besitzt damit eine SO(2)—Symmetrie, eine Symmetrie
unter speziellen orthogonalen Transformationen in zwei Dimensionen, d.h. zwei-
dimensionalen orthogonalen Transformationen mit Determinante detO = +1. In der Tat
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ist die Symmetrie sogar noch etwas grofler: man kann zusétzlich noch entweder die x—
oder die y—Achse spiegeln, d.h. eine diskrete Transformation mit den Matrizen

-1 0 1 0 o
Pz—<0 1) bzw. Py—<0 _1):—Pz

durchfithren. Auch dies 148t das Skalarprodukt invariant,

S-S = 84S0+ SiySiy
— (PoS) - (PoS)) = (=Si0)(=Sja) + SiySiy = SiwSja + SiySiy = 8+ 5,

und entsprechend fiir P,. Das bedeutet, dass das XY-Modell eine O(2)-Symmetrie
besitzt, also symmetrisch unter orthogonalen Transformationen mit detO = +1 ist.

Fiir dreikomponentige Spinsysteme ist der Vektor S; ein dreidimensionaler Vek-
tor im Raum. Er zeigt ebenfalls in kontinuierlich viele Richtungen. Ublicherweise nimmt
man an, dass der Vektor S; dem Spin-Operator entspricht, mit diskreten Werten fiir .S; .
entsprechend der Spinquantenzahl s der betrachteten Spins. Wiederum summiert man le-

diglich iiber Spins an benachbarten Gitterplatzen und gelangt so zum sog. Heisenberg—
Modell

HHeisenberg = - Z nggz : gj . (437)

Die Hamilton-Funktion des Heisenberg-Modells ist wieder invariant unter Drehungen
O, aber diesmal im gesamten dreidimensionalen Raum, denn das Skalarprodukt S; - 5’]-
andert sich nicht unter Raumdrehungen der beteiligten Vektoren. Das Heisenberg—Modell
besitzt damit eine SO (3)—Symmetrie, eine Symmetrie unter speziellen orthogonalen
Transformationen in drei Dimensionen, d.h. dreidimensionalen orthogonalen Trans-
formationen mit Determinante detO = +1. Auch hier ist die Symmetrie noch etwas grofier,
denn man kann zusétzlich noch Splegelungen der drei Raumachsen durchfiihren, weil dies
wiederum das Skalarprodukt S - S invariant ldsst. Das bedeutet, dass das Heisenberg—
Modell eine O(3)—Symmetrie be51tzt also symmetrisch unter orthogonalen Transfor-
mationen mit detO = +1 ist.

Tabelle zeigt die kritischen Exponenten fiir verschiedene Spin-Modelle bzw. Univer-
salitéitsklassen. Wir werden im Folgenden argumentieren, dass a = o/, v =/, v = v/, so
dass jeweils nur ein Wert angegeben ist.

4.3.3 Skalengesetze

Zwischen den kritischen Exponenten gibt es bestimmte Relationen, die man aus thermo-
dynamischen Identitdten ableiten kann:

(i) Rushbrooke—Ungleichung: o +28++ > 2.
(ii) Griffiths—Ungleichung: o'+ B(1+6) > 2.
(iii)) Widom—Ungleichung: v > 60 —1).
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Tabelle 4.1: Kritische Exponenten fiir verschiedene Spin-Modelle bzw. Universa-
litdtsklassen [I7, [18, 19]. Die Werte fiir die Landau-Theorie werden in Ab-

schnitt berechnet.

Modell a B v 1) v n

d = 2 Ising 0 1/8 7/4 15 1 1/4

d = 3 Ising 0.11008708(35) | 0.32641871(75) | 1.23707551(26) | 4.78984254(27) | 0.62997097(12) | 0.036297612(48)
d=3XY —0.01526(30) 0.34869(7) 1.3179(2) 4.77937(25) 0.67175(10) 0.038176(44)
d = 3 Heisenberg —0.1336(15) 0.3689(3) 1.3960(9) 4.783(3) 0.7112(5) 0.0375(5)
Landau 0 1/2 1 3 1/2 0

Wir beschrianken uns hier auf den Beweis von (i), den Beweis von (ii) findet man z.B. in
Ref. [1].

Ausgangspunkt ist Ubungsaufgabe 3.2, in der wir folgende Identitit bewiesen haben
(die Teilchenzahl N wird immer konstant gehalten, was wir nicht explizit notieren):

dp| OV
— =T —=| —| . 4.
Cp = Cv or|, oT |, (4.38)
Desweiteren haben wir dort gezeigt, dass
op| or| ov| _ |
orl, oV, dpl,
also
o _"LJK'
oT |y, %_\;‘T arT |,

Eingesetzt in Gl. (4.38)) ergibt sich mit der Definition ((1.207]) der isothermen Kompressi-

bilitat )
T oV
c,—-Cy = — . 4.39
P v V/{T <6T)p ( )
Bei konstanter Teilchenzahl N kénnen wir dies mit dV = Ndn™! = —Nn~2dn = —Vn~ldn
schreiben als )
TV [ 0n
c,—-Cy = — ] >0. 4.40
P v Kkrn? (8T ) - ( )

p
Fiir thermisch stabile Materialen gilt Cy, > 0, daher kénnen wir die linke Seite von

Gl. (4.40) wie folgt abschétzen,

T 2
C,>C,—Cy = V(M) (4.41)

kyn2 \ 0T ) ’

Da Cy auf Weg (II) am kritischen Punkt wie (—t)~®" divergiert, s. Gl. (4.20]), muss wegen
C, — Cy >0, dh. C, > Cy, gelten, dass C, mindestens ebenfalls wie (—t)~®" divergiert,

/

Cp~ (=)
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Desweiteren diirfen wir dn ~ dAn = d(n; —ns) annehmen, da auf dem Weg (II) entweder
n = ny (links vom kritischen Punkt auf der Grenzkurve) oder n = ny ist (rechts vom
kritischen Punkt auf der Grenzkurve; das negative Vorzeichen in dAn = —dny = —dn
spielt keine Rolle, da der Ausdruck in Gl. (4.41)) letztlich quadriert wird). Dann ergibt

sich mit den Glgen. (4.22)) und (4.24) aus Gl. (4.41)

/ / a _t 6 2 /

07 2 7 ()~ (1.42)
t T/

wobei wir nicht divergente Vorfaktoren (wie TV/n? im ersten Teil der Abschéitzung sowie

% im zweiten Teil) vernachliissigt haben. Nehmen wir auf beiden Seiten der Gleichung

den Logarithmus und beriicksichtigen, dass In(—t) < 0 fiir 7' T, so erhalten wir

26—-1)++">—a". (4.43)

Dies ergibt die Rushbrooke-Ungleichung, q.e.d.
Mit Hilfe der sog. Skalenhypothese (s. Ref. [3] fiir eine ausfiihrlichere Diskussion)
kann man zeigen, dass

!/

a=d, y=v, v=1, (4.44)

sowie dass die o.g. Ungleichungen zu exakten Gleichungen werden.

4.4 Theorie der Phaseniibergange

4.4.1 Ordnungsparameter

Fiir die theoretische Beschreibung von Phaseniibergéngen ist es zunéchst niitzlich, einen
sog. Ordnungsparameter zu definieren. Es handelt sich dabei um eine geeignet defi-
nierte Grofle, die in der einen Phase verschwindet, wéihrend sie in der anderen einen
nichtverschwindenden Wert annimmt.

Beispiele:

(i) Fliissigkeit—Gas—Phaseniibergang: Ein geeigneter Ordnungsparameter ist die
Dichtedifferenz (4.22). Kiihlt man das System auf dem Weg (I) aus Abb. ab,

so gilt
07 TETC7
An_{nl—ng#o, T<T,. (445>

(ii) Ferromagnet: Ein Ferromagnet weist unterhalb der Curie-Temperatur T eine
nichtverschwindende Magnetisierung M auf (vgl. Vorlesung “Elektrodynamik”),
wéhrend diese oberhalb von T, verschwindet. Die Magnetisierung ist daher ein ge-
eigneter Ordnungsparameter.

(iii) Bose—Einstein—Kondensation: Ein geeigneter Ordnungsparameter ist die Teil-
chendichte im Grundzustand, vgl. Abb.[3.7] Sie verschwindet oberhalb der kritischen

Temperatur und ist unterhalb von null verschieden.
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4.4.2 Landau-Theorie

Die der Landau-Theorie zugrundeliegende Idee ist, dass aufgrund der Universalitdt das
System in der Né&he eines kritischen Punktes allein durch den Ordnungsparameter &
bzw. durch seine Dichte ¢(7) charakterisiert werden kann. Per Definition gilt

. =0, T>T.,
@:/Vd?)m(?*){#o’ T<T. (4.46)

Fiir ein Spinsystem ist der Ordnungsparameter die Magnetisierung,

—

M= /V Brm(7) (4.47)

wobei m(7) die lokale Magnetisierungsdichte ist. Die Magnetisierung ist iiblicherweise
als statistischer Mittelwert des Spinvektors S; definiert,

—

M = (S}) | (4.48)

d.h. sie besitzt dieselbe Anzahl von Komponenten wie S;. Gleiches gilt auch fiir ihre
Dichte m(7). Ganz allgemein habe der Ordnungsparameter sowie seine zugehorige Dichte
n Komponenten,

- —

D= (Py,...,0)" , OF) = ((P),...,0n( )" . (4.49)

Damit werden fiir n = 1,2, 3 die Spinsysteme aus Abschnitt abgedeckt.

Wir betrachten konkret ein System in drei Raumdimensionen mit festem Volumen V
und fester Teilchenzahl N bei vorgegebener (variabler) Temperatur 7. Die Beschreibung
des Systems erfolgt dann zweckméBigerweise im kanonischen Ensemble. Im Folgenden
notieren wir lediglich die Abhéngigkeit von der Temperatur explizit. Die Universalitét
erfordert, dass die freie Energie F(T,V,N) = F(T) als Funktional der Ordnungspa-
rameterdichte dargestellt werden kann. Da der Ordnungsparameter fiir kontinuierliche
Phaseniibergiinge kontinuierlich am kritischen Punkt verschwindet, liegt es nahe, dieses
Funktional als Potenzreihenentwicklung anzusetzen,

—

F(T; §(7)] = /V &7 f(T: (7))

n

> ¢?<F>]

=1

= [ @S BT = SS90 +a(T) 3 +H(T)

3 n

+2(1) Y [Voul)] - [Voulm)] + ..

=1

+ ¢(T)

PG

(4.50)

Die Argumentliste der freien Energie auf der linken Seite der Gleichung soll andeuten,
dass F' eine Funktion der Temperatur 7' ist, aber ein Funktional der Ordnungspara-

—

meterdichte ¢(r). Der erste Term fy(7';7) ist die freie Energiedichte bei verschwindendem
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Ordnungsparameter, also fiir T' > T.. Die Grofle J(F) ist die zur Ordnungsparameterdich-
te konjugierte Kraft, z.B. beim Ferromagneten das duflere Magnetfeld H (7) bzw. das
magnetische Induktionsfeld B(7). Die physikalische Ordnungsparameterdichte @(7)
ist dann diejenige, die die freie Energie minimiert,

o L OFle()] (7))
60;(7)

= —;(7) + 24 a(T) + 2b(T Z% ) +3¢(T Z(T)A  ¢;(F) .

(4.51)

Z ; (1)

Hier haben wir vor Ausfithren der Funktionalableitung den letzten Term in GIl. (4.50)
folgendermaflen umgeschrieben,

/VdSF [ﬁdh(??)] ~ [6@(77)} /Vd?’“{ﬁ [ (f’)V@(F)] ¢i(7) A@'(F)}
¢ aF- [ Fen)] - [ @re sem . @5

wobei wir im letzten Schritt den Satz von Gaufl verwendet haben. Nehmen wir an, dass
¢i(7) oder sein Gradientenfeld auf der Oberfliche 0V von V' verschwindet, so ergibt sich
nach Variation der letzte Term in Gl. (4.51)).

Vorausgesetzt die konjugierte Kraft J(F) transformiert sich genauso wie die Ordnungs-

parameterdichte ¢(7), so hat die freie Energie (4.50) dieselbe Symmetrie wie die ihr
zugrundeliegende mikroskopische Theorie, z.B.

(i) fiir n =1 eine Zy—Symmetrie: o(r) = —(7).
Wir erwarten, dass die freie Energie (4.50)) dann das Ising—Modell in drei Dimensio-
nen in der Néhe des kritischen Punktes beschreibt.

(i) fiir n = 2 eine O(2)-Symmetrie:  ¢(F) — O¢(7)
mit einer zweidimensionalen orthogonalen Transformation O € O(2). Die freie Ener-
gie entspricht dann der des XY-Modells in drei Dimensionen in der Ndhe des
kritischen Punktes.

(iii) fiir n = 3 eine O(3)-Symmetrie:  ¢(7) = O¢(7)
mit einer dreidimensionalen orthogonalen Transformation O € O(3). Die freie Ener-
gie entspricht dann der des Heisenberg-Modells in drei Dimensionen in der
Nahe des kritischen Punktes.

Allgemein spricht man bei Gl. (4.50) von der freien Energie des O(n)—Modells in drei

Dimensionen.
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4.4.3 Phaseniibergange zweiter Ordnung in der Landau—Theorie

Um zu sehen wie Phaseniibergéinge in der freien Energie auftreten, beschranken wir uns
im Folgenden auf den Fall n = 1. Die Analyse fiir n > 1 ist nicht wesentlich komplizierter,
aber es treten dann neue Effekte auf, die wir erst in der Vorlesung “Quantenfeldtheorie
IT” genauer untersuchen werden. Der Einfachheit halber betrachten wir zunéchst eine
ortsunabhéngige Ordnungsparameterdichte ¢(7) = ¢ = const. (und eine ortsunabhéngige
konjugierte Kraft 1(7) = ¢ = const.). Dann lautet die freie Energie ({4.50))

F(T;¢) =F(T;¢=0)+V [-¢é+a(T) ¢* + b(T) ¢* + c(T) ¢° +...] . (4.53)

Fir T 7 T, geht die Ordnungsparameterdichte ¢ — 0. Wenn wir hinreichend nahe am
kritischen Punkt sind, ist ¢ daher klein und wir kénnen die Potenzreihe nach den
ersten Termen abbrechen. Wir betrachten zuniichst nur Potenzen bis zur Ordnung ¢?,
d.h. wir setzen ¢(T") sowie alle Koeffizienten hoherer Potenzen gleich null,

F(T;¢) = F(T;¢=0) +V [-¢¢ +a(T) ¢ + b(T) 6] . (4.54)

Damit die freie Energie als Funktion von ¢ fiir alle ¢ nach unten beschrinkt bleibt,
miissen wir fordern, dass der Koeffizient der hochsten Potenz von ¢, in diesem Fall b(7),
positiv ist, b(T) > 0. Da dies fiir alle Temperaturen im betrachteten (kleinen) Bereich
um die kritische Temperatur gelten muss, nehmen wir der Einfachheit halber an, dass er
temperaturunabhéngig ist, b(T) = b = const. > 0.

Der physikalische Wert der Ordnungsparameterdichte ist derjenige, der die freie Ener-
gie minimiert. Wir suchen daher das Minimum der freien Energie als Funktion von ¢
fiir gegebene Temperatur 7" und eine verschwindende konjugierte Kraft, 1) = 0,

OF

—| 20=2V[a(T)+2b¢"] 6. (4.55)
06 |,
Diese Gleichung hat drei Losungen,
a(T
by =+ —é—b), do=0. (4.56)

Fiir a(T) > 0 ist lediglich ¢y € R, wihrend ¢, imaginér sind und daher als Losungen
(zumindest fiir einen reellen Ordnungsparameter) ausscheiden. Fiir a(T") < 0 sind alle drei
Losungen reell und fiir a(7') = 0 entartet. Um zu sehen, ob es sich bei diesen Losungen
um ein Minimum handelt, berechnen wir die zweite Ableitung,

—4Va(T), ¢ ==,

O°F = oV [a(m) + 6067 = { AT (4.57)

a¢?

Fiir a(T) > 0 handelt es sich bei ¢1 also um Maxima (die aber auf der imaginiren ¢-
Achse liegen), wéhrend ¢q ein reelles Minimum darstellt. Fiir a(7") < 0 dagegen handelt
es sich bei ¢+ um reelle Minima, wihrend ¢, ein reelles Maximum darstellt. Fiir a(T") = 0
entarten die beiden Minima bei ¢, und das Maximum ¢q bei ¢ = 0. Hier verschwindet
dann nicht nur die zweite, sondern auch die dritte Ableitung, 9*F/0¢*|r = 24Vboy o =
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F(T, )

|
—aM<0
— a(n=0
— a(n>

\ \
@. ® 08 ?

Abbildung 4.13: Freie Energie F/(T'; ¢) als Funktion von ¢ fir a(7') < 0 (blau), a(7) =0
(griin) und a(7T") > 0 (rot).

0. Lediglich die vierte Ableitung, 0*F/0¢*r = 24Vb ist positiv, was auf ein dreifach
entartetes Minimum schlieflen 148t. Der Funktionsverlauf von F(T';¢) fiir die drei Fille
a(T) > 0, a(T) =0 und a(T) < 0 ist in Abb. dargestellt.

Fiir a(T) < 0 haben wir also zwei energetisch entartete absolute Minima ¢, = —¢_ > 0,
sowie ein lokales Maximum ¢ = 0. Fiir a(7") ,* 0 ndhern sich die Minima dem Maximum
an, ¢+ — ¢o = 0. Fiir a(T) = 0 gibt es ein dreifach entartetes globales Minimum bei
¢ = 0, da hier die zweite und die dritte Ableitung der freien Energie verschwinden. Fiir
a(T) > 0 verbleibt lediglich ein globales Minimum bei ¢y = 0. Die Minima als Funktion
von a(T') sind in Abb. dargestellt.

Das Verhalten des physikalischen Wertes der Ordnungsparameterdichte, also der in
Abb. gezeigten Minima als Funktion von a(7'), entspricht aber genau dem, wie wir es
fiir einen kontinuierlichen Phaseniibergang zweiter Ordnung erwarten! Der einzige
Unterschied ist, dass a(7") anstelle der reduzierten Temperatur ¢, Gl. auftritt. Es
ist daher naheliegend, fiir die Funktion a(7") folgenden Ansatz zu wéhlen,

a(T)=ayT.t=ao (T -T,), (4.58)

mit einer Konstanten ag. Im Prinzip hétte man auch jede beliebige ungerade Funktion
von t wahlen konnen, aber dieser Ansatz ist der einfachste.

4.4.4 Kritische Exponenten der Landau—Theorie

Der Ansatz (4.58) hat sofort folgende Konsequenz: fiir t < 0 bzw. T' < T, ist der physika-
lische Wert der Ordnungsparameterdichte geméfl Gl. (4.56)) gegeben durch

Qo Tc
2b

pr =2\~ St~ (=), (4.59)
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@

Abbildung 4.14: Minima ¢, ¢_ und ¢y als Funktion von a(T).

d.h. wenn wir ¢4 (bis auf irrelevante Konstanten) mit der Dichtedifferenz An oder der
Magnetisierung M identifizieren, ergibt sich gemafl den Glgen. und , dass in
der Landau-Theorie der kritische Exponent § = 1/2 ist!

Wenn wir das Minimum der freien Energie nun fiir ¢ # 0 bestimmen, erhalten wir

anstelle von Gl. (4.55]) die folgende Bedingung,

OF

% S0=V[-¢+2a(T)¢p+4b¢"] = ¢ =2[a(T)+2b¢*]¢.  (4.60)

T

Im Fall eines Spinsystems ist ¥ ~ H, dem &dufleren Magnetfeld, wiahrend ¢ ~ M, der
Magnetisierung. Die isotherme Suszeptibilitéit ist durch Gl. (4.25) gegeben. In unserem
Fall haben wir daher mit Gl. (4.60) am physikalischen Minimum

8¢ . a,w B 9 . —4a(T) 5 T S Tc )
T Gl T ), 2O = ), 7o
(4.61)
bzw. mit Gl. (4.58)
—t -1 , T < Tc 5

Der Vergleich mit GI. (4.25]) ergibt, dass die Landau—Theorie einen kritischen Exponenten
~v =" = 1 vorhersagt!
Die Warmekapazitdt bei konstantem Volumen bestimmt man aus der freien Energie

mit Hilfe des ersten Hauptsatzes ((1.119)), sowie der Glgen. ({1.160) und (|1.166]),

_p 98 _ g OF
vy 0T\ RIE

o))

CV:a_T

(4.63)

V,N

191



4 Phaseniibergéinge

Wir verwenden fiir die freie Energie Gl. (4.53)) (mit b(T") = b = const. und ¢ = 0) und
setzen den physikalischen Wert fiir die Ordnungsparameterdichte ein. Fiir T" > T, haben
wir einfach

F(Tig0) = F(Ti6=0), T>T., (4.64)
wéhrend fiir T' < T, gilt
2 T 2
F(T:60) = FTio=0)~v D~ prig—0) - Y0 @ —myp r<7 (a6n)

Damit ergibt sich fiir die Warmekapazitét (4.63))

O*F(T; ¢ =0) Va?
- oT? . T
O?F(T; ¢ =0)

972 y , T'>T,..

r<T.,

Oy = (4.66)

=T

Die Wiarmekapazitat besitzt also eine Diskontinuitét bei 7' = T, aber sie divergiert nicht.
Deshalb ist der kritische Exponent o = o/ = 0.

Gleichung erlaubt uns, mit der Identifizierung v ~ H ~ B und ¢ ~ M auch
den kritischen Exponenten ¢ herzuleiten. Da dieser auf der kritischen Isotherme T = T,
definiert ist, konnen wir a(7.) = 0 setzen und erhalten sofort

v =4b¢°, (4.67)

also identifizieren wir mit Gl. (4.27) den kritischen Exponenten § = 3.
Um die letzten kritischen Exponenten v, v’ und n abzuleiten, miissen wir die Korrela-
tionsfunktion

90(71,72) = (B(711)9(72)) — (0(71)){0(72)) (4.68)
berechnen. Wir betrachten den Term — [, d*71(F)¢(7) in der freien Energie als

Storung einer kréaftefreien Hamilton—Funktion,

H(7) = Ho() - / ) | (4.69)

|4

und fragen, wie sich der Erwartungswert der Ordnungsparameterdichte unter einer Varia-
tion der konjugierten Kraft, d¢) () dndert,

5(o(7) =6 Eﬁ / dr ¢(7) e—ﬂH(f)}

101
~ ZRh3NNI

- % [ﬁ / dF(—ﬁ(SH)eﬁH(’?)} [ﬁ / dr qﬁ(f)eﬂH(ﬁ]
= —B[(¢(MoH) — (dH){(7))] , (4.70)
wobei nach Gl.

JE G

6H = — /V d37 4(7) 6¢(7) . (4.71)
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Setzen wir dies in Gl. ([4.70) ein, so erhalten wir mit Gl. (4.68)

(o(7)) ZB/Vd?’F’Kczﬁ(F)cb(F’)) — (@(M)(D())] 0¥ (i) 6/ &7 g (7, 7') 99 () -
(4.72)

Nun gehen wir zu Gl. (4.51)) zuriick, die fir unseren Fall (n = 1, b(T') = b = const.,
c(T) = 0) lautet

() =2 [a(T) +20*(F) — Z(T)A] p(7) . (4.73)
Die Variation dieser Gleichung lautet
oY (F) =2 [a(T) + 6 b*(F) — Z(T)A] 6(7) . (4.74)

Wir identifizieren nun den physikalischen Wert der Ordnungsparameterdichte, welcher die
freie Energie minimiert, mit dem entsprechenden statistischen Erwartungswert,

p(r) =(o(r) = dp(r) = 6(e(7)) , (4.75)
und daher
0y (F) = 2 [a(T) + 6b*(7) — Z(T)A] §(6(7))
= /VdSF’ 20 [a(T) + 6b902(F) — Z(T)A} Go (7, 7") 0Y(77) (4.76)

wobel wir zur zweiten Zeile Gl. (4.72) benutzt haben. Damit die linke Seite gleich der
rechten Seite ist, muss

28 [a(T) + 6b () — Z(T)A] go(7,7") = 6O (7 — ") (4.77)

sein. In der Néhe des kritischen Punktes kénnen wir ¢?(7) durch das (konstante) Mini-
mum ¢i,0 der freien Energie approximieren. Als Konsequenz hingt g4 (7, 7) nur von der
Differenz 7"— " der Koordinaten ab. Nach Fourier-Transformation in den Wellenzahlraum,

&k —ik-(F—7") = (T &k —ik- (77"
go(F—7") = /(27r)3e i )g¢(k: ; ):/(27r)3€ k(r=r) (4.78)

erhalten wir dann

SN—
>
&
—
=
=y

d3E T O . dSE g
/ o L GaobY? [a(T) —|—6b¢io +Z(T)k2] G0 (F) :/ e R-(7—7") (4.79)

bzw.

" 2a(T) + 12 boio+2Z(T)k?

Weil die Fourier-Transformierte §,(k) nur vom Betrag des Wellenzahlvektors abhéngt,
empfiehlt es sich, bei der Riicktransformation Kugelkoordinaten zu verwenden,

1 > kgT T I
> o dk ]{?2 d 9 —ik|F—7"| cos ¥
9ol =) = (27?)2/ (T)+12b¢i0+QZ(T)k:2/O cosve

sm(k]r—r )
f—r’l/ Wk T+ 6bo, + 200 (481)

o) (4.80)
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Wir substituieren die Integrationsvariable x = k| — 7’| und erhalten

T sinx

F—7") = d 4.82
96" =) = Gz |7’—7”|/ Y- PRt (482)

mit der Korrelationslange

_ [ zm \/_ T \/2Za(oT P07 TS
(1) = \/a(T) b, P o (4.83)
i) N\t T>T..

Das Integral in GL. (4.82)) 1&8t sich mit Gl (3.792.13) aus Ref. [I1] 16sen, so dass

o kT 7 — |
97~ = o= = (e ) .

Dies hat genau die Form (4.29). Approximieren wir im Ausdruck (£.83) fiir £(T) die
Funktion Z(T') durch ihren Wert bei der kritischen Temperatur, Z(T') ~ Z(T,) = const.,
so erhalten wir durch Vergleich mit den Glgen. und die kritischen Exponenten
v=v=1/2,n=0.

Als néchstes untersucht man den Fall, bei dem man auch den Term ~ ¢(T)¢% in der
freien Energie (4.53) mit beriicksichtigt. Damit letztere nach unten beschréankt bleibt,
muss man nun fordern, dass ¢(7) > 0. Fiir b(7) > 0 ergibt sich nichts grundlegend
Neues in der Betrachtung, die freie Energie behélt die in Abb. gezeigte Form (mit
quantitativen Abweichungen bei betragsméBig groflen Werten von ¢). Jedoch sind nun
auch Werte b(T') < 0 erlaubt. In diesem Fall hat die freie Energie i.A. zwei lokale Maxima
und drei globale Minima und der Phaseniibergang kann von erster Ordnung werden.
Der Punkt, an dem a(7") = b(T") = 0 ist und der Phaseniibergénge zweiter Ordnung von
denen erster Ordnung trennt, heiit trikritischer Punkt. Wir verweisen auf Ref. [§],
Kap. 17, fiir eine detaillierte Diskussion.
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