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1 Klassische Statistische Mechanik

1.1 Das Grundproblem der Statistischen Mechanik

Die klassische Mechanik beschreibt alle klassischen Systeme, die aus einer beliebigen
Anzahl von Massenpunkten bestehen. Fiir ein System aus einem oder zwei Massenpunk-
ten sind die Bewegungsgleichungen der klassischen Mechanik, also z.B. die Newtonsche
Grundgleichung (vgl. Vorlesung “Theoretische Physik I: Klassische Mechanik”) oder die
Euler-Lagrange-Gleichungen bzw. die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen (vgl. Vorle-
sung “Theoretische Physik II: Analytische Mechanik und Spezielle Relativititstheorie”),
exakt analytisch losbar. Fiir ein System aus mehr als zwei Massenpunkten ist dies im
allgemeinen nicht mehr moglich, es sei denn, es existieren zusétzliche Bedingungen (wie
z.B. im starren Korper), die es erlauben, das System auf ein effektives Einteilchenproblem
abzubilden.

Makroskopische Systeme bestehen im allgemeinen aus einer groflen Zahl mikrosko-
pischer Massenpunkte. Wenn wir die einzelnen Atome eines Korpers (die wir korrekter-
weise quantenmechanisch beschreiben miissten, was wir fiir die folgende Betrachtung aber
auBer acht lassen wollen) mit diesen Massenpunkten identifizieren, dann ist die Zahl dieser
Massenpunkte in einem makroskopischen Objekt in der Regel von der GroBenordnung der
Avogadro-Zahl,

Ny~ 6.023-10% .

Obwohl die Mechanik eines solchen Systems (sofern wir es klassisch behandeln) eben-
falls den Grundgleichungen der klassischen Mechanik geniigt und daher im Prinzip ein
16sbares Problem darstellt, ist dies in der Praxis unmdglich. Um die Bewegung von N4y
Massenpunkten zu beschreiben, miisste man ein (gekoppeltes) System von 2 N4 Differen-
tialgleichungen erster Ordnung (fiir Ort und Impuls der N4 Massenpunkte) mit 2 N4 An-
fangsbedingungen l6sen, was selbst mit modernen Supercomputern nicht moglich ist. Eine
exakte Beschreibung des Systems mit den Methoden der klassischen Mechanik ist daher
ausgeschlossen (dies gilt auch quantenmechanisch, wo wir die Schrodinger-Gleichung
fiir ein System von N4 Teilchen l6sen miissten).

Dennoch erlaubt die Theorie der Warmelehre, die sog. Thermodynamik, verniinftige
Aussagen iiber solche makroskopischen Systeme zu machen. Sie beschriankt sich dabei auf
die Angabe einiger weniger, fiir das System charakteristischer Grofien, z.B.

Energie F,
Teilchenzahl N |

und Volumen V.

Kennt man weiterhin die fiir das System charakteristische Zustandsgleichung in der
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Form

S =S(BE,V,N), (1.1)

wobei S die Entropie ist, so kann man weitere thermodynamische Systemeigenschaften
berechnen, z.B. die Temperatur 7', gegeben durch

1
L_o95 (1.2)
T OF VN
den Druck 99
-7 = 1.3
p av E7N ) ( )
und das chemische Potential
oS
=T — ) 1.4
1 . (1.4)

Natiirlich ist der Verlust an Information enorm, wenn man sein Wissen von 2 Ny ~ 10?4
im Prinzip (klassisch) mefbaren Groflen auf einige wenige (~ 7) beschrénkt. Der Vorteil
ist allerdings, dass die Beschreibung des Systems mit Hilfe mathematisch-physikalischer
Methoden moglich wird. Das Grundproblem der Statistischen Mechanik ist es, eine
Briicke von den mikroskopischen Bewegungsgleichungen des mechanischen Vielteil-
chensystems zu seinen makroskopischen Eigenschaften, wie Entropie, Druck, Tem-
peratur etc., die den Gesetzen der Thermodynamik unterliegen, zu schlagen. Wie der
Name “Statistische Mechanik” andeutet, geht dies nicht mehr auf analytisch exaktem
Wege, aber unter Zugrundelegung einiger weniger plausibler Annahmen mit Hilfe stati-
stischer Methoden. Wir werden dies in den folgenden Abschnitten dieses Kapitels fiir
Vielteilchensysteme, die den Gesetzen der klassischen Physik geniigen, erldutern.

1.2 Mikrokanonisches Ensemble

1.2.1 Das klassische Vielteilchensystem

Definition: Wir bezeichnen ein System, welches nicht in Kontakt mit seiner Umgebung
steht, d.h. mit ihr weder Energie noch Teilchen austauscht, als ein sog. isoliertes
System.

Wir betrachten nun ein solches isoliertes System von N Teilchen mit s generalisier-
ten Koordinaten

JZ (Qb "'7QS)7

und dazugehorigen generalisierten Impulsen

ﬁ:(pla"'aps)'

Anmerkung: fiir ein System ohne Zwangsbedingungen kann man die s generalisierten
Koordinaten einfach mit den 3N kartesischen Koordinaten der N Teilchen gleichsetzen,

G= (@D, y® 20 g ) )

)
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und entsprechend die s generalisierten Impulse mit den 3N kartesischen Impulskompo-
nenten der N Teilchen,

=", Y, pM, o p, p, pMy (1.5)

Die generalisierten Koordinaten und Impulse spannen den 2s-dimensionalen Phasen-
raum [" auf. Jeder Zustand des Systems ist durch Angabe des 2s—dimensionalen Phasen-
raum-Vektors

ﬁE<§7ﬁj:(Q17"'7QS7p17"'7ps)

eindeutig festgelegt. Man bezeichnet einen solchen Zustand auch als sog. Mikrozustand.
Im Laufe der Zeit durchléduft der Phasenraum-Vektor 7 eine Trajektorie im Phasenraum,
die sog. Phasenraum-Trajektorie, vgl. Abb. 1.1.

Pi
Ti(t)

[ J
—>

T1(0)

Tj

Abbildung 1.1: Phasenraum-Trajektorie in der Projektion auf den zweidimensionalen Un-
terraum des Phasenraums I', der durch den i-ten generalisierten Impuls
p; und die j-te generalisierte Koordinate ¢; aufgespannt wird.

Nach Festlegung der Anfangsbedingungen, also des Phasenraum-Vektors 7(0), ist
die Phasenraum-Trajektorie 7(¢) eindeutig aus den Hamiltonschen Bewegungsglei-

chungen,
0H . OH

) = — , P = , 1 =1,..., s, 1.6
P dq; E Opi ' ’ (1.6)
berechenbar, falls die Hamiltonfunktion

H:H(ﬁ):H(QM"'quﬁplv"'7ps) (17>

bekannt ist.
In GL (1.7) haben wir ausgenutzt, dass die Hamiltonfunktion fiir ein isoliertes System

() . ]_.é;
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Dies kann man wie folgt begriinden. Zunéchst findet fiir ein isoliertes System kein Ener-
gieaustausch mit der Umgebung statt, d.h. es gibt auch keine zeitabhéngigen treibenden
Krifte, die dem System Energie zufiihren oder entziehen. Desweiteren miissen dann auch
eventuell existierende Zwangsbedingungen zeitunabhéngig sein, d.h. es handelt sich um
ein skleronomes System. Dann wird aber beim Ubergang von Teilchenkoordinaten zu
generalisierten Koordinaten keine weitere Zeitabhéngigkeit in die Hamiltonfunktion ein-
gefiihrt. Insgesamt ist sie also explizit zeitunabhéngig, wie durch Gl. (1.8) mathematisch
ausgedriickt wird.

Aus der Vorlesung “Theoretische Physik 117 wissen wir, dass die Hamilton-Funktion
(fiir eine kinetische Energie T, die lediglich eine quadratische Funktion der generaliserten
Geschwindigkeiten ist) der Gesamtenergie des Systems entspricht,

H=T+V=E,

wobei V' die potentielle Energie symbolisiert. Weil H nicht explizit von der Zeit abhéngt,
ist die Energie E eine Erhaltungsgrofle, H = E = const..

Die Erhaltung der Energie ist eine zusétzliche Bedingung, die die Bewegung der Phasen-
raum-Trajektorie 7(¢) auf einen (2s—1)-dimensionalen Unterraum I'g des Phasenraums
I' einschrankt,

p={7€el, H7)=E =const.} CT. (1.9)

Als Beispiel zeigen wir die aus der Vorlesung “Theoretische Physik II” bekannte Phasen-
raum-Trajektorie des eindimensionalen harmonischen Oszillators, s. Abb. 1.2. Hier verlduft
die Bewegung des Phasenraum-Vektors im zweidimensionalen Phasenraum I' = {7 =
(q¢,p)} ausschlieflich auf Ellipsen konstanter Energie, die durch die Gleichung

2 2.2
p mwgyq

~om 9

H = F = const.
definiert werden. Fiir gegebenes E entspricht eine solche Ellipse dem eindimensionalen
Unterraum I'; des Phasenraums I'.

Jede physikalische Observable F' ist durch die Angabe von 7 und ¢ eindeutig bestimmt,

F=F#1).

Die Bewegungsgleichung fiir F' lautet (vgl. Gl. (2.29) der Vorlesung “Theoretische Physik
II77 )
dF oF

mit der Poisson-Klammer

. /OF OH OF OH
F H} = ) 1.11
th H} ; (6% dp;  Op; 8%‘) (1)

Fiir ein isoliertes System gilt, wie wir oben gesehen hatten, die Energieerhaltung. Dies be-
deutet aber auch, dass das System zeittranslationsinvariant ist (vgl. die Diskussion des
Noether-Theorems in der Vorlesung “Theoretische Physik II”). Dann kann F' aber auch
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R
=

\/ZE/(m(,og)

T q

=

\_ E=const.

Abbildung 1.2: Phasenraum des eindimensionalen harmonischen Oszillators und Ellipsen
konstanter Energie.

nicht explizit von der Zeit abhéngen, sondern lediglich implizit, iiber die Zeitabhéngigkeit
des Phasenraum-Vektors,

OF
F=F(7t — =0
(7T( )) ? at )
und die Bewegungsgleichung (1.10) vereinfacht sich zu
dF
— ={F H} .
dt { Y }

Im allgemeinen ist die rechte Seite der Bewegungsgleichung (1.10) eine Funktion von

7(t). Als Beispiel sei hier wieder der harmonische Oszillator angefiihrt, fiir den gilt

oH OH p

e mwyq , o m
Die Losung der Bewegungsgleichung (1.10) fiir die Observable F' erfordert also zunéchst
die Bestimmung von 7(¢) durch Losen der Hamiltonschen Bewegungsgleichungen (1.6).
Wie schon in Abschnitt 1.1 erldutert, ist dies fiir ein makroskopisches System mit s ~ N4
generalisierten Koordinaten und Impulsen in der Praxis unmdoglich. Wie wir sehen werden,
ist aber die genaue Kenntnis von 7(t) fiir viele physikalische Fragestellungen auch gar nicht
erforderlich.

1.2.2 Der zeitliche Mittelwert

Eine typische physikalische Fragestellung ist z.B., welchen Wert die Observable F' im
Mittel iiber einen Zeitraum 7 (z.B. die Zeitdauer eines Mefivorgangs) annimmt. Dazu
miissen wir berechnen

_ 1 to+71
Frp =2 / dt F(7 (1)) | (1.12)
T

to
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wobei ( ein beliebiger Zeitpunkt ist, zu dem die Messung beginnen soll. Weil ein isoliertes
System aber, wie im vorangegangenen Abschnitt diskutiert, zeittranslationsinvariant ist,
kann der Zeitpunkt, zu dem die Messung beginnt, keine Rolle spielen und wir kénnen
0.B.d.A. ty = —7/2 wihlen, so dass

1 T/2

F, = —/ dt F(7(t)) . (1.13)

T —7/2

Wenn wir das MeBintervall 7 hinreichend grof8 machen, wird sich F, auf einen Wert F
einstellen, der unabhéngig von der Mef3dauer 7 ist,

_ T/2

Fetim = [ atFP(F) . (1.14)

T2 T J o

Da physikalische Fragen, die das System selber betreffen, keine Antworten liefern sollten,
die von der Zeitdauer 7 der Messung abhéngen, ist es genau der Mittelwert (1.14), der
uns im folgenden interessiert.

Um F zu bestimmen, miissen wir jedoch formal den Phasenraum-Vektor 7(¢) zu jedem
Zeitpunkt t kennen, damit wir den Integranden F(7(¢)) und damit das Integral in Gl
(1.14) berechnen kénnen. Dies ist, wie schon mehrfach erwéhnt, in der Praxis unméglich.
Die grundlegende Idee, um dennoch den Mittelwert (1.14) zu bestimmen, beruht auf fol-
gendem Argument: Wenn wir den Zeitraum 7 grof genug wéhlen, dann wird der Phasen-
raum-Vektor 7 jedem Punkt des Unterraums ['g beliebig nahekommen. Dies ist die sog.
Quasi-Ergodenhypothese, die wir im néichsten Abschnitt diskutieren. Dies wiederum
erlaubt es uns, das Zeitmittel in Gl. (1.14) durch einen Mittelwert beziiglich des Pha-
senraums (oder genauer gesagt, des Unterraums I'g) auszudriicken. Damit schliefflich
wird der Mittelwert F berechenbar.

1.2.3 Quasi-Ergodenhypothese

Wir zerlegen zunéchst den Phasenraum in kleine Volumina
AT = A*7 = ASFASq,

vgl. Abb. 1.3. Eine Teilmenge der Volumina AI" wird auch den Unterraum I'g enthalten.
Als Beispiel betrachten wir wieder den Phasenraum des harmonischen Oszillators, vgl.
Abb. 1.4. wo wir diese Teilmenge eingefiirbt haben.

Die Quasi-Ergodenhypothese besagt nun folgendes:

25.10.2011 Die Phasenraum-Trajektorie 7 (t) kommt im Laufe der Zeit jedem
Punkt von I'g beliebig nahe.

Dies bedeutet, dass unabhéngig von der Gréfle von Al jedes der Volumina, das einen Teil
von ['p enthélt, irgendwann durchlaufen wird. (Anmerkung: die schérfere Formulierung
dieser Hypothese ist die sog. Ergodenhypothese, die besagt, dass 7(¢) im Laufe der
Zeit jeden Punkt von I'p durchlduft.) Mit anderen Worten, der gesamte aufgrund der
Energieerhaltung zugéngliche Teil I'y des Phasenraums I' wird auch tatséchlich von der
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Pi

qj

Abbildung 1.3: Zerlegung des Phasenraums in kleine Volumina AT, hier in der zweidi-
mensionalen Projektion in die (p;, ¢;)-Ebene.

p

A

- N
7 N
\
-
= q
/
N o
o~ >

Abbildung 1.4: Zerlegung des Phasenraums des harmonischen Oszillators. Die eingeféirbte
Teilmenge von I' enthélt den aufgrund der Energieerhaltung zugénglichen
Unterraum I'g.

Phasenraum-Trajektorie 7(¢) durchlaufen. Fiir den harmonischen Oszillator (Abb. 1.4) ist
dies erfiillt, vorausgesetzt man wartet wenigstens eine volle Periode des Oszillators (einen
kompletten Umlauf auf der Ellipse konstanter Energie) ab.

Die Quasi-Ergodenhypothese ist nicht fiir beliebige Systeme beweisbar. Thre emi-
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nente Bedeutung fiir die Statistische Mechanik erlangt sie allein aufgrund der Tatsache,
dass sie die Berechnung des zeitlichen Mittelwerts (1.14) (nach Ersetzen durch einen noch
einzufithrenden Phasenraum-Mittelwert) ermoglicht und dass damit die wohlbekannten
Relationen der Thermodynamik durch die Statistische Mechanik mikroskopisch begriindet
werden koénnen.

Man unterscheidet i.a. ergodische Systeme, fiir die die Quasi-Ergodenhypothese
erfiillt ist, und nicht-ergodische Systeme, fiir die sie nicht gilt. Im weiteren Verlauf
werden wir ausschliefSlich ergodische Systeme betrachten.

Dies 16st automatisch ein weiteres Problem, das wir bislang noch nicht angesprochen ha-
ben. Der Mittelwert (1.14) kann némlich im Prinzip von der Wahl der Anfangsbedingung
7(—o00) abhéngen, ndmlich dann, wenn fiir eine bestimmte Anfangsbedingung nur ein Teil
des Unterraums I'g zugénglich ist und andere Teile nicht, die wiederum bei einer anderen
Wahl der Anfangsbedingung zugénglich werden kénnten. Solche nicht-ergodischen Syste-
me gibt es in der Tat, aber wir werden sie, wie schon gesagt, nicht weiter betrachten. Fiir
ergodische Systeme ist der Mittelwert (1.14) dagegen von der Wahl der Anfangsbedingung
unabhingig.

1.2.4 Phasenraum-Mittelwert

Wir zédhlen nun, wie oft sich das System beim Durchlaufen seiner Phasenraum-Trajektorie
7(t) innerhalb der Zeitspanne 7 in einem bestimmten Phasenraum-Volumen AI' um den
Punkt 7 herum aufgehalten hat. Diese Zahl bezeichnen wir mit

AZ (7,7, AT") = a(7,7) AT .

Hierbei ist (7, 7) die sog. Phasenraum-Belegungsdichte. 7 ist wie oben mit der Me§-
dauer zu identifizieren und muss fiir die Berechnung von F gegen unendlich geschickt
werden. Damit gehen aber auch AZ und & gegen unendlich, da das System mit wach-
sendem 7 auch entsprechend héaufiger im Phasenraum-Volumen AI' um den Punkt 7
anzutreffen sein wird. Dies gilt zumindest fiir die Volumina AT, welche einen Teil der
Phasenraum-Trajektorie, d.h. einen Teil von I'p enthalten. Als Beispiel diene wieder der
harmonische Oszillator: nach jeder Oszillatorperiode erhoht sich AZ um eins an einem
beliebigen Punkt auf der Ellipse konstanter Energie E. Die Phasenraum-Belegungsdichte
0 muss also in geeigneter Weise normiert werden.
Die auf eins normierte Phasenraum-Dichte lautet
L _ o®@T)
o(m,T) = [ dro(7,7) (1.15)

Hierbei ist

dI' = d*7 = d*pd°q
das infinitesimale Phasenraum-Volumenelement. Die Wahrscheinlichkeit, das System
innerhalb des Zeitintervalls 7 im Volumen dI' um den Phasenraumpunkt 7 zu finden, ist

gegeben durch
dW (7, 7) = o(#,7)dl" . (1.16)
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Diese Wahrscheinlichkeit ist korrekt normiert, da wegen Gl. (1.15) gilt

/FdW(ﬁ,T):/FdFa(ﬁ,T):%El.

Wir definieren nun den sog. Phasenraum-Mittelwert. Zunéchst ist klar, dass die
Observable F' am Phasenraumpunkt 7 den Wert F'(7) annimmt. Die Wahrscheinlichkeit,
dass das System sich wihrend des Zeitintervalls 7 am Phasenraumpunkt 7 aufhélt, ist
durch GI. (1.16) gegeben. Eine geeignete Definition fiir den Phasenraum-Mittelwert
(F'); der Observable F' wihrend des Zeitintervalls 7 ist also offenbar

(F), = /F dr o(7,7) F(7) . (1.17)

Da es fiir den so definierten Mittelwert keine Rolle spielt, wann das System sich bei 7
befindet, konnen wir die Beitrdge zum Integranden so ordnen, dass sie dem zeitlichen
Ablauf der Phasenraum-Trajektorie folgen. Es ist dann plausibel, dass

F, = (F),, (1.18)

d.h. der in Gl. (1.13) definierte zeitliche Mittelwert entspricht dem in Gl. (1.17) defi-
nierten Phasenraum-Mittelwert. Insbesondere ist

F=lim F, = lim (F), :/ dl' lim o(7, 1) F(7) . (1.19)
T—00 T—00 r T—00

Da die linke Seite der Gleichung von 7 unabhéngig ist, muss es auch die rechte sein. Daher
strebt o (7, 7) im Limes groBer Zeiten 7 gegen eine von 7 unabhéngige Funktion,

o(7) = lim o(7, 1) . (1.20)
Wir definieren nun den (zeitunabhéngigen) Phasenraum-Mittelwert der Observable F’
als

(F) = /Fdl“a(ﬁ) F(7) . (1.21)

Er ist identisch mit dem Zeitmittelwert (1.14),

F=(F). (1.22)

Was haben wir bislang erreicht? Wir brauchen offensichtlich nicht mehr die Hamiltonschen
Bewegungsgleichungen fiir gegebene Anfangsbedingungen zu losen, daraus die Phasen-
raum-Trajektorie 7(t) zu bestimmen und daraus dann das Zeitmittel F' zu berechnen.
Aber wir benétigen stattdessen die Phasenraum-Dichte o (7). Haben wir wirklich etwas
gewonnen? Letztlich ergibt sich o(7) ja aus der Kenntnis, wie hédufig sich das System
am Phasenraumpunkt 7 (bzw. in einer Umgebung dI' desselben) aufgehalten hat. Dazu
miissen wir aber streng genommen auch das Vielteilchenproblem 16sen. Da wir dies in der
Praxis nicht kénnen, miissen wir also weitere vereinfachende Annahmen machen.



1 Klassische Statistische Mechanik

1.2.5 Statistisches Ensemble, Ensemble-Mittelwert

Wir stellen uns vor, dass wir nicht ein einzelnes System, sondern ein Ensemble (manch-
mal auch als Gesamtheit bezeichnet) von Systemen vorliegen haben. Diese Systeme seien
mit dem urspriinglichen System identisch, was die Bewegungsgleichungen und Zwangsbe-
dingungen angeht. Der einzige Unterschied soll sein, dass der Bewegung jeden Systems
unterschiedliche Anfangsbedingungen zugrunde liegen. Jedes System dieses Ensembles
nimmt einen Mikrozustand 7 an, der mit der Forderung konstanter Gesamtenergie F
vertréglich ist, also gilt z.B. fiir das a—te System im Mikrozustand 7,

ﬁGEFE, a:1,2,...,

wobei der Index a die Ensemble-Mitglieder durchnumeriert. Wir fordern weiterhin, dass
das Ensemble so grof ist, dass es dicht in I'g ist, d.h. jeder Mikrozustand 7 € I'g wird
auch durch ein Mitglied des Ensembles représentiert.

Die Einfiithrung eines solchen Ensembles enthebt uns von der Verpflichtung, u.U. be-
liebig lange warten zu miissen, bis unser urspriingliches System einem gegebenen Mikro-
zustand 7 € ['p gemdf Quasi-Ergodenhypothese beliebig nahe kommt. Denn es gibt zu
jedem Zeitpunkt wenigstens ein Mitglied des Ensembles, welches dem gegebenen Mikro-
zustand beliebig nahe ist (da das Ensemble nach Voraussetzung dicht in I'g sein soll).

Das Ensemble verkorpert zu jedem Zeitpunkt die volle Zeitentwicklung des urspriing-
lichen Systems. Man kann also den Zeitmittelwert oder den Phasenraum-Mittelwert durch
einen Ensemble-Mittelwert ersetzen. Dieser kann zu jedem festen Zeitpunkt instan-
tan durchgefiihrt werden. Wir brauchen also die MeBdauer 7 nicht mehr unendlich lang
zu machen und wir benotigen nicht mehr die Lésung der Hamiltonschen Bewegungsglei-
chungen, um die Phasenraum-Trajektorie zu bestimmen.

Wie kann man einen solchen Ensemble-Mittelwert geeignet definieren? Der Phasenraum
sei wieder in (infinitesimal) kleine Volumenelemente zerlegt,

dl' = @7 = &°pd*q = [ [ dpidg; .
i=1
Wir definieren eine Verteilungsfunktion p(7,¢) durch die Forderung, dass
dZ(7,t) = p(7,t)dT (1.23)

die Anzahl der Ensemble-Mitglieder ist, die sich zum Zeitpunkt ¢ in dI" befinden. Es ist
klar, dass

7= / dr j(7,1) (1.24)
r
die Gesamtzahl der Mitglieder des Ensembles ist und
(7, t
p(R, 1) = p(g ) (1.25)

die Wahrscheinlichkeitsdichte, zum Zeitpunkt ¢ ein Ensemble-Mitglied am Phasen-
raumpunkt 7 anzutreffen. Entsprechend ist

AW (7,1) = p(7,¢)dT

10



1.2 Mikrokanonisches Ensemble

die zugehorige Wahrscheinlichkeit.
Der Ensemble-Mittelwert der Observable F' zum Zeitpunkt ¢ ist dann

(F), = /F dT p(7,t) F(7) . (1.26)

Dies &hnelt dem oben eingefithrten Phasenraum-Mittelwert (1.21), ist aber nicht mit ihm
identisch, da die Mittelung nun instantan zum Zeitpunkt ¢ ausgefiihrt wird und man
nicht unendlich lange warten muss. Die Quasi-Ergodenhypothese, angewendet auf das
Ensemble, garantiert, dass zu jedem Zeitpunkt wenigstens ein Mitglied des Ensembles
einem beliebigen Phasenraumpunkt 7 € I'g beliebig nahekommt und somit zur Mittelung
beitragt. Ferner ist die Gewichtsfunktion in Gl. (1.26) p(7, t) und nicht o (7). Falls wir also
nicht mehr die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen explizit 16sen miissen, um p(7, ¢) zu
bestimmen (wie dies fiir die Bestimmung von o(7) noch nétig war), haben wir in der Tat
einen Fortschritt erzielt.
Zum Schluss dieses Abschnitts bemerken wir noch, dass stationire Wahrscheinlich-
keitsdichten,
dp
ot

auch zeitunabhingige Ensemble-Mittelwerte liefern,

0, p(F1) = p()

()¢
ot

—0, (F),=(F)= /F dT p(7) F(7) . (1.27)

Insbesondere wird ein System, welches sich im thermodynamischen Gleichgewicht
befindet, durch stationdre Wahrscheinlichkeitsdichten p(7) beschrieben. Im folgenden be-
zeichnen wir mit spitzen Klammern (ohne Index) stets den Ensemble-Mittelwert (1.27)
fiir eine stationdre Wahrscheinlichkeitsdichte. Es sollte daher keine Verwirrung entstehen,
wenn wir dasselbe Symbol wie fiir den Phasenraum-Mittelwert (1.21) benutzen.

1.2.6 Liouville-Gleichung

Fiir eine gegebene Phasenraum-Trajektorie 7(t) 148t sich eine Phasenraum-Geschwin-
digkeit definieren,

U(t) = 7(t) = (@(1), @(t), .-, 4u(t), Pr(t), pa(t), .., Pslt)) - (1.28)

Da sich an jedem Punkt der Energie-Hyperfliche I'p ein Ensemble-Mitglied befindet,
gibt es auch an jedem Punkt eine Phasenraum-Trajektorie (ndmlich die des betreffenden
Ensemble-Mitglieds) und damit auch eine zugehérige Geschwindigkeit #(t). Diese Ge-
schwindigkeit ist also ein Feld, welches auf der gesamten Hyperfliche I'g definiert ist,
v(t) = v(7,t). Zusammen mit der Wahrscheinlichkeitsdichte p(7,t) definieren wir eine
Wahrscheinlichkeitsstromdichte auf ',

(@) = p(7 1) TR, 1) . (1.29)

11



1 Klassische Statistische Mechanik

Diese Stromdichte ist ganz dhnlich der aus der Elektrodynamik bekannten Ladungsstrom-
dichte, nur fliefen hier keine Ladungen im dreidimensionalen Raum, sondern Wahr-
scheinlichkeiten, Ensemble-Mitglieder bei 7@ zum Zeitpunkt ¢t im 2s—dimensionalen Pha-
senraum anzutreffen. In diesem Sinne ist j dhnlicher der aus der Quantenmechanik be-
kannten Stromdichte fiir die Wahrscheinlichkeit, ein quantenmechanisches Teilchen an
einem Ort 7 zur Zeit ¢ zu finden. Die Wahrscheinlichkeitsstromdichte (1.29) ist aber, da
auf einem Phasenraum mit beliebig scharf vorgegebenen Koordinaten und Impulsen defi-
niert, eine rein klassische Grofle. Falls wir jedoch j mit Z, der Gesamtzahl der Mitglie-
der des Ensembles, multiplizieren, erhalten wir die Anzahlstromdichte der Ensemble-
Mitglieder, eine der Ladungsstromdichte aus der Elektrodynamik genau entsprechende
GroBe.

Wir betrachten nun ein Volumen G C I' und berechnen den Wahrscheinlichkeitsfluss
durch die Oberfliche ¥(G) von G,

7{ ax -7,
%(G)

wobei dY = d¥ 7 der Vektor ist, der aus der Flache d¥ eines infinitesimalen Ober-
flachenelements von Y(G) und dem Normalenvektor 7 auf diesem Oberflachenelement
gebildet wird, vgl. Abb. 1.5. Dieser soll per Konvention stets nach aulen zeigen.

—_

az

Abbildung 1.5: Oberfliche 3(G) und infinitesimaler Oberflachenelement-Vektor dx.

Da es keine Quellen und Senken der Wahrscheinlichkeitsdichte p(7,¢) im Phasenraum
gibt, entspricht dem Wahrscheinlichkeitsfluss durch die Oberfliche ¥(G) der zeitlichen
Anderung der Wahrscheinlichkeit W (G), Ensemble-Mitglieder in G anzutreffen,

L~ OW(G) 0
dy . i = — =—— | dI'p. 1.30
72((;) J 5 o ), e (1.30)

Das Vorzeichen auf der rechten Seite ist so gewéhlt, dass ein Fluss durch X(G) nach
auflen die Wahrscheinlichkeit W(G) verringert. Mit dem Satz von Gauf§ gilt

8,0 - -
O—/GdG (a+v-3) , (1.31)

12



1.2 Mikrokanonisches Ensemble

wobel

ﬁz(i 9.9 i)
= (30 30 Bo " B

der 2s—dimensionale Nabla-Operator im Phasenraum ist, so dass

Vej=> [% <qu)+%<ppj>] -

J=1

Da Gl. (1.31) fiir beliebige Phasenraum-Volumina G gilt, muss sogar der Integrand selbst
verschwinden und wir erhalten die Kontinuititsgleichung fiir die Wahrscheinlichkeits-
dichte p, 5
1% -
0—8t—|—V-j. (1.32)

Diese Gleichung bedeutet, dass die Wahrscheinlichkeit, Ensemble-Mitglieder im Phasen-
raum zu finden, erhalten bleibt, oder, wenn wir mit Z, der Gesamtzahl der Ensemble-
Mitglieder, multiplizieren, dass die Zahl der Ensemble-Mitglieder im Phasenraum erhal-
ten bleibt. Dies ist nichts anderes als die Tatsache, dass es keine Quellen und Senken fiir
Ensemble-Mitglieder gibt (es kommen keine neuen zum Ensemble hinzu und es verschwin-
den auch keine Mitglieder).

Die Kontinuitétsgleichung 1&8t sich mit der Produktregel und den Hamiltonschen Glei-
chungen (1.6) weiter umformen. Wir berechnen zunéchst

L o~ [0d; Op, > O?H O?H
V- -T= —]+—J): ( — =0. 1.33
Z (aq]' Ip; ; 9q; Op;  9p; Ig; (1:33)

j=1

Daher gilt

V.j=V-(p0)=pV -U+7-Vp=0-Vp.
Mit der Definition (1.28) der Phasenraum-Geschwindigkeit erhalten wir also fiir die Kon-
tinuitétsgleichung (1.32)

L = op - = op ~~(.0p . Op dp
0= —+1-Vp=—+7-Vp=—+ (q'——i—p-— — (1.34)

J

die totale Zeitableitung der Wahrscheinlichkeitsdichte verschwindet (was wiederum syn-
onym fiir die Wahrscheinlichkeitserhaltung ist). Gleichung (1.34) bezeichnet man als
Liouville-Gleichung.

Die Liouville-Gleichung bedeutet nichts anderes als dass

p(7(t), 1) = p(7(0),0) ,

d.h. ein sich mit der “Stréomung” der Wahrscheinlichkeitsdichte (bzw. auf einer bestimmten
Phasenraum-Trajektorie) mitbewegender Beobachter sieht stets eine konstante Wahr-
scheinlichkeitsdichte p (bzw. eine konstante Zahl von Ensemble-Mitgliedern) in seiner
Umgebung. Der mathematische Grund ist Gl. (1.33), welche dafiir sorgt, dass die Kon-
tinuitdtsgleichung in die Liouville-Gleichung iibergeht, d.h. dass die totale Zeitableitung
von p verschwindet.

13



1 Klassische Statistische Mechanik

Nebenbemerkung: Gleichung (1.33) ist auch aus der Hydrodynamik bekannt. Dort
gilt bekannterweise die Teilchenzahlerhaltung in der Form

wobei aber p die Teilchenzahldichte und j= p v die Teilchenzahlstromdichte dar-
stellen, wobei ¥ die Geschwindigkeit der Fliissigkeit ist. (Wir benutzen hier der Einfachheit
halber dieselben Symbole wie fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte, die Wahrscheinlichkeits-
stromdichte und die Phasenraum-Geschwindigkeit; man sollte aber bedenken, dass die hy-
drodynamischen Gréfien im gewohnlichen dreidimensionalen Ortsraum und nicht im Pha-
senraum definiert sind.) Fliissigkeiten, fiir die Gl. (1.33) fiir die Fliissigkeitsgeschwindigkeit
U gilt, also 0 = V - ¥, bezeichnet man als inkompressibel. Auch fiir sie gilt Gl. (1.34), d.h.
die totale Zeitableitung der Teilchenzahldichte verschwindet, dp/dt = 0. Dies wiederum
bedeutet, wie oben diskutiert, dass die Teilchenzahldichte in der Umgebung eines sich mit
v mit der Fliissigkeit mitbewegenden Beobachters stets konstant bleibt. Das ist aber gera-
de das Charakteristikum fiir eine inkompressible Fliissigkeit: die lokale Teilchenzahldichte
nimmt weder zu noch ab, da sich die Fliissigkeit nicht verdichten (durch Erhéhung der
lokalen Teilchenzahl) oder verdiinnen (durch Verringerung der lokalen Teilchenzahl) 148t.

Wenn wir die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen (1.6) auf Gl. (1.34) anwenden,
erhalten wir mit Hilfe der Poisson-Klammer (1.11) eine alternative Formulierung fiir die
Liouville-Gleichung,

Cdp O O <8H dp OH 8/))_8/)

O=w T e T ot
7j=1

+{p, H} . 1.35
op; 9q; 94, 9, {p, H} (1.35)

In dieser Form hat die Liouville-Gleichung groBe Ahnlichkeit mit der Heisenbergschen
Bewegungsgleichung fiir Operatoren, die Erhaltungsgrofien entsprechen.

Die Tatsache, dass der Wahrscheinlichkeitsfluss der Ensemble-Mitglieder das Verhalten
einer inkompressiblen Fliissigkeit aufweist, wird im sog. Liouvilleschen Theorem noch
mathematisch pragnanter formuliert:

Sei Gy C I ein Phasenraum-Volumen, dessen Punkte bei t = 0
mit den Mitgliedern eines Ensembles besetzt sind. Die Bewegung
dieser Punkte geschieht derart, dass fiir das von diesen Punkten
zum Zeitpunkt ¢t > 0 belegte Phasenraum-Volumen G, gilt

/ dr' = dar.
Go Gt

Dieser Sachverhalt ist in Abb. 1.6 graphisch verdeutlicht. Obwohl sich die Gestalt des
Volumens im Laufe der Zeit gedndert hat, G; # G, bleibt der Volumeninhalt erhalten.

Beweis: Wir bezeichnen den Volumeninhalt von GGy mit

Iy = / dl = / d>7(0) ,
Go Go

14



1.2 Mikrokanonisches Ensemble

Abbildung 1.6: Veranschaulichung des Liouvilleschen Theorems.

und den von G; mit

I, = /G dr = /G d7(t) . (1.36)

Die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen bilden 7(0) in der Regel eineindeutig auf 7(t)
ab, d.h. Phasenraum-Trajektorien schneiden sich nicht. Daher kann man im Ausdruck
(1.36) fiir I'; eine Variablensubstitution vornehmen,

[ e 97
“‘/God O 570)

Man beachte, dass sich bei dieser Substitution die Grenzen der Integration von G, in G,
dndern.

Zum Beweis des Liouvilleschen Theorems muss man nun nur noch zeigen, dass die
Jacobi-Determinante

or(t)
7(0)
der Variablensubstitution den Wert eins annimmt. Dies geht wie folgt. Nach dem De-

terminantenentwicklungssatz, vgl. Vorlesung “Mechanik 17, Gl. (1.105), lautet die
Entwicklung der Jacobi-Determinante nach der i—ten Zeile

J(t) =

2s
J(t) = Zjik(t) Tir(t) (1.37)
k=1
wobei 7 einen beliebigen festen Wert, 1 <4 < 2s, annimmt,
a(t) = 1.38
Jall) = 50709 (1.38)
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1 Klassische Statistische Mechanik

das (ik)-Element der der Jacobi-Determinante entsprechenden Matrix ist und

Tir(t) =

(1.39)

der sog. Cofaktor ist, d.h. die Unterdeterminante, die sich aus J(¢) ergibt, wenn man
die i~te Zeile und k-te Spalte streicht, multipliziert mit einem Faktor (—1)***. Nach GI.
(1.117) der Vorlesung “Mechanik I” gilt auflerdem fiir j # ¢

2s

0= ) Tul) (1.40)

k=1
Die beiden Glgen. (1.37) und (1.40) lassen sich kompakt wie folgt schreiben,

2s

T(8) 65 = jiwlt) Tpn(t) - (1.41)

k=1

Nun berechnen wir mit Hilfe von Gl. (1.37) die totale Zeitableitung der Jacobi-Deter-
minante. Nach der Kettenregel fiir das totale Differential gilt

dj(t) Z t djzk( )

at 52 Ogu(t)
- o Sffzééi
_ %1”’“(’” Tul0) G
= 0005 g3,

wobei wir von der ersten zur zweiten Zeile die Definition (1.38) von j(¢) und die Defi-
nition (1.39) des Cofaktors, von der zweiten zur dritten Zeile erneut die Kettenregel, von
der dritten zur vierten Zeile wieder Gl. (1.38) und von der vierten zur fiinften Zeile Gl.
(1.41) benutzt haben. Der letzte Term verschwindet aber aufgrund der Hamiltonschen
Bewegungsgleichungen:

ori(t)  ~=[0a(t)  op(1)] _ O*H(q(t),p(t) *H(qt),pt))] _
Zam _Z{ﬁqi(t)Jr@pi(t)} :Z{ 4 B < =0

Also erhalten wir

dJ (¢

dt

|||
Q
=
I
2
=
|
o
S
S
Va)
~
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1.2 Mikrokanonisches Ensemble

Da per Definitioon

ist auch J(t) =1, q.e.d.
Zum Schluss dieses Abschnitts machen wir noch eine Bemerkung iiber stationire

Wahrscheinlichkeitsdichten,

d 0

d_/t) = 8_/15) =0, also p=p(7). (1.42)
Gleichung (1.42) wird sicherlich erfiillt, wenn p irgendeinen konstanten Wert annimmt, p =
const., d.h. die Wahrscheinlichkeit, ein Ensemble-Mitglied im Phasenraum anzutreffen,
ist iberall gleich grof. Es geniigt aber auch, wenn p von 7 nur iiber ein Integral der
Bewegung C(7) = const. abhéngt, d.h.

p=p(C(T)) .
Dann gilt ndmlich aufgrund der Kettenregel
do_dp dC _
dt  dC dt —

da C' = const. ein Integral der Bewegung ist. Also ist p(C(7)) = const., d.h. stationér.
Der wichtige Unterschied zu einer iiberall auf I' konstanten Wahrscheinlichkeitsdichte ist
aber, dass jetzt p(7) lediglich auf dem Unterraum des Phasenraums, auf dem C(7) ein
Integral der Bewegung darstellt, einen konstanten Wert annimmt.

Beispiel: Fiir isolierte Systeme stellt die Gesamtenergie ein Integral der Bewegung dar,
C(7) = H(7) = E. Dann nimmt p(H (7)) auf I'g einen konstanten Wert an. Fiir £y # Es,
mithin I'g, # [g,, gilt zwar jeweils p(E;) = const. und p(Es) = const., aber die beiden
konstanten Werte sind nicht miteinander identisch, p(E;) # p(E»).

Auf den Unterrdaumen I'g von I' konstante Wahrscheinlichkeitsdichten werden in den fol-
genden Abschnitten zur Beschreibung von Systemen im thermodynamischen Gleich-
gewicht von grofler Bedeutung sein.

1.2.7 Mikrokanonisches Ensemble

Wir betrachten ein isoliertes, ergodisches System. In solchen Systemen ist, wie wir bereits
wissen, die Energie exakt erhalten, H(7) = E = const.. Desweiteren ist die Teilchenzahl
N konstant, da ein isoliertes System auch keine Teilchen mit seiner Umgebung austauscht.
Schliefflich ist auch das Volumen V konstant, da auf ein isoliertes System keine dufleren
Krifte einwirken, die sein Volumen veréndern kénnten. Wir berechnen nun den Volu-
meninhalt der (2s — 1)-dimensionalen Hyperflache zu konstanter Energie E. Dieser ist
proportional zu

I(E,V,N) = /dF(S(H(fT’) - FE), (1.43)

r

wobei die é—Funktion dafiir sorgt, dass die Hamilton-Funktion H(7) des Systems den
Wert der vorgegebenen Gesamtenergie FF annimmt. Man beachte, dass die Dimension der

17



1 Klassische Statistische Mechanik

in Gl. (1.43) definierten Funktion gleich der des Phasenraums I ist, jedoch dividiert durch
eine Grofle der Dimension Energie.

Wie sieht nun die Wahrscheinlichkeitsdichte p(7) fiir dieses System aus? Fiir einen
vorgegebenen Wert E' der Gesamtenergie kann die Wahrscheinlichkeitsdichte nur auf I'g
von null verschieden sein. Wir beriicksichtigen dies durch den Ansatz

p(7) = pu(R) 6 (H(F) - E) . (1.44)

Die entscheidende Frage ist nun, wie die Funktion pg(7) aussieht. Es ist intuitiv klar, dass
Systeme im thermodynamischen Gleichgewicht durch stationire Wahrscheinlich-
keitsdichten beschrieben werden sollten, da sich (makroskopische) Observable (die durch
Mittelwert-Bildung mit dem Gewicht p(7) berechnet werden) im thermodynamischen
Gleichgewicht nicht mehr &ndern. Nach dem im vorangegangenen Abschnitt Gesag-
ten ist p(7) eine stationidre Wahrscheinlichkeitsdichte, falls die Funktion pg(7) von 7
nur iiber die Gesamtenergie abhéngt,

pE(T) = pp (H(T)) = pp(E) = const. . (1.45)

Um ein System im thermodynamischen Gleichgewicht mit den Methoden der Statisti-
schen Mechanik zu beschreiben, benttigen wir also eine auf I'p konstante Wahrschein-
lichkeitsdichte. Dieser Sachverhalt 148t sich formal durch sog. Postulat der gleichen “a
priori”—Wahrscheinlichkeiten ausdriicken:

Alle mit der Energieerhaltung vertriglichen Mikrozustinde @ wer-
den mit der gleichen Wahrscheinlichkeit angenommen, d.h.

pe(T) = po = const. . (1.46)

Die Konstante pg 148t sich aus der Normierungsbedingung der Wahrscheinlichkeitsdichte
berechnen,

1= [arp@) = [0 pu(@)6(HE) - B) = [ dU6 (1) - B) = mT(EV.N).

wobei wir Gl. (1.44) mit den Glgen. (1.45) und (1.46), sowie im letzten Schritt Gl. (1.43)

benutzt haben. Also ist .

P=T(E,V.N)

Was haben wir erreicht? Der Ansatz einer auf I'p konstanten Wahrscheinlichkeitsdichte
macht die Losung der Hamiltonschen Bewegungsgleichung tiberfliissig! Die Berechnung
der Funktion I'(E, V|, N) ist, wie wir im folgenden sehen werden, weitaus einfacher als
die Losung von 2s ~ 2N 4 Bewegungsgleichungen! Das durch die Wahrscheinlichkeitsdichte
(1.44) mit den Glgen. (1.45) und (1.47) definierte Ensemble,

(1.47)

1

sy A - B (1.48)

PMKE(T) =

nennt man mikrokanonisches Ensemble oder auch mikrokanonische Gesamtheit.
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1.2 Mikrokanonisches Ensemble

Nun berechnen wir Mittelwerte von Observablen im mikrokanonischen Ensemble:

() = [ dF prace(7) F(R) = 07

W/de(ﬂ(ﬁ) ~ E) F(7). (1.49)

Wir konnen das Integral weiter auswerten, indem wir dI" in ein (2s — 1)—dimensionales
Flachenelement dfp der Energie-Hyperfliche und ein eindimensionales Léngenelement
dm, senkrecht dazu zerlegen, vgl. Abb. 1.7.

H@=E+dE
H(T)=E

ar

dT[J_

df,

Abbildung 1.7: Zerlegung dI" = dfg dn, .

Es gilt dann fiir den Mittelwert (1.49)

1

(F) = I'(E,V,N)

/dedﬂ'J_é(HO?)—E) F(7) . (1.50)
r

Wir wollen die 6—Funktion benutzen, um das Integral zu vereinfachen. Dazu miissen wir
die 7, —Integration in eine H-Integration umwandeln. Nach der Definition des totalen

Differentials gilt
dH = d7 - VH(7) .

Der Gradient VH () steht aber per Definition senkrecht auf der durch H(7) = E =
const. definierten Hyperfliche, d.h. senkrecht auf 'y und damit parallel zu dw,. Also
gilt

dH =d7 - VH(7) = dr, |[VH(F)| <= dr, = ﬁdin. (1.51)
[VH(T)]
Eingesetzt in Gl. (1.50) ergibt sich
1 F(7) 1 F(7)
in/dde_,idH—EE /df =
(1.52)
Insbesondere ist
1
I‘E,V,N:/dI’cSHﬁ—E:/df = 1.53
( ) A (H(7) - E) ) (1.53)
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1 Klassische Statistische Mechanik

und
1 H@ _ F b
(H) = I'(E,V,N) /FEde IVH(7)| T(E,V.N) rEde [VH(7)|
E _
- mr(E,v,N):E, (1.54)

wie es sein muss, wenn das Ensemble lediglich auf der Hyperfliche I'g existiert, auf der
stets H(7) = F ist.

1.2.8 Quasi-isolierte Systeme

In der Praxis gibt es natiirlich keine vollsténdig isolierten Systeme, es findet immer ein
Energieaustausch AFE mit der Umgebung statt. Falls dieser jedoch sehr viel kleiner ist
als die Gesamtenergie F des Systems,

AE <1

E )
so spricht man von einem quasi-isolierten System. In diesem Fall ist die Hamilton-
Funktion H (7) nicht mehr exakt gleich der Energie E, sondern darf in einem Bereich AFE
um F schwanken,

E<H() <E+AE.

Dann miissen wir die §-Funktion § (H (%) — E) in den vorangegangenen Uberlegungen
durch ein Produkt zweier Stufenfunktionen ersetzen,

S(H(F) — E) — O(H(7) —E)©(E+AE— H(R)) .

Dies definiert keine (2s — 1)—dimensionale Hyperfliche I'gy C I, sondern eine Schale der
Dicke AFE, die sog. Energieschale

D(E,V,N) = /FdF@(H(ﬁ) _E)O(E+AE—H(®) (1.55)
vgl. Abb. 1.
Mo x H(T)=E+AE
H(T)=E
D(E,V,N)
'

Abbildung 1.8: Zur Definition der Energieschale D(E,V, N).
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1.2 Mikrokanonisches Ensemble

Die Wahrscheinlichkeitsdichte (1.48) des mikrokanonischen Ensembles ist fiir quasi-

isolierte Systeme zu ersetzen durch 1.11.2011
puke(T) — pai(T) = po© (H(T) — E) © (E+ AE — H(7)) , (1.56)

wobei sich aus der Normierung der Wahrscheinlichkeitsdichte,
1= /deQI(ﬁ) = po/df@(H(ﬁ) —E)O(F+AFE - H(T))=poD(E,V,N) ,
r r

die Konstante py zu
1

0= D(E,V,N)
berechnet, d.h.

1

DE v O U —F) € (B + A~ H(F) . (1.57)

pai(®) =
Wir definieren das sog. Phasenvolumen
w(E,V,N) E/dF@(E—H(ﬁ)) , (1.58)
r

d.h. den Teil des Phasenraums I', der durch die Energie-Hyperfliche I'g beschrankt wird.
Letztere ist offensichtlich die Oberfldche von ¢(E,V, N), I'r = 3(p). Die Energieschale
D(E,V,N) ergibt sich offensichtlich aus der Differenz zweier Phasenvolumina,

D(E,V,N)=@(E+ AE,V,N)—p(E,V,N) . (1.59)

Fiir spatere Zwecke definieren wir noch die sog. Zustandsdichte

AEVN) = Jim —p— = Jim, AL
_ 9p(E,V.N)
= oo (1.60)
Weil
 0p(E.V,N) 0 L 9 )
E(/ﬂé@—Hﬁ»EHEMN% (1.61)
r

ist A(E,V,N) identisch mit dem oben definierten Volumeninhalt I'(E,V, N) von I'g.
Dies ist auch intuitiv verstandlich, denn eine unendlich diinne (AE — 0) Energieschale
D(E,V,N) entspricht natiirlich wieder der Energie-Hyperflache I'g. Die Zustandsdichte
A(E,V, N) auf dieser Hyperfliache ist identisch mit ihrem Volumeninhalt I'(E, V, N). Fiir
sehr diinne Energieschalen AF < FE gilt in guter Ndaherung

D(E,V,N)

D(E,V,N)~AEA(E,V,N), bzw. A(E,V,N)~ AR

. (1.62)
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1 Klassische Statistische Mechanik

Wir berechnen nun Mittelwerte fiir quasi-isolierte Systeme:

1
F) = r ) F(7T) = —————— 'e(H(v)—F E+ AFE — H(7)) F(7) .
(F) = [ 4T (R F7) = s [T O U B @ (B + (7)) F(7)
(1.63)
Wie in Abb. 1.7 gezeigt zerlegen wir das infinitesimale Phasenraumvolumen
1
dI' = de dﬂ'l = de dH = ol
[VH ()|
so dass
(F) ! /df dH F@ ©(H—-FE)O©®(E+AF—H) F(7)
== — — — ) .
D(E,V,N) Jo """ |VH7)|

Weil F(7)/|VH(®)| in guter Niherung iiber die Dicke AE der Energieschale konstant
bleibt, konnen wir die Integration iiber d fg und dH separieren,

E+AE
DEVN/ h |/

(F) T
:DEVN/ hwmn_AEVN/ hwmw’

12

wobei wir im letzten Schritt Gl. (1.62) benutzt haben. Dieser Ausdruck ist dquivalent
zur Mittelwertbildung in isolierten Systemen, vgl. Gl. (1.52), es ist lediglich das Volumen
['(E,V, N) der Energie-Hyperfliche I'; durch die Zustandsdichte A(E, V, N) auf der Ener-
gieschale D(E,V, N) ersetzt worden. Aufgrund von Gl. (1.61) sind beide Mittelwerte aber
(in der Naherung sehr diinner Energieschalen) identisch. Wir werden sehen, dass es zu-
weilen zweckméafBiger ist, zur Berechnung eine endliche Schalendicke anzunehmen, d.h. ein
quasi-isoliertes System zu betrachten, als mit einer unendlich diinnen Energie-Hyperfliche
zu rechnen, d.h. ein isoliertes System zu betrachten.

1.2.9 Ildeales Gas im mikrokanonischen Ensemble

Als Anwendung des in den vorangegangenen Abschnitten Diskutierten betrachten wir ein
Modellsystem, das sog. ideale Gas. Das ideale Gas ist ein (quasi-)isoliertes System in
einem Volumen V, das aus N Teilchen der Masse m besteht, die nicht miteinander
wechselwirken. Auflerdem sollen sie an den Grenzflichen des Volumens V elastisch
reflektiert werden, so dass sich ihre kinetische Energie nicht dndert. Damit ist auch die
Gesamtenergie H(7) = E eine Erhaltungsgréfle. Die Hamilton-Funktion lautet

N ﬁQ 3N p2 ﬁ
T) = 7 L — 1.64
Z 2m  2m ( )

j=1 i=1

[\]

wobei wir im vorletzten Schritt die Nummerierung (1.5) fiir die Impulse und im letzten
den 3N—-dimensionalen Impulsvektor p'= (p1,...,ps3y) eingefiihrt haben.
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1.2 Mikrokanonisches Ensemble

Das Phasenvolumen, vgl. Gl. (1.58), berechnet sich wie folgt:

=2
p(E,V,N) = / BNV e (E - p—) . (1.65)

T

dr e (E - H(7)) = /

T

Der Integrand hangt nicht von den ¢; ab, also konnen wir das Integral iiber die generalisier-
ten Koordinaten sofort ausfithren. Wir schreiben zunéchst die generalisierten Koordinaten
¢; wieder auf die gewohnlichen Ortsvektoren 7; der N Teilchen um,

3N N
/d3N§E/quiE/Hd3ﬁ.
i=1 j=1

Jedes Teilchen kann innerhalb des Volumens V' jede mogliche Position annehmen. Also
sind die Integrationsgrenzen jeder d*7;—Integration durch die Abmessungen des Volumens

V' gegeben,
N N N
Hd?’@EH/d?’sz Udﬂ =vV.

Nun wenden wir uns der Integration iiber die generalisierten Impulse p; zu. Wir multi-
plizieren das Argument der ©-Funktion in Gl. (1.65) mit 2m, was nichts am Definitions-
und Wertebereich der ©-Funktion dndert,

@(E_ﬁ) z@(sz—ﬁZ)z@(\/m—E—\m> ,

2m

wobei im letzten Schritt ausgenutzt haben, dass sich die ©-Funktion auch nicht dndert,
wenn wir anstelle des urspriinglichen Arguments seine (positive) Wurzel nehmen. Das
vorlaufige Zwischenergebnis lautet also

W(E,V,N) = vN/d3Nﬁ@ (\/m— |p1) . (1.66)

Das Integral auf der rechten Seite entspricht nun genau dem Volumen der 3N-dimen-
sionalen Kugel mit Radius v2mFE. Um dieses zu berechnen, machen wir folgende Zwi-
scheniiberlegung.

Betrachten wir das Integral

00 N 00 N
IE/ dy; --- dyn exp (— g yf) E</ dyeyQ) EﬁN:ﬂN/Q,
_ — _

[e.e] (e o]

wobei wir im eindimensionalen Integral auf der rechten Seite ein wohlbekanntes Gauf3-
Integral erkannt haben. Andererseits 1a8t sich das Integral Z auch in N-dimensionalen
Polarkoordinaten ausrechnen,

T= / AVje ¥ = / AdRRN ' Sy, |
—00 0

wobei wir den Betrag des N—dimensionalen Vektors ¢ mit || = R bezeichnet haben. Aus
Dimensionsgriinden tritt noch ein Faktor RV~ auf (man erinnere sich an die Formel in
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1 Klassische Statistische Mechanik

drei Raumdimensionen: d*7 = dr r? sind d dp). Das verbleibende (N — 1)-dimensionale
Winkelintegral héngt nicht von R ab und liefert gerade die Oberflaiche Sy_; der N-

dimensionalen Einheitskugel (man erinnere sich an drei Raumdimensionen, wo Sy =
fow d sin ¢ fozﬂ de = 4m). Aus Griinden, die spiter noch klar werden, schreiben wir

Sy_1=NCly, (1.67)

mit einer noch zu bestimmenden Konstante Cy. Das d R-Integral liefert mit der Varia-
blensubstition R? = z bis auf einen Faktor 1/2 die I'-Funktion,

/OO AdRRN1e B = 1/Ooda:a:N/Qle”““ =
0 2 Jo

Also erhalten wir letztendlich

N _ (N 2r /2

Fiir gerades N schreiben wir N/2 =n € Ny und

P (XY Zrm) = (= 1) = (V2 1) = (N/2)1—

2 N/2°
so dass
/2
CN = W s N gerade . (169)
Fiir ungerades N schreiben wir (N —1)/2 =n € Ny und
N 1 1 1
'—=|) =Tln+=z)=(n—=)T|n—=)=
2 2 2 2
1 3 1 1
= - —_Z)...2r (=2
GOIGHERIG
1 _ (2n—1)N (N =2)1
N

- 2(N71)/2N\/E’

so dass (N1
2(2 -
Cy = 20n) 7 N ungerade . (1.70)

N ’
Mit dem Ergebnis (1.69) bzw. (1.70) konnen wir das Volumen der 3N-dimensionalen
Kugel mit Radius v2mE aus Gl. (1.66) berechen,

V2mE VamE
/ 3Npe (\/2mE — m) = / AR R*N 1 San_1 = Ssn_y / dR RN !
0 0

1
= 3N CgN 3—N (2mE)3N/2 = (2mE)3N/2 CgN s
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1.2 Mikrokanonisches Ensemble

wobei wir Gl. (1.67) benutzt haben. Da es bei N ~ N4 ~ 10?® Teilchen keine Rolle
spielt, ob die Teilchenzahl gerade oder ungerade ist, nehmen wir der Einfachheit halber
das Ergebnis (1.69) fiir gerade Teilchenzahlen und erhalten fiir das Phasenvolumen (1.66)

2rmE)3N/?
E,v,N) = vV EmmE) 1.71
Wir berechnen daraus nun die Zustandsdichte, Gl. (1.60),

T OF B 2 (3N/2)! 2 E ' '

Zum Schluss berechnen wir noch das Volumen I'(E, V, N) der Energie-Hyperfliche '
mit Hilfe von Gl (1.53). Wegen

I'(E,V,N) :/de( — :/d?’N*?’N*(S H(®)—E)
EVN/dgNﬁWH 5 (161~ VamE)

ist zunéchst klar, dass diese Hyperfliche identisch mit der Oberfliche des Phasenvo-
lumens aus Gl. (1.65), d.h. der Oberfliche der 3N-dimensionalen Kugel mit Radius
7] = v2mE, multipliziert mit einem Faktor VY und dividiert durch |VH(®)| auf der
Oberflache der Kugel, ist. Zur weiteren Berechnung benotigen wir

1 = 0.
_vﬁ2:(7m

VH(7) =
Vv (W) 2m m

9

wobei wir beriicksichtigt haben, dass der 6 N—dimensionale Nabla-Operator in den ersten
3N Komponenten Ableitungen nach den Koordinaten enthélt. Der Betrag von V H (7) ist

IVH(7)| = Ly

m
Auf der Energie-Hyperflache I'g ist [p] = v2mE, so dass

1 m

IVH(7)| V2mE 3.11.2011

Die Oberflidche der 3N—dimensionalen Kugel mit Radius v 2mFE ist identisch mit der Ober-
fliche S5y der 3N—dimensionalen Einheitskugel, multipliziert mit einem Faktor
RN = (2mE)BN-1/2_ der die Einheitskugel auf den richtigen Radius hochskaliert.
Insgesamt erhalten wir also

_ 3N (2mm)3N/2 _
T(E.V.N) = VN3N Cay (2mE)BN-D/2 0 y,n 208 W) ° p3n/2-1
(5. V. N) v (2mE) omE 2 (3N/2)!
N o(E.V.N
- %%EA(E,V,N), (1.73)
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1 Klassische Statistische Mechanik

wobei wir im letzten Schritt Gl. (1.72) benutzt haben. Das Volumen der Energie-Hyper-

flache T'(F,V, N) und die Zustandsdichte A(E,V, N) sind also identisch! Es spielt also

keine Rolle, ob man das ideale Gas als isoliertes oder quasi-isoliertes System betrachtet.
Wir bilden den natiirlichen Logarithmus von GI. (1.73),

N
In(E,V,N)=In A(E,V,N) =In cp(E,V,N)+1n?;—E. (1.74)

Ferner gilt
In p(E,V,N) =N In [V(2rmE)*?] —In[(3N/2)!] . (1.75)

Fiir grofle Teilchenzahlen diirfen wir die Stirlingsche Formel,

n n
n! ~ V2mn (—) ,
e

1 1
bzw. Inn! ~ (n+§) lnn—n+§1n(27r)2n(lnn—1)+0(lnn), (1.76)

benutzen. Diese liefert, angewendet auf den letzten Term in Gl. (1.75),

In [(3N/2)!] ~ % (m ? - 1) —N [ln (%)3/2 - ;] ,

so dass

2

In QO(E, V, N) ~ N {ln [V(??TmE)3/2] —In (ﬂ)g/2 + %}

drm E\*?
N{ln V(?—) +§} . (1.77)

N
Aufgrund von Gl. (1.74) gilt aber auch, dass

3N
W T(E,V,N) = InA(EV.N)=In¢(E,V.N) +In =

E
= In @(E,‘/,N)jLO(lnN) ~1In p(E,V,N). (1.78)

Fiir grofle Teilchenzahlen N sind also die Logarithmen der drei Groflen I'(E,V, N),
A(E,V,N) und ¢(F,V, N) identisch bis auf Korrekturen von der GroéBenordnung des
Logarithmus der Energie pro Teilchen, £/N, der sog. spezifischen Energie.

Was bedeutet dieses Resultat? Erinnern wir uns an die Definition von ¢(E,V, N) und
['(E,V, N), so bedeutet dies, dass Volumina und Oberfléichen von Kugeln in hochdimensio-
nalen Raumen nahezu identisch sind (zumindest wenn man ihre Logarithmen betrachtet).
Dies liegt daran, dass in einem hochdimensionalen Raum die Region nahe der Oberfliache
der Kugel den groiten Beitrag zum Volumen beisteuert.

Die obige Formel (1.75) ist noch nicht ganz korrekt. Es sind noch folgende Dinge zu
beriicksichtigen:
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1.2 Mikrokanonisches Ensemble

Die Groen I'(E, V, N), A(E,V,N) und ¢(F,V, N) sind dimensionsbehaftet. Da-
her kann man nicht einfach ihren Logarithmus nehmen. Z.B. hat ¢(E,V, N) die
Dimension des Phasenraumvolumens I'. Um den Logarithmus von ¢(E,V,N)
korrekt zu definieren, miissen wir @(F,V, N) noch durch das minimale Phasen-
raumvolumen AT ;,, welches dadurch definiert ist, dass es gerade einen einzigen
Mikrozustand (ein einziges Ensemble-Mitglied) enthélt, dividieren,

¢(E,V,N)

1 EV.N 1
n(p( "/’ ) 7 N AFmin

Wie kann man das minimale Phasenraumvolumen festlegen? Wir machen dazu eine
Anleihe bei der Heisenbergschen Unbestimmtheitsrelation,

Ao h
ApAg> -t
PAGZ 5 =~ h

Das Produkt der Unbestimmtheit der (generalisierten) Koordinate und dem (gene-
ralisierten) Impuls ist also von der Groflenordnung des Planckschen Wirkungs-
quantums h. Auch wenn die Heisenbergsche Unbestimmtheitsrelation in einer klas-
sischen Betrachtung, wie wir sie in diesem Kapitel durchfiihren, keine Rolle spielt,
ist es sinnvoll das minimale Phasenraumvolumen AT, nicht kleiner zu wéahlen,
als es der Unbestimmtheitsrelation entspréche. Wir legen also fest, dass

AT in = A*prin A% Gin = h° = B3V . (1.79)

Dies ist das minimale oder elementare Phasenraumvolumen, welches jeder
Mikrozustand im Phasenraum einnimmt. Das normierte, d.h. dimensionslose
Phasenraumvolumen lautet also

E,V,N) ( 1% ) N (2mmE)3N/2 (1.80)

o(
OEV.Ny=22 0 (L
(E,V.N) Al B3 (3N/2)!

Dieses normierte Phasenraumvolumen 143t sich als die Anzahl der Mikrozustian-
de im von der Energie-Hyperfliche I'p eingeschlossenen Phasenraumvolumen in-
terpretieren. Wir bezeichnen ®(E,V, N) im folgenden als mikrokanonische Zu-
standssumme.

Wir priifen die Dimension von ®(F,V, N):

. m \ 3NV 3N/2 kagJ SN/2 J2 SN/2
d1m<I>(E,V,N):(ﬂ> (kg J) :( " = (%

wie es sein muss.

1

Y

Bislang haben wir die N Teilchen als unterscheidbar angesehen. Identische Teil-
chen (und um solche soll es sich im idealen Gas handeln) sind aber ununterscheid-
bar. Jeder Mikrozustand, der sich von einem anderen lediglich in einer Permuta-
tion der N Teilchen unterscheidet, ist also eigentlich kein neuer Mikrozustand. Wir
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1 Klassische Statistische Mechanik

miissen also die mikrokanonische Zustandssumme ®(FE,V, N) noch durch die Zahl
der moéglichen Permutationen, N!, der N Teilchen dividieren,

(1.81)

O(E,V,N) _ ( 1% ) N (2mmE)3N/2
N!

EVN) — ®alEV.N) = === 3] NN/

Fiir den Logarithmus der mikrokanonischen Zustandssumme erhalten wir mit GI.
(1.77) und der Stirlingschen Formel (1.76)

'V [4rm ENY?] 3
. — _ - - _ _ |
In (B, V, N) N{ln h3< 5 N) +2} In N!
[ dmm E 3/2 3
~ N{ln V(3h2 N) +§}—N(IHN—1)
'V (4rm ENY?] 5
_ N{ln N(zah? N) +§} . (1.82)

Man beachte, dass unter dem Logarithmus keine Gréflen mehr auftreten, die mit
der Grofle des Systems skalieren: V/N ist das Volumen pro Teilchen, das sog. spe-
zifische Volumen, und E/N die spezifische Energie.

1.3 Bezug zur Thermodynamik

1.3.1 Statistische Entropie

Die statistische Entropie ist definiert durch
S(E,V,N)=kgIn ®(E,V,N) , (1.83)

wobel

VN |
kg~ 1.3805- 1072 =

die sog. Boltzmann-Konstante ist. Die statistische Entropie ist also proportional zum
Logarithmus der mikrokanonischen Zustandssumme ®(FE,V,N), also der Zahl
der Mikrozustinde, die dem System zu gegebenem FE,V, N zur Verfiigung stehen.
Eine groflere statistische Entropie bedeutet, dass dem System mehr Mikrozusténde zur
Verfiigung stehen, die es belegen kann. Falls dem System nur ein einziger Mikrozustand
zur Verfiigung steht, so ist die statistische Entropie null,

OB, V,N)=1 =— S(E,V,N)=kglnl=0.
Die Proportionalitéitskonstante (die Boltzmann-Konstante kg) in Gl. (1.83) ist zunéchst

vollkommen willkiirlich gew&ahlt. Wir werden aber sehen, dass die Wahl kg dafiir sorgt,
dass die statistische Entropie identisch mit der thermodynamischen Entropie ist.
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Aus Gl (1.78) geht hervor, dass die folgenden Definitionen fiir S(F,V, N) im Limes
grofer Teilchenzahlen N (und wenn wir die zur korrekten Normierung der Gréfien notigen
Konstanten vernachléssigen) vollkommen synonym sind:

S(E,V,N) = kgln ®E,V,N)=kgIn o(E,V,N)
= kg In A(E,V,N) =kz In T(E,V,N) . (1.84)

Wir werden davon im folgenden Gebrauch machen.
Zum Schluss geben wir als Beispiel noch die statistische Entropie des idealen Gases an.
Aus den Glgen. (1.82) und (1.83) folgt, dass

V (4mm FE 3/2
N\ 3hZ N

Eine Relation dieser Form bezeichnet man als Zustandsgleichung, in diesem Fall handelt
es sich um die des idealen Gases.

S(E,V,N) = kg N {m

s (159

1.3.2 Additivitat der statistischen Entropie

Wir betrachten zwei isolierte Systeme mit den Energien FE;, F5, Volumina V;, V5 und
Teilchenzahlen N, N,. Die statistischen Entropien der beiden Systeme sind (gemé&fi der
Identitét (1.84)) gegeben durch

S1(E, Vi, Nb) = kp In Ty (Eq, Vi, Nv) , Sa(Ba, Vo, No) = kp In T'y(Es, Vo, No) .

Die statistische Entropie des Gesamtsystems mit der Energie £ = E;+ FE5, dem Volumen
V = Vi + V5 und der Teilchenzahl N = N; + N, ist

S(E,V,N) = kg In I(E,V,N),

T(E,V,N) :/chS(H(ﬁ) _B). (1.86)

Weil die beiden Systeme isoliert sind, mithin also auch nicht untereinander in Wechsel-
wirkung stehen, werden sie jeweils durch unabhéngige Sétze von Phasenraumvariablen
71, Mo beschrieben. Die Hamilton-Funktion H(7) des Gesamtsystems ist eine Funktion
von 7, e und zudem additiv,

H(ﬁ) = H(ﬁl,ﬁg) = Hl(ﬁl) + Hg(ﬁg) .
Der Phasenraum des Gesamtsystems zerféllt in zwei disjunkte Unterrdume,
F:F1UF2, Flf\FQ:@.

Die Phasenraumintegration kénnen wir getrennt {iber die Teilrdume von System 1 und

System 2 durchfiihren,
/dFE/ dFl/ dl’s . (1.87)
r T )
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1 Klassische Statistische Mechanik
Gleichung (1.86) wird damit zu
(B, V,N) = / dF1/ dl'y 0 (Hy(7) + Ho(7e) — F) .
I I

Die Energie des Systems 1 ist aber gerade H;(7;) = F; und die des Systems 2 gerade
Hy(73) = E5. Fiir diesen speziellen Fall konnen wir also die —Funktion schreiben als

§ (Hy(71) + Ho(7s) — E) = 6 (H\(71) — Ey) 8 (Ho() — B»)

Man beachte, dass dies im allgemeinen nicht korrekt ist; der Tréager der 6—Funktion auf
der linken Seite ist grofier als der des Produktes der beiden d—Funktionen auf der rechten
Seite. Dies macht man sich klar, indem man bedenkt, dass man die Gesamtenergie E nicht
nur wie F; und F, auf die beiden Teilsysteme aufteilen kann, sondern auch wie Fy + AF
und By — AE = F — (E) + AFE), mit

—EL<AE<FE-F;.

Die Intervallgrenzen fiir AE ergeben sich daraus, dass an der linken Grenze die Gesamt-
energie F/ komplett im System 2 steckt und nichts im System 1, wihrend an der rechten
Grenze die Gesamtenergie E/ im System 1 steckt und nichts im System 2. Da AFE eine
kontinuierliche Variable ist, ergibt sich iiber die vorgebene Aufteilung (F; im System 1,
E5 im System 2) hinaus ein Kontinuum von Mdéglichkeiten. Solange es aber keine Wech-
selwirkung zwischen den Systemem gibt, die zu einem Energieaustausch AFE zwischen
den Systemen fiihrt, kann es nur eine mégliche Aufteilung (ndmlich F; in System 1 und
Es in System 2) geben. Also erhalten wir

NEVN) = [ SR - B [ dns(H(m) - B)

I'>

= F1<E1,‘/1,N1) FQ(EQ,‘/Q,NQ) . (188)

Dieses Ergebnis ist sinnvoll: T'(E,V, N) entspricht (zumindest logarithmisch) der Zahl
der Mikrozustinde ®(F,V, N), die das Gesamtsystem annehmen kann, und diese Zahl
muss fiir das Gesamtsystem proportional zum Produkt der Zahlen der Mikrozusténde
der einzelnen Systeme sein.

Durch Bilden des Logarithmus von Gl. (1.88) beweist man nun sofort die Additivitét
der statistischen Entropie,

S(E,‘/,N) = k’B In F(E,‘/,N) = k?B In [Fl(El,%,Nl)FQ(EQ,‘/Q,NQ)]
= kpIn I'i(E1, Vi, N1) + kg In s (B, Va, N»)
= SI(E17‘/17N1)+SQ(E27‘/27N2) . (189)

Wir fiigen an, dass auch die thermodynamische Entropie diese additive Eigenschaft hat.
8.11.2011

Zum Abschluss der Diskussion der Additivitdt kommen wir noch einmal auf die Un-
terscheidbarkeit der Teilchen in den Systemen 1 und 2 zu sprechen. Falls die Teilchen
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1.3 Bezug zur Thermodynamik

in diesen Systemen nicht unterscheidbar sind, miissen wir I'(E, V, N) in Gl. (1.86),
ahnlich wie zum Ende des vorangegangenen Abschnitts iiber das ideale Gas, noch durch
die Zahl der Permutationen der Teilchen untereinander dividieren. Fiir ein Gesamtsystem
mit N = Ny + Ny Teilchen wére diese Zahl (N7 4+ N,)!. Da aber Teilchen nicht von einem
System zum anderen wandern koénnen, ist prinzipiell unterscheidbar, ob ein Teilchen zu
System 1 oder zu System 2 gehort. Dies dndert sich auch nicht im Laufe der Zeit. Also darf
man nur Teilchen in den jeweiligen Teilsystemen untereinander permutieren. Dies ergibt
eine geringere Zahl von Permutationen, ndmlich N;! Ny!. Gleichung (1.86) wird ersetzt

durch
1

F(Ev‘/uN):m

/dFé(H(ﬁ) —-F).

r

Der Rest der Rechnung verlauft analog wie oben; der kombinatorische Faktor zieht sich
bis zum Schluss durch und liefert in Gl. (1.88) die korrekte Zahl von Mikrozusténden in
den einzelnen Systemen,

1

Die Schlussfolgerungen hinsichtlich der Additivitdt der statistischen Entropie bleiben un-
beriihrt.

1.3.3 Zweiter Hauptsatz der Thermodynamik

Wir bringen nun die beiden isolierten Systeme aus dem vorangegangenen Abschnitt mit-
einander in Kontakt, so dass ein Austausch von Energie (aber — zunéichst — nicht von
Teilchenzahl) moglich wird. Man sagt, die beiden Systeme befinden sich im thermischen
Kontakt, vgl. Abb. 1.9.

E, Vi, N, E, Vy, N, E,VieNy | BV N,
S 5, S A S
E . V,N,S

Abbildung 1.9: Zwei Systeme im thermischen Kontakt. Uber die Grenzfliche ist ein Aus-
tausch AFE von Energie moglich.

Die Situation entspricht genau der, die wir im vorangegangenen Abschnitt besprochen
hatten (und verwerfen mussten, weil dort die Systeme nicht in Kontakt miteinander ste-
hen). Durch den Austausch AE von Energie stehen dem Gesamtsystem nun mehr Mi-
krozustédnde zur Verfiigung als den vormals getrennten Systemen. Es ist nach dem Voran-
gegangenen sofort intuitiv klar, dass dies zu S > S; 4+ S5 fithren wird. Daraus folgt dann
aber letztlich auch schon der zweite Hauptsatz der Thermodynamik.
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1 Klassische Statistische Mechanik

Zunéchst nehmen wir an, dass der Energieaustausch zwischen den Systemen in gequan-

telter Form vor sich geht,
AE =me,

wobei € der minimal mogliche Energieaustausch ist. Dieser ist typisch von der Groéflen-
ordnung der spezifischen Energie, ¢ ~ E/N. Wir nehmen auflerdem an, dass durch den
Austausch von AFE sich die Energie des Systems 1 zu F; + AE und die des Systems 2 zu
Ey — AF éndert. Die ganze Zahl m nimmt daher die Werte

Eq Eq E—FE E,

M = Mpin = — ) +17-"7 = — = Mmpax
£ 9 £ e

an. Die Grenzen ergeben sich aus der Uberlegung, dass fiir die untere Grenze die gesamte
verfiighare Energie F an das System 2 {ibertragen wird, wihrend fiir die obere Grenze
die gesamte Energie an das System 1 iibergeht. (Bemerkung: E;/e und FEs/e sind nicht
notwendigerweise ganze Zahlen. Man kann sie aber durch geringfiigige Verdnderung zu
ganzen Zahlen machen.)

Die Zahl der Mikrozustéinde, die dem Gesamtsystem zur Verfiigung stehen, ergeben
sich wie im vorangegangenen Abschnitt aus dem Produkt der Zahl der Mikrozustande der
Teilsysteme, nun aber summiert iiber alle moglichen Partitionen der Energie,

®(E,V,N) = Z Py (Ey +me, Vi, N1) Po(Ey — me, Va, No)
> ®y(Ey+me, Vi, Ny) &o(E — By — me, Vo, N = Ny)

> O(Ey, Vi, Np) $o(Esy, Vo, Ny) . (1.90)

Die Abschidtzung nach unten folgt aus der Tatsache, dass die rechte Seite nur einem
einzigen Summanden (dem fiir m = 0) der Summe {iber m entspricht.
Weil der Logarithmus eine streng monotone Funktion ist, folgt aus Gl. (1.90) sofort

S(E, V, N) = /{ZB In @(E,‘/,N) > Sl<E1,‘/1,N1) + SQ(EQ,%,NQ) . (191)

Die statistische Entropie wéchst also an, wenn wir die beiden vormals isolierten Syste-
me in thermischen Kontakt miteinander bringen. Dies ist aber gerade die Aussage des
zweiten Hauptsatzes der Thermodynamik:

Bei allen innerhalb eines isolierten Systems ablaufenden Prozessen
kann die Entropie nicht abnehmen.

In unserem Fall sind diese Prozesse der Energieaustausch zwischen den vormals getrennten
Teilsystemen 1 und 2. Wir werden aber sehen, dass der zweite Hauptsatz auch giiltig
bleibt, wenn wir zusétzlich noch Volumenénderungen und Teilchenaustausch zwischen
den Systemen zulassen.

Gleichung (1.91) besagt, dass der zweite Hauptsatz der Thermodynamik auch fiir die
statistische Entropie gilt. Es liegt also nahe, die statistische Entropie mit der thermo-
dynamischen Entropie zu identifizieren.
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1.3 Bezug zur Thermodynamik

1.3.4 Der thermodynamische Limes

Betrachten wir den Term
CI)l(ElerE,Vl,Nl)QDQ(EQ—mE,VQ,Ng) (192)

in der Summe in Gl. (1.90) etwas genauer. Es ist klar, dass dies im Fall m = my, = —F1 /e
oder mpy,.x = (F — Fy) /e sehr klein wird, weil dann die gesamte Energie £ ausschliellich
im System 2 bzw. im System 1 steckt. Solche Konfigurationen sind sehr unwahrscheinlich.
Als Beispiel betrachten wir die mikrokanonische Zustandssumme fiir das ideale Gas, GI.
(1.81). Offenbar ist ®iq(0,V,N) = 0, es gibt also gar keinen Mikrozustand, der der
Energie £ = 0 entspricht (eine Ausnahme bildet der Fall N = 0, also wenn keine Teilchen
im System sind; dann ist ®;q(0,V,0) =1, da 0! = 1).

Es ist also plausibel anzunehmen, dass das Produkt (1.92) von m = my,;, beginnend
zunimmt, (mindestens) ein Maximum (bei m = m,) erreicht und dann zu m = M.y hin

wieder abfillt, vgl. Abb. 1.10.

®D

mmin

Abbildung 1.10: Qualitativer Verlauf des Produkts (1.92) als Funktion von m.

Die Energieaufteilung, die dem Maximum m, entspricht, ist also diejenige, bei der
dem Gesamtsystem die maximale Zahl von Mikrozusténden zur Verfiigung steht.
Dies entspricht dann auch dem wahrscheinlichsten Zustand fiir das Gesamtsystem.
Bezeichnen wir mit Ff = E; + m,e die Energie des Systems 1 fiir die Energieaufteilung,
die dem Maximum m, entspricht, und entsprechend mit E; = Ey — m.e die des Systems
2 fiir diese Aufteilung. Es gilt folgende Abschétzung:

O (BT, Vi, N1) @o(E5, Vo, No) = @1(Ey + mae, Vi, Np) Po( By — mie, Va, Na)

< Z Oy (Ey 4+ me, Vi, Ny) Oo(Ey — me, Vo, Ny)

= ®(E,V,N)

< ng @1 (B + mue, Vi, Np) $o(Ey — mue, Vo, Ny)

= Ny (I)1<Eik,‘/1,N1) (I)2<E;7‘/27N2) s (193)
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1 Klassische Statistische Mechanik

wobel ng = Mpax — Mmin die Zahl der Terme in der Summe iiber n ist. Die Zahl ng

entspricht wegen Max — Mmin = (E — E1)/e — (—Ey/e) = E/e auch der Zahl der Energie-

quanten ¢, die sich zur Gesamtenergie £ addieren. Weile ~ E/N,ist ng ~ E/(E/N) = N.
Fiir die Entropie gilt mit der Abschétzung (1.93)

SI<E>1K7‘/17N1)+SQ<E;7‘/27N2) S S<E7‘/7N)
S k’B lnno +Sl(E>1k,‘/i,N1) +SQ(E;,‘/2,N2) (194)

Wir beachten nun, dass S; ~ O(N;) > kg Inng ~ O(In N). Im Limes grofler Teilchen-
zahlen, dem sog. thermodynamischen Limes, konnen wir also den ersten Term in GI.
(1.94) gegeniiber den letzten beiden vernachlidssigen. Dann gilt

S(E,V,N) = S,(Ef, Vi, Ny) + Sa(E3, Va, N3) (N — 00) . (1.95)

Dividieren wir beide Seiten durch kg und exponentieren, so erhalten wir die wichtige
Aussage

q)(Ea‘/aN) ~ (bl(Eika‘/laNl) (PQ(E;a‘/QaNZ)
< Z (I)l(El—FmE,‘/l,Nl) CI)Q(EQ—mE,VQ,NQ)

~ (bl(El +m*€,V1,N1) (132(E2 — m*ff,‘/Q,Ng) . (196)

Diese Gleichung besagt, dass die Summe iiber m auf der linken Seite der Gleichung i.w.
durch einen einzigen Term, niamlich den fiir m = m,, dominiert wird. Alle anderen
Energiepartitionen tragen im thermodynamischen Limes nicht zu ®(E,V,N) bei. Das
Produkt (1.92) muss also im thermodynamischen Limes ein extrem scharfes Maximum
bei m, besitzen, vgl. Abb. 1.11. Dies bedeutet wiederum, dass alle anderen Energiepar-
titionen extrem unwahrscheinlich sind, weil sie nur einen unwesentlichen Beitrag zur
Zustandssumme leisten.

1.3.5 Thermisches Gleichgewicht und Temperatur

Im vorangegangenen Abschnitt hatten wir gesehen, dass die mikrokanonische Zustands-
summe des Systems durch das Maximum des Produkts (1.92) bei m = m, dominiert
wird,

O~ QTP = Sx~S+5;.

Am Maximum gilt aber per Definition
O:d<q)1 (I)Q) - (I)qu)l +(I)1dq)2 5

oder nach Division durch ®; ®,,

1 1
0= (}Tldq)l + @d‘bg = dlIl(I)l +dln<1>2 s
bzw. nach Multiplikation mit kp,
0=d(kg In®y) +d (kg In®y) =dS; +dS; =dS . (1.97)
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1.3 Bezug zur Thermodynamik

Abbildung 1.11: Qualitativer Verlauf des Produkts (1.92) als Funktion von m im thermo-
dynamischen Limes.

Nachdem man die beiden isolierten Systeme in thermischen Kontakt gebracht hat, nimmt
die Entropie also ein Extremum an, welches aufgrund der Monotonitat des Logarithmus
ebenfalls ein Maximum sein muss (weil es mit dem Maximum von @ {ibereinstimmt).
Am Maximum ist die Entropie stationér, d.h. sie dndert sich nicht mehr. Das Maximum
der Entropie entspricht auch dem wahrscheinlichsten Zustand bei m = m,. Man sagt, das
System befindet sich im thermischen Gleichgewicht.

Am stationdren Punkt der Entropie gilt

0 = dS;+dS;
051 0S5 051 0S5, 05, 05,
= —dE 1+ —dVi + —dN; + —dEy + —dVhp + —=
o, 1+avl 1+0N1 1+8E2 2+8V2 2+8N2
Da aber die Volumina Vi, V5 und die Teilchenzahlen N;, Ny konstant bleiben sollen, gilt
dV; = dV, = dN; = dN,; = 0 und wir erhalten
0S5 05,

0=—dF ——dE, .
om, ¢ T ap, ¢

dN, . (1.98)

Weil ferner die Gesamtenergie E erhalten ist, gilt
0=dF = dE1 + dE2 — dE2 = —dE1 s

woraus folgt

. 851 852 851 o 852
0= <8E1 - 8E2> dE, <= 9F 9B, (1.99)

Der Kehrwert der partielle Ableitung der Entropie nach der Energie ist die sog. statisti-
sche Temperatur,
1 oS
T OF

(1.100)

V,N
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1 Klassische Statistische Mechanik

GeméB Definition entspricht sie dem Inversen der Anderung des Logarithmus der mikro-
kanonischen Zustandssumme mit der Energie.

Beispiel: Temperatur des idealen Gases.
GeméaB Gl. (1.85) gilt

1 S dln E3/2 3 2

— = = =kgN ———=kgN— <= kT =-

T 0E|,y =~ dE Yo PTT3
Daraus folgt sofort die bekannte Zustandsgleichung fiir die Energie des idealen Gases
in Abhéngigkeit von Temperatur und Teilchenzahl,

3 E 3
E=>NkpT L. 1.101
A R S (1.101)

Gleichung (1.99) besagt nun nichts anderes als die wohlbekannte Tatsache, dass die stati-
stischen) Temperaturen 77, T der beiden Teilsysteme im thermischen Gleichgewicht
identisch sind,

1 0S5, 05 1
T om0 1, o DT
Wenn wir zwei isolierte Systeme betrachten, die verschiedene (statistische) Temperatu-
ren besitzen, 0.B.d.A. 77 > T3, und diese in thermischen Kontakt miteinander bringen,
dann wird sich aufgrund von Energieaustausch-Prozessen das System zum thermischen
Gleichgewicht hin entwickeln. Die Entropie des Gesamtsystems kann geméafl dem zweiten

Hauptsatz der Thermodynamik dabei nicht abnehmen, also gilt fiir die Entropiedifferenz

05, 0S5
< = = — -
0 < AS=AS+AS, OF, AFE; + 05, AFE,
B 051 085, (1 1
= (8E1 8E2) AFE, = (T1 Tz) AFE, , (1.102)

wobei wir von der ersten zur zweiten Zeile die Energieerhaltung, £ = F,+Fy = const. <
AFy = —AFy, benutzt haben. Da nach Voraussetzung 1/77 < 1/T5, muss AF; < 0 sein,
um die Ungleichung (1.102) zu erfiillen. Dies bedeutet, dass das (statistisch) heiflere Sys-
tem 1 Energie verliert, die vom (statistisch) kiithleren System 2 aufgenommen wird.
Dabei wird System 1 kiihler und System 2 heifer, bis sich ein thermisches Gleich-
gewicht eingestellt hat. Da sich diese Beobachtung mit den Eigenschaften der aus der
Thermodynamik bekannten thermodynamischen Temperatur deckt, liegt es nahe,
die statistische Temperatur mit der letztgenannten zu identifizieren. Dies ist eine weitere
Bestétigung der vorangegangenen Identifizierung der statistischen mit der thermodyna-
mischen Entropie. Diese Identifizierung hat also offenbar auch fiir die Ableitung von S
nach £ (welche gerade dem Kehrwert von 7" entspricht) Bestand.

1.3.6 Mechanisches Gleichgewicht und Druck

Wir betrachten wie vorher zwei isolierte Systeme, die wir miteinander in Kontakt bringen,
vgl. Abb. 1.9. Wie vorher sollen die beiden Systeme Energie AFE iiber die Trennwand aus-
tauschen konnen, sie sollen also im thermischen Kontakt miteinander sein. Die Trenn-
wand zwischen den beiden Systemen soll nun aber zusétzlich noch beweglich sein, d.h.
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1.3 Bezug zur Thermodynamik

ein System kann auf das andere eine Kraft ausiiben, indem es die Trennwand verschiebt
und dabei eine Volumendnderung der Volumina V;, V5 der Teilsysteme herbeifiihrt.
Dabei soll aber das Gesamtvolumen V' = V; + V5 konstant bleiben, d.h. AV} = —AV5.

Hierbei wird ebenfalls Energie zwischen den Systemen ausgetauscht, aber nun handelt
es sich um mechanische Energie. Man sagt, die Systeme seien im mechanischen Kon-
takt miteinander. Um den vormals besprochenen Energieaustausch AFE aufgrund des
thermischen Kontakts vom mechanischen Energieaustausch aufgrund des mechanischen
Kontakts zu unterscheiden, spricht man im erstgenannten Fall auch vom Austausch sog.
innerer Energie oder Warmeenergie. Nach wie vor sollen keine Teilchen zwischen den
Systemen ausgetauscht werden.

Eine Volumenénderung wird dann stattfinden, falls der mechanische Druck, den die
Teilchen auf die Trennwand ausiiben, in den einzelnen Systemen unterschiedlich ist.
Der mechanische Druck ist definiert als

Fy
mech = —— 1.10
Pmech 1 ( 3)

wobei F| die Kraftkomponente ist, die senkrecht auf der Trennwand mit der Fliche A
steht. Wir sprechen von mechanischem Gleichgewicht, wenn die Nettokraft auf die
Trennwand verschwindet,

FJ_,I = FJ_,2 — Pmech,1 = % = % = Pmech,2 (1104)
d.h. wenn die mechanischen Driicke der beiden Systeme identisch sind.

Die Berechnung des mechanischen Druckes iiber seine Definition ist recht kompliziert.
Im Prinzip miissen wir wieder die Hamiltonschen Bewegungsgleichung fiir die einzelnen
Teilchen 16sen, um zu wissen, welches Teilchen zu welchem Zeitpunkt mit der Trennwand
kollidiert und dabei einen Kraftstoss auf letztgenannte ausiibt. Dies ist aber, wie schon
oben besprochen, in der Praxis unmdoglich. Wir wollen daher eine dem mechanischen Druck
dquivalente Definition fiir den Druck angeben, die die Berechnung aus der Zustandssum-
me bzw. der Entropie erlaubt. Dieser Druck ist der sog. statistische Druck, welcher
wiederum mit dem thermodynamischen Druck iibereinstimmt (sofern die Identifizie-
rung der statistischen und thermodynamischen Entropie und ihrer jeweiligen Ableitungen
nach der Energie, die den statistischen und thermodynamischen Temperaturen entspre-
chen, giiltig ist). Das mechanische Gleichgewicht ergibt sich damit als die wahrscheinlichs-
te Konfiguration fiir das Gesamtsystem, in der die statistischen Driicke {ibereinstimmen.

Wir betrachten wieder die Zustandssumme des Gesamtsystems, welche dem Produkt
der Zustandssummen der Teilsysteme fiir eine gegebene Energiepartition und eine
gegebene Volumenkonfiguration entspricht, summiert iiber alle méglichen Ener-
giepartitionen und Volumenkonfigurationen. Da das Gesamtvolumen V' = V;+ V5 konstant
ist, kann das Volumen V; alle Werte von 0 bis V' annehmen. Im Gegenzug nimmt das Vo-
lumen Vo = V — V; alle Werte von V' bis 0 an. Wir fithren einen kontinuierlichen
Parameter A\, 0 < A <1, ein und schreiben

Vi=AV, Vh=V-Vi=V-AXV=(1-XNV, 0<X<1.
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Die Zustandssumme des Gesamtsystems ist dann

Mmax

1
@(E, V,N) = Z / dA @1(E1—|—m8, )\‘/, Nl) (I)2<E2—m87<1 —)\)‘/, NQ) . (1105)
0

M=Mmin

Die wahrscheinlichste Konfiguration ist diejenige, bei der m einen Wert m, annimmt (wie
im vorangegangenen Abschnitt diskutiert) und A einen Wert A\, € [0, 1], definiert durch
die Bedingung

0=d [®1<E1 + me, )\‘/, Nl) (I)Q(EQ — me, (1 — )\)‘/, NQ)] (1106)

A=A, m=ms

Solange im System 1 wie im System 2 Teilchen sind, die auf die Trennwand Druck ausiiben
konnen, wird A, nicht zu nahe an 0 oder 1 sein, denn das entsprédche nicht der wahr-
scheinlichsten Situation, bzw. der, wo mechanisches Gleichgewicht herrscht, Gl. (1.104).
Die Félle A\, = 0 oder A, = 1 sind also extrem unwahrscheinlich, daher nimmt ¢, ®,
bei A = A\, und m = m, ein Maximum an. Wie im vorangegangenen Abschnitt disku-
tiert, ist dieses Maximum im thermodynamischen Limes extrem scharf. (Dass dies fiir
®, &, auch als Funktion von A gilt, ergibt sich daraus, dass fiir ein System mit sehr vielen
Teilchen die Erzeugung eines mechanischen Ungleichgewichts extrem viel Kraft erfordert.)

Eine analoge Rechnung wie im vorangegangenen Abschnitt zeigt, dass die statistische
Entropie bei A = A\, und m = m, ein Maximum annimmt. Wiederum gilt Gl. (1.98),
die wir nun mit dN; = dN, =0, dEy = —dFE; und dV; = —dV; als

0 - dSl +d52

[0S 85, 89S, 98,
B <8E1 Bl aEz) By + <8V1 Bl 81@) n

11 88, 95,
= (= - =)dE — ——]d L1
<T1 TQ) vt <8V1 aVQ) £ (1.107)

schreiben. Im thermischen Gleichgewicht verschwindet der erste Term und wir erhal-
ten

89S, 95,
= (1.108)

Dies gilt iibrigens auch, wenn kein Warmeaustausch stattfindet, d.h. wenn dF; = 0.
Wir definieren nun den statistischen Druck

oS

=T — . 1.1
p V|, (1.109)
Beispiel: Druck des idealen Gases.
Mit Gl. (1.85) gilt
dlnV N
=kgT N =kpT — =NkgT; 1.11
D B v 5Ly — pV Bl ( 0)

die wohlbekannte Zustandsgleichung des idealen Gases, die das Produkt aus Druck und
Volumen mit dem der Teilchenzahl und der Temperatur verkniipft.
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Mit dem statistischen Druck 148t sich die Bedingung (1.108) schreiben als

p_ D
. T’

oder, da auch thermisches Gleichgewicht herrschen soll,

P1=D2 - (1.111)

Falls sich statistischer und mechanischer Druck lediglich um eine Konstante Ap = const.
unterscheiden,

Pmech = P + Ap )

liefert die Gleichheit der statistischen Driicke, Gl. (1.111), die Bedingung fiir mechani-
sches Gleichgewicht, ndmlich die Gleichheit der mechanischen Driicke, Gl. (1.104).

1.3.7 Chemisches Gleichgewicht und chemisches Potential

Wir betrachten wieder die beiden isolierten Systeme aus Abb. 1.9, nun aber erlauben
wir zuséitzlich zum Austausch von innerer Energie auch noch den Austausch von Teil-
chen, z.B. indem wir die Trennwand zwischen den beiden Systemen permeabel machen,
vgl. Abb. 1.12. Im Prinzip kénnen wir auch den Austausch mechanischer Energie infolge
von Volumenénderungen zulassen, aber wir lassen dies hier zunéchst aufler acht, um die
folgenden Rechnungen zu vereinfachen, d.h. V; = const. und V, = const..

E, Vi/ Ny E, V, N, B, Vi Ny B Vo, N,
51 52 Sl AjN SZ
E,V,N,S

Abbildung 1.12: Zwei Systeme im thermischen und chemischen Kontakt. Uber die per-
meable Trennwand ist sowohl ein Austausch AFE von innerer Energie
und ein Austausch AN von Teilchen méglich.

Durch den Teilchenaustausch AN soll sich die Zahl der Teilchen in System 1 erhchen,
N; + AN. Da die Gesamtzahl der Teilchen erhalten ist, N = Nj + Ny = const., muss sich
die in System 2 entsprechend erniedrigen, No — AN. AN muss eine ganze Zahl n sein,

die in den Grenzen
—N1 <n= AN < N2

lauft. Die untere Grenze ergibt sich, wenn das System 1 seine gesamte Teilchenzahl N; auf
das System 2 iibertrigt, und die obere entsprechend, wenn das System 2 seine Teilchenzahl
Ny auf das System 1 iibertragt. Die mikrokanonische Zustandssumme ®(E,V,N) fiir
das Gesamtsystem ergibt sich wie in den beiden vorangegangenen Abschnitten aus dem
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1 Klassische Statistische Mechanik

Produkt ®; &, der Zustandssummen der Teilsysteme, summiert iiber alle moglichen
Energie- und Teilchenzahlpartitionen,

O(E,V,N)= > Z (B, +me, Vi, Ny 4+ n) Oy(Ey —me, Vo, Ny —n) . (1.112)

M=Mmin N=——

Das Produkt ®; ®; nimmt bei m = m, und n = n, ein (im thermodynamischen Limes
extrem) scharfes Maximum an,

0= d[q)l(El +m€,V1,N1 +7’L) (132(E2 — ms,Vg,Ng —nNn

)]m:m* M=Ns 7

vgl. Gl. (1.106). Eine analoge Rechnung (vgl. Gl. (1.98)) wie in den vorangegangenen
Abschnitten fithrt auf die Bedingung

0S1 0S5,

IN o, (1.113)

Dies gilt im thermischen Gleichgewicht, T7 = T5, oder wenn kein Energieaustausch zuge-
lassen wird, dE; = 0.
Das chemische Potential ist definiert als

08
w=-T — (1.114)
Beispiel: Chemisches Potential des idealen Gases.
Mit Gl. (1.85) gilt
S dln N—5/2 S 5 5 TS
= T (= N——|=-T|—=—-= =—kpT — —
a (N+kB AN ) (N QkB) el =y
V [4drm E\*?
= —kgT In|— — 1.11
k5 nN<3h2 N) (1.115)
Damit folgt aus GI. (1.113)
B e
— == 1.116
ot (1.116)
bzw. im Fall thermischen Gleichgewichts

Man spricht bei Gleichheit der chemischen Potentiale in den Teilsystemen von chemi-
schem Gleichgewicht.
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1.3 Bezug zur Thermodynamik

1.3.8 Erster Hauptsatz der Thermodynamik

Das totale Differential der Entropie lautet mit den Definitionen der Temperatur, GI.
(1.100), des Druckes, Gl. (1.109) und des chemischen Potentials, Gl. (1.114),

as = B qps 98 gy BB aw
IE |, OV | yn ON |y
1 p P
— —ap+Pav - HFan. 1.11
7T dV =5 (1.118)

Multiplizieren wir diese Gleichung mit 7" und stellen um, so erhalten wir den wohlbekann-
ten ersten Hauptsatz der Thermodynamik,

dE =TdS — pdV + pdN | (1.119)

der die Anderung der inneren Energie E mit den Anderungen der Entropie, des Volumens
und der Teilchenzahl verkniipft. Andererseits gilt fiir das totale Differential der Funktion
E(S,V,N)

)

_OF OF

dE = — dS+ — dV+ —| dN. 1.120
I P 172 P ) G O (1.120)
Durch Vergleich mit dem ersten Hauptsatz (1.119) identifizieren wir
OFE OF OF
T=" |, p=———| | pu=-—| . (1.121)
95 lyn WV g n N gy

1.3.9 Extensive und intensive ZustandsgréBen, Euler—Gleichung,
Gibbs—Duhem—Relation

Das Volumen V und die Teilchenzahl N sind Mafle fiir die Grofle eines Systems. Auch
die Entropie S ist proportional zur Grofie eines Systems, vgl. z.B. Gl. (1.85) fiir das ideale
Gas, S ~ N. Man bezeichnet S, V und N daher als sog. extensive Zustandsgroflen.
Aufgrund des ersten Hauptsatzes ist dann auch die innere Energie E eine extensive Grofe.

Im Gegensatz dazu sind die Gréflen 7', p und p sog. intensive Zustandsgroflen. Falls
E; S, V und N in gleichem Maf3e mit der Systemgrofle wachsen, sind T, p und u sogar
unabhiingig von der Systemgrofe. Dies folgt direkt aus Gl (1.121).

Nehmen wir nun an, dass E, S, V und N linear proportional zur Systemgrofie sind.
Wenn wir diese um einen Faktor a verdndern, gilt also

E(aS, aV,aN)=aFE(S,V,N) . (1.122)

Diese Gleichung besagt, dass die Energie eine homogene Funktion erster Ordnung
in den extensiven Zustandsgréfien S, V und N ist. Setzen wir « = 1+¢, ¢ < 1, so kénnen
wir mit Hilfe einer Taylor-Entwicklung um den Punkt (S, V, N) schreiben

OF OF OF
E(1+e)s, 1+e)V, (1+e)N) = B(S,V.N)+ 55 dS+ 7 dV + 5 dN

+0(dS?,dV?, dN?)
= E+TeS—peV+peN+0(E?)
= E+e(TS—pV+puN)=(1+¢)E.
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Aus der letzten Zeile folgt die sog. Euler-Gleichung
E=TS—pV +uN . (1.123)

Wir iiberpriifen ihre Giiltigkeit fiir das ideale Gas. Mit den Glgen. (1.110) und (1.115)
erhalten wir

5 3
E:TS+,uN—pV:QNk:BT—Nk:BTzéNk:BT,

was mit Gl. (1.101) iibereinstimmt.
Bilden wir das totale Differential der Euler-Gleichung (1.123), so erhalten wir

dE = d(TS)—d(pV) + d(uN)
= TdS—pdV + pdN
+ SdT —Vdp+ Ndpu.

Mit dem ersten Hauptsatz der Thermodynamik, Gl. (1.119), folgt daraus die sog. Gibbs-
Duhem-Relation

0=SdT —Vdp+Ndpu. (1.124)

1.3.10 Das Aquipartitionstheorem

Wir erinnern uns an Gl. (1.61), die wir mit Hilfe der Identitét

0 "
5 © (&~ H(m) =0(E - H(7))

bewiesen hatten. Wir berechnen damit nun den folgenden Ensemble-Mittelwert:

OH 1 OH
N - (AP (H@R) - E) 1
<7” awj> T(E,V,N) /Fd O (H(7) = E) o

_ ﬁ@%/dp@@_ﬂ(ﬁ))mg—g

_ W%/de H(@) n ia(}gi;j@

_ W%/ o5 - Hﬁ)){%[M(H—E)]—(H—E)g;;}
- Tma%{ dP@E H(7 ))8i][m(H E)]

+ 0y { o(E,V,N) — /FdF@(E—H(ﬁ)) H(ﬁ)” . (1.125)
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1.3 Bezug zur Thermodynamik

Das erste Integral in den geschweiften Klammern 148t sich mit dem (2s—1)-dimensionalen
Integrationsmaf dI'V = [], ; dm; wie folgt schreiben:

/dF’ /dﬂj O (E — H(R)) a% [r; (H — E)]

L o

= /dP’ [m(H — E)% =0,

[areE-um) % fmi (H — E)]

(S SR

wobei wir die Integrationsgrenzen 7 und 7T? fir die dm;—Integration eingefiihrt haben,
die sich ergeben, wenn man die Bedingung H(7) = E nach m; auflést. An diesen Gren-
zen ist damit aber diese Bedingung erfiillt, woraus sofort folgt, dass der Integrand der
verbleibenden dI"-Integration verschwindet.

Wir rechnen nun mit Gl. (1.125) weiter,

< 45’_H>:5 1L 0 [E¢(E,V,N)—/Fdl“@(E—H(ﬁ)) H(ﬁ)]

"or; ]~ "T(E,V,N) O0F

_ 1 dp(E,V,N) . .

_ 1 _ . ¢(B,V,N)
= dipgyy WE VN + EAEV.N) - BU(E V. NI =05 S 33y -

wobei wir im letzten Schritt Gl. (1.61) benutzt haben. Wir benutzen nun die Definition
(1.60) von A(E,V, N), die Definition (1.83) der Entropie, sowie die Definition (1.100) der
Temperatur und erhalten

OH\ 1 (B, VN T o
<7T25’7U> = % [@(E,V,N) O } = 0ij | 55 me(E,V,N)

aS
oF

-1

Diese Relation bezeichnet man als verallgemeinertes Aquipartitionstheorem. [15.11.2011
Mit den Hamiltonschen Bewegungsgleichungen (1.6) 148t sich aus Gl. (1.126) folgern

Fir eine Hamilton-Funktion der Form

3N p?
H@) =) -4V
0=D g+ V@
gilt ferner
_OH  p _OH OV
T T m TP T 9 oy
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und damit

3N 3N oV
_;<Qipi> = Z<qzﬁ_qz> =3NkpT, (1.128)

i=1

%Z@i(m - Z<p22 > = (T) :SN%k;BT. (1.129)

_ 2m
=1

Die zweite Gleichung ist das sog. Aquipartitionstheorem der Energie: jeder Freiheits-
grad tragt im statistischen Mittel die kinetische Energie % kgT.
Beispiel: Ideales Gas, V(g) = 0.

E=(H(R) = (T) = ;NkBT,

in Ubereinstimmung mit G1. (1.101).

Kombinieren wir Gl. (1.128) mit Gl. (1.129), erhalten wir den schon aus der Vorlesung
“Mechanik I” (Gl. (3.19)) bekannten Virialsatz,

(T) :%jZN<Qig—;/;> : (1.130)

1.4 Kanonisches Ensemble

1.4.1 Die kanonische Zustandssumme

Wir betrachten ein nach auflen hin isoliertes System Y, welches aus zwei disjunkten Teil-
systemen 3; und Y besteht, die sich untereinander im thermischen Gleichgewicht
befinden, d.h. ¥; und ¥, haben dieselbe Temperatur 7. Jedoch sei 3 sehr viel klei-
ner als Y5, vgl. Abb. 1.13. Man sagt, Y5 ist ein Warmereservoir oder Warmebad fiir
21.

B, Vi N

Abbildung 1.13: Ein System 3, das aus zwei Teilsystemen ¥; und >, im thermischen
Gleichgewicht besteht. Y5 sei ein Warmebad fiir 3.
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1.4 Kanonisches Ensemble

Die Situation ist identisch mit der in Abschnitt 1.3.2 besprochenen. Der Phasenraum
I' des Gesamtsystems wird gebildet aus den Phasenraumvariablen 7; des Systems ¥; und
den Variablen 7y des Systems Y,. Das Integrationsma$ zerféllt wie in Gl. (1.87) angegeben.
Wir leiten nun die Wahrscheinlichkeitsdichte p;(7;) des Systems ¥, her.

Zunéchst ist p(7, T2) die Wahrscheinlichkeitsdichte dafiir, System ¥, im Mikrozustand
7 und System Y5 im Mikrozustand 7y zu finden. Fragt man nach der Wahrscheinlich-
keitsdichte p;(77), das System ¥y im Zustand 7; zu finden, unabhingig vom Zustand
7o des Systems Yy, so muss man p(7y,T2) iiber den Phasenraum I'y des Systems ¥y in-
tegrieren (oder mit anderen Worten, iiber alle Mikrozustédnde, die ¥y annehmen kann,
summieren),

pl(ﬁl) E/ dFQ p(ﬁl,ﬁg) . (]_]_3]_)
T2

Da ¥ nach Voraussetzung isoliert ist, ist die Wahrscheinlichkeitsdichte p(7,72) fir das
Gesamtsystem Y durch eine mikrokanonische Wahrscheinlichkeitsdichte gegeben,

1

F v )~ B)

p<7_f17 7?2) =

Fiir den Fall, dass die Wechselwirkung zwischen ¥; und 35 schwach ist (sie soll lediglich
fiir thermisches Gleichgewicht zwischen den beiden Systemen sorgen, ganz gleich wie lange
dies dauert), so konnen wir in guter Ndherung annehmen, dass

H(7y, 7o) ~ Hi (7)) + Ho(72)

so dass
(7)) = m / dr, 6 (Ha() — [E — Hy (7))
_ mr (E — Hy(#), Vo, Vo)
- m exp [InTs (E — Hy (), Vs, N)] - (1.132)

Hierbei haben wir von der ersten zur zweiten Zeile die Definition (1.43) der Funktion
['(E,V,N), bezogen auf das System >, benutzt. Da 3 viel kleiner als Y5 ist, ist auch
E > H,;(7) und wir kénnen den Logarithmus im Exponenten um E entwickeln,

. 1 L, 0
p1<7T1) = m exp |:11'1F2<E7 ‘/27N2) - H1<7T1) a—E 1HF2<E, ‘/2, NQ) + O(H%):|
1 1 05,
= InT'y(E, Vo, Ny) — Hi(Th) — == O(H;
F(E,‘/,N) exXp [1’1 2( s V2, 2) 1<7T1> kB aEQ e BNy =+ ( 1) 5
(1.133)

wobei wir den Zusammenhang (1.84) zwischen Entropie und InT'(F, V, N) benutzt haben.
Mit Hilfe einer Taylor-Entwicklung berechnen wir

652 . 852 8252

I - = H g - Te
OF, OF, ) 55

Ey=E—H,(#1)

+ O(H?}) .

Ey=E—H, (1)

E>y=FE
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Benutzen wir dies in Gl. (1.133), so sehen wir, dass der Term linear in H,(7;) zusammen
mit dem Vorfaktor von quadratischer Ordnung in H;(7) ist. Da wir solche Terme bereits
in Gl. (1.133) vernachléssigt haben, gilt bis zur Genauigkeit, mit der wir rechnen, die

vereinfachte Relation
1

T

05, 05
OF; | g, _p OB
Diese etwas umsténdliche Zwischenbetrachtung war notwendig, um die korrekte Tempe-

ratur 7" in den folgenden Gleichungen benutzen zu kénnen. Nun setzen wir dieses Zwi-
schenergebnis in Gl. (1.133) ein und erhalten mit der Definition

Ey=E—H,(#)

1
3= — (1.134)
das Resultat
pl(ﬁl) ~ w €exXp [—ﬁ Hl(ﬁl)] ~ €Xp [—ﬁ Hl(ﬁl)] . (1135)

I'(E,V,N)

Ein Ensemble von Systemen bei konstanter Temperatur 7', konstantem Volu-
men V und konstanter Teilchenzahl N nennt man ein kanonisches Ensemble. Die
konstante Temperatur wird dadurch erreicht, dass man die Systeme des Ensembles in Kon-
takt mit einem Warmebad mit fest vorgegebener Temperatur bringt und wartet, bis sich
thermisches Gleichgewicht eingestellt hat. Offenbar sind dann die Systeme vom selben
Typ wie das oben diskutierte System >;, haben mithin eine Wahrscheinlichkeitsdichte,
die der aus Gl. (1.135) proportional ist. Die normierte Wahrscheinlichkeitsdichte
fiir das kanonische Ensemble lautet

1
M) = ————= —BH(7 1.1
7 = Zaryray P 8] (1.136)
wobei der Normierungsfaktor
1 —

die sog. kanonische Zustandssumme ist. Wir haben hier bereits die richtige Dimension
(per Division durch ein Elementarvolumen A3 im Phasenraum) und die Ununterscheid-
barkeit der Teilchen (per Division durch alle moglichen Permutationen N! der Teilchen
untereinander) beriicksichtigt.

Man beachte, dass das Integral iiber den Phasenraum nicht ldnger auf die Hyperflache
'y konstanter Energie ' beschrénkt ist, wie dies noch beim mikrokanonischen Ensemble
der Fall war. Es wird tiber alle Energien £ (mit exponentiell fallender Wahrscheinlichkeit)
integriert. Der physikalische Grund dafiir ist, dass das Warmebad Energie an das System
abgeben oder von ihm aufnehmen kann. Daher ist der Wert der Energie H (%) nicht mehr
exakt gleich dem auf einer im mikrokanonischen Ensemble noch fest vorgegebenen Energie-
Hyperflache.

Mittelwerte werden im kanonischen Ensemble wie folgt berechnet:

1 1

F\ =
(F) Z(T,V,N) k3NN

/ AT F(7) e PHE) | (1.138)
r
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1.4 Kanonisches Ensemble

Z.B. gilt fiir die mittlere Energie
1 1

E=(H(R)) = 7 VN VN /F AT H () e PH ™

Z(T,V,N) k3NN “a8 ¢ -

1 1 <a / _
= - dr e PHE >>
Z(T,V,N) h3NN! \ 9 -~

1 9Z(T,V,N)
Z(T,V.N) op

V,N
0 0
= ——InZ(T,V,N)| =kgT*—In Z(T,V,N) , (1.139)
ap V,N or V,N
wobei wir in der letzten Zeile
0 0 1 0
9% 9 — =k — (1.140)
aT ~ aT 85  kT? 85 8ﬁ
benutzt haben. Wir betrachten zwei Spezialfille:
(i) Fiir eine Hamilton-Funktion der Form
3N p?
H(®) = L +V
@)= g V(@
gilt
3N 2
Al e PHE  — 3N g~ BV(@ ; _ i
/r e d d3Np exp e
i=1
00 p2 3N
_ [ NV @ / d _
Jeraera| [ e (-5
= (QkaBT)‘?N/z/d‘?NH —Bvia)
wobei wir im letzten Schritt das wohlbekannte GauB-Integral
/ dze /% =210 (1.141)

benutzt haben. Die sog. thermische de Broglie-Wellenlénge ist definiert als

2mh? 2h?3
1.142
A = S = 5 “\ ks =V (114

Damit gilt fiir die kanonische Zustandssumme (1.137)

1
Z(T,V,N) = 15575 / BN ge VD (1.143)
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(ii) Ideales Gas: V(q) =0, [ d* ¢ = V. Die kanonische Zustandssumme vereinfacht
sich zu

1 1 N
_ N _
ZTV.N) = mwm V= W <;3) (1.144)

N In <%) — N(InN —1)

= N {m (NLA?)) + 1] , (1.145)

wobei wir wieder die (vereinfachte) Stirlingsche Formel (1.76) benutzt haben. Man
beachte, wie einfach die Berechnung der kanonischen Zustandssumme gegeniiber der
der mikrokanonischen Zustandssumme geworden ist. Man braucht keine Volumina
von Korpern in hochdimensionalen Rdumen mehr zu berechnen, ein einfaches Gauf3-
Integral geniigt!

Die mittlere Energie (1.139) ergibt sich durch Ableiten von (1.145) nach 5. Unter
Benutzung von Gl. (1.142) erhalten wir

— In Z(T,V,N)

12

d\ 0

£ = -2 Z mZ(T,V,N
a5 oy mALY )V,N
A dlnA? 3 A1 3
_ AN — SN2 =S NkgT 1.14
213 dx 27BN 20 "o (1.146)

also die gleiche Relation wie im mikrokanonischen Fall, vgl. Gl. (1.101), nur dass
die fest vorgegebene Energie E im mikrokanonischen Ensemble durch die mittlere
Energie £ im kanonischen Ensemble ersetzt wird.

17.11.2011
1.4.2 Laplace—Transformation

Die kanonische Zustandssumme (1.137) kann als Laplace-Transformierte der normier-
ten mikrokanonischen Zustandsdichte

i _ 1 L _T(EVN) _ A(EV.N)
NEVN) = v 406 HGR) - B) = =g = S5

0 (B, V,N) 0%4(F,V,N)

~ OE hNN! OF (1.147)

auf der Energie-Hyperfliche ' aufgefalt werden.
Mathematisch ist die Laplace-Transformierte F(s) einer Funktion f(t) folgendermafien
definiert:

F(s) = /OOO dt et f(t) . (1.148)

Hierbei ist ¢ € R und s € C. Die Funktion f(¢) muss exponentiell wachstumsbeschrankt
sein, |f(t)| < K e sein, mit Konstanten K,d € R, damit das Integral in der Halbebene
Re s > d konvergiert.
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1.4 Kanonisches Ensemble

Um den Zusammenhang zwischen der kanonischen Zustandssumme als Laplace-Trans-
formierte der Zustandsdichte zu sehen, fiigen wir eine Eins,

IE/OOdEcS(H(ﬁ)—E) ,

in die Definition (1.137) der kanonischen Zustandssumme ein,

Z(T,V,N) = h3NN' / dr / dE 6 (H E) ¢ PHT)
_ /0 dE e ﬁEthN!/dFé( (%) — E)
= / dEe PP T(E,V,N). (1.149)
0

Durch Vergleich mit Gl. (1.148) erkennen wir, dass die kanonische Zustandssumme die
Laplace-Transformierte der mikrokanonischen Zustandsdichte beziiglich der Variable E
ist. Die Laplace-Transformierte héingt streng genommen von der Variablen (3 ab, aber diese
Abhéngigkeit ist aufgrund der Definition (1.134) von (3 identisch mit einer Abhéngigkeit
von der Temperatur T

Den Zusammenhang (1.149) kann man ausnutzen, um die normierte mikrokanonische
Zustandsdichte I'(E,V, N) bzw. die mikrokanonische Zustandssumme ®;4(E,V, N) mit
Hilfe der inversen Laplace-Transformation der kanonischen Zustandssumme zu be-
rechnen. Da sich die kanonische Zustandssumme, wie wir oben am Beispiel des idealen Ga-
ses gesehen haben, relativ einfach berechnen 14t und eine inverse Laplace-Transformation
(wie wir noch sehen werden) ebenfalls keine gréoferen mathematischen Schwierigkeiten
birgt, ist dies in den meisten Féllen wesentlich einfacher als die direkte Bestimmung
der mikrokanonischen Zustandssumme ®;q(F,V, N) als Volumen eines hochdimensiona-
len Korpers.

Die zu Gl. (1.148) inverse Laplace-Transformation lautet

f(t)= i /Hm dse’ F(s), (1.150)

270 Jeioo

wobei die s—Integration entlang einer Geraden in der komplexen s—Ebene verlauft, welche
parallel zur imagindren s—Achse und rechts von allen Singularitdten von F(s) verlduft,
vgl. Abb. 1.14. Mit anderen Worten, wenn wir die Singularitdten von F'(s) mit s} be-
zeichnen, ¢ = 1,2, ..., und wenn 0.B.d.A. Res} > Res!, i = 2,3,..., dann ist ¢ > Resj.

Angewendet auf Gl. (1.149) lautet die inverse Laplace-Transformation

B 1 c+i00
= PE7 | — V.N| . 1.151
F(E, V. N) 27”,/6 dde (k SV ) (1151)

Da dies relativ unanschaulich ist, betrachten wir das folgende

—1300

Beispiel: Mikrokanonische Zustandsdichte des idealen Gases als inverse La-
place-Transformierte der kanonischen Zustandssumme.
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Ims

Res

X @

Abbildung 1.14: Integrationskontur in der komplexen s—Ebene bei der inversen Laplace-
Transformation. Die Singularitédten von F(s) in der komplexen s—Ebene
sind durch Punkte gekennzeichnet.

Die kanonische Zustandssumme fiir das ideale Gas war in Gl. (1.144) berechnet worden.
Zur Vereinfachung der nachfolgenden Rechnung fithren wir die Abkiirzung

VN omm )\ V2
Y(ViN) = = ( 2 ) (1.152)
ein, so dass
1 VN 2mm\ V2 _
(o) =g () =owmee s

Offensichtlich hat Z(T,V, N) einen 3N/2-fachen Pol am Ursprung, 8 = 0, der komplexen
B—-Ebene. Wir kénnen daher die Integrationskontur in Gl. (1.151) beliebig (d.h. infinite-
simal) nahe an die imaginédre s—Achse legen, c = § < 1,

_ N d+ioco
T(E,V,N) = 7(;/’ ) / A3 ePE 33N/ (1.154)
)

(X

Wir schlieflen nun die Integrationskontur im Unendlichen in der linken Halbebene, d.h.
fir Re 3 < 0, vgl. Abb. 1.15.

Der Halbkreis im Unendlichen tragt wegen Re(3 < 0 nichts bei (exponentielle Un-
terdriickung des Integranden). Wir wenden nun den Residuensatz zur Berechnung des
geschlossenen Konturintegrals an,

[(E,V,N) =~(V,N)Res [¢"" 373N/%0] . (1.155)
Das Residuum einer Funktion f(z), die einen Pol p-ter Ordnung an der Stelle 2, hat,
lautet bekanntlich (vgl. Gl. (3.90) in [11])
1 dr—t

)! dzr—1 [(z = Zo)pf(z)]Z:ZO )

Res [f; 2] = o)
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Im

™

Abbildung 1.15: Integrationskontur in der komplexen S—Ebene bei der Berechnung von

['(E,V,N) durch die inverse Laplace-Transformation.

Angewendet auf Gl. (1.155) erhalten wir

_ 1 q3N/2-1 3N/2 _BE 5—3N/2
1
_ N E3N/271
W BRI
B V_N 1 2rmEN*N* orm
~ N! (3N/2 —1)! h? h2
o vy 1 2rmE\ *N/? )
= ﬁ(3]\]/2)!( e ) :a—Ecbid(E,V,N). (1.156)

wobei wir von der zweiten zur dritten Zeile Gl. (1.152) und im letzten Schritt Gl. (1.81)

benutzt haben. Dies ist genau das geméf Gl. (1.147) erwartete Resultat.

1.4.3 Freie Energie

Die freie Energie ist in der Statistischen Mechanik definiert als
F(T,V,N)=—kgT In Z(T,V,N) . (1.157)

Funktionen der Form F(7,V,N) oder auch E(S,V,N) bezeichnet man auch als ther-
modynamische Potentiale. Die freie Energie F/(T,V, N) ist dasjenige thermodynami-
sche Potential, was aus E(S,V,N) entsteht, wenn man die Variable S durch die Va-
riable T' ersetzt. Mathematisch formal geschieht so ein Variablenwechsel mit Hilfe einer
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1 Klassische Statistische Mechanik

Legendre-Transformation. (Man erinnere sich an die Vorlesung “Theoretische Physik
17, in der wir die Hamilton-Funktion H (p, ¢, t) mittels einer Legendre-Transformation der
Lagrange-Funktion L(cf, d,t) konstruiert hatten, bei der die generalisierten Geschwindig-
keiten cj’ durch die generalisierten Impulse 7 ersetzt wurden.) In diesem Fall lautet diese
Transformation

oF

V.N

= E(S(T,V,N),V,N)—TS(T,V,N), (1.158)

wobei wir Gl. (1.121) benutzt und darauf geachtet haben, dass die Abhéngigkeit von
S, V, N auf der rechten Seite durch eine von T, V, N ersetzt werden muss. Fiir das totale
Differential der freien Energie gilt damit unter Benutzung des ersten Hauptsatzes der
Thermodynamik fiir die Energie, Gl. (1.119),

dFF = dE—-TdS —-SdT
= TdS —pdV +pudN —-T7TdS — SdT
= —SdT —pdV + pudN . (1.159)

Dies ist der erste Hauptsatz der Thermodynamik, formuliert fiir die freie Energie
anstelle der inneren Energie. Er bestétigt noch einmal, dass die freie Energie eine Funktion
der unabhéingigen Variablen 7,V und N ist. Durch Vergleich von Gl. (1.159) mit der

Identitat

F
dV + a_
TN ON

oF
ar=21 ar+ &
o |,y v

fiir das totale Differential erhalten wir auflerdem die Relationen

_OF __OF _OF
T P=" %y N

oF dN

TV

-5 1 (1.160)

Y ) Y
V,N T,N Vv

welche den Relationen (1.121) fiir die innere Energie F(S,V,N) entsprechen. Setzen
wir die Definition (1.157) ein, so erhalten wir Relationen, welche die Berechnung der
Entropie, des Drucks und des chemischen Potentials aus der kanonischen Zustandssumme
ermoglichen. Fiir die Entropie gilt

_or
aT

0ln Z
oT

F+€
T T’

S = :kBan—FkBT

V,N

(1.161)

V,N

wobei wir die Definition (1.157) und Gl. (1.139) fiir die mittlere innere Energie £ benutzt
haben. Man erkennt, dass diese Relation konsistent mit der Legendre-Transformation
(1.158) ist, wenn man die Energie E(S(7,V, N),V, N) mit der mittleren Energie £ iden-
tifiziert. Fiir den Druck und das chemische Potential erhalten wir

oOF Oln Z
- 2 kT 1.162
P WVin 20TV |y (1.162)
oOF 0ln Z
e . 1.16
a ON |y, PETON L, (1.163)
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Die freie Energie ist eine extensive Zustandsgrofe. Dies erkennt man unmittelbar an
Gl. (1.158), da sowohl innere Energie wie auch Entropie extensive GroBen sind, wéhrend
die Temperatur eine intensive Grofle ist. Die Extensivitdt folgt aber auch aus der Ad-
ditivitét der freien Energie. Dazu betrachten wir zwei Systeme mit jeweils identischen
Teilchen im thermischen Gleichgewicht, d.h. es findet Energie- aber kein Teilchen-
austausch statt. Die (gemeinsame) Temperatur der Systeme sei T, die Volumina und
Teilchenzahlen der einzelnen Systeme seien Vy, V5, bzw. Ny, Ny. Die kanonische Zustands-
summe des Gesamtsystems (V =V} + Vo, N = Ny + Ny) ist

1 Lo
— _BH(W 77T)
Z(T,V,N)_thllNQ!/FdFe 172)

wobei 7, Ty Zustandsvektoren des ersten bzw. zweiten Systems, fr dI' = fFl dr’y frg dl'y
der Phasenraum und H (7, T2) die Hamilton-Funktion des Gesamtsystems ist. Der kom-
binatorische Vorfaktor begriindet sich daraus, dass zwar die Teilchen eines jeweiligen
Teilsystems ununterscheidbar sind, aber dass kein Teilchenaustausch stattfindet, der eine
groflere Zahl von Permutationen der Teilchen untereinander erlauben wiirde. Fiir den Fall
schwacher Wechselwirkung zwischen den Teilsystemen gilt

H(7y, 7o) ~ Hy(71) + Hy(72)

und daher
Z(T,V,N) ~ ;/ dry, e P HF) 1 / AT, e B Hz(7)
y Vo h3N1 Nl | r, h3N2 N2| Iy
= Z\(T, V1, N1) Zo(T, Vo, No) . (1.164)

Mit Gl. (1.157) folgt daraus sofort die Additivitét der freien Energie,

F(T,V,N) = Fy(T,Vi,Ny) + F5(T, V5, N>) . (1.165)

1.4.4 Fluktuationen im kanonischen Ensemble

Die Wirmekapazitit bei konstantem Volumen (und konstanter Teilchenzahl) ist
definiert als
_0¢€

(1.166)

V,N

Mit der mittleren Energie (1.139) und Gl. (1.140) kann man die Wérmekapazitiat bei
konstantem Volumen wie folgt umschreiben:

0 0lnZ dg 9> In Z 0 InZz
= —_— T2 = - = 2
& = a7 (kf‘ aT )V,N dT 982 |y RN .
o (102 1 9*°Z 1 [(02\*
- L 2 ¥ - Y -k 2| - _ - | = )
2555 (2 66)V7N 2712 03|, 22(86)V,N
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1 Klassische Statistische Mechanik

Nun ist aber geméafl der Definition von Mittelwerten im kanonischen Ensemble, vgl. Gl.

(1.138),
1 07 B 1 1 o\ —BH(F) — oV —
Z Bl _EW/FdF H(7)e "M = —(H(7)) = ~€
1 0?7 11 “BH(R) — -
Z R,y ?W/Fdrm( i) e 1D = (H*(7))
und daher
Cv = kg 8° [(H(R)) — (H(®)] = kp 5 [(H*(7)) - €°] . (1.167)

Dies 143t sich mit der Identitat
([H(7) =€) = (H*(®)) —2E (H(7)) + £ = (H*(7)) —2E* + € = (H*(7)) — &

umschreiben in

Cy =k B ([H(7) - &) >0. (1.168)

Der Mittelwert entspricht der mittleren, absoluten quadratischen Schwankung der
Energie. Er ist offensichtlich immer positiv semi-definit. Die positive Semi-Definitheit der
Wiirmekapazitiat bei konstantem Volumen entspricht geméfl ihrer Definition (1.166) der
Aussage, dass eine Temperaturerh6hung eine Erh6hung der inneren Energie zur
Folge hat, oder auch umgekehrt, dass Energiezufuhr eine Temperaturerh6hung zur
Folge hat. Die Tatsache, dass Cy > 0, bezeichnet man als thermische Stabilitét.

Wir kénnen auch die mittlere, relative quadratische Schwankung der Energie
berechnen,

—— _ [ (H( Cka
AE:\/ ’/kBBQSQ — k5 Cy = = (1.169)

Da aber £ ~ N und dementsprechend auch Cy ~ N, ist

AE ~ —— —0 (N — 00),

d.h. die mittlere, relative quadratische Schwankung der Energie geht im thermodyna-
mischen Limes gegen Null!

Nun ist aber AE auch ein Ma$ fiir die Breite der Verteilung der inneren Energie
auf die einzelnen Mitglieder des kanonischen Ensembles. Wenn diese im thermodyna-
mischen Limes gegen Null strebt, tragen Mitglieder, deren Energie H(7) nicht mit dem
Mittelwert £ iibereinstimmen, nur in verschwindend geringem Mafle zur kanonischen
Zustandssumme bei und dies, obwohl man zur Berechnung von Z iiber alle Werte H (7)
der Energie im Phasenraum integriert, vgl. G1. (1.137).

Wenn man diese Beobachtung auf die Laplace-Transformation (1.149) iibertriagt, so
muss der Integrand e ?*T(E,V, N) bei E = £ ein ausgeprigt scharfes Maximum haben,
vgl. Abb. 1.16.
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1.4 Kanonisches Ensemble

eBE F(E,V,N)

Abbildung 1.16: Integrand der Laplace-Transformation (1.149).

Dies ist auch rein mathematisch begriindbar: I'(E,V, N) ist eine (im thermodynami-
schen Limes) mit hoher Potenz von E wachsende Funktion (vgl. Gl. (1.156) fiir das ideale
Gas, wo ['(E,V, N) ~ E3N/2=1) "aber e ¥ ist eine mit E exponentiell fallende Funktion.
Das Produkt beider Funktionen hat ein scharfes Maximum bei einer Energie £, die man
aus folgender Bedingung bestimmt:

a _ _
0 = L[ BN,
_ i[_ﬁEHn L(E,V,N)| p_e

1 0
= -8+ E 9E Suke(E,V,N) e . (1.170)

Die Ableitung der mikrokanonischen Entropie nach der Energie ist identisch mit der Tem-

peratur im mikrokanonischen Ensemble, vgl. Gl. (1.100), so dass
I 1

kT kpTuke

3 (1.171)

Die Temperatur 7" im kanonischen Ensemble stimmt also mit der Temperatur Tykg im
mikrokanonischen Ensemble iiberein, sofern man letzteres bei der Energie £ = £ betrach-
tet.

Wir entwickeln nun den Logarithmus des Integranden in Gl. (1.149) in eine Taylor-Reihe
um das Maximum F = &,
In[e ?PT(E,V,N)] =In[e #T(E,V,N)]

1 2 _
+ S (E-€) % In[e?"T(E,V,N)|,_,+O[(E-¢&)"] ,

wobei der Term mit der ersten Ableitung aufgrund von Gl. (1.170) verschwindet. Den
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1 Klassische Statistische Mechanik

Term mit der zweiten Ableitung nach F formen wir wie folgt um:

o2 5 = o2 2 2
o1 8 0 1 1 oT 1
OE | kp OF Suxe(E, V. )} OF (kB TMKE) kpT? OE  kpT2Cy’

wobei wir GL. (1.171) und, da das ganze bei £ = £ auszuwerten ist, Gl. (1.166) benutzt
haben. Wir erhalten also

e PET(E,V,N) ~ e P T(E,V,N) exp —M
) ) - Y Y 2 kB T2 CV Y
und eingesetzt in Gl. (1.149)

Z(T,V,N) = / dE e PET(E,V,N)
0

~ e_ﬁ‘sl:‘(é',V,N)/ dE exp
0

kg (E-E\’
2Cy \ kgT
—BE T o kB 2
~ e " I(E,V,N) kT drexp| —=—=
o 2Cy

= /21kgT?Cy T(E,V,N) e %, (1.172)

wobei wir von der zweiten auf die dritte Zeile x = (F — £)/(kgT') substituiert haben und
die untere Integralgrenze gegen minus unendlich geschickt haben, da einerseits £ /(kgT") >
1 und der Integrand nur in der Ndhe des Maximums bei z = 0 wesentlich von null
verschieden ist. Das verbleibende Gauf-Integral 148t sich mit Gl. (1.141) sofort auswerten.

Berechnen wir aus dem Ausdruck (1.172) mit Hilfe von Gl. (1.157) die freie Energie, so
erhalten wir

1
F(TV.N) = —ksT W Z(T,V.N) = =5 nZ(T,V.N)

1. - 1 )
= £ 5 InT(EVIN) = 55 (ks T*Cy)

<~ S—TS(T,V,N) ~ S—TSMKE(S,V,N)—FO(]HN)

wobei wir von der zweiten zur dritten Zeile die Abschidtzung Cy ~ N benutzt haben.
Die Entropie S(T,V, N) im kanonischen Ensemble, die man bei der Temperatur 7', dem
Volumen V' und der Teilchenzahl N berechnet, stimmt also im thermodynamischen Limes
mit der mikrokanonischen Entropie Sykg(€,V, N), berechnet fiir die mittlere Energie &,
das Volumen V und die Teilchenzahl N, iiberein.

12

1.5 GroBkanonisches Ensemble

1.5.1 Die groBkanonische Zustandssumme

Wir betrachten wieder die Situation aus Abb. 1.13, d.h. wir betten ein System ¥ in
ein Warmebad ¥, ein. Zusétzlich zum Energieaustausch, der fiir thermisches Gleichge-
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1.5 GroBlkanonisches Ensemble

wicht zwischen den Systemen sorgt, erlauben wir nun auch noch Teilchenaustausch,
z.B. dadurch, dass die Grenzfliche zwischen den Systemen permeabel sein soll, vgl. Abb.
1.17. Der Teilchenaustausch sorgt dafiir, dass die beiden Systeme auch ins chemische
Gleichgewicht kommen. Zusétzlich zu seiner Funktion als Warmebad hat Y5 daher die
Funktion, fiir 3J; ein Teilchenreservoir oder Teilchenbad zu sein.

————————————————

Abbildung 1.17: Ein System ¥, das aus zwei Teilsystemen ¥; und ¥y im thermischen und
chemischen Gleichgewicht besteht. 35 sei ein Warme- und Teilchenbad
ﬁj_r 21.

Wir wollen nun die Wahrscheinlichkeitsdichte p;(7) fiir diesen Fall bestimmen.
Eine Rechnung analog der, die uns im kanonischen Ensemble auf Gl. (1.132) gefiihrt hat,
liefert nun

p1<7T1) = ﬁ exXp [hl FQ(E—H1<7?1),‘/2,N—N1)] . (1174)
Der einzige Unterschied zu Gl. (1.132) ist der, dass statt des Arguments Ny nun N — N;
auftritt. Dies ist wegen N = N; + Ny = const. formal identisch, beriicksichtigt aber, dass
das System X, Teilchen von ¥; aufnehmen oder an ¥; abgeben kann. Weil E > Hy(7)
und N > N; konnen wir, wie schon in Gl. (1.132), den Logarithmus in eine Taylor-Reihe
entwickeln, nun allerdings beziiglich zweier Argumente von I'y,

In TQ(E—Hl(ﬁl),VQ,N—Nl):ln FQ(E,‘/Q,N)
L, 1 0S 1 0S
B H1<7T1>_ 2 2

902 N, 92 O(H2. N2. H, N
iy O, Vs ON, + O(HY, Ny, HiN)

Eo=E,No=N

Eo=E,No=N

wobei wir Gl. (1.84) benutzt haben. In fithrender Ordnung in H;(7) bzw. N; gilt nun
wieder

OF, Ey=E,No=N OB, Ey=E—Hq(71),N2=N—N; e
053 ~ 9% _ B
ON, E>=E ,No=N ON, Ey=E—Hy(71),No=N—N; T’

so dass

In Uy(E — Hy(7,), Vo, N = Ny) >~ In Ty (E, Vo, N) — B Hy () + SNy,
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1 Klassische Statistische Mechanik

und daher
F2<E7 V7 N)
I'(E,V,N)

Ein Ensemble von Systemen bei konstanter Temperatur 7', konstantem Volu-
men V' und konstantem chemischen Potential ;1 nennt man ein grof3kanonisches
Ensemble. Die konstante Temperatur wird, wie schon im kanonischen Ensemble, da-
durch erreicht, dass man die Systeme des Ensembles in Kontakt mit einem Warmebad
mit fest vorgegebener Temperatur bringt und wartet, bis sich thermisches Gleichge-
wicht eingestellt hat. Das konstante chemische Potential ergibt sich analog dadurch, dass
man die Systeme des Ensembles in Kontakt mit einem Teilchenbad mit vorgegebenem
chemischen Potential bringt und wartet, bis sich chemisches Gleichgewicht eingestellt
hat. Offenbar sind dann die Systeme vom selben Typ wie das oben diskutierte System
Y1, haben mithin eine Wahrscheinlichkeitsdichte, die der aus Gl. (1.175) proportional
ist. Die normierte Wahrscheinlichkeitsdichte fiir das groflkanonische Ensemble
lautet

p1(T1) ~ exp [=0 (Hi(T1) — p N1)] ~ exp [0 (Hi(71) — pN1)] - (1.175)

1
T) = —B(H(T) —puN 1.1
7) = Fayr P [ (HE) — )] (1.176)
wobei der Normierungsfaktor
00 1 B
Z(T,V,pu) = NEOW rdr exp [-0 (H(7) — uN)] (1.177)

die sog. groflkanonische Zustandssumme ist. Man beachte, dass die obere Grenze
fiir die Summe iiber N eigentlich durch die Zahl der Teilchen im Teilchenbad gegeben
ist, denn mehr als sdmtliche Teilchen des Bades kann das System nicht aufnehmen. (In
der obigen Uberlegung ist das System ¥, das Teilchenbad, also sollte die Obergrenze der
Summe N sein.) Da aber das Teilchenbad viel groBer als das betrachtete System ist, kann
man in guter Ndherung die Obergrenze auch gleich unendlich setzen.

Gleichung (1.177) 1&8t sich mit der kanonischen Zustandssume (1.137) auch etwas an-
ders schreiben,

o'} eﬁﬂN - - 00
N=0 N=0
= Y NZ(TV,N), (1.178)
N=0
wobei wir die sog. Fugazitit
7= et (1.179)

eingefiithrt haben.
Mittelwerte im groBkanonischen Ensemble berechnen sich wie folgt:

1 = 1 )
F)y = T F(7#) e PH@)—pN]
)= zmvm 2 v /Fd (%) e

N=0

1 = N 1 — —BH(T)

N=0
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Bezeichnen wir den Mittelwert im kanonischen Ensemble, Gl. (1.138) mit (F')kg, so konnen
wir GL (1.180) mit Gl. (1.178) umschreiben in

(F)

_ Yoz Z(T,V,N) (F)xe
2 a0 2N Z(T,V, M)

(1.181)

In dieser Form tritt das Teilchenbad dadurch zutage, dass es zusétzlich zur kanonischen
Mittelwertbildung fiir eine Mittelung iiber alle Teilchenzahlen mit einem Gewichtsfaktor

:NZ(T,V,N) sorgt.

Beispiele:

(i) Mittlere Energie:

1 =1 B}
_ AT H(7) e PHE)—pN]
i S [

=0
- ! i = [ar H(7) e PH@)
Z(T,V, ) &= h3N NI J;
PP N=0
0 N

1 z 0 .
_ _ —BH(7)
Z(T,V,mNZhf”NN!/pdP ( 6‘ﬁ) ‘

=0
1 B
S ——— 1
Z(T,V, ) 98 (@Vp)

0

V,z

(1.182)

V,z

(ii) Mittlere Teilchenzahl:

N = (N)

Mit Hilfe der Relation

1 =1
- Z(T,V. )Zh3NN!
) 7/’L N:0

1 o
= ———— Y NZNZT,V,N)

1 = 92N
—= _ Z —
Z(T,V, ) = 0z

z 0
- = Zxr
Z(T,V,pn) 0z (T, Von)

/dF N e BHT) —pN]
r

Z(T,V,N)

TV

TV

)
Z I Z(T.V,
25 In (T,V, )

(1.183)

TV

9
0z

B 0
- 9lnz

1

v O

0
TV op TV
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konnen wir die mittlere Teilchenzahl auch alternativ schreiben als

1 0 0
N== —nZ(T,V,pu =kgT — In Z(T,V,u ) 1.184
3 g ATV =k T o 2T (1.184)

Auch fiir die mittlere Energie 148t sich eine alternative Form angeben, bei der nicht bei
konstantem V' und z nach 3 abgeleitet wird, sondern bei konstantem V und p. Dies erfor-
dert jedoch das Umrechnen der partiellen Ableitung fiir einen anderen Satz unabhéngiger
Variablen. Da analoge Rechnungen in der Statistischen Mechanik immer wieder vorkom-
men, fithren wir diese Umrechnung explizit vor. Zunéchst gilt es, die partielle Ableitung in
eine Jacobi-Determinante umzuschreiben. Fiir eine beliebige Funktion V(7' V, i) gilt
mit Hilfe der Sarrus-Regel fiir Determinanten

2% o or 9w Iv g_‘lfg_‘l’%_‘l’
z \%4 z
ol 1§ 1ol=|0 1 0 |=| o av | WV.e)
op = = = a8 oV 0z ZG(BV)'
=0 01 0 0 1 o o2 o e
o oV 0z

Ein Variablenwechsel in einer Jacobi-Determinante ist aber geméafl einem in der Vorlesung
“Mechanik I” in Abschnitt 1.5.1 bewiesenen Satz sehr einfach,

By ow o || 1o o |
oV Viz) _ oWV o Vi) |0 T U, 1
a<ﬁvvvz) B 8(57‘/;”) 8(6,1/,2) 0z 0 0z Oz 0 0z
ap e B e
0 o)
N i L L
Bz pz Bz B Vi B ou ™V
Mit ¥ = In Z(T,V, 1) schreibt sich Gl. (1.182) also um in
0 1 0
E = —— I ZT,V,u +pu——1In Z(T,V, u
a5 2l )V,u 3 o5 ( )T’V
0
= —— W Z(T,V,n)| +uN, (1.185)
ap Vi

wobei wir im letzten Schritt Gl. (1.184) benutzt haben.

Beispiel: Ideales Gas im groflkanonischen Ensemble.

Die kanonische Zustandssumme des idealen Gases hatten wir in Gl. (1.144) berechnet.
Mit Hilfe von Gl. (1.178) erhalten wir sofort die entsprechende groSkanonische Zustands-

summe,
> 1 VY * 1 /2V\Y A%
N=0 ’ N=0" "~
V
— WZ(T,V,u) = 3—3 . (1.187)
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1.5 GroBlkanonisches Ensemble

Der Ausdruck fiir die groBkanonische Zustandssumme des idealen Gases ist noch erhebli-
cher einfacher als der fiir die kanonische Zustandssumme!

Mit Hilfe der Glgen. (1.182) und (1.183) konnen wir auch sofort die mittlere Energie
und die mittlere Teilchenzahl berechnen,

& In Z(T,V, p) d\ dA—3 A »
= — =2V -2 =2V = (=3A
£ EX; v, U3 dx 2Vog (=307
3 2V 3 2V
= 2 T 1.1
23 N 2P0 )\ (1.188)
Ol Z(T,V, ) 2V
— =2 = Z(T,V,p) . 1.18
N z 5 BT n Z(T,V, ) (1.189)

Kombinieren wir die beiden Gleichungen, so erhalten wir wieder die Zustandsgleichung
des idealen Gases,

3
£=SNkpT,

vgl. Gl. (1.146), wobei jetzt allerdings die fest vorgegebene Teilchenzahl N im kanonischen
Ensemble durch die mittlere Teilchenzahl N im groBkanonischen Ensemble ersetzt wird.

Zum Schluss dieses Abschnitts bemerken wir noch, dass auch die grolkanonische Zu-
standssumme als Laplace-Transformierte der normierten mikrokanonischen Zustandssum-
me geschrieben werden kann. Mit den Glgen. (1.149) und (1.178) erhalten wir den Aus-
druck

Z(T,V,p) = Z/ dE e PE N T(B V,N) . (1.190)
N=0"0

1.5.2 Das groBkanonische Potential

Das Analogon zur freien Energie (1.157) im groSkanonischen Ensemble ist das grofka-
nonische Potential,
UT,V,u)=—kgT In Z(T,V, ) . (1.191)

Genau wie man F(T,V, N) per Legendre-Transformation beziiglich der Variable S aus
der inneren Energie E(S,V, N) erhilt, kann man (7, V, u) per Legendre-Transformation
beziiglich der Variable N aus der freien Energie F/(T,V, N) erhalten,

OF
T,V

wobei wir die letzte Identitét aus Gl. (1.160) benutzt haben.
Aufgrund von GIl. (1.158) kann man Q(7,V,u) aber auch als doppelte Legendre-
Transformation der inneren Energie beziiglich der Variablen S und N auffassen,

OF
— N(T,V, )
a5 V,N S,V

QT,V,pu) = E(S(T,V,u),V,N(T,V,u)) —

61



1 Klassische Statistische Mechanik

wobei wir die erste und die letzte Identitdt aus Gl. (1.121) benutzt haben. Mit Hilfe der
Euler-Gleichung (1.123) erkennen wir, dass

Q=-—pV. (1.194)

Beispiel: Ideales Gas.
Fiir das ideale Gas hatten wir die Relation (1.189) gefunden, d.h.

Q pV

=ln Z=—
N=ln knT — kpT

— pV=NkgT.

Dies ist die wohlbekannte Zustandsgleichung (1.110) des idealen Gases, wobei die Teil-
chenzahl N durch die mittlere Teilchenzahl N ersetzt werden muss.

Der erste Hauptsatz der Thermodynamik, formuliert fiir das grof3lkanonische
Potential, folgt aus den Glgen. (1.159) und (1.192),

dQ = dF —d(uN)=dF — pdN — Ndu
—SdT —pdV + pudN — pdN — Ndu
= —5SdT —pdV — Ndpu. (1.195)

Dies zeigt, dass die unabhéngigen Variablen im groflkanonischen Potential in der Tat T, V'
und g sind. Andererseits gilt fiir das totale Differential von Q(T,V, u)
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woraus wir durch Vergleich mit dem ersten Hauptsatz (1.195) die folgenden Identitéten
ablesen:

o) o0 o0
§S=_Z0 =2 - (1.197)
or V,u ov T, 8,u v
Mit der Definition (1.191) erhalten wir fiir die Entropie
Q InZ Q 1 InZ
S = _ o :kBan+kBT6n _ @ 159dmz
aT |y, T |y, T BT 08 |y,
Q E—uN Q-E+uN
- = _ 1.1
R - , (1.198)

wobei wir von der ersten zur zweiten Zeile Gl. (1.185) benutzt haben. Wir sehen, dass dies
konsistent mit der doppelten Legendre-Transformation (1.193) ist, wenn wir die Energie
E(S(T,V,u),V,N(T,V,pn)) und die Teilchenzahl N (T, V, ) in dieser Gleichung mit der
mittleren Energie £ und der mittleren Teilchenzahl A im grofkanonischen Ensemble
identifizieren.

Fiir den Druck berechnen wir aus der zweiten Identitdt in G1. (1.197)

o0 0lnZ

=— | =keT
P=movl,, ~ " Tov

(1.199)
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1.5 GroBlkanonisches Ensemble

Nach Gl. (1.194) gilt aber auch

A(pV) op dp
= — = V —_— =
T R T Vs, 0,
d.h.
p=p(T,pn),

der Druck héngt nicht vom Volumen ab. Dies muss so sein, da er eine intensive Zu-
standsgrofe ist.
Fiir die Teilchenzahl erhalten wir letztlich
0N} 0lnZ

N=-2 —gT
op TV op TV

N, (1.200)

d.h. die Teilchenzahl N ist, wie im groflkanonischen Ensemble zu erwarten, identisch mit
der mittleren Teilchenzahl (1.184).

1.5.3 Fluktuationen im groBkanonischen Ensemble

Wir betrachten die mittlere, absolute quadratische Schwankung der Teilchenzahl
im groflkanonischen Ensemble,

(N=NP2) = (N —2(N)N +A? = (N — 2N + N? = (N?) = A
= Z(Tl\/ m h3;N' /dp N2 o BH@)—uN] _ A2
PP N=0 ’
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Z(T,V,p) &= WPYNY Jp 52 Op? v
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= — Z(T,V, — N2, 1.201
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wobei wir im letzten Schritt Gl. (1.184) benutzt haben. Dividieren wir beide Seiten durch
(% und benutzen das Resultat in G1. (1.201), so erhalten wir, wiederum unter Benutzung

von Gl (1.184),
L o EESNERITE
v BOow\B Ou )py B Ou

(N = N) = 55 5,0 I 2TV
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1 Klassische Statistische Mechanik
Wir berechnen nun die sog. isotherme Kompressibilitit

(1.203)

Zunéchst gilt aufgrund der Tatsache, dass p = p(T, ) lediglich eine Funktion von 7" und
w ist, mit Hilfe der Kettenregel
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oV
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; OV

. (1.204)
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Die partielle Ableitung von p nach V bei festgehaltenem T und N 148t sich mit Hilfe
einer der beriihmten Maxwell-Relationen wie folgt umschreiben:
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wobei wir zum Beweis dieser Relation lediglich Gl. (1.160) benutzt haben. Da p aber
wiederum nur eine Funktion von 7" und p ist, gilt mit Hilfe der Kettenregel

9p
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TV Oy
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Eingesetzt in Gl. (1.204) erhalten wir also

__ (8_29) O
TN ) p ON
Aufgrund der Glgen. (1.194) und (1.197) und der Tatsache, dass p = p(7T’, i) nicht von V'
abhéngt, gilt aber

op

1.2
5y (1.205)
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wobei wir die Teilchendichte n eingefithrt haben. Benutzen wir dies in Gl. (1.205), so
erhalten wir fiir die isotherme Kompressibilitiat (1.203)

1 oV
Kp = —— ——

V. Op

1 ON

TN R % ol

=" ((N-N)*) >0, (1.207)

wobei wir im letzten Schritt Gl. (1.202) benutzt haben. Die Tatsache, dass k7 > 0, be-
zeichnet man als mechanische Stabilitéit. Aufgrund der Definition (1.203) bedeutet dies,
dass eine Volumenvergroferung zu einer Druckminderung, bzw. eine Volumenverringerung
zu einer Druckvergroflerung fithrt. Oder eben umgekehrt, dass eine Druckminderung zu
einer Volumenvergroflerung bzw. eine Druckvergroflerung zu einer Volumenverringerung
fiihrt.
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1.5 GroBlkanonisches Ensemble

Die mittlere, relative quadratische Schwankung der Teilchenzahl ist definiert

als
[{(N —
E N =\ RT /{ZB — —0 V — OO) s (1208)

wobei wir ausgenutzt haben, dass die isotherme Kompressibilitdt wie eine intensive Zu-
standsgroBe mit der SystemgroBe skaliert, k7 ~ O(1). Die relative Schwankung AN ver-
schwindet also im thermodynamischen Limes.

Dies bedeutet wiederum, dass die Teilchenzahlverteilung von Ensemble-Mitgliedern in
der groBkanonischen Zustandssumme (1.190) bei N = N ein scharfes Maximum hat.
Nur solche Ensemble-Mitglieder tragen bei, deren Teilchenzahl N n#herungsweise mit
der mittleren Teilchenzahl iibereinstimmt. Wie schon im kanonischen Ensemble gilt das
gleiche beziiglich der Energie, so dass die Funktion

e PE-NT(E,V,N)
bei F =& und N = N ein scharfes Maximum haben muss. Am Maximum gilt

0 = dln[e DB VN, o vy

_ 2 In [ PE+N (B, V,N)] dE
oE E=EN=N
SN [e PE=+N T(E,V, N)] dN .
ON E—€ N=N

Da E und N unabhingige Variablen sind, miissen die jeweiligen partiellen Ableitungen
verschwinden,

kB OFE E=£ N=N
0 = Bu+ 1 0Swuke _
kB ON E=E N=N

Aus der ersten Bedingung folgt analog wie im kanonischen Ensemble die Gleichheit der
Temperatur T' des groflkanonischen Ensembles und der Temperatur Tyxg eines mikroka-
nonischen Ensembles, welches die Energie £ = £ und die Teilchenzahl N = A hat,

Aus der zweiten Bedingung folgt die Gleichheit der chemischen Potentiale im grofkano-
nischen Ensemble und im mikrokanonischen Ensemble,

H = UMKE -
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1 Klassische Statistische Mechanik

Wenn wir die Funktion e #F=#M T(E V, N) in eine Taylor-Reihe um das Maximum ent-
wickeln, erhalten wir ganz analog zum kanonischen Fall
In [e PF#NT(E,V,N)| =In [e PEIT(E,V,N)]
1 0?

+ S (E-E&) W In [e PN DB, VIN)] e v
1 B A =
+ 5 (N=N)? 8]\72 In [e PN T, VIN)] e v
62
+ (B =E)N = N) g In [ PEHIT(B VN

+ O[(E=&)° (N=NP(E=EPN-N),(E-&)(N-N)*] . (1.209)

Fiir die zweiten partiellen Ableitungen erhalten wir

0? _ B 1
- —B(E—pN)
o7 1 le LBV N =3¢ =TTy
wie im kanonischen Fall. Ferner erhalten wir
0? - 02 0 1 08
—B(E—uN) _ L MKE
SN In [e [(E,V,N)] SN In['(E,V,N) = N <kB N )
_ 9 [ ke _ o(Bp)
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Eingesetzt in Gl. (1.209) und exponentiert erhalten wir
e EN (B, V,N) = e PENIT(E,V,N)
ks (E—E\° 10(Bu) , 10T E-¢&
SR S Yom (k:BT) 3w VN mmay T V)

Dies wiederum eingesetzt in Gl. (1.190) ergibt

Z(T,V,p) =~ 6_6(6_“N)f(5,‘/,N)ieXp {—EM(N_N)Z]

2 ON
X / dE exp
0

kg (E—-E\* 10T E-€
— —=— —(N-— :
( kgT ) T ON kgT ( N)]
Das Energieintegral ist ein verschobenes Gauf-Integral, was wir am schnellsten durch die
Substitution z = (E — &) /(kgT) erkennen,

2CYy
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1.6 Druck-Ensemble

wobei wir wieder die untere Integralgrenze wegen £/(kgT’) > 1 in guter Ndherung durch
minus unendlich ersetzt haben. Das verschobene GauB-Integral 148t sich durch eine qua-
dratische Ergénzung des Exponenten,

k. GOy or Gy (9T’ :
sy |© 2oy NN et e av)) V)
Cy (0T )

2 kpT? (W) (N =N)
- kB CV aT 2 C\/ (’9T 2 9
- ooy [ Tt v T N)} My <8/\/) (N=N)",

und die Substitution C o7
. Ly
y=rt o m oV =N

wieder sofort 16sen,

o 2
k:BT/ dy exp —'I{;—By2 = kgT T Cy =21k T?Cy ,
2CYy kg

—00

so dass
Z(T,V,p) ~ e PERNIT(EVN)2mkpT2CYy
1 |0Bp) Oy [OTN?
X Zexp{ 5

ON  kgT? \ON
Auch wenn nicht unmittelbar ersichtlich, so ist der Term in eckigen Klammern im Ex-
ponenten positiv definit, so dass nur wenige Terme der Summe in der Nihe von N = N
beitragen. Bis auf Korrekturen der Ordnung O(In ) erhalten wir

(N — N)2] :

= kTl Z~E—pN —kgTIn D(E,V,N) = € — uN =T Suxe(E,V,N) . (1.210)

Mit Gl (1.198) erhalten wir daraus die Aquivalenz der Entropie im groSkanonischen im
mikrokanonischen Ensemble,

S ~ SMKE(57 V,N) s (1.211)
vorausgesetzt letztere wird bei der Energie ¥ = £ und der Teilchenzahl N = A berechnet.

1.6 Druck-Ensemble

1.6.1 Die Zustandssumme des Druck-Ensembles

In den vorangegangenen Abschnitten hatten wir gesehen, wie man durch Ersetzen der
Energie E durch die Temperatur 7" vom mikrokanonischen zum kanonischen Ensemble
und weiter durch Ersetzen der Teilchenzahl N durch das chemische Potential p zum
groflkanonischen Ensemble gelangt. Die mikrokanonische Zustandsdichte wird dabei zum
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1 Klassische Statistische Mechanik

einen durch die Laplace-Transformation (1.149) in die kanonische Zustandssumme und
diese wiederum durch Summation iiber N mit Gewichtsfaktor 2V, vgl. Gl. (1.178), in die
grokanonische Zustandssumme {iiberfiihrt,

[(E,V,N) — Z(T,V,N) — Z(T,V,u). (1.212)

Ganz analog gelangt man von der Entropie bzw. der inneren Energie iiber zwei Legendre-
Transformationen zur freien Energie bzw. zum groflkanonischen Potential,

S(E,V,N) — F(T,V,N) — Q(T,V,pu). (1.213)

In jedem Schritt wird eine extensive Zustandsgrofe (£, N) durch eine intensive Zu-
standsgrofie (T, 1) ersetzt. Die grofkanonische Zustandssumme bzw. das groflkanonische
Potential hdangen nur noch von einer einzigen extensiven Zustandsgréfie, dem Volumen V|
ab.

Es stellt sich nun die Frage, ob man das extensive Volumen nicht auch noch durch
die konjugierte intensive Zustandsgrofle, in diesem Fall den Druck p, ersetzen kann.
Dies ist in der Tat moglich. Dazu unterzieht man die groflkanonische Zustandssumme
einer weiteren Laplace-Transformation,

(T, 7y, 1) = i/ dv eV Z(T,V, u) . (1.214)
Vo Jo

Hierbei ist V; eine Konstante (mit der Dimension Volumen, [V;] = m?), die dafiir sorgt,
dass Z(7',~, u) dimensionslos wird. Offenbar ist das Volumen V' nicht lénger fest vorgege-
ben, es darf alle Werte von 0 bis co annehmen. Es wird sich aber fiir jedes fest vorgegebene
v ein Mittelwert V = (V) des Volumens einstellen. Was ist die Bedeutung der neuen
Variablen «? Dazu berechnen wir Z(T, v, ) unter der Annahme, dass In Z linear propor-
tional zur Systemgrofle ist,

QT V,p) = —kpThn Z(T,V,p) = =V p(T', 1)
T
— mzarvy = vEEY gy (1.215)
kpT
Eingesetzt in Gl. (1.214) ergibt sich
1 [o¢]
STy = 7 | AV exp[yV A+ Z(T, V. p)]
0Jo
1 o
=W dV exp{=V' [y — Bp(T. )]} - (1.216)
0

Solange v > B p(T, u), konvergiert das Integral und hat den Wert

V=00

Voo (T =7 lvo Vo r—08p(Tp)’
=(T, 7, ) hat also einen einfachen Pol an der unteren Grenze v* = 3 p(7, p) seines (nach

oben offenen) Definitionsbereichs als Funktion von . Damit ist aber der physikalische
Druck

(1.217)
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1.6 Druck-Ensemble

d.h. er entspricht (bis auf einen Faktor kg T) dem Pol v* der Funktion =(7', v, ). Fest
vorgegebene Werte von ~ entsprechen also fest vorgegebenen Werten des Druckes p,
wobei der sich fiir vorgegebenes T' und p einstellende physikalische Druck p(7T, 1) dem Pol
~v* der Funktion Z(7T',~, ) entspricht, letztere also dort divergiert.

Bei der Funktion Z(T,~, ) handelt es sich also um die Zustandssumme eines En-
sembles bei konstanter Temperatur 7', konstantem Druck p und konstantem che-
mischen Potential y. Ein solches Ensemble nennt man Druck-Ensemble.

Mittelwerte im Druck-Ensemble berechnen sich analog Gl. (1.180) wie folgt:

1 L[~ A =\ —BH(R)
Beispiele:
(i) Mittlere Energie:
E=(H(T)) = éi/wdv e—vvi G /dP H(R) e PH®@
=(T,7,1) Vo Jo Z NN Jr
= ! 0 =(T )| = In Z(T )| . (1.220)
T ETawoop T M T T as TR
(ii) Mittlere Teilchenzahl:
P N1 S Sy e
E(T7 s :u) Vb 0 N=0 h3N N r
z 0
= = _E(T777,u) =z—In ‘:(T777:u)
‘:(T777:u) 0z Ty 9 Ty
0
= In Z(T,v,pn)| =kgT — In Z(T,v, pn) (1.221)
8(/8”) Ty T,y
(iii) Mittleres Volumen:
N
_ — 14 —BH(%)
V=(V) = =T / AV Ve ZthN'/dFe
1 0 0
CE(T, vy, 1) Oy T Oy T

Es empfiehlt sich, die partielle Ableitung nach (3 bei konstantem ~,z in der mittleren
Energie (1.220) und die nach 7 bei konstantem 7', z im mittleren Volumen (1.222) wieder
in solche bei konstantem ~, i bzw. konstantem 7', 4 umzuschreiben, da T ~, ;1 und nicht
T,~,z die unabhéngigen Variablen der Funktion Z(T,~, ) sind. Dazu berechnen wir
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1 Klassische Statistische Mechanik

wieder mit Hilfe von Jacobi-Determinanten

gu oy ov | o o |7
ovl _0W,v,2) _ 0(Y,v,2) 0B, v,m) _ 806 af 86‘ 0 1 0
081,z 0Bz O0Bvm) 06,72 | e o e || ez o e
] o B o
_ L% om0y ko
Bz | pz Bz| 0B, B oulp,
und
S N
0| _oW.B2) _ 0w.Ba) 0B |G Y Ty 1
87 T,z N 8(77ﬁa Z) B a(’%ﬁnu) 8(7,ﬁ,z) 0 & % 0 % %
ap o B Ou
RN S LT
Bz | 0 Bz oy T
Damit folgt fiir die mittlere Energie (1.220) unter Benutzung von Gl. (1.221)
9 -
E=— W ET,v,pm)| +pN, (1.223)
0B T

und fiir das mittlere Volumen (1.222)

0 0
V = ——-h E(Tafynu) =—--In E_l(Tafynu)
2] Al T
Vo Oy — T 1
_ »—_01 [’7 ﬁp( aﬂ)] = - (1.224)
=) Iy v, V= Bp(T, )
Am Pol v* der Funktion =(7, v, 1) geht das mittlere Volumen gegen unendlich,
V—oo fir v—v"=p8p(T,p).
Dies ist konsistent mit der Annahme, dass 2 = —pV/, denn diese Relation leitet sich aus

der Euler-Gleichung (1.123) ab, welche wiederum gilt, wenn alle extensiven Gréfien linear
mit V' skalieren, was im thermodynamischen Limes V' — oo der Fall ist.

Nun kénnen wir auch die mittlere Teilchenzahl und die mittlere Energie weiter auswer-
ten,

0
N = kgT — In Z(T,~, n)
O Ty

Vo oy =Bp(T ]| 1 op
BE o o V=BT, p) O

wobei wir die Glgen. (1.206) und (1.224) benutzt haben. Die mittlere Teilchenzahl ergibt
sich also als das Produkt von Teilchenzahldichte (berechnet als partielle Ableitung des

10
=—— —In=YT,~,
3 o (T, 7, 1)

Ty

=nV, (1.225)
T
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1.6 Druck-Ensemble

Druckes) und mittlerem Volumen. Fiir die mittlere Energie erhalten wir

E = — % In Z(T, 7, p1) Wﬂd\/: % In 2 HT,~, i) w+;u\/
_ EVo1 0[7—?;;@,#)] WﬂLN
= m __p(T’“)_ﬁg_Zu +uN
_ —7—521?(T>M) :—p(T,M)+T§—§ ) +uN, (1.226)

wobei wir im letzten Schritt wieder d3/dT = —(/T ausgenutzt haben. Nun ist wegen
p=-Q/V

op 1 00

ol _ — 1.22
or|,” "V or iy (1.227)

die Entropiedichte. Also erhalten wir aus Gl. (1.226) mit den Glgen. (1.224) und (1.225)
E=V(-p+Ts)+puN=V(Ts—p+pun). (1.228)

Diese Relation ist konsistent mit der Euler-Gleichung (1.123).

1.6.2 Das thermodynamische Potential des Druck-Ensembles

Fiir das thermodynamische Potential des Druck-Ensembles definieren wir in Analogie zu
Gl. (1.191)
AT, v,p) = ~kpT In (T, v, 1) = kgT In 2T, 7, i) . (1.229)

Dieses thermodynamische Potential ergibt sich aus dem groflkanonischen Potential durch
eine Legendre-Transformation beziiglich der Variablen V/,

o0
T,u
(1.230)
Am physikalischen Punkt v — ~* = @p erhalten wir
AN =NT,Bp,p) = QUT, VT, pn), ) +pVI(T, 7", 1)
= QT,V(T,Bp, ), ) + pV(T, Bp, 1)
= —pV+pV=0. (1.231)
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1 Klassische Statistische Mechanik

Fiir das totale Differential ergibt sich mit den Glgen. (1.223), (1.224) und (1.225)

OA OA OA
dA = | df+ —| dy+ | d

8ﬁ Y 87 T,u ! 8u Ty g
1 Oln="" Oln="" Oln=""

_ = —A|dg+ dy d
5 ( o5 |, ) 2 o p, “]
1

= B[(S—MN—A)dﬁJrVdfy—ﬁNdu]

- —wdTJrkBTVdv—Ndu. (1.232)

T

Im Limes v — v* = #p kann man das Differential dv schreiben als
dy — dy*=pdp+pds=p (dp— %dT) .

Eingesetzt in Gl. (1.232) ergibt sich mit A(T,~v*, ) = A* =0, GL. (1.231),

. E—uN p
R dT+V<dp—?dT)—Ndu
1
= —=(E+pV—pN)dT +Vdp—Ndu. (1.233)

Benutzen wir noch Gl. (1.228), so erhalten wir
dA* = —sVdT + Vdp — N du.

Schreiben wir die mittlere Entropie als

S=sV, (1.234)
so erhalten wir
dA* = -SdT +Vdp - Ndu . (1.235)
Andererseits ist
1 1
dA* = —=dInE(T,7*p) = ——=———d= = —kgTZ 1 (T,7*,0)d= =0, (1.236)

5 BE(T,v*, 1)

da = YT, ~v*, u) = 0, vgl. GL. (1.217). Also ist Gl. (1.235) nichts anderes als die Gibbs-
Duhem-Relation (1.124),

0=-SdT +Vdp—Ndp. (1.237)
1.6.3 Anwendung: reales Gas

Das Druck-Ensemble eignet sich, um Zustandsgleichungen realer Gase zu berechnen. In
einem realen Gas kann man die Wechselwirkung zwischen den einzelnen Teilchen nicht
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1.6 Druck-Ensemble

langer vernachlassigen. Wir nehmen der Einfachheit halber an, dass sich diese Wechselwir-
kung aufgrund der Tatsache ergibt, dass die Teilchen nicht punktférmig sind, sondern ein
sog. Eigenvolumen v, besitzen. Daraus ergibt sich eine repulsive Wechselwirkung,
wenn sich die Teilchen zu nahekommen. Das hat zur Folge, dass den Teilchen nicht das
gesamte Volumen V' des Systems zugénglich ist. Nimmt man an, dass die Teilchen beliebig
deformierbar sind, so ergibt sich das den Teilchen zugéngliche Volumen W als Differenz
vom Volumen V' des Systems und dem von den Teilchen belegten Volumen vy /V,

W=V-—uhN. (1.238)

Wir machen nun den Ansatz, dass die kanonische Zustandssumme eines Gases aus
N Teilchen mit Eigenvolumen vy im Volumen V' bei der Temperatur 7' derjenigen ei-
nes idealen Gases aus N Punktteilchen im zugénglichen Volumen W bei derselben
Temperatur T entspricht,

Z(T,V,N) = Za(T,W,N)O(W) = Z(T, V —vo N, N)O(V — vy N) . (1.239)

Die ©-Funktion beriicksichtigt die Tatsache, dass dem System keinerlei Mikrozustédnde
mehr zur Verfiigung stehen, wenn die Teilchen das gesamte Volumen V' ausfiillen.
Die groBkanonische Zustandssumme des realen Gases ergibt sich aus Gl. (1.178),

Z(T.V,p) = Y 2N Zu(T,V—wN, N)O(V — v N)

N=0
oo

_ NZ::O% {w} OV — 1y N) | (1.240)

wobei wir Gl. (1.144) benutzt haben. In dieser Form ist die Berechnung dieser Zustands-
summe nahezu unmoglich. Sie gestaltet sich jedoch denkbar einfach, wenn wir zunéchst die
Zustandssumme des Druck-Ensembles berechnen und dann den physikalischen Druck als
deren Singularitit identifizieren. Geméfl Gl. (1.214) haben wir (wir konnen die Konstante
Vo mit dem Eigenvolumen vy identifizieren)

1 [ =
E(T, vy, p) = - AV eV "N Zy(T, V = v N, N)O(V — vy N)
0 _

Y

= = / AV e VHON Z (T, V — vy N, N)
,UO N=0 ’U()N

S > / AV e Vo N BkaT 1 )N Za(T, V — v N, N)
Yo NZpJwo N

= = Z/ AW e WHN 7 (T, W, N) | (1.241)
Y N 2o

wobei wir die Vertauschbarkeit von Summe und Integral vorausgesetzt haben (was zutrifft,
solange v hinreichend grofl gewihlt wird), das zugéngliche Volumen W als Integrations-
variable substituiert haben und das effektive chemische Potential

v=pu—kgT vy (1.242)
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1 Klassische Statistische Mechanik

eingefithrt haben. Die zugehorige Fugazitit bezeichnen wir im folgenden mit

¢ =exp(fv). (1.243)

Nun koénnen wir wieder Summe und Integral vertauschen und erhalten

1 o0 0 1 o0
E(Ta’%u) = _/ dw G_WWZCN Zld(TaI/VaN) = _/ dw e—vW Zid(TaI/Vay) )
0 N=0

Vo Vo Jo
(1.244)
wobei wir Gl. (1.178) fiir ein ideales Gas von Teilchen bei Temperatur 7" und chemischem
Potential v im Volumen W angewendet haben. Die grolkanonische Zustandssumme eines
solchen idealen Gases hatten wir aber bereits in Gl. (1.187) berechnet,

= _ L (oS 2L
E(T, vy, p) = Uo/o dw exp[ W(7 )\3)] oy —C/ (1.245)

wobei wir im letzten Schritt fiir die Konvergenz des Integrals v > (/A3 fordern miissen.
Aus dem vorangegangenen Abschnitt wissen wir aber, dass der physikalische Druck
p(T, u) der Singularitét v* der Funktion Z(7), ~, u) entspricht, d.h.

L e *
y :F:F:Fexp(—vo’y) ) (]‘246)

wobei wir berticksichtigt haben, dass das effektive Potential (1.242) an der Singularitét bei
v = v* auszuwerten ist. Dies ist eine Fixpunktgleichung fiir v* bzw. den physikalischen
Druck p(T, u) = kT ~*,

p(T,p) = kg T % exp [—Bvop(T, 1)) - (1.247)

Die Teilchendichte berechnen wir daraus geméfl Gl. (1.206),

Ip kpT —Bvo p(T, ) Ip s -
— E—— [ U ) — - k: T_ Bvop(T,M)
n T E Bze B g o, 5T 3 e
= fp—Punp
ﬁp z efﬁvop
— = 7 - _ - 1.248
" L+Bvp N 1+Bup ( )

Die Fixpunktgleichung (1.247) 148t sich im allgemeinen nur numerisch losen. Falls aber
Buop(T, ) < 1, konnen wir die Exponentialfunktion auf der rechten Seite entwickeln
und erhalten

z z z

p=kpT— (1= fup) p(1+voﬁ> ~ kpT (1.249)
Eine dhnliche Entwicklung fiir die Teilchenzahldichte (1.248) fiihrt auf
z z n n
~ —(1-2 — o~ 1.250
" )\3< Bup) AT 1—-28vp  1—2vuyn’ ( )
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1.6 Druck-Ensemble

wobei wir in fithrender Ordnung in vy im Nenner G p =~ n approximiert haben, vgl. Gl.
(1.248). Setzen wir z/A? in Gl. (1.249) ein, so erhalten wir

n

Y

1—2uyyn

VN
P 1+-—2 ~p+uvopn~p+uvokgTn®>=kgT
1—2vyn

wobei wir auf der linken Seite wieder bis zur fithrenden Ordnung in vy gerechnet haben.
Nun ist n = N/V, so dass

N 2
p+uokpT (7)

Dies ist ein Spezialfall der sog. Van der Waals—Zustandsgleichung fiir reale Gase,

N 2

Im Limes a, b — 0 geht diese (bzw. Gl. (1.251) fiir verschwindendes Eigenvolumen, vy = 0)
wieder in die bekannte Zustandsgleichung (1.110) des idealen Gases iiber. L.a. sind die
Konstanten a, b materialabhéngig, vgl. Tab. 1.1.

(V—bN)=NkgT. (1.252)

Material | a [Pa m® mol™?] | b [10~® m® mol ']
Hy 0.0247 0.0266

H,O 0.55729 0.031

Ny 0.1408 0.0391

09 0.1378 0.0318

CO, 0.3637 0.0427

Tabelle 1.1: Konstanten a, b der Van der Waals—Zustandsgleichung fiir verschiedene reale
Gase.
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2 Quantenstatistik

1.12.2011

2.1 Quantenmechanische Voriiberlegungen

2.1.1 Reine und gemischte Zustiande

Quantenmechanisch sind Koordinaten ¢; und Impulse p; nicht gleichzeitig scharf mef-
bar. Das klassische Konzept einer Phasenraumtrajektorie 7 = (¢, p) fiir das System (als
Mitglied eines statistischen Ensembles) hat also quantenmechanisch keinen Sinn.

Die vollstédndige Kenntnis iiber den Zustands eines Systems liegt im quantenmechani-
schen Sinne vor, wenn sich das System in einem reinen Zustand befindet, vgl. Vorlesung
“Quantenmechanik I”. Dies bedeutet, dass sich das System in einem Eigenzustand zur
maximalen Anzahl miteinander vertauschender Operatoren (ein sog. vollstidndiger
Satz von Operatoren) befindet. Wir bezeichnen diesen reinen Zustand mit |¢).

Sei {|f.)} eine Orthonormalbasis von Eigenzustéinden eines hermiteschen Operators F,
welcher also physikalisch einer Observablen F' entspricht, mit zugehorigen Eigenwerten

fn7
F‘fn> :fn|fn> ) <fn‘fm> = Onm Z|fn><fn| =1. (2-1>

Wir kénnen [¢) nach dieser Orthonormalbasis entwickeln,
=) Ul Fal) =D enlfa) (2.2)

mit den Entwicklungskoeffizienten ¢, = (f,,|1). Diese Koeffizienten entsprechen dem quan-
tenmechanischen Uberlapp zwischen dem reinen Zustand |¢/) und dem Zustand |f,). Die
Wahrscheinlichkeit, das durch den reinen Zustand |¢)) beschriebene System bei einer
Messung von F im Zustand |f,,) anzutreffen, betrigt |c,|> = |{f.|0)|> = (fu|0)* (fn|0) =

(W] fa) (fult)). Es gilt
L= (@) =D (@l fald) = ZMP (2.3)

Offenbar gibt es beim Mefiprozefl eine quantenmechanische Unsicherheit, denn das
System konnte sich ja auch mit Wahrscheinlichkeit |c,,|* # |c,|? im Zustand | f,,), m # n,
befinden.

Viele Messungen der Observablen F' fithren zum quantenmechanischen Erwar-
tungswert von F' im Zustand V),

~

(F) = (W[F) =Y (W fu)(falth) = annnw ZmMQ (24)

n
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2.1 Quantenmechanische Voriiberlegungen

In den meisten Fillen kann man aber ein bestimmtes System nicht in einem rei-
nen Zustand, d.h. nicht als Eigenzustand eines vollsténdigen Satzes von Operatoren
praparieren. Es ist lediglich eine Teilmenge dieses maximal moglichen Satzes gemessen
worden, also ist die Kenntnis des Systems unvollstéindig. Man denke z.B. an ein Sys-
tem aus der statistischen Mechanik, bei dem man einfach nicht die Ortsvektoren von
N ~ 10?3 Teilchen durch Messung bestimmen kann. In diesem Fall spricht man von ei-
nem sog. gemischten Zustand. Die fehlende Vorinformation erlaubt nun lediglich, dem
System eine Wahrscheinlichkeit p,, € [0, 1] zuzuordnen, dass es sich in einem reinen
Zustand |1,,), m = 1,2,..., befindet. Das System befindet sich aber mit Sicherheit in
irgendeinem dieser reinen Zusténde,

> pm=1. (2.5)

Aufgrund der mangelnden Vorinformation ist es nicht moglich festzulegen, in welchem
der reinen Zustande |t),,) sich das System befindet. Man kann aber annehmen, dass die
reinen Zusténde orthonormiert sind,

<¢n|¢M> = Onm - (26)

Die Messung der Observablen F' in einem gemischten Zustand liefert das Ergebnis
(E) =D P Wl Elm) = D oo (E - (2.7)

A

Man mifit also mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit p,, den Wert (F'),, fiir die Observable
F, néamlich genau dann, wenn sich das System im reinen Zustand [¢,,) befindet. Da es dies
nur mit Wahrscheinlichkeit p,, tut, muss man anschlieend noch iiber alle m summieren.

Bei dem Mittelwert (2.7) handelt es sich also zum einen um eine quantenmechanische
Mittelwertbildung, die den Wert (ﬁ’}n liefert, falls sich das System im reinen Zustand
|tn) befindet. Dann ist aber p, = 0,,. Andernfalls muss man noch zusétzlich eine
statistische Mittelung durchfiihren, die auf der Unkenntnis beruht, in welchem reinen
Zustand sich das System gerade befindet. Diese zweite Mittelwertbildung wird durch die

doppelten spitzen Klammern auf der linken Seite symbolisiert.

2.1.2 Dichtematrix
Wir schreiben den statistischen Mittelwert (2.7) als

n

n

> ponltom) (Uom| F

fn> . (238)
Definieren wir die sog. Dichtematrix oder den statistischen Operator

A= Pmltom) (! | (2.9)
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2 Quantenstatistik

so konnen wir Gl. (2.8) schreiben als

(N =Dl p I =T (pF) . (2.10)

n

Eigenschaften der Dichtematrix:

(i) Hermitezitit:
me\wm (] —me\wm

wobei wir ausgenutzt haben, dass die Wahrscheinlichkeiten p,, reell sind.

(ii) Spur:

(2.11)

Trp = me fn|1/1m ’l/}m‘fn me| fn‘wM|

- ZPmZ|0nm|2 mez : (2.12)

wobei wir die Glgen. (2.3) und (2.5) benutzt haben. Diese Identitéat schreibt sich
mit dem Statistischen Mittelwert (2.8) auch viel kompakter als

(L)) =1=Trp.
(iii) Nichtnegativitét:
(plplp) = me (Pl ) (Wmlep) = me\ (plm)* > 0. (2.13)

(iv) Eigenwerte:
Aufgrund von Eigenschaft (i) sind die Eigenwerte von p reell.

Behauptung: Der reine Zustand |1),,) ist Eigenzustand der Dichtematrix zum Ei-
genwert p,,.

Beweis:

plbn) = D |m) (Ul tn) = > P [om) Oun = P U0, qed. . (2.14)

(v) Dichtematrix eines reinen Zustands:

p= )| = P¥) , (2.15)

d.h. die Dichtematrix ist gleichzeitig der Projektionsoperator auf den Zustand
|y, Es gilt ferner

Trp = D (fald) (Wl fa) = Z| Falth)]? Z|cn|2—1 (2.16)

n

(F) = T (ﬁﬁ):me WIF|fa) = an (LI = 3 folef

(F), (2.17)

78



(vi)

(vii)

2.1 Quantenmechanische Voriiberlegungen

wobei wir Gl. (2.4) benutzt haben. Fiir einen reinen Zustand muss der Statistische
Mittelwert mit dem quantenmechanischen {ibereinstimmen.

Quadrat der Dichtematrix:

(2.18)
Daraus folgt

Z iLSmezTrﬁzl, (2.19)

m

wobei wir Gl. (2.3) und die Tatsache benutzt haben, dass 2 < =z Vz € [0,1].
Fiir reine Zusténde gilt allerdings das Gleichheitszeichen in dieser Ungleichung: ein
Projektionsoperator ist idempotent,

5> = [Y) (W)l = [¥) (Y] =5,

woraus folgt
1.

Trp? =Trp

Zeitentwicklung:
Im Schrédinger-Bild erfiillen Hilbertraum-Zustinde die zeitabhingige Schro-
dinger-Gleichung

Zﬁ— () = H(t) [4(t) , (2.20)

vgl. Gl. (3.82) der Vorlesung “Quantenmechanik I”. Durch hermitesches Konjugieren
folgt daraus auch

~ih S ()] = (WOIA() (2.21)

Damit folgt fiir die Zeitableitung der Dichtematrix (2.9) unter Zuhilfenahme der
Produktregel

dp A, o AU,
g = S (m )+ R i T ')
= > b (1) Wl = i) (0] 1)
— Hjp-pH= [H p] . (2.22)

Diese sog. von Neumannsche Differentialgleichung stellt das quantenmecha-

nischen Analogon zur klassischen Liouville-Gleichung (1.34) dar. Fiir stationére
Ensemble, dp/dt = 0, folgt

[ﬁf, ,6} ~0. (2.23)
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2 Quantenstatistik

Betrachten wir nun einen Operator F. Sein Erwartungswert in einem reinen Zustand
|thy,) erfiillt (unabhéngig vom quantenmechanischen Bild, in dem wir das System
betrachten) das Ehrenfestsche Theorem (vgl. Gl. (3.121) der Vorlesung “Quan-

tenmechanik 17)

m% (FY,, = < [F H} >m +ih < 8a§>m . (2.24)

Fiir nicht explizit zeitabhéngige Operatoren, OF /0t = 0, verschwindet der letzte
Term. Mit Hilfe des Ehrenfestschen Theorems (2.24) berechnen wir nun die Zeitent-
wicklung des statistischen Mittelwerts (2.7) fiir nicht explizit zeitabhéingige Opera-
toren,

() = ijpmih me<[ﬁ il)
<<[F’ff]>> c{o [FoA]} =T (pF - pHF)

- Tr (Hﬁﬁ-ﬁHF) = Tr {[H p] F} ,

wobei wir im vorletzten Schritt die zyklische Vertauschbarkeit von Operatoren unter
der Spur ausgenutzt haben. Fiir stationdre Ensembles gilt aber Gl. (2.23), so dass

d .
ey

0, (2.25)

d.h. im stationdren Ensemble sind nicht nur die Dichtematrix, sondern auch Erwar-
tungswerte von (nicht explizit zeitabhéngigen) Operatoren zeitunabhéingig.

2.2 Mikrokanonisches Ensemble

Wir betrachten ein quasi-isoliertes System, d.h. die Energie nehme Werte zwischen F
und £ + AFE an, wobei AF/E < 1. Die Dichtematrix des Systems sei stationir, d.h.
Gl. (2.23) sei erfiillt. Da H und ) vertauschen, besitzen sie ein gemeinsames System
von Eigenzustdnden, z.B. die Energie-Eigenzusténde |E,) zum Hamilton-Operator,

HI|E,) = E,|E) . (EulEw) = 0um s (Eu|H|Ew) = Ep Spm - (2.26)
Fiir die Dichtematrix gilt dann entsprechend
PlEN) =pnl|En) s (EnlplEm) = PnOnm - (2.27)

Allerdings sind aufgrund der Quasi-Isoliertheit des Systems lediglich Energie-Eigenzu-
stdnde zwischen F und FE + AFE erlaubt,

E<E,<E+AFE.
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2.2 Mikrokanonisches Ensemble

Wir nehmen an, dass alle Energiezustinde F), in diesem Energieintervall mit gleicher
Wahrscheinlichkeit besetzt sind, also

p={ T et B e (B P4 AR, 229

0 sonst .

Den Wert der Konstanten bestimmen wir aus der Spurbedingung (2.12). Zunéchst gilt

p="" clEn)(Ful (2:29)

m

wobei der Strich an der Summe andeutet, dass lediglich iiber Energien F,, im Intervall
[E, E+AFE] summiert wird. Wir definieren die Zahl der Energie-Eigenzustiinde in der

quantenmechanischen Energieschale der Dicke AE als 6.12.2011

D(E,V,N) (Z |E,) ) : (2.30)

Benutzen wir Energie-Eigenzustéinde zur Berechnung der Spur, so kann man diesen Aus-
druck auch schreiben als

D(E,V,N) = Y (Ed Y ' |En)(EnlEa) ZE\Z | Em)
= Y (EnlEn)=> " (2.31)

m m

Dies rechtfertigt die Interpretation von D(FE,V,N) als Zahl der Energiezustinde in der
Energieschale. Es folgt wegen

1=Trp=cTr (Z’\Em)(Em\> —c¢D(E,V,N),

dass
_ ; (2.32)
‘" DEV.N) |
und daher
]‘ /
= ————— E ENMNE | . 2.

Statistische Mittelwerte berechnen sich damit als

(FY) = Tr (pﬁ) :W (Z 1B ) (B, |F> . (2.34)
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2 Quantenstatistik

Beispiel: Energie
Es ist zweckméfig, zur Berechnung der Spur Energie-Eigenzustinde zu nehmen:

(H) = Tr (ﬁﬁ>=m (Z |En)(Enm |f1)
= DTN ] X 1 1
- D(E1VN ZE‘Z [En)
_ m;/ﬂ"' (2.35)

Weil aber AE < F ist, sind alle Energie-Eigenwerte F,, im Intervall [E, E+AFE] ungefihr
gleich grof,
VE,€[E,E+AF] : E,~F.

Dann ist

((H)) ~ 7D(E,EV, ] Zm:’ = 7D(E,EV, ) D(E,V,N)=E, (2.36)

wie es sein muss.
Alle anderen thermodynamischen Variablen sind genauso definiert wie in der klassischen
Statistischen Mechanik, ndmlich als partielle Ableitungen der Entropie

S(E,V,N)= kg In D(E,V,N) . (2.37)

Allerdings ist jetzt das Argument des Logarithmus durch die Zahl D(E,V, N) der Ener-
giezustidnde in der Energieschale gegeben, vgl. Gl. (2.30).

2.3 Kanonisches Ensemble

Gegeben seien zwei Systeme »; und X5 im thermischen Gleichgewicht, wobei X5 ein
Wirmebad fiir »; darstellen soll. Das Gesamtsystem > = ¥; U Y5 sei isoliert. Der
Wiérmeaustausch zwischen den Systemen sorgt dafiir, dass lediglich die Gesamtenergie
E = Ey + E5 erhalten ist, nicht aber die Energien der einzelnen Systeme. Dagegen éndern
sich die Volumina Vi, V5, und Teilchenzahlen Ny, N, der einzelnen Systeme nicht, da sie
nicht im mechanischen oder chemischen Kontakt miteinander stehen. (Anmerkung: dies
ist die gleiche Situation, wie wir sie schon in Abb. 1.13 besprochen hatten.)

Um die Dichtematrix p; fiir das System >; zu bestimmen, miissen wir die Wahr-
scheinlichkeiten p,, bestimmen, das System ¥; in einem seiner moglichen Energie-
zustande |F,,); zu finden. Wir nehmen zunéchst an, das System %; befinde sich in diesem
Energiezustand, d.h. Fy = F,,. Die Gesamtenergie des Systems ist dann F = F,, + E»,
d.h. Ey = E — E,,. Fiir einen gegebenen Zustand |FE,,); des Systems ¥ ist die Zahl
der Zustidnde, die das Gesamtsystem > annehmen kann, identisch mit der Zahl der
Zustinde Do(E — E,,, Vo, N3), die der Rest des Systems, also das Warmebad Y,
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2.3 Kanonisches Ensemble

annehmen kann. Nach dem Postulat der gleichen “a priori”—Wahrscheinlichkeiten wer-
den alle Mikrozusténde mit gleicher Wahrscheinlichkeit angenommen. Je grofler Do(FE —
E.., V5, Ny) fiir gegebenes E,, ist, desto wahrscheinlicher ist es daher, dass das Sys-
tem ¥; im zugehorigen Zustand |E,,); anzutreffen ist. Also ist die Wahrscheinlichkeit
Pm, das System ¥; im Energiezustand |E,,); anzutreffen, proportional zur Zahl der
Zustinde des Wiarmebads,

pm ~ D2<E_EM7‘/27N2>EeXp[1n D2<E_Emu‘/27N2>]
Em 652(E27‘/27N2)
Es=F

lIl DQ(E,‘/Q,NQ)_—
Da(B, Vs, Na) exp (=% ) ~ e 8 (2:38)
kT

>~ exp

kp O0E,

12

wobei wir die gleichen Schritte ausgefithrt haben, die schon auf Gl. (1.135) gefiihrt hatten.
Also folgt fiir die Dichtematrix des Systems ¥; im kanonischen Ensemble

po~ e B (Bl = 3 e By (Bl

m m

g8 Z |Ep)11(Em| = e Bl = Bl , (2.39)

wobei wir die Eigenwert-Gleichung und die Vollsténdigkeitsrelation (2.1) fiir die Energie-
Zusténde |E,,)1 benutzt haben. Normieren wir diesen Ausdruck entsprechend Gl. (2.12),

Tr,élzl,

und unterdriicken den Index 1, dann lautet der endgiitlige Ausdruck fiir die Dichtematrix
im kanonischen Ensemble R
. e 1
P=—"—"F7—"—"+~"-
Tr (e*ﬁ H )

Der Nenner ist natiirlich identisch mit der Zustandssumme des kanonischen Ensem-
bles,

(2.40)

Z(T,V,N) = Tr (efﬁﬁ) , (2.41)
so dass die Dichtematrix (2.40) auch in der Form

e PH

f= ———— 2.42
= ZT V) 242
geschrieben werden kann. In der Energiedarstellung lautet die Zustandssumme
Z(T,V,N) =Y (Bnle P E,) =Y e 0P, (2.43)
Statistische Mittelwerte berechnet man geméafl Gl. (2.10),
. A 1 oA
B =T (pF) = s Tr (e 77 F) 2.44
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2 Quantenstatistik

Beispiel: Mittlere Energie

. 1 _— 1
— A J— -B8H - —BEm
E Tr (pH) Z2(T.V.N) Tr (e H) Z(T.V,N) zm:e En
_ 1 <_3 Z(T,V, N)) =~ 9y zrvNy (2.45)
Z(T,VY,N) (9ﬁ ) V7N— (9ﬁ s Vo - 5 .

wie schon im klassischen Fall.

Alle thermodynamischen Gréflen ergeben sich wie im klassischen Fall aus der freien
Energie

F(T,V,N)= kT In Z(T,V,N) , (2.46)

wobei jetzt allerdings der quantenmechanische Ausdruck (2.41) fiir die kanonische Zu-
standssumme zu benutzen ist.

2.4 GroBkanonisches Ensemble

Wir betrachten zwei Systeme ¥; und Y5 im thermischen und chemischen Gleich-
gewicht, wobei Y5 ein Warme- und Teilchenbad fiir 3; sein soll. Das Gesamtsystem
> = Y U2, sei wieder isoliert. Der Wirme- und Teilchenaustausch zwischen den Syste-
men sorgt dafiir, dass lediglich die Gesamtenergie F = E;+ F5 und die Gesamtteilchenzahl
N = N;j + N, erhalten ist, nicht aber die Energien und Teilchenzahlen der einzelnen Sys-
teme. Dagegen éndern sich die Volumina Vi, V5 der einzelnen Systeme nicht, da sie nicht
im mechanischen Kontakt miteinander stehen. (Anmerkung: dies ist die gleiche Situation,
wie wir sie schon in Abb. 1.17 besprochen hatten.)

Wir nehmen an, dass der Hamilton-Operator H, mit dem Teilchenzahl-Operator N
kommutiert,

[1‘311, Nl] ~0. (2.47)

Dann kénnen wir die fiir die Zusténde des Systems X; gemeinsame Eigenzustéinde
von H; und N; wéhlen,

Hy|Ep,Ni)1 = Epl|Epn, Ni)i, (2.48)
Ny |En, Ni)1 = Ni|En, Ni)i . (2.49)

Das System 3J; befinde sich nun im Zustand |E,,, N;);. Die Wahrscheinlichkeit p,,, das
System ¥; in diesem Zustand zu finden, ist — analog der Argumentation im vorangegan-
genen Kapitel — proportional zur Zahl der Zustéinde, die das System Y, annehmen
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2.4 GroBkanonisches Ensemble

kann,

pm<N1> ~ DQ(E_Ema‘/éuN_]\G)EeXp[lnD2<E_Emu‘/27N_Nl)]
Em 852(E27‘/27N2)

~ exp |InDy(E, Vo, N) — —
kB OE; Ey=E,Na=N
B & aSZ(E27‘/27N2)
kB IN, Ey=E,Na=N
E ,uN1 _ _
~ Dy(E, Vs, N L ~ e PEm=pn ) 2.50
(Vo V) exp (o 1) (2.50)

Damit wird die Dichtematrix des Systems >; im groflkanonischen Ensemble

pAl ~ Z Z efﬁ(EmfﬂNl) |Em’ N1>11<Em, N1|

N1 m

5 S e [ o) B

N1 m

_ 675([:[17;1]\71) Z Z |Em7 N1>11<Em7 N1|

N1 m

— e BHI—pN) | = B —u K1) (2.51)

Normieren der Dichtematrix und Unterdriicken des Index 1 liefert das Ergebnis fiir die
Dichtematrix im grof3]kanonischen Ensemble,

e~ BH-uN)
5= R (2.52)
Tr [e*ﬁ(H*P’N)]
Der Nenner ist die grof3kanonische Zustandssumme
Z(T,V,p) = Tt [e*ﬁ@’*m} , (2.53)
so dass die Dichtematrix (2.52) auch als
. 1 B -y N)
p=— Al (2.54)

Z(T,V, p)

geschrieben werden kann. In der Energie- und Teilchenzahldarstellung lautet die grofika-
nonische Zustandssumme (2.53)

Z(T,V,pu) = i Z(Em,N\e’ﬁ(g*“NHEm,N} — i Ze*ﬁ(Em*uN)

N=0 m N=0 m
= ) NN e P = NN Z(T,V,N) (2.55)
N=0 m N=0
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2 Quantenstatistik

wie schon im klassischen Fall. Statistische Mittelwerte werden wieder geméf Gl. (2.10)
berechnet,

() = T (pF) = mﬂ ot

1 = R
- — “BEn= N N|F|E,p, N)
€ ms ms
ECRAmPIPD

o0

1 N -
= m}vzoz Z(TaVaN) <<F>>KE ) (2'56)

A

wobei ((F))kg der Statistische Mittelwert (2.44) im kanonischen Ensemble ist. Diese Glei-
chung hat grofie Ahnlichkeit mit Gl. (1.181) im klassischen Fall.

Alle thermodynamischen Grofien lassen sich wie im klassischen Fall aus dem grof3ka-
nonischen Potential

T, V, 1) = —kp T In Z(T,V, 1) (2.57)

ableiten, wobei jetzt allerdings der quantenmechanische Ausdruck (2.53) fiir die grofika-
nonische Zustandssumme einzusetzen ist.

2.5 Extremaleigenschaften thermodynamischer
Potentiale

2.5.1 Entropie und Dichtematrix

Wir beweisen folgenden

Satz: Fiir die Entropie gilt im mikrokanonischen, kanonischen und groflkanonischen En-
semble
S=—kp{{lnp)) =—kgTr (pInp) . (2.58)

Beweis:
(i) mikrokanonisches Ensemble: Es gilt (vgl. Gl. (2.33))
1 /
H= E ) {En,| .

Daraus folgt

—kp((lnp)) = —kpTr (pInp)=—kp» (EnlpInp|Ey,)

kg , )
= BBV 2 2 Bal B (Bl B

— _ﬁ > B, Inp|E,) . (2.59)

n
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Der Logarithmus eines Operators ist durch seine Reihenentwicklung definiert. Wenn
er auf Eigenzustdnde des Operators wirkt, kann man ihn durch den Logarithmus
der entsprechenden Eigenwerte ersetzen,

Flfa) =fulfa) = WE|f))=Inf,|fa).

In unserem Fall sind die Energiezustande |E,) auch Eigenzustinde der Dichtema-
trix, mit zugehorigen Eigenwerten p,, vgl. Gl. (2.27). Die Wahrscheinlichkeiten p,,
wiederum sind durch Gl. (2.28) gegeben, wobei die Konstante ¢ = 1/D(E,V, N),
vgl. Gl (2.32), so dass

1

nplEEY=In|—————
npIEn) H{D(E,V,N)

} |E,), E<E,<E+AE.

Damit wird aus Gl. (2.59)

: ki 1 ,
kel = ~pr ™ pv) IIUCAES
k

B
= ————— InDE,VN)DE,V,N)=kg In D(E,V,N
D(E,V;N)n (a‘/a ) (7‘/7 ) B 111 (7‘/7 )7

wobei wir von der ersten zur zweiten Zeile Gl. (2.31) benutzt haben. Gemafl Gl.
(2.37) ist dies aber identisch mit der Entropie S im mikrokanonischen Ensemble,
q.e.d.

(ii) kanonisches Ensemble: Es gilt (vgl. Gl. (2.40)) 8.12.2011

1 - .
h=—— e BH Inp=-0H—-InZ(T.V.N) .
p Z(T’V’N)e : np ﬁ n (77 )

Daraus folgt

—kp((Inp)) = —kpTr (plnp) = —kpTr {/3 [-ﬁﬁ[—an(T,v,N)]}
— kg [BE+1n Z(T,V,N)] ,

wobei wir von der ersten zur zweiten Zeile die Definition (2.45) der mittleren Energie
und die Normierung (2.12) der Dichtematrix benutzt haben. Benutzen wir nun noch
die Definition (2.46) der freien Energie im kanonischen Ensemble, erhalten wir

1
T
Andererseits ist die freie Energie identisch mit der Legendre-Transformierten der

inneren Energie, ' = F — T S, vgl. GL. (1.158). Der Vergleich mit Gl. (2.60) ergibt
S=—kg((Inp)), q.ed.

—kp{(Inp)) (E~F) <= F=E+kgT{{lnp)). (2.60)

(iii) groBkanonisches Ensemble: Es gilt (vgl. Gl. (2.52))

1

2TV np=—p3 I nZ(T,V, )

p=
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Daraus folgt

—kp((Inp)) = —kpTr (p Inp)
— kTt {p [—5 (H—MN) —In Z(T,V,,u)]}
= kg [B(E—pN)+In Z(T,V,p)] (2.61)

wobei wir von der ersten zur zweiten Zeile die Normierung (2.12) der Dichtematrix,
sowie die Definition der mittleren Energie,

~ 1 h SN
E=Tr (pH) = oo T [ Mgy
) Tz
und der mittleren Teilchenzahl,
. 1 N
e (58) - i ]
M=) = zavg L

im grofkanonischen Ensemble benutzt haben. Benutzen wir nun noch die Definition
(2.57) des groBlkanonischen Potentials, erhalten wir aus Gl. (2.61)

kpl(mp) = (E—pN —Q) = Q=E— N +ksT((Inp)).

Der Vergleich mit Gl. (1.193), also der Definition des groBkanonischen Potentials als
doppelte Legendre-Transformierte der inneren Energie, Q = & — u N — TS, ergibt
wieder die Relation S = —kg((lnp)), q.e.d.

2.5.2 Die Boltzmannsche H—-Funktion

Es sei p die Dichtematrix eines Systems im thermodynamischen Gleichgewicht, d.h.
im kanonischen Ensemble die eines Systems im thermischen Gleichgewicht mit
einem Wirmebad, oder im grofl)kanonischen Ensemble die eines Systems im ther-
mischen und chemischen Gleichgewicht mit einem Wiarme- und Teilchenbad.
Ferner sei p’ die Dichtematrix eines Systems, welches sich in irgendeinem Zustand befindet,
der nicht dem thermodynamischen Gleichgewicht entspricht, p’ # p. Es gilt

ﬁ|pn>:pn|pn> ) ﬁ/|p;>=p;|p;> , Trﬁ:Trﬁ’:l_

Wir definieren nun die sog. Boltzmannsche H—Funktion (sprich “Eta”’—Funktion,
nach dem griech. Grobuchstaben H) als

H=Tr[p(Inp—1Inp")| . (2.62)
Behauptung: H <0.

Beweis: Wir berechnen die Spur mit Hilfe einer Orthonormalbasis von Eigenzustédnden

Al 3

H = Y [(phl§ plel,) = (ol 5 i 1) = pl (o] I p |0 — (o] I ' ),)]

m

= > L [Pl mplpl) —Inpl, (o]0
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wobei wir ausgenutzt haben, dass der Logarithmus eines Operators, angewandt auf einen
seiner Eigenzustédnde, den Logarithmus des zugehorigen Eigenwerts ergibt. Um dies auch
fiir den ersten Term anwenden zu konnen, miissen wir eine vollstdndige Eins von Eigen-
zusténden |p,,) einschieben,

H = o (o] I plon)(pul o) — Il (Plnlpn) (ol )]

m,n

= > o (mpa —npl,) (o) 2 me = (el on)

m,n m

Nun schéitzen wir die rechte Seite nach oben ab. Es gilt
y—1l>hy Vy=>0,

vel. Abb. 2.1.

y

Abbildung 2.1: Zur Abschétzung der Boltzmannschen H-Funktion.

Also gilt

n s S, (——1) olond2 = 3 (9 al ) (0aln) — i ) (ol

m

- Z<pn| plon) =D (ol P 1Pl =Tep—Trp' =0, qed.

n m
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2 Quantenstatistik

2.5.3 Der zweite Hauptsatz der Thermodynamik

Mit Hilfe der Boltzmannschen H-Funktion 148t sich sehr leicht der zweite Hauptsatz der
Thermodynamik beweisen, ndmlich dass die Entropie im thermodynamischen Gleichge-
wicht ein Maximum annehmen muss. Diese Uberlegung, die streng im mikrokanonischen
Ensemble gilt, 148t sich auch auf die freie Energie im kanonischen und das grofkanoni-
sche Potential im groflkanonischen Ensemble iibertragen. Wir betrachten die drei Félle
im einzelnen:

(i)

(i)

90

Entropie:

Wir betrachten zunéchst ein mikrokanonisches Ensemble. Basierend auf der im
vorangegangenen Abschnitt benutzten Notation ist die Entropie im thermody-
namischen Gleichgewicht

S =—kgTr (plnp)

und die Entropie in einem Zustand, der nicht dem thermodynamischen Gleichge-
wicht entspricht,

S'=—kgTr (p) Inp) . (2.63)
Damit 148t sich die Boltzmannsche H-Funktion (2.62) schreiben als

!
H o= T (np—tng) =T (5 np) + -
B

! /

S 1 S
— A/l A B Il A~/ -
Sl 1 plen) + 1 = 3 | g | el o)+

! !
= —WD(EVN) Y ol ) + - =~ D(EV.N) Trjf + 2

wobei wir die Dichtematrix (2.33) im mikrokanonischen Ensemble benutzt haben.
Also ist

S'"<S bzw. dS>0. (2.64)

Dies ist der zweite Hauptsatz der Thermodynamik: die Entropie nimmt
bei allen Prozessen, die ins thermodynamische Gleichgewicht fiihren, zu
und dort entsprechend ein Maximum an.

Freie Energie:

Wir betrachten nun ein kanonisches Ensemble, fiir das die Dichtematrix durch
Gl (2.40) gegeben ist. Mit der Tatsache, dass Gl. (2.63) in jedem Ensemble gilt,



(i)

2.5 Extremaleigenschaften thermodynamischer Potentiale

berechnen wir

/

H = To[f (inp—Tnf) = Tr (7 lnj) + =

kg

N - S,

- T {p [—ﬁH—an(T,V,N)}}Jrg
A T N SI
= —0Tr (p H)—an(T,V,N)Trp +—
kg

— BEMZTVN) o = B(F €+ TS)=H(F - F) <0,
B

wobei & = Tr(p' H ) die mittlere innere Energie des Nichtgleichgewichtszustands und
F'=¢& — TS dessen freie Energie ist. Also folgt

F<F bzw. dF <0, (2.65)

die freie Energie nimmt bei allen Prozessen, die in einem System bei
vorgegebenem 7', V und NN ablaufen kénnen, ab und fithren dementsprechend
zu einem Minimum der freien Energie.

Grof3ikanonisches Potential:

Wir betrachten zum Schluss noch ein grofl]kanonisches Ensemble, fiir das die
Dichtematrix durch Gl. (2.52) gegeben ist. Mit der Tatsache, dass Gl. (2.63) in
jedem Ensemble gilt, berechnen wir

!
H = Tr[p(Inp—lng) =Tr (5 1n/3)+ki
B

!

- Tr {,5/ [—ﬁ (ﬁ—,u\?) —an(T,V,,u)] }+E
— _BTr (ﬁ’ﬂ) Y BuTr (ﬁ’N) —an(T,V,u)Trﬁ/—i—%
= O (E - N) ~MET Vi) + = B €+ N T S)

/B(Q_QI)§07

wobei N7 = Tr(p'N) die mittlere Teilchenzahl des Nichtgleichgewichtszustands und
Q=& —-T5 — uN’ dessen grofikanonisches Potential ist. Also folgt

Q<Q bzw. dQ2 <0, (2.66)

das groflkanonische Potential nimmt bei allen Prozessen, die bei vorgebe-
nem 7', V und p ablaufen kénnen, ab und fithren dementsprechend zu einem
Minimum des groflkanonischen Potentials.
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2.6 Ndherungsverfahren

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit quantenmechanischen bzw. quantenstatisti-
schen Niaherungsverfahren. Wir machen zunéchst einen Exkurs in die quantenmecha-
nische Stoérungstheorie fiir stationdre Zustdnde und fiir zeitabhidngige Prozesse (ein
Thema, welches eigentlich in die Vorlesung “Theoretische Physik VI: Quantenmechanik
I1” gehort, welches wir hier aber vorab behandeln). Unter Ausnutzung einer wichtigen
Analogierelation, welche Zeiten ¢ und inverse Temperaturen [ miteinander verkniipft,
betrachten wir sodann ein quantenstatistisches System im thermodynamischen Gleichge-
wicht und berechnen storungstheoretische Korrekturen zu dessen Zustandssumme.

2.6.1 Zeitunabhangige (Schrédingersche) Stérungstheorie

Wir betrachten ein quantenmechanisches System, welches durch den nicht explizit zeit-
abhingigen Hamilton-Operator H beschrieben wird, 0H /0t = 0. Dieser habe die Eigen-
zusténde |E,) mit zugehorigen Eigenwerten F,,,

H|E,) = E, |E,) . (2.67)

Die Losung dieser Eigenwertgleichung ist i.a. duBerst kompliziert (vgl. die Diskussion des
Wasserstoffatoms in der Vorlesung “Quantenmechanik I”). Die Situation vereinfacht sich
jedoch erheblich, wenn der Hamilton-Operator von der Form

H=Hy+ H, (2.68)
ist, wobei Hy der Hamilton-Operator eines Systems ist, fiir das die Eigenwertgleichung
Hy |E) = B\ |E?) (2.69)

bereits gelost wurde, also die Eigenwerte EY und die Eigenzusténde |E(0 ) bekannt sind,
und H; eine kleine Storung des durch Hj beschriebenen Systems darstellt. Wir nehmen
0.B.d.A. an, dass die Eigenzusténde | Ey, (0)> eine Orthonormalbasis des Hilbertraums bilden,

(EQ|E®) = 6(n,m) i\m (EO| = 1.

Nun fiithren wir einen Parameter A € [0, 1] ein und definieren

H(\) = Hy+ \H, . (2.70)
Formal suchen wir die Losungen des Eigenwertproblems
HA) [Ea(N) = Eo(A) [Ea(N) (2.71)
Offenbar ist ) )
H(0)=Hy, E(0)=ED . [E(0)=E"), (2.72)
und A A A A
Hl)=H=Hy+H,, E,(1)=E,, |E.))=|E,, (2.73)

Das Ziel wird es sein, die Zustdnde |E,()\)) und die zugehérigen Energien E,(\) als
Potenzreihe in A darzustellen und zum Schluss A — 1 gehen zu lassen.
Fiir das weitere unterscheiden wir den Fall, in dem \E,(LO)) ein nicht entarteter Zustand

ist, und den Fall, in dem |ET(LO)> entartet ist. Wir betrachten zunéchst die
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Stérung eines nicht entarteten Energieniveaus

Der Zustand |E,(10)) sei nicht entartet. AuBerdem nehmen wir der Einfachheit halber an,
dass es ein Zustand aus dem diskreten Teil des Spektrums von Hy ist (andernfalls kénnen
wir durch Bildung von Weylschen Eigendifferentialen, vgl. Abschnitt 3.1.3 der Vorlesung
“Quantenmechanik I”, immer einen diskreten Zustand konstruieren). Ferner konnen wir
durch eine geeignete Wahl der Normierung des Zustands |E,,()\)) erreichen, dass

(EOE,\)=1. (2.74)

Wir entwickeln die Energien E,(\) und die Zusténde |E,())) in Potenzreihen in A,

E,(A) = EQ+XEN+NEP +. .. => NEY, (2.75)
j=0
E.(N) = |ED)+ XED)+ N [EP)+...=) NI[EY). (2.76)
j=0

Wegen der Normierung (E,(LO)|E,(LO)> = 1 der ungestorten Zustidnde und Gl. (2.74) folgt,
wenn den quantenmechanischen Uberlapp von Gl. (2.76) mit <E,(LO)| bilden

0=\ <ET(L0)|ET(L1)> + )\ <E§LO)‘E,(12)> +...= Z)\j<ET(LO)|E7(lj)> _

j=1

Da A beliebig ist, miissen alle Koeffizienten in der Summe verschwinden, d.h.

(BPNED) = 0, - (2.77)
Wir setzen nun die Potenzreihenentwicklungen (2.75) und (2.76) in die exakte Schrodinger-
Gleichung (2.71) ein und sortieren linke und rechte Seite nach Potenzen von A, 13.12.2011
HN) [E(N) = Eu(N) [Ea(N))
— (Fo+ ) SOV ED) = YN ED S NIED)
=0 i=0 j=0
= B0+ YN (H|EY) + i (BY)) = BO|EY) (278)
j=1

J

+ iw’ <
j=1

wobei wir auf der rechten Seite die aus der Analysis I bekannte Formel fiir das Cauchy-
Produkt von Reihen benutzt haben,

B 167
0

1=

93
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Gleichung (2.78) 148t sich nun Ordnung fiir Ordnung in A 16sen, d.h. wir miissen in
dieser Gleichung den Koeffizienten einer gegebenen Potenz AP auf der linken Seite der Glei-
chung mit dem auf der rechten Seite gleichsetzen. In nullter Ordnung Stérungstheorie,
d.h. in der Ordnung \° erhalten wir aus Gl. (2.78)

Hy|EY) = EP |EY) .

Dies ist aber das ungestorte Problem, dessen Losung als bekannt vorausgesetzt worden
war. In pter Ordnung Storungstheorie, d.h. in der Ordnung AP, p > 1, erhalten wir
aus Gl. (2.78)

P
Fio | B + By | B¢ ~0) = > B0 |5G0) (2.79)
i=0
Multiplizieren wir diese Gleichung von links mit <ET(LO)|, so erhalten wir

p
(B | E) + BV BY ) = 3" EOED|EF)
1=0

p
= B b0, + (EOULEPTY) = Y B G0y
1=0

— (EVH|EPY)Y = EP (2.80)

wobei wir Gl. (2.77) und dy,—; = d;, benutzt haben. Gleichung (2.80) bestimmt die
Energiekorrektur pter Ordnung E,flp); sie ist identisch mit dem auf der linken Seite

aufgefithrten Matrixelement der Stérung Hi.
Desweiteren multiplizieren wir Gl. (2.79) von links mit (E,(g)|, m # n. Dies ergibt

n

p
(B | |EY) + (BD|H |ESY) = Y EOED|BY)
1=0

p
= BOEDIEY) + Y B (BD|EY)

i=1
p
= (BN - BOIEY) = —(BO\ By + Y ED(EDIEY)
i=1
p
= (BW - EONEDIEY) = —~(EO|H|EY) + Y B (EDIEY) .
i=1

Da die Energiezustinde nach Voraussetzung nicht entartet sind, gilt EY =+ EY (da
nach Voraussetzung m # n), und wir erhalten

0) 7 —1 0 —1
(EW | BYY) _i po B IE )

0)| plp)y —
<Em |En > - E7(7,0) _ ESI)) - E7(7,0) _ ESI))

(2.81)

Die ungestorten Eigenzusténde sind vollstandig, d.h.

7)< S = X 1B )

m#n
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wobei der Term m = n im Summenintegral aufgrund von Gl. (2.77) verschwindet. Die
Entwicklungskoeffizienten auf der rechten Seite sind aber gerade durch GI. (2.81) gegeben.
Also erhalten wur fiir die Zustandskorrektur pter Ordnung |E(7’))

0 1 0 —1
E — FEn

Am zweiten Term erkennen wir, dass die Korrektur pter Ordnung von allen Zustandskor-
rekturen niedrigerer Ordnung (p — 1,p — 2,...,0) abhéngt. Also muss man das Problem
sukzessive, d.h. Ordnung fiir Ordnung in p 16sen.
In erster Ordnung, p = 1, erhalten wir aus Gl. (2.80) die Energiekorrektur
EY = (EY|H|EY)

und aus Gl. (2.82) die Zustandskorrektur

(0 (0)| 2(0)
n E(O) n ” m ET(LO) _ Er(r?)

E(O H, |EL
iw(o |1 | >, (2.83)

0) (0)
m#n Em

da der zweite Term auf der rechten Seite aufgrund der Orthonormalitéit der ungestorten
Eigenzustéinde verschwindet, (E,E,?)|E,(10)) = 0 fiir m # n.

In zweiter Ordnung, p = 2, erhalten wir aus den Glgen. (2.80) und (2.83) die
Energiekorrektur

m#n

(ES|Hy |BY) i (B Hy B

E® = (EO|f, |ED) = iwffwm EO)
EY — B EY — B

m#n m#n

Fiir die Zustandskorrektur berechnen wir aus Gl. (2.82)

2

1) (O (2 1)
E(O E(O)

In der zweiten Summe tréagt aber aufgrund der Orthonormalitéit der ungestorten Eigen-
zustdnde nur der Term fiir ¢ = 1 bei. Also benétigen wir dort den Uberlapp

0)| 5 0 0 0 0)| 5 0
(B [0 EY) oy (B [E) _ (B |H | EY)
EY — B

(EV|ED) =

n

EY - EY  EY-ER

wobei wir Gl. (2.81) fir p = 1 und wiederum die Orthonormalitdt der ungestorten
Zusténde benutzt haben. Eingesetzt in Gl. (2.84) ergibt sich unter Benutzung der Zu-
standskorrektur erster Ordnung, Gl. (2. 83)

@) — B0 \H1|E<°><E<° |H1|E<°>>
n E(O E(O )(E 0))

m#n r#En
E(O H,|EY
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Entsprechend kann man Korrekturen héherer Ordnung berechnen.
Wir betrachten nun den Fall der

St6rung eines entarteten Energieniveaus

Im Falle einer Entartung von Energieniveaus kénnen die Energienenner EY —EY in den
bislang abgeleiteten Ausdriicke fiir entartete Niveaus n, m divergieren. Also miissen die
bisherigen Uberlegungen erweitert werden.

Wir nehmen an, der (eigentliche) Hilbertraum-Zustand |E7(LO)> sei g,—fach entartet, d.h.
es gibt einen g,—dimensionalen Unterraum von Zusténden |ET(L(2>, die alle dieselbe Energie
EY besitzen,

Hy|EQYy =EV|EQ), a=1,...,9,.

Die \E,S%)) sollen eine Orthonormalbasis dieses g,—dimensionalen Unterraums bilden,
d.h.
(EQIEL)) = 0ap - (2.86)

Der Zustand |E\”) ist dann eine Linearkombination der Gestalt

gn
EP) = ca |ED) . (2.87)
a=1

Nach wie vor gilt GL. (2.79), also in erster Ordnung Stérungstheorie
Ho|EY) + B |ED) = BQ |ED) + BV [ED) |

woraus mit Gl. (2.87) folgt

an

— (o= BO) |ED) = (= BV ) |E®) = e (= BV ) |EQ)

Multiplikation von links mit <E£L()ﬁ)| liefert mit Gl. (2.86)

gn In
0) 0)| 5
0 = D calBRI L~ BPER) =3 e (BB — B b
= a=1
gn
= D [Hff - B %} : (2.88)
a=1

Dies ist ein lineares, homogenes Gleichungssystem fiir die Entwicklungskoeffizienten c,.
Nichttriviale Losungen erfordern das Verschwinden der Koeffizientendeterminante,

det (Hﬁf‘ —EW %) ~0.

Dies ist ein Polynom g,-ten Grades in E,Sl), mit i.a. g, LOsungen E,Slm), xr=1,...,0,
Die Losungen konnen alle identisch, zum Teil identisch, oder vollsténdig verschieden von-
einander sein. Im letzten Fall wird die Entartung des ungestérten Energieniveaus |E,(LO))

durch die Stérung H, vollstindig aufgehoben, vgl. Abb. 2.2.
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.
EY L EO+EY
N 1

EOLEQ

Abbildung 2.2: Zur Aufhebung der Entartung eines Energieniveaus durch eine Stérung
H.

Nachdem die Energien E,%;) bekannt sind, kann man fiir jedes E,(L? durch Einsetzen in
das (g,—dimensionale) Gleichungssystem (2.88) (da 8 = 1,...,¢,) die korrekten Ent-
wicklungskoeffizienten c,, bestimmen. Die korrekten Zustinde nullter Ordnung sind
dann

|EW) Z Cow |EW)

Gleichung (2.88) stellt auch eine Eigenwert-Gleichung fiir den Stéroperator H; dar.

Die zugehérigen Eigenwerte sind die Energien EY und die zugehorigen Eigenzustinde
sind die |E,(SB)> Diese Eigenzustdnde konnen als orthonormiert betrachtet werden,

an
<E1(1(;) ‘E Z Cam Cﬁy na ‘Enﬁ Z Cam Cay = 51?!
abeta=1

In den korrekten Eigenzusténden ist der Storoperator H natiirlich diagonal,
(EQIH |EY)) = EL by

In erster Ordnung Stérungstheorie haben wir bislang die erste Ordnung in der Korrektur

des Energie-Eigenwertes EY gefunden,

Ep=E94+EY o =1.. ¢,.

Zur Bestimmung der Zustandskorrektur |E,(111)) und der Korrekturen von hoherer Ordnung
zur Energie bzw. zum Zustand verweisen wir auf die Literatur [2].

2.6.2 Zeitabhdngige (Diracsche) Storungstheorie

Wir betrachten nun den Fall, dass der Hamilton-Operator H (t) explizit zeitabhingig
ist, 0H /Ot # 0. Das quantenmechanische System wird dann durch die zeitabhingige
Schrédinger-Gleichung

m— [ () = H(t) [4(t) (2.89)
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beschrieben. Dieses Problem ist in voller Allgemeinheit nicht und selbst in Spezialféllen
nur unter grofiten Schwierigkeiten 16sbar. Falls sich der Hamilton-Operator aber in fol-
gender Form schreiben laf3t, A R A
H(t) = Ho+ Hi(t) , (2.90)
mit einem zeitunabhingigen Anteil Hy und einem explizit zeitabhingigen Anteil
H, (), der eine kleine Stérung darstellen soll, dann 148t sich wiederum ein stérungs-
theoretisches Verfahren zur Losung anwenden.
Wir nehmen wieder an, dass die Losung des zeitunabhéngigen, ungestorten Problems

Hy|EY) = B | EY)

bekannt sei, d.h. wir kennen die Energie-Eigenwerte EY und die Orthonormalbasis der
Eigenzustéinde |E,(10)) von Hy,

(EOED) = d(n,m) g‘f EONED| =1 (291)

Im Schrodinger-Bild ist die Zeitentwicklung der Eigenzusténde IEYY = |[EQ(0)) von
Hj denkbar einfach (vgl. Gl. (3.100) der Vorlesung “Quantenmechanik I”)

7Z'A —1 (0) o —q (0)
[ED() = e HUMED(0)) = e YN ED(0)) = e B ED)
0 N
= iho [EP(1) = HolEP(1) = EY |EP(1), (2.92)

ot

Die Vollstandigkeits- und Orthonormalitéitsrelation (2.91) lauten fiir die zeitabhéngigen
Eigenfunktionen

(EQWEQ()) = B =EDUR 50, m) = §(n,m) (2.93)

S ONEDO1 = e D) ) = 3 1) R = 1.

bleiben also unverdndert. Wir konnen jeden beliebigen Zustand |¢(¢)) nach den zeitab-
héngigen Eigenfunktionen |E,(10)(t)> von Hy entwickeln,

(1)) = ¥Gm<t> EO(1)) .

Dies gilt auch fiir die Losung der Schrodinger-Gleichung (2.89),

o) = ih o S an(t) B 1)

o
¥ { aag( V| EO @) + an(t) EO |E£}3)<t)>}
= [+ )] o) :%éam(t) o+ B0 [ED(0)

_ %am(t) [Eggwfh(t)} (B (1)
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2.6 Naherungsverfahren

wobei wir von der ersten zur zweiten Zeile Gl. (2.92) benutzt haben. Multiplizieren wir
von links mit (E,(LO) (t)], so erhalten wir aufgrund der Orthonormalitéitsrelation (2.93)

2t ) B = %fam@ B 8(n,m) + (B (1) | (1) | ED (1)
: 8an(t) 0) 13 (0) —‘(E(O)—E(O))t/ﬁ
= ih—p= = ) am(t) (B[ Hi ()| By)) et i (2.94)

Dies ist ein gekoppeltes System von Differentialgleichungen erster Ordnung in der Zeit fiir
die Entwicklungskoeffizienten a,(t), welches man unter Vorgabe der Anfangsbedingung

|w<0>>=¥am<0>|E,S?>> = a,(0) = (BEP(0))

16sen kann. Dies geht i.a. nur numerisch, aber in Stérungsrechnung auch analytisch.
Dazu multiplizieren wir wieder H;(¢) in Gl (2.90) mit einem Parameter A\ € [0,1].
Auflerdem nehmen wir an, dass die Storung erst zum Zeitpunkt ¢ = 0 eingeschaltet wird,

NH (1) =0 fiir t<0.

Ferner soll sich das System fiir ¢ < 0 in einem Eigenzustand zu Hy, z.B. \E,(CO)), befunden
haben, also

() =1E") ., aa(0) =d(n.k) .

Die zeitabhingige Stérung A Hy(t) sorgt dann dafiir, dass dem Zustand |Elio)) im Laufe

der Zeit andere Zustéinde |ET(LO)>, n # k, beigemischt werden. Die Beimischung 148t sich in
Storungsrechnung Ordnung fiir Ordnung in A berechnen.
Wir entwickeln die Entwicklungskoeffizienten a,,(t) in eine Potenzreihe in A,

a’m<t) = Z )\j CL%) (t) )
=0
und setzen dies zusammen mit der Ersetzung Hi(t) — X\ Hy(t) in GL (2.94) ein,

> 9aV (¢ >~ , . .
> winteld - Z”“%fam) (EOE (8) |BO) e -EDun (395)
=0 =0

Die Anfangsbedingung lautet

an(0) = a(0) = 6(n, k), aP(0)=0Vp>1, (2.96)
weil das System am Anfang ungestort war und sich im Zustand \E,io)) befand.

Wir miissen nun die Koeffizienten zu gegebener Ordnung in A auf der linken und rechten
Seite von Gl. (2.95) vergleichen. In nullter Ordnung in A erhalten wir

 dai (1) 0 0
ih ek 0 = a,(t)=const. =a,’(0) =d(n,k). (2.97)
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2 Quantenstatistik

In nullter Ordnung ist die Zeitentwicklung der Losung |¢(t)) der Schrodinger-Gleichung
(2.89) also einfach die des ungestorten Zustands, Gl. (2.92),

p(e)) = %ﬁama) EO(1) = [EO (1)) = e 0 5Oy |

In pter Ordnung in A, p > 1, erhalten wir durch Koeffizientenvergleich aus Gl. (2.95)

20.12.2011 .aagp)(t)_¥

Al (1) (B () | B) et B =B (2.98)

K
o

Die Losung dieser Differentialgleichung fiir al?) (t) erfordert wieder die Kenntnis der Ent-
wicklungskoeffizienten niedrigerer Ordnung, a'2 " (t). Also muss man das Problem wieder
sukzessive Ordnung fiir Ordnung in A losen. Wir beschrinken uns hier auf die erste

Ordnung in A\, p =1,

(1)
o Dan’ (t) _ %éa(o) (t) (EO|E, () | ED) =i B )/n
ot " " "

= (BVIH (1) |BY) e Fn (2.99)

wobei wir Gl. (2.97) benutzt haben. Die formale Losung dieser Differentialgleichung lautet
(unter Beriicksichtigung der Anfangsbedingung (2.96))

1 /[ . 4
a() = — / dr (BO|H, (7) [EY) e B -B0m/m (2.100)
M Jo

n

Das Betragsquadrat |a$3)(t)|2 stellt die Ubergangswahrscheinlichkeit zum Zeitpunkt
t fiir einen Ubergang vom Zustand \E,io)) in einen Zustand |EY)) unter Einfluf einer

zeitabhingigen Stérung Hy (1) dar.

Anwendung: Fermis Goldene Regel

Wir wollen einen Spezialfall fiir die zeitabhingige Storung néher untersuchen und dafiir
eine berithmte Formel der Storungsrechnung ableiten, die sog. Goldene Regel von Fer-
mi. Wir betrachten eine zeitabhéngige Storung der Form

Hi(t) =V (A Ot)O(T —t), (2.101)

d.h. die zeitlich konstante Storung V() wird zum Zeitpunkt ¢ = 0 ein- und zum Zeitpunkt
t =T wieder ausgeschaltet, vgl. Abb. 2.3.
Damit erhalten wir fiir das Matrixelement in Gl. (2.100)

(EOVH, (1) |E) = 6(r) O(T — ) (EQ|V(7) |[EL) = O(7) O(T — 1) Vi (7) -

Eingesetzt in Gl. (2.100) erhalten wir fiir ¢t < T

Y

a0 (t) = Yorl7) / R C I 202 G B gy G- Y
ihJo EY — EY
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2.6 Naherungsverfahren

H (D
V(7)

0 T

Abbildung 2.3: Graphische Veranschaulichung des zeitlichen Verlaufs der Stérung (2.101).

und fir ¢t > T

dV(t) = Vi (7) /T dr o~ B =B/ _ Vi (7) [efi(EliO)fEﬁlo))T/h 1
ih Jo EY - EY

= aM(T) = const .

Die Ubergangswahrscheinlichkeit |ag)(t)|2 berechnet sich zu

V(7))
(B = By

Vn 2 E(O)—E,SO)
B 10 T [(Tt o
(- 50)

2\ |2 E(O) _ E,SO)
— 9 |Vnk(r)| > [1 — oS (th
(50~ 0)

a0 (0)P e =En |

2 EO _ g©
+ sin? % t

Vo (P
= DtOF fn). (2.102)
wobel wir die Funktion
1 — cos(wpit EY _ EV(LO)
o ma Lot BB
nk

definiert haben. Die Funktion f(wpg,t) ist fiir einen gegebenen Zeitpunkt ¢ in Abb. 2.4
dargestellt.

Der Wert der Funktion f(wyk,t) am Maximum w,; = 0 betréigt t* (wie man sich durch
eine Entwicklung des Cosinus bis zur Ordnung w?, leicht klarmacht) und die Halbwerts-
breite des Peaks betrigt Aw = 4m/t. Uberginge vom Energieniveau E,go) finden also
vorzugsweise in Energieniveaus EY statt, die einem Energiebereich ~ 47/t um das Aus-
gangsniveau herum liegen. Fiir anwachsendes ¢ wird der Bereich immer schmaler und die
Ubergangswahrscheinlichkeit immer gréfier. Die Ubergangswahrscheinlichkeit geht also
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N N
| | | | |
At _2 2n  4n

B A A S S

Abbildung 2.4: Graphische Veranschaulichung der Funktion f(wy,t)

fir ¢ > T — oo in eine é—Funktion iiber. Dies 148t sich mathematisch préziser fassen,
indem wir folgendes Integral berechnen:
/ dwnk fwpk, T) = / dwnkZM = QT/ dr — 28T 2nT |

2 2
o0 —00 Wik —00 x

wobei wir Gl. (3.782.2) der Integraltafel [10] benutzt haben. Also ist

Flwne, T) = 2 “LW 2 T (wn) (T — ) .

Wk

Damit erhalten wir im Limes groBer Zeiten fiir die Ubergangsrate, d.h. die Ubergangs-
wahrscheinlichkeit pro Zeit

jax (TP _ 2n
T - h?
Dies ist Fermis Goldene Regel. Sie besagt, dass fiir groBe Zeiten die Ubergangsrate

nur fiir entartete Energieniveaus nicht verschwindet, fiir diese aber dafiir unendlich grof3
wird. Fiir eine detailliertere Diskussion der Goldenen Regel verweisen wir auf die Literatur

2].

Vel PP o) = S Va6 (B~ ED) . (2108

2.6.3 Storungsrechnung fiir die kanonische Zustandssumme

Der Operator )
Up)=erH (2.105)
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2.6 Naherungsverfahren

im kanonischen Ensemble hat Ahnlichkeit mit dem Zeitentwicklungsoperator

U(t, ty) = e H =1}/ (2.106)
der Quantenmechanik; beide gehen durch die Ersetzung
i
h

ineinander iiber. Dies hat formal die Konsequenz, dass der Operator (2.105) der Statisti-
schen Mechanik einer Entwicklung in imaginérer Zeit,

6 —

(t —to)

T=1t
von Beginn 7; = 0 des imaginéren Zeitintervalls bis zu seinem Endpunkt

h
MM RT

entspricht. Die imaginére Zeit 7 entspricht also einer inversen Temperatur. Fiir 7" — 0
geht 74 — oo und fiir hohe Temperaturen 7' — oo schrumpft das imaginére Zeitintervall
7¢ —7; = h/(kpT) auf null zusammen. Die Analogie zwischen Temperatur und imaginérer
Zeit wird in der Spezialvorlesung “Statistische Feldtheorie” noch genauer erldutert werden.

Fiir die folgende Diskussion erinnern wir uns an das Wechselwirkungs- oder Dirac-
Bild in der Quantenmechanik (vgl. Abschnitt 3.3.4 der Vorlesung “Quantenmechanik I”).
Gegeben sei der Hamilton-Operator

H=Hy+ M

(ﬁl kann explizit zeitabhingig sein). Operatoren besitzen im Dirac-Bild die Zeitent-

wicklung
AD(t) _ eiﬁo(t—to)/hAe—iﬁo(t—to)/h

Y

vgl. Gl. (3.115) der Vorlesung “Quantenmechanik I”. Insbesondere gilt dann fiir den Wech-
selwirkungsanteil H; des Hamilton-Operators

Hyp(t) = e olt=t)/h 1 g=iHolt=to)/h (2.107)
Zustinde entwickeln sich geméf

[4n(1)) = Un(t, to) [¥(t0)) ,

wobei U p(t,to) der Zeitentwicklungsoperator im Dirac-Bild ist. Dieser geniigt der
Differentialgleichung (vgl. Gl. (3.119) der Vorlesung “Quantenmechanik I”)

d

ih— Up(t, to) = Hyp(t) Up(t, to) (2.108)
mit der formalen Losung
.t
Up(t,to) =T exp {—% / dt’ FIlD(t’)} (2.109)
to

103



2 Quantenstatistik

vgl. GL. (3.120) der Vorlesung “Quantenmechanik I”.
Wir nutzen nun die formale Ahnlichkeit von GIl. (2.105) mit Gl. (2.106) und versuchen,
eine Differentialgleichung fiir den Operator 2.105) abzuleiten. Es gilt offenbar

d - SN A A A

U =-HUE) =~ (HO + Hl) Ug) . (2.110)
Diese Gleichung hat noch nicht die Form (2.108), wir miissen zunéchst Hy auf der rechten
Seite eliminieren. Wir spalten e ##0 aus U/(3) durch folgenden Ansatz ab:

A

UB) =e BV (g). (2.111)
Da U(0) = 1, folgt V(0) = 1. Mit diesem Ansatz lautet die Differentialgleichung (2.110)

d -

d .
a? = Vi(9)

4
= —(Ho+ ) 08) = = (Ho+ ) e V().

(9) = —Hye PV (g)+e i

Dies hat den gewiinschten Effekt, ndmlich dass sich jeweils der erste Term auf der linken
und der rechten Seite wegheben, so dass
~1 V(B) = Hye PV (3) = Hi(B) V(B) , (2.112)
mit R o A
Hy(B) =P Ho e FHo (2.113)

Diese Gleichung entspricht Gl. (2.107) und die Differentialgleichung (2.112) entspricht GI.
(2.108). Die formale Losung dieser Differentialgleichung ist

v =1 [ ar ) V).
Diese Gleichung kann man mit Hilfe der von Neumann-Reihe iterativ losen,
V(3) =1+ i(—m V(3 (2.114)
n=1
(vgl. Gl (3.93) der Vorlesung “Quantenmechanik I”) mit

. Ié; Brn-1 . N
v<"><5)=/0 dﬁlm/o dBn Hi(B1) - Hi(Bn) , B=Pi = 25,20, (2115)

vgl. GL (3.94) der Vorlesung “Quantenmechanik I”. Mit dem Analogon des Zeitordnungs-
operators der Quantenmechanik (Gl. (3.95) der Vorlesung “Quantenmechanik I”), dem
sog. “Temperaturordnungsoperator”

e _ [ AB) BB, B>,
Ty [A(ﬁ1)3(52)] = { B(B)A(B), B> B, (2.116)
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2.6 Naherungsverfahren

kann man Gl. (2.115) auch schreiben als

. 1 [P A .
V(n)w):m/o dfs -+ -dB, Tp [Hl(ﬁl)"‘Hl(ﬁn)} (2.117)

(dies beweist man mit den gleichen Rechenschritten, die auf Gl. (3.98) der Vorlesung
“Quantenmechanik 1”7 fithrten) und daher

~

V(3) = Tj exp {— /5 dp’ ﬁl(g')} . (2.118)

0
Diese Gleichung ist das Analogon zu Gl. (2.109). Fiir den Operator (2.111) folgt

A~

o B .
U(B) =e ™o Ty exp {—/0 dﬁ’HI(ﬁ’)] : (2.119)
22.12.2011

Wir verwenden diese formalen Uberlegungen nun zur stérungstheoretischen Be-
rechnung der kanonischen Zustandssumme. Das ungestérte Problem

Hyn) = e |n)

sei gelost, also die Eigenwerte €, und Eigenzustédnde |n) sind bekannt. Wir berechnen die
kanonische Zustandssumme in der Basis dieser Eigenzusténde,

Z(T,V,N) = Tre T =Te0(8) = (nle T V(B) |n)

. p .
— Ze’ﬁe’l (n| Ts exp [—/ dg Hl(ﬁ’)} In) .
- 0
Wir ersetzen X X
H1 — A H1
und entwickeln die Exponentialfunktion in Ordnungen von A. Bis zur zweiten Ordnung,
O()\?), erhalten wir

8 )
ZATV,N) = 3 e [14/ B, (n| Hi(B,) |n)

B B1 N N
+ )\2/0 dﬁl/o dpy (n| Hi(By) Hi(B2) |n) + O(\*)| . (2.120)

Mit Gl. (2.113) berechnen wir die f—Integrale tiber die quantenmechanischen Erwartungs-
werte. Zunéchst gilt

B ) 8 o )
/ dﬁl <TL| Hl(ﬁl) |m> = / dﬁl <7’L| eﬁlHO H, 6—51 Hop |m>
0

0

p X
= / dp, ePren=em) (n| Hy |m)
0

ﬁ<n|]:11|n), n=m,
= (n| Hy |m)

€n — €m

(66(6”*’") — 1) , nFEm.
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Dieses Resultat benutzt man auch bei der Berechnung des Doppelintegrals iiber 5; und
B2 in Gl (2.120),

Ié; 51 . .
/0 a5, / A6y (n| 1 (B1) L (B2) |n)

B 61 . ~
= X[ an [ as (nlin(a) fm) m (52 o)

8 . B .
= [ sl i) m) [ as tml ) i)

0

B . b1 .
= 2. / dg, e =) (] i |m) / Ay €= (=) (] Hy |n)
m 0

3 (n| Hy |m
— |{n] iy n)P / 4B B — Zw 4 elenen) (g-Bien-en) _ 1)

— €
m#n m

(n| Hy |m) eflen—em) 1
= Ll iy p = 3 Ll 1 (5——).

n — € €, — €
mn m n m

Eingesetzt in Gl. (2.120) ergibt sich

€n — €m

ATV = e ll—wnwmw Gl — 32 3 L)

m¥#n

+ )\22 Z ‘ ,Z| [fle‘m (efﬁem o e*,@en) 4 O()\.?,) )

n m#n

Man iiberzeugt sich durch Vertauschen der Summationsindizes n < m davon, dass der
Term in der dritten Zeile verschwindet. Das Endergebnis der stérungstheoretischen Be-
rechnung der kanonischen Zustandssumme bis zur zweiten Ordnung in A lautet also

2
Z\(T,V,N) Ze’ﬁen [1—)\ﬁ<n|ﬁ1\n)+)\2%\<n|ﬁ1\n)|2
[(nl Hy [m)]?
A%fmzﬁf% +0N| . (2.121)

Die kanonische Zustandssumme eines wechselwirkungsfreien Systems lautet

Zo(T,V,N) = Tre 7o = Ze_ﬁe" .

Die zugehorige Dichtematrix lautet
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2.6 Naherungsverfahren

Thre Eigenwerte in der Basis der ungestorten Energie-Eigenfunktionen |n) lauten

(n) _ 1 —fen
Po ZO (T7 ‘/7 N) ‘ .

Eingesetzt in Gl. (2.121) erhalten wir
n ) 52 n F
ZNT.V.N) = Zy(T,V.N) |1~ wzpé Nl Hyln) + X253 o0 (] Hy )

_)\2522 n|H1‘m>‘ O()\B')

n  m#n

= Z,(T,V,N) Z:/(T,V,N), (2.122)

wobei wir den gesamten Ausdruck in rechteckigen Klammern als Wechselwirkungskor-
rektur 7, (T,V, N) der freien Zustandssumme Zy(7T,V, N) bezeichnet haben. Fiir die
freie Energie erhalten wir

F\(T,V,N)= —kgT In Z\(T,V,N) = Fo(T,V,N) + F\;(T,V,N) ,

mit

Fo(T,V,N) = —kpgT In Zy(T,V,N)
und

F\(T,ZV,N) = —kgT In Z,;(T,V,N)
n - ﬁ n F
- Azpé ' (n] Hy n) — A2§Zpé |{n] Hy |n)P? (2.123)
H 2
n m;én

wobei wir die Entwicklung In(1+z) = x — 2?/2+4 O(2%) benutzt haben. Der erste und der
letzte Term lassen sich mit dem statistischen Mittelwert des Wechselwirkungsoperators
H, im wechselwirkungsfreien Ensemble,

ZP (n| Hy In) = ((H1))o ,

vereinfachen, so dass

B, 2 A2 ) 24 (n)
5 (H1))o — ?Z | (] Hy [n)[75 p

() (m)
ZZ|”|H1|m ( m+€p0 >+O()\3),(2.124)

n m#n

Fxi(T,V,N) = X{(H;))o+ N\
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wobei wir im letzten Term die urspriingliche Summe iiber n und m durch Halbieren und
anschlieBendem Vertauschen der Indizes symmetrisiert haben. Der Ausdruck in Klammern
im letzten Term la8t sich auf einen Nenner bringen,

(n) (m) (n) _ (m)

Po i Po _Po Po
€n — €m €m — €n €n — €m
Nun ist
m _ (m) | — o= Blem—en)
lim 20 —P0 _ p(()") lim ¢
n—m €, — €y n—m €n — €m
n ﬁ(em - En) n
o
€n — €n

Also ist der dritte Term in Gl. (2.124) nichts anderes als der fehlende n = m Term im
letzten Term in dieser Gleichung. Damit erhalten wir als Endresultat fiir die freie Energie
bis zur zweiten Ordnung in A

B(IVIN) = Fo(TVN) + Ao+ X2 ()3
)\2 a2 2 p(()n) - p(()m) 3
+ ?§|<W|Hl|m>| o). (2.125)
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10.1.2012

Die Statistische Mechanik betrachtet naturgeméfl Systeme, die aus vielen Teilchen (/N ~
10%) bestehen. Die Quantenmechanik solcher Vielteilchensysteme weist gegeniiber der
Quantenmechanik eines einzelnen Teilchens einige Besonderheiten auf, die wir zunéchst
genauer untersuchen miissen. Bislang haben wir diese Aspekte in der Quantenstatistik, die
wir im vorangegangenen Kapitel beprochen haben, aufler acht gelassen. Wir werden sehen,
dass es zwei grundlegend verschiedene Sorten von Teilchen gibt, Fermionen und Boso-
nen. Gemifl dem Spin-Statistik-Theorem sind Fermionen Teilchen mit halbzahligem
Spin und Bosonen Teilchen mit ganzzahligem Spin. Unter Berticksichtigung des Spin-
Statistik-Theorems gelangt man zur Quantenstatistik der Quantengase. Bosonen und
Fermionen unterscheiden sich grundlegend in ihren thermodynamischen Eigenschaften.
Z.B. verlangt das Pauli-Prinzip, dass zwei Fermionen niemals denselben Quantenzu-
stand besetzen konnen, wéahrend es fiir Bosonen eine solche Einschrankung nicht gibt.
Letzteres fithrt zum Phénomen der Bose-Einstein-Kondensation, wihrend ersteres
letztlich dafiir sorgt, dass fermionische Systeme (mit attraktiven Wechselwirkungen) su-
praleitend sein konnen.

3.1 Quantenmechanik der Vielteilchensysteme

3.1.1 Unterscheidbare Teilchen

Wir betrachten zunéchst zwei unterscheidbare Teilchen, welche den Einteilchen-Schro-
dinger-Gleichungen

gl(l) ey = DDy
2 [n®) = 7@ ), (3.1)

geniigen sollen. Die Einteilchen-Zusténde |¢V)), [7®) sind Elemente der Einteilchen-
Hilbertriume Hgl), Hf),

€Dy e HY @)y e HP .

Falls die beiden Teilchen nicht miteinander wechselwirken, hat das Gesamtsystem den
Zweiteilchen-Hamilton-Operator

H,=HY + Y . (3.2)

Die Zustédnde des Gesamtsystems sind Zweiteilchen-Zustinde, die man als Produkt-
zustinde der Einteilchen-Zusténde bildet,

€V, n®) = V) |n®) (3.3)
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vgl. die Diskussion der Produktzustinde aus der Vorlesung “Quantenmechanik 17, Ab-
schnitt 6.3.3. Produktzusténde sind Elemente des Produktraums

Hy=HY @ HP |

d.h.

Die Zweiteilchen-Zusténde (3.3) geniigen der Zweiteilchen-Schrédinger-Gleichung
Hy e, @) = (H" + ABP) e0) [n®)
= HPIE 10 1) I E0) B 1)
(e + @) [eD) [n®) = B, 9?) (3.4)

wobei wir die Gesamtenergie
E=cV4p®

definiert haben.
Sei {|g0§1)>, i=1,2,...} eine Orthonormalbasis von Hﬁl) und entsprechend {|X§2)>> j=

1,2,...} eine Orthonormalbasis von ng). Dann gilt

1 = Y @) = k)

und 1Y = j|x§2>><x§?>|, Py =635, 0) - (3.5)
7

Beliebige Zusténde |1/17(11)) des ersten Teilchens und \gﬁ% des zweiten Teilchens kénnen
nach den entsprechenden Orthonormalbasen entwickelt werden,

) = jw(lxww% gtag:zwm

)

md |62 = ﬂﬁxﬁx @y = iﬁﬁle)), (3.6)
7

J

wobei die Entwicklungskoefﬁzienten a(l = <<le 1wy € C, ﬁj(fn = ( @12y e C. Die

Produktzustinde \apz , XJ ) bilden dann eine Orthonormalbasis von Ha,

1 2 1 1 2 2
I, = u§>n§>:jw§ ’><¢§’\i\x§>><x§>
1 2
ils@ x])l—ilw, XN X1 (3.7)

M X1, XY = (0PeMY P D) = 8, k) 64, €) - (3.8)

sowie
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3.1 Quantenmechanik der Vielteilchensysteme

Ein beliebiger Zweiteilchen-Zustand |®,) kann nach dieser Basis entwickelt werden,
o =L@ @ = ec @9
7j

Das Skalarprodukt zweier solcher Zweiteilchen-Zustéinde lautet

(Us|@y) iinm ) Y (@) (01, X Ison,xm>—¥m](‘1’)%j(¢), (3.10)

wobei n/;(V) = <g01( , Xj |\I/ )* der ,;;(®) aus Gl (3.9) entsprechende Entwicklungskoef-
fizient fiir den Zweiteilchen-Zustand |Ws) ist.
Operatoren im Produktraum kénnen Einteilchen-Operatoren sein, z.B.

mY = Y =mY
HP €W p@y = gD |0y 1P |p@)y = 0 |0 @)y

Solche Einteilchen-Operatoren, die in verschiedenen Unterrdumen wirken, vertau-
schen miteinander, z.B.

[0, ] = [, 10 1) <o

Es gibt aber auch echte Zweiteilchen-Operatoren, also solche, die sich nicht einfach
aus Einteilchen-Operatoren durch Hinzufiigen eines Identitdatsoperators 1 fiir den Teil-
raum des jeweils anderen Teilchens ergeben.

Beispiel: Coulomb-Wechselwirkung

Der Hamilton-Operator eines Systems aus zwei Teilchen mit den elektrischen Ladungen
Q1 bzw. (), lautet

A

H, = H(l) ]l ]1(1 H(Q) +H(1 2)
p B2
a9 = -

I Q1@

A, i=12, ff2<1’2>z w2
47T€0 ‘T’l—'f’z‘

3.11
o (3.11)

Man erkennt, dass der Wechselwirkungsanteil ]:151’2), das Coulomb-Potential zwischen
den beiden Ladungen (vgl. Vorlesung “Elektrodynamik”, Gl. (2.13)), ein echter Zweiteil-
chen-Operator ist. Folglich gilt dies auch fiir den gesamten Hamilton-Operator Hj.

Diese Betrachtungen fiir zwei Teilchen lassen sich leicht auf ein System mit N unter-
scheidbaren Teilchen verallgemeinern. Die N—Teilchen-Produktzustiande lauten

— N
08, s o8 = 1e8)) - el - (3.12)

Falls die Einteilchen-Zusténde |¢$j} ) eine Orthonormalbasis des Einteilchen-Hilbertraums

H' bilden,
¥ D) () ©

Wy =6, B)

, {pa)
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3 Quantengase

und dies fiir alle i = 1,..., N gilt, dann bilden die Produktzustdnde (3.12) eine Ortho-
normalbasis des N—Teilchen-Hilbertraums

Hy=H" @ - oH (3.13)
also
by = Y I e, - ),
] yeeny N
1 N
<90((111)7 ) gpfx]x)hpé’l)v ) @E?N)> = 5(0[1,/81) e 5(aN7ﬁN) . (314)

Man kann einen beliebigen N—Teilchen-Zustand |®y) nach dieser Basis entwickeln,
)= Y G @) o) (3.19

wobei die Entwicklungskoeffizienten

O,y (P) = <‘P((xll)a ceey ‘PEXJYV)|(I)N> e C.

Das Skalarprodukt zweier N-Teilchen-Zusténde lautet

* 1 N
(Wyldy) = Zj I T (1) 6o (B) 6D, gDl )

arf,an Bi)..,8N

wobei 1%, (¥) = (@ays - @&]yv)\\llm* der du,...ay(P) aus Gl (3.15) entsprechende
Entwicklungskoeffizient fiir den N—Teilchen-Zustand |W y) ist.

Fiir Operatoren gilt dhnliches wie im Fall N = 2, d.h. man kann jeden Einteilchen-
Operator durch Hinzufiigen von Identitétsoperatoren 1 fiir die jeweils anderen Teilchen zu
einem IN—Teilchen-Operator erweitern, z.B. lautet der N-Teilchen-Hamilton-Operator

fiir ein System nicht miteinander wechselwirkender Teilchen

fy = AO1® 1™ 4 g ® GO g g g0 v o
Ein Zweiteilchen-Operator zwischen Teilchen 7 und j kann entsprechend durch Hinzufiigen
von Identitétsoperatoren fiir die jeweils anderen Teilchen k = 1,..., N i # k # j, zu einem

N-Teilchen-Operator erweitert werden. Entsprechendes gilt fiir Dreiteilchen-Operatoren
usw. Natiirlich kann es auch echte N—-Teilchen-Operatoren geben.
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3.1 Quantenmechanik der Vielteilchensysteme

Abbildung 3.1: Phasenraum-Trajektorien zweier identischer Teilchen in der Projektion
auf die (¢ — z)-Ebene. Falls man die Teilchen zum Zeitpunkt ¢, bereits
identifiziert hat, so kann man zum Zeitpunkt ¢; unterscheiden, um welches
Teilchen es sich handelt.

3.1.2 Identische Teilchen

Identische Teilchen bleiben klassisch unterscheidbar, wenn man sie zu einem be-
stimmten Zeitpunkt ¢, identifiziert hat. Dann kann man n&mlich durch Riickverfolgen der
Phasenraum-Trajektorie entscheiden, um welches Teilchen es sich handelt, vgl. Abb. 3.1.

Dies ist in der Quantenmechanik nicht mehr moglich, da das Konzept der Phasenraum-
Trajektorie allein aufgrund der Heisenbergschen Unbestimmtheitsrelation nicht existiert.
Fiir ein System von NV identischen Teilchen kann es bei der Messung der Observable A (mit
Hilfe des N-Teilchen-Operators A ~) prinzipiell keine Rolle spielen, ob sich das Teilchen 4
im Zustand |p,,;) und das Teilchen j im Zustand [¢,,) befindet, oder ob sich das Teilchen
i im Zustand |¢,;) und das Teilchen j im Zustand [¢,,) befindet. Mit anderen Worten,

es muss fiir den quantenmechanischen Erwartungswert des Operators Ay gelten

(...,gogfl) ...,cpaj, |AN| ..,cpa3 ...,cp(()fj),...)
= (...,gogl),...,cpaj | An]. ..,cpaz),...,gogfj) co) (3.17)

Es ist zweckméflig, den sog. Transpositionsoperator ]527- zu definieren,

P;l. ..,goal ...,(pg{;),...)E\...,gpfj},...,gog]) o) (3.18)

Seine Wirkung ist, dass er die Teilchen-Indizes ¢ und j vertauscht, d.h. er setzt das i—te
Teilchen in den Zustand |¢,;) (der urspriinglich vom j—ten Teilchen besetzt war) und
das j—te Teilchen in den Zustand |g,,) (urspriinglich vom i-ten Teilchen belegt). Der
Transpositionsoperator hat folgende Eigenschaften:

A

(i) P?=1y = P;=p;
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3 Quantengase

(ii) Hermitezitét:
Aufgrund der Normiertheit der N-Teilchen-Zustdnde, sowie der Definition (3.18)
des Transpositionsoperators gilt

1 = <...,cp(()fz),...,gogj) ...|...,g0g1),...,cp(()fj),...)
= <...,<pfx2,...,cp((xj, |PTP| .,cpa,...,gogj),...>
= <...,<p((j2,...,<p((xj),...|...,g0g3 ...,gogfj),...)
- ]523152] = 1y
— Pl = pPjt=py, (3.19)

wobei wir im letzten Schritt Eigenschaft (i) benutzt haben.

(iii) Eigenwerte und Eigenzustinde:
Der Transpositionsoperator ist aufgrund von Eigenschaft (ii) hermitesch, besitzt
also reelle Eigenwerte )\;; € R, die wir wie folgt berechnen. Es gilt die Eigenwert-
Gleichung
Pyldn) = Xjldn)

= Ploy) = ly|Py) = Ay DPy|dy) =X |Dy)

— Ay =1

— Nij = E£1, Vi,j,
wobei wir in der zweiten Zeile Eigenschaft (i) benutzt haben.
Zu jedem Paar von Teilchen-Indizes (i, 7) gibt es also einen Transpositionsoperator

P;; mit zwei unterschiedlichen Eigenzustinden |(I>§$)), entsprechend den beiden
unterschiedlichen Eigenwerten )\Z(;r) = +1 und )\E;) =—1,

Py |0)) = £|0F)) Vi,j. (3.20)

Der Zustand |(I>§C,L)) ist ganz offensichtlich symmetrisch unter Vertauschung der
Teilchen-Indizes (denn er reproduziert sich selbst unter Anwendung des Transposi-

tionsoperators), wiahrend der Zustand |(I>§\7)) antisymmetrisch unter Vertauschung
der Teilchen-Indizes ist (er wechselt das Vorzeichen unter Anwendung des Transpo-
sitionsoperators). Die beiden Eigenzusténde sind orthogonal zueinander,

(@ 10)7) = (@3] v [2)) = (@17 B} Py |2)) = (@) |8}y =0, (3.21)
wobei wir Eigenschaft (3.19) und die Eigenwert-Gleichung (3.20) benutzt haben.

(iv) Vertauschbarkeit mit anderen Operatoren:

Es gilt aufgrund von Gl. (3.17) und der Definition (3.18) des Transpositionsoperators

(oo AN 00D,
= (...,gogfl),...,apaj. AN go)...,gogj) cl)
= (.., ¥, ...,<paj, |PZ-J;AN il o, .,,,gpg},...)

— Ay = PLAyP;=P;' Ay Dy,
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3.1 Quantenmechanik der Vielteilchensysteme

wobei wir im letzten Schritt Eigenschaft (3.19) benutzt haben. Durch Multiplikation
von links mit P erhalten wir aus der letzten Gleichung

A ~ ~ ~

PyAy=Ax Py = |Aw, Py| =0 Vi (3.22)

Der Transpositionsoperator vertauscht also mit allen N—Teilchen-Operatoren! Dies
hat profunde Konsequenzen: Eigenzustinde beliebiger Operatoren Ay sind dann
ndmlich gleichzeitig auch Eigenzustinde des Transpositionsoperators, d.h. es gibt
zu jedem Operator einen symmetrischen und einen antisymmetrischen Eigenzu-

stand unter Vertauschung zweier beliebiger Teilchen-Indizes. 12.1.2012

Dies gilt dann insbesondere fiir den Hamilton-Operator Hy und damit auch fiir den
Zeitentwicklungsoperator

.t
Ut to) =T exp l——/ dt’ Hy(t )} .
h J,
Es gilt also
[U(t,t(]), Pzg] = O .
Falls der Zustand \@%)(to» zum Zeitpunkt ¢, ein Eigenzustand zu P;; war,
2 + +
Py |03 (t0)) = % |9 (t0))
so ist auch der zeitentwickelte Zustand

105 (1)) = U(t, 1) |95 (t0))

ein Bigenzustand zu P;;, denn es gilt

iJ
By 100 1) = ByU(tto) |05 (t)) = U(t, to) By |95 (1))
= 2 U(t,1) |0 (t)) = £ |0 (1)) .

Ein N-Teilchen-Zustand verliert also bei der Zeitentwicklung nicht seine (Anti-)
Symmetrie unter Vertauschung von Teilchen-Indizes.

Die Vertauschung von zwei beliebigen (aber fest vorgegebenen) Teilchen-Indizes 148t
sich natiirlich auch auf den Fall verallgemeinern, wo man prinzipiell alle Teilchen-Indizes
durch Vertauschung in eine andere (aber ebenfalls fest vorgegebene) Reihenfolge bringt.
Dies bewirken wir mit Hilfe des sog. Permutationsoperators ]5(2'1, iy ..., in), der durch
folgende Gleichung definiert ist:

P(i17i27"'7 )|90a17 90((12)7 R (paN> = |90a1 > 9022)7 R 90((;11\\;» ) (323)

d.h. er vertauscht die Reihenfolge der Teilchen
(1,2,...,N) — (i1,09,...,in), (3.24)

wobei (i1, 12, ...,iy) eine Permutation von (1,2,...,N) ist.
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Eigenschaften:
(i) Der Permutationsoperator ist als Produkt von Transpositionsoperatoren darstell-
bar, R ) R
P(Z.17Z.27"'77:N):"'Pijk""P’ill' (325)
Beispiele:

(a) Die Permutation (321) von (123) wird durch P(321) = P;, | = Py erzeugt.

(b) Die Permutation (312) von (123) wird durch P(312) = P, P,,; = Py Py
erzeugt. Es wird also zunéchst durch Py, die Permutation (321) generiert und
dann daraus durch Pp, die Permutation (312).

Wir bezeichnen mit p die Zahl der nicht-trivialen Transpositionen, also solchen
mit F;;x # 1. In Beispiel (a) ist p = 1, in Beispiel (b) ist p = 2.

(ii) Unitaritéat: Mit der Eigenschaft (3.25) berechnen wir

pf(ilaléa"')iN) - pjll‘ﬁlik
= P Pl =P i i), (3.26)

wobei wir von der ersten zur zweiten Zeile die Eigenschaft (3.19) des Transpositi-

onsoperators ausgenutzt haben.

Aufgrund von Eigenschaft (3.19)Ades Transpositionsoperators, ]5;1 = ]527-, folgern
wir weiterhin, dass es sich bei P71(iy,4s,...,9y) um eine Permutation handelt,
bei der die dazugehorigen Transpositionen in umgekehrter Reihenfolge wie bei

A

P(iy, 9, ..., iy) ausgefiihrt werden, vgl. Gl. (3.26). (Dies fithrt natiirlich i.a. nach den

entsprechenden Vertauschungen auf eine andere Reihenfolge der Zahlen (1,2,...,N)
als bei P(iq,19,...,ix).) Pil(}.l,ig, ...,iy) hat aber dieselbe Zahl p von nicht-
trivialen Transpositionen wie P(i1,7s,...,1N).

(iii) Da jeder Transpositionsoperator ]527- mit dem Hamilton-Operator Hy vertauscht,
vgl. Gl (3.22), und der Permutationsoperator ein Produkt von Transpositionsope-
ratoren ist, vertauscht auch der Permutationsoperator mit dem Hamilton-Operator,

~

Plir,ia, ..., in), F[N] —0. (3.27)

Mit diesen Voriiberlegungen sind wir nun in der Lage, vollstéindig symmetrische bzw.
vollsténdig antisymmetrische N-Teilchen-Zusténde zu konstruieren. Wir definieren
den sog. Symmetrisierungsoperator S](\;r) bzw. den Antisymmetrisierungsoperator
5’](\;) durch

A(E) 1
= N (1) P(P) , (3.28)

wobei die Summe iiber alle Permutationen P vom Typ (3.24) lauft und der Operator

P(P) = P(iy, i, ...,in) der entsprechende Permutationsoperator ist. Der (Anti-) Sym-
metrisierungsoperator hat folgende Eigenschaften:
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(i) SY](\?E (anti-)symmetrisiert jeden beliebigen N—Teilchen-Zustand |®y) beziiglich eines

beliebigen Index-Paares (i, 7), d.h. der Zustand S( |®y) ist Eigenzustand zu P;.
Dies zeigt man wie folgt:

Py S @y) = N,Z ) B P(P)|®y) .

Nun ist aber P;; P(P) einfach das Produkt von p/ = p+1 (nicht-trivialen) Transposi-
tionsoperatoren, vgl. Gl. (3.25), und entspricht damit einem Operator P(P’), der zu
einer Permutation P’ gehort, die ebenfalls in der Summe iiber alle Permutationen
enthalten ist. Wir berechnen daher weiter

A A 1 A
Py Sy 10n) = 55 D@EPTT PP [0x)
P

1 s /
= 3 DA PP o).

wobei wir im letzten Schritt p’ = p + 1 gesetzt haben und die Summe anstelle iiber
alle Permutationen P iiber alle Permutationen P’ laufen lassen (was dasselbe ist,
da wir letztlich {iber alle Permutationen summieren). Bis auf das +—Vorzeichen ist
aber der Operator, der auf der rechten Seite auf den Zustand |®y) wirkt, identisch
mit dem (Anti-)Symmetrisierungsoperator, vgl. Gl. (3.28). Also gilt

Py SG) |on) = £ 57 [@y) . (3.29)

d.h. der Zustand 5’](3[) |®y) ist in der Tat ein Eigenzustand zu ISZ] Dabei bewirkt
der Symmetrisierungsoperator S](\?L) offenbar eine Symmetrisierung des Zustands

|®x) beziiglich des Index-Paares (7, j) und der Antisymmetrisierungsoperator S](V_)
eine Antisymmetrisierung. Da dies aber fiier jedes beliebige Index-Paar gilt, ist
der Zustand S\ |®y) vollsténdig, d.h. beziiglich aller Indizes, symmetrisiert

und entsprechend der Zustand Sz(v_) |®x) vollstindig antisymmetrisiert.

Wir vereinbaren nun, dass unsere oben eingefiihrte Notation \Cbg\f)) fiir einen Eigen-
zustand des Transpositionsoperators P;; fiir vollstdndig (anti-)symmetrische

Zustéinde gelten soll, d.h.
A+ +
SV on) = [0F)) . (3.30)

Mit anderen Worten, |<I)§\j,[)> ist nun nicht mehr nur (anti-)symmetrischer Eigenzu-
stand eines beliebigen (aber fest vorgegebenen) Transpositionsoperators, sondern
(anti-)symmetrischer Eigenzustand zu allen Transpositionsoperatoren,

By |oy)) = By ST |on) = £5F) [0n) = £[0F)) Vi j=1,2,...,N, i#j.
Hier haben wir von Gleichung (3.29) und der Definition (3.30) Gebrauch gemacht.

Fiir das folgende bemerken wir noch die wichtige Identitéat
P(P)|2y)) = (&) |2y) . (3.31)
die sich unmittelbar aus Gl. (3.25) ergibt.
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(i)

(iii)
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Idempotenz:
A)\ 2 +) +)

(58) Jow) = 58105 N,Z £ P(P) o)

1 +) E=
= (BT ,Z\@ ) =53 o)
P
N 2 ~
— (S}Vi’) — §9 (3.32)

Hier haben wir von der zweiten zur dritten Zeile Gl. (3.31) benutzt und in der dritten
Zeile (£)* = 1 sowie die Tatsache ausgenutzt, dass es genau N! Permutationen
des Zahlentupels (1,2,...,N) gibt. Die Idempotenz des (Anti-)Symmetrisierungs-
operators bedeutet, dass ein bereits (anti-)symmetrisierter Zustand auf sich selbst
abgebildet wird.

Hermitezitat: Mit der Unitaritdt (3.26) des Permutationsoperators berechnen wir
&(£) _ e
N = Z (P)= gz 2
P

Nun ist aber p_l(P) ein Operator, der ebenfalls zu einer der Permutationen, z.B.
P, in der Summe iiber alle Permutationen gehért, P~1(P) = P(P'). Zu dieser
Permutation P’ gehort sogar die gleiche Zahl von nicht-trivialen Transpositionen,
p' = p, vgl. Diskussion nach Gl. (3.26). Anstelle iiber P kénnen wir natiirlich auch
tiber P’ summieren, so dass wir

A(E
Sk = ¥ Z )= S (3.33)

crhalten. Die Hermitezitét von S5 impliziert, dass die Eigenwerte des (Anti-)Sym-
metrisierungsoperators reell sind.

Als Summe tiber Permutationsoperatoren vertauscht aufgrund von Gl. (3.27) auch
der (Anti-)Symmetrisierungsoperator mit dem Hamilton-Operator,

[S}&), EIN} ~0. (3.34)

S’ﬁ) und 5’](\,7) projezieren auf orthogonale Unterrdume des N—Teilchen-Hilbert-
raums Hy,

(@n] S ST 1w y) = (@ |0y =0 (3.35)

Dies folgt aus Gl. (3.29): ein vollstédndig (anti-)symmetrischer Zustand ist gleich-
zeitig ein Eigenzustand jedes beliebigen Transpositionsoperators, und dessen Eigen-
zustdnde sind wiederum orthogonal zueinander, Gl. (3.21),
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Aufgrund von Eigenschaft (3.35) sollte man annehmen, dass der Hilbertraum Hy ein
direktes Produkt des Hilbertraums HE\J{) = {|<I>§\J,r)> € Hy} der vollstandig symmetri-

schen N-Teilchen-Zustédnde und des Hilbertraums Hg\?) = {|<I>§\7)> € Hy} der vollstiandig
antisymmetrischen N—Teilchen-Zusténde ist. Dies ist aber nicht richtig, denn

S](\;r) +S](\;) # 1y,

dis Summe aus Symmetrisierungs- und Antisymmetrisierungsoperator bildet kelne voll-
stdndige Eins. Es gibt i.a. (d.h. fir N > 2) noch einen weiteren Unterraum HN C Hn,

der orthogonal zu Hg\}L) und HEV

Hy = HEJ) M @ HY (3.36)
und ) ) )
S +807 + 80 =1y, (3.37)

wobei der durch diese Relation definierte Operator 5‘](\?) =1y — S](\?L) - SJ(V_) Zustiande auf

(0) _
den Unterraum H’ projeziert.
Durch (Anti-)Symmetrisierung der N-Teilchen-Produktzustiande (3.12),

‘goam R SOCMN>(i) = |900417 R QOaN N' Z pP ‘800417 R Spgx)>
= N Z Pl L iy (3.38)

kann man eine Basis des H%) konstruieren. Die Zusténde (3.38) sind orthogonal, was
wir wie folgt einsehen:

1 N ~(E
B0y - Pyl Pary s Pan)® = (05, o, @S EF [Qars -y Pan )
1 N
= <S0(51)7 ceey ng)|§0a17 ceey (paN>(:t)
- N'Z (‘Oﬁl""’(‘oﬁN)‘P< H(‘Ot(lll)""’gpg;[v)>
= N'Z ()0517"'7()05N‘()0a17"'()0gx)>
_ N
= N Z R0 oo o ol o)
= mZ(i)” 0(Bry ) -+ 0(Bs i) (3.39)
P

Hier haben wir von der ersten zur zweiten Zeile die Idempotenz (3.32) des (Anti-)Sym-
metrisierungsoperators benutzt und von der vierten zur fiinften Zeile die Reihenfolge der
Argumente im ket-Zustand so sortiert, dass die Teilchennummerierung im Einklang mit
der im bra-Zustand steht, so dass dann die Orthonormalitdt der Einteilchen-Zusténde
ausgenutzt werden kann (von der fiinften zur sechsten Zeile). Offenbar ist der Ausdruck
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3 Quantengase

auf der rechten Seite von Gl. (3.39) immer dann null, wenn der Satz von Quantenzahlen
{#;} nicht identisch mit dem Satz {«;} ist (ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge).
Falls er identisch ist, konnen wir schreiben

1
(i)<()0017 SRR ()OO!N|900¢17 R (paN>(i) = ﬁzt‘z)pé(&hail) e 5<O[N705iN) # 0 ) (34())
B

denn mindestens ein Term in der Summe (der fiir die triviale Permutation P(P) = 1) ver-
schwindet nicht. Dies beweist die Orthogonalitéit der (anti-)symmetrischen N-Teilchen-
Zustande. Sie sind allerdings (noch) nicht auf Eins normiert.

Aufgrund der Definition der Determinante einer Matrix A,

det A = Z(—)pam ANy s
P

und der Definition (3.12) der Produktzusténde lassen sich die antisymmetrischen Zu-
stdnde (3.38) als sog. Slater-Determinante schreiben,

N
[fos) lou) oo et
_ 1| |pas) |@as) - |pas’)
|90a17 RN 90041\7>( )E ﬁ :2 ? y :2 (341)
N
o5 SRS

Weil Determinanten verschwinden, wenn sie zwei gleiche Spalten (oder Zeilen) besitzen,
verschwindet die Slater-Determinante, wenn zwei verschiedene Teilchen, sagen wir ¢ und
j, in demselben Zustand sind, also wenn fiir i # j gilt

oy =18y Vk=1,...,N.

Dies bedeutet, dass zwei verschiedene Teilchen nicht im gleichen Quantenzustand sein
diirfen, wenn man einen nicht-trivialen vollstdndig antisymmetrischen Zustand erhalten
mochte. Dies ist aber gerade die Aussage des Pauli-Prinzips fiir Fermionen! Wir
werden dies im folgenden Abschnitt weiter ausfiihren.

3.1.3 Das Spin-Statistik-Theorem

Das sog. Spin-Statistik-Theorem wurde von Wolfgang Pauli (W. Pauli, Phys. Rev.
58, 716 (1940)) aufgestellt. Es besagt, dass der Spin die Symmetrieeigenschaft eines N—
Teilchen-Zustands bestimmt:

(i) Teilchen mit ganzzahligem Spin, S = 0,1, 2, ..., heilen Bosonen
und bilden symmetrische N—-Teilchen-Zusténde, |<I)§C,L)> € ’Hg\J{).

(ii) Teilchen mit halbzahligem Spin, S = %, g, ..., heilen Fermionen
und bilden antisymmetrische N—Teilchen-Zustéinde, |<I>§\7)) €

HY.
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Man beachte, dass man aus einzelnen Teilchen mit ganzzahligem Spin nur N-Teilchen-
Zustinde mit ganzzahligem Gesamtspin erzeugen kann. Ein symmetrischer N-Teil-
chen-Zustand ist daher immer ein Boson.

Dagegen kann man aus einzelnen Teilchen mit halbzahligem Spin sowohl N—-Teilchen-
Zustédnde mit halbzahligem als auch ganzzahligem Gesamtspin erzeugen. Ein anti-
symmetrischer N-Teilchen-Zustand kann daher sowohl ein Fermion als auch ein Boson
sein.

WEeil die Teilchen identisch sind, geniigt es anzugeben, wieviele Teilchen sich in einem
gegebenen Quantenzustand |p,,) befinden. Es sei n,, die Zahl der Teilchen im Quanten-
zustand |, ), also

3.1.4 Besetzungszahldarstellung

ng, = 0,1 fiir Fermionen ,

1

= 0,1, 2,... fiir Bosonen ,

Ny
» na, = N. (3.42)

Wir betrachten nun die (anti-)symmetrisierten N—Teilchen-Zusténde (3.38) und ihre
Orthogonalitétsrelation (3.40). Das Produkt von J—Funktionen auf der rechten Seite dieser
Gleichung verschwindet nicht, falls es sich um die triviale Permutation P (P) = 1 handelt,
oder falls es sich um eine Permutation handelt, die ausschlief3lich Teilchen miteinander
vertauscht, die im selben Einteilchen-Quantenzustand |¢,,) sitzen, so dass oy, = .
Da sich n,, Teilchen in diesem Zustand befinden sollen, gibt es n,, ! Moglichkeiten, diese
Teilchen untereinander zu vertauschen (auch fiir Fermionen, da 0! = 1! = 1). Ferner gilt
dies fiir jeden der N Quantenzustédnde. Also gibt es

N
Noy ! Myl - Ny ! = Hnm!
i=1

von null verschiedene Terme in der Summe iiber alle Permutationen.

Fiir symmetrische Zusténde ist (+)? = (+)? = 1. Fiir antisymmetrische Zusténde ver-
bietet das Pauli-Prinzip, dass zwei Teilchen im selben Quantenzustand sind, also trigt
lediglich ein einziger Term in der Summe iiber die Permutationen P bei. Dies muss derje-
nige fiir die triviale Permutation sein, so dass (£)? = (—)° = 1 ist. Wir erhalten also fiir
die rechte Seite von Gl. (3.40) (fiir eigentliche Hilbertraum-Zusténde) das Endergebnis

N
1
S Dars -y Can|Cars - s Pay)E = ﬁHnai! : (3.43)
=1

Die (anti-)symmetrisierten N—-Teilchen-Zustande konnen also auf Eins normiert werden,
indem wir sie mit einem Faktor

) N -1/2
C, = (ﬁ Hnai!> . C_=+NI
i=1
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multiplizieren. Dies fiihrt auf die sog. Besetzungszahldarstellung der N-Teilchen-
Zusténde,

‘N, Nayy -5 Nayy - >(i) = Ci“ﬁau Cey gOaN>(:t)
Cy .
= 7 2 @EPP) |l - [l (3.44)
P ":1 7?;
Hier haben wir die Einteilchen-Zustéinde im Produktzustand |5, ..., o)) = |08y - -

|g0((1]p> so umsortiert, dass zunéchst alle n,, Teilchen, die im Zustand |¢,,) sind, auftreten,
dann die n,, Teilchen im Zustand |p,,) etc. Dazu muss man auch die Teilchen-Indizes
geeignet umnummerieren. Dies geht aber immer, da man iiber alle Permutationen der
Teilchen summiert (ggfs. muss man noch mit einem Phasenfaktor —1 multiplizieren). Man
beachte, dass man den vollstindigen Satz von Besetungszahlen angeben muss, also die
N, fir alle moglichen Zustdnde |p,,), auch wenn diese nicht besetzt sein sollten (dann
ist no, = 0). Dies geht natiirlich nur fiir eigentliche (d.h. diskrete) Hilbertraum-Zusténde.
Die Zustédnde (3.44) in der Besetzungszahldarstellung sind auf Eins normiert,

N
EVUN; Ny ooy Ny - M Mgy oy My Y =0 Hén%mai , (3.45)
i=1

d.h. Zusténde mit unterschiedlichen Besetzungszahlen in einem einzigen (oder auch meh-
reren) Quantenzustinden sind orthonormal. Sie bilden aufilerdem eine Basis des H%),

> AN nay g YIEN nG g, =y (3.46)
3.1.5 Zweite Quantisierung

Wir definieren den Vakuumzustand
0) .

Er enthélt keine Teilchen in irgendwelchen Quantenzustdnden.
Nun definieren wir den Erzeugungsoperator

at

(7

Er erzeugt ein Teilchen im Quantenzustand |g,, ),

al 10y =|1;0,...,0,1,0,...)%) (3.47)

a;

wobei die 1 im ket an der Stelle der Besetzungszahl n,, steht.
Allgemein gilt fiir die Wirkung des Erzeugungsoperators auf einen beliebigen N—Teil-
chen-Zustand

al, N5 gy oo Mgy - )& = ()Y Vo, + 1IN+ 15 nayy ooy mg, + 1,000 | (3.48)
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3.1 Quantenmechanik der Vielteilchensysteme

wobei der Faktor /n,, + 1 Konvention ist (vgl. Diskussion der Erzeugungs- und Ver-
nichtungsoperatoren in der Vorlesung “Quantenmechanik I”, Abschnitte 4.2.2 und 4.2.3)
und

i—1
Ni: E na].
i=1

die Zahl der Transpositionen ist, die man bené6tigt, um den Zustand |g,,) nach vorne zu
bringen, so dass der Erzeugungsoperator auf ihn wirken kann.

Ein beliebiger N-Teilchen-Zustand kann durch Anwenden von N = > . n,, Erzeugungs-
operatoren auf das Vakuum generiert werden,

IN: Ry oo Mgy - ) = TN 0) . (3.49)

Bei der Anordnung der Erzeugungsoperatoren befolgen wir die Konvention, dass die zu
kleineren Indizes i rechts von denen zu grofleren Indizes stehen.

Entsprechend zu den Erzeugungsoperatoren gibt es auch Vernichtungsoperatoren,

@, |1;0,...,0,1,0,..)&) 0) , (3.50)
ie,10) = 0. (3.51)

(o

Allgemein gilt

o, |N; Nays ooy Ny - )E = ()N e IN = 15 gy ooy gy, — 1, ) E) 0 (3.52)

7

An diesen Formeln ist die Besetzungszahlbeschrinkung fiir Fermionen nicht direkt
ablesbar. Wir betrachten daher Bosonen und Fermionen getrennt:

(i) Bosonen: Fiir Bosonen lauten die Gleichungen (3.48) und (3.52)

al Ny o, )T = e TIN5 g, + 1) (3.53)
Niooong, )T = e IN=1; .. ng, — 1, .. (3.54)

7 )’ "

o,

Daraus lassen sich Vertauschungsrelationen fiir Erzeuger und Vernichter ableiten.
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Wir berechnen

(+)<N;...,nai,...,naj,...|d2;j&£l LiAT IN —2; . ai—l,...,naj—l,...>(+)
= /Mo, Na; — /T, ey =0
— [agi,a;}:o, (3.55)
(+)<N—2;...,nai—1,...,naj—l,...|daj&ai—daidaj|]\f;...,nai,...,naj,...>(+)
= /Mo, Na; — /T, ey =0
= |y, G, ] =0, (3.56)
(+)<N;...,nai,...,naj,...|daj Ll—a Qo |N; nai,...,naj,...>(+)

= by [(Jr)(N;...,nai,...\aai nai+1|N—i—1;...,nai+1,...)(+)
— (N Negs | @, /Moy [N =15 .., n.—l,...>(+)]
03 (\/naz+1\/nm+1_vnm\/na> = 0ij (Na; +1 —na,) =6y
= [aq,, 0},] =0 . (3.57)

(ii) Fermionen: Fiir Fermionen lauten die Gleichungen (3.48) und (3.52)
al, [Ny onag )T = ()N 0, o IN+ 1 ng, 1)) (358)
oy ING oo gy )T = ()N 6 1IN =1 ng, — 1,00 (3.59)

wobei n,, =0, 1, N; = Z;;ll Nq, . Daraus lassen sich wiederum Vertauschungsrela-
tionen berechnen. Sei 0.B.d.A. i < 7. Dann gilt

N(N; ey Mgy ey Mgy e |aLZ AL IN =25 ... ng, — 1, ..., ng; — 1, )
= CUN; . na,, e Ny ...\aai(—)N'énaj,LﬂN—1; cey My — 1, N, L&)
= (=Nt Ona,~1,0 Ong,—1,0 = (—)NitNs Ona; 1 0n0,,1 - (3.60)

Man beachte hinsichtlich des Vorzeichens, dass
i—1
Ni = Znak 5
k=1
j—1 Jj—1
N, = Z Ny + Mo, — 1 = Z Nay,

(=104 =10

wobei wir den Term fiir die n,, — 1 Transpositionen explizit ausgeschrieben haben,
letzterer aber sowieso verschwindet, da n,, = 1, aufgrund des Kronecker-Deltas in
Gl. (3.60). Andererseits gilt fiir die umgekehrte Reihenfolge der beiden Erzeugungs-

operatoren
N . ng,, oy My e |aT ATZ N—=2;...,ny —1, ...,na].—l,...>(*)
= (N, ceey Moy ...,naj,...|aaj(—)Ni5nai,1|N—1; ey Mgy ey Mg, — 1, )6

= ()N G 1 O 1 - (3.61)
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3.1 Quantenmechanik der Vielteilchensysteme

wobei nun wie vorher
i—1
Ni = E Nay,
k=1
aber im Gegensatz zu vorher
j—1
/ PR—
N; = E N,
=1

den Term ¢ = i in der Summe enthélt. Der Unterschied zum vorangegangenen Fall
ist also
Ni=N;j+1, damng=1.

Dieser Unterschied erklért sich daraus, dass im ersten Fall kein Teilchen im Zu-
stand |p,,) war, als djlj angewendet wurde, aber beim zweiten Fall ein Teilchen in
diesem Zustand war. Addition von Gl. (3.60) und (3.61) ergibt wegen des relativen
Vorzeichens zwischen beiden Ausdriicken

a; a; Yo ;)

al, af, +af, af, = {al,, al, } =0 (3.62)
J J

Die geschweifte Klammer steht fiir den sog. Antikommutator. Auf ganz dhnliche
Weise zeigt man

{aa,, G0, } =0 (3.63)
Zum Schluss berechnen wir noch den Antikommutator {dai, dLJ_ }: 19.1.2012
NG o gy -y Ty, ...|aaia;j +a§jaai ING o gy ey Ty o))

= 0y [THUN; . nags ] e ()N Ong, 0 [N+ 1500y g, + 1, e
+ NN, L ng,, - al (5N On, 1 [N =15 0y g, — 1, ]
= 5 (2 B0+ 0 1) =0
— {aai, agj} =5, . (3.64)

Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren fiir Bosonen und Fermionen wirken auf dem
sog. Fockraum

Hr = Q)M (3.65)
N=0

dem Produktraum aus allen Hilbertraumen Hy zu fester Teilchenzahl N. Der Erzeu-
gungsoperator dLi bildet Zustéinde aus dem Teilraum H auf den Teilraum H 1 ab, und
der Vernichtungsoperator a,, entsprechend Zustédnde aus Hy auf Hy_;.

3.1.6 Operatoren in zweiter Quantisierung

(i) Besetzungszahloperator:
Roy = @, Ga, (3.66)
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vgl. Gl (4.37) der Vorlesung “Quantenmechanik I”. Es gilt

N; oo g, . )& = al, ()N e, [N =15 ..., ng, — 1, S

= (:i:)QNH/nOM2 IN; ..., Nay, )
= g, [Ny .. Ny, ) E) (3.67)

N

Der Besetzungszahloperator mifit also — wie zu erwarten — die Zahl der Quanten
im Zustand |p,,). Mit Hilfe des Besetzungszahloperators (3.66) definieren wir den
Teilchenzahl-Operator

N=> i, . (3.68)

Er mifit die gesamte Teilchenzahl N, die sich in einem N-Teilchen-Zustand
IN; ..., Na,, .. .)&) befindet. Die Zustinde |N; ..., ng,, ...)&) in der Besetzungs-
zahldarstellung sind aufgrund von Gl. (3.66) Eigenzustidnde zu n,, und N.

Hamilton-Operator: Wir nehmen der Einfachheit halber an, dass sich der Hamil-
ton-Operator des Systems als Summe von Einteilchen-Operatoren schreiben 1i8t,
d.h. wir vernachléssigen die Wechselwirkung zwischen zwei oder mehr Teilchen. Dies
ist ausreichend, wenn wir ideale Gase aus Bosonen oder Fermionen betrachten (s.

Abschnitt 3.2),
Hy = iﬁ[f” . (3.69)
i=1
Wir betrachten diesen Operator nun in der Basis der N—Teilchen-Zusténde (3.38),
Hy = lyHyly

(H ) (

X <900f17"'79004N‘HN|90517"'7905N> (pﬁlu"'vgoﬁN| (37())

Das Matrixelement berechnen wir mit Hilfe der Definition (3.38) der (anti-)symme-
trisierten N—Teilchen-Zusténde wie folgt:

N Pars -+ » ol Hn 1051, - -1 0py)

= (o0, ..., oS Hy gy, -, 0p)®
= (oD, ..., oM 8 HNWU---,WNW’
= (o0, o HN S s, -y pan)®
= (o8, ..., oW Hy oy, - - )™

wobei wir von der zweiten zur dritten Zeile die Hermitezitéit (3.33) des (Anti-)
Symmetrisierungsoperators, von der dritten und vierten Zeile seine Vertauschbar-
keit (3.34) mit dem Hamilton-Operator und von der vierten zur fiinften Zeile seine



3.1 Quantenmechanik der Vielteilchensysteme

Idempotenz (3.32) ausgenutzt haben. Mit der Definition (3.38) der (anti-) symme-
trisierten N—Teilchen-Zustande berechnen wir weiter

<90((11)7 "'>§O&N| |90617 - OB

N
- N' Z pﬁP SOSR’ R 90041\7 | HN ‘(pﬁ17 ttty SO(ﬁN)> (371)

>(i)

Setzen wir diesen Ausdruck in Gl. (3.70) ein, so bemerken wir zunéchst, dass die
Summe {iber alle Permutationen Pj {iberfliissig ist, da dort sowieso iiber 3, ..., By
summiert wird. Oder mit anderen Worten, wir konnen durch Umbenennen der Sum-
mationsindizes 3;; — B, j = 1,..., N, erreichen, dass jeder Term der Summe {iber

die Permutationen identisch mit dem iiber die triviale Permutation P(Ps) = 1 wird.
Dabei wird allerdings auch der letzte bra-Vektor in Gl. (3.70) veréndert,

gy, -y oyl — g, s vp, ] -

Benutzen wir die Glgen. (3.44) und (3.49), erkennen wir, dass dieser Zustand die
Form

1 1 (&)™ ng,.
) — — &N - - J
(98,7 o = G OHUNG gy, = o] (0l (as, )
L]

\/ nﬁij

hat. Da das Produkt {iber alle 7; gebildet wird, kénnten wir auch einfach das Produkt
iber alle 7 bilden und {iberall i; — 7 ersetzen. Allerdings stehen die Vernichtungs-
operatoren nicht in der richtigen Reihenfolge (kleinere Indizes links von grofleren),
sondern in der durch die Permutation erzeugten. Um sie in die korrekte Reihenfol-
ge zu bringen, sind ps Transpositionen notig, die einen zusétzlichen Faktor (£)P?
erzeugen. Es gilt also

(i)«pﬁila SRR SpﬁzN| = (j:)pﬁ (i)«pﬁn SR SpﬁN| :

Setzen wir dies zusammen mit Gl. (3.71) in Gl (3.70) ein und beriicksichtigen
(£)%s = 1, sowie die Tatsache, dass die Summe iiber die Permutationen N! Terme
enthélt, so erhalten wir

I I |800v’17 7S004N>(:|:)

----- an B1;.06N

x (e, oWy |0y, 05 Bl sl (3.72)

Das Matrixelement des Hamilton-Operators ist mit der Annahme des Einteilchen-
Ansatzes (3.69) leicht zu berechnen,

N
N Fr(i 1 N
(D, e Hn 05, oSy = e, oW ED 16 o))

=1

= < (1)|ﬁ(1)|80(1)> (0@,52) 5(04N7ﬁ1v)
+ d(aq, B1) -+ 0(an—1, Bn-1) <<P((XN)|H(N [
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Hier haben wir die Definition (3.12) der Produktzustéinde und die Orthonormalitét
der Einteilchen-Zusténde benutzt. Setzen wir dies in Gl. (3.72) ein, so erkennen wir,
dass alle N Terme in dieser Summe den gleichen Beitrag liefern, da iiber alle o;; und
(; summiert wird,

A (1 !
Hy = I I |90a17 '~~>§004N>(i) <(‘0((3411)|I{1( ) |90,E31)>

----- an B15-,0N

(Oég,ﬁg) "'5<O4N76N) )<¢ﬁ17"'7¢ﬁN|
S WENE: ST

1,61

X

>(i) (+) (

X

N Z: |900417 Pagy « - Pay PB1y Pags -+ SOQN‘ . (373>

Nun ist aufgrund von Gl. (3.44) und der Definition (3.48) des Erzeugungsoperators

N 1/2
1
|§0a1> Pagy « 90041\7>(i) - [ﬁ Hnai!] |N; Moy s Nag --->(i)

(J,T 1/2
- \/_[ _1|an¥z] |N_1§ nal—l,na2,...>(i)

>(i)

Y

AT
\/— |900427 <o Pay

wobei die Notation auf der rechten Seite insofern nicht ganz eindeutig ist, weil
der ket-Vektor durchaus noch n,, — 1 Teilchen im Zustand |¢,,) haben kann, vgl.
z.B. Gl. (3.44), aber eben eines weniger als der ket-Vektor auf der linken Seite
(der n,, Teilchen in diesem Zustand hat). Analog ist aufgrund der Definition des
Vernichtungsoperators (3.52)

;N 1/2
nﬁ.
(i)<()0,317 Pagy - (paN| = (i)<N7 NG5 Nags ‘ [Nll Hnai!]

=2

! N 1z
as
= (i)<N—1,nﬁl—1, na2,...| [mnnalll 1
=2

3

0’51

(:t)<S00427 "'7S004N|\/_

Auch hier kann der bra-Vektor auf der rechten Seite noch ng, —1 Teilchen im Zustand
(pg,| enthalten, aber eben eins weniger als der bra-Vektor auf der linken Seite (der
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ng, Teilchen in diesem Zustand hat). Eingesetzt in Gl. (3.73) erhalten wir

A~

fy = i«omwﬂ o0y a4,

o1,01
X I |()0(1’27 7S004N>(:|:)(:|:)<S00427 MR SOOCN|
Q2 yueny aN
1
= Zj (GO HD 6Dy a ap, Ly | (3.74)
o1,01

wobei wir im letzten Schritt die Vollstandigkeit der N—Teilchen-Zustinde im Hy_;
benutzt haben.

In der Energie-Darstellung und fiir eigentliche Hilbertraum-Zustédnde vereinfacht sich die-
ser Ausdruck wegen )

(@17 16) = €0y
noch etwas weiter (hier haben wir den Index (1) bei ¢; unterdriickt, da die einzelnen
Energieniveaus fiir identische Teilchen immer die gleichen sind),

HN = ZEZ' CALIYZ CALQZ, = ZEZ' TAlaZ. . (375)
Die N-Teilchen-Zusténde in der Besetzungszahldarstellung sind auch Eigenzusténde zu
einem Hy der Form (3.75),

[:[N‘N, sy Ny, >(i) :Zﬁnai

i

Nioong, .. E =Ey|N; ... ng,, .. )5,

(3.76)
wobei Ey die Gesamtenergie des N-Teilchen-Zustands ist. Die N-Teilchen-Zustéinde
sind ebenfalls Eigenzustéinde zum Teilchenzahl-Operator (3.68),

N|N; ey Ny, )& :Z”ai IN: . 0y, . YE = NIN; L ng,, . )E) L (3.77)

3.2 ldeale Fermi— und Bose—Gase

3.2.1 GroBkanonische Zustandssumme

Wir sind nun in der Lage, die Zustandssummen fiir ideale Fermi— und Bose-Gase zu
berechnen. Wir betrachten gleich die gro3kanonische Zustandssumme, definiert durch
Gl. (2.53),

Z(T,V, ) = Tr[ B~ MN>} .

Hierbei ist Hy der N —Teilchen-Hamilton-Operator, der fiir ein wechselwirkungsfreies Sys-
tem die Form (3.75) annimmt, und N der Teilchenzahl-Operator (3.68). Die Spur berech-
nen wir am besten in der Besetzungszahldarstellung (3.44) der N-Teilchen-Zusténde,

Z(T,V,u) = Z Z nai,...|e_ﬁ(HN_“N)|N;...,nai,...)(i),
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wobei der Strich an der zweiten Summe bedeutet, dass die Besetzungszahlen n,,...,

Ng,, - - - die Bedingung
S =

erfiillen miissen. Da wir aber anschlieBend iiber alle N summieren, kénnen wir die Be-
schrankung auch fallen lassen. Dann kann auch die Summe {iber N weggelassen werden,

Z0 Vi)=Y BN g, e PN NG L)) (3.78)

Die Zustédnde in Besetzungszahldarstellung sind Figenzustéinde zum Hamilton-Operator,
vgl. Gl. (3.76), und zum Teilchenzahl-Operator, vgl. Gl. (3.77). Also berechnen wir aus
Gl. (3.78) sofort

Z(T,V,u) = Z (i)<N;...,nai,...|6_ﬁ(EN_“N) |N;...,nai,...)(i)
SN 0 SRV B 1D SN
Mg ey Ny 7 7 Na,

wobei wir im letzten Schritt die Exponentialfunktion faktorisiert haben und die Summen
iber die Besetzungszahlen n,,,...,n,,,... auf die einzelnen Exponentialfaktoren verteilt
haben. Dies ermoglicht die kompakte Darstellung als Produkt {iber Summen iiber die
einzelnen Besetzungszahlen.

Nun gilt fiir Bosonen aufgrund der Definition der geometrischen Reihe,

.
Zx"zlix, r<1,
n=0

dass
—B(ei—p)na; _ —Bleg—p)Mes _ =
D e =) e "= =l (3.80)
naiZO naiZO
Wenn wir 0.B.d.A. die einzelnen Energien ¢; ihrer Gréfle nach anordnen, g < €1 < -+ - <
€; < ---, dann ist die Voraussetzung fiir die Anwendung der Formel fiir die geometrische

Reihe die Bedingung
€ > I (3.81)

Mit anderen Worten, fiir Bosonen muss das chemische Potential stets kleiner oder —
bei Bose-Einstein-Kondensation (diesen Fall behandeln wir noch genauer in Abschnitt
3.2.4) — gleich der Grundzustandsenergie sein.

Fiir Fermionen enthélt die Summe iiber n,, in Gl. (3.79) aufgrund des Pauli-Prinzips

nur zwei Terme,
1

Z e Blei—mna; — q + e Plei—n) (3'82)

Na,; =0
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Die beiden Glgen. (3.80) und (3.82) lassen sich, eingesetzt in Gl. (3.79), kompakt zusam-
menfassen, so dass das Endresultat fiir die grof3kanonische Zustandssumme lautet:

Z(T,V,p) =[] [ +ne )" (3.83)

i

wobei 7 = +1 fiir Fermionen/Bosonen. Der Logarithmus der groBkanonischen Zustands-
summe lautet demnach

In Z(T,V,p) =n» In[l4ne ] (3.84)

und damit das gro3kanonische Potential

T, V)= —kpTn Y In[1+ne ] (3.85)

Im thermodynamischen Limes ist der Druck gegeben durch

kgT
V

Q _B(e—
P=—7= nzi:ln[lJrne 6(1“)] : (3.86)

Die mittlere Teilchenzahl ist

Ty npe fem 3 L (3.87)

TV - 1+ n e—Blei—w) - eBlei—p) 4 n

wobei wir n? = (£)? = 1 benutzt haben. Die mittlere Energie berechnen wir zweck-
méafigerweise aus der Formel

0ln Z(T,V, ) o o
E = — Vs =~ =S In[l+nzefe
85 V,z aﬁ Z [ ] v
nz (_62) e e €;
- Tor.000 2o e 3.88
7 l+nzePea Z eBlei—n) 4+ p ( )

7 7

Die Entropie erhilt man dann beispielsweise aus der Fundamentalrelation der Thermo-
dynamik,

E+pV —
T

3.2.2 Mittlere Besetzungszahlen
Die mittlere Besetzungszahl im Quantenzustand |¢,,) ist definiert als

1 N N

(a)) = FTr | AN g,
1
= 3 Z (i)<N; ey Mgy e e PEN—RN) Ny | N5 -0y Ny - .>(i),(3.90)
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wobei wir die Spur wie in Gl. (3.78) in der Basis der symmetrisierten N—Teilchen-Zusténde
in der Besetzungszahldarstellung ausgefiihrt haben, weil dies erméglicht, den Hamilton-
Operator Hy, den Teilchenzahl-Operator N und den Besetzungszahloperator n,, sofort
durch ihre entsprechenden Eigenwerte zu ersetzen. Weil fiir ein nichtwechselwirkendes

System
Ey = Z €j Nay
j
konnen wir mit der Darstellung (3.79) der groflkanonischen Zustandssumme Gl. (3.90)
aber auch als Ableitung des Logarithmus von Z nach —[fe; schreiben,

1 O e B2 ma;(ej—m)
) = = E(N; L nays - N: ..., ng )
<<naz>> Z Z < ’ ’ naﬂ | a<_ﬁ€l) ‘ ) 9 naz? >
Ny ooy see- T,V e 7€;
1 02z 0
Z a<_ﬁ€l) T7V7/>‘L7Ej7é€i 8<_ﬁ62) T,V,}L,Ej?éﬁl'

wobei bei der partiellen Ableitung neben 7',V und p auch alle Einteilchen-Energien ¢;
mit j # 4 konstant zu halten sind. Mit Gl. (3.84) berechnen wir weiter

n e Blei—p) 1
1+ neble—n eflei—p) 4

((fa;)) =1

(3.92)

Durch Vergleich mit den Glgen. (3.87) und (3.88) stellen wir fest, dass

N=(F) = 3l (3.93)
E=(HN) = Y6 llia)) - (3.94)

i

Dies ist konsistent mit Gl. (3.68) fiir den Teilchenzahl-Operator und Gl. (3.75) fiir den
Hamilton-Operator eines wechselwirkungsfreien Systems. Die statistischen Mittelwerte
der Operatoren N und Hy sind also als Summe iiber die mittleren Besetzungzahlen (im
Falle der Energie gewichtet mit der Einteilchen-Energie ¢€;) darstellbar. Dies ist immer der
Fall, wenn ein Operator effektiv ein Einteilchen-Operator ist, wie im Fall der Teilchen-
zahl oder der Energie in einem nichtwechselwirkenden System.

Wir machen nun eine Fallunterscheidung:

(i) Bosonen, = —1: Die mittlere Besetzungzahl (3.92) lautet

1

e (3.95)

np(e, T, p) =
und heifit Bose-Einstein-Verteilung. Wir hatten schon gesehen, dass wegen der
Bedingung (3.81) hochstens fiir den Grundzustand eine Singularitéit dieser Vertei-
lung entsteht und auch nur dann, wenn p = €. Diesen Fall behandeln wir gesondert
in Abschnitt 3.2.4. Fiir u < ¢y gibt es keine Probleme und wir kénnen die Verteilung
(3.95) graphisch darstellen, vgl. Abb. 3.2.
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— Bose-Einstein
— Boltzmann
klass.

Be - W)

Abbildung 3.2: Die Bose-Einstein-Verteilung (rot) und zum Vergleich die Boltzmann-
Verteilung (blau) und der klassische Grenzfall der Bose-Einstein-
Verteilung.

Fiir 8(¢; — ) > 1 kann man die —1 im Nenner der Bose-Einstein-Verteilung ge-
geniiber der Exponentialfunktion vernachlédssigen und wir erhalten

np(e, Top) ~ e P e — > kT . (3.96)

Dies ist die sog. Boltzmann-Verteilung. Sie entspricht dem Grenzfall, bei dem wir
quantenstatistische Effekte ignorieren. Man erkennt anhand von Abb. 3.2, dass
sie, wie erwartet, fiir 3(e; —p) > 1 eine gute Ndherung der Bose-Einstein-Verteilung
darstellt.

Fiir 5(e;—p) < 1 konnen wir die Exponentialfunktion im Nenner der Bose-Einstein-
Verteilung in eine Taylor-Reihe entwickeln und erhalten

1  kgT
L+ Bei—p)—1 &—p

np(€, T, ) =~ . 6 — << kgT . (3.97)

Dies ist der sog. klassische Grenzfall, weil die Besetzungzahl des Energieniveaus
¢; makroskopisch grof} ist, also sehr viele Teilchen im Quantenzustand |¢;) sitzen.
Sie bildet, wie erwartet, fiir 5(e; — ) < 1 eine gute Naherung fiir die Bose-Einstein-
Verteilung, vgl. Abb. 3.2.

133



3 Quantengase

(ii) Fermionen, n = 1: Die mittlere Besetzungszahl (3.92) wird zu

134

1

= e 1+ 1 (3.98)

nF(eia Tv M)
und heiffit Fermi-Dirac-Verteilung. Auch fiir die Fermi-Dirac-Verteilung erhalten
wir im Grenzfall #(e; — p) > 1 durch Vernachléssigen der +1 im Nenner gegeniiber
der Exponentialfunktion die Boltzmann-Verteilung,

np(e, T, p) ~ e PlE=1 (3.99)

Dies muss so sein, da die Boltzmann-Verteilung quantenstatistische Effekte igno-
riert, also genau den Unterschied zwischen Bosonen und Fermionen in der mittleren
Besetzungzahl aufler acht 1a8t. Deshalb sind in diesem Limes die Besetzungszahlen
von Bosonen und Fermionen identisch.

Anders verhalt es sich aber im Fall 8|e; — p| < 1. Zunéchst ist zu bemerken, dass
wir fiir die Fermi-Dirac-Verteilung aufgrund der +1 im Nenner nicht das Problem
einer Singularitét haben. Es gibt also keine Bedingung wie Gl. (3.81), die eine obere
Schranke fiir das chemische Potential darstellt. Andererseits muss die Fermi-Dirac-
Verteilungsfunktion stets ngp < 1 sein, damit das Pauli-Prinzip nicht verletzt wird.

Wir betrachten zunéchst den Grenzfall verschwindender Temperaturen, T — 0,

[ — oo. Dann wird

e f o0 fir 6>,
0 fir ¢<up,

und daher
) |0 fir >p,
:1F1£n>o nre(en T, p) = { 1 fir ¢ <p,
d.h.
%in}) np(e, Top) =O0(n—¢), (3.100)

die Fermi-Dirac-Verteilung wird zur Stufenfunktion, vgl. Abb. 3.3. Alle Energieni-
veaus ¢; unterhalb der sog. Fermi-Kante E, die fiir 7' = 0 genau dem chemischen
Potential entspricht, Er(T = 0) = p, sind mit genau einem Fermion besetzt, alle
Energieniveaus oberhalb von Er sind unbesetzt. Dies ist eine Konsequenz des
Pauli-Prinzips: da identische Fermionen nicht den gleichen Quantenzustand anneh-
men diirfen, muss man fiir gegebenes chemisches Potential ;1 vom niedrigsten Quan-
tenzustand mit der Energie ¢y beginnend alle hoheren Energieniveaus mit jeweils
einem Fermion besetzen, bis man alle N Fermionen des N-Teilchen-Systems unter-
gebracht hat. Das letzte besetzte Energieniveau definiert die Fermi-Kante Er bzw.
wegen Fr = i das chemische Potential p, welches der vorgegebenen Teilchenzahl N
entspricht.

Eine Ausnahme bildet der Fall von entarteten Energieniveaus, z.B. wenn es wei-
tere Quantenzahlen gibt, in denen sich die Fermionen unterscheiden, die aber den
Wert von ¢; nicht beeinflussen. Eine solche Quantenzahl kann z.B. der Spin sein.
Ohne dufleres Magnetfeld erwarten wir keine Zeeman-Aufspaltung der Energienive-
aus €;, so dass jedes dieser Niveaus zumindest mit 25 4+ 1 Fermionen besetzt sein
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kann, also fiir den Fall von Elektronen, S = 1/2, mit zwei, eines mit Spin | und
eines mit Spin |.

Bei T' = 0 gibt es keine thermischen Anregungen, die ein Teilchen unterhalb der
Fermi-Kante in einen Zustand oberhalb der Fermikante anregen konnte, daher ist
die Fermi-Dirac-Verteilung eine Stufenfunktion.

— Fermi-Dirac T=0

— Fermi-Dirac Bu=10
— Fermi-Dirac Bu=0.5
— Boltzmann Bu=0.5

U £

1

Abbildung 3.3: Die Fermi-Dirac-Verteilung fiir 7' — 0 (schwarz), fiir kleine Temperaturen
B = 10 > 1 (griin), fiir groBe Temperaturen fp = 0.5 < 1 (rot), und
zum Vergleich die Boltzmann-Verteilungen fiir den letzten Fall (blau).

Fiir kleine Temperaturen, Su > 1, also pu > kg7, wird die scharfe Fermi-Kante
“aufgeweicht”. Aufgrund thermischer Anregung kénnen Teilchen von Zustdnden un-
terhalb der Fermi-Kante in Zusténde oberhalb der Fermi-Kante gelangen; im Mittel
ergibt sich die in Abb. 3.3 gezeigte Verteilungsfunktion. Die Breite des “ausge-
schmierten” Bereichs betriagt kgT'/ .

Fiir groffe Temperaturen, fu < 1, also u < kgT', wird die Aufweichung der Fermi-
Kante immer ausgeprigter. Man beachte, dass die Boltzmann-Naherung (3.99) streng
genommen nur fiir Zustédnde oberhalb der Fermi-Kante gilt, da sie das Pauli-Prinzip
fiir ¢; < p verletzt.

135



3 Quantengase

3.2.3 Zustandsgleichung des idealen Fermi—Gases

In diesem Abschnitt wollen wir die Zustandsgleichung des idealen Fermi-Gases bestim-
men. Ausgangspunkt ist die groBkanonische Zustandssumme (3.84). Um diese zu berech-
nen, miissen wir uns zunéchst die Einteilchen-Energien ¢; beschaffen. Wir betrach-
ten ein wiirfelfsrmiges Volumen der Kantenlinge L, d.h. V = L2, mit Mittelpunkt im
Ursprung des Koordinatensystems. Da die Teilchen innerhalb von V' wechselwirkungs-
frei sein sollen, sich aber auflerhalb nicht aufhalten kénnen, entspricht dies einem drei-
dimensionalen Kasten-Potential der Form

L0,z e < L/2,
ur) = { oo, lal, [yl 12l > L/2 .

Solche Potentialprobleme haben wir in der Vorlesung “Quantenmechanik I” besprochen
(s. z.B. Aufgabe 10.1). Da die Wellenfunktion jedes Teilchens am Rand des Volumens
verschwinden muss, sind die Einteilchen-Zustéinde stehende Wellen mit Wellenzahl

27
L
Die einzelnen Quantenzustiande ¢ sind durch die Angabe des betreffenden Wellenzahlvek-
tors k gekennzeichnet,

k=0, mez, I=1x,Y,2. (3.101)

€6 =€ = : (3.102)

wobei wir die nicht-relativistische Energie-Impuls-Beziehung ¢ = p2/(2m) und die de
Broglie-Formel p'= hk benutzt haben. Die Summe iiber die Quantenzustédnde lautet

7 7 T, My, Mz

Fiir grofe Volumina L — oo liegen die einzelnen Wellenzahlvektoren (3.101) beliebig dicht
und wir kénnen von der Summe zu einem Integral iibergehen,

L3
Y= ) AngAnyAn.= Y Ak Ak, Ak, o
N, My, Mz g, My, Nz ke ky k- <27T)3
a3k B3y
= 7 1
v/ (2 v/ (@2nh)? (3.103)

wobei wir aufgrund von Gl. (3.101) ein Inkrement An; in ein Inkrement Ak; = (27/L)An;
umgerechnet und im letzten Schritt wieder die de Broglie-Formel k=7 /h benutzt haben.
Fiir den Fall, dass die Fermionen weitere Quantenzahlen tragen (z.B. Spin), in denen sie
sich unterscheiden konnen, ist jeder Zustand zu gegebenem Wellenzahlvektor k entartet.
Es konnen also mehrere Fermionen diesen Zustand besetzen, vorausgesetzt sie unterschei-
den sich in eben diesen weiteren Quantenzahlen, um das Pauli-Prinzip nicht zu verletzen.
Wir tragen dem Rechnung, indem wir das Ergebnis (3.103) mit einem Entartungsfaktor

g multiplizieren,
d3p d3p
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Im Fall, dass der Spin S die einzige zusétzliche Quantenzahl der Fermionen ist, gilt g =
25+1. Bei zuséitzlichen Quantenzahlen, z.B. Isospin I bzw. Farbe (drei Moglichkeiten, rot,
griin oder blau), vgl. Aufgabe 9.1., wiirde gelten g = (27 +1)(2S+ 1) bzw. g = 3(25 +1).

Nun kénnen wir die groflkanonische Zustandssumme (3.84) berechnen. Mit der Fuga-
zitét z = exp(fu) erhalten wir

InZ(T,V,p) = V/ﬁlnl—l— —ﬁﬁ
) 7:“ - g (27Th)3 zeXp 2m

9V [T B,
= 2772h3/0 dpp ln[1+zexp< 2mp)]

= %(2kaT)3/2 / dz 22 In (1+ze*12>
0
4gV > 2 _ 2
= dzz” In <1+ze “”) , (3.105)
#v),

wobei wir von der ersten zur zweiten Zeile zu Kugelkoordinaten im Impulsraum iiberge-

gangen sind, von der zweiten zur dritten Zeile die Substitution x = \/% p durchgefiihrt
und von der dritten zur vierten Zeile die Definition (1.142) der thermischen Wellenlénge
benutzt haben.

Ohne weitere Annahmen lafit sich das Integral in Gl. (3.105) nicht weiter auswerten,
d.h. man muss es i.a. numerisch berechnen. In zwei Spezialfillen kann man jedoch auch
analytisch weiterkommen.

Thermische Zustandsgleichung, Bu < 1

Der erste ist der Fall, in dem das chemische Potential klein gegeniiber der Temperatur
ist, Bp < 1. Genauer miissen wir fordern, dass p1 < € ist, bzw. nach den Substitutionen,
die zu Gl. (3.105) gefiihrt haben, Su < x? oder z exp(—2z?) < 1. (Streng genommen ist
dann p < 0, da die obige Bedingung fiir alle €, also auch fiir ¢, = 0 gelten muss.) Dann
kann man den Logarithmus unter dem Integral in eine Taylor-Reihe entwickeln,

e}

m(1+y) =S~y <1
n(l+y) = (- <1,

und wir erhalten _
26.1.2012
2 (26120124

n=1 n=1
- n+1 Zn ﬁ T - n+1 <
= Zl( 1) ; An3/2 T Zl<_ ) no/2
Man definiert die Funktion
4 & 22 > n Z"
f52(2) = ﬁ/o dz 2% In (1 +ze ) = Z(—l) +1n5/2 : (3.106)
n=1
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wobei der Index auf die Potenz von n im Nenner in der Reihe verweist. Analog haben wir

[e o]

2" d
fap(z) = > (=)™ 5 =2 ). (3.107)

n=1

Mit der Definition (3.106) schreibt sich die groSkanonische Zustandssumme des heiflen
Fermi-Gases (3.105) kompakt als

y
n Z(1,V,0) = 45 fipal) . Bu<1. (3.108)

Mit p = —Q/V = kgT'In Z/V erhalten wir sofort den Druck als

g/{ZBT

Zur Berechnung der mittleren Teilchenzahldichte benutzen wir Gl. (1.183),

N z Oln Z
n —

:V_V 0z v

= % f32(2) (3.110)

wobei wir Gl. (3.107) benutzt haben. Wir bemerken, dass die Formel pyy = nkgT fiir das
klassische ideale Gas nicht mehr gilt, wir haben stattdessen

f52(2)
f3/2(2’) '

Den klassischen Grenzfall erhalten wir fiir 2 < 1, so dass wir die Reihen in den Glgen.
(3.106) und (3.107) nach dem ersten Term abbrechen kénnen,

p=nkgT

2
VA
fs2(2) = 2z— %2 + O0(2%)
2
VA
fapp(2) = 2z— 332 + O(2%)

z [1 - 25—2/2 +O(22)} :

z [1 Z_ 0(22)} .

93/2
Damit ist
1—2z/2%? ) 1 1 )
z
- nkBT[1+W+O(22)] . (3.111)

Der erste Term entspricht der Zustandsgleichung des klassischen idealen Gases, die nach-
folgenden sind quantenstatistische Korrekturterme.
Die mittlere Energiedichte erhalten wir am zweckméfigsten aus Gl. (1.182)

- (=3X"1) g fs2(2) = §kBT% fs/a(2) = gp . (3.112)

£ 1 0ln Z
Vo 20 2

TVTTV g
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Diese Relation gilt auch im klassischen Fall, da e = (3/2)nkgT und py = nkpg T, also
ea = (3/2)p. Es gilt aber nicht mehr die erste Relation, es sei denn, wir fithren die
Entwicklung (3.111) fiir 2 < 1 durch.

Die Entropiedichte berechnen wir am einfachsten aus der Fundamentalrelation der
Thermodynamik,

_ k
5 — E—l—p% = kg g% f5/2(2) — ﬁu% f3/2<2):| = g)\—gB B f52(2) —Inz f3/5(2)
(3.113)

Entartetes Fermi-Gas, Su > 1

Der zweite Fall, in dem wir analytische Resultate ableiten kénnen, ist der Fall des sog.
entarteten Fermi-Gases, d.h. der Fall, in dem die Temperatur klein gegeniiber dem
chemischen Potential ist, S > 1. Der Einfachheit halber betrachten wir zunéchst den
Fall verschwindender Temperatur, 7" = 0. Dann ist die Fermi-Dirac-Verteilung (3.98)
identisch mit einer Stufenfunktion, vgl. Gl. (3.100). Weil ¢, = ¢ = R2k2/(2m), sind
alle Quantenzustinde mit Energien kleiner als die Fermi-Energie (bzw. das chemische
Potential), ¢; < Er = pu, bzw. Wellenzahlvektoren E, deren Betrag kleiner als der sog.
Fermi-Wellenzahlvektor kp ist,

2k 2

2
p=FEp2>e = A

k= |k <kp= e

3.114
2m ( )
besetzt und alle Quantenzustdnde mit Betrag des Wellenzahlvektors k > kpr unbesetzt.
Dem Fermi-Wellenzahlvektor entspricht aufgrund der de Broglie-Beziehung der sog. Fer-

mi-Impuls
pr = hkp=+/2mu . (3.115)

Die Bedingung (3.114) definiert im Raum der dreidimensionalen Wellenzahlvektoren eine
Kugel mit Radius kg, die sog. Fermi-Kugel, vgl. Abb. 3.4. Das Pauli-Prinzip verlangt,
dass alle Zustédnde innerhalb der Fermi-Kugel mit ¢ Fermionen besetzt sind, wiahrend alle
Zusténde auflerhalb der Fermi-Kugel unbesetzt sind.

Weil die Fermi-Dirac-Verteilung die einfache Form (3.100) annimmt, lassen sich alle
thermodynamischen Grofien analytisch bestimmen. Wir beginnen der Einfachheit hal-
ber mit der mittleren Teilchenzahldichte, vgl. Gl. (3.87), wobei wir die Summe iiber
Quantenzustéinde durch das Impulsintegral (3.104), bzw. ein entsprechendes iiber den
Wellenzahlvektor k ersetzen,

N(O,V, a3k g [
ny = n(O,M)Z%ZQ/W”F(Ega()’M):Q—WQ/O i k2O (kp — k)
kr
g 2 g .3
_ _ 9 s 11
=3 Ak = 5 ki (3.116)

Hier sind wir zu Polarkoordinaten im Wellenzahlraum iibergegangen und haben benutzt,
dass nur Zustdande unterhalb des Fermi-Wellenzahlvektors kr besetzt sind. Der Fermi-
Wellenzahlvektor bzw. der Fermi-Impuls sind also proportional zur dritten Wurzel der
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=

Abbildung 3.4: Die Fermi-Kugel im Raum der Wellenzahlvektoren.

Teilchenzahldichte,
PFr 62 Y3
ke = 2F = <_ no) . (3.117)
g

Die Fermi-Energie bzw. das chemische Potential wachsen mit der Teilchenzahldichte wie

CR2E R (67?2 )2/3

Er=pu (3.118)

= — — Ny
2m 2m g

an.

Als néchstes berechnen wir auf ganz analoge Weise die mittlere Energiedichte, vgl.
Gl. (3.88),

£(0,V, Bk o0 h2 k2
e(0, ) = % :g/Te,;nF(e,;,O,,u) - L/O dk b S— Ok )

€o

Die Energie pro Teilchen eines entarteten Fermi-Gases bei 7' = 0 ist also

EO,Vou) e 3
=1 T =" =_F. 3.120
CENOVL) ne 5" (3420
Fir T = 0 berechnet man den Druck eines entarteten Fermi-Gases mit Hilfe der
Fundamentalrelation der Thermodynamik zu

3 2
pozuno—EQInoEF—gnoEFIg’noEF. (3121)

Diese Beziehung hétte man auch mit etwas mehr Aufwand aus Gl. (3.105) erhalten kénnen.
Den Beweis lassen wir als Ubungsaufgabe. Wichtig ist festzuhalten, dass das Fermi-Gas
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selbst bei T' = 0 einen nichtverschwindenden Druck besitzt, den sog. Fermi-Druck,
wahrend fiir ein klassisches ideales Gas wegen p = n kgl" natiirlich der Druck bei T'= 0
verschwindet. Die Ursache fiir diesen Unterschied liegt im Pauli-Prinzip begriindet: da
sich Fermionen nicht alle im Grundzustand mit p'= hk = 0 aufhalten diirfen, sondern alle
Impulszustidnde bis zum Fermi-Impuls pg aufgefiillt werden miissen, tragen (nahezu) alle
einen nichtverschwindenden Impuls. Diese Impulse sorgen fiir einen nichtverschwindenden
Druck. Der Fermi-Druck der Neutronen spielt eine wesentliche Rolle bei der Stabilisierung
von Neutronensternen, die ansonsten aufgrund der anziehenden Gravitationskraft in sich
zusammenstiirzen wiirden.

Fiir kleine nichtverschwindende Temperaturen kann man ebenfalls eine analytische
Losung fiir die thermodynamischen Zustandsgréfien angeben. Dabei macht man sich zu-
nutze, dass die Fermi-Dirac-Verteilung lediglich in der Nahe der Fermi-Kante eine nicht-
verschwindende Ableitung aufweist, vgl. Abb. 3.3. Wir definieren zunéchst die Zustands-

dichte ~
d3k

D(E) = g /E i (3.122)

Die Grole D(E) dE ist offenbar proportional zur Zahl der Zusténde im Wellenzahlvektor-
raum mit Energien € im Intervall [E, E+dFE]. Die Zustandsdichte 1a8t sich als Ableitung
eines Volumens im Wellenzahlvektorraum darstellen,

DE) — i PE+AE) —olE) _ do(E)

dE—0 dE dE
wobei ~ . i

d*k d*k g e

E) = = OF —€¢) === [ dkk*.
#lE) g/e,;gE =9 | GO =355 |
Das Volumen ist wegen e; = h2k2/(2m) offensichtlich eine Kugel mit Radius kp =
2mE /h?. Das Integral 148t sich sofort ausfiihren,
3/2
g .5 g (2mE
E)= 2k, = L A2
o) = k= o (BE) (3123

so dass

D(E)=-L (2—?)3/2 VE . (3.124)

Wir betrachten nun Integrale vom Typ

L) = [ AEG(Eyne(E. T, (3.125)
0
wobel
. g 2m 3/2 j+1/2

Diese Funktion hat die Stammfunktion

o g (2m 2 +3/2
(k) = dE'G;(E") = = | =— — K
(e = [CarE) -5 () i
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also G;(E) = d®;(E)/dE. Das Integral (3.125) kann man daher durch partielle Integration
folgendermaflen umschreiben,

do;(E
[j<T7M> = /0 d 57 (E)HF<E,T7M)
= O,(F onp(E,T,
H(E)np(E.T,p0)| _/0 dE‘Pa(E)F(a— EM)

Der erste Term verschwindet: an der unteren Grenze ist ®;(0) = 0 und die Fermi-Dirac-
Verteilung ny(0,T, i) < 1. An der oberen Grenze divergiert ®;(E) zwar wie E7+3/2 aber
die Fermi-Dirac-Verteilung fillt exponentiell schnell gegen null ab, ng(E, T, u) ~ e ¥,
Das Produkt der beiden Funktionen geht also fiir £ — oo ebenfalls gegen null. Wir

erhalten - Onol(E.T
L(T, 1) :—/ dEfbj(E)%. (3.127)
0

Hiermit haben wir unser Ziel erreicht: fiir kleine Temperaturen (Gu > 1 variiert die Fermi-
Dirac-Verteilung lediglich in der Ndhe der Fermi-Kante, d.h. der zweite Faktor im Inte-
granden,

Inp(E, T, p) 3 eltE=w) Snn(ET. ) B 41 -1
= —_ _— = — n
oE [efE-m) 4 1]? FUE S 1) 05w 1
= _ﬁnF<E7T7/~L) [1_nF<E7T7/~L)]
g g

— =— 3.128
ePE=1) 4 2 4 e BE—p) 4 cosh? [B(E — 1) /2] ( )
tragt lediglich bei E ~ p zum Integranden bei, vgl. Abb. 3.5.
Dies bedeutet, dass wir zum einen die untere Integralgrenze in Gl. (3.127) nach —oo
verschieben diirfen,

L(T, ) ~ — /OO dE @;(E) W . (3.129)

e}

Zum anderen kénnen wir die Funktion ®;(£), die Onp(E, T, u)/OF im Integranden mul-
tipliziert, durch eine Taylor-Reihenentwicklung um E = p approximieren,

;(E) = ;(u) + Y w % 0;(E)

=1 E=p

Da die Ableitung (3.128) der Fermi-Dirac-Verteilung eine gerade Funktion von E — p ist
und wir im Integral (3.129) iiber alle Werte von E integrieren, tragen nur die geraden
Potenzen in der Taylor-Reihe bei (die ungeraden heben sich aufgrund der Antisymmetrie
des Integranden um den Punkt F = u weg),

o0 onp(E,T,
I;(T, p) =~ —‘Pj(ﬂ)/ dE%

o onp(E,T, 1)
E(E — )X Z2F\= ) 1
. | aBE - (3.130)

=~ 1 d¥*®;(E)
(20)!  dE?
(=1
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|
— Fermi-Dirac Bpu=20
1 — Ableitung .
0
1 _
|
H E

Abbildung 3.5: Die Fermi-Dirac-Verteilung und ihre Ableitung als Funktion der Energie
E.

Die in diesem Ausdruck auftretenden Integrale sind

©  Onp(B,T, )
/ ap 7S L1

und, mit der Substitution z = S(F — u) und Gl. (3.128)

o onp(E,T, 1) 1 [~ e’
20 r ) o 20
/de (E=n) oE /oodm (e" + 1)?

= nF(OOa T, :u) - nF(_OO’ T, :u) =—1

—00

2 ev 2 d x2-1

_ 2 [Ty ”7:——/%(1
525/0 v (er+1)2 (% da /g xe‘”+1

wobei wir von der ersten zur zweiten Zeile die Symmetrie des Integranden um z = 0
ausgenutzt und zum letzten Gleichheitszeichen einen Parameter « eingefiihrt haben, nach
dem wir differenzieren und den wir danach gleich Eins setzen, um den urspriinglichen
Ausdruck zu erhalten. Durch die Substitution y = ax 148t sich die a—Abhéingigkeit aus
dem Integral herausziehen, so dass

)
a=1

o0 onp(E,T, i) 2 da 2% Ve
BT bl ANt el A
[ aE T 5 da /0 Wi
—4/0 _
= (1—-2"2T(20)¢(20)

143



3 Quantengase

wobei wir die Definition der Riemannschen {(—Funktion,

31.1.2012 1 1 o oyt
n) = — = dy ——, 3.131
=3~ G ), Ve 3150
benutzt haben. Die ersten Riemannschen (—Funktionen fiir geradzahlige Argumente lau-
ten 2 4 6
7 T s
2)=— 4) = — 6)=—. 3.132

Mit der I'-Funktion fir natiirliche Argumente, I'(n) = (n — 1)!, erhalten wir schliefilich
fiir das Integral (3.130)

=\ 1 d*®,(F 40 _
L) = 000+ Y dE;) S (1= 27 (20— 1)1¢(20)
(=1 E=u
B d%_lG' E
= +2Z kpT)? (1 — 272 ¢(20) dETJ(l) . (3.133)
E=p

wobel wir im letzten Schritt noch den Zusammenhang zwischen ®;(E) und G;(E) benutzt
haben. Man bezeichnet diese Reihe als Sommerfeld-Entwicklung.

Wir wenden die Sommerfeld-Entwicklung nun zur Berechnung von thermodynamischen
Groflen bei kleinen Temperaturen an. Die mittlere Teilchenzahldichte ist

A3k Bk [~
n(T,p) = Q/Ww(egyﬂu)zg/m)g/o dEnp(E, T, p) 0(E — )

> g [~ 9 1 2mkE
= dEng(E, T, p) =— dk k k —
/(; nF( ) nu) 27'('2 A |d€E/dk’| 5 ( h? )

> g [~ 9 2mE
= dE E T, n)— dk k* —
/(; TLF( ) nu) 27_(2/0‘ h2k5< h2 )

e g (2m 3/2
= / dEnp (B, T, 1) = <—) VE
0 dr

Il
0\8
o,
=
3
N
&
~
=
S
5
Il
S
3
=

wobei wir im vorletzten Schritt die Definition (3.122) der Zustandsdichte und im letzten
die Definition des Integrals (3.125) benutzt haben. Mit

ooy = I (BN (N g (m N\
’ 6m2 \ R Ep) ~6r P\Er) T "\Er)

g (2m 3/2 _12_ 3 g (2mEp 3/2 I K|
oy 8mA\m) M T i \ TR Er) 12
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3.2 Ideale Fermi— und Bose—Gase

liefert die Sommerfeld-Entwicklung (3.133) bis zur quadratischen Ordnung in der Tempe-

ratur
3/2 9 2 4
M T kT kT
T ~ 1+— | — O —_—
T ) = nO<EF) {+8<N)+ <M

Falls wir die Teilchenzahldichte konstant halten, n(T, u) = ng, erhalten wir aus dieser
Gleichung eine Bedingung fiir die Temperaturabhéngigkeit des chemischen Potentials,

1 ~ i 7T_2 kBT
o EF 8
5 <—) 5 (%)
8 12 14
kp

p
T (E—T) , (3.135)

wobei wir die rechte Seite konsistent bis zur quadratischen Ordnung in kgT/Ep entwi-
ckelt haben. Fiir kleine Temperaturen ist das chemische Potential ;(7") also in fiithrender
Ordnung gleich der Fermi-Energie Er. Die Korrekturterme, die quadratisch in kg7 /Ep
sind, reduzieren das chemische Potential bei konstanter Teilchenzahldichte. Der Grund
ist, dass die thermische Ausschmierung der Fermi-Dirac-Verteilung um die Fermi-Kante
symmetrisch ist, vgl. Abb. 3.5, aber Zustéinde oberhalb der Fermi-Kante wegen des
zusitzlichen Faktors k? im Wellenzahlvektorintegral mehr Gewicht erhalten als Zustinde
unterhalb der Fermi-Kante. Deswegen muss man u(7") gegeniiber Fr ein wenig reduzie-
ren, um die gleiche Teilchenzahldichte zu erhalten.

} . (3.134)

12

Fiir die mittlere Energiedichte gilt

d*k &k [
E(Tnu) = Q/WEETLF(EgaTau) Eg/ (277')3 A dEE’I’LF(E,T,[L) 5(E_€E)

o g [~ 9 1 2mkE
= [ AEEnp(E.T.p)-L [ dkk* ———— 5 [k — /T
/0 (BT ) 27r2/0 e/ dk] ( 2 )

— /OO dEnp(E,T, 1) E D(E)

/OodEnF(E,T,u) G1(E) = L(T,u), (3.136)

wobei wir die Definitionen (3.126) und (3.125) der Funktionen G4 (E) und I; (7T, i) benutzt
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haben. Mit
3/2 5/2 5/2
g (2m 2 55 3 9 3 H 3 M
o (p) = L () Zpr_2 9 e () =2 Bl (-
(k) 47T2<h2) 51 T hem P\ By 505\ By
5/2
o [ -
Er)
_og (NP8 o 9 g s (01
472 \ h2 2V T 4 6n2 T\ Ep L

9 o (L (P
_4OFEF M2_4OEF /LQ’

erhalten wir aus der Sommerfeld-Entwicklung (3.133) bis zur quadratischen Ordnung in

der Temperatur
5/2 2 2 4
12 51 k?BT k?BT
T, 1) ~ — 1+ — | — O||—
(T, 4) = o <EF> { R ( p ) " < p

Bei konstanter Teilchenzahldichte kénnen wir die Temperaturabhingigkeit (3.135) des
chemischen Potentials benutzen. Entwickeln wir konsistent bis zur quadratischen Ordnung
in kgT/EF, so erhalten wir wegen (1 — )" ~ 1 — nx + O(2?)

57'('2 k’BT 2 57'('2 k’BT 2
T l1—=— | — 1+ — [ —
() = & 212(EF) T3 (EF>
57'('2 k?BT 2 57'('2 k’BT 2
1—(1-3)— 1+ — [ —
w0 -3 < ) T <EF>

24 \ Ep
Aus dieser Relation 148t sich eine wichtige Beziehung fiir die spezifische Wiarmekapazi-
tit des entarteten Fermi-Gases ableiten. Die Wirmekapazitdt bei konstantem Volumen,
Cy, hatten wir in Gl. (1.166) definiert. Die spezifische Warmekapazitét ist die Warmeka-
pazitat pro Volumen,

dGy(E)
dE

E=up

} . (3.137)

12

12

(3.138)

:80

Lo Log] o
Yo wvor|,y or

Hierbei haben wir benutzt, dass die Energiedichte im thermodynamischen Limes nicht
vom Volumen abhéngen kann. Damit ist die Ableitung nach der Temperatur bei konstan-
ter Teilchenzahldichte zu nehmen. Diese haben wir bei der Herleitung von Gl. (3.138)
als konstant vorausgesetzt, so dass wir die spezifische Warmekapazitét sofort berechnen
konnen,

(3.139)

n

52 k?gT kT 572kg 2

2 = = =—k 3.140

Cv 506 o GEF> a 6EF€O 5 BT, ( )

wobei wir Gl. (3.119) benutzt haben. Fiir ein klassisches ideales Gas mit der Zustands-
gleichung € = (3/2)n kg T, vgl. Gl. (1.101), haben wir bei der Dichte n = ng

0 3
CyK = Sl kg ng = const. .
’ or|, 2
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3.2 Ideale Fermi— und Bose—Gase

Die spezifische Wiarmekapazitét des entarteten Fermi-Gases ist also fir kgT/Er < 1
erheblich kleiner als fiir ein klassisches System,
Cy 2a k?BT o 2 k?BT

= 32077 4 (3.141)
Cv,k1_3an0 Er B 3 Ep - Er . '

Fiir Metalle liegt E'r typischerweise in der Gréfenordnung von einigen eV, wihrend Raum-
temperatur einer Energie in der Gréflenordnung von kg1 ~ 1072 eV entspricht. Damit
ist ¢y /cyvia ~ 1072, Dies ist eines der wichtigsten Resultate der Quantenstatistik. Es war
namlich lange Zeit nicht klar, warum Metalle selbst bei Raumtemperatur eine um ca. zwei
Groflenordnungen kleinere spezifische Wirmekapazitdt haben, als nach der klassischen
Theorie zu erwarten ist. Das Ergebnis (3.141) erklédrt diesen experimentelle Tatsache auf
eindrucksvolle Weise.

Der theoretische Grund fiir die geringe Warmekapazitit ist die Tatsache, dass beim
entarteten Fermi-Gas nicht alle Fermionen zur Warmekapazitéit beitragen, sondern nur
die in einer diinnen Schale der Dicke kgT/Er < 1 um die Fermi-Energie herum. Nur
diese Zusténde konnen namlich bei thermischer Anregung in freie Zustdnde um die aus-
geschmierte Fermi-Kante herum wechseln. Deshalb ist das Verhéltnis (3.141) auch pro-
portional zur Breite dieser Schale (und zur “Ausschmierung der Fermi-Kugel). Das Pauli-
Prinzip verbietet einen solchen Wechsel fiir Fermionen auf Zustédnden tief im Inneren der
Fermi-Kugel, da dort schon alle Zusténde besetzt sind und die thermische Energie kT
nicht ausreicht, um Fermionen aus diesen Zustdnden an die Oberfliche der Fermi-Kugel
zu befordern.

Wir berechnen nun den Druck des entarteten Fermi-Gases fiir kleine Temperaturen.
Wieder wollen wir die Sommerfeld-Entwicklung (3.133) anwenden. Dazu ist es zweckmafig,
von Gl. (3.105) auszugehen und eine partielle Integration durchzufiihren,

T T [~
p = Bl z@ v - L / dkk* In [1 + e P)]
V 2m2 J,

2

kg T [ d(k®
_ 9s / ai SE/3) [1+ e A=)
0

272 dk
o0 o0 k3 de~ —B(eg—n)
—/ ™ (—ﬁ Ek) %} .
0 0 3 dk 1 + e (El_c'i/’l’)
Der erste Term verschwindet sowohl an der unteren als auch an der oberen Grenze, so
dass mit dez/dk = h*k/m

_ gks T { — In[1+ e Pl ]

272 3

g W [

= L = dk k* - T
g h2 [e’e] [e%¢] A
9 & &0 3 B 2mFE
= 62 ), dEnF(E,T,,u)/O dk k 5<k \/ 72 )
o0 om\*? 2
— % 0 dEnp(E, T, 1) <§> E3/QE§11(T,u), (3.142)
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3 Quantengase

wobei wir im letzten Schritt Gl. (3.125) benutzt haben. Weil aber (T, p) = I1(T, i), Gl
(3.136), brauchen wir nichts neues berechnen, das Ergebnis bestétigt die bereits bekannte
Relation (3.121) fiir das Fermi-Gas.

Zum Schluss wollen wir noch die Entropiedichte des entarteten Fermi-Gases bei klei-
nen Temperaturen berechnen. Dazu benutzen wir am besten die Fundamentalrelation der
Thermodynamik, sowie die Glgen. (3.138), (3.142) und die Tatsache, dass n = ng konstant
gehalten wird:

1( . ) 1/5
s = =& —pn) =—=\|-e—un
T p—p 7lze—n
15 [ sa2 (kBT)2 1
— {1+ () | - L E
T{3 0_ 12 - Ep °°F
L 5 (TN (T
T °7F 1 Ep 12 \ Ep
2]€2

wobei wir von der zweiten zur dritten Zeile von den Glgen. (3.119) und (3.135) Gebrauch
gemacht haben.

3.2.4 Zustandsgleichung des idealen Bose—Gases,
Bose—Einstein—Kondensation

Wir betrachten nun das ideale Bose-Gas. Bei Bosonen gibt es keine Beschréankung fiir
die Besetzungszahl eines Quantenzustands |¢,,). Der energetisch giinstigste Zustand
ist natiirlich der Grundzustand, |p,,). Wenn die Temperatur gegen null strebt, 7" — 0,
miissen alle Teilchen diesen Zustand besetzen, denn in Abwesenheit thermischer Ener-
gie kgT kann kein Teilchen in einen hoheren Zustand angeregt werden. Fiir die Beset-
zungszahlen gilt also

Ng, — N510 (T - O) . (3144)

Die Besetzungzahl des Grundzustands wird also makroskopisch grof3. Dieses Phénomen
nennt man Bose—Einstein—-Kondensation.

Wir berechnen nun die gro3kanonische Zustandssumme fiir das ideale Bose-Gas,
welches wir uns dhnlich wie im fermionischen Fall in einem wiirfelférmigen Volumen
V = L? eingeschlossen denken. Fiir die Quantelung der Energiezustinde gelten diesel-
ben Uberlegungen wie im fermionischen Fall, so dass sich ganz analog zu Gl. (3.105)

A3k
(2m)3

ergeben wiirde. Aufgrund der Bedingung (3.81) gehen im Limes 7" — 0 alle Beitrdge von
Energiezustdnden e; > €y = 0 gegen null,

In Z(T,V,p) = —gV/ In[1—ePla ]

e Pleg—m (T%O) VEE>€OEOZN-
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3.2 Ideale Fermi— und Bose—Gase

Wegen In1 = 0 liefern diese Zustédnde keinen Beitrag zum Integral iiber die Wellenzahl-
vektoren k. Lediglich der Grundzustand kann einen nichtverschwindenden Beitrag liefern,
ndmlich dann, wenn ¢y = p. Dann ist

676(607;“) = 1 ,
sogar unabhéingig vom Wert der Temperatur T'. Allerdings divergiert dann der Logarith-

mus,
In[1- e’ﬁ(eo’“)} =In(l—ze’)=In(l-2)— —c0 (2—1).

Diese logarithmische Divergenz ist aber harmlos, da der Grundzustand k=0im Integral
ein verschwindendes Maf} besitzt, was man in Kugelkoordinaten sofort sieht,

d*k = dk k* A0 sin 0 dey. .
Eine mogliche logarithmische Divergenz wird durch den Faktor k2 regularisiert,
EIn(l—2) —0 (k—0,2z—1). (3.145)
Dann hétten wir allerdings das Resultat
hZ—0 (T'—0).

Vordergriindig scheint dies sogar das korrekte Resultat zu sein: wenn alle Teilchen im
Grundzustand sitzen, gibt es genau einen moglichen Mikrozustand, den das System an-
nehmen kann, also Z = 1 und daher InZ = 0. Wir sind aber nicht in der Lage, aus
diesem Resultat irgendwelche thermodynamischen Grofien abzuleiten. Daher muss man
zur Berechnung der groflkanonischen Zustandssumme fiir Bosonen eine weitergehende
Uberlegung anstellen.

Wir gehen dazu auf Gl. (3.84) zuriick und separieren explizit den Beitrag des Grund-
zustands ¢y = 0,

mZ = —gln(l-2)-— Zln 1—26 E1’)
17#0
3k h2k 2
—qg In(1 — 2) — In |1 — .14
— —g In( z) gV/<27r) n[ zexp( I6; o )] . (3.146)

wobei wir beriicksichtigt haben, dass jeder Energiezustand g—fach entartet sein kann.
Dies gilt auch fiir den Grundzustand ¢y = 0. Ferner haben wir wie bei der Herleitung
von Gl. (3.105) angenommen, dass sich das System in einem wiirfelférmigen Volumen
V = L3 befindet, welches im thermodynamischen Limes unendlich gro wird, V — 0,
so dass die Wellenzahlvektorzustande beliebig dicht liegen. Formal miiite man den Wert
k =0 aus dem Integral ausschlieBen. Dieser liefert aber aufgrund der Uberlegung (3.145)
keinen Beitrag zum Integral und kann daher auch mitgenommen werden. Mit denselben
Schritten, die auf Gl. (3.105) gefithrt haben, erhalten wir letztlich

gV 4 &0

nZ(T,V,p) = =g In(1 = 2) = =5 NG

dzz? In (1 —z e_xQ) . (3.147)
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Zur Berechnung des Integrals entwickeln wir den Logarithmus wieder in eine Taylor-Reihe,

2.2.2012 o
Y
— = _ z < 1.
In(1 —y) E n lyl <1

n=1
Im Unterschied zur fermionischen Zustandssumme ist diese Entwicklung aber immer
moglich, da ze ™ < z = e < 1 (da u < ey = 0). Fiir das Integral in Gl. (3.147) ergibt
sich also

> 2 —z2\ Oozn > 2 —nx? \/EOO ’Zn
/dex ln(l—ze )——;;/0 draze —_T;TLE]/Q?

wobei wir die Zwischenresultate der analogen Berechnung im fermionischen Fall benutzt
haben. Wir definieren analog zur Funktion f5/5(2), vgl. Gl. (3.106), die Funktion

n

4 ° 2 > z
gs/2(2) = 7 dz z? In (1 —ze ® ) = ZW : (3.148)

n=

Fiir das folgende bendtigen wir analog zum fermionischen Fall auch die Funktion

g3/2( Z Ry i 95/2( z). (3.149)

Mit der Definition (3.148) ergibt sich der Logarithmus der grofilkanonischen Zustandss-

umme zu V
In Z(T,V. ) = =g In(1 = 2) + £ gsa(2) (3.150)
Der Druck ist damit
kT kT kT
p=——lZ= 9B (1 - 2) 4+ L 5 5/2(2) - (3.151)

Die mittlere Teilchenzahldichte berechnet sich zu

N 2z 0lnZ
n="" _

VvV V02 TV Vi

+ Il 93/2(2) = ng + 1 (3.152)

wobei wir Gl (3.149) benutzt haben. Der erste Term stellt den Beitrag des Grundzu-
stands zur Teilchenzahldichte dar, d.h. die Anzahl der Teilchen im Grundzustand ist

gz

No=ngV = .
1—=z

(3.153)

Man beachte, dass diese Zahl nicht vom Volumen abhéngt. Im Limes z — 1 (u — 0)
divergiert sie, d.h. sie wird makroskopisch grof3. Der zweite Term in Gl. (3.152) ist
der Beitrag der thermisch angeregten Zustinde, d.h. die Anzahl der Teilchen in

angeregten Zusténden ist

gV
Nth = N¢th V= )\3 93/2( ) . (3154)
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8 3/2(2)

2.5 N
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Abbildung 3.6: Die Funktion gz/2(z2).

Es ist an dieser Stelle nétig, sich das Verhalten der Funktion g3/»(2) genauer anzusehen,
vgl. Abb. 3.6. Da fiir Bosonen das chemische Potential den Wertebereich (—oo, 0] hat,
ist der Definitionsbereich der Funktion gs/»(2) das Intervall [0, 1]. Fiir z = 0 ist natiirlich
g3/2(0) = 0. Fiir z = 1 ist

= 1
g3/2(1 Z 7 = ((3/2) = 2.6123753486

d.h. die Funktion wird identisch mit der Riemannschen Zeta-Funktion zum Argument
3/2, vgl. GL. (3.131).

Wir betrachten das System nun bei einer festen Temperatur T'. Zunéchst gilt

gz gV
=0, Nu= 793/2(0) =0,

2= 0 (u=—00) i Ny=:L

also auch n = ng+ny, = 0. Erhohen wir nun z, so wird sowohl Ny als auch Ny, anwachsen.
Im thermodynamischen Limes, V' — oo, ist allerdings der Anteil des Grundzustands an
der Teilchenzahl verschwindend gering,

Ny N 1 1
N No+ Ny 14 Na/No 1+ V(1—=2)g32(2)/(2A3)

—0 (V—o00).

Dies #ndert sich, sobald z — 1 strebt. Fiir eine vorgegebene Temperatur 7' (und damit
eine fest vorgegebene thermische Wellenldnge \) ist

Vv Vv
z—1(u—0): Ny— o0, Nth—>‘(])\—3C(3/2)22.61237g)\—3:const.><V,
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3 Quantengase

d.h. die Zahl der Teilchen im Grundzustand divergiert, wiahrend die in thermisch ange-
regten Zustdnden gegen einen konstanten Wert strebt. Dieser ist im thermodynamischen
Limes zwar ebenfalls beliebig grof, aber es hindert uns aufgrund der bosonischen Natur
der Teilchen niemand daran, weitere Teilchen in das System zu packen. Diese miissen
dann den Grundzustand besetzen.

Die divergierende Zahl der Teilchen im Grundzustand nennt man Bose—Einstein—
Kondensation. Streng genommen ist natiirlich kein System beliebig grof3, so dass solche
Divergenzen eigentlich nicht auftreten kénnen. In der Praxis bestimmt man daher bei vor-
gegebener (mittlerer) Gesamtteilchenzahl A die Zahl Ny der Teilchen im Grundzustand
als Differenz zwischen der Gesamtteilchenzahl und der Zahl der Teilchen in angeregten

Zustéanden,
gV

NOEN—Nth:N—F (3/2) . (3.155)
Fiir die Teilchenzahldichte gilt entsprechend nach Division durch V:
nozn—nth:n—% (3/2) . (3.156)

Fiir eine vorgegebene Temperatur gibt es einen kritischen Wert n.(7T) fir die Gesamt-
teilchenzahldichte, bei der die Teilchenzahldichte im Grundzustand verschwindet,
_ g 9
no =0=n.(T)— ﬁ (3/2) = n(T)= @
Falls die Gesamtteilchenzahldichte kleiner ist als dieser Wert, besteht keine Notwendig-
keit, Teilchen in den Grundzustand zu setzen, falls sie grofler ist, tritt Bose-Einstein—
Kondensation auf.
Umgekehrt gibt es fiir eine fest vorgegebene Teilchenzahldichte n eine kritische Tem-
peratur 7, (bzw. eine kritische thermische Wellenlange A\. = (7)), bei der die Teilchen-
zahldichte im Grundzustand verschwindet,

(3/2) ~ 2.61237 % . (3.157)

no=0 = n—)\% (3/2)
B 2mh? B g 1/3
= = \ner = <G
21 h? n 2/3
= = 2 ) (3.158)

Ist die Temperatur grofer als T, so befinden sich alle Teilchen in angeregten Zustédnden, ist
sie geringer, so miissen Teilchen im Grundzustand untergebracht werden. Das Verhéltnis
der im Grundzustand befindlichen Teilchenzahl zur Gesamtteilchenzahl 148t sich als Funk-
tion der Temperatur wie folgt berechnen:

No _ ng _n-— nen(T) 4 nen(T)
N n n n
g
= _ng( ):1_W€(3/2)
A3 T\
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3.2 Ideale Fermi— und Bose—Gase

wobei wir von der ersten zur zweiten Zeile Gl. (3.154) und die Tatsache benutzt haben,
dass fiir Bose-Einstein-Kondensation z = 1 gelten muss. Von der zweiten zur dritten Zeile
haben wir Gl. (3.158) benutzt, sowie dass A./\ = y/T/T.. Das Verhiltnis (3.159) ist in
Abb. 3.7 als Funktion der Temperatur dargestellt.

0.8

0.6

04

0.2

| | | | )
% 02 04 06 08 1 T/T,

Abbildung 3.7: Das Verhéltnis von Teilchenzahl im Grundzustand zur Gesamtteilchenzahl
als Funktion der Temperatur.

Die mittlere Energiedichte berechnen wir wieder geméfl

£ 1 0ln Z A
= 2 — _— = ——(=3A" ggsa(z) =

g
vV % aﬁ v 2ﬁ k’B T 3 g5/2(2’) . (3160)

A

[\OR GV

Dieser Ausdruck dhnelt sehr stark dem entsprechenden fiir Fermionen, vgl. Gl. (3.112),
lediglich wird die Funktion f5/5(2) durch die Funktion gs/2(2) ersetzt. Der Grundzustand
tragt wegen ¢y = 0 natiirlich nicht zur Energiedichte bei.

Die Entropiedichte folgt aus der Fundamentalrelation der Thermodynamik,

Ly )
s = = (e —un
T p— U

g
= k:B{§ ﬁg5/2(2) — V ln(l —Z) —Inz |:

iz + %93/2(2)] }

1
(1—2)+ ’i lnz] } . (3.161)

—z

9
|4
115 1
= gks {F {— 95/2(2) - 1112’93/2(2)] v {hl
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3.2.5 Relativistische Bose— und Fermi—Gase

Fiir relativistische Teilchen gilt grundsétzlich die Energie-Impuls-Relation

g =c\pi+mict=c R2E2 4+ m2c2 . (3.162)

Dies fiihrt zunichst zu einer Anderung im Volumen ¢(E) im Wellenzahlvektorraum. Es
gilt zwar nach wie vor Gl. (3.123), aber der zur Energie E gehorige Wellenzahlvektor kg

lautet jetzt

1
kE:h—\/EQ—m204,
c

was man aus Gl. (3.162) durch die Ersetzung €; = E und Auflésen nach k| = k erhilt.
Also haben wir

g 2 2 4\3/2
By=_—9  (p2_
o(E) 672 (he)? ( m-c )
und damit lautet die Zustandsdichte
dp(F) g g
D(E) = = EVE? —m2ct= ———Fkg. 1
(E) dFE 212(hc)? e or2(he)2 " (3.163)

Fiir ultrarelativistische Energien E > m ¢* wiichst D(F) quadratisch mit der Energie
F an, wihrend sie nichtrelativistisch lediglich ~ v/E anwuchs.

Eine weitere Tatsache, die im relativistischen Kontext eine wichtige Rolle spielt, ist das
Auftreten von Antiteilchen. Diese tragen dieselbe Masse wie die dazugehorigen Teilchen,
allerdings unterscheiden sie sich von diesen in allen anderen Quantenzahlen. Bei Pro-
zessen, bei denen die zur Verfiigung stehende Energie die zweifache Ruheenergie eines
Teilchens iibersteigt, konnen Teilchen-Antiteilchen-Paare spontan aus dem Vaku-
um erzeugt werden. In einem relativistischen System muss man daher grundsétzlich
immer Teilchen und ihre dazugehorigen Antiteilchen gleichzeitig betrachten.

Aus der spontanen Paarerzeugung kann man eine Beziehung zwischen den chemischen
Potentialen von Teilchen und Antiteilchen herleiten. Wir betrachten ein System aus N
Teilchen mit chemischem Potential ;¢ und N Antiteilchen mit chemischem Potential ji.
Das System sei hinreichend grof}, so dass wir die im thermodynamischen Limes giiltige
Fundamentalrelation der Thermodynamik aufstellen kénnen,

E+pV=TS4uN+pnN. (3.164)

Wenn wir nun ein Teilchen-Antiteilchen-Paar aus dem Vakuum erzeugen, so gilt die Fun-
damentalrelation in der Form

E+pV=TS4+pu(N+1)+ia(N+1). (3.165)

Entsprechendes gilt mit der Ersetzung N — N —1, N — N — 1, wenn wir ein sol-
ches Paar vernichten. Das System (und seine Fundamentalrelation) kann sich aber nicht
grundsitzlich verdandert haben, weil solche Prozesse immer ablaufen kénnen. Durch Gleich-
setzen von Gl. (3.164) mit (3.165) erhalten wir

p+n=0 <<= p=—u.
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3.2 Ideale Fermi— und Bose—Gase

Das chemische Potential von Antiteilchen ist das Negative des chemischen Potentials der
entsprechenden Teilchen. Die Fundamentalrelation (3.164) lautet daher

E+pV=TS+u(N-N) . (3.166)

In einem relativistischen System bestimmt der Wert des chemischen Potentials lediglich
die Netto-Teilchenzahl, d.h. die Differenz zwischen Teilchen und Antiteilchenzahl.
Uber die Gesamtteilchenzahl N + N, oder iiber die einzelnen Teilchen- bzw. Antiteilchen-
zahlen 148t sich keine thermodynamische Aussage treffen.

Im Falle von Bosonen muss das chemische Potential die Bedingung (3.81) erfiillen.
Der niedrigste Energiezustand trégt im relativistischen Fall aufgrund der Energie-Impuls-
Relation (3.162) aber die Energie

€ =mc,

d.h. sie ist mit der Ruheenergie eines Teilchens identisch. Im relativistischen Fall geniigt
das chemische Potential von Bosonen daher der Bedingung

c=mc*>pu. (3.167)

Das nichtrelativistische chemische Potential u,, unterscheidet sich vom relativistischen

genau um die Ruheenergie,

e = 1 — M

Nach diesen vorbereitenden Uberlegungen sind wir in der Lage, die grofikanonische
Zustandssumme fiir ein relativistisches System von Fermionen bzw. Bosonen aufzustellen.
Wir vernachléssigen der Einfachheit halber den Effekt der Bose-Einstein-Kondensation

(auch wenn diese durchaus auch in relativistischen Systemen auftreten kann). Geméf Gl
(3.84) gilt

.
In Z(T,V, p) = ngV/ ((21753 {In[1 +ne 5] 4 In [1 + pedetn]}
- i—v dk k? {In [1+ne”"F0] 4o [L 4 e ]} (3.168)
™ Jo

Der erste Term unter dem Integral entspricht dem Beitrag der Teilchen (chemisches Po-
tential u), der zweite dem der Antiteilchen (chemisches Potential —pu).

L.a. ist das Integral in Gl. (3.168) nicht analytisch 16sbar. Im Fall € = €0 = mc > p
(was bei Bosonen immer der Fall ist, bei Fermionen aber eine zusétzliche Bedingung
darstellt) kann man jedoch die beiden Logarithmen wieder in Taylor-Reihen entwickeln,

X \n+l 0
I Z(T,V, ) = g—ZZ%/ dk k? (z" e P +Zﬁne*"ﬁﬁﬁ)
27 — n 0
gVt [T e TS
= ﬁz n (2" + 2 )/0 ik exp | —nfmey [ ) +1] (3.169)

Mit der Abkiirzung v = n Sm c* und der Substitution

sinhx = @ , coshx = Vsinh’z+1, dk= % coshzdx ,

mc
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erhalten wir fiir das Integral

o h2k?
/ dkk? exp |—nfmc? -5 +1
0 m2c

me\3 [ ) B
= (?> / dz cosh z sinh? z e % b
0

Mit der Identitdt coshx sinhx = sinh(22)/2 kann man das Integral auf der rechten Sei-
te auf die Integraldarstellung der sog. modifizierten Bessel-Funktion zweiter Gat-
tung und v—ter Ordnung bzw. der sog. MacDonaldschen-Funktion fiir v = 2

zuriickfiithren,

K,(u) = %/o dz sinh z sinh(yx)e™ coshz ’

vgl. GL. (3.547.2) in Ref. [10]. Wir erhalten

o0 h2k? 1 /me\3 2
2 2 _ 2
/0 dk k* exp [—nﬁmc p— +1| = 5 (?> DGme Ky (nfme?)
(me?)*
Ky (npmc?
w3 (e T
und damit fiir die groflkanonische Zustandssumme (3.169)
gV(ime?)? &K (—n)"tt )
In Z(T,V, p) = SETIE nz (2" 4 27") Ky(nfmc?) . (3.170)
Der Druck ergibt sich daraus zu
kB T C n+1 n —n 2
= InZ = 27?2 52 hc 3 nZ (2" + 27") Ka(nfmc?) . (3.171)
Fiir die mittlere Netto-Teilchenzahldichte erhalten wir
2z OlnZ g(mc?)? K (=)t _ 9
_Z _ n_ ) K. . 172
"TV o v 2m°B(he)? nz:; n (2" = 27") Ka(nfme) (3.172)

Die mittlere Energiedichte berechnen wir mit Hilfe der folgenden Formel fiir die Ab-
leitung der modifizierten Bessel-Funktion,

de(u)
du
vgl. Gl (8.486.12) in Ref. [10]:

= — K, (u) = LK (u)

f . _1omnZ2 Wz 9me)? S ()t (Zn+z_n)%df(2(u)
v 85 v 5V 2m2B(he)* = n? a6 du
n+1 " n 2 9 9 )
= 277% hc 3 Z (z +z ) {B Ky(nfmc®) + nme” Kq(nfme?)
n+1
- o 7r2ﬁ hc 3 Z (z"+27") Ki(nfme?) (3.173)

n=1
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3.2 Ideale Fermi— und Bose—Gase

wobei wir im letzten Schritt Gl. (3.171) fiir den Druck benutzt haben. Zum Schluss be-
rechnen wir noch die Entropiedichte,

5 = % (e+p—pun)
1 3 i n+1
= 7 (4p — pun)+ k;B BE Z (2" + 27") Ki(nBmc?)
= 27T25 hc 3 Z {[Z" (A4—nnz)+ 2" (4+nInz)] Ky(nBmc®)

+nfmc (2" +27") Ki(nfmc®)} . (3.174)
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4 Phasentibergange

Phaseniibergéinge und die ihnen zugrundeliegende Theorie bilden das spannendste und
zugleich aktuellste Gebiet der Statistischen Mechanik. Wir geben zunéchst ein einfaches
Beispiel fiir ein System mit einem Phaseniibergang, die Van der Waals—Zustandsgleichung
aus Abschnitt 1.6.3, welche den Fliissigkeit-Gas-Phaseniibergang beschreibt. Ausge-
hend von den Bedingungen fiir thermisches, mechanisches und chemisches Gleichgewicht,
die wir schon in den Abschnitt 1.3.5, 1.3.6 und 1.3.7 kennengelernt hatten, betrachten
wir dann die sog. Gibbsschen Bedingungen fiir das Phasengleichgewicht zwischen
zwei beliebigen Phasen eines Materials. Wichtige Folgerungen iiber die Form von Pha-
seniibergangskurven in Phasendiagrammen erhalten wir iiber die Clausius—Cla-
peyron—Gleichungen. Zum Schluss klassifizieren wir Phaseniibergénge und geben einen
Ausblick auf die Theorie der Phaseniiberginge und kritischen Phanomene.

4.1 Bedingungen fiir Phasengleichgewicht

4.1.1 Ein Beispiel: der Fliissigkeit-Gas-Phaseniibergang
Die Van der Waals—Zustandsgleichung,

N 2

vgl. Gl (1.252), kann man durch Reskalieren der Variablen,

(V—bN)=NksT, (4.1)

_ V _ T P
V=— T=— p= — 4.2
[ A 4
mit g
a a
V.=3bN, T.=——, . = ,
2kpb’ T 21w
in die folgende Form bringen:
Pt (BUNV —bN) = NkgT -0
Porp ¢ P Tkgb
1/ 1 _ 8
= [ 7 §< ) (BV-1bN = NTﬁ
= p+ﬁ) (BV—-1) = 8T. (4.3)
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4.1 Bedingungen fiir Phasengleichgewicht

Offensichtlich treten in dieser Form keine materialabhingigen Konstanten mehr auf, die
Zustandsgleichung ist universell, d.h. sie gilt fiir jedes beliebige Material, welches durch
die Van der Waals-Gleichung (4.1) beschrieben wird. In Abb. 4.1 ist der durch Gl. (4.3)
gegebene Verlauf von p(V) fiir konstante Werte von T, d.h. sog. Isotherme, dargestellt.

||
3~

mERROOo S
N ©ooNy
\

-

Vv

- | | |
05 1 15 2 25 3 35 4

Abbildung 4.1: Isothermen der skalierten Van der Waals—Zustandsgleichung (4.3) im p —

V-Diagramm.
Wir stellen folgendes fest:

(i) T > 1 bzw. T > T.: der Druck ist eine streng monoton fallende Funktion des
Volumens, oder mit anderen Worten, die isotherme Kompressibilitit, vgl. Gl.
(1.203), ist

1 /op\ " V. (op\ " 2702 [ 9p\ "
__ (% _ 9P _ 22 (e 0 4.4
" 4 (aV)T,N peV <8V)T,N aV \oV /)N - 44

d.h. das System ist mechanisch stabil.

(ii) T =1 bzw. T = T,: der Druck ist eine monoton fallende Funktion des Volumens.
Mit Ausnahme des Punktes p = 1, V' = 1 ist die isotherme Kompressibilitit stets
positiv. An diesem Punkt gilt

9 _ 9 ( 8T i)
ov T=1p=1,V=1 oV \3V —1 V2 T=1,p=1,V=1
{ 24T 6 24
( -

=5t
3V — 1)2 & T=1,p=1,V=1 4

159



4 Phaseniibergéinge

(i)

d.h. die isotherme Kompressibilitdt divergiert, kr — oco. Man bezeichnet den
Punkt p = 1, V =1, bzw. p = p., T = T, auch als sog. kritischen Punkt.

Es handelt sich um einen Sattelpunkt der Funktion p(V'), d.h. auch die zweite
Ableitung verschwindet dort,

0*p
it =——-18=0.
ov?

B { 144T 18} 144
T=1,p=1,V=1 (3 V- 1)3 v T=1,p=1,V=1 8

T < 1 bzw. T'" < T;: Offensichtlich gibt es fiir alle Isotherme einen Bereich, in dem
Op/OV |y > 0, d.h. die isotherme Kompressibilitit xp ist negativ, d.h. das System
ist mechanisch instabil, vgl. Abb. 4.2.

Vv

| | |
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4

O \

Abbildung 4.2: Mechanisch stabiler (blau) und mechanisch instabiler Bereich (rot) der
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T = 0.9-Isotherme der skalierten Van der Waals-Zustandsgleichung fiir
T<1.

Diese Instabilitét ist ein Anzeichen fiir einen Phaseniibergang, in diesem Fall den
Fliissigkeit-Gas-Phaseniibergang. Fiir kleine V' und grofie p befinden wir uns
in der fliissigen Phase, fiir grole V' und kleine p in der gasféormigen Phase.

Der Flissigkeit-Gas-Phaseniibergang ist ein Phaseniibergang erster Ordnung (vgl.
Abschnitt 4.2), d.h. zwischen fliissiger und gasformiger Phase existiert eine ge-
mischte Phase. In der gemischten Phase herrscht sog. Phasenkoexistenz, d.h.
sie besteht fiir kleine V' zunéchst aus Gasblasen, die in der Fliissigkeit eingebettet
sind. Fiir grofer werdendes V' werden diese Blasen aber ebenfalls gréfer, bis sich
die Situation umkehrt: dann hat man Fliissigkeitstropfchen, die in Gas eingebettet



4.1 Bedingungen fiir Phasengleichgewicht

sind. Die gemischte Phase ist nicht mechanisch instabil, d.h. in dieser Phase kann
die in Abb. 4.2 gezeigte Isotherme nicht die korrekte Losung darstellen. Die richti-
ge Losung ergibt sich aus den Gibbsschen Phasengleichgewichtsbedingungen,
die wir im néchsten Abschnitt vorstellen.

Wir bemerken noch, dass die gemischte Phase am kritischen Punkt, T" = T, ver-
schwindet. Der Phaseniibergang erster Ordnung wird zu einem Phaseniibergang
zweiter Ordnung, vgl. Abschnitt 4.2. Fiir T' > T, ergibt die Unterscheidung zwi-
schen fliissiger und gasformiger Phase keinen Sinn mehr.

4.1.2 Gibbssche Phasengleichgewichtsbedingungen

Wir hatten bereits in den Abschnitten 1.3.5, 1.3.6 und 1.3.7 gesehen, dass zwei Systeme
genau dann im thermischen, mechanischen und chemischen Gleichgewicht sind, wenn ihre
Temperaturen, ihre Driicke und ihre chemischen Potentiale iibereinstimmen,

Ty=1T5, pr=p2, W1 =ps. (4.5)

Im Zusammenhang mit Phaseniibergdngen nennt man diese Relationen die Gibbsschen
Phasengleichgewichtsbedingungen.

In der im vorangegangenen Abschnitt gemischten Phase koexistieren im Prinzip zwei
solche Systeme, ndmlich eine fliissige und eine gasférmige Phase, fiir die diese Bedingungen
gelten miissen. Falls ndmlich die fliissige (gasformige) Phase eine hohere Temperatur hétte
als die gasformige (fliissige), so wiirde ein Austausch von thermischer Energie stattfinden,
bis beide Phasen im thermischen Gleichgewicht sind und damit dieselbe Temperatur ha-
ben. Ahnliches gilt auch fiir ein Ungleichgewicht der Driicke: dann wiirde die Phase mit
dem grofleren Druck gegen die mit dem geringeren expandieren. Aufgrund der Expansion
sinkt der Druck der Phase mit dem grofleren Druck und, aufgrund der Kompression, steigt
der Druck der Phase mit dem kleineren Druck. Dies geschieht solange, bis Druckgleichheit,
d.h. mechanisches Gleichgewicht hergestellt ist. Dann gibt es ndmlich keine Netto-Kraft
mehr, die auf eine der Phasen wirken und sie komprimieren kénnte. Auch fiir chemisches
Ungleichgewicht gilt dhnliches: dann werden zwischen den Phasen solange Teilchen ausge-
tauscht, bis die chemischen Potentiale gleich sind und chemisches Gleichgewicht erreicht
ist.

Wir hatten in Abschnitt 1.5.2 gesehen, dass fiir ein grofkanonisches Ensemble im ther-
modynamischen Limes der Druck als Funktion von Temperatur und chemischem Potential
ausreicht, um alle anderen thermodynamischen Gréflen zu berechnen:

9

_ _ %
- 5

T = =

, e=Ts+un—p. (4.6)

o

Im groflkanonischen Ensemble nennt man eine Zustandsgleichung der Form p(T', 1) daher
im thermodynamischen Sinn vollsténdig, da sie erlaubt, alle anderen thermodynami-
schen Groflen zu berechnen. Analog wére im mikrokanonischen Ensemble eine Zustands-
gleichung der Form £(s,n) und im kanonischen Ensemble eine Zustandsgleichung der Form
f(T,n) (mit der freien Energiedichte f = F'/V') vollstdndig im thermodynamischen Sinn.
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4 Phaseniibergéinge

Die Betrachtung im groflkanonischen Ensemble hat aber aufgrund der Gibbsschen Pha-
sengleichgewichtsbedingungen (4.5) folgenden Vorteil. Wir betrachten zwei Phasen mit
den Driicken (bzw. thermodynamisch vollstdndigen Zustandsgleichungen)

pi(T, ), pa(Ta, pe) -
Wir betrachten nun die 7' — p—Ebene und suchen nach Punkten (7', ), fur die gilt

pl(T> :u) = D2 (T’ N) : (47)

Bei bekannter funktionaler Form der Driicke definiert diese Gleichung eine Kurve im
T — p—Diagramm, die sog. Phaseniibergangskurve. Auf dieser Kurve sind neben 7" und
1 per Definition auch die Driicke in den beiden Phasen identisch, d.h. es liegt Phasenko-
existenz vor. Unterschiedliche Phasen eines Materials werden also im 7" — py—Diagramm
durch solche Kurven voneinander getrennt.

Entsprechendes gilt natiirlich auch fiir das p—7T- bzw. p — p—Diagramm, wobei dort die
Bedingungen fiir Phasenkoexistenz p1(p,T) = pa(p,T) bzw. Ti(p, ) = To(p, p) lauten.
Das p — T—-Phasendiagramm fiir Wasser ist in Abb. 4.3 gezeigt.

= A

E
=
221 bar + Kritischer
¢ Punkt
Wasser :
Tbarl 5
Eis E e
Tripelpunkt WH“"&E'T.'
- dampf
- - : : -
0°C| 100 #C} 374 °C| lemperatur

Abbildung 4.3: p — T-Phasendiagramm von Wasser [12].

Die Situation mit der Van der Waals—Gleichung (4.1) aus dem vorangegangenen Ab-

schnitt unterscheidet sich von dieser theoretischen Betrachtung allerdings in zwei Aspek-
ten:

(i) Es gibt keine separaten Zustandsgleichungen fiir die fliissige und die gasformige
Phase, die Zustandsgleichung (4.1) beschreibt fiir 7' < T, beide Phasen.

(ii) Die Zustandsgleichung (4.1) ist im thermodynamischen Sinn nicht vollsténdig, da
sie nicht in der Form p(7, p) vorliegt.

162



4.1 Bedingungen fiir Phasengleichgewicht

Der zweite Aspekt stellt das gravierendere Problem dar, und wir werden gleich besprechen,
wie man die Phasenkoexistenz in diesem Fall bestimmen muss. Um sich klarzumachen,
wie man mit der Situation (i) verfahrt, nehmen wir an, dass die Zustandsgleichung, wel-
che beide Phasen beschreibt, zumindest in thermodynamisch vollsténdiger Form, p(T, ),
vorliege. Wenn wir dann Isothermen im p — u—Diagramm betrachten, so haben sie im Fall
eines Phaseniibergangs typischerweise die in Abb. 4.4 gezeigte Form.

p

T=const.

M.
Abbildung 4.4: Typischer Verlauf einer Isotherme im p— p—Diagramm fiir den Fliissigkeit-
Gas-Phaseniibergang.

Hier liegt bei kleinen Driicken und chemischen Potentialen die Gasphase und bei grofien
Driicken und chemischen Potentialen die Fliissigkeitsphase vor. Der Phaseniibergang fin-
det fiir gegebenes T' am Kreuzungspunkt (p., ) statt. Betrachtet man solche Isothermen
fiir alle moglichen Werte von 7', so kann man die Phaseniibergangskurve im p — u—,
p —T— oder T' — p—Diagramm bestimmen. Diese kann an einem kritischen Punkt enden,
vgl. Abb. 4.3, d.h. die Isothermen miissen nicht fiir alle T Uberschneidungen wie in Abb.
4.4 gezeigt aufweisen. Z.B. haben die Isothermen von Wasser fiir T' > 374° C, also jenseits
des kritischen Punkts in Abb. 4.3, einen monoton steigenden Verlauf im p — py—Diagramm
und zeigen keine dreiecksihnliche Form wie in Abb. 4.4.

Was hat es mit diesem dreieckigen Teil der Kurve unterhalb des Phaseniibergangs-
punktes in Abb. 4.4 auf sich? Betrachten wir anstelle des p — p~Diagramms das p —n =1
Diagramm (welches sich durch Umrechnen von p in n ergibt), so ergibt sich der in Abb.
4.5 dargestellte Verlauf.

Dieses Diagramm entspricht dem p — V-Diagramm in Abb. 4.2, da das spezifische Vo-
lumen V/N = n~!, also fiir konstantes N gerade ~ V', sowie p ~ p ist. Der rote Abschnitt
der Isotherme in Abb. 4.4 entspricht dem roten Abschnitt in Abb. 4.5 und dem mechanisch
instabilen Bereich in Abb. 4.2. Der Druck bleibt im gesamten Phasenkoexistenzgebiet
konstant, p = p,.. Dies entspricht im p — p—Diagramm Abb. 4.4 lediglich einem einzigen
Punkt, aber im p—n~'-Diagramm der griinen Linie, die die Punkte (p,,n; ") und (p,,ny")
miteinander verbindet. Die blauen Abschitte unterhalb und oberhalb der griinen Kurve
in Abb. 4.5 entsprechen den blauen Abschnitten des Dreiecks in Abb. 4.4.
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T=const.

T~

P~

‘ -1
1 -1 N
7’12
Abbildung 4.5: Typischer Verlauf einer Isotherme im p — n~!'-Diagramm fiir den
Fliissigkeit-Gas-Phaseniibergang.

Falls wir Zugang zum p — p—Diagramm haben, ist es also ein leichtes, den Phasen-
iibergangsdruck p, zu identifizieren, und wir kénnen die griine Kurve im p — n~'~ oder
p — V-Diagramm einzeichnen, die der gemischten Phase entspricht. In der gemischten
Phase éndert sich offensichtlich nur das spezifische Volumen n~! und zwar vom Wert n;*
in der Fliissigkeitsphase zum Wert n; ' in der Gasphase. Der Druck, die Temperatur und
das chemische Potential bleiben aufgrund von Gl. (4.5) konstant.

Wie aber miissen wir vorgehen, wenn wir den Fall (ii) vorliegen haben, also nicht im
Besitz einer im thermodynamischen Sinne vollstdndigen Zustandsgleichung sind, wie es
auch fiir die Van der Waals-Gleichung (4.1) der Fall ist? Hierzu bemerken wir, dass bei
einer Volumenénderung von V; zu V5 bei einem Druck p = p(V') mechanische Arbeit
verrichtet wird, welche nach dem ersten Hauptsatz der Thermodynamik zu einer Anderung
des groflkanonischen Potentials fiihrt, vgl. GL. (1.195),

Vo
AQ = —/ avp(V) .
1

(Da T und p in der gemischten Phase konstant bleiben, tragen die anderen Terme T'dS
und N dg in Gl (1.195) nicht zur Anderung von  bei.) Da d€) ein totales Differential
ist, ist es aber gleichgiiltig, auf welchem Weg wir von V; nach V5 gelangen. Wir kénnen
entweder bei konstantem Druck p = p, (entsprechend der griinen Kurve im Phasen-
koexistenzgebiet) oder entlang der durch die Van der Waals-Gleichung (4.1) gegebenen
Kurve p(V) integrieren, das Ergebnis muss das gleiche sein,

V2 NkgT  aN?
AQ = —p.(Va—Vi)=— [ av _
p-(Ve =) /V <V—bN V2)
Vo —bN /1 1
— _NksTI 222 N2 (= =) . 4.8
sy TN T (Vz Vl) (48
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4.1 Bedingungen fiir Phasengleichgewicht

Dies ist eine Bedingungsgleichung fiir p,., welche zu lésen ist, indem man aus der Van
der Waals-Gleichung (4.1) Vi(ps,T) und Va(ps,T') bestimmt (es gibt drei Losungen fiir
V(p«,T), von denen man die kleinste und die groBte zu nehmen hat; die mittlere liegt
im instabilen Bereich und ist auszuschliefen) und in Gl. (4.8) einsetzt. Die resultierende
implizite Gleichung fiir p, ist i.a. nicht analytisch losbar.

Gleichung (4.8) hat aber auch eine sehr einfache geometrische Interpretation: die
Fliache des Rechtecks unter der griinen Kurve in Abb. 4.5 muss identisch mit der Fliche
unter der blauen und roten Kurve (die durch die Van der Waals-Gleichung gegeben ist)
zwischen n;' und n,' sein. Oder mit anderen Worten, der Teil der blau-roten Kurve
unterhalb der griinen Kurve muss identisch mit dem oberhalb der griinen Kurve sein.
Dies ist die beriihmte Maxwell-Konstruktion.

Wiederholt man diese Maxwell-Konstruktion fiir alle Isothermen mit 0 < 7" < T, so
kann man den gesamten Bereich der gemischten Phase zwischen Gas und Fliissigkeit
im p — V- bzw. p — n~'-Diagramm identifizieren, vgl. Abb. 4.6. Er wird durch die sog.
Grenzkurve begrenzt. Man beachte, dass dieser Bereich im p — p—, p — T oder T' — p—
Diagramm lediglich eine Linie darstellt, vgl. Abb. 4.3.

opat
80\
Pk—1—
70}
-1 M
S 60f Grenzkurve -
L= \.
o 'B" Au
X
- v 0 50 °C
o 'B A\ s
—N 37°
B Al 20°
4o | |\ 75°

| Sattigungsgebiet ' N O T0°
1| I M
al 1 ] Vi 1 ™

0 v, 0,005 0,01 0,015 02V
Volumen ——

p V- Diagramm des Kohlendioxyds

Abbildung 4.6: Der Bereich der gemischten Phase im p — V-Diagramm am Beispiel von
CO, [13].
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4.1.3 Clausius—Clapeyron—Gleichungen

Die sog. Clausius—Clapeyron—Gleichungen machen Aussagen iiber die Gestalt der
Phaseniibergangskurven im p — 7—, p — p— und 7' — p—Diagramm. Um sie abzuleiten,
betrachten wir die Gibbs-Duhem—Relation (1.124) in der Phase i,

Vi Si _
—  du = fdpi—ﬁdTiE”ildpi—Uidﬂ,
Vi N; _ _
bzw. dT;, = gdpi—gdmzsildpi—aildm,
S; N;
bzw. dp; = VdTi+7desidTi+nidm, (4.9)

mit der Eptropiedichte s; = S;/V; und der spezifischen Entropie o; = S;/N;. Fiir infini-
tesimale Anderungen d7', dp, di entlang einer Phaseniibergangskurve gilt aufgrund der
Gibbschen Phasengleichgewichtsbedingungen (4.5)

dIn=dly =...=dT, dpi=dpy=...=dp, duyy=dps=...=dpu.
Eingesetzt in Gl. (4.9) ergibt sich fiir jeweils zwei Phasen, z.B. ¢ =1 und i = 2:

nytdp — oy dT = ny'dp — oo dT,
sirdp—optduy = sytdp—oytdp,
s1dT +nydp = sodT +nodp . (4.10)

Auflésen nach dp/dT', dp/dp und dT'/du ergibt

dp = o1—o09

aT — n;t—nyt

dp ot =0yt

dp s sy

ar _ _mone (4.11)
dp S1 — S

Dies sind die Clausius—Clapeyron—Gleichungen (in den meisten Lehrbiichern findet man
nur die erste unter diesem Namen, aber die anderen beiden sind in gleicher Weise giiltig).
Da die Differentiale dp, dT" und du entlang der Phaseniibergangskurven genommen wur-
den, liefert die erste Gleichung Information iiber die Ableitung der Phaseniibergangs-
kurve im p — T-Diagramm, die zweite iiber die entsprechende Ableitung im p — u—
Diagramm und die letzte iiber die im 7" — p—Diagramm.

Aus der letzten Gleichung ziehen wir folgende wichtige Schlufolgerung: da fiir 7" — 0
die Entropiedichten gegen null gehen, s;, ss — 0, miissen Phaseniibergangskurven die p—
Achse stets mit senkrechter Steigung, |d7'/du| — oo, treffen. Falls analog ny,ns — 0
fiir p = 0, treffen Phaseniibergangskurven die T—Achse mit verschwindender Steigung,
|dT/du| — 0, vgl. Abb. 4.7.
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H

Abbildung 4.7: Verlauf von Phaseniibergangskurven in der Ndhe der Achsen im T — pu—
Diagramm.

4.2 Klassifikation von Phaseniibergangen

4.2.1 Klassifikation nach Ehrenfest

Die traditionelle Klassifikation von Phaseniibergéngen geht auf P. Ehrenfest zuriick. Wir
betrachten zunéchst die freie Enthalpie

G=E-TS+pV=F+pV, (4.12)

welche, wie auch das groflkanonische Potential, eine doppelte Legendre-Transformation
der inneren Energie ist. Die unabhéngigen Variablen von G' berechnet man durch Bilden
des totalen Differentials und Ausnutzen des ersten Hauptsatzes der Thermodynamik,

dG =dE —TdS+pdV — SAT +Vdp=—SdT + Vdp + pdN ,

also G = G(T, p, N). Die Ehrenfestsche Definition besagt nun, dass ein Phaseniibergang
n—ter Ordnung vorliegt, wenn am Ubergangspunkt alle (n — 1)—ten partiellen Ab-
leitungen der freien Enthalpie nach ihren unabhéngigen Variablen (7', p, N) stetig
sind und mindestens eine n—te Ableitung diskontinuierlich ist.

Ein Phaseniibergang erster Ordnung liegt demnach vor, wenn die freie Enthalpie G
stetig ist, aber die Entropie S = —0G/9T |, x oder das Volumen V' = 0G/0p|r y diskon-
tinuierlich sind (das chemische Potential y = 0G/IN|r, besitzt aufgrund der Gibbsschen
Phasengleichgewichtsbedingungen niemals eine Diskontinuitét), vgl. Abb. 4.8.

Bei einem Phaseniibergang zweiter Ordnung wiren mit GG auch S und V stetig,
aber nicht alle ihre Ableitungen, die Warmekapazitit bei konstantem Druck und
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G G
T=const. p=const.
l p l T
V P* S T*
‘6\\ I
e
P P r. !

Abbildung 4.8: Phaseniibergang erster Ordnung: die freie Enthalpie ist stetig, aber ihre
Ableitungen weisen Diskontinuitdten auf.

die Kompressibilitiat

2
S T
or|, x o1% |, v
1 oV 1 0°G
= 2 ___2= 4.13

von denen mindestens eine eine Diskontinuitdt aufweist. Entsprechendes gilt fiir Pha-
seniibergénge hoherer Ordnung.

Die Ehrenfestsche Definition hat im Laufe der Zeit Kritik gefunden, nicht zuletzt deswe-
gen, weil viele thermodynamische Groéflen anstelle von Diskontinuitédten Singularitédten
aufweisen (vgl. Abschnitt 4.3), die im obigen Klassifikationsschema nicht beriicksichtigt
sind. Heutzutage unterscheidet man lediglich Phaseniibergénge erster Ordnung, die man
diskontinuierliche Phaseniiberginge nennt, und Phaseniiberginge zweiter (oder ho-
herer) Ordnung, die man als kontinierliche Phaseniiberginge bezeichnet. Von einiger
Bedeutung ist auch der crossover—Ubergang, der keinerlei Diskontinuititen oder Sin-
gularititen aufweist, sondern beispielsweise eine rasche Anderung von S in einem kleinen
Temperaturintervall (die Entropie wire aber beliebig oft kontinuierlich differenzierbar).
Im Ehrenfestschen Sinne entspriiche dies einem Phaseniibergang von co—er Ordnung. Es
handelt sich also eigentlich nicht um einen echten Phaseniibergang. Meist ist ein solcher
crossover-Ubergang ein Indiz fiir einen echten Phaseniibergang (erster oder zweiter Ord-
nung), der tatsichlich eintritt, wenn eine geeignete kleine Anderung an den Parametern
der Theorie (Massen der Teilchen, Kopplungskonstanten, etc.) vorgenommen wird.

168



4.2 Klassifikation von Phaseniibergédngen

4.2.2 Yang—Lee—Nullstellen

Wie wir im letzten Abschnitt gesehen haben, &uflern sich Phaseniibergéinge in Form von
Diskontinuitédten oder sogar Singularitdten in thermodynamischen Variablen bei bestimm-
ten Werten der unabhéngigen Variablen. Dies sind Punkte, bei denen die freie Enthalpie
G, oder auch das groflkanonische Potential €2, im Sinne der Funktionentheorie nicht
analytisch (nicht-holomorph) ist. Wie kann man solche nicht-analytischen Punkte von
) bestimmen?

Die Nobelpreistrager C.N. Yang und T.D. Lee haben 1952 dazu folgende Methode
vorgeschlagen. Wegen

QUT,V,pu) = —kgT In Z(T,V, )

geniigt es, das analytische Verhalten von Z(T', V, ) zu untersuchen. Da man iiblicherweise
das Volumen V vorgibt und die Temperatur zunéchst festhalten kann, betrachtet man
Z als Funktion einer einzelnen Variable, dem chemischen Potential p, oder auch der
Fugazitit z = ¥,

Z(T,V,2)=> 2N Z(T,V,N).
N=0
In der Regel sind die betrachteten Teilchen nicht punktférmig, so dass die die Summe {iber
N nicht bis unendlich 1duft, sondern nur, bis das gesamte Volumen V' dicht mit Teilchen
vollgepackt ist, vgl. Diskussion in Abschnitt 1.6.1, also z.B. bis N = Ny (V),

Z(T\V,z) = sz: N Z(T,V,N) = Nﬁ (1 - i) : (4.14)

ya
N=0 k=1 k

wobei wir im zweiten Schritt den Fundamentalsatz der Algebra angewandt haben,
der besagt, dass jedes Polynom vom Grad Np.. in z genau Ny, i.a. komplexwertige
Nullstellen z, € C, k=1,..., Nyax, hat, d.h. komplexe Zahlen, welche

Nmax
Z(T, V)= Y 5 Z(T,V,N)=0 VEk=1,..., Ny
N=0
erfiillen. Das Verschwinden des Polynoms an seinen Nullstellen kann man durch die in GI.

(4.14) gezeigte faktorisierte Form deutlich machen. Aulerdem muss man ausnutzen, dass
Z(T,V,0) = Z(T,V,0) =1 ist. Die Nullstellen z, von Z(7,V, z) nennt man Yang—Lee—
Nullstellen.

Eigenschaften der Yang—Lee—Nullstellen:
(i) Die Nullstellen sind i.a. Funktionen von 7' und V', 2z, = 2z (T, V).

(ii) Da Z(T,V, ) € R, miissen alle Nullstellen als komplex konjugierte Paare auftreten.
Genau dann némlich gilt in Gl. (4.14) fiir das Produkt des k-ten Paares

2 * 2
z z z z z g+ 2 z
<1__) <1__*) = l-——-St+_—=1-z k+2k+ 2
2 2 2 2 WA B B
z — 2Rezy, 3
= 1+z P e R Vz=e*eR.
2k
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(iii) Da alle Koeffizienten Z(T,V, N) des Polynoms (4.14) positiv definit sind (es han-
delt sich ja um die kanonischen Zustandssummen zu gegebenem N), konnen die
Nullstellen zj nicht auf der positiven reellen z—Achse liegen.

Es ergibt sich aus diesen Eigenschaften das in Abb. 4.9 gezeigte Bild fiir die Nullstellen
von Z(T,V, z) in der komplexen z-Ebene.

Re z

Abbildung 4.9: Nullstellen von Z(7,V, z) in der komplexen z-Ebene.

Daraus folgt, dass das groflkanonische Potential fiir endliches Ny, (V) < co immer
analytisch (holomorph) auf der positiven reellen z—Achse (und ggfs. eines Bereichs um
diese Achse) sein muss,

Nmax
z
Q=—kpTl Z(T.V,2) = —kT Y In (1—Z—k) . (4.15)

k=1

Es treten keine Punkte auf, an denen () nicht-analytisch ist, da auf der positiven reel-
len z—Achse stets z # 2z, gilt. Dies bedeutet streng genommen auch, dass in Systemen
mit endlichen Volumina V' < oo, fiir die dann auch Np,.«(V) < oo, niemals Pha-
seniibergéinge auftreten.

Dies éndert sich im thermodynamischen Limes V' — oo. Dann geht auch Ny, (V) —
0o, d.h. es treten immer mehr Nullstellen z; von Z(7T,V, z) in der komplexen z—Ebene
auf. Diese konnen der positiven reellen z—Achse beliebig nahe kommen, vgl. Abb. 4.10.

Das grolkanonische Potential ist dann nur noch stiickweise analytisch auf der posi-
tiven reellen z—Achse. In den analytischen Bereichen identifiziert man das groffkanonische
Potential als Zustandsgleichung einer einzelnen homogenen Phase. Am Punkt, wo die
Yang—Lee—Nullstellen der positiven reellen z—Achse beliebig nahekommen, wird € nicht-
analytisch. Die Zustandsgleichungen der einen oder anderen Phase werden instabil, d.h.
es tritt ein Phaseniibergang von der einen zur anderen Phase auf. Am nicht-analytischen
Punkt besteht Phasenkoexistenz der beiden Phasen.
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Re z

Abbildung 4.10: Mogliche Verteilung der Nullstellen von Z(7,V, z) in der komplexen z—
Ebene im thermodynamischen Limes.

4.3 Kritische Phanomene

4.3.1 Kiritische Exponenten

Eine wesentliche Eigenschaft von kontinuierlichen Phaseniibergingen (d.h. Pha-
seniibergingen zweiter Ordnung) ist, dass thermodynamische GroBen Singularititen
am kritischen Punkt aufweisen, d.h. sie divergieren entsprechend einem Potenzgesetz,
wenn man sich dem kritischen Punkt ndhert. Wir definieren die sog. reduzierte Tem-

peratur
T-T.,
t= T (4.16)

Dann gilt fiir die thermodynamische Grofie f(¢) das folgende Potenzgesetz:

f&) ~t™, a>0.

Andere thermodynamische Groflen wiederum verschwinden entsprechend einem solchen
Potenzgesetz, d.h. fiir sie ist der Exponent a < 0.

Wir wollen dies am Beispiel des Fliissigkeit-Gas—Phaseniibergangs erldutern. Wir be-
trachten drei verschiedene Wege im p — n~'-Diagramm, wie man sich dem kritischen
Punkt n&hern kann, vgl. Abb. 4.11:

(I) T\, T,, wobei n=! =n_1 = const.
(IT) T " T. entlang der Grenzkurve, vgl. Abb. 4.6.
(IIT) Entlang der kritischen Isotherme p(T,,n™1).

Folgende thermodynamische Grofien divergieren bzw. verschwinden mit einer bestimmten
Potenz der reduzierten Temperatur:

171



4 Phaseniibergéinge

Abbildung 4.11: Mogliche Wege, sich dem kritischen Punkt zu néahern.

(i) Warmekapazitit bei konstantem Volumen:

Cy ~ { g__at )7%/ ’ 8) (4.17)

(ii) Dichtedifferenz:
An=mny —ng~ (=t)°, (1) . (4.18)

(iii) isotherme Kompressibilitét:

K ~ { i_f{_y ’ Eg) (4.19)

(iv) Druckdifferenz auf der kritischen Isotherme:
p—pe~|n—mn®, (II). (4.20)

Die Exponenten «, o/, 3, 7/, v, § bezeichnet man als kritische Exponenten.
P N

4.3.2 Universalitatshypothese

Die sog. Universalititshypothese von R.B. Griffiths (Phys. Rev. Lett. 24 (1970) 1949)
besagt, dass die kritischen Exponenten universell sind, d.h. die gleichen fiir alle thermo-
dynamischen Systeme, die zu einer bestimmten Universalitéitsklasse gehoren.
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4.3.3 Skalengesetze

Zwischen den kritischen Exponenten gibt es bestimmte Relationen, die man aus thermo-
dynamischen Identitdten ableiten kann. Wir beschrinken uns hier auf eine Auflistung,
den Beweis findet man z.B. in [1]:

(i) Rushbrooke—Ungleichung: o +20++ > 2.
(ii) Griffiths—Ungleichung: o +B(1+9) > 2.
(iii) Widom—Ungleichung: v > B0 —1).

Mit Hilfe der sog. Skalenhypothese [3] kann man zeigen, dass

/

oa=auo , ’}/:7,, (421)

sowie dass die o.g. Ungleichungen zu exakten Gleichungen werden.

4.4 Theorie der Phaseniibergange

4.4.1 Ordnungsparameter

Fiir die theoretische Beschreibung von Phaseniibergéngen ist es zunéchst niitzlich einen
sog. Ordnungsparameter zu definieren. Es handelt sich dabei um eine geeignet defi-
nierte Grofle, die in der einen Phase verschwindet, wihrend sie in der anderen einen
nichtverschwindenden Wert annimmt.

Beispiele:

(i) Fliissigkeit—Gas—Phaseniibergang: Ein geeigneter Ordnungsparameter ist die
Dichtedifferenz (4.18). Kiihlt man das System auf den Weg (I) aus Abb. 4.11 ab, so

gilt
07 TZTC7
An_{nl—ng#O, T<Tc. (422)

(ii) Ferromagnet: Ein Ferromagnet weist unterhalb der Curie-Temperatur T ein nicht-
verschwindendes magnetisches Moment Mg auf (vgl. Vorlesung “Elektrodynamik”),
wihrend dieses oberhalb von T, verschwindet. Ein geeigneter Ordnungsparameter
ist daher die Magnetisierung mg = Mg/V.

(iii) Bose—Einstein—Kondensation: Ein geeigneter Ordnungsparameter ist die Teil-
chendichte im Grundzustand, vgl. Abb. 3.7. Sie verschwindet oberhalb der kritischen
Temperatur und ist unterhalb von null verschieden.
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