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1 Thermodynamik und Statistische
Mechanik

In diesem ersten einleitenden Kapitel soll zundchst an die wichtigsten Relationen der
Thermodynamik und Statistischen Mechanik (vgl. Vorlesung ”Theoretische Physik V:
Statistische Mechanik”) erinnert werden, soweit diese fiir die Statistische Feldtheorie von
Relevanz sein werden. Sodann werden sukzessive das mikrokanonische, das kanonische
und das groflkanonische Ensemble der Statistischen Mechanik und ihr Bezug zur Thermo-
dynamik diskutiert. Den Abschluss des Kapitels bildet eine Anwendung auf ideale, d.h.
nichtwechselwirkende Bose—Einstein— und Fermi—Dirac-Gase.

Wie schon in der Quantenfeldtheorie wéhlen wir natiirliche Heavside—Lorentz—
Einheiten h = ¢ = ¢y = pg = 1. Fiir thermodynamische Anwendungen ist es dariiber-
hinaus zweckméfig, auch noch den Wert der Boltzmann—Konstanten auf eins zu set-
zen, kg = 1. Dies bedeutet, dass die Temperatur 7T dieselbe Einheit wie die Energie hat,
[T] = MeV.

1.1 Thermodynamische Grundrelationen

Wir betrachten ein abgeschlossenes System mit Volumen V' im thermodynamischen
Gleichgewicht. In diesem System sind die folgenden Groflien exakt erhalten:

(i) die Energie E,
(ii) die Teilchenzahl N,

denn die Abgeschlossenheit des Systems verhindert, dass Energie oder Teilchen mit der
Umgebung ausgetauscht werden.
An dieser Stelle sind folgende Anmerkungen zu machen:

(1) In Systemen, die im Rahmen einer relativistischen Feldtheorie beschrieben wer-
den, muss die Annahme der exakten Teilchenzahlerhaltung modifiziert werden, da
man (bei hinreichend groen Energien) immer Teilchen—Antiteilchen—Paare aus dem
Vakuum erzeugen kann. Was aber in diesem Fall nach wie vor erhalten bleibt, ist die
Netto-Teilchenzahl, d.h. die Zahl der Teilchen minus die Zahl der Antiteilchen. Da
jedes Teilchen durch einen Satz von Quantenzahlen charakterisiert werden kann,
und sich Teilchen und Antiteilchen durch das Vorzeichen in ihren Quantenzahlen un-
terscheiden, sind die Erhaltungsgroflen in relativistischen Systemen also die Netto-
Quantenzahlen. Als Beispiel diene die elektrische Netto-Ladung, Q = QT — Q™
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wobei QF die Ladung der Teilchen/Antiteilchen bezeichnet. (Wir verzichten der Ein-
fachheit halber im Folgenden auf den Zusatz “Netto”, da dies durch das umgekehrte
Vorzeichen der Antiteilchen—Quantenzahlen automatisch berticksichtigt wird.)

(2) Da Teilchen und Antiteilchen verschiedene (und unter Umsténden im jeweiligen
Kontext auch erhaltene) Quantenzahlen besitzen kénnen (man denke beispielsweise
an Quarks, die Spin, Flavour, elektrische Ladung und Farbe tragen), sind daher im
allgemeinen mehrere Quantenzahlen Ny, N, ... unter (ii) zu beriicksichtigen (hier
der Einfachheit halber generisch durchnumeriert).

In einem System mit Volumen V und M erhaltenen Quantenzahlen Ny, ..., Ny, gilt im
thermodynamischen Gleichgewicht der erste Hauptsatz der Thermodynamik

M
dE =TdS—pdV + > p;dN;, (1.1)
i=1
wobei S fiir die Entropie, p fiir den Druck und p; fiir das mit der erhaltenen Quantenzahl
N; assoziierte chemische Potential steht. Als vollstdndiges Differential interpretiert
impliziert der erste Hauptsatz, dass die Energie eine Funktion der unabhéngigen Variablen
Entropie, Volumen und erhaltenen Quantenzahlen ist,

E=E(S,V,{N}}) . (1.2)

Ist die Energie des Systems in dieser Form, d.h. als Funktion dieser Variablen bekannt, so
spricht man von einer thermodynamisch vollstindigen Zustandsgleichung. “Ther-
modynamisch vollstindig” bedeutet in diesem Zusammenhang, dass man alle anderen
thermodynamischen Variablen durch partielle Ableitungen berechnen kann,

oE oE 0E
T=— , P=— s M= (1.3)
) V{N;} oV S,{N;} ’ aNj S, VAN }izj
Man kann den ersten Hauptsatz (1.1) auch in der Form
1 p - Ui
dS = =db+ =dV — —dN; 14
T * T Zzl T (14)

schreiben und eine thermodynamisch vollstdndige Zustandsgleichung hitte die Form
S=S(E,V,{N;}) , (1.5)

woraus man wieder alle anderen thermodynamischen Variablen durch partielle Ableitun-
gen berechnen kann,

1 0S8 p 0SS Hi oS . (1.6)

8Nj E,V,{N;}iz;

T 0Blyy T Vg T

Energie, Entropie, Volumen, und Quantenzahlen sind in der Regel extensive Groflen,
d.h. sie skalieren mit dem Volumen V' des Systems. Wenn man also das Volumen um einen
Faktor « verdndert, V' — oV, dann gilt

E(aS,aV, {aN;}) = «E(S,V,{N;}) . (1.7)



1.2 Mikrokanonisches Ensemble

Wir betrachten nun infinitesimale Verdnderungen, o = 1 + ¢, mit |¢| < 1. Dann kénnen
wir die linke Seite dieser Gleichung bis zur ersten Ordnung in € nach Taylor entwickeln,

E(S+eS,V+eV {N;+eN;}) =

E E M OE
= E(S,V{N:}) +¢ (g—s S+ g—v V+ SW Nj> + O(£?)
V,{N:} S,{N;} j=1 TS, VAN }izj
M
j=1

wobel wir im letzten Schritt Gl. (1.3) benutzt haben. Andererseits gilt fiir die rechte Seite
von GL. (1.7)

BE(S+ S,V 4V, IN; + eN;Y) = E(S,V, {N:}) + cE(S,V, {N;}) . (1.9)

Vergleichen wir die Koeffizienten der ersten Ordnung in ¢ in den Glgen. (1.8) und (1.9)
so erhalten wir die Fundamentalrelation der Thermodynamik

M
E=TS—pV+> uN;. (1.10)

j=1
Bilden wir davon das totale Differential,

M
dE =TdS+ SdT —pdV —Vdp+ Y _ (1 dN; + N;dp,)

J=1

und benutzen den ersten Hauptsatz (1.1), so ergibt sich die Gibbs—Duhem—Relation

M
0=SdT—Vdp+> N;dpy; . (1.11)

j=1

welche die intensiven Zustandsgroflen 7', p, {1} (die per Definition nicht mit der Grofle
des Systems skalieren) miteinander verkniipft.

1.2 Mikrokanonisches Ensemble

In der Statistischen Mechanik wird ein abgeschlossenes System mit Energie E, Volumen V'
und M erhaltenen Quantenzahlen Ny, ..., Ny, durch das mikrokanonische Ensemble
beschrieben. Die mikrokanonische Zustandssumme Z(E, V, {N;}) ist die Anzahl al-
ler moéglichen Mikrozustéinde des Systems. Der Zusammenhang zur Thermodynamik
ergibt sich durch Boltzmanns beriihmte Formel, die in natiirlichen Einheiten lautet,

S(E,V,{N;}) = In

[1]

(B, V.AN:}) - (1.12)
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Die mikrokanonische Zustandsdichte ist definiert als die Zahl der Mikrozustédnde pro
Energicintervall (E, E 4 dFE),

A(E,V,{N;}) = M Z(SE ER), (1.13)

wobei die Summe auf der rechten Seite iiber alle moglichen Mikrozustéinde R gefiihrt wird,
allerdings mit der Einschrinkung, dass das System feste Quantenzahlen Ny, ..., Ny, haben
soll, was durch den Strich an der Summe gekennzeichnet ist. Die Delta-Funktion wiederum
selektiert aus dieser Summe diejenigen Mikrozustédnde, deren Energie Ei gerade gleich der
vorgegebenen Energie E ist.

Nun ist im Prinzip mittels Gl. (1.12) die thermodynamisch vollsténdige Zustandsglei-
chung S(E,V,{N;}) des Systems aus der mikrokanonischen Zustandssumme Z(E, V, {N;})
bzw. aus der mikrokanonischen Zustandsdichte A(FE,V,{N;}) berechenbar, und damit
sind aufgrund von Gl. (1.6) alle thermodynamischen Eigenschaften des Systems bekannt.
Das Problem besteht darin, dass die mikrokanonische Zustandsdichte aufgrund der Be-
schrankung der Summe durch die Delta-Funktion in GI. (1.13) nur sehr schwer berechenbar
ist. Daher geht man in der Regel einen Umweg {iber das im néichsten Abschnitt diskutierte
kanonische Ensemble.

1.3 Kanonisches Ensemble

Im kanonischen Ensemble betrachtet man ein System mit gegebenem Volumen V und M
erhaltenen Quantenzahlen Ny, ..., Ny, welches sich in Kontakt mit einem Warmebad
konstanter Temperatur 7" im thermodynamischen Gleichgewicht befindet, s. Abb. 1.1.

T
V,N,,.., Ny,

<E>

Abbildung 1.1: System mit konstantem Volumen V und konstanten Quantenzahlen
Ny, ..., Ny in Kontakt mit einem Wéarmebad konstanter Temperatur 7.

In diesem Fall ist ein Energieaustausch mit dem Wirmebad erlaubt, aber kein Aus-
tausch von Quantenzahlen. Der Energieaustausch sorgt dafiir, das das System im ther-
modynamischen Gleichgewicht dieselbe Temperatur wie das Warmebad annimmt, mithin
exakt erhalten ist, wohingegen die Energie nur noch im Mittel erhalten ist,

E — (E) = const .



1.3 Kanonisches Ensemble

Die Temperatur ersetzt die Energie als unabhéngige thermodynamische Variable. Mit
ihrer Hilfe wird der Mittelwert der Energie (E) kontrolliert. Die Zustandsgleichungen
E(S,V.{N;}) bzw. S(E,V,{N;}) sind nicht mehr thermodynamisch vollstandig, d.h. sie
erlauben nicht ldnger die Berechnung aller thermodynamischen Zustandsgréfien. Man
benotigt eine Funktion, die von den unabhéngigen thermodynamischen Variablen T, V, { N;}
abhingt.

Betrachten wir die Energie E(S,V,{N;}). Die Ersetzung der Entropie S durch die
Temperatur 7' = 0E /0S|y (n,}, d.h. durch die Ableitung von E nach S, ist mathematisch
ein Variablenwechsel, wie wir ihm schon oft begegnet sind, beispielsweise in der Mechanik
bei der Ersetzung der Geschwindigkeit ¢ in der Lagrange-Funktion L(q,q) durch den
Impuls p = 0L/9q|,. Dies geschieht mit Hilfe einer Legendre—Transformation. Aus
der Lagrange-Funktion erhdlt man dann die Hamilton—Funktion H(q,p) = pg — L(q, q).

In unserem Fall erhdlt man mit Hilfe einer Legendre—Transformation von E(S,V,{N;})
bzgl. der Variablen S die freie Energie

F:E—g—g S=E-TS, (1.14)
V{N:}

wobei wir die erste Gl. (1.3) benutzt haben. Das totale Differential berechnen wir mit
Hilfe des ersten Hauptsatzes (1.1) zu

M
dF =dE—TdS—SdT = —SdT —pdV + > _ i dN; . (1.15)
i=1
Diese Relation kann man als ersten Hauptsatz der Thermodynamik, nun aber fiir die freie
Energie formuliert, betrachten. Sie zeigt auch, dass eine thermodynamisch vollstandige Zu-
standsgleichung durch die freie Energie als Funktion der unabhéngigen Variablen T, V, { N; }
gegeben ist,
F=FT,V,{N;}) . (1.16)
Die anderen thermodynamischen Groflen berechnet man wieder mit Hilfe partieller Ab-
leitungen,

_ OF

_or
ar

_OF

S = -5y

(1.17)

) )
V;{Nz} Tv{NZ} Tvvv{Ni}i#j

In der Statistischen Mechanik wird ein System bei fester Temperatur 7', festem Volumen
V und festen Quantenzahlen Ny,..., Ny, durch das kanonische Ensemble beschrieben.
Die kanonische Zustandssumme erhilt man aus einer Laplace-Transformation der
mikrokanonischen Zustandsdichte (1.13) bzgl. der Variablen E,

Z(T,V,{N;}) = /OOOdEe‘E/TA(E,V,{Ni}):/OwdEe‘E/TZ’é(E—ER)

= ) e T (1.18)

R

wobei wir im letzten Schritt Integral und Summe vertauscht und das Integral mit Hilfe
der Delta-Funktion berechnet haben.
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Falls die kanonische Zustandssumme Z (7T, V, { N;}) bekannt ist, kann man daraus die mi-
krokanonische Zustandsdichte A(E, V, {N;}) durch eine inverse Laplace—Transforma-
tion berechnen,

A(EV,{N}) = - / o A "7 Z(T,VNY) (1.19)

270 J ioors

Hierbei verlauft die Integrationskontur parallel zur imaginéren 1/7—Achse und rechts von
allen Singularitdten von Z(T,V,{N;}), oder mit anderen Worten, 6 > Re(1/7*), wobei
1/T* diejenige Singularitdt von Z(T,V,{N;}) ist, die den grofiten Realteil besitzt, vgl.
Abb. 1.2.

Im 1/T

Abbildung 1.2: Integrationskontur fiir die inverse Laplace-Transformation (1.19) in der
komplexen 1/T-Ebene.

Der Bezug zur Thermodynamik wird durch die Relation

hergestellt. Falls Z(7T,V,{N;}) bekannt ist, kann man so die freie Energie F(T,V,{N;})
berechnen und, weil dies eine thermodynamisch vollstédndige Zustandsgleichung ist, mittels
Gl. (1.17) auch alle anderen thermodynamischen Zustandsgrofien. Die Berechnung von
Z(T,V,{N,;}) wiederum ist erheblich einfacher als die von A(E,V,{N,}), da die Summe
tiber alle Mikrozustdnde in Gl. (1.18) nun nicht mehr wie noch in Gl. (1.13) durch eine
Delta-Funktion auf Energien F = Er beschrankt ist. Allerdings besteht nach wie vor die
Einschrankung auf einen exakt vorgegebenen Satz von Quantenzahlen Ny, ..., Nj;. Diese
wird im groflkanonischen Ensemble fallen gelassen, welches wir im néchsten Abschnitt
besprechen werden.

1.4 GroBkanonisches Ensemble

Im groBlkanonischen Ensemble betrachtet man ein System mit gegebenem Volumen V', das
sich im thermodynamischen Gleichgewicht mit einem Wirmebad konstanter Tempera-
tur T befindet, welches gleichzeitig ein Quantenzahlenreservoir bildet, das konstante
chemische Potentiale pq, ..., puy aufweist, s. Abb. 1.3.



1.4 GroBkanonisches Ensemble

T, {w}

———————————————————

Abbildung 1.3: System mit konstantem Volumen V' in Kontakt mit einem Warmebad und
Quantenzahlenreservoir konstanter Temperatur 7" und konstanten chemi-
schen Potentialen piq, ..., .

Nun ist nicht nur Energieaustausch, sondern auch der Austausch von Quantenzahlen
zwischen System und Reservoir erlaubt. Die Energie £ und die Quantenzahlen Ny, ..., Ny,
sind lediglich im Mittel erhalten,

E — (E) =const , {N;} — {(V;) = const;} .

Wie beim kanonischen Ensemble ersetzt die Temperatur 7' die Energie und kontrolliert
ihren Mittelwert (F). Dariiberhinaus ersezten die chemischen Potentiale py, ...,y die
Quantenzahlen und kontrollieren ihre Mittelwerte (IVy), ..., (Na). Die unabhéngigen ther-
modynamischen Variablen sind 7', V, {y;} und man benétigt eine Funktion dieser Varia-
blen, die die freie Energie ersetzt und eine thermodynamisch vollstdndige Zustandsglei-
chung bildet. Dies ist das gro3kanonische Potential Q(T,V, {y;}), welches man aus der
freien Energie F(T,V,{N;}) durch M—fache Legendre-Transformation bzgl. der Variablen
Ny, ... Ny erhilt,

M OF M
Q:F—Z8W N;=F =) uh;, (1.21)
j=1 IIT VAN }iz Jj=1

wobei wir die letzte Gl. (1.17) benutzt haben. Mit Hilfe der Fundamentalrelation der
Thermodynamik (1.10) und der Definition (1.14) der freien Energie folgern wir, dass

M
O=E-TS—) pN;=—pV. (1.22)

j=1

Das totale Differential von 2 berechnen wir mit der Definition (1.21) und Gl. (1.15) zu

M M
dQ=dF =) (p;dN; + Njdp;) = =SdT — pdV = > " N;dp; . (1.23)

j=1 j=1

Diese Relation kann man als ersten Hauptsatz der Thermodynamik fiir das grofSkanonische
Potential ansehen. Als totales Differential von {2 interpretiert bestétigt sie auch, dass (2
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eine Funktion der unabhéngigen thermodynamischen Variablen T, V, {u;} ist,
Q= TV, {ju}) . (1.24)

was eine thermodynamisch vollstédndige Zustandsgleichung darstellt, weil man daraus mit
Hilfe partieller Ableitungen alle anderen Zustandsgréfen berechnen kann,

o0 o0 o0
S:—a_T  P=T 5 ; Nj:_a_ : (1.25)
Vi{ui} T {pi} HalT,v iz
Mit Hilfe von Gl. (1.22) folgern wir sofort, dass
o Q
o0 _ =9 (1.26)
WVl v

d.h. © kann vom Volumen V nur linear abhéngen, ist also eine extensive Zustandsgrofe.
In der Statistischen Mechanik wird ein System mit festem Volumen V', fester Tempe-

ratur 7" und festen chemischen Potentialen i, ..., uy durch das grolkanonische En-
semble beschrieben. Die groflkanonische Zustandssumme ist die M—fache Laplace—
Transformierte der kanonischen Zustandssumme bzgl. der Quantenzahlen Ny, ..., Ny,
Z(T’ V’ {ﬂz}) — Z 6M1N1/T C. Z eMMNM/TZ<T, V, {Nz})
N1 N
— Z 6M1N1/T . Z et Ny /T Z /e_ER/T
N1 Ny R
_ Z ez;‘il wilNi/T ,=Er/T _ Z e—(ER—Efvil niNg)/T , (1.27)
R R

wobei wir im vorletzten Schritt die Restriktion hinsichtlich der Quantenzahlen in der
Summe iiber alle Mikrozusténde fallenlassen konnten, da nun iiber alle Werte der Quan-
tenzahlen Ny, ..., Ny summiert wird, >y n D op" =D 5.

.....

Falls die groflkanonische Zustandssumme Z(7T,V, {u;}) bekannt ist, kann man die ka-
nonische Zustandssumme Z(7T,V,{N;}) durch M—fache inverse Laplace—Transformation
bestimmen. Fiir eine einzige erhaltene Quantenzahl N lautet diese in Analogie zu GI.

(1.19)
1 100448 L
Z(T,V,N) = — / A= e N1 Z(T,V, ) . (1.28)

2mi —100+46

Die Integrationskontur in der komplexen p/T—Ebene ist analog wie in Abb. 1.2 rechts von
der Singularidt von Z(T,V, 1) mit dem grofiten Realteil zu wéhlen.
Der Zusammenhang zur Thermodynamik ergibt sich durch die Relation

Q(Tv % {ﬂz}) =-T an(Tv % {ﬂz}) ) (1'29)
bzw. mit Gl. (1.22)
P(T ) = - MZ(TV, () (1.30)



1.5 Anwendung: ideale Bose—FEinstein— und Fermi—Dirac—Gase

wobei wir ausgenutzt haben, dass {2 bzw. In Z linear proportional zum Volumen sind, d.h.
der Druck héngt (als intensive Zustandsgrofie) nicht vom Volumen ab. Die Berechnung
von Z(T,V,{u;}) ist im Vergleich zu der von Z(T,V,{N,}) oder gar A(E,V,{N;}) ein-
fach.

Ubungsaufgabe 1.1: Schreibe den ersten Hauptsatz der Thermodynamik, die Funda-
mentalrelation der Thermodynamik, sowie die partiellen Ableitungen der Zustandsglei-
chung

(a) fiir die Dichten e = E/V, s=S/V ,n;,=N;/V, f = F/V,w=Q/V = —p, und

(b) im Fall einer einzelnen erhaltenen Quantenzahl N, fir die spezifischen Groflen E/N,
S/N,V/N, F/N, Q/N.

1.5 Anwendung: ideale Bose—Einstein— und
Fermi—Dirac—Gase

Als einfache Anwendung und Beispiel betrachten wir das ideale, d.h. nichtwechselwirkende
Bose-Einstein— bzw. Fermi-Dirac—Gas und berechnen deren groflkanonische Zustands-
summen ZPE bzw. ZIP.

Wir bezeichnen mit €g,eq,...,¢,,... die Energie-Eigenzustinde der Teilchen, die
sich beispielsweise aus der Losung einer quantenmechanischen Wellengleichung ergeben.
Dann ist ein Mikrozustand R des Systems offenbar dadurch vollstindig festgelegt, dass
man angibt, wieviele Teilchen n, sich in dem jeweiligen Energie-Eigenzustand e, befinden,
also durch den Satz von Zahlen R = {ng,ni,...,n,,...}. Beim Bose-Einstein—Gas kann
n, alle moglichen natiirlichen Zahlen inklusive der null annehmen, n, € Ny, beim Fermi—
Dirac—Gas aufgrund des Pauli-Prinzips lediglich die Werte n,, = 0, 1 (falls es nicht weitere
Quantenzahlen, wie z.B. Spin, Flavour, Farbe, etc. gibt, die eine Mehrfachbesetzung bzw.
Entartung eines Energie-Eigenzustands erlauben). Da Wechselwirkungen vernachlissigt
werden sollen, lautet die Energie Er des Mikrozustands R einfach

Ep=> me, (1.31)
r=0

und die totale Quantenzahl Ny in diesem Mikrozustand ist

[e.9]

Na= 3 am (132

r=0

wobei ¢ fiir das Quantum an erhaltener Quantenzahl steht, welches ein einzelnes Teilchen
tragt. Wir setzen der Einfachheit halber im Folgenden ¢ = 1.



1 Thermodynamik und Statistische Mechanik

GeméaB Gl. (1.27) berechnet sich die groffkanonische Zustandssumme nun wie folgt,

00/1 oo/1

Z(})BE/FD _ Zef(ERfuNR Z Z >z oler—pwng /T
R

no=0mn1=0

oco/1 oco/1 00/1
— Z —(eo—p)no/T Z —(e1—p)n1 /T | Z 6—(€r—u)nr/T .
no=0 n1=0 n,=0
o0 OO/I
= H Z [6*(5T*M)/T}n“” ’ (1.33)
r=0n,=0
wobei die obere Grenze der Summen iiber n,, r = 0,1, ..., fiir das Bose-Einstein—Gas oo

und fiir das Fermi-Dirac-Gas 1 ist.

Fiir (relativistische) Bosonen gilt nun, dass das chemische Potential niemals grofier
als ihre Ruhemasse m werden kann, p < m. Der niedrigste Energie-Eigenzustand g
wird wiederum nach unten durch die Masse der Teilchen beschrankt, m < ¢, denn die
Teilchen miissen mindestens ihre Ruhemasse an Energie tragen. Im Fall © = m findet
Bose—Einstein—Kondensation statt, welche wir momentan aufler acht lassen wollen. Wir
nehmen also an, dass p <m < ¢y < ¢, Vr € N. Dann gilt e~ (Er=m/T < 1 und die Summe
tiber n, in Gl. (1.33) stellt im Fall des Bose-Einstein—-Gases gerade eine (konvergente)
geometrische Reihe dar, so dass

e | [ e (1.34)
r=0
bzw.
In ZPP = Zln e/ (1.35)

Im Fall des Fermi-Dirac—Gases ist die Berechnung der Summe iiber n, in Gl. (1.33) sogar
noch einfacher, da sie lediglich zwei Terme enthélt,

ZP =T [ +e e, (1.36)
r=0
bzw.
In 2P = Zln +e e (1.37)

Die mittlere Besetzungszahl des Zustands 7 erhalten wir durch folgende Uberlegung.
Zunéchst ist per Definition des statistischen Mittelwerts

0 BE/FD
(nBE/FDY _ E :nr EZonsles—m)/T — 7 g Z )
BE/FD a[(f‘?r — M)/T] ’ {(es=m)/T} 5z,

(1.38)

10



1.5 Anwendung: ideale Bose—FEinstein— und Fermi—Dirac—Gase

wobei wir im zweiten Schritt die erste Zeile von Gl. (1.33) benutzt haben. Mit Hilfe der
Glgen. (1.35) und (1.37) berechnen wir nun weiter

BE/FD 9 = —(es—w)/T
(nBE/FDY - — _—8[(8T—u)/T] {:FZln[liFe (es )/]}

0 —(er—p)/TT _ A\ —(er—p)/T
= igm;jzviﬂnﬂxe( ] = £ (F1)(—1)e" e/
1

/T 1

{(es=m)/ T} oy

Dies ist die bekannte Bose-FEinstein— bzw. Fermi-Dirac—Verteilungsfunktion.

Der Boltzmann-Limes entspricht dem Fall e~ -=#/T « 1. d.h. man kann den Loga-
rithmus in den Glgen. (1.35) und (1.37) in fithrender Ordnung in e~"~#)/T" entwicklen,
bzw. den Term F1 im Nenner in Gl. (1.39) vernachlassigen,

2= e Em/T - (nl) = e Ermm/T (1.40)

r
r=0

Alle drei Félle lassen sich damit kompakt in der Form

i e 1
1113025;011& [1+0e (er “)/T} , (ng) = . (1.41)

(er=t)/T 4 0

schreiben, mit 8 = 41 fiir Fermi—Dirac— bzw. Bose-Einstein—Statistik, sowie dem Grenz-
wert  — 0 fiir Boltzmann—Statistik.

Abbildung 1.4: Quantelung der Impuls-Eigenzustéinde in einem Volumen mit Kantenlénge
L; in -—Richtung, ¢ = z,v, 2.
22.10.2021

Zum Schluss dieses Abschnitts wollen wir noch die Summe iiber die Energie-Eigenzustén-
de r explizit ausfithren. Im wechselwirkungsfreien Fall kénnen wir die Energiezusténde
mit Eigenzustinden des Impulses identifizieren, e, = ¢ = vVk? + m?2. In einem qua-
derférmigen Volumen mit den Kantenléngen L,, L, und L, sind die Impuls-Eigenzusténde

11



1 Thermodynamik und Statistische Mechanik

gequantelt: nur solche Zustdnde sind moglich, deren halbzahlige Vielfache ihrer de
Broglie-Wellenlénge gerade der Kantenldnge des Volumens entsprechen,

%/\i:Li, n, €N, i=uxzy,z, (1.42)
vgl. Abb. 1.4. Fiir die erlaubten Impulse ergibt sich daher mit der de Broglie-Relation
Die Summe iiber die Energie-Eigenzustiande in Gl. (1.41) entspricht dann gerade einer

(dreifachen) Summe iiber die moglichen Werte von n;, i = x,y, z, bzw. nach Gl. (1.43)
einer Summe iiber die moglichen Impulse

Z Z Z Z Z A AR AR Ak A ZAk Ak, Ak, | (1.44)

ng=1ny=1n.=1

wobel wir im letzten Schritt mit eins erweitert haben. Nun ist das Inkrement Ak; des
Impulses gemiB Gl. (1.43) gerade gleich 7/L;, also Ak, Ak,Ak, = 73/(L.L,L,) =73/V.
Im thermodynamischen Limes V' — oo wird dieses infinitesimal klein, Ak, Ak, Ak, —
dk,dk,dk, , so dass

Z — = / ey, — — / dkd,dk. = —— / Pk . (1.45)
~ 7 T2 ). (2m)?

Mit Gl. (1.41) nimmt daher der Druck (1.30) (fiir eine einzige erhaltene Quantenzahl)
folgende Form an:

T d3k
p=7 [ G 0T (140

Da e = vVk? +m? lediglich vom Betrag des Impulses abhingt, bietet es sich an, das
Impulsintegral in Kugelkoordinaten zu berechnen,

T 1 e 9 v /T
T 1 k3 o0 o 13 1\ dey e~ (Eem/T
= —— In 1+ @eEm/T —/ dk — ( —=
9271‘2{3 H[-l— e }0 0 3 T dkl—}-@e(ak“/T
1 o k? A’k k2
= | =)= 147
672 J, © en () = 3 / (27) ex o, (el (1.47)

wobei wir zur zweiten Zeile partiell integriert und zur dritten Zeile die Relation dey/dk =
k/ek, sowie die Definition (1.41) der Verteilungsfunktion (ny) benutzt haben.

Ubungsaufgabe 1.2: Benutze den ersten Hauptsatz der Thermodynamik fiir den Druck
p (s. Ubungsaufgabe 1.1), um aus Gl. (1.47) Entropiedichte s und Quantenzahldichte
n zu berechnen. Benutze sodann die Fundamentalrelation der Thermodynamik (in der
Formulierung fiir Dichten, vgl. Ubungsaufgabe 1.1), um die Energiedichte € zu berechnen.

12



2 Quantenmechanik und
Quantenfeldtheorie

In diesem Kapitel geben wir einen Uberblick iiber die Grundlagen der Quantenmechanik
und Quantenfeldtheorie, insofern sie fiir das Folgende von Bedeutung sind. Wir fassen den
Zusammenhang zwischen Klassischer Mechanik, Klassischer Feldtheorie, Quantenmecha-
nik und Quantenfeldtheorie einerseits, sowie Statistischer Mechanik und Quantenstatistik
andererseits, und wie diese Theorien auf die Formulierung der Statistischen Feldtheorie
Einfluss nehmen, in Abb. 2.1 zusammen.

Klassische Feldtheorie

TP Il \

Klassische Mechanik Quantenfeldtheorie
TPI&II . QFT 1 &1
\ Quantenmechanik /
TP IV
v \
Statistische Mechanik Quantenstatistik Statistische Feldtheorie
TPV TPV SFT

Abbildung 2.1: Verschiedene Theorien und ihr Einfluss auf die Formulierung der Statis-
tischen Feldtheorie. Die Vorlesungen, in denen die jeweiligen Theorien
erlautert werden, sind in rot vermerkt.

Im Folgenden gehen wir kurz auf die einzelnen Theorien ein.

2.1 Klassische Mechanik eines einzelnen Teilchens

Startpunkt fiir die klassische Mechanik eines einzelnen Punktteilchens der Masse
m, das sich der Einfachheit halber in 141 Dimensionen bewegen moge, ist die klassische
Wirkung

Sla(t)] = /t "t Lz, #) (2.1)

13



2 Quantenmechanik und Quantenfeldtheorie

welche ein Funktional der im Zeitintervall [¢;, ;] durchlaufenen Trajektorie {q(t),t; <t <
tr} ist. Integriert wird iiber die Lagrange—Funktion

Lz, i) = %j:? ~V(x), (2.2)

die wir der Einfachheit halber als nicht explizit zeitabhéngig angenommen haben, mit der
potentiellen Energie V(z) des Teilchens. Die Bewegungsgleichung fiir das Teilchen folgt
aus dem Hamiltonschen Prinzip der extremalen Wirkung, 65 = 0,

d 0L 0L

dt 9& ~ Oz’
nédmlich gerade die Euler—Lagrange—Gleichung der klassischen Mechanik. Der kano-
nisch konjugierte Impuls ist definiert als

oL
wobei die letzte Identitét gilt, falls V' nicht von der Geschwindigkeit # abhéngt. Die
Hamilton—Funktion ist die Legendre—Transformierte der Lagrange—Funktion bzgl. der

Variable z,

(2.3)

H(z,p) = pi — L(z, &) = Zp— +V(2). (2.5)

2.2 Klassische Mechanik eines N—-Teilchensystems

Die Verallgemeinerung auf ein klassisch—mechanisches System von N Punktteil-
chen mit Massen m;, ¢ = 1,..., N ist ohne Probleme vollziehbar. Die Wirkung ist

ty .

S[FE()] = / At L7, 7) (2.6)
t;

wobei ¥ = (z1,...xy), 7= (Z1,...,%n) N—dimensionale Vektoren der Koordinaten z;

und Geschwindigkeiten z; der einzelnen Teilchen sind. Die Lagrange—Funktion ist nun

N oo
L(Z,%) =) —&l - V(). 2.7
w0 =3 G- v@ (27)

Die Euler-Lagrange—Gleichungen lauten

d OL 0L
— = =1,...,N 2.
dt oz, om0 (2:8)
Die kanonisch konjugierten Impulse sind
0L
welche sich wieder in einen N—dimensionalen Vektor 7 = (pi,...,py) zusammenfassen

lassen. Die Hamilton—Funktion ist die N—fache Legendre—Transformierte der Lagrange—
Funktion bzgl. der Geschwindigkeiten z;,

N N 5
= . = o Di -
H(T.0) = ) pis = L7 7) = )5 =+ V(@) (2.10)
i=1 i=1 v

14



2.3 Kontinuumsmechanik

2.3 Kontinuumsmechanik

Im Limes unendlicher Teilchenzahl, N — oo, erhalten wir die Kontinuumsmechanik,
welche eine klassische Feldtheorie darstellt. Dazu ersetzen wir die Massen m; der Teil-
chen durch infinitesimale Massen dm,;. Da diese kontinuierlich dicht im Raum liegen,
konnen wir den Teilchenindex ¢ auch durch die kontinuierliche Raumkoordinate x ersetzen,
dm; — dm(z) (wir arbeiten der Einfachheit halber nach wie vor in 141 Dimensionen).
AuBerdem ersetzen wir die (zeitabhéngige) Teilchenkoordinate x;(t) durch eine neue Ko-
ordinate

Gi(t) = zi(t) — Tieq (2.11)

welche die Auslenkung des i—ten Teilchens aus einer Ruhe— bzw. Gleichgewichtslage
Tjeq darstellt. Im kontinuierlichen Limes wird dann ¢;(t) — ¢(¢, ). Nun fithren wir die
Massendichte

o (2.12)

ein. Die kinetische Energie der Teilchen wird dann im Limes N — oo

Nm
> 5

=1

2

I
WE

m; -
2

1

Jimn (242 =3 [ (52
/d:l:'p(x) (%) : (2.13)

wobei wir in der zweiten Zeile im Integral die Variablensubstitution m(z) — = vorgenom-
men haben.

Um die potentielle Energie V(%) in den Kontinuumslimes zu iiberfithren, benttigen
wir ihre explizite Form, d.h. wir miissen ein konkretes System betrachten. Wir wéhlen
dafiir N gekoppelte harmonische Oszillatoren, vgl. Abb. 2.2. Im Limes N — oo wird
daraus ein elastischer (entlang seiner Linge deformierbarer) Stab. Aus der Uberlegung,
dass die Feder zwischen dem i—ten und (i + 1)-ten Massenpunkt elongiert wird, wenn
¢ir1(t) — ¢i(t) > 0, und kontrahiert wird, wenn ¢;1(t) — ¢;(t) < 0, sowie sich in ihrer
Lénge nicht dndert, wenn ¢;.1(t) — ¢;(t) = 0, folgt die potentielle Energie als

N~ N = ﬁ

N-—1 N-—1
kz |:¢z+1 (214>

5 ¢z+1 ’= —qb@(t)}

Ax
=1 =1

Wir fithren nun die Federkonstante multipliziert mit einer Lingeneinheit, x; = k; Az, ein
und lassen N — oo gehen. Im Kontinuumslimes wird dann x; — x(z) und wir erhalten

V(f):%]jzzjm {(b’“()m ]—> / (a(éatxx)) . (2.15)

15



2 Quantenmechanik und Quantenfeldtheorie

i—-1 i i+1 X

(I)i_ 1 (I)i q)i+1

Abbildung 2.2: Eine Kette von N gekoppelten harmonischen Oszillatoren, die in z—
Richtung schwingen konnen. Die Federkonstante zwischen dem i-ten und
(i + 1)—ten Oszillator wird mit k; bezeichnet.

Mit den Glgen. (2.13) und (2.15) wird die Lagrange Funktion (2.7) dann zu
L [p@) ((%)(att,x))z o (8¢§;,x)>2]
_ %/dxp@) [(W)z ~ () (w)zl

= /dxﬂ(gzﬁ,@tgzﬁ, 0.0) , (2.16)

wobei wir in der zweiten Zeile die ortsabhingige Schallgeschwindigkeit

_  [r@)
c(x) = o) (2.17)

und in der dritten Zeile die Lagrange—Dichte

e [(52) e ()] e

eingefiihrt, sowie die gingigen Abkiirzungen 0, = 0/0t, 0, = 0/0x benutzt haben.

Die Lagrange—Dichte bildet iiblicherweise den Ausgangspunkt fiir die Diskussion einer
Feldtheorie, ganz gleich ob klassisch oder quantenfeldtheoretisch. Mit Gl. (2.18) haben
wir ein einfaches Beispiel fiir eine 1+1-dimensionale klassische Feldtheorie angegeben.
Die Wirkung ergibt sich aus der Definition (2.6) mit Gl. (2.16) zu

Slo(t, )] = /t | "t / dz L(6, 0, 01 (2.19)

16



2.3 Kontinuumsmechanik

Die Euler—Lagrange—Gleichungen folgen aus dem Prinzip der extremalen Wirkung,

QH% = % , (2.20)
wobei wir den 141-dimensionalen Vektor
Xt =(t,z)" (2.21)
und die Ableitung nach seinen Komponenten,
oy = 0 = (04, 0z) , (2.22)
oXH

definiert haben. Der (kontravariante) Vektor X* ist das zweidimensionale Analogon des
aus der Relativitédtstheorie bekannten 4-Vektors der Raum-Zeit-Koordinaten und 0, ent-
sprechend die (kovariante) Ableitung nach den Raum-Zeit-Koordinaten.

Das kanonisch konjugierte Feld ist definiert als

o
0= S

mit der gingigen Abkiirzung é(t, x) = 0¢(t,x)/0t = 0,¢(t, ). Die Hamilton—Dichte ist
die Legendre—Transformierte der Lagrange—Dichte bzgl. der Zeitableitung des Feldes,

H(p, 7, 0:0) = 76 — L($, 010, 0,0) . (2.24)

: (2.23)

Ubungsaufgabe 2.1: Bestimme die Bewegungsgleichung, das kanonisch konjugierte Feld
und die Hamilton-Dichte fiir die durch die Lagrange-Dichte (2.18) definierte Theorie.
Lose die Bewegungsgleichung fiir den Fall konstanter Massendichte, p(z) = const, und
konstanter Schallgeschwindigkeit, ¢(z) = const.

Losung: Wir bezeichnen der Einfachheit halber 9,¢ = ¢ und 8,6 = ¢'. Mit Gl. (2.20)
bestimmt man die Bewegungsgleichung zu

oL oL oL ; 2 /
aua(a#(b) = atﬁ_é +3xa—¢, = 0, [p(:c)qﬁ} + 0, [—p(x)P(x)¢']
= p(2)d— 0, [p(x)c*(z)¢]
— p(2) |6 = A@)¢!| — de@) [ (@)elx) + 2p() ()] = 0,

mit d,p(x) = p'(z) und O.c(x) = d(z).
Fiir den Fall p(x) = const, ¢(x) = const erhalten wir die wohlbekannte Wellenglei-
chung

q'b'_CQ(b//:O

fiir das Feld ¢(t, z), mit der allgemeinen Losung

ot x) =Y [oalk)e ™D 4 ¢_(k)e ™+ el

k

17



2 Quantenmechanik und Quantenfeldtheorie

d.h. die Losung besteht aus einer Superposition von ebenen Wellen mit Wellenzahl k& und
Frequenz w = ck, die sich mit Schallgeschwindigkeit ¢ in +z—Richtung ausbreiten.
Das kanonisch konjugierte Feld berechnet sich per Definition (2.23) mit der Lagrange—

Dichte (2.18) zu 5
r .
rlh9) = s = A6).

Die Hamilton-Dichte ist gemafi Gl. (2.24)

H=p¢" — %p (952 - 62¢’2) = %p (9252 +02¢’2) :

2.4 Quantenmechanik eines einzelnen Teilchens

In der Quantenmechanik wird ein einzelnes Teilchen durch eine Wellenfunktion ¢(¢, x)
beschrieben, welche Losung der zeitabhéngigen Schrédinger—Gleichung

i0uo(t,x) = H p(t, x) (2.25)

ist, mit dem Hamilton—Operator H=H (Z,p,t), der eine Funktion des Ortsoperators &
und des Impulsoperators p, sowie — fiir explizit zeitabhédngige Probleme — der Zeit t ist. Die
Schrodinger—Gleichung (2.25) ist auch eine Wellengleichung, ganz &dhnlich wie die gerade
im Rahmen der klassischen Feldtheorie besprochene. Man spricht bei einer Beschreibung
eines Systems durch die Schrodinger—Gleichung auch von der “ersten Quantisierung”.

Falls der Hamilton-Operator nicht explizit zeitabhéingig ist, H = H (Z,p), kann man
die Zeitabhéngigkeit der Losung ¢(t, ) durch einen Separationsansatz bestimmen,

Bt x) = nlx) et (2.26)

wobei ¢,(z) die Eigenfunktionen von H sind und E, die dazugehérigen Eigenwerte,
H ¢,(z) = B, dn() . (2.27)

Dies ist die zeitunabhingige Schrodinger—Gleichung. In der Tat 16st der Ansatz
(2.26) die zeitabhéangige Schrodinger—Gleichung (2.25), wie man sich durch Einsetzen
iiberzeugt,

10i0(t,0) =Y Eyulx) e =3 " H gy(x) e = Hg(t, ) , (2.28)

wobei wir Gl. (2.27) benutzt haben.

Die Eigenfunktionen ¢, (x) des zeitunabhingigen Hamilton—Operators sind komplex-
wertig und kénnen daher als Skalarprodukt im Hilbert-Raum der Zustédnde des Systems
dargestellt werden. In der Dirac’schen “bra—ket”—Notation sei |x) ein Ortseigenzu-
stand,

Tlxy =uz|x), (2.29)

18



2.4 Quantenmechanik eines einzelnen Teilchens

und |n) ein Energie-Eigenzustand,
H |n) = Ey|n) ,

dann ist

Wir schieben hier eine vollstdndige Eins von Impuls—Eigenzustinden,
1= |k){kl,
k

ein und erhalten

Onl(x) =Y (alk)(kln) =Y ™ du(k) ,

k

wobei .
(x|k) = etk

die Darstellung der ebenen Welle als Skalarprodukt im Hilbert-Raum ist und

(kln) = 6n(k)

(2.30)

(2.31)

(2.32)

(2.33)

(2.34)

(2.35)

die Fourier—Transformierte der Wellenfunktion ¢,,(z) darstellt. Die inverse Fourier—Trans-
formation erhalten wir hieraus durch Einschieben einer vollstindigen Eins von Orts-

eigenzustinden,
1

1= [ el

mit der rdumlichen Ausdehnung L des Systems in z—Richtung, d.h.

5u(0) = 7 [ do(hla)aln) = 7 [ do (@ltyona) = 7 [ doe0,(0).

Die Ortseigenzusténde sind orthogonal,

(wly) = Y (alk){kly) = Y™ = L(z —y) .

k k

Auch die Impuls-Eigenzustidnde sind orthogonal,

1 1 —i(k—p)z
(o) = [ de (la)Galp) = 7 [doe e =5,
genau wie die (diskreten) Energie-Eigenzustiande,
(njm) = dpm -

Fiir ein nichtwechselwirkendes System lautet der Hamilton-Operator

A A
Hy=—o—,
2m

(2.36)

(2.37)

(2.38)

(2.39)

(2.40)

(2.41)
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2 Quantenmechanik und Quantenfeldtheorie

mit dem (eindimensionalen) Laplace-Operator A = 92. Der Hamilton—Operator (2.41)

hat die Eigenwerte
/CZ
E,=E,=—, 2.42
Y om ( )

und die zugehorigen Eigenfunktionen
On() = dp(x) = ™ = (a]k) . (2.43)

Die allgemeine Losung der zeitabhéngigen Schrédinger—Gleichung lautet dann

Bt x) = a(k)e " Frih) (2.44)

k

Als Beispiel fiir ein wechselwirkendes quantenmechanisches Einteilchensystem
betrachten wir den eindimensionalen harmonischen Oszillator, der durch den fol-
genden Hamilton-Operator definiert ist,

N A 1
H_—%—Fgl'QEw(dT&—l-é) . (2.45)

Hierbei ist w = \/s/m die Eigenfrequenz des Oszillators und

a'= 4/ i (a: mw&’:)’ Q=)= (:L’—i—mw&,; (2.46)

sind Erzeugungs— und Vernichtungsoperatoren fiir Quanten mit der Energie w. Wie
man leicht nachrechnet, erfiillen sie die Vertauschungsrelationen

[a,a'| =1, [a,a]=[a',a"]=0. (2.47)

Man spricht nun landlaufig (und etwas irrefithrend) von der “zweiten Quantisierung”.
Der Teilchenzahloperator ist definiert als

A

N=d'a, (2.48)
womit sich der Hamilton-Operator (2.45) auch als

- ~ 1
schreiben 1488t. Die Eigenzusténde von N sind durch die Zahl n der angeregten Quanten
in einem Zustand charakterisiert, |n), und die zugehorigen Eigenwerte sind gerade durch
n gegeben, R

N|n) = nJn) . (2.50)

Da der Hamilton Operator (2.49) offenbar mit dem Teilchenzahloperator N vertauscht,
kann man die Teilchenzahl-Eigenzustéinde |n) auch als Eigenzustinde des Hamilton—

Operators benutzen, )
Hn) = E,|n) , (2.51)
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2.5 Quantenfeldtheorie in zweiter Quantisierung

mit den Energie-Eigenwerten

E,=uw (n + %) . (2.52)

Der Grundzustand ist der Zustand ohne angeregte Quanten, |0), das sog. Vakuum. Seine

Energie verschwindet aber nicht,

Ey=— (2.53)

die sog. Nullpunktsenergie. Die Wirkung von Erzeugungs— und Vernichtungsoperatoren
auf Teilchenzahl-Eigenzustiande ist gegeben durch

a'ln) =vn+1n+1), an)=+vnln—1), (2.54)

was man mit Hilfe der Vertauschungsrelationen (2.47) und anschlieSender Normierung
der Teilchenzahl-Eigenzustdnde ausgehend von den Relationen

aloy =0, a'o) = 1) (2.55)

beweisen kann. Man kann jeden beliebigen Zustand |n) durch n—faches Anwenden von
Erzeugungsoperatoren aus dem Vakuum erzeugen,

In) = \/% (ah)" |0y . (2.56)

2.5 Quantenfeldtheorie in zweiter Quantisierung

Im Rahmen der kanonischen (oder “zweiten”) Quantisierung der Quantenfeld-
theorie werden Wellenfunktionen, die sich als Losungen einer Wellengleichung (wie bei-
spielsweise der Klein—-Gordon—Gleichung) ergeben,

ot x) = [a(k) e 7R 4 g (k) e rt =R (2.57)
k
mit der (relativistischen) Energie-Impuls-Bezichung w, = k% + m?, zu Operatoren
erhoben,
Ot x) =Y [a(k) e "7k 4 af () eflort )] (2.58)
k
wobei die Fourier—Amplituden a(k), a*(k) in Gleichung (2.57) zu Vernichtungs— und
Erzeugungsoperatoren a(k), a(k) werden, ganz ihnlich wie beim harmonischen Oszil-
lator. Nun aber sind diese Operatoren impulsabhéngig und entsprechen der Vernichtung
und Erzeugung von Teilchen mit Impuls k.
Fiir Bosonen erfiillen die Erzeugungs— und Vernichtungsoperatoren in Analogie zu GI.
(2.47) die Vertauschungsrelationen

[a(k), a" (k)] = 6k, la(k),a(k)] = [a' (k),a’ (k)] = 0. (2.59)

Wir bezeichnen einen Teilchenzahl-Eigenzustand mit ny, Teilchen, die den Impuls &; tra-
gen, mit |ny,) und mit

’nkl’nk27“'7nki7“'> = H|nk1> (260)
=1
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2 Quantenmechanik und Quantenfeldtheorie

den entsprechenden Produktzustand iiber alle méglichen Impulse k;. Dann gilt in in Ana-
logie zu den Glgen. (2.54), (2.55) und (2.56)

a(k:) |0) = 0, (2.61)

d(k‘i)|nk1,nk2,...,nki,...> = /N, —1,...) s (262)

CALT(]{IZ> \nkl,nkw ey Mgy - - > = V1N +1 \nkl,nkQ, sy N, -+ 1, .. > s (263)

~ 1 i,
s My ) =[] (a(k:)")™ |0) . (2.64)
=1

Ny y Mgy o o5 T,

7

Der Teilchenzahl-Operator fiir Teilchen mit Impuls k; ist
N(kz> = af(ks)a(ks) , (2.65)
mit Eigenzustinden |ny,) und Eigenwerten ny,, so dass
N [Ny s Ty -+ o3 Ty ) = T, [Ty Ty <+ Ty <=2 - (2.66)

Fiir Fermionen ist dem Pauli—Prinzip Rechnung zu tragen, d.h. die Erzeugungs—
und Vernichtungsoperatoren erfiillen Antivertauschungsrelationen,

{b(k), 0" (K)} = e, {b(K), b(K')} = {b!(k), b (K)} = 0. (2.67)

Vernachléssigen wir fiir den Moment die Moglichkeit, dass sich Teilchen durch andere
Quantenzahlen (wie Spin, Flavour, Farbe, etc.) unterscheiden kénnen, dann kann sich
hochstens ein Teilchen in einem Impulszustand k; befinden, ng, = 0,1, was folgende Re-
lationen ergibt

b(ks) [ny s gy -, 0,..) = 0, (2.68)
b(k) [Py s gy -1, ) = gy Mys oo, 0,.0) (2.69)
o' (k) [, s gy -, 1,..) = 0, (2.70)
O (R [y s Ty -0, = [ ngy s Mg ooy 1,.0) (2.71)

Der Teilchenzahl-Operator fiir Teilchen mit Impuls k; ist
N (k;) = b (k:)b(k;) (2.72)

mit

N(E) [y s Tgs -0, =0, N(E;) [k g5 1y o2y = |1y s -5 1,00
(2.73)
Sowohl fiir Bosonen wie fiir Fermionen ist der Gesamtteilchenzahl-Operator

N = i N(k:)=> N(k). (2.74)

Der Feldoperator im Schrodinger—Bild zum Zeitpunkt ¢ = 0 ist QB(O, x). Er erfiillt
die Eigenwert—Gleichung

gE(O,x) |P0) = ¢o(T) |¢0) , (2.75)
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2.6 Quantenstatistik

wobei der Eigenwert ¢ (z) gerade die Wellenfunktion ¢(t, z) zum Zeitpunkt ¢ = 0 dar-
stellt, ¢(0,z) = ¢o(x), und |¢y) der zugehorige Eigenzustand ist. Diese Eigenzustéinde
sind vollstindig,

J T oot lon) el = 1. (2.76)

und orthogonal

(dald) = [ [ 6(a(x) — du(x)) = 0[60 — 1] , (2.77)
was die quantenfeldtheoretischen Analoga zu den Glgen. (2.36) und (2.38) aus der Quan-
tenmechanik sind. Mit der rechten Seite von Gl. (2.77) haben wir die funktionale Delta-
Funktion definiert.

Das zu ¢(0, z) kanonisch konjugierte Feld folgt aus Gl. (2.23),

oL
00) = S50.0)

der zugehorige Feldoperator im Schrodinger-Bild ist 7(0,x). Er erfillt zu den Glgen.
(2.75), (2.76) und (2.77) analoge Beziehungen,

: (2.78)

#(0,z) [m) = mo(x)|[mo) , (2.79)
/H dﬂgf) 7o) (mol =1L, (2.80)
<7Ta|7rb> = 5[7Ta - 7Tb] s (281)

wobei die letzten beiden Gleichungen die quantenfeldtheoretischen Analoga zu den Glgen.
(2.32) und (2.39) aus der Quantenmechanik sind. Der Faktor 1/(27) im Integrationsmaf
in Gl (2.80) ist Konvention.

Die quantenfeldtheoretische Verallgemeinerung des quantenmechanischen Uberlapps
(2.34) ist

(Balms) = exp [ [a m(w)qsa(m)} | (2.82)

Um den quantenfeldtheoretischen Hamilton—Operator herzuleiten, folgt man
ausgehend von der Lagrange-Dichte £(¢, 0,¢) zunéchst den Schritten aus der klassischen
Feldtheorie bis zur Hamilton—Dichte (2.24). Dort ersetzt man nun das Feld ¢ und das ka-
nonisch konjugierte Feld m durch die entsprechenden Operatoren. Zum Schluss integriert
man noch iiber den Raum,

ﬁz/dx?—[(g?),ﬁ,(?xgg). (2.83)
. .. 27.10.2021
2.6 Quantenstatistik

Von der Statistischen Mechanik gelangt man zur Quantenstatistik, indem man den
klassischen Mikrozustand R durch sein quantenmechanisches Analogon |R) ersetzt. Dies
kann beispielsweise der Teilchenzahl-Eigenzustand (2.60) sein,

|IR) = |ni,n9, ... Mgy .)
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2 Quantenmechanik und Quantenfeldtheorie

wobei wir die einzelnen Zustidnde der Einfachheit halber durchnumeriert haben (anstelle
Impulsindizes k;, i = 1,2,..., zu verwenden). Die Zustédnde |R) sind vollstindig und
orthogonal,

S IRNRI =1, (RIR)=6pn . (2.84)

Die Energie Er eines Mikrozustands ist nun Eigenwert zum zugehorigen Hamilton—Ope-
rator,

H|R) = Er|R) , (2.85)

und die Teilchen— oder, im relativistischen Kontext, Netto-Quantenzahl Ny im Mikrozu-
stand R ist der Eigenwert des Teilchenzahl- bzw. Netto-Ladungsoperators,

N|R) = N |R) . (2.86)

Hier haben wir vorausgesetzt, dass H mit N vertauscht, so dass sie ein gemeinsames
System von Eigenzustdnden {|R)} besitzen.
Die groflkanonische Zustandssumme ist in der Quantenstatistik definiert als

Z = Tre H-1N/T (2.87)

Wiéhlen wir die Basis {|R) }, um die Spur auszuwerten, so erhalten wir mit den Eigenwert—
Gleichungen (2.85) und (2.86), sowie der Normierung der Zusténde, (R|R) = 1, das Re-

sultat o
z - Z<R| e~ (H—uN)/T IR) = Z e~ (Br—uNR)/T (2.88)
R R

welches mit dem klassischen Ausdruck (1.27) (fiir eine einzige erhaltene Quantenzahl)
ibereinstimmt.

Beispiel: Wir betrachten einen einzelnen harmonischen Oszillator. Es gibt keine er-
haltene Quantenzahl, daher kénnen wir u = 0 setzen. Die grofSkanonische Zustandssumme
ist dann identisch mit der kanonischen. Zur Auswertung der groflkanonischen Zustands-
summe (2.88) wéhlen wir die Zustande |n), die die Zahl der angeregten Quanten angeben,

2 = Tee T =3 "(n]e M7 |n)
n=0
_ Ze—En/T <TL|TL> _ Z 6—w(n+1/2)/T _ 6—w/(2T) Z e—um/T
n=0 n=0 n=0

— e w/(2T) i (e—w/T>" - e /D = 1 (2.89)
o 1 —ew/T  2sinhjw/(27)]’ '

wobei wir die Glgen. (2.51) und (2.52) benutzt haben, sowie die Tatsache, dass e™/T <
1 ist, so dass wir eine konvergente geometrische Reihe erhalten. Der Logarithmus der
grofkanonischen Zustandssumme ist dann

InZ =~ = —tn(1—e /") = —In (2sinh - ) . (2.90)

24



2.6 Quantenstatistik

Fiir N (ungekoppelte) harmonische Oszillatoren erhalten wir dann

N
mZy=NIZ = —2—; —Nn(l—e®/T) . (2.91)

Ubungsaufgabe 2.2: Berechne die freie Energie F' = —T In Zy sowie die anderen ther-
modynamischen Zustandsgrofien (i, p, S, E) mit Hilfe des ersten Hauptsatzes und der
Fundamentalrelation der Thermodynamik.
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3 Nichtwechselwirkende Feldtheorien

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit nichtwechselwirkenden Feldtheorien und wie
man die zugehorige groBkanonische Zustandssumme als Funktionalintegral darstellen kann.
Dies geschieht in enger Analogie zum erzeugenden Funktional fiir N—Teilchen—Korrela-
tionsfunktionen in der Quantenfeldtheorie. Besonderes Augenmerk widmen wir der Nor-
mierung des Funktionalintegrals, da die Zustandssumme eine dimensionslose Grofie sein
muss. Sodann wird argumentiert, warum man die Funktionalintegration iiber die ka-
nonisch konjugierten Felder auf periodische Feldkonfiguration einschrinken kann. Zum
Schluss des Kapitels werden sukzessive das neutrale skalare Feld, das geladene skalare
Feld, das Dirac—Feld, das massive Vektorfeld und schliellich das elektromagnetische Feld
besprochen.

3.1 Funktionalintegraldarstellung der groBkanonischen
Zustandssumme

Die groBkanonische Zustandssumme ist durch Gl. (2.88) gegeben. Wir definieren zur Ver-
einfachung der Schreibweise im Folgenden den verallgemeinerten “Hamilton-Operator”

K=H-uN, (3.1)

der die chemische Energie uN beinhaltet. Zur Auswertung der Spur in Gl (2.88) wihlen
wir die vollstdndige Basis von Eigenwerten ¢y(x) zum Schrodinger—Bild—Feldoperator

~

¢(0,x), vgl. GL. (2.75), wobei wir jetzt auf 3+1 Raum-Zeit-Dimensionen verallgemeinern,

2 =Tre " = [ T] don(x) tonl e ¥/ o) (32)

xeV

Man beachte, dass die Raumkoordinaten der Felder im Volumen V' des Systems liegen
miissen. Die einzelnen Matrixelemente in der Spur erinnern an die quantenmechanische
Ubergangsamplitude

(o] 6_iH(tf_ti)

mit folgenden offensichtlichen Ersetzungen:

(i) ¢; = ¢5 = do, Anfangs- und Endzustand in der Ubergangsamplitude sind identisch,

(i) H — K, anstelle des Hamilton-Operators tritt der verallgemeinerte Hamilton
Operator (3.1) auf,

(iii) ¢ty —t; — —1i/T, das reelle Zeitintervall [¢;, 4] fiir die quantenmechanische Zeitent-
wicklung wird durch ein Intervall [0,1/7] in der imaginiren Zeit ersetzt.
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3 Nichtwechselwirkende Feldtheorien

Aufgrund von Punkt (iii) spricht man auch von der Statistischen Feldtheorie im Ima-
ginirzeitformalismus. (Es existiert auch eine Variante der Statistischen Feldtheorie im
sog. Realzeitformalismus, die wir aber in dieser Vorlesung aus Zeitgriinden nicht bespre-
chen werden.)

Die Punkte (ii) und (iii) lassen sich auch so interpretieren, dass

A~

(i) Ulty,t;) = e~ H(tr=t) _y ¢=K/T _der quantenmechanische Zeitentwicklungsoperator
wird durch den Gibbs—Operator des groBlkanonischen Ensembles ersetzt.

Genau wie in der Vorlesung “Quantenfeldtheorie” demonstriert, 148t sich das Matrixele-
ment (3.3) auch in Form eines Funktionalintegrals schreiben. Wir fithren die entsprechende
Diskussion zur Erinnerung noch einmal durch, nun aber gleich fiir das Matrixelement in
Gl. (3.2). Zunéchst partitionieren wir das Intervall [0,1/7] in N kleine Stiicke der Lénge

AT,

1
TENAT,

wobei wir am Schluss den Limes N — oo, A7 — 0, mit NA7T = 1/T = const, durchfiithren
werden. Der Gibbs—Operator kann damit wie folgt geschrieben werden,

N
efK/T = 67KA7'N = HefKAT ) (34)
j=1

Wir setzen diesen Ausdruck in die Ubergangsamplitude in Gl. (3.2) ein und schieben

vor jeden Faktor e~KAT ginen vollstdndigen Satz von Eigenfunktionen zum Feldoperator,

Gl. (2.76), und hinter jeden Faktor einen vollstandigen Satz von Eigenfunktionen zum
kanonisch konjugierten Feldoperator, Gl. (2.80), ein,

N
(dol e/ |go) = (¢l [ [ "2 I6b0)
j=1

= /H 11 W (bolon ) (on| e KA [mn) (mnlon—1) (dn-1] e KA mna) - - -

7j=1xeV

(ol )(én] € KA ) (i |go) . (3.5)

Hier haben wir die einzelnen Sétze von vollstandigen Eigenfunktionen mit j durchnume-
riert, um sie voneinander unterscheiden zu kénnen. Wir benutzen nun

(i) fiir den ersten Faktor unter dem Integral die Orthogonalitit (2.77) der Eigen-
zusténde |¢;),

(Polon) = d[do — o], (3.6)

(ii) fiir die Faktoren (m;|¢;_1) die 3+1-dimensionale Verallgemeinerung von Gl. (2.82),

(w1651 = oxp | i [ dxm (00,100 (37)
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3.1 Funktionalintegraldarstellung der groBBkanonischen Zustandssumme

(ili) fiir die Faktoren (¢,| e~Kar |7;) die folgende Zwischeniiberlegung: im Limes A7 — 0
diirfen wir die Taylor-Entwicklung der Exponentialfunktion nach dem linearen Term
in der (infinitesimal) kleinen Grofile A7 abbrechen,

(65] e FAT 7)) = (6;]1 — KAT |m;) + O(AT?) . (3.8)

Der Hamilton—Operator K kann als Raumintegral iiber eine entsprechende Hamilton—
Dichte geschrieben werden,

K = / Px K (3.9)
v

wobel

K=%H—uN . (3.10)

Hier ist H die gewohnliche (allerdmgs operatorwertige) Hamiltondichte, vgl. Gl
(2.83), und N die zum Operator N korrespondierende (operatorwertige) “Quanten-
zahldichte”,

NE/dSXN, (3.11)
\%

Entsprechend Gl. (2.83) ist # eine Funktion der Feldoperatoren ¢ und # (sowie
von Gradienten von ¢E) Gleiches gilt auch fiir die Quantenzahldichte N und damit
auch fiir die verallgemeinerte Hamilton Dichte K = K(¢, 7, V). Zwischen Eigen-
zustédnden (¢;| und |7;) konnen wir die Feldoperatoren durch ihre entsprechenden
Eigenwerte ersetzen, also

(6] K |75 Z/d3X (;1K(, 7, V) |m;) Z/d3X<¢j|’C(¢j7ﬁj,V¢j)|Wj>
1% 174
wobei

K; = /V ExK(6y. 75, V) (3.13)

der Wert des verallgemeinerten Hamilton-Operators fiir die Feldeigenwerte ¢;, m; ist.
Da der adjungierte Zustand (¢;| in Gl. (3.12) auftritt, miisste man bei der Ersetzung
der Feldoperatoren durch die Feldeigenwerte eigentlich den komplex konjugierten
Feldeigenwert ¢ einsetzen. Allerdings ist der Hamilton-Operator K hermitesch und
hat mithin reelle Eigenwerte. Die Feldeigenwerte ¢; und ¢; miissen daher in einer
reellwertigen Kombination auftreten. Setzen wir Gl. (3.12) in Gl (3.8) ein und
machen die Entwicklung der Exponentialfunktion riickgéngig, so erhalten wir

(dj] e FAT ) = e KA (g |m))

= exp{ / ax i m(x)0(x) - Aﬂc(asj,m,wj)]} (3.14)

wobei wir Gl. (3.7) benutzt haben.
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Nun setzen wir die Glgen. (3.6), (3.7) und (3.14) in Gl. (3.5) ein und erhalten

<¢‘€K/T|¢ /HHdﬁj d¢] ) [¢0_¢N]

j=1xeV
X exp {; AT/Vdgx {z (%) Dr(x) _Afkl(x) — K(¢w, m, V(bk)] } .(3.15)

Im Limes N — oo, AT — 0 geht die Summe iiber £ im Exponenten in ein Integral {iber
die Variable 7 iiber. Die finite Differenz der Felder wird zu

lim Pk(X) — Pr1(x) _ 99(7,x) .

AT—0 AT or

Mit den Definitionen

Do(r.x) = lim [][]desx). Dr(r.x) = NWH [1== dﬂﬂ , (3.16)

j=1x€eV j=1x€V

erhalten wir dann aus Gl. (3.15) im Limes N — oo, A7 — 0,

QT (1/T,x)=¢0o(x)
(ol e” / o) /Dﬂ' T, X / Do(T,x)
=¢0(x)

Xexp{/ol/T /d3 { 8¢((;TX) K¢, v¢)]} (3.17)

Hier haben wir an den Grenzen des Funktionalintegrals iiber die Felder ¢(7, x) angedeutet,
dass sowohl der “Anfangszustand” bei 7 = 0 als auch, aufgrund der funktionalen Delta-
Funktion d[pg — ¢n], der “Endzustand” bei 7 = 1/T durch den Feldeigenwert ¢g(x)
gegeben ist.

Setzen wir Gl. (3.17) in Gl. (3.2) ein, so wird auch noch iiber alle moglichen Feldei-
genwerte ¢g(x) integriert. Die Beschrinkung des Funktionalintegrals {iber die Felder ¢ ist
dann lediglich die, dass man iiber alle Felder ¢(7,x) integriert, die periodisch im Inter-
vall [0,1/T] sind. Die groflkanonische Zustandssume hat dann folgende Darstellung
als Funktionalintegral,

Z = SJ%/DW(T,X)/ Do(T,x)
periodisch

Xexp{ /0 Y / dix { 3¢(87'TX> K6, w)H (3.18)

Hier haben wir noch eine Normierungskonstante 9 eingefiihrt, die dafiir sorgt, dass die
Zustandssumme (wie iiblich) eine dimensionslose Zahl wird. Dies ist erforderlich, da die
Felder 7(7,x) und ¢(7,x) im Integralmafl i.a. nicht dimensionslos sind. Wir bestimmen
die Form dieser Normierungskonstante im néchsten Abschnitt.
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3.2 Normierung der Funktionalintegraldarstellung der
groBkanonischen Zustandssumme

Um die Normierungskonstante o zu bestimmen, wahlen wir als konkretes Beispiel das
nichtwechselwirkende, neutrale, skalare Feld mit der wohlbekannten Lagrange-Dichte

Lo = % (0,000 — m*¢?) . (3.19)

Hierbei ist zu beachten, dass im Imaginarzeitformalismus die folgenden Ersetzungen hin-
sichtlich der Zeitvariable und der Ableitung nach der Zeit zu machen sind,
0 0
t— —1 — il 3.20
T "or (3:20)
Wir behalten dennoch der Einfachheit halber die Minkowski-Notation (mit kontra- und
kovarianten Vektoren) bei.
Wir definieren die Wirkung im Imaginirzeitformalismus als das Integral der La-
grange-Dichte iiber das Raumvolumen V' und das Imaginérzeitintervall [0, 1/77,

1/T
SE/ dT/d?’XE. (3.21)
0 %4

Diese ist in natiirlichen Einheiten dimensionlos. Also muss die Lagrange—Dichte die Di-
mension Linge™* oder Energie* haben.

Betrachten wir nun die Lagrange—Dichte (3.19). Da die Masse m und der 4-Gradient
9, die Dimension Linge™' oder Energie haben, muss das Feld ¢ ebenfalls die Dimen-
sion Linge™' oder Energie haben, [¢(7,x)] = MeV. Das kanonisch konjugierte Feld
7(1,x) = OL/8¢(7,x) (wobei nach wie vor ¢ = 9,¢ die gewdhnliche Zeitableitung be-
deutet) hat dann die Dimension Linge™2 oder Energie?, [n(7,x)] = MeV?. Wie schon
im vorangegangenen Abschnitt angedeutet, ist das Integralmafl in Gl. (3.18) daher nicht
dimensionlos und die Normierungskonstante o muss dies kompensieren.

Zur Bestimmung von ® nehmen wir an, unser Raum-Zeit-Volumen V/T sei in Form
eines Raum-Zeit-Gitters diskretisiert, s. Abb. 3.1.

Wir nehmen an, dass das Imaginérzeitintervall 1/7" in N Teilstiicke der Léange € unterteilt
ist, wihrend das Raumvolumen V ein Wiirfel der Kantenldnge L ist, wobei L in M
Teilstiicke der Lange a unterteilt ist. Es gilt
3
; = % = (Ma)®Ne = NM?ca® | (3.22)
Die einzelnen Gitterpunkte lassen sich durch Angabe eines vierdimensionalen Vektors
ganzer Zahlen charakterisieren,

(1,x) = (je,na), j=0,....,N, n=(ngnyn,), n=0,...,M, i=zy,z.

Auf dem so definierten Gitter sind die Felder nur an den diskreten Gitterpunkten definiert
und nicht mehr Funktionen der kontinuierlichen Variablen (7, x). Sie tragen daher lediglich
Indizes fiir den jeweiligen Raum-Zeitpunkt ,

o(1,%x) = ¢(je,na) = ¢jn, 7(r,x)=m(je,na)=mjn,. (3.23)
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T
g§
<[> |
///// 1/T = N¢
y\ /////
" X
N —
\//
L=Ma

Abbildung 3.1: In Form eines Gitters diskretisierte Raum-Zeit. Zum Zweck der dreidimen-
sionalen Visualisierung sind nur die rdumlichen Achsen x und y, sowie die
imaginére Zeitachse 7 gezeigt.

In diskretisierter Form lautet die grofkanonische Zustandssumme (3.18) dann

N dm; al 3
Z - ge/HH oo [T d95m 8 (600 — onn)

j=1 n 7=0 n
- Ghm — 0
3 . PEkm — Pk—1m
X > e i okm T Phmbm e L 3.24
exXp {kZI e . a [71']@, 1 - k, :| } ( )

Es lohnt sich ein Vergleich mit Gl. (3.15): der Unterschied besteht darin, dass (i) AT =
g, (i) die Ortsvariable x durch den diskreten Vektor n (bzw. m) ersetzt wurde, (iii)
entsprechend die Integration iiber d®>x = a® einer diskreten Summe Platz gemacht hat,
und (iv) eine zusétzliche Integration tiber [ [, d¢g stattfindet, die aus der Definition (3.2)
der groBkanonischen Zustandssumme folgt. In Gl. (3.24) haben wir

ICI@m = K(¢k,m7 Tk,m; qbk,m—eza ¢k,m—eya ¢k,m—ez) (325)

abgekiirzt, wobei e;, i = x,y, 2z, die kartesischen Einheitsvektoren sind. Der Ortsgradient
wird zum Vektor der finiten Differenzen

V(b(T, X) SN (Qbk,m - ¢k,m—ex : ¢k,m - (bk,mfey’ Qbk,m - ¢k,m—ez> ' (326)

a a a

Da Ky m bereits von ¢ m abhéngt, haben wir in Gl. (3.25) anstelle des Vektors (3.26) der
finiten Differenzen lediglich die Abhéngigkeit von den Feldvariablen ¢ m—e;, ¢ = 2,7, 2,
aufgefiihrt.
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Alle fiir uns relevanten Hamilton—Dichten sind quadratisch in den kanonisch konjugier-
ten Impulsen. Fiir das nichtwechselwirkende neutrale skalare Feld gilt 7 = 0L,/ O = &,
und da es keine erhaltene Quantenzahl, kénnen wir auBerdem p = 0 setzen. Die (verall-
gemeinerte) Hamilton—Dichte lautet dann

_ o U ST 2 M, 1, m®
Ko:%o—ﬂqﬁ—ﬁoé:ﬂ—mb—qu +2(V¢) + 2 ) q&:w_ 27r + = (V¢) + 5 o° .
(3.27)
Die diskretisierte Version lautet entsprechend
2 2
Kokm = 5hm+ > (¢km Pome ) + B (3.28)

1=T,Y,%

Die Integration iiber die kanonisch konjugierten Felder in Gl. (3.24) ist daher ein ver-
schobenes Gauf3—Integral. Wir substituieren die neuen Integrationsvariablen

. ¢k’,m - ¢k—l,m

/ —
Thm = Tkm — 1 EE—

was das Integrationsmafl in Gl. (3.24) nicht dndert. Es gilt offensichtlich

1 . ¢k,m - ¢k71,m 1 1 ¢k,m - ¢k71,m ?
Eﬂ-l%,m — Tk,m? f = Eﬂ-;c?m + 5 f ;

so dass Gl. (3.24) in die folgende Form iibergeht,

N dr’ ,
Zozm/HH ;Tj;“exp<—5i“ )/Hﬂd@n 0 (Gon — éxn)

7j=0 n

e —liz © Grm— s+ Y <0 (Gham — Gtama) 20”5
Xp 9 c k,m k—1,m ea k,m k.m—e; €a 2 k,m .

,L':x:yvz

(3.29)

Der zusétzliche Index “0” an der grolkanonischen Zustandssumme bedeutet hierbei, dass
wir nun ein System nichtwechselwirkender Teilchen betrachten. Die Integration iiber die
Felder 7}, ist nun ein gewdhnliches GauB-Integral mit dem Wert

( ZZW > (2mea®) N2 (3.30)

k=1 m

j=1 n

Dieser Faktor hat die Dimension Linge 2Y™* = Energie? ™" Dies ist konsistent damit,

dass jedes 7;, die Dimension Energie? trigt und es genau NM? solche Felder gibt, iiber
die integriert wird. Wir zerlegen die Normierungskonstante ¢t nun wie folgt,

RN =N, N, , (3.31)
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3 Nichtwechselwirkende Feldtheorien

wobei M, die Dimension der ﬂé-,nflntegration kompensiert und R, entsprechend die der
¢jnIntegration. Dann ist aufgrund der vorangegangenen Uberlegung

NM3/2

RN = (2mea’) (3.32)

Eine andere Moglichkeit dies zu sehen ist, anstelle der 7} —Integration iiber 77, =

(2mea®)/?x’ | zu integrieren. Das entsprechende Gauf-Integral ergibt dann genau 1,

] n
_ 3
aber die Jacobi-Determinante dieser Variablensubstitution ist wieder (2rea®) Nt/ ? was

durch RN, kompensiert wird.
Nach der Integration iiber die kanonisch konjugierten Felder verbleibt folgender Aus-
druck fiir die grolkanonische Zustandssumme,

Zo—ge(z’/HHd(an M3 ¢0n ONpn)

7j=0 n
m2
’ exp{“ZZ[ (G = G 1m)’ + D 20 (Gkm — e + 20 7‘?2’“}”'
k=1 m 1=x,Y,2

(3.33)

Die Normierungskonstante 9, kann nicht eindeutig bestimmt werden, da es mehrere Kom-
binationen der dimensionsbehafteten Gréfien a und e gibt, um die Dimension von ¢;, zu
kompensieren. Beispielsweise haben sowohl y/ae als auch y/a3/c die Dimension Linge
bzw. Energie™!, und kénnen mit ¢;, zu dimensionslosen Integrationsvariablen kombi-
niert werden. Wir treffen im Folgenden die Wahl, die den Koeffizienten des ersten Terms
(der der Zeitableitung entspricht) im Exponenten in Gl. (3.33) gleich 1 macht, also

/ a'3
Gin =\ = D (3.34)

Wie wir sehen werden, wird durch diese Wahl Ry ausschliellich eine Funktion des Volu-
mens V' und héngt nicht von der Temperatur 7" ab. Mit der Substitution (3.34) wird GI.
(3.33) zu

—NM3/2 3
zoz%( ) /HHd@né(M (¢ — Orm)

7=0 n

N 2
x exp{ gzz [<¢;,m )+ D (5) G — Ghme)” +2° %¢;?m]} .

(3.35)

Man beachte, dass ein zusitzlicher Faktor (a®/)~™"/? aus dem IntegrationsmaB (da man
N + 1 Gitterpunkte in der imaginiiren Zeitrichtung hat) durch einen Faktor (a®/e)M"/
aus der Delta-Funktion kompensiert wird. Wir wéhlen nun

a3 NM3/2

2me
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3.3 Periodizitdt der Integration iiber kanonisch konjugierte Felder

Dadurch verbleibt ein konstanter Faktor (27)~NM °/12 yor dem Integral, der aber fiir die
Thermodynamik des Systems (in der lediglich Ableitungen von In Z nach den thermody-
namischen Variablen T,V und p auftreten) keine Rolle spielt.

Die Normierungskonstante (3.31) nimmt nun mit den Glgen. (3.32) und (3.36) die Form

g @’ N 3\ NM? L N NM3 3 r—3N M3

Der letzte Faktor ist eine (fiir die Thermodynamik) irrelevante Konstante und kann (wie
schon vorher der Faktor (2r)~NM*/2) vernachlissigt werden. Damit ist, wie angekiindigt, %
lediglich eine Funktion des Volumens V', nicht aber der Temperatur T'. Der Exponent N M3
ist die Zahl der Gitterpunkte in der diskretisierten Raum-Zeit und entspricht gleichzeitig
der Anzahl der Integrationen iiber Felder ¢;, und kanonisch konjugierte Felder ;.

Wir definieren (mathematisch allerdings nicht wohldefiniert) die Zahl der Raum-Zeit-
Punkte im Kontinuumslimes als

F= lim NM?. (3.38)

N,M—00

Dann ist aufgrund von Gl. (3.37) im Kontinuumslimes und bis auf einen fiir die Thermo-
dynamik irrelevanten konstanten Faktor

R=V7T. (3.39)
3.3 Periodizitit der Integration iiber kanonisch

konjugierte Felder

Die Integration in Gl. (3.18) erfolgt iiber im Intervall [0,1/7] periodische Felder ¢(r,x).
Die Integration iiber kanonisch konjugierte Felder m(7,x) unterliegt dagegen keiner Ein-
schrankung. Man kann aber ohne weiteres auch die Integration iiber die letzteren auf pe-
riodische Feldkonfigurationen beschrinken. Um dies einzusehen, betrachten wir das
Integrationsmafl iiber die kanonisch konjugierten Felder in der diskretisierten Raum-Zeit,
s. Gl. (3.24), und fligen eine Eins in der Form

1= / T dmo.n 6% (7o — 7rvm) (3.40)

hinzu. Die (spuriose) Integrationsvariable g ,, tritt nicht im Integranden in Gl. (3.24) auf
und kann daher frei gewéhlt. In Gl. (3.40) haben wir sie mit Hilfe der Delta-Funktion
ohne Beschrankung der Allgemeinheit auf den Wert des kanonisch konjugierten Feldes
Ty n gesetzt. Im Kontinuumslimes bedeutet dies aber nichts anderes, als dass wir das
Feld (7, x) periodisch im Intervall [0, 1/7] gemacht haben,

m(0,x) = n(1/T,x) . (3.41)
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3 Nichtwechselwirkende Feldtheorien

Fiir das Integrationsmaf tiber die kanonisch konjugierten Felder in Gl. (3.24) haben wir
dann

/HH dﬂjn _ 27T /HHdﬁjn (S(Ms 7T0,n —7TN7n)

j=1 n 7=0 n

— Dr(r,x) (N,M — 00, €,a — 0), (3.42)

periodisch

wobei wir die irrelevante Konstante (27)" * vernachliissigt haben.

Der tiefere Grund, warum die Beschrankung auf im Intervall [0, 1/7] periodischen ka-
nonisch konjugierten Feldern mdoglich ist, ist, dass das Funktionalintegral (3.18) nur von
den kanonisch konjugierten Feldern im halboffenen Intervall (0,1/7] abhéngt. Dies sieht
man am schnellsten in der diskretisierten Version (3.24). Man kann daher trivialerweise
eine Integration iiber das kanonisch konjugierte Feld 7(0,x) am Zeitpunkt 7 = 0 hin-
zufiigen und den Wert des Feldes dort frei wihlen, also beispielsweise wie in Gl. (3.41).
Effektiv hat man damit den Definitionsbereich der kanonisch konjugierten Felder vom
halboffenen Intervall (0,1/7] auf das geschlossene Intervall [0,1/7] ausgedehnt.

Natiirlich bedeutet dies, dass die kanonisch konjugierten Felder hochgradig unstetig
sein konnen, weil sie lediglich am Punkt 7 = 0 mit ihrem Wert am Punkt 7 = 1/T
iibereinstimmen miissen, was aber nichts iiber ihren Wert am Punkt 7 = e, mit 0 < e < 1
aussagt. Dies ist aber irrelevant, denn die Felder, {iber die man im Funktionalintegral in-
tegriert, miissen generell nicht stetig sein. Es ist eine bekannte Tatsache, dass die Pfade
des quantenmechanischen Pfadintegrals Ahnlichkeiten mit der Brownschen Molekularbe-
wegung aufweisen, welche innerhalb eines Zeitintervalls A7 rdumliche “Spriinge” von der
GroBenordnung ~ VAT > At erlaubt [6].

Wir erhalten also aus Gl. (3.18) mit Gl. (3.42) den finalen Ausdruck

zZ = 9?/ Dr(1,x) Do(T,X)
periodisch

X exp{/ol/TdT/Vd?’x [W(T, x)i% —K(o,n, ng)}} . (3.43)

fiir die groflkanonische Zustandssumme, von dem wir im Folgenden ausgehen werden.

3.4 Das neutrale skalare Feld

Die Lagrange—Dichte des neutralen skalaren Feldes ist durch Gl. (3.19) gegeben. Die
Hamilton—Dichte ergibt sich daraus durch eine Legendre-Transformation, vgl. Gl. (3.27).
Das neutrale skalare Feld hat keine erhaltene Quantenzahl, daher ist © = 0 und Iy = H,,
wie in Gl. (3.27). Die groflkanonische Zustandssumme lautet dann geméfl Gl. (3.43)

Zy=N Dr D¢ exp {/ (mi0r¢ — ICO)} , (3.44)
X

periodisch
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3.4 Das neutrale skalare Feld

/X = /0 1/Td7' /V d*x (3.45)

eingefiihrt haben. Mit der Substitution 7’ = 7w — i0,¢ separiert die 7'—Integration von der
¢—Integration,

wobei wir die Abkiirzung

10 — % (7% + (Vo) + m*¢?] = —%#2 + % [(i0-9)* — (Vo)? — m?¢?] |

und mit 0, = 0, konnen wir den Term in quadratischen Klammern wieder als freie
Lagrange—Dichte Ly, vgl. Gl. (3.19), schreiben, so dass

1
Zy = ge/ D7 exp <——/ 7r2) / D¢ exp (/ .co) , (3.46)
periodisch 2 X periodisch X

wobei wir 7’/ in m umbenannt haben. Beide Funktionalintegrale sind Gauf3-Integrale,
konnen also exakt gelost werden. Dazu fithren wir zunéchst die Fourier—Entwicklung
der Felder und kanonisch konjugierten Felder ein,

(%) = \/%_Vzewf“k-x Hlwm k) | (3.47)
n,k

T ) )
m(r,x) = \/Vgelw““k'xfr(wn,k). (3.48)
1

Hier sind die Normierungsfaktoren so gewahlt worden, dass die Fourier—Amplituden q?)(wn, k),
N

7(wn, k) dimensionslos sind,
/T
VTV 14

Mit dieser Wahl wird aulerdem sichergestellt, dass sich der dimensionsbehaftete Anteil
des Normierungsfaktors 9 wegkiirzt, denn in diskretisierter Raum-Zeit gilt

L \/T 1
Vv Vv S v
so dass die Funktionalintegrale iiber die Felder in Gl. (3.46) insgesamt einen Faktor V=7
liefern, withrend die Normierungskonstante % ~ V7, vgl. Gl. (3.39). Damit verbleibt
lediglich eine (irrelevante, dimensionslose) Konstante vor dem Funktionalintegral in Gl.
(3.46).

Es stellt sich nun noch die Frage, warum diskrete Summen in den Fourier-Entwicklungen
(3.47) und (3.48) anstelle der (in der Quantenfeldtheorie im Vakuum iiblichen) Integrale
auftreten. Betrachten wir zunéchst die Summe iiber die diskrete Variable n. Hierzu ist
zu bemerken, dass sowohl die Felder ¢ wie auch die kanonisch konjugierten Felder m pe-
riodisch im Intervall [0,1/7] sind, d.h. die Fourier-Funktionen miissen bei den Zeiten
7 =0 und 7 = 1/T iibereinstimmen,

1 =m0 = giwn/T (3.49)

= MeV? .
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3 Nichtwechselwirkende Feldtheorien

Aus der Periodizitiat der komplexen Exponentialfunktion folgt daraus sofort
wy,=2mT; neZ. (3.50)

Diese diskreten Energie- bzw. Frequenzvariablen bezeichnet man als bosonische Matsu-
bara—Frequenzen.

Die diskrete Summe iiber die Impulse k erklért sich prinzipiell aus der Diskretisierung
der Impulseigenzusténde in einem endlichen Volumen V', vgl. Gl. (1.43). Wir konnen aber
auch fordern, dass die Felder und kanonisch konjugierten Felder periodische Rand-
bedingungen im Volumen V = L3 erfiillen sollen, z.B. ¢(,x,y,0) = ¢(7,z,y, L) und
entsprechend fiir die anderen Raumrichtungen und die kanonisch konjugierten Felder.
Dann gilt analog zu Gl. (3.49)

1 =0 = gkl (3.51)
was auf k, = 2mn, /L, bzw. verallgemeinert auf alle drei Raumrichtungen auf
2m .
k:fn, n=ngng,n,), n, €L, i=1,92, (3.52)

fithrt. Formal scheinen nun lediglich die Hélfte der Moden aus Gl. (1.43) aufzutreten, aber
dort wurde nur iiber n; € N summiert, wihrend nun auch die null und negative ganze
Zahlen beriicksichtigt werden. Im Endeffekt liefert dies das gleiche Ergebnis, vgl. Glgen.
(1.44), (1.45). Im thermodynamischen Limes geht die Fourier-Summe iiber k wieder in
ein Integral {iber den drei-dimensionalen Impulsraum iiber, vgl. G1. (1.45).

Wir vereinbaren nun folgende Vereinfachung der Notation:

K" = (ko, k), ko=—iw,, X'=(t,x), t=—ir. (3.53)

Hierbei ist zu beachten, dass ky und ¢ rein imaginér und durch —iw, bzw. —iT gegeben
sind. Es handelt sich dabei um eine Definition, und nicht etwa um eine analytische
Fortsetzung im Sinne der Wick-Rotation, wie sie in der Quantenfeldtheorie im Vakuum
durchgefiihrt wurde. Diese Definition erlaubt, die aus der Minkowski-Raum-Zeit bekannte
Notation beizubehalten. Wir haben dann beispielsweise

wnT +k-x = (iko)(it) + k- x= -kt +k-x=-K - X . (3.54)

Desweiteren benutzen wir, neben der Bezeichnung (3.45) fiir die Raum-Zeit-Integration,
noch folgende weitere abkiirzende Schreibweisen:

Z = Z , A(nx)=0(X), d(wn, k) =k, T(wp k) =7k . (3.55)

Die Fourier-Entwicklungen (3.47) und (3.48) schreiben sich damit kompakt als

o(X) = \/%_V ZK: e KX b, w(X) = \/g ZK: e KX 7y (3.56)
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3.4 Das neutrale skalare Feld

Die Orthogonalitéit der Fourier-Funktionen lautet (mit ¢o = —iw,,, @ = 27m/L)

1/T
/ei(K+Q)~X _ / dTei(wn+wm)‘r/dSXQi(kJrq)x
X 0 1%

1/T
— / dr 27TlT (n+m)T H / CLTZ 2mi(n;+m;)x; /L
0

1=T,Y,%

2m 3 2m
_ 1 dz eintm)z L H / dz; ¢ (ni+m;)z;
0

21T Jo (2m)® o
V 3 _V
== T 6n,—m5n7—m = T 5K —-Q > (357)

wobei wir von der zweiten zur dritten Zeile die Variablen z = 2777 und z; = 27x;/L,
1= x,y, 2, substituiert haben.

Fiir die Vollstdndigkeit der Fourier-Funktionen erinnern wir uns zunéchst an ein Re-
sultat aus der Theorie der Fourier-Funktionen,

o0 o0

Z enT = Z eI = or Z d(2mm — 27T'T) Z 5(7’——) . (3.58)

n=—oo n=—oo m=—00 m—foo

Desweiteren ist im thermodynamischen Limes

ik-x 3 tkex (3)
Ekje — Gy /d kex = 1 60 (x) . (3.59)

Also lautet die Vollstdndigkeitsrelation
S e = V. 50(x) fo: 5 (T - T) . (3.60)
= T T

m=—0o0

Fiir den Fall, dass 7 € [0,1/T), trégt lediglich der m = 0 Term in der Summe bei und die
Vollstandigkeitsrelation vereinfacht sich zu

YN = %5@ (x)6(7) = ¥5<4>(X) . (3.61)

K
Falls 7 nicht im Intervall [0,1/T) liegt, trigt entsprechend der Wert von m bei, bei dem

die Delta-Funktion einen nichtverschwindenden Beitrag liefert.

Wir setzen nun die Fourier-Transformationen (3.56) in die Argumente der Exponenti-
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3 Nichtwechselwirkende Feldtheorien

alfunktionen in Gl. (3.46) ein und berechnen mit Hilfe der Orthogonalitétsrelation (3.57)

1/ 2 T ~ o~ —i(K+Q)-X T - Vo
— | (X)) = —— ’/TK’/TQ/ e IEFQ) :——ZWKWQ—(SKﬁQ
2 Jx 2V P X 2VK7Q T
1
= 5D FKFx, (3.62)
K
1 - - .
/ﬁo = — =5 (K-Q+m2)¢K¢Q/€Z(K+Q)'X
X 2TV T X
1 ~ 1 m? — K? - -
= Torv ( Q+m2)_¢K¢Q5;)_ :—52 T2 K G-k
I Dy (K) -~ -
= -3 OT(2 )¢K¢_K, (3.63)

wobei wir den inversen freien Euklidschen oder thermischen Propagator fiir neutrale
skalare Teilchen,

D' (K)=m* - K*=m*+ kK +w = Bl +w? (3.64)

definiert haben, mit der relativistischen Dispersionsrelation Ey = vk? + m?2.

Um die Funktionalintegrale in Gl. (3.46) im Fourier-Raum zu berechnen, miissen wir
zunéchst beachten, dass das neutrale skalare Feld ¢(X) reellwertig ist, und entsprechend
auch das kanonisch konjugierte Feld (X ). Daher ist

Oy =o_k, Fr=F_g, (3.65)
bzw.
Red_i = Redr , Imé_x = —Imoy , Ref_x = Refx, Imi_gx = —Imag . (3.66)
Dies impliziert, dass

(i) nur die Halfte der Fourier-Moden unabhéngig sind. Wir wéhlen als unabhéngige
Moden [2]
(1) ¢(wn, k) fiir n > 1,
(2) $(0,k) fiir k, > 0,
(3) ¢(0,0, ky,, k) fir k, > 0,
(4) $(0,0,0, k.) fiir k. > 0,
(5) 3(0,0) = o,

und entsprechend fiir 7. Die unabhéngigen Moden (1) — (4) kennzeichnen wir in
Summen oder Produkten mit “K > 0”7 und die abhingigen Moden entsprechend
mit “K < 07.

(ii) die K = 0—-Moden b0, 7o reellwertig sind und keinen Imaginérteil besitzen.
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3.4 Das neutrale skalare Feld

In den beiden Funktionalintegralen in Gl. (3.46) ist aber lediglich iiber die unabhéngigen
Feldvariablen zu integrieren. Dies bedeutet, dass das Integrationsmaf inklusive der Nor-
mierungskonstante (3.39), aber ohne irrelevante konstante Faktoren, im Fourier—Raum
folgende Gestalt besitzt,

].'
T 1 . . N
RDr(X)DH(X) — VI = dio ddy || dRefx dImAx d Redy dImgy
VovTv” IQ{)
= digd¢y [ [ dReftx dImix dRedx dImgy . (3.67)

K>0

Das Funktionalintegral {iber die Fourier—transformierten kanonisch konjugierten Felder
berechnet sich dann mit Gl. (3.65) wie folgt,

1
/d7~T0 H dReer dImer exp (—5 Z ‘er|2> =
K

K>0

= /dfro eﬁ%ﬂ/ H dRemx dImmg exp {— Z [(Reer)2 + (Imer)ﬂ}
K>0 K>0
— / dige ™2 I / dRefy dIm#y exp [— (Refx)” — (Imi k)’

K>0

_ \/ggoﬂgs@, (3.68)

wobei wir im ersten Schritt die Summe im Exponenten in drei Teile (die unabhéngigen
Moden, K > 0, die Nullmode, K = 0, und die abhéngigen Moden, K < 0) aufgespalten
und dann Gl. (3.66) benutzt haben, um die Summe iiber K < 0 in eine entsprechende iiber
K > 0 umzuwandeln. Im letzten Schritt haben wir dann noch das Standardresultat fiir das
GauBB—Integral benutzt. Wie erwartet, liefert das Integral iiber die kanonisch konjugierten
Felder lediglich eine fiir die Thermodynamik irrelevante Konstante.

Fiir das Funktionalintegral iiber die Fourier-transformierten Felder erhalten wir ent-

sprechend aufgrund der Symmetrie des inversen freien Propagators, Dy ' (—K) = Dy (K),

—1 —1
/dqgo H dRedx dImoy exp (—% Z DOT—EK) |gz~5K]2> = /dggo exp <—D;T(20) (53)
K

K>0

X / H dRegz;K dlmék exp {— Z DO_T—EK) [(Reer)2 + (Imer)Z} }

_ \/g (%) o g@ / dRegy dImy exp {—% [(Reftr)? + (Imfmﬂ}
) )
@1;[ (Da;(QK))l/Q | (3.69)
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3 Nichtwechselwirkende Feldtheorien

wobei wir im letzten Schritt wieder die Symmetrie von Dy '(K) ausgenutzt haben, um
das Produkt iiber die Moden mit K > 0 auf eines iiber alle Moden zu erweitern, sowie
die fiir die Thermodynamik irrelevante Konstante wie in Gl. (3.68) mit & abgekiirzt ha-
ben. Das Ergebnis (3.69) 1a8t sich als Determinante einer Matrix Dy /T2 im Raum der
Impulsmoden mit Eigenwerten Dy *(K)/T? interpretieren,

11 <Da;(2K))—l/2 _ (detKDTi; >—1/z | 570

K

Insgesamt erhalten wir dann (abgesehen von fiir die Thermodynamik irrelevanten additi-
ven Konstanten) fiir den Logarithmus der groﬁkanonischen Zustandssumme (3.46)

In Z, Ln det Dy L e Zl (3.71)
nZy=——Indetg —= = —-Tr n—: . .
0 — 9 KT2 9 K

Die Summe iiber die Matsubara—Frequenzen, oder kurz Matsubara—Summe, in Gl.
(3.71) 148t sich analytisch auswerten. Dazu schreiben wir mit der Definition (3.50) von w;,

1 D! 1 w4+ EE 1 , F2
Den Logarithmus schreiben wir in ein Integral um,
,  E? (Bx/T) ) 1 )
In [(2m) - ﬁ} = /1 dx @t a2 +1In [(27n)* + 1] . (3.73)

Der letzte Term ist wieder eine fiir die Thermodynamik irrelevante Konstante und kann
vernachlassigt werden, so dass

1 Dy (K) [T 1
— In =2 = d —_— . 3.74
2; ! /1 xxzn:(%my—i-x? (3.74)

Es gibt nun zwei Methoden, die Matsubara—Summe zu berechnen:

(1) Direkte Berechnung mit Hilfe einer Reihe. Hier benutzen wir z.B. Gl. (1.421.4) aus

Ref. [7],
> 1 i 1

also

> 1 1 > 1 p—
- - - — 19 -
nz_oo (2mn)? + 22 27 nz (2mn)? + 22 (2m)? &= n* + :v/27r
1 2 2 272 1
= — T coths — 2T} = = coth®

2 (27)? \ x 2 a2 2z 2

1 e24e™? 1 e"+1 1e* =142
o1 e — 2 2per—1 2 e*—1

1/1 1
_ 5(§+6I_1) | (3.76)
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3.4 Das neutrale skalare Feld

(2) Berechnung mit Hilfe eines Konturintegrals in der komplexen ko—Ebene. Dazu schrei-

oo 1 o)
—_—mmm = T k . . N : '
n:zoo x? + (2mn)? n:zoo (xT 2 n_zoo f (ko = —iwy) (3.77)
mit
Flho) = — 5.78)
T @) — k2 :

Wir berechnen nun die Matsubara-Summe nach analytischer Fortsetzung der Funk-
tion f(kg) in die komplexe kp—Ebene mit Hilfe eines Konturintegrals.

Ko

aniT(e) C

2niT

=-2niT

—-4niT

Abbildung 3.2: Kontur C aus Gl. (3.79) in der komplexen kq—Ebene.

Satz: Sei f(ko) eine Funktion, die analytisch auf der imaginéren ko—Achse ist. Dann
gilt

1 1 ko
E:f% —m@_Qm%ﬁ%ﬂhbfmmﬁh (3.79)

wobei die Kontur C wie in Abb. 3.2 gezeigt aus unendlich vielen kleinen Kreisen um
die Positionen kg = —iw,, = —i(2n7T), n € Z, besteht.

Beweis: Die Funktion coth(ky/27) = (e*/T 4 1)/(e*o/T — 1) hat offenbar einfache
Pole bei kg = —i(2nnT) = —iw,, also genau an den Mittelpunkten der in Abb. 3.2
gezeigten Kreise auf der imaginéren ko—Achse. Gleichzeitig hat die Funktion f(kg)
nach Voraussetzung keine Pole auf der imaginéren ky—Achse. Mit Hilfe des Residu-
ensatzes berechnet man [zur Erinnerung: das Residuum einer Funktion f(2)/g(z)
an der Nullstelle 2y von g(z), g(z0) =0, ist f(20)/4d'(20)]

1 1k . Le /41
h— = = —1 T i T
i dko f(ko) 5= oT cot oT nz_oo S (ko iwn) 5 2T %e—lwn/T
= Z f(ko - —an) 3
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3 Nichtwechselwirkende Feldtheorien

wobei wir von e~ /T = ¢=2"™ = 1 Gebrauch gemacht haben, q.e.d.

4] C 4nir| o | C
2miT 2miT
0 0
27k 2T
—ATT, —4miT)
(a) (b)

Abbildung 3.3: (a) Deformation der Kontur C aus Abb. 3.2. Die gegenldufigen Teilstiicke
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parallel zur reellen kg—Achse heben sich jeweils gegenseitig auf und es
verbleibt die in (b) gezeigte Kontur.

Wir wenden diesen Satz nun an, um die Matsubara-Summe (3.77) mit der Funktion
(3.78) zu berechnen. Diese Funktion ist offensichtlich analytisch auf der imaginéren
ko—Achse, f(iy) = T/[(zT)* + y*] > 0 Vx,y € R (sie besitzt lediglich zwei Pole
auf der reellen ky-Achse, k¥ = +2T). Aufgrund der Analytizitit von f(ko) auf der
imaginédren ko—Achse konnen wir die Integrationskontur C aus Abb. 3.2 wie in Abb.
3.3 (a) gezeigt deformieren. Die gegenldufigen Teilstiicke heben sich gegenseitig weg
und es verbleibt die in Abb. 3.3 (b) gezeigte Kontur. Auf der Kontur rechts von der
imaginaren kop—Achse benutzen wir nun

1 ke 1eoT41 1 1
—coth—=—-—— = -+ ———— |
2 T  2¢ko/T —1 2 ¢ho/T — ]

und auf der Kontur links von der imaginéren ky—Achse

1 ke 11+eho/T 1 1
-coth—=-——+=——+-4+ — .
2 2T 21— e ko/T 21— e ho/T
Dann gilt
T i flky = —iw,) = = iwédk f(ko) 1+;
L SR o s \2 R/ —
1 —i00—0 1 1
— dko f(ko) [ —= + ———= ] .(3.80
t oo ), Akl °>( 2+1—e—k0/T) (3.80)
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Im zweiten Integral substituieren wir kg — —ko,

1 —i00—0 1 1 1 100+8 1 1
— dko fko) [ =5 + ———— | = =— dko f(—ko) [ 5 — ———
2mi 0.f (ko) ( > 1 —e—ko/T) 2mi /WWS 0.f(=ko) (2 1— eko/T> ’

100—0 -

und erhalten aus Gl. (3.80)

TS flho=iw) = s [ dhol[f(h) + F(~ko)
T 1 100+0 1

Im ersten Integral durften wir die Kontur auf die imaginére Achse verschieben (§ —
0), da der Integrand hier nach Voraussetzung keine Pole aufweist.

ko

Abbildung 3.4: Schlieflen der in Abb. 3.3 (b) gezeigten Kontur im Unendlichen.

Nun schlieBen wir die Kontur mit einem Halbkreis im Unendlichen, wie in Abb.
3.4 gezeigt. Dieser Halbkreis trigt nichts bei, da f(ko) ~ O(ky?), also hinreichend
schnell im Unendlichen abfillt. Da T > 0, vgl. Gl. (3.74), liegt der Pol kj =
+2T der Funktion f(kg) innerhalb der Kontur. Da aulerdem f(ko) = f(—ko) =
T/[(xT)? — k3], erhalten wir mit Hilfe des Residuensatzes

T S flho=—itn) = =g = 1(%+€x1_1>’ (3:82)

T 2T e —1 x
was mit dem vormals erhaltenen Ergebnis (3.76) tibereinstimmt.

n=—oo

Die Berechnung der Matsubara—Summe mittels Konturintegration erscheint zwar auf den
ersten Blick komplizierter als die direkte Berechnung, aber sie ist, wie noch sehen werden,
universeller einsetzbar, da die Funktion f(ky) zunéchst beliebig sein kann (abgesehen von
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3 Nichtwechselwirkende Feldtheorien

der Analytizitat auf der imagindren ky—Achse und dem hinreichend schnellen Verschwin-
den im Unendlichen).
Setzen wir das Resultat (3.82) in Gl. (3.74) ein, so erhalten wir mit dIn(1 —e™*)/dz =

e /(I —e™) =1/(e" = 1),

1 Dy H(K) Ew/T 1 1
Z In =©° — dz [ =
2 zn: ST /1 ‘ (2 v — 1)

Ex 1 —Ey/T -1
= ﬁ—i—i—ln(l—e k/)—ln(l—e )
E
= ﬁ—l—ln(l—e‘Ek/T)—kconst. (3.83)

Die fiir die Thermodynamik irrelevante additive Konstante wird wieder vernachléssigt.
Damit erhalten wir fiir die groflkanonische Zustandssumme (3.71) des nichtwechselwir-
kenden neutralen skalaren Feldes das Ergebnis

mz, = —Z[—+ln —Ek/T):|

_(2‘7:)3/ I’k [;E_zl:“n( G_E"/T)} : (3.84)

wobei wir im letzten Schritt zum thermodynamischen Limes {ibergegangen sind. Der zwei-
te Term im Integranden stellt den thermischen Beitrag dar und stimmt mit Gl. (1.41)
iberein, wenn wir § = —1 (fiir Bosonen), u = 0 (fiir neutrale Teilchen ohne erhaltene
Quantenzahl), sowie Gl. (1.45) fiir die Summe iiber Quantenzustéinde benutzen.

Der erste Term im Integranden, der formal einen divergierenden Beitrag zur Zustands-
summe liefert, stellt die Nullpunktsenergie des Systems dar und ist durch Renormie-
rung zu eliminieren. Wir {iberzeugen uns davon, dass er die Nullpunktsenergie darstellt,
indem wir den Druck aus Gl. (3.84) mit Hilfe von Gl. (1.30) berechnen,

_Z n = — T & n(1—e /T
p(T) =3 In 2 (QW)S/dk[T+1 (1 )]
P’k By d*k _ BT
B _/(2w)37_T/(27r)3 In (1 — e /7). (3.85)

Im Limes 7" — 0 verschwindet der thermische Beitrag und wir erhalten

po(0) = — / ((217:;3 % : (3.86)

Andererseits gilt bei T'= p = 0 geméf der Fundamentalrelation (1.10)

Eo(0) = —po(0)V = % / d3k% | (3.87)

Dies ist die aus der Quantenfeldtheorie im Vakuum bekannte Nullpunktsenergie eines
Systems neutraler skalarer Teilchen.
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3.5 Das geladene skalare Feld

Die Lagrange-Dichte des geladenen skalaren Feldes lautet (vgl. Gl. (2.79) der Vorlesung
“Quantenfeldtheorie” )
Ly =0,9*0"® — m*d*P . (3.88)

Das geladene Feld ® ist komplexwertig. Mit der Zerlegung in Real- und Imaginérteil,

1 :
q) = E(gbl + Zgbg) s (389)

kann die Lagrange-Dichte (3.88) als Summe von zwei neutralen skalaren Feldern ¢q, ¢o
gleicher Masse geschrieben werden, vgl. Gl. (2.79) der Vorlesung “Quantenfeldtheorie”,

1

£0 = 5 [au¢1a“¢1 + aMQanHQSQ - m2 (Qﬁ + ng)} . (390>

Die Lagrange—Dichte (3.88) ist invariant unter globalen U (1)—Transformationen,
d—d =c0. (3.91)

Dies fiihrt geméafl dem Noether—Theorem zu einer erhaltenen Ladung,
Q= / d*x J7°, (3.92)
v

wobei J° die nullte Komponente des Noether—Stroms
T =1i[P*0HD — (O"D™) D] = a0 Py — 10" (3.93)

ist, vgl. Glgen. (2.89), (2.90) der Vorlesung “Quantenfeldtheorie”. Die nullte Komponente
des Stromes entspricht auch der in Gl. (3.11) eingefiihrten Dichte der erhaltenen Quan-
tenzahl, 7° = N. Mit den kanonisch konjugierten Feldern

650 ; _ 0 EO

7TIE_':lea 77:_-:@.527 (394>
01 eJoB)
erhalten wir aus Gl. (3.93)
N == jo = ¢27T1 — Q517T2 . (395)
Die Hamilton—Dichte lautet
Ho = 7T1¢1 + 7T2¢2 - ,C() = l Z (7T2 + quz . ngz + m2¢2) . (396)
bi=mii=1,2 2 ’ ¢

i=12

Die groBkanonische Zustandssumme ist dann gem&f Gl. (3.43) und mit der {iblichen
Abkiirzung i0,¢; = 0;¢; = ¢4, i = 1,2,

Zy=N Dmy Dy Doy Do exp [/ (Wlél + 7T2¢2 — Ho ‘HUV)] . (3-97)
X

periodisch

47



3 Nichtwechselwirkende Feldtheorien

Jetzt ist allerdings zu beachten, dass & ~ V27 da nun an jedem Raum-Zeit-Punkt zwei
Felder, ¢; und ¢, existieren. Den Exponenten berechnen wir mit Hilfe der Glgen. (3.95),
(3.96) zu

T1¢1 + Tapy — Ho + N

= mb+mds — 27— (o — i) — 5 3 (Voi- Vit mied)
i=1,2
1 . 1 . 1
= [ (o) g [rE-om (6 -] -5 3 (9 Vo i)
1 1. 2 1/, 2 1
= 5(”1 +7T2) §<¢1+M¢2> +§<¢2—M¢1> _52212(v¢1 V¢,+m¢)

(3.98)

wobeil wir die neuen Felder
=T — 1 — e, T =T — do+ i

definiert haben. Substituieren wir diese Felder als neue Integrationsvariablen im Funk-
tionalintegral (3.97) (die dazugehorige Jacobi-Determinante ist eins), so separieren die
Gauflschen 7/-Integrale von den ¢;-Integralen. Die iibrigen Terme in Gl. (3.98) ergeben

% (le + M¢2>2 + % <¢2 Mcbl) ) Z (Vi - Vi + m*¢7)
i=1,2

= % Z [qﬁ? —V¢; -V — (m* — %) @2} +p (<251¢2 - <252¢1> : (3.99)
i=1,2

Der erste Term ist wieder die Lagrange—Dichte fiir das geladene skalare Feld, allerdings
mit der Masse m’ = /m? — p?. Es folgt sofort, dass fiir m’ € R das chemische Potential
1 < m sein muss, wie schon in Abschnitt 1.5 angemerkt. Fiir p = m werden die Felder
01, ¢9 effektiv masselos und es findet Bose—Einstein—Kondensation im Grundzustand
des Systems (welcher der K = 0-Mode entspricht) statt. Wir werden dies im Folgenden
noch im Detail sehen. Der zweite Term in Gl. (3.99) ist geméfl Gl. (3.95) wieder identisch
mit der Quantenzahldichte A, wobei die Relation (3.94) zu benutzen ist.

Wir merken an, dass man mit Hilfe der Glgen. (3.88), (3.93) Gl. (3.99) auch in der
Form

(Do + ipt) @ (3p — ip) ® — VE* - VO — m?P* P (3.100)

schreiben kann, wie man sich durch Einsetzen von Gl. (3.89) leicht iiberzeugt. Mit der
“kovarianten Ableitung”

D, =0, —iugu (3.101)

nimmt dies die iibliche Form
(D,®)*D"® — m*®*P (3.102)

fiir ein geladenes skalares Feld an, welches an das “Eichfeld” eA, = (—u,0) koppelt.
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3.5 Das geladene skalare Feld

Als Zwischenresultat halten wir fest, dass (nach Umbenennung 7, — m;, i = 1,2)

20:9?/ HDTFZGXP(——/Z7T>
periodisch ,_{

i=1,2

></ H D¢; exp {/ [Lo(m — m) —HLM} : (3.103)
eriodisch ;__ X
’ =12 10.11.2021

Zur Berechnung der Funktionalintegrale fithren wir wie im Fall des neutralen skalaren Fel-
des eine Fourier—Transformation aller Felder durch. Fiir die kanonisch konjugierten Felder
konnen wir Gl. (3.48) unbesehen iibernehmen. Das Resultat ist ein Faktor /7"/ v (vom
Normierungsfaktor in der Fourier-Entwicklung der kanonisch konjugierten Felder 7y, m3),
multipliziert mit dem Quadrat von Gl. (3.68) (da wir nun zweimal so viele unabhéngige
Felder haben wie im Fall des neutralen skalaren Feldes), also einer fiir die Thermodynamik
irrelevanten Konstante.

Fiir die Felder ¢1, ¢o setzen wir die Gl. (3.47) entsprechende Fourier—Entwicklung in
Gl. (3.99) ein, integrieren iiber die Raum-Zeit und erhalten nach ganz dhnlicher Rechnung

wie in GL (3.63),
[ 1ot = )+ ]

v 1 o S
= TV Z T % —Q [—5 Z (K -Q+ m? — ,uz) GixGig — Wiko <¢1,K¢2,Q - ¢2,K¢1,Q>]
i=1,2
= —2—1{2 [Z (m® —p* — K?) Gixc i1 + 2p1iko <€Z~51,K¢~52,—K - ¢~52,K€51,—K)] :

K Li=12

(3.104)

Wir fithren nun neue (komplexwertige) Felder als Linearkombinationen der alten (kom-
plexwertigen) Felder ein,

<<51,K+i<52,;<>, Ox = <¢1K—z¢2K), (3.105)

ot = 1 —
<=7 7
also

&1,1{ = % (&}2 + égf() ; é2,K = ﬁ (é?{ - &1}) )

Diese Transformation (deren Jabobi-Determinante im Funktionalintegral einen irrelevan-
ten konstanten Faktor liefert) bewirkt, dass die Mischterme im Ausdruck (3.104) ver-
schwinden,

<131,KQ~51,—K + 952,1((/32,—}( = é}ﬁgffg + QZBEQB:K )
i (&1,1((232,71( — Q;2,K(51,7K> = </~>17<<Z~5fK — (5}?(5:1( ;
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3 Nichtwechselwirkende Feldtheorien

also
/X [Lo(m — m') + uN]
= —% [(m2 — ¥ = K 4 2pko) 950 + (m? — i® = K* — 2y1k) é;‘;:K]
K
= _% Z (m2 — =K+ 2,uko) &}&f[{ ) (3.106)

K

wobei wir im letzten Schritt die Summationsvariablen im zweiten Term umbenannt haben,
K — —-K.

Genau wie beim neutralen skalaren Feld sind die komplexwertigen Fourier—Moden gzNSL K,
¢o.x der reellen Felder ¢1(X), ¢(X) nicht alle unabhiingig, es gelten der Gl (3.66) ent-
sprechende Relationen. Damit beweist man, dass

Re(;fK = 7 (R€¢1 —K — Im¢2 K) = % (Re(gl,l( + Im&z,K) = Re&;( )
Imﬁng = E (Im¢17—K + Re¢2,—K) = —% <ImQ~51,K - Re¢~52,K> = —Imgz;;( )
und somit

drdt e = (Regz;;{ + iImq@}) <Req~5fK + z'ImgBJ_“K>
= (Reé,} + ilmé,}) (Re&;( — iImé%)
- (Reggf_()Q + (Img?s;()Q . (3.107)

Es treten daher in Gl. (3.106) lediglich die Real- und Imaginérteile der Fourier—Moden
ggl_( auf. Nur diese sind daher unabhéingige Variable im Funktionalintegral iiber die
Felder. Entsprechendes gilt dann fiir die Fourier—Moden der kanonisch konjugierten Felder,
die man auch durch die entsprechenden Variablen Rew,, Im7, ausdriicken kann. Das
Integralmaf in Gl. (3.103) transformiert sich daher nach Substitution der Felder durch
die entsprechenden Fourier—-Moden in

2F
[T
® [ [ Pm(X)Doi(X) — V7 = HdReﬂK dIm7zd Redy dImgy

1=1,2

[[ dResx dIm#y dRegy dImgy, . (3.108)

Der wesentliche Unterschied zum neutralen skalaren Feld, Gl. (3.67), ist, dass nun die
Unterscheidung zwischen K > 0 und K < 0 wegfillt, es ist iiber alle Impulsmoden
unabhéngig vom Vorzeichen von K zu integrieren. Der Grund liegt natiirlich darin, dass
man fiir das geladene skalare Feld doppelt so viele Freiheitsgrade hat wie fiir das neutrale
skalare Feld.

Es gibt allerdings eine wichtige Ausnahme. Im Fall, dass © = m ist, verschwindet der
K = 0-Term in GI. (3.106). Dies bedeutet, dass die Nullmoden Reg;, , Im¢, nicht in der
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3.5 Das geladene skalare Feld

Wirkung (3.106) auftreten, es sind zyklische Variablen. Man darf daher im Integrati-
onsmafl (3.108) nicht iiber diese Variablen integrieren. Der Fall y = m entspricht gerade
der Bose—Einstein—Kondensation: ein makroskopisch grofier Anteil der Teilchen konden-
siert im Grundzustand, d.h. in der K = 0-Mode. Diese Situation mutet zunéchst
paradox an: die Nullmoden treten nicht in der Wirkung der Theorie auf, besitzen aber
makroskopische Besetzungszahlen. Wir werden im folgenden Abschnitt sehen, wie dieser
scheinbare Widerspruch aufgelost werden kann.

Zundchst aber betrachten wir den Fall 4 < m und berechnen die Zustandssumme
(3.103) mit den Zwischenresultaten (3.106), (3.107) und (3.108). Bis auf fiir die Thermo-
dynamik irrelevante konstante Faktoren erhalten wir

Zy = / [ [ dRefg dImig d Regy dImey exp{—Z[(ReﬁK)Q—F(Im%K)Q}}
K K
2,2 _ 2 ~ _
X exp {—Zm a Tf( T 2uko {(Reqﬁf}y + (Imgzﬁ})ﬂ}
K
2y — K24 2uko\ ' _ EZ - k— w32
_ @g(m a - ’”) :@H[ 0 } , (3.100)

wobei die bei den GauB-Integralen auftretenden Faktoren /7 in der irrelevanten Kon-
stante & absorbiert wurden.

Zur weiteren Auswertung empfiehlt sich folgender Rechentrick. Wir betrachten paar-
weise die Terme —K und K im Produkt in Gl. (3.109),

(2 — (ho + )] [E2 — (ho — 0]
( T ko) — 4%k = (E2 — wi)Q + 4ptw?
(Ek I +w) — 2w?2 ( 2)+2w2(Ei+u2)

= (Bx—p)? (Bi+p)® +wi + 202 (BZ + 1?)
(
[

By — p)* (Ek +p)* + wih + Wl [(Bie — )° + (B + )]
(B — 11)° + 2] [(Bx + p)* + 2] . (3.110)

Gleichung (3.109) wird damit bis auf irrelevante konstante Faktoren

m2—,u2 -1
ZOI(T) ( 11

K,—K),K£0

1
(Bx + p)° +w?

TQ

(B — p)* +w?

- (3.111)

Hier haben wir den Beitrag von K = 0 aus dem Produkt herausfaktorisiert und den Rest
als Produkt iiber alle Paare (K, —K) mit K # 0 geschrieben. Der letzte Ausdruck ist
allerdings symmetrisch unter K <> —K und man daher (unter Wiedereinbeziehung des
K = 0-Terms) das Produkt auch iiber alle K fithren, wenn man eine zusétzliche Wurzel

zieht,

-1/2 —-1/2

E 2 w2
(Bt )" + , (3.112)

T2

(Bx — p)* + w?
T2

zo=]]

K

o1
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bzw.

1 By — )’ + w? E ruw?
anO:__Z ln( k :u') +wn+1n( k+:u) +wn

2 T2 T2
K

(3.113)

Dies ist das erwartete Endresultat: im Vergleich zum neutralen skalaren Feld, Gl. (3.71),
erhalten wir zwei Beitrédge, einen fiir Teilchen mit chemischem Potential 4y und einen
fiir Antiteilchen mit chemischem Potential — .

Die Auswertung der Matsubara—Summe lduft vollig analog wie beim neutralen skalaren
Feld, nur ist die Energie Fy beim Teilchen- bzw. Antiteilchenbeitrag durch Fy — u bzw.
Ex + p zu ersetzen. Das Endergebnis fiir den Fall 1 < m lautet also analog zu Gl. (3.84)

E
InZy = — <2V)3 /d3k {?“ +In [l — e Bm/T] L n 1 - e<Ek+M>/T]} . (3.114)
m

Die Nullpunktsenergie tritt nun jeweils fiir Teilchen und Antiteilchen auf, was den zusétz-
lichen Faktor 2 vor diesem Term im Vergleich zu Gl. (3.84) erkldrt. Der zweite Term
entspricht dem Beitrag der Teilchen, der dritte dem Beitrag der Antiteilchen.

3.6 Anwendung: Bose—Einstein—Kondensation

Wie im vorangegangenen Abschnitt erlautert, sind im Fall 4 = m die Nullmoden Req;a ,
Imgz% zyklische Variable und man darf im Funktionalintegral nicht {iber sie integrieren.
Wie kann man dennoch dafiir sorgen, dass makroskopisch viele Teilchen im Grundzustand,
also in den Nullmoden kondensieren? Wir betrachten zunéchst wieder den Fall 1 < m, so
dass alle Zwischenschritte wohldefiniert sind, und nehmen erst am Schluss den Grenzwert
= m.

Das System benotigt einen weiteren Freiheitsgrad, der ihm ermoglicht, den Grundzu-
stand mit makroskopisch vielen Teilchen zu besetzen. Diesen fithren wir iiber die Erwar-
tungswerte (¢;(X))o der Felder ein. Folglich spalten wir die Felder in ihre Erwartungs-
werte und die Quantenfluktuationen ¢, um letztere auf,

$:i(X) = (i(X))o+ (X)), i=1,2. (3.115)

Hierbei ist der Erwartungswert eines Funktionals F[¢q, ¢, 71, o] der Felder allgemein
definiert als

<F[¢17¢277T177T2]>0

- Ziom H Dr; Dg; Fl¢1, da, m1, ] exp [/X (Z it — Ko)] .(3.116)

periodisch i=1,2 i=1,2

Im Fall der Bose—Einstein—Kondensation nehmen die Erwartungswerte nichtverschwin-
dende Werte an und zwar so, dass

(B(X))g = —=(d1(x) +iga (X))o = (e | (3.117)

1
E
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3.6 Anwendung: Bose—FEinstein—Kondensation

wobei ¢ € R der Betrag von (®(X))o und 6 € R seine Phase sind. Sowohl ¢ wie auch 6 wer-
den als raum-zeitlich konstant angenommen. Wir kénnen die globale U(1)-Invarianz
der Theorie ausnutzen, um ¢ = 0 zu wahlen, was bedeutet, dass

($1(X))o=v2¢, und ($a(X))o=0. (3.118)

Ein nichtverschwindender Wert von ( bedeutet, dass Bose-Einstein—Kondensation auf-
tritt, d.h. dass ein makroskopischer Anteil der Teilchen im Grundzustand “kondensiert”.
Wir sprechen daher im Folgenden von ¢ als dem “Bose-Einstein—Kondensat” oder kurz
“Kondensat”.

Wir nehmen dartiberhinaus an, dass die Quantenfluktuationen ¢;(X) keinen raum-
zeitlich konstanten Anteil enthalten, bzw. dass ein solcher im raum-zeitlich konstan-
ten Erwartungswert (¢;(X))o = const absorbiert werden kann. Dies bedeutet, dass die
Fourier-Entwicklung der Quantenfluktuationen keine Nullmoden enthélt,

1 . -
(X)=—= ) e Xy o i=1,2, 3.119
¢z( ) \/WKX?;U ¢1,K ( )

denn eine nichtverschwindende Nullmode wiirde gerade einem nichtverschwindenden raum-
zeitlich konstanten Anteil entsprechen.

Die Fourier-Entwicklung der Felder ¢1, ¢ lautet nun mit der Zerlegung (3.115) und Gl.
(3.118)

1 . ~
B(X) = VA=) T

K#0

P2(X) = \/%_v > e NG (3.120)

K#0

Die Nullmode ém berechnet man aus der Inversen der Fourier-Entwicklung (3.56),

~ T3 )
Pri = \/;/XeZK‘Xaﬁl(X) : (3.121)

was man leicht mit Gl. (3.57) beweist. Also ist die Nullmode proportional zum Kondensat,
b0 = V2TV (. (3.122)

Da ¢9(X) keine Nullmode besitzt, liefert Gl. (3.105)

of =g = % $10=VTV (. (3.123)

Dieselben Rechenschritte, die auf Gl. (3.106) gefiihrt haben, liefern nun

14 22— K24 2uky ~ -

K#0

(3.124)
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Der erste Term faktorisiert aus dem Funktionalintegral (3.103) heraus. Das Funktional-
integral selbst 1&8t sich wie vorher berechnen, es tritt lediglich keine Nullmode mehr auf.
Wir erhalten also anstelle der Glgen. (3.112), (3.113) das Resultat

Vv (B— )+ [ 2]
k — n k n
Zy = exp —F (m2 — qu) QQ} H T2 T2 )
K#£0
(3.125)
bzw.
Viig oo 1 (Ex — p)° + w? (Ex +p)° + w?
mgoz_f( —u?)¢ _5[; In o +In = (3.126)

Um die Matsubara—Summen wie gehabt ausfithren zu kénnen, miissen wir die Nullmode
zur Summe iiber K wieder dazuaddieren. Dies ist im thermodynamischen Limes erlaubt,
denn der entsprechende Term ~ £1In[(m — p)*(m + p)?/T* = In[(m? — p?)/T?] ist im
thermodynamischen Limes V' — oo gegeniiber den anderen Termen um einen Faktor
T/V — 0 unterdriickt. Wir erhalten also fiir den Druck als Funktion der thermodynami-
schen Variablen T i1, sowie des Kondensats ( das Resultat
AN (2 a2\ 2 d’k —(Ex—p)/T —(Ex+p)/T
po(T, 15 ¢) = (u"—m*)¢ —/ n)? {Bx+Th[l—e Bm/T] 4 Tn[1 — e~ Bt/
(3.127)
Daraus berechnet man durch Ableiten nach y (s. Ubungsaufgabe 1.1) die Netto-Ladungs-
dichte,

0
no= 2 =2Cu+ (T, u) (3.128)
o | p
wobei der erste Term die Netto-Ladungsdichte im Grundzustand und
. d3k 1 1
n* (T, ) = / (2n)? L(Ek—WT T 1 eBtm/T —q (3.129)

die Netto-Ladungsdichte in thermisch angeregten Zustédnden darstellt. Hier ist der erste
Term im Integrand die Teilchen-Besetzungszahl und der zweite Term die Antiteilchen-
Besetzungszahl. Die Netto-Ladungsdichte ergibt sich aufgrund der unterschiedlichen La-
dung von Teilchen und Antiteilchen als Impulsintegral iiber die Differenz dieser Beset-
zungszahlen.

Ubungsaufgabe 3.1: Berechne die Entropie- und Energiedichte aus dem Druck (3.127).

Losung: Die Entropiedichte berechnet sich analog zur Netto-Ladungsdichte durch die
partielle Ableitung des Druckes nach der Temperatur,

8]?0 d3k
= - _ Inl1 = —(Ex—up)/T Inl1— —(Ex+p)/T
0= Gp| = [ =B [ BTy
—l—l d’k Ex —p Ex +u
T (27‘(’)3 eBx—)/T _ 1 e(Bxt+)/T _ 1
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3.6 Anwendung: Bose—FEinstein—Kondensation

Die Energiedichte berechnet man aus der Fundamentalrelation der Thermodynamik,
e0 = T'so+ pung — po

4’k 1 1 s o
- /(27T)3Ek [1+6(Ek_u)/T_1+ + (0*+m?) .

Es stellt sich nun die Frage, wie man das Kondensat ¢ bestimmt. Bislang ist  ein neuer
Parameter in der Zustandssumme, der aber nicht von aufien vorgegeben ist, sondern sich
dynamisch einstellen muss. Das System wird dann immer den Wert von ( wahlen, der
den Druck maximiert (bzw. das groflkanonische Potential minimiert). Wir berechnen ¢
also aus der Bedingung

_ Ipo

0= =2¢(u* —m?) . (3.130)

o |1,
Falls ;1 < m, so muss folglich ( = 0 sein. Das Kondensat verschwindet, es findet keine
Bose—-Einstein—-Kondensation statt. Der Druck (3.127) ist (nach Multiplikation mit
V/T') identisch mit dem vormals erhaltenen Ausdruck (3.114).

Falls jedoch = m, bleibt ¢ durch die Bedingung (3.130) unbestimmt. Wie kénnen
wir den Wert des Kondensats dann bestimmen? Falls . = m, entféllt p als unabhéngige
thermodynamische Variable. Bei festem 7" ist dann der durch Gl. (3.129) gegebene An-
teil der Ladungsdichte in thermisch angeregten Zusténden, n*(7T',m), fixiert. Allerdings
kann man prinzipiell nach wie vor Teilchen oder Antiteilchen zum System hinzufiigen
oder wegnehmen, was die Gesamtladungsdichte ny &ndert. Die Gesamtladungsdichte n
iibernimmt also die Rolle des chemischen Potentials als unabhéngige thermodynamische
Variable. Bei vorgegebenem 7', ng 148t sich das Kondensat aus Gl. (3.128) bestimmen,

¢ = \/W . (3.131)

Falls bei vorgegebenem T' die Gesamtladungsdichte ng > n*(7', m), miissen die Ladungen,
die nicht in thermisch angeregten Zustdnden Platz finden, im Grundzustand kondensieren
und sorgen so fiir ein nichtverschwindendes Bose-Finstein—-Kondensat ¢ > 0. Insbesondere
ist fiir 7' = 0 die Ladungsdichte in thermisch angeregten Zustédnden n*(0, m) = 0 und alle
Ladungen kondensieren, ng = 2¢*m. Bei Erhéhung der Temperatur wichst n*(T,m) stetig
an, bis bei einer kritischen Temperatur 7, alle Ladungen in thermisch angeregten
Zustéinden Platz finden, ng = n*(T,,m), und das Kondensat verschwindet, ( = 0. Bei
Temperaturen oberhalb von 7, bleibt das Kondensat null. Offenbar handelt es sich bei
der Bose-Einstein—-Kondensation um einen Phaseniibergang zweiter Ordnung, mit ¢
als Ordnungsparameter.

Die Berechnung der kritischen Temperatur ist kompliziert, sobald man Wechselwirkun-
gen beriicksichtigt. Hier ist die Debatte in der Fachliteratur hinsichtlich des korrekten
Wertes fiir T, noch im Gange. Fiir das ideale, nichtwechselwirkende Bose-Einstein—Gas
ist das Resultat jedoch wohldefiniert. Wir zeigen dies fiir den ultra-relativistischen und
nicht-relativistischen Grenzwert in der folgenden
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3 Nichtwechselwirkende Feldtheorien

Ubungsaufgabe 3.2: Berechne n*(T,m) im ultra-relativistischen (7' > m) und nicht-
relativistischen (7" < m) Grenzfall und bestimme die kritische Temperatur 7, als Funktion
der Netto-Ladungsdichte ny.

Losung: (a) Im ultra-relativistischen Grenzfall, ' >> m, konnen wir die Energie
durch den Impuls ersetzen, Fy = k+O(m?/k) ~ k. In diesem Fall liisst sich die Ladungs-
dichte in thermisch angeregten Zustédnden analytisch bestimmen. In Kugelkoordinaten
und mit o = p/T gilt

T3 o0 1 1
(T,p) = — [ dza? —
(T ) 272 /0 v [eﬂﬁ—o‘ —1 erta— 1]

T3 [ [> , 1 >0 , 1
= ﬁ{/ dy (y + @) ey_l—/a dy (y — @) ey_l}

«

= T_3 /Oody [(y—f—oz)g—(y—a)ﬂ L
22 | Jo eV —1
+/Od(+)21+/ad(—)21
e A R I A e |
73 * oy ¢ 1 1
27T2|:a/0 dyey—1+/0 dy (y — «) (ey—1+ey—1)}
T3 0
= 4ar(2)<(2)—/ dz 2
272 —a
T3 7 o? ur? w?
S P I 3.132
W2(O‘6 3) 3 6n (8132)

Hier haben wir vom vierten zum fiinften Gleichheitszeichen Gl. (3.411.1) aus Ref. [7]
benutzt. Da u < m und im ultra-relativistischen Grenzfall m < T, ist auch p < T
und wir diirfen hohere Ordnungen in p vernachléassigen. Also gilt am kritischen Punkt,
T'=T.,pn=m,

mT? 3no

ng =n*(1T,,m) ~ < = T.=\/—. 3.133
( 3
m

In der Tat geht mit m — 0 die kritische Temperatur T, — oo. Fiir (nahezu) masselose
Teilchen kondensiert also auch bei beliebig hohen Temperaturen immer ein gewisser Teil
im Grundzustand.

(b) Im nicht-relativistischen Grenzfall, 7" < m, kénnen wir die nicht-relativistische
Entwicklung fiir die Energie verwenden, Ey, = m + k?/(2m) + O(k*/m?) ~ m + k?/(2m).
Fiir Teilchen gilt dann bei y = m, dass Ex —m =~ k?/(2m), withrend fiir Antiteilchen gilt,
dass Ex+m =~ 2m > T. Deshalb konnen wir den Antiteilchenbeitrag in der Ladungsdichte
n*(T, m) vernachlissigen und erhalten

. 1>~ 1 (2mT)3?2 [~ /x
W)~ AR Gy = T [ 2y

BT (D)) e

12
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3.7 Das Dirac—Feld

wobei wir wieder Gl. (3.411.1) aus Ref. [7] benutzt haben. Daraus folgt bei T' = T,

n* (Tca m) = o, /
2m [ ng 2/3

T.= — | —~ . 3.135

() (3159

12.11.2021
3.7 Das Dirac—Feld

Nichtwechselwirkende relativistische Fermionen werden durch die Lagrange-Dichte des
Dirac—Feldes beschrieben,

Lo =1 (i —m) . (3.136)
Hier ist ¢ = 111°, @ = 4#4,,, wobei

1 0 - 0 o
0 __ 2 i i
Y= ( 0 —1, ) y = ( —0; 0 ) (3.137)

die Dirac-Matrizen (in der Diracschen Konvention) sind, mit der (2 x 2)-Einheitsmatrix
15 und den Pauli-Matrizen

0 1 0 —i 10
01:<10>’02:(i 01)703:(0_1). (3.138)

Die Euler-Lagrange-Gleichungen liefern die Bewegungsgleichungen fiir ¢» und 1),

0Ly 0Ly i

aua(aﬂ_)) = % 0=(\d—m)y, (3.139)
oL oL . _ _

a“a(au(:z)) = 81; = Wi =—yYym <= 0=1 (15 + m) . (3.140)

Dies sind die Dirac-Gleichungen fiir den Dirac—Spinor ¢ und den Dirac-adjungierten Spi-
nor 1.

Ubungsaufgabe 3.3: Leite die Bewegungsgleichung (3.140) fiir den Dirac-adjungierten
Spinor direkt aus der Dirac-Gleichung (3.139) her.

Lésung: Wir bilden das Hermitisch-Konjugierte von Gl. (3.139) und benutzen 13 = 1,

0= [(ip —m) ]t = —it DT — lm = —Pin®1 8, — drym .

Wir multiplizieren von rechts mit —° und erhalten mit 72 = 1l sowie 70y#140 = 44

0=1 (2’707’”70%” + m> =) (z% + m) , q.ed. .
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3 Nichtwechselwirkende Feldtheorien

Die kanonisch konjugierten Felder sind gemé&fl Definition

1= = = in® =it ﬁza—ﬁj’:o. (3.141)
o o

Dies zeigt, dass das hermitisch konjungierte Feld 17 ein unabhiingiger Freiheitsgrad
ist, denn abgesehen von einem Faktor ¢ ist es identisch mit dem kanonisch konjugierten
Feld. Gleichzeitig besitzt ¢ aber kein kanonisch konjugiertes Feld, denn es ist im wesent-
lichen identisch mit dem kanonisch konjugierten Feld II.

Die Dirac-Lagrange-Dichte (3.136) hat eine globale U(1)-Symmetrie, sie ist invariant
unter der Transformation
v — Y =e Y (3.142)

Dies fithrt auf den Noether—Strom
T =yt (3.143)

vgl. Gl (2.122) der Vorlesung “Quantenfeldtheorie”. Die erhaltene Quantenzahl ist die
Netto-Ladung, mit der Netto-Ladungsdichte

N =T° =% =l = —illy . (3.144)
Die Hamilton—Dichte erhalten wir wie gehabt durch Legendre—Transformation der La-
grange—Dichte,
Ho = ) — Lo| = 1Y) + 117" (7°0; + iy -V —m) ¢ = ~II (e V +imA°) ¥,

Y=—illy0
(3.145)
wobei o = Y. Es ist zweckmiBig, anstelle des kanonisch konjugierten Feldes II das
Dirac-adjungierte Feld 1) zu benutzen. Man muss allerdings im Hinterkopf behalten, dass
dieses Feld ein unabhéngiger Freiheitsgrad ist und nicht einfach durch hermitisches Kon-
jugieren und Multiplikation von rechts mit 4° aus 1 erhalten werden kann. Dann schreibt
sich die Hamilton-Dichte in der (gebréuchlicheren) Form als

Ho =0 (—iv -V +m) v . (3.146)

Die grolkanonische Zustandssumme lautet

z, = ?R/DHD¢eXp[/ (H¢—Ho+w\fﬂ
X
— w [DiDy exp{ / [Wat@z)—w<—w-V+m)w+um°w]}
= sre’/pmw exp wa(z‘@erO—m) w] , (3.147)

wobei wir zur zweiten Zeile die unabhingige Variable IT gem#f8 Gl. (3.141) durch ¢ sub-
stituiert und die dabei auftretende konstante Jacobi-Determinante in der neuen Normie-
rungskonstanten N’ absorbiert haben. Mit der kovarianten Ableitung (3.101) lait sich der
Exponent auch als

/X;z? (iD —m) (3.148)
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3.7 Das Dirac—Feld

schreiben.

In Gl. (3.147) haben wir noch offen gelassen, ob die Funktionalintegration iiber im
Euklidschen Zeitintervall [0,1/T] periodische Funktionen erfolgt. Wir werden nun zeigen,
dass aufgrund der fermionischen Natur des Dirac—Feldes diese Integration in der Tat iiber
antiperiodische Funktionen gefiihrt werden muss, also iiber solche, die

w(ovx) = _1/}<1/T7 X) ) 7vE(va) = _QZ(l/T7 X) (3149>

erfiillen. Der tiefere Grund ist, dass die fermionischen Felder im Funktionalintegral Graf3-
mann—Variablen sind, also antivertauschende Zahlen.

Zum Beweis von Gl. (3.149) betrachten wir zunichst die thermische Zwei-Punkt-
Korrelationsfunktion von bosonischen Feldoperatoren 923(7, x) im Imaginérzeit-For-
malismus,

(9. x)9(0.y)) = Tr | pd(r,2)9(0.)] . (3.150)
mit der Dichte-Matrix des groflkanonischen Ensembles
1 -
p=ze T, (3.151)

wobei K = H — ,u]\7 , 8. GL (3.1). In Analogie zur Realzeit-Evolution von Feldoperatoren,

olty) =" o(0,y) e (3.152)
kann man auch eine “Evolution” in der Imaginérzeit definieren,
or,y) =7 5(0,y) e, (3.153)
bzw. fir 7 = 1/T
O/ T.y) = KT 6(0.y) e KT = 0(0,y) = M1/ Ty) T (3.154)

Man beachte, dass die Imaginérzeit-Evolution (3.153) nicht unitér, also nicht wahr-
scheinlichkeitserhaltend ist. Mit den Glgen. (3.151), (3.154) schreibt sich Gl. (3.150)

~

(3(r08(0.9)) = 2T [F17 dr.30 K17 G(1/Ty) 17|

1 o .
= ST | R YT,y)é(n %) | (3.155)
wobei wir die Symmetrie der Spur unter zyklischen Vertauschungen der Argumente be-
nutzt haben. Wir benutzen nun die Gleichzeit-Vertauschungsrelation fiir die Feldoperato-

~ ~

ren, [o(7,%),¢(0,y)] = 0 fiir 7 # o, und erhalten

(3(r30500,3)) = 5T [/ d(r30501/T,3)] = (36 x000/T,y)) . (3150)

Diese Gleichung wird erfiillt, falls die bosonischen Feldoperatoren periodisch im Zeitin-

tervall [0, 1/77] sind, X R
¢(0,y) = o(1/Ty) . (3.157)
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3 Nichtwechselwirkende Feldtheorien

Aus diesem Grund muss die Funktionalintegration in der grofSkanonischen Zustandssumme
(3.43) fiir bosonische Felder iiber im Zeitintervall [0,1/7] periodische Funktionen
¢(7,x) gefithrt werden.

Die analoge Rechnung fiir fermionische Feldoperatoren benotigt jedoch die Gleichzeit-
Antivertauschungsrelation

~

{¢(T, X),?ZJ(O', X)} =0, 7#o0. (3.158)

Dies fiithrt zu einem zusétzlichen Minuszeichen in der zu Gl. (3.156) analogen Relation,

(b7 x09(0,y)) = = (D(r.0%(/T,y)) - (3.150)

Dies Gleichung wird erfiillt, falls die fermionischen Feldoperatoren antiperiodisch im
Zeitintervall [0, 1/7] sind, s. Gl. (3.149).

Aus der Analogie der groflkanonischen Zustandssumme zum erzeugenden Funktional
von n—Punkt-Funktionen in der Quantenfeldtheorie im Vakuum wissen wir zudem, dass
das Funktionalintegral in Gl. (3.147) iiber Graflimann—wertige Funktionen lduft. Wir
erinnern uns im Folgenden an die Eigenschaften von Graflimann—Zahlen:

(i) Sei n eine GraBmann—Zahl, d.h.
{(nn}=0 <= n*=0. (3.160)

Eine allgemeine (nach Taylor entwickelbare) Grafimann—wertige Funktion dieser
Grafimann—Variable ist dann

f(n)=a+0bn, (3.161)

wobei a, b klassische c—Zahlen sind.
(ii) Seien ny,...,nn, 71, ...,y Gramann—Zahlen, d.h.

Eine allgemeine (nach Taylor entwickelbare) Grafimann—wertige Funktion dieser
Graffmann—Variablen ist dann

N N
FOr, s, n) = a+ Y (@ +0im) + Y (aig miny + bi 0l + cij mily)
i=1 ij=1
o b NN (3.163)
wobei a, a;, b;, a;j, bij, c;ij, . . ., b klassische c¢Zahlen sind.

(iii) Die Differentiation nach Gramann—Zahlen kann man links- oder rechtsseitig de-
finieren. Fiir die linksseitige Differentiation gilt

8L aL aL
an, (mmn2) = 81;7; 2 — 8722 T = 012 — O (3.164)
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(iv)

3.7 Das Dirac—Feld

wobei wir die Produktregel und die Tatsache, dass {n;, 72} = 0 ist, benutzt haben.
Entsprechend gilt fiir die rechtsseitige Differentiation

8R 8R772 aRTh aL
877'<771772> =1m o, — M2 o, = 1102; — 1201; = _37]'071772) ) (3.165)

)

Wir benutzen im Folgenden stets die linksseitige Differentiation und lassen das Su-
perskript “L” weg.

Korollar: Fiir eine beliebige Funktion f({n}) eines Satzes {n} = {n1,72,...} von
Grafimann—Zahlen gilt

0 o)

o () = ) =, 2251 (3160

Da f({n}) beliebig war, folgt daraus

0
{a—m,nj} = dyj (3.167)

und ferner )
J 0 0

{a_m’a_m}zo = <8m> =0, (3.168)

d.h. auch die Ableitungen nach Graimann—wertigen Zahlen sind Grafmann—wertig.

Integration: Die Integration iiber Grafimann—Zahlen ist nicht wie {iblich das In-
verse der Differentiation. Wére dem so, dann wiirde beispielsweise fiir den Fall einer
GraBmann—Variablen 7 (wo eine allgemeine Funktion die Form (3.161) hat) gelten

2
Oz/dn ((%) f(n):/dna%a(aa—;bm:/dna%b:b, (3.169)

da sich die beiden Operationen Integration und Differentiation auf der linken Seite
des letzten Gleichheitszeichens aufheben miissten, wenn sie invers zueinander wéren.
Dies ist aber ein Widerspruch, da i.a. b # 0.

Der Ausweg ist zu fordern, dass Differentiation und Integration dieselbe Wirkung
haben, also fiir die Funktion (3.161)

df(n)

d—n:b und /dnf(n):b. (3.170)

Dies bedeutet mit f(n) = a + bn, dass

/dn:O und /dnn: 1 (3.171)

zu fordern ist. Fiir den Satz {n,...,nn,71,...,7n} gilt

N

ij=1

Den Beweis lassen wir als Ubungsaufgabe.
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3 Nichtwechselwirkende Feldtheorien

Wir kehren nun zur Auswertung der grofkanonischen Zustandssumme (3.147) zuriick. Wie
wir gesehen haben, ist die Funktionalintegration iiber im Euklidschen Zeitintervall [0, 1/T
antiperiodische, Gralmann—wertige Funktionen zu fiihren. Die Fourier—-Entwicklung
der Felder lautet

Y(X) = % %: e B X, P(X) = % ; S (3.173)

Die Normierungskonstante ergibt sich aus folgender Uberlegung. Die Wirkung S ist di-
mensionlos, [Sy] = 1, also muss die Lagrange-Dichte die Dimension [£o] = MeV* haben.
Damit gilt auch [myy] = MeV* und [¢] = [¢)] = MeV*?2. Damit die Fourier-Amplituden
QZJK, i dimensionslos werden, muss der Normierungsfaktor in Gl. (3.173) also die Dimen-
sion MeV?*?2 haben, was durch die Wahl 1/v/V gewihrleistet ist.
Die Antiperiodizitit (3.149) der Felder hat die Konsequenz, dass in der Fourier—
Entwicklung (3.173)
elon/T — _gion® — 1 (3.174)

sein muss, was mit der Wahl
wp=02n+1)7T, neZ, (3.175)
erreicht wird. Dies sind die fermionischen Matsubara—Frequenzen.

Wir setzen nun die Fourier-Entwicklung (3.173) in den Exponenten in Gl. (3.147) ein
und erhalten mit Gl. (3.57)

_ 1 - R A
/}(w(i&+ﬁ‘70_m)¢ = V;C;@ﬁk(@Jr,uvo—m)wQ/Xe’(K_Q)'X

1 = -~V
= VZ@/JK (@+M70_m)¢QT5§??Q
K,Q

= Y UxDrailq (3.176)
K,Q
wobei )
Sy (K)
Do =""= St (3.177)

mit dem freien, inversen thermischen Dirac—Propagator
St K)=m— K — . (3.178)

Bis auf fiir die Thermodynamik irrelevante Konstanten erhalten wir also mit Gl. (3.172)
fiir die groBkanonische Zustandssumme des nichtwechselwirkenden Dirac—Feldes

- - N Sy UK
Z, = / Dt D exp (—ZWDKQ%) = detyaxaD = | [ detyus= T( ) . (3.179)
K,Q K
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3.7 Das Dirac—Feld

wobei wir im letzten Schritt ausgenutzt haben, dass D diagonal im Impulsraum ist, s. Gl.
(3.177). Die Determinante iiber den Dirac-Raum berechnet man mit Hilfe der wohlbe-
kannten Formel

detanxan ( é g ) = detyxn (AD — BD™'CD) (3.180)

und der expliziten Form (3.137) der Dirac— Matrizen zu

O
m — — 0 o
det4><4 <#) = det4><4 T ?+

— ko — k
m 0 'u]l2
_k~a m+k
T
2

0
1.
T 2

m? — (ko + p)? k-o
= detgxg( (Jjg /L) ]12‘|‘( T2)>

o m2 = (ko +p)?+ k2 E2 — (ko + p

)2]2 . (3.181)

wobei wir von der Identitit (k- o)? = kik;jo,0; = %k‘ikj{ai, o} = %kik’j 20,1 = k*15 und
der relativistischen Energie-Impuls-Relation Ey = vk? + m? Gebrauch gemacht haben.
Damit wird Gl. (3.179)

E2 _ (ko + Iu)2 2

2 :H{ k e : (3.182)
K

Dieses Ergebnis ist sehr d&hnlich dem Resultat fiir das geladene skalare Feld, s. Gl. (3.109).

Wir koénnen daher denselben Rechentrick wie in Gl. (3.110) anwenden, indem wir im

Produkt iiber K in Gl. (3.182) Impulspaare (K, —K) zusammengruppieren. Wir erhalten

Z, = (KI:IK) {(Ek—éfguwir {(Ewguwir
- H[(E“_;guwg} {(E”éfg”wﬂ . (3.183)

Im letzten Schritt haben wir ausgenutzt, dass der Term unter dem Produkt symmetrisch
unter K <> —K ist. Man kann daher das Produkt iiber alle K nehmen, muss aber die
Potenz des Terms entsprechend erniedrigen. Eine Nullmode tritt im fermionischen Fall
nicht auf, weil die Matsubara—Frequenzen ungerade Vielfache von 77 sind, also die
niedrigste Frequenz bereits ungleich null ist.

Fiir den Logarithmus der grokanonischen Zustandssumme folgt sofort, dass

(3.184)

B, — 2 2 E 2 2
IHZOZZPH( k ;2 +wn+ln( k+§fg + W

K

Dieses Ergebnis ist sehr &hnlich dem des geladenen skalaren Feldes, Gl. (3.113). Der erste
Term stellt wieder den Beitrag der Teilchen mit chemischem Potential +pu, der zweite
den der Antiteilchen mit chemischem Potential —u dar. Der Unterschied im Vorzeichen
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3 Nichtwechselwirkende Feldtheorien

vor der Summe folgt aus der Tatsache, dass wir nun Fermionen anstelle von Bosonen
vorliegen haben, vgl. Gl. (1.41). Der zusitzliche Faktor 2 in Gl. (3.184) beriicksichtigt
die beiden Spin-Freiheitsgrade der Fermionen (s = 41/2) gegeniiber einem (s = 0) fiir
skalare Bosonen. Ein weiterer Unterschied ist das Auftreten der fermionischen Matsubara—
Frequenzen (3.175) gegeniiber den bosonischen.

Wir werten nun die Matsubara-Summe in Gl. (3.184) aus. Dies erfolgt in enger Analogie
zum bosonischen Fall. Zunéchst schreiben wir die Logarithmen in Integrale um,

(E“ch “)2 +(2n+ 1)%2]

(/T 1 ) s
= d In[1+(2n+1 . 3.185
/1 xx2+(2n+1)2ﬂ2+n[+(n+)7r} (3.185)

(Bx Fp)* +w?

In T

=In

Der letzte Term ist eine fiir die Thermodynamik irrelevante Konstante und wird im Fol-
genden vernachléssigt. Die Matsubara—Summe in Gl. (3.184) lautet dann

(B — p)? 4wl (Ex + p)* +wp,
Z {ln T + In T2

(Bx+p)/T

(Bx—p)/
d d

(3.186)

I
DO

Wie im bosonischen Fall gibt es zwei Moglichkeiten, die Matsubara—Summe zu berechnen:

(1) Direkte Berechnung mit Hilfe einer Reihe. Hier benutzen wir Gl. (1.421.2) aus Ref.

7],
> 1 s T
= — tanh — . 3.187
; 224+ (2n—1)2 4o i ( )
Dann ist
e’} 00 —1 1
Z 2n—|— 1)272 - ;:ﬁ—i— 2n~|—1 27r2+nzoox2+(2n+1)27r2

o0

- 1
B ;xz—l— 2n—127r2+;x2+(—2n+1)27r2

o

G 2 1

= 2 = —
2: 2 )22 2}3 2 —1)2
iz T m i (z/7)* + (2n — 1)

_l’_
_ ita f_ie -1 1le+1-2
2x 2 2rer+41 T2 et 41
= l(1— L ) (3.188)
x\2 e+1/)"

vgl. Gl (3.76) im bosonischen Fall.
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3.7 Das Dirac—Feld

(2) Berechnung mit Hilfe eines Konturintegrals in der komplexen ko—Ebene. Dazu schrei-
ben wir mit ky = —iw,, = —i(2n + 1)7TT, bzw. (2n + )7 = iky/T

oo o0

1 .
_2: 22+ (2n+ 1)2? Z (aT)2— k2 =1 Z Jlko = —iton),  (3.189)

n=—oo

genau wie in Gl. (3.77), mit derselben Funktion f(ko) = T/[(zT)* — k2] wie in
Gl (3.78). Dennoch konnen wir das bosonische Ergebnis natiirlich nicht direkt
iibernehmen, denn wir miissen iiber die fermionischen Matsubara—Frequenzen (und
nicht {iber die bosonischen) summieren. Der entsprechende Satz lautet nun:

Satz: Sei f(kg) eine Funktion, die analytisch auf der imaginéren kg—Achse ist. Dann
gilt

S . 1 1 ko

> flko = —iwy) = o 7{ dky f(ko) o tanh (3.190)
wobei die Kontur C wie in Abb. 3.5 gezeigt aus unendlich vielen kleinen Kreisen um
die Positionen ky = —iw,, = —i(2n + 1)m, n € Z, besteht.

Beweis: Die Funktion tanh(ko/2T) = (e"/T — 1)/(e*/T + 1) hat offenbar einfache
Pole bei ky = —i(2n + 1)7T = —iw,, also genau an den Mittelpunkten der in Abb.
3.5 gezeigten Kreise auf der imaginédren kg—Achse. Gleichzeitig hat die Funktion
f(ko) nach Voraussetzung keine Pole auf der imaginiren ko—Achse. Mit Hilfe des
Residuensatzes berechnet man

1 1 ko = N |
2 o o) g tanb g = D S =) o
= Z fko = —iwy) ,

iwn /T _ e—(2n+1)7ri —

wobei wir von e~ —1 Gebrauch gemacht haben, q.e.d.

Wir deformieren jetzt die Kontur auf die gleiche Weise wie in Abb. 3.3. Dies ist
erlaubt, da die Funktion f(kq) keine Pole auf der imagindren Achse hat. Auf der
rechts der imaginédren Achse verlaufenden Kontur schreiben wir

1 ko leM/T—1 1 1

~ tanh - < - - -
g M o T ke/T 1 2 eh/T 41

und auf der links verlaufenden

1t hk;o 11— e Hko/T 1+ 1
—tanh —=-+—— = —— 4+ ————— |
2 2T 214 e Hk/T 2 1+eh/T
Dann gilt
1 100+0 1 1
THZ__OOf (ho = —ion) =55 | ., koS (ko) (5 - /—H)
1 —i00—0 1 1
— dkg f(k —+—1.(3.191
* 270 Jino—s o/ (ko) ( 2 + 1+e—k0/T> ( )
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ko

SniT
3niT

niT

%

-3miT

=-5miT

Abbildung 3.5: Kontur C aus Gl. (3.190) in der komplexen ko—Ebene.

Im zweiten Integral substituieren wir kg — —ky,

1 —ic0—8 1 1 1 ico+6 1 1
— dko f(ko) (=5 + ———= ) = =— [ dko f(=ko) (5 — ———
2 0 0>( 2+1+e—k0/T) Qm'/ /=) <2 1+6’“0/T) ’

100—9 —ico+4§

und erhalten aus Gl. (3.191)

T Z flko = —iw,) = QLM g dkg % [f (ko) + f(—Fko)]
o 1 0049

Im ersten Integral durften wir die Kontur auf die imaginére Achse verschieben (6 —
0), da der Integrand hier nach Voraussetzung keine Pole aufweist.

Wir schlieen nun die Kontur genau wie Abb. 3.4 gezeigt. Der Halbkreis im Unend-
lichen trégt nichts bei, da die Funktion f(k¢) dort hinreichend schnell gegen null
geht. Allerdings miissen wir nun mit den Polen der Funktion f(kq) auf der reellen
Achse aufpassen. Fiir das Antiteilchen-Integral mit der oberen Grenze Ey + p in
Gl (3.186) ist « > 0 im gesamten Integrationsbereich und daher der in der Kontur
liegende Pol immer ki = +xT. Fiir das Teilchen-Integral mit der oberen Grenze
Ex — pin Gl (3.186) ist > 0 im gesamten Integrationsbereich fiir Fy > p, aber
x < 0 in einem Teil des Integrationsbereichs fiir Eyx < p. Im ersten Fall ist der in
der Kontur liegende Pol kj, im zweiten k, = —zT > 0. Wir kénnen beide Félle
jedoch gemeinsam betrachten, wenn wir die Pole als ki = =4|2|T schreiben. Dann
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liegt immer der Pol kg in der Integrationskontur. Der Residuensatz liefert dann mit

s 1 /1 1 1 ||
Ty X — — tanh . 3.193
flko = —iwn) = |a:|< elrl+1) ol 2 (3.193)

n=—oo

Da dies aber eine gerade Funktion von |z| ist, konnen wir den Betrag weglassen und
das Ergebnis auch fiir x < 0 verwenden. Das ist dann aber identisch mit Gl. (3.188),
also dem aus der direkten Berechnung der Matsubara—Summe erhaltenen Resultat.

Wir fahren nun mit der Berechnung der grofflkanonischen Zustandssumme fort, indem wir
das Resultat (3.188) in Gl. (3.186) einsetzen und die Integrale mit Hilfe von dIn(1 +
e *)/dx = —1/(e® + 1) berechnen,

(Ek u (Ek‘i'ﬂ
2 d d
/1 xexQ 2n—i— 27T2+/1 xexQ 2n+12772

(Bx— #)/T 2 (Bx+u)/T 92
= / de [1— —|—/ de [ 1—
1 e? 41 1 e* 41

L —
- = B 12m 14 e BT —2mn(1+ e

Ex + p

—142In[l+e BT —2In(1+e7). (3.194)

Die konstanten Terme sind wieder fiir die Thermodynamik irrelevant und kénnen ver-
nachlédssigt werden. Eingesetzt in Gl. (3.184) erhalten wir im thermodynamischen Limes
fiir den Druck das Endresultat

3
po =2 / ((2171;3 {Ex+Thn[1+e Fm/T] 4 Tln [1+ e FAw/T] Y (3.195)

Wie schon angemerkt, reprasentiert der Vorfaktor 2 die beiden Spin-Richtungen des Fer-
mions. Der erste Term unter dem Integral ist die Nullpunktsenergie und muss wieder
durch Renormierung beseitigt werden. Die letzten beiden Terme stellen die Beitrdge von
Teilchen bzw. Antiteilchen dar.

Ubungsaufgabe 3.4: Berechne ng, s und ¢, aus Gl. (3.195).

3.8 Das massive neutrale Vektorfeld

Es gibt zwei Varianten, die grofkanonische Zustandssumme fiir das massive neutrale Vek-
torfeld zu berechnen. Die erste ist die direkte Methode ausgehend von der Lagrange—Dichte
des massiven neutralen Vektorfelds und wird in diesem Abschnitt erldutert. Dabei muss
eine Komponente des 4-Vektorfelds V# eliminiert werden, da sie unphysikalisch ist. Die
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3 Nichtwechselwirkende Feldtheorien

zweite beruht auf einer von Stiickelberg vorgeschlagenen Lagrange—Dichte, bei der ein
Term addiert wird, der dafiir sorgt, dass alle Komponenten von V# physikalisch sind. Das
korrekte Ergebnis fiir das massive Vektorfeld erhélt man dann im Grenzwert, wo dieser
Term verschwindet. Diese Methode wird im néchsten Abschnitt erlautert. Wir folgen in
diesem und dem néchsten Abschnitt im wesentlichen Ref. [8].
Die Lagrange—Dichte des neutralen Vektorfelds mit der Masse m > 0 lautet
1 L m?

Ly = —ZFWF" + 7‘/“‘/” , (3.196)

mit dem Feldstéirketensor

F™ = grVY — gV (3.197)

Abgesehen vom nichtverschwindenden Massenterm ist die Lagrange-Dichte (3.196) iden-
tisch mit der der Elektrodynamik. Der Massenterm sorgt dafiir, dass die Eichinvarianz
der Elektrodynamik fiir die durch Gl. (3.196) definierte Feldtheorie nicht mehr gilt. Mit

0Ly
0(0,V.)

= ™ (3.198)

erhalten wir die Bewegungsgleichung aus der Euler-Lagrange—Gleichung,

0Ly 0Ly 5
— ol VV=0. 1
6“8(@ 5= v, = O " +m 0 (3.199)

Dies ist die Proca—Gleichung fiir das massive Vektorfeld. Fiir m — 0 erhalten wir dar-
aus die inhomogenen Maxwell-Gleichungen der Elektrodynamik (in Abwesenheit duflerer
Quellen). Setzen wir den Feldstéarketensor (3.197) in die Bewegungsgleichung ein, so lautet
diese

D, (0"VY = VM) +m*VY = (O+m*)VY -9 (0- V) =0. (3.200)
Die kanonisch konjugierten Felder sind nach Definition und mit GI. (3.198)
m,=9% - _p :(0 {=Vi + 0V} )z(o V+vv°>:(0 1), (3.201)
nw = av” == Op 9 7 1 V0fi=1,2,3 | = ) - ) ) .

wobei V; = —V? und V = (V1 V2 V3) benutzt wurde. Die Tatsache, dass ITy = 0 be-
deutet, dass V? kein unabhingiger Freiheitsgrad ist. Dies ist das erwartete Resultat:
ein massives Vektorfeld hat drei Freiheitsgrade, die zu den drei Spin- oder Polarisations-
richtungen s = —1,0, +1 korrespondieren und durch die rdumlichen Komponenten V des
4-Vektors V# parametrisiert werden kénnen. Die Nullkomponente V0 ist unphysikalisch
und muss in geeigneter Weise eliminiert werden. In der Tat erhalten wir, wenn wir die
4-Divergenz der Proca—Gleichung (3.199) bilden, aufgrund der Antisymmetrie von F*
die Bedingung

0=0,0,F" +m*0-V =m?0-V | (3.202)

welche nach Division durch m? zwar wie eine Lorenz-Eichbedingung aussieht,

0-V=0, (3.203)
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3.8 Das massive neutrale Vektorfeld

aber eigentlich keine ist, da die durch Gl. (3.196) definierte Theorie keine Eichsymmetrie
besitzt. Man kann diese Bedingung jedoch benutzen, um V° zu eliminieren. Dies ist jedoch
unpraktisch, da eine Zeitintegration erforderlich ist, um nach V9 aufzulésen, was zu nicht-
lokalen Ausdriicken fithren wiirde. Stattdessen ist es zweckméBiger, die nullte Komponente
der Bewegungsgleichung (3.199) zu benutzen,

4 1
m?*V? = =g, F" = —0;F"° = —0;Fy; = =V Il <= V°=—-—V.II, (3.204)
m

wobei wir Gl. (3.201) benutzt haben. In der Hamiltonschen Formulierung sind die Kom-
ponenten von II neben denen von V unabhéngige Freiheitsgrade. Wenn wir konsequent
V0 gemifl Gl. (3.204) ersetzen, erhalten wir eine lokale Theorie, die lediglich unabhéngige
Felder enthalt.
Die Hamilton—Dichte berechnen wir durch Legendre—Transformation der Lagrange—
Dichte. Dazu bemerken wir zunéchst, dass wie in der Elektrodynamik
1 1

. . 1 .. .
- = 3 (E*-B*), E=-VV'-V=II, B = —ie”ijk . (3.205)

Die Hamilton—Dichte lautet dann

Mo = ILV*— co‘

V=—TI-VV0, VO=—V.II/m?
V=—II+V(V-II)/m2, VO=—V.II/m?2

1 1 m?
= I’ - —II. ) — = (TP - B?) — —
m2 v(V-1) 2( ) 2

- ImV- LO(
1
— (V- I1)° — V2| (3.206)

Den zweiten Term kann man auch wie folgt schreiben,

1

1 1
—EH-V(V-H):—ﬁv-(ﬂv-nwﬁ(v.n)?.

Nach Integration iiber den Raum stellt der erste Term einen Oberflichenbeitrag dar,

den man vernachléssigen kann (sofern die Felder und ihre Ableitungen an der Oberfliche
verschwinden). Damit erhalten wir fiir die Hamilton—Dichte

1 1
Ho =5 [HQ +— (V- I)? + m?V? + 32] : (3.207)

Das neutrale skalare Vektorfeld hat keine erhaltene Quantenzahl, daher ist 4 = 0 und
die groffkanonische Zustandssumme ist gegeben durch

2y = ge/ DIIDV exp U (—H V- %0>] . (3.208)
periodisch X

Die Fourier-Entwicklung der Felder ist analog zum skalaren Fall

V(X) = \/%_V ZK: e EXV L TI(X) = \/g ZK: e KX (3.209)
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Der Exponent in Gl. (3.208) lautet damit, sowie aufgrund von Gl. (3.205) mit der Relation

B2 — ZEnzjEnlmij]_;vlTrL — Z(édé]m o 5zm5]l)Fz]Flm — §F7,jFU _ (azvj _ ajvz)azvj ’

wie folgt:
. 1 - T T
/X(—H.V—HO) =y [—VHK (— qu)VQ—WHK T, + o VHK k q-II,
K.Q
m2 % (4
SR v Y (KVE = WV ) V3| 7 03
oTV K Q+2TV Vie =KV qV] K.-Q
1 N ko = - - .
QZ [HK T g +2¢?0 Iy -V_g+ Vi -NYk) - V_K} .
K
(3.210)
Hier haben wir die symmetrischen (3 x 3)-Matrizen
kk E2 kk
M(k) = 1l +— , NYk) = T—‘; Iy — = (3.211)

definiert, sowie fiir das Produkt von zwei 3-Vektoren A, B mit einer (3 x 3)-Matrix C

die Notation

eingefiihrt. Fiir m # 0 ist die Matrix N~!(k) invertierbar, d.h. N(k) existiert. Ebenso
existiert M~!(k). Wir substituieren nun (mit Jacobi-Determinante mit Betrag eins)

T, =TI, — ZTO MY (K) - Vi =TIy — ZT‘) Vi - M (k) (3.212)

und entkoppeln damit die Integration iiber Felder und kanonisch konjugierte Felder,

/}((—H-V—H())

- L -

= ——Z{lHKJrz—VK M-~ 1(k)} -M(k) - {H/K—z’%} M~ !(k) ~V_K]
Ko | = Ko ¢ 1 - - S -

1 ~ / ~ / ~k0 ~ / ~. ,ko ~. ~ /
= —52 Ty - M(K) Ty — i T - Vg iz Vie - T ¢
K
k2 . - o~ - k2 - .
+ﬁv M (k)V,K+2Z?HK V,K—QEVK M (k) V,K
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3.8 Das massive neutrale Vektorfeld

wobei wir zum letzten Gleichheitszeichen beim dritten Term K <> — K substituiert haben.

Wie beim skalaren Feld sind nicht alle Fourier—Amplituden unabhéngig. Da auch das
~

Vektorfeld reellwertig ist, gilt, dass die Nullmoden II,, V|, reellwertig sind und dass

RefI/K = RelI_ K ImfI/K — —ImIT K
ReVK = ReV_K , Im\~/'K = —Im\?_K ,

und damit
I, -M(k)-TT_, = Relly - M(k) - Relly + ImIT, - M(k) - ImIT, |,
- k2 - - k2 -
Vi - N*l(k)—T—ngl(k) -V_g = ReVg- [Nl(k)—T—%Ml(k)] -ReV
- 2 -
+ ImVy - {Nl(k) — T—gml(k)] -ImVg .

Setzen wir dies in Gl. (3.213) ein und beriicksichtigen, dass im Funktionalintegral in
(3.208) nur iiber unabhingige Freiheitsgrade integriert wird, so erhalten wir bis auf irre-
levante konstante Faktoren

- 1 - N 1 - N
Zy = /dngdvo exp (—5 IT, - M(0) - I, — 5 Vo N(0) ~V0>

< I / dReITy dImIT) exp [—Reﬂ’K - M(K) - Re[Ty — ImIT}, - M(k) -Imﬂ’K]

K>0
3 3 3 L2 3
X H /dReVK dImV exp {—ReVK : {Nl(k) - T—% Ml(k)} -ReVg
K>0
N k2 i
~ ImV - [N—l(k) -2 M‘l(k)} -ImVK}

- Nﬁde@%N*wﬂ}WIT<*%w{M&%PVWm—§%M4mﬂ})1

K>0

11 (detgxg {M(k) : [N—l(k) — ;i; M‘l(k)] }) o . (3.214)

K

Hier haben wir im letzten Schritt das Produkt wieder iiber alle K ausgedehnt, da die
Determinante symmetrisch unter K <> —K ist. Entsprechend wurde der Exponent um
einen Faktor 1/2 reduziert, was auch erlaubt, die Nullmode wieder mit ins Produkt ein-
zubeziehen.

Das Produkt der Matrizen ist

_ k2 kk E? kk k2
Mo - [N - i) = (a8 (B ) - g
E2  E2kk kk kkk® &

k
s phtmie T e b
E2 — k2
= sz 01, (3.215)
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und damit

B2 —k3\
zZo=]] ( T : (3.216)

bzw.

3 B2 — 2
InZp=—3 ;m . (3.217)

Dies ist das erwartete Resultat, ndmlich die Zustandssumme fiir drei Freiheitsgrade
von neutralen skalaren Bosonen, vgl. Gl. (3.71) mit Gl. (3.64), die den drei Spin- oder
Polarisationsrichtungen des Vektorfeldes entsprechen. Man beachte, dass die Integration
iiber die kanonisch konjugierten Felder diesmal nicht einfach eine irrelevante Konstante
ergibt, die man vernachlissigen darf, sondern die Determinante einer Matrix M(k), die
mit dem Integral iiber die Felder kombiniert werden muss, um das richtige Ergebnis zu
erhalten.

3.9 Das Stiickelberg—Feld

In diesem Abschnitt besprechen wir eine Alternative, die Zustandssumme fiir das neutrale
Vektorfeld zu berechnen. Ausgangspunkt ist die Lagrange—Dichte fiir das Stiickelberg—

Feld

1 2 A
Lo= =g B + VAV = S0 V)° (3:218)

Der gegeniiber Gl. (3.196) zusétzliche Term hat dieselbe Form wie ein eichfixierender
Term in der Lagrange-Dichte der Elektrodynamik. Allerdings hat, wie schon erwéhnt,
die durch Gl. (3.218) definierte Theorie aufgrund des nichtverschwindenden Massenterms
keine Eichsymmetrie.
Wir berechnen nun die groffkanonische Zustandssumme fiir das Stiickelberg-Feld und
lassen am Ende A — 0 gehen. Wie erwartet werden wir das Resultat (3.217) reproduzieren.
Die Bewegungsgleichungen fiir die Lagrange-Dichte (3.218) lauten

5 Lo _ 0L
"0(0,V,) oV,
= 9, (—F" =10 -Vg")=m?V"
= O F"™ +mPVY +20"0-V =0

— (O+m)V"—(1-X1)00"0-V=0. (3.219)

Bilden wir die 4-Divergenz der letzten Gleichung, so erhalten wir
m2
Oz(D+m2)8-V—(1—>\)D8-V:<D+T))\8-V. (3.220)

Dies ist die Wellengleichung fiir das “Feld” A0 -V mit der Masse m/ VvA. Im Limes A\ — 0
wird dieses Feld unendlich schwer und entkoppelt aus dem Spektrum der physikalischen
Anregungen der Theorie.
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Die kanonisch konjugierten Felder lauten

m, = 2%

oV #

Die rdumlichen Komponenten sind identisch mit denen in Gl. (3.201). Im Gegensatz dazu

existiert nun jedoch auch ein nicht-triviales kanonisch konjugiertes Feld II, d.h. V? ist ein

physikalischer Freiheitsgrad. Das Feld I, ist gerade (bis auf ein Vorzeichen) identisch
mit dem Feld A0 - V| welches die Wellengleichung (3.220) erfiillt.

Fiir die Berechnung der Hamilton-Dichte miissen wir die Lagrange-Dichte (3.218)

Legendre—transformieren und die Zeitableitungen der Felder durch die kanonisch kon-

jugierten Felder ersetzen,

= _FOM — A0 Vgou = (—)\0 : ‘/, —H) . (3221)

. . 11
My=-X0-V=-AV'-)\V.V — Voz—TO—V-V, (3.222)
Mm=-V-VV' — v=-11-VV°. (3.223)

Fiir die Hamilton—Dichte erhalten wir also

Hy = ILV* - L,

VO=—IIy/A—V-V,V=—TI-VV?0

2 2
= Ho(—&—V-V)—H-(—H—VVO)—%(HQ—BQ)—%V#V“Jré(—&>

A 2 A
Lo 1 2 m’ 0
= —ﬁnﬁé(n +B)—7VHV“—H0V-V+H-VV : (3.224)
Die groflkanonische Zustandssumme lautet
Zy =R DILDV* exp { / (HMV” _ 7—[0>] . (3.225)
periodisch X
Den Integranden im Exponent berechnen wir mit Gl. (3.224) zu
o 70 : | gy 2 m? 0
IVt —Hy, = IV —H-V+5HO—§(H + B ) +7VMV“+HOV-V—H~VV
1 . 2 1 ) 2
- vy L ()
o (Mo + AV +AV- V) = — (A0 4+AV -V
1 . 2 1 /. 2 1 2
- 3 (H+V+vv0) +5 <V+VV0> - §B2+%VMV“
1 1 A 1 m?
= —II2-—-MIM?’-20-V)’+=(E2-BY) 4+ —V, V"
2200 2 2 (@ V)3 ( )+ 2
— 1 12 1 12
= 5 IT; 5 I+ L, , (3.226)
wobei wir zur vorletzten Zeile die Felder
I, =T+ AV 4+AV-V, II'=T1+V+VV° (3.227)

definiert, das elektrische Feld E = —V — V0 eingesetzt und zur letzten Zeile die letzten
drei Terme als Lagrange-Dichte (3.218) identifiziert haben. Das Vorzeichen vor dem ersten
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Term und vor dem Term ~ m?V wirft die Frage auf, ob wir es noch mit Gau3-Integralen
zu tun haben. Hier ist zu bemerken, dass im Imaginérzeitformalismus nicht nur die nullte
Komponente des Raum-Zeit-Vektors X*, sondern auch die nullten Komponenten von
anderen 4-Vektoren rein imaginér sind. Daher ist

My =4, V=iV, mitIl', V; €R, (3.228)

und die Funktionalintegrale iiber diese Variablen sind wie erwartet Gau3—Integrale.
Wir setzen nun Gl. (3.226) in den Exponenten in Gl. (3.225) ein und entwickeln alle
Felder nach Fourier geméf

1 —iK- X1, —iK-X 1]
V“(X):\/T_VZe KXy 11 =1/= Z KX, (3.229)

Damit erhalten wir fiir den Exponenten in Gl. (3.225)

. 1 1~ - . .
/X (H“Vu - HO) — 9 Z {X H,K,OHI—K,O - H/K : H/—K
K

+ 1 P\(K VK) <_K'V7K>+k§\71{'v Kk =2k Vi -k VO + K VRV

T2
Vi (B215 —kK) - V_g + m2V2V, } . (3.230)

Der Term in eckigen Klammern 148t sich weiter vereinfachen,
] = AV KK Vot (B2 — k2) VOV + K2 VOV,
— (B2 - k) Vi V_g+ Vg -kk- Vg — Vi - kk V% - Vikk - V_g
= (BR—k) Vi Vig + (1= NVi - KK - Vg
= VE[(ER — k) g + (1 = MK, K, V" . (3.231)
Hier haben wir in der zweiten Zeile die Symmetrie der Summe iiber K unter K <> —K

ausgenutzt, um den Term ~ —2ko Vg - k VO in Gl (3.230) in symmetrisierter Form zu
schreiben. Damit wird Gl. (3.230) z

/X (v = o)

1 1., - I Bt g
:—52{—XH,K70H/—K,O+HK'H_K+VKM _ "k Uguu—(l—)\) i :| _K}-
K

T2
(3.232)

Wir fithren nun die Euklidschen Felder gem#fi Gl. (3.228) ein, und definieren V£ =
(VEZ, Vi), K* = (wp, k). Damit erhalten wir

/X (11,7~ Ho)

EZ+ K,K,] -
:__Z{ H/I(TH/KT+HK T+ Vf T—wnﬁsuv_(l_)‘) - ]VVK}~
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Wir setzen dies in Gl. (3.225) und integrieren wie gewohnt iiber die unabhéngigen Fourier—
Amplituden. Das Ergebnis lautet (bis auf irrelevante Konstanten)

E2 2 K Ku —-1/2
2 =T[N"*T] {det4x4 [% S — (1= A)“—} } . (3.234)
K K

Man beachte, dass die Integration {iber IZI’KJ der Zahl der Impulsmoden entsprechende

Faktoren v/ ergibt. Diese erscheinen zwar auf den ersten Blick als irrelevante Konstante,
werden sich aber noch als wichtig herausstellen, um den Limes A\ — 0 bilden zu kénnen.
Die Determinante werten wir mit folgendem Satz aus.

Satz: Gegeben sei ein N-dimensionaler Vektorraum ). Seien P;, Py zwei orthogonale
Projektionsoperatoren auf zwei N;,—dimensionale Unterrdume V; mit V = V; ® V,, Ny +
Ny = Na

Dann gilt Vay,a, € R
detnxn (a1P1 + aoPs) = Cljlvlaé\b . (3.236)

Beweis: Da die Projektionsoperatoren auf V;-dimensionale Unterrdume projizieren, exis-
tiert eine Basis von V), in der

1 P |
(_) N, Zeilen
@1 = 1
0
P, = | : 0 : (3.237)
1
0 N, Zeilen
0 0 1

Fiir reelle a, as 148t sich diese Basis durch eine orthogonale Transformation O, O~! = O7,

finden,
O'P,O=P;, i=1,2. (3.238)
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3 Nichtwechselwirkende Feldtheorien

Dann gilt
detNxN (aﬂP’l + CLQPQ) = detNxN [O ((11]@1 + CLQPQ) OT]
== detNxNO detNxNOT detNxN <(I1]I~D1 + (ZQE%)

= detNxN (CLl]TDl -+ CLQEDQ)

= detleNl (alllNl) dethxNQ (a/Q]lNQ)

aad?  qed. . (3.239)

Wir definieren nun den eindimensionalen Projektionsoperator auf die Richtung
von K*, o
KFrKY

K2
und den Projektionsoperator auf den dreidimensionalen Unterraum orthogonal
zu K*,

P PEK, = K" (3.240)

KrKv _
= PUE, =0, (3.241)

P =" —
Man kann zeigen, dass gilt
PP =Py, i.j=L, L, P"4P"=", (3.242)
Der obige Satz liefert dann fiir Gl. (3.234)

E2 + wfl y E2 + w% K? y —1/2
K

- I (Eﬁ +wi>3/2 {mz K+ wp — (1 W) +w§>}”2

T2 T2
K
EE + w? —3/2 m2 /N + k? 4+ w? —1/2
= 11 <kT> ( = ) : (3.243)
K

bzw. mit der Energie By y = \/k2 + m2/\ und w? = —k2

3 B2k 1 B2, -k
1n20=—§;1n = —églnT. (3.244)

Dies ist die Zustandssumme fiir ein nichtwechselwirkendes System von drei neutralen
skalaren Bosonen der Masse m sowie einem neutralen skalaren Boson der Masse
m/+v/A. Im Limes A — 0 wird letzteres unendlich schwer und aus dem physikalischen
Anregungsspektrum entfernt. Wir erhalten wieder die Zustandssumme (3.217) fiir das
neutrale Vektorfeld aus dem vorangegangenen Abschnitt.

Man beachte, dass die Faktoren /A aus der Integration iiber IZI’KJ wichtig waren, um
dieses Resultat zu erhalten. Andernfalls hitte der letzte Faktor in Gl. (3.243) die Form
(m? + NK?)/T? — m?/T? (A — 0) angenommen, was zu einem unendlichen, aber tem-
peraturabhéngigen Zusatzterm in Gl. (3.244) gefiihrt hétte.
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3.10 Das elektromagnetische Feld

Die Lagrange—Dichte des elektromagnetischen Feldes lautet
1

Ly= —1 w M (3.245)
mit dem Feldstéirketensor
Fr = 09rAY — 0V A* . (3.246)
Die Bewegungsgleichungen folgen aus den Euler-Lagrange—Gleichungen,
oL oL
e = =2 = M =0, (3.247)

2(0,V,) oV,

Dies sind die inhomogenen Maxwell-Gleichungen (in Abwesenheit von elektrischen La-
dungen). Die kanonisch konjugierten Felder lauten

0Ly
0An
Dies zeigt, dass A° kein unabhiingiger Freiheitsgrad ist. Von den verbleibenden drei Kom-
ponenten von A muss aber eine weitere ebenfalls unphysikalisch sein, denn das elektro-
magnetische Feld hat nur zwei unabhéngige Freiheitsgrade, die den zwei transversalen
Polarisations - oder Spinrichtungen (s = +1) entsprechen. Wie wir wissen, gibt es einen

zusitzlichen Eichfreiheitsgrad, der von der Symmetrie von £ unter Eichtransfor-
mationen (d.h. lokalen U(1)-Transformationen) herriihrt,

I, = Fp.=(0,-E) = (o, A+ VA°> = (0, —1II) . (3.248)

AR(X) — A(X) = A*(X) — O"A(X) . (3.249)

Wir wihlen nun A(X) so, dass
A3(X)=0. (3.250)

Dies ist die sog. axiale Eichung (vgl. Kapitel 5.6.1 der Vorlesung “Quantenfeldtheorie”).
Dies ist méglich, da man fiir gegebenes A3(X) lediglich eine Funktion A(X) finden muss,
die

PAX) = —05A(X) = A*(X)

erfiillt. Dann ist nach Gl. (3.249) A’?(X) = 0. Man kann diese Funktion nach Integration
iiber z explizit angeben,

At,z,y,2) = —/ dz A3(t,x,y,2) + F(t,z,y) .
20

Im Folgenden lassen wir der Einfachheit halber den Strich bei A’# weg, oder mit anderen

Worten, wir nehmen an, dass A" bereits in der axialen Eichung vorliegt.

In der axialen Eichung hat man A3(X) eliminiert und es verbleiben lediglich A*(X) und
A%(X) als unabhiingige Freiheitsgrade, die den beiden transversalen Polarisationsrichtun-
gen des elektromagnetischen Feldes entsprechen. Die dazugehorigen kanonisch konjugier-
ten Felder sind

I, = —II' = —F' = 9;,A° — 9yA; = 9,A°+ A", i=1,2. (3.251)
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3 Nichtwechselwirkende Feldtheorien

Mit Hilfe der Maxwell-Gleichung (3.247) kann man A° und IT; = — E? explizit eliminieren.
Fir v = 0 lautet Gl. (3.247)

0,F''=0,F°=V -E=0. (3.252)

Dies ist das GauBsche Gesetz (in Abwesenheit von elektrischen Ladungen). Wir 16sen nach
033 auf,
83E3 = —81E1 — 82E2 = +81H1 + 821_[2 s

und integrieren iiber z,
B3 (t,z,y,2) = / d2’ [0y (t, 2,5y, 2') + Oulla(t, 2,5, 2)] + Cr(t, z,y) = E* [}, 11y] .

’ (3.253)
Dies legt £ als Funktional der unabhingigen Felder II;,II, fest. Da ferner aufgrund der
axialen Eichung (3.250)

EP=0°A" — 0°A% = —034° — 9y A = —05AY | (3.254)

konnen wir AY durch Integration iiber z aus E°® bestimmen,

At x,y,2) = —/ d2 B*(t,z,y,2) + Calt,z,y)

20

- —/ dz’ {/ d2" [0 Ly (t, 2, y, 2") + Oulla(t, z, y, 2")] + CE(t,x,y)} + Calt,z,y)

20

= —/ dz’/ d2" [0y (t, 2, y, 2") + Oulla(t, x, vy, 2")] — Cr(t,z,y)(z — 20) + Calt, x,y)
20 20
= A" [T}, 10, . (3.255)
Dies legt A° als Funktional von II;, IT, fest. Die Integrationskonstanten sind durch
Es(t7 x,Y, ZO) = CE(t7 x, y) ) Ao(t7 x,Y, ZO) - CA(t7 x, y)

bestimmt. Damit ist die Eichung vollstidndig fixiert. .
Die Hamilton-Dichte lautet mit Iy = 0 und (aufgrund der axialen Eichung) A3 = 0

HO - HMAN—E(]: ZHZAZ—EO

i=1,2 Ai=T1;-8; A0,i=1,2
LS e
i=1,2
- (Z M- B2+ BQ) + ) waA. (8.256)
i=1,2 i=1,2

Da die Hamilton—Dichte im Funktionalintegral unter einem Raum-Zeit-Integral auftritt,
diirfen wir den letzten Term auch partiell integrieren (und den Oberflichenterm ver-
nachléssigen),

Y oA =—A"> oI = A"V - TL+ A’ O3E° = A" 05 E°

i=1,2 i=1,2
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3.10 Das elektromagnetische Feld

wobei im letzten Schritt das GauBsche Gesetz (3.252) verwendet wurde. (In der vollstandig
fixierten Eichung wird das Feld E? mit Hilfe des Gaufischen Gesetzes bestimmt, s. GI.
(3.253), es erfiillt also letzteres per Definition.) Eine weitere partielle Integration liefert
(wiederum unter Vernachlissigung des Oberflichenterms) mit Gl. (3.254)

A" B} = —E*03A° = +EF .
Also erhalten wir fiir die Hamilton—Dichte letztlich
1
Ho =3 (I} + 113 + E5 + B?) . (3.257)

Da IT? + 1132 + E2 = E?, war dieses Resultat auch zu erwarten.
Die groﬁkanomsche Zustandssumme lautet

2y = /HDH DA’ exp /(ZHA’ Ho>]

1=1,2 i=1,2
_ /HDHDA’exp /(ZHA’——{ZH2+E2H1,HQ]+B2}>
1=1,2 i=1,2 1=1,2
(3.258)

Im Grunde genommen handelt es sich hierbei wieder um (verschobene) Gaufi—Integrale,
die analytisch 1sbar sind. Das Problem ist jedoch, dass E® ein (kompliziertes) Funktional
von Iy, Iy ist, s. Gl. (3.253), was die Auswertung erschwert. Wir 16sen dieses Problem,
indem wir ein zusétzliches Funktionalintegral in der Form

1= / DIl 0 [I1; + E*[I1, IL,]] (3.259)

einfithren, mit einer funktionalen Delta-Funktion, die den Wert der neuen Variablen II3
auf —E® setzt. Dies fiihrt (bis auf Vorzeichen, die wir in % absorbieren) zu
} . (3.260)

Zo_se/pn [ A o115 + E?] exp{/
i=1,2

Zwar ist nun der Exponent quadratisch in den Integrationsvariablen, aber das Problem

ist lediglich in das Argument der funktionalen Delta-Funktion verlagert worden, wo im-

mer noch E3[I1, II,] auftaucht. Deshalb schreiben wir diese nun mit Hilfe der bekannten

Relation

ZHAZ H2+B2)

6 [V - TI(X)]
olL5(Y)
um, wobei E® durch Gl. (3.253) gegeben ist, also unter Zugrundelegung des Gauflschen

Gesetzes V - II = 0 berechnet wurde. Die Jacobi—Determinante
6[V-II(X)]
S(Y)

S[I; + E?) = ‘det ‘5[v -11] (3.261)

det det [—030W (X —Y)] (3.262)

79



3 Nichtwechselwirkende Feldtheorien

entspricht der aus der Vorlesung “Quantenfeldtheorie” bekannten Faddeev—Popov—
Determinante und kann formal aus dem Funktionalintegral herausfaktorisiert werden.
Anders als im erzeugenden Funktional fiir n—Punkt—Korrelationsfunktionen in der Quan-
tenfeldtheorie im Vakuum darf man sie aber nicht einfach vernachléssigen. Wie wir noch
sehen werden, liefert sie einen temperaturabhéngigen Beitrag, der wichtig ist, um das
korrekte Resultat fiir die Zustandssumme des elektromagnetischen Feldes zu erhalten.
Wir fiihren desweiteren noch ein Funktionalintegral iiber die Variable A3 ein, die wir
(natiirlich) mit der z—Komponente des Feldes A* identifizieren. Da wir in axialer Eichung
rechnen, setzen wir den Wert von A2 mit Hilfe einer funktionalen Delta-Funktion auf null,

= / DAS[A%] | (3.263)
Mit den Glgen. (3.261), (3.262) und (3.263) lautet die Zustandssumme (3.260) nun
Zy, = % / DIIDA SV - II] det [—056W (X — V)] 6[A%)

xexp{/x [—H-A— % (H2+BQ)]} : (3.264)

wobei wir —II34% = 0 (aufgrund von §[A4%]) zum Exponenten hinzuaddiert haben. Der
letzte Schritt besteht darin, §[V - IT] (mit Hilfe der Vollstindigkeitsrelation der ebenen
Wellen) in ein Funktionalintegral iiber eine Variable A° = iA™ umzuschreiben,

5[V~H]:§R’/DAT exp(z'/XATv.H> E%R”/DAO exp(/XAOV~H> . (3.265)

Die Konstante ®t” absorbieren wir in &% und das Argument im Exponenten schreiben
wir mit partieller Integration (und Vernachlissigung des Oberflichenterms) um. Dann
erhalten wir

Zy = ¢ / DIIDA" det [—036™ (X — V)] §[A”]
1

X exp {/X {—H- (VAO + A) -5+ B2)] } . (3.266)

Wir entkoppeln nun die Integration iiber die kanonisch konjugierten Felder mittels der
Substitution
N=II+VA"+A=11-E, (3.267)

wobei wir wieder das elektrische Feld E = —VA°? — A eingefiihrt haben. Dies ergibt fiir
die Zustandssumme

Zy= S?/DH' exp (—%/XH’Q) /DA“ det [~030W(X —Y)] 5[A?] exp (/X Lo) ,

(3.268)
mit der Lagrange-Dichte des elektromagnetischen Feldes £y = %(E2 - B?).
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In einer beliebigen Eichung,
AP — A = AP —OFA, sodass Fx[A]=0, (3.269)

lautet die Zustandssumme entsprechend

Z :?R/DH’ exp (—%/XH’Q) /DA“det%}[f)]é[FX[A]] exp (/X ﬁo) . (3.270)

wobei zur Berechnung der Funktionaldeterminante das Eichfeld A’#(X) in die Eichbedin-
gung einzusetzen und diese nach dem Parameter A(Y') funktional abzuleiten ist.
Wir fahren nun mit der Berechnung der Zustandssumme (3.268) in axialer Eichung fort.
Dazu betrachten wir zunéchst die Lagrange-Dichte in axialer Eichung,
1 . ,

Lol = 3 [(VAO)2 L 2VAY) - A + A
— (02 A® — 93A%)% — (01 A% — 03 AT )? — (01 A — D,AY)?]
1 . . . .
5 [(VAO)2 120 AN AL 4 2(9,A%) A% 4 (AV)? 4 (A2)?
— (03A%) — (0;A")* — (0, A% — 0, A")?]

1
=—3 [A°AA" + A%90, A" + A' 0o A° + A%0y0, A% + A20p0.A° + A'G5 A" + A5 A?

— AP0;A* — ATG5 AT — AP07 A7 — A0 AT + A'0,0,A% + A20,0,A'] . (3.271)

A3=0

Hier haben wir zum dritten Gleichheitszeichen alle Terme partiell integriert (und die
entsprechenden Oberflachenterme vernachlassigt) und dabei die Terme in den Indizes
symmetrisiert. Gleichung (3.271) 148t sich kompakt in Matrixnotation schreiben,

. A ) 3o0s A
Lol gy = —5 (A AL A | 000y - 8- oo A )L (3212)
3 X S, -y, - J A?

Wir substituieren nun A° = iA™ und entwickeln alle Felder nach Fourier,

AMX SRXAR =1,1,2, (3.273)

1
)=

setzen diese Entwicklung in Gl. (3.272) ein und integrieren iiber das Raum-Zeit-Volumen.
Mit 0y = 0, ergibt dies

/ Lol 43¢
X

. o K’ Wk wo kY A7
= —5= (Ar, AL, A2) | wok® w24+ K2—k2  —kkY Al
K wnkY —k*kY w2 +k? — k2 A2
1« - B(K) -
= —§ZAK- ;2) A g, (3.274)
K
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mit Ag = (A7, AL, A%). Wir erkennen, dass die Nullmoden A, nicht in der Wirkung
(3.274) auftreten. Desweiteren tritt auch A7 fiir k = 0 und beliebiges w, nicht auf. Wir
miissen diese Moden also von der Funktionalintegration ausschliefen. Wir integrieren dann
iiber die nach Gl. (3.66) gelisteten Moden (1), aber fiir A% ohne k = 0, sowie die Moden
(2) — (4), und bezeichnen diese wieder (etwas unprézise) mit “K > 07.

Fiir die Zustandssumme erhalten wir dann mit den iiblichen Rechenschritten (bis auf
irrelevante Konstanten)

2y, = det [-0;0W(X - V)] /HdReAKdImAK exp (“ZAK B(K).A_K>

—1/2
BUE )> . (3.275)

= det[ 836 (X Y)] H (det3X3T

K#0

Im letzten Schritt haben wir das Produkt wieder auf alle Moden mit Ausnahme der
Nullmoden ausgedehnt. Die Determinante von B(K)/T? ist
detsys % = K [(wp +kK* — k) (wp + k> — k) — K2k
— wok” [wnk® (W) + K — ) + wo kK]
+ wok? [—w kKD — wok? (W) + K — k2)]
= K [(wp + K7 = (wp + k) (K* = k2)] — wi(wp + &) (K* — £2)
= (w2 +Kk*)%k2. (3.276)

Die Faddeev—Popov—Determinante kann wie bekannt (s. Vorlesung “Quantenfeldtheorie”)
als Integral iiber GraBmann-wertige Funktionen, die sog. Faddeev—Popov—Geistfelder,
geschrieben werden,

det [-0;0W (X —Y)] = / Dij D exp [ /X 7(X) 950 (X — Y)n(Y)] . (3.277)

Y
vgl. Gl. (3.172). Als GraBmann—wertige Funktionen erfiillen die Faddeev-Popov—Geist-
felder Antivertauschungsrelationen, sind aber periodisch im Intervall [0,1/77], mit

bosonischen Matsubara—Frequenzen w, = 2mnT', d.h. sie gehorchen der Bose—
Einstein—Statistik. Die Fourier—-Entwicklung der Faddeev—Popov—Geistfelder lautet

") = S i, (X = = > i (3.278)

Der Normierungsfaktor ergibt sich aus der Tatsache, dass die Faddeev-Popov—Geistfelder
in axialer Eichung die Dimension [MeV]*/? (wie Dirac-Fermionen) haben (in anderen
Eichungen kann die Dimension u.U. eine andere sein, s. Ubungsaufgabe 3.5). Setzen wir
dies in den Exponenten in Gl. (3.277) ein, so erhalten wir

|06 = Yynr) = [ () oan(x ZnK”“Z (3.279)
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Die Nullmode ist wieder vom Funktionalintegral auszuschliefen. Damit haben wir

/ kZ /
det [-0;0W (X —Y)] = detrcso = R I = (3.280)

Fiir die Zustandssumme erhalten wir damit (bis auf irrelevante Konstanten) das Endre-

sultat 12 .
k* [ (w? +Kk2)2k2] w2+ k2"
Zo=1] = [T =11 = . (3.281)
K#0 K#0

Man beachte, dass die Faddeev—Popov—Determinante den (unphysikalischen) Beitrag ~ k2
zur Determinante der Eichfelder authebt. Fiir den Logarithmus der Zustandssumme haben
wir dann

w? + k? k% — k2
mZy==) Im=m—==3 In—0t. (3.282)
K#0 K#0
Dies ist die Zustandssumme fiir zwei Freiheitsgrade von masselosen skalaren neutralen
Bosonen und damit das erwartete Resultat: Photonen sind masselose Teilchen mit der

Energie Fx = |k| = k und zwei Polarisationsfreiheitsgraden.

Im thermodynamischen Limes kann die Beschrénkung auf K # 0 aufgehoben wer-
den (s. Diskussion in Abschnitt 3.6) und wir erhalten nach Ausfithrung der bosonischen
Matsubara—Summe mit den gewohnten Methoden fiir den Druck eines Photonengases

T &k [k
=—lnzZ=-2] ——|=+Th(l-e*)| . 3.283
Po =y 2o /(zﬂ)g, [2‘1‘ n( € )] ( )
Der Faktor 2 spiegelt die beiden Polarisationsfreiheitsgrade des Photons wider. Der erste
Term unter dem Integral ist wieder die Nullpunktsenergie, die durch Renormierung besei-
tigt werden muss. Der zweite Term, d.h. der thermische Anteil, 148t sich exakt auswerten.
Eine partielle Integration liefert

dsk . T4 00
_ el k)TN 9 & 2 oz
Por = ZT/ 2n)? In(1—e™")=-2 =y dra® In(l —e™™)
T4 o0 .CE3 7T2T4
= 2— d =2 284
672 J, e 1 90 (3:284)

wobei wir im letzten Schritt Gl. (3.411.1) aus Ref. [7] benutzt haben, sowie I'(4)((4) =
317 /90.

Ubungsaufgabe 3.5: Berechne die Zustandssumme des Photonengases in Lorenz—Ei-
chung, Fx[A] = 0x - A(X) =0.
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4 Storungstheorie

In diesem Kapitel beschéiftigen wir uns mit der storungstheoretischen Berechnung der
Zustandssumme, d.h. mit der Entwicklung nach Potenzen der Kopplungskonstan-
ten. Wie in der Quantenfeldtheorie im Vakuum gibt es eine Darstellung der einzelnen
Beitrdge in Form von Feynman—Diagrammen. Wir geben die Feynman—-Diagramme,
die die Beitrage zur Zustandssumme in fiihrender Ordnung in der Kopplungskonstan-
ten reprisentieren, fiir die ¢* Theorie, die Yukawa-Theorie, die QED und die QCD an.
Wir stellen die Feynman—Regeln der Statistischen Feldtheorie fiir die Berechnung
der einzelnen Diagramme auf. Konkret berechnen wir die Diagramme fiithrender Ord-
nung fiir die ¢* Theorie und die QED. Im Zuge der Berechnungen fithren wir wichtige
Konzepte ein, die helfen, Rechenschritte systematisch zu organisieren und zu vereinfa-
chen: Spektralfunktionen, die sog. gemischte Darstellung des Propagators und
die Projektordarstellung des fermionischen Propagators.

4.1 Entwicklung in Potenzen der Kopplungskonstanten

Fiir jede beliebige Feldtheorie kénnen wir die Lagrange—Dichte in einen freien und einen
wechselwirkenden Anteil aufspalten,

L="Lo+ Ly, (4.1)

wobei der freie Anteil fiir bosonische Felder alle quadratischen und fiir fermionische Felder
alle bilinearen Terme enthélt und der wechselwirkende Anteil alle iibrigen Terme (die
gerade die Wechselwirkung der Felder untereinander charakterisieren) zusammenfasst.

Beispiele:
(1) ¢* Theorie: Ly = %(auqsa“gb—m%?) :
Lr = =o', (4.2)
(2) Yukawa-Theorie: Ly = @b(i@—M)@M—%(@qu@“gb—mgng) :
Lr = g (4.3)
(3) QED: Lo = D0~ M)w— 3 (A —0,4,) A"
L; = epAlya) . (4.4)

Hier haben wir den Feldstirketensor (3.246) eingesetzt, sowie seine Antisymmetrie
ausgenutzt, um die Lagrange—Dichte (3.245) des elektromagnetischen Feldes explizit
durch das Eichfeld A* auszudriicken und zu vereinfachen.
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Nf Nc Ng*l
—r 1
(4) QCD: Lo = > Y 0l Gp—My)w! - 5 Y (0.4 - 0,A%) 0" AL
f=1 i=1 a=1

Ny N, N2-1
L= gy > > HAUT) ]

f=1ij=1 a=1
N2-1 92 2—
= 9D SaeAAOA — T N fuefuc ALAALA L (45)

a,b,c=1 a,b,c,d,e=1

Hier haben wir die nicht-Abelschen Wechselwirkungsterme aus der Yang—Mills—
Lagrange—Dichte (vgl. Gl. (5.293) der Vorlesung “Quantenfeldtheorie”) vom freien
Anteil separiert und in die Wechselwirkungs—Lagrange—Dichte inkorporiert, sowie
alle Flavor— (f) und Farbindizes (i, j fiir fundamentale, a, b, c,d, e fiir adjungierte
Farben) explizit ausgeschrieben.

Fiir alle Theorien kann man die groflkanonische Zustandssumme in die folgende Form
bringen

Z= %R/Dd) el (4.6)

wobei wir bereits iiber die bosonischen kanonisch konjugierten Felder integriert und das
Ergebnis in der Normierungskonstanten % absorbiert haben (die damit neben der Volu-
menabhéngigkeit, s. Gl. (3.39), auch noch eine Temperaturabhingigkeit bekommt, vgl.
Gl. (3.67)). Hier steht D¢ generisch fiir die Funktionalintegration iiber alle Felder der
jeweiligen Theorie und

Sl = Sol¢] + Sil¢],
Sl¢l = /£¢, 0.9) , Sol¢ /qubauqb Si[o /EI ¢,0,0) . (4.7)

Im Falle von erhaltenen Ladungen muss man noch einen Term puN in £, inkorporieren,
sowie bei geladenen skalaren Bosonen den Massenterm modifizieren, s. Gl. (3.103).
Wir schreiben nun

eS19) = (Slsl+Sil6] _ (SldleSile — pSld] 3 L sie)n (4.8)
o n!

und setzen dies in Gl. (4.6) ein. Unter der Annahme, dass das Funktionalintegral absolut
und gleichméfig konvergiert, darf man die Exponentialreihe mit der Funktionalintegration
vertauschen und erhélt

ZOZ LR [Dg (Si[¢])" eSol?)

0

Z = /D¢SI

zoz (Sl (1.9

n=0
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4.1 Entwicklung in Potenzen der Kopplungskonstanten

wobei wir den Erwartungswert, bzw. den statistischen Mittelwert eines Funktionals
der Felder dhnlich wie in Gl (3.116) definiert haben,

R [ D Flg]eSl R [DyFlgleldl [ Dy Flg] Sl

(Flo])o = Z = TR [DocSE = [DpesA (4.10)

Wir definieren den Wechselwirkungsanteil der groflkanonischen Zustandssumme als

| = ini , (4.11)

so dass
Z2=20Z = InZ = IHZO +In Z; s (412)

woraus man ersieht, dass die Wechselwirkungsanteile additive Korrekturen zum Loga-
rithmus der Zustandssumme darstellen.

Bemerkungen:

(i) In Z; ist eine Potenzreihe in der Wechselwirkung. Dies ist offensichtlich, denn
unter Benutzung der Potenzreihenentwicklung des Logarithmus,

n(l+ z) Z -

m=1

m

sowie Gl. (4.11) haben wir

hz - ( zl! ):—Z(‘ﬂ?m (Z%«sﬂ@)%)
"
3

= (Sile])y + 5 ((Sile])*), — = (Stlelg + - .- - (4.13)

2
(ii) In Z; ist eine Potenzreihe in der Kopplungskonstante. Dies folgt unmittelbar

aus (i), da S;[¢] proportional zur Kopplungskonstanten (oder Potenzen der Kopp-
lungskonstanten, s. Gl. (4.5)) ist. Beispielsweise haben wir fiir die ¢*~Theorie

6] = —A /X H(X) (4.14)

und damit

2= A [ (@00)+ 5 [ 00600), — (6'00), (610),] +

(4.15)

(iii) Z; — 1 ist die Summe aller Vakuumdiagramme, d.h. Diagramme ohne duflere
Beine. Dies ist weniger offensichtlich. In der Quantenfeldtheorie im Vakuum spielen
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4 Stoérungstheorie

solche Diagramme keine Rolle, da sie durch die Normierung des erzeugenden Funk-
tionals fiir N—Punkt—Korrelationsfunktionen eliminiert werden. In der Statistischen
Feldtheorie sind sie dagegen von essentieller Bedeutung.

Zum Beweis definieren wir zunéchst die groSkanonische Zustandssumme in Anwe-
senheit einer dufleren Quelle J(X),

Z[J] =R / Do eXp{So[gb] + /X J(X)(;S(X)} . (4.16)

Offensichtlich gilt

Z[0] = 2y, (4.17)
d.h. in Abwesenheit duferer Quellen ist das Funktional (4.16) identisch mit der
gewoOhnlichen groflkanonischen Zustandssumme des nichtwechselwirkenden Systems.

Den statistischen Mittelwert des nichtwechselwirkenden Systems in Anwesenheit
duBerer Quellen definieren wir analog zu Gl. (4.10),

(Pl = 5 ® [ Do e {sial+ [ a0 ] )

Damit 148t sich der Wechselwirkungsanteil der grokanonischen Zustandssumme in
Anwesenheit duflerer Quellen definieren,

B =3 (6D e (4.19)
Wiederum gilt
Z/0)=Z;. (4.20)
Weil
o) exp{silol + [ a1} = s e {silel + [ amem
(4.21)

konnen wir schreiben

((Stlé)")os = %

Damit folgt

(4.23)
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Dieser Ausdruck ist, mit Ausnahme der Normierung, formal dquivalent zum er-
zeugenden Funktional fiir die IN—Punkt—Korrelationsfunktionen in der
Quantenfeldtheorie im Vakuum, vgl. Gl. (6.11) der Vorlesung “Quantenfeldtheorie”
(die Normierung ist nicht identisch, da Z;[0] = Z; # 1).

Betrachten wir als Beispiel wieder die ¢*~Theorie. Dann kénnen wir sofort Gl. (6.24)
aus der Vorlesung “Quantenfeldtheorie” verwenden (man beachte, dass wir hier den
dort auftretenden Faktor 1/4! in der Definition von A absorbiert haben),

Z[)] = ZLM[1+3QQ w6 (D« :>-<+ O(/\Q)}ZO[J]
G O FT G X+ 0\ (4.24)

da sich der Nenner gegen den letzten Faktor im Zahler weghebt. Setzen wir nun
noch die Quellen (die durch die Kreise mit Kreuz symbolisiert werden) gleich null,

erhalten wir
Zi=Z00=1 + 3 Q@ + O(N). (4.25)

Offenbar besteht Z; — 1 nur aus Vakuumdiagrammen (da die dufieren Quellen in der
Entwicklung von Z;[J] gleich null gesetzt werden), was die Behauptung beweist.

In Z; ist die Summe aller verbundenen Vakuumdiagramme. In der Quanten-
feldtheorie im Vakuum erzeugt W|[J] = —iln Z[J] alle verbundenen N-Punkt—
Korrelationsfunktionen, s. Abschnitt 6.2 der Vorlesung “Quantenfeldtheorie”. Man
macht sich nun mit analogen Argumenten wie dort klar, dass In Z;[.J] alle verbunde-
nen Diagramme inklusive dulerer Quellen erzeugt und dementsprechend In Z;[0] =
In Z; alle verbundenen Vakuumdiagramme.

Fiir die ¢*Theorie erhalten wir dann beispielsweise in fithrender Ordnung in A

mz = 3( ¥ )+ on, (4.26)

wobei wir Gl. (4.25) und die Reihenentwicklung des Logarithmus benutzt haben.

4.2 ¢*~Theorie

In diesem Abschnitt berechnen wir die Korrektur in fithrender Ordnung in A fiir den Wech-
selwirkungsanteil In Z; der Zustandssumme in der ¢*-Theorie. Unser Ausgangspunkt ist
Gl. (4.15), aus der wir den O(\)-Term ablesen,

InZ; = —)\/X (P"(X)), +O(N?) . (4.27)

Nach Definition ist

/X ((X)), = /X Zio / D ¢H(X) €50 (4.28)
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4 Stoérungstheorie

Wir benutzen die Fourier-Entwicklung (3.56) und erhalten

4 1 —iy KX fDQBK e%ol?) QEKl(/BKﬂ;Ka&&
/X <¢ (X>>O Ve K1;K4 /X ‘ f’DéK eSold] ' (4:29)

Hier haben wir das Integrationsmaf
Do = dgo | [ dRedx dImey (4.30)
K>0
definiert, vgl. Gl. (3.67), und die Fourier-Darstellung der Wirkung,

Sold] = —% Z DO_T—(QK) drd_x . (4.31)

benutzt, vgl. Gl. (3.63), mit dem inversen thermischen Propagator (3.64). Weil die Funk-
tionalintegration gaufisch ist, miissen die Impulse K; paarweise (entgegengesetzt) gleich
sein, ansonsten verschwindet der Ausdruck in Gl. (4.29),

(Kl = _K2 und K3 = —K4)
oder (Kl = —Kg und K2 = —K4)
oder (Ki=-K; und K;=-Kj) . (4.32)

Mit Gl. (3.57) erhalten wir dann

4 ) 1
0 -
/ <¢ 0 T2v2 T ZK Zle K;,0 f D¢K eSol¢]

1,... s

/ Dy >l 5%) K25(4) ki, PO K1Q~5K3Q~5—K3+5§?1),—K35§2,—K4 O, O, 1y O K,

+ 851 ke, Oer iy D1 -k chgczg—Kg}

— Z f D¢K eSol9] QBchl;—Klﬁf;Kﬂ;—Kz
T2v2 [ Doy c50ld) !

(4.33)

wobei wir zum letzten Schritt die drei Terme in eckigen Klammern durch Umbenennung
der Summationsindizes als identisch erkannt haben. Die Delta-Funktionen in den eckigen
Klammern sorgen dafiir, dass die erste Delta-Funktion gleich eins wird und dass zwei der
vier Summen verschwinden. Die Exponentialfunktion

S = oxp [_%;D_l( Y K] He { 1( Dy (K) 5 5 }
— exp [-%DO;(O) ~§] I1 exp{—% [(Reé;{)Q + (Im&K)Q] }(4.34)

90



4.2 ¢*~Theorie

faktorisiert und kann auf die einzelnen Integrationen im Integrationsmass (4.30) verteilt
werden,

N ~ —1 ~ ~ —1 ~
DQ;K eSoldl  — dgg exp {_% DOTQ(O) ﬁbg} H dRepk exp [_ DOT(QK) <R6¢K> 2}
K>0

H dIm¢x exp l—DO_I(QK) (Iqu;K)Q} : (4.35)

T
K>0

X

Man erkennt dann, dass mit Ausnahme der Integrale iiber die Moden mit Impulsen K, K>
sich alle anderen Integrale in Gl. (4.33) im Zdhler und Nenner gegenseitig wegheben. Des-
weiteren faktorisieren die Integrale iiber diese beiden Moden. Wir betrachten im Folgenden
einen dieser beiden Faktoren, z.B. den fiir K.

(i) Falls Ky =0, so gilt

S5, ddo 68 exp |1 22 37
1Dy

[ ddy exp [__ 2,10 %] = T2Dy(0) , (4.36)

wobei wir die Glgen. (3.321.3) und (3.461.2) aus Ref. [7] fiir die GauBi-Integrale im
Nenner und Zéhler benutzt haben.

(ii) Falls K3 # 0, so gilt wegen Gl. (3.66), dass
éKlé,Kl = (RedsKl —H’IméKl) (Re(gK1 — iImé;ﬁ) = (Req;Kl)Q + (Im@ﬁ)Q )

Mit den Abkiirzungen x = Re¢ K Y = Im¢ k, erhalten wir dann fiir den betreffenden

Faktor
J7o dady (22 +y?) exp [—%@2 + 3/2)] B Jo~ drr® exp [—J—Di;(Kl)rQ}
JZo dxdy exp [ ﬂ(f’?2 +y )} JS drrexp [ Dy (K1) (Kl)ﬂ]
= T°Dy(K), (4.37)

wobei wir im ersten Schritt die Radialvariable r = /22 4+ y? eingefiihrt und im
letzten Schritt Gl. (3.461.3) aus Ref. [7] benutzt haben.

In beiden Féllen (i) und (ii) erhalten wir also dasselbe Resultat. Entsprechendes gilt fiir
den Faktor mit dem Impuls K. Eingesetzt in Gl. (4.33) ergibt sich

3V \%4 T T
/X (0'(X)), = TE T K;Q T*Dy (K1) T*Do(K») = 3 ; 7 Do) ;2 7 Do(£2)

T 2
v ; DO(K)] . (4.38)
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4 Stoérungstheorie

Eingesetzt in Gl. (4.27) erhalten wir dann fiir den Logarithmus des Wechselwirkungsanteils
der Zustandssumme

In Z; = =3\ ; T2+ 0\, (4.39)

mit dem Kaulquappen-Diagramm

T == Z Do(K . (4.40)

Hierbei wurde 7T so definiert, dass der Vertexfaktor —\ nicht zum Diagramm gehort.
Damit ist Gl. (4.39) konsistent mit Gl. (4.26), denn das Quadrat von zwei Kaulquappen-
Diagrammen ergibt gerade das Doppelblasen—Diagramm.

Mit Hilfe von GI. (3.82) kann das Kaulquappen-Diagramm sofort ausgewertet werden,
es ist in der Funktion f(kg) lediglich z durch Ey /T, sowie der Faktor 7" im Zahler durch
1 zu ersetzen, vgl. GL. (3.64),

k1 1
— ] . 4.41
T = / 27T3Ek( +6Ek/T_1) ( )

Der erste Term unter dem Integral stellt den Vakuumbeitrag dar. Er divergiert und
muss mit Hilfe von Regularisierung und Renormierung behandelt werden. Man kann sich
davon iiberzeugen, dass er identisch mit der in der Vorlesung “Quantenfeldtheorie” be-
reits behandelten Ein-Schleifen-Korrektur zur nackten Masse ist. Der zweite Term re-
prasentiert den thermischen Beitrag, der durch die Wechselwirkung mit Teilchen im
Wirmebad erzeugt wird,

&’k 1 1
Tr= / (27)% By eB/T —1° (4.42)

Im Allgemeinen gibt es keinen geschlossenen analytischen Ausdruck fiir das Integral, le-
diglich fiir m = 0 (so dass Ex = k) kann man letzteres exakt angeben,

1 1 ™ [° g T T 72 T2
I T — d - e =T =
Tr 27r2/ ke eb/T 1 27r2/0 i i R NS A TR

(4.43)

wobei wir Gl. (3.411.1) aus Ref. [7] benutzt haben. Damit wird der thermische Wechsel-
wirkungsbeitrag zum Druck

T2
12

T
P = v IDZLT = —3/\7'1? + O(/\2) = —3)\ (

A

) + O\ = ——

5 T+ O(\?) . (4.44)

Der Druck eines wechselwirkungsfreien Bose—Gases (mit einem Freiheitsgrad) ist geméfl
Gl (3.284)

Po = % T4 (4.45)
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4.3 Spektraldichte

so dass der thermische Anteil des Gesamtdruck der masselosen ¢*-Theorie in erster Ord-
nung in A die folgende Form annimmt,

— o+ _W_QT4_1T4+O(A2)— ™ _A T+ 0(\?) (4.46)
P="DoTPLr =14, 18 “\oo & ' :

Offenbar wird der Druck aufgrund der Wechselwirkung reduziert (da A > 0, um ein nach
unten beschrinktes Potential zu gewéhrleisten).

Die Berechnung des Kaulquappen-Diagramms war mit den bisher diskutierten Metho-
den problemlos moglich. Aber bei komplizierteren Schleifen-Diagrammen bietet es sich
an, methodische Werkzeuge zu benutzen, die helfen, die Rechnungen systematischer und
transparenter zu gestalten. Dies sind die Spektraldichte und die gemischte Darstel-
lung des Propagators, die wir in den folgenden beiden Abschnitten besprechen werden.

4.3 Spektraldichte

Wir erinnern uns zunéchst an die Cauchysche Integralformel aus der Funktionentheo-
rie.

Satz: Sei G C C ein einfach zusammenhéngendes Gebiet in der komplexen Zahlenebene
und A(z) eine Funktion, die analytisch in G ist. Dann gilt Vz € G

1 A2

Az) = = ?f az 2 (4.47)
21 Je 2 —z

wobei C C G eine geschlossene Kurve ist, die den Punkt z umschlief3t.

Wir nehmen nun an, dass A(z) lediglich Singularitdten auf der reellen Achse hat, also fiir
z € R, und dass lim|;| o A(z) =0, also dass die Funktion im Unendlichen verschwindet.
Dann gilt Vz € C mit |Imz| > n > 0:

Az) = /Oo do 2w Fi) = Alw=in) (4.48)

271 w—z

—00

Beweis: Wir benutzen die Cauchysche Integralformel (4.47) fiir die in Abb. 4.1 gezeigte
Kontur. Der Beitrag des Kreises im Unendlichen zur Kontur ist null, da die Funktion A(z)
nach Voraussetzung dort verschwindet (fiir das Verschwinden des Beitrags des Kreises ist
ein beliebig schwaches Abklingen im Unendlichen, A(z) ~ 2=%, o > 0, ausreichend). Also

haben wir N ,
1 oo+ Al 1 co—1in A2
A(z) —/ dz'ﬁ —/ dz’ﬁ , (4.49)

~ 2mi cotin Z—z  2mi co—in Z—z
wobei das Vorzeichen vor dem zweiten Integral aufgrund der Richtungsumkehr der Inte-
grationskontur zustandekommt. Auf der Kontur im ersten Integral gilt 2’ = w + in, auf
der Kontur im zweiten Integral 2’ = w—1in, jeweils mit w € R. Wir substituieren in beiden

Integralen die neue Integrationsvariable w und erhalten

A(z)—i/_mdww—i/_wdww. (4.50)

Comi ) w—z+in 2m ) o  w—z—in
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4 Stoérungstheorie

Abbildung 4.1: Kontur C fiir den Beweis von Gl. (4.48) in der komplexen z'~Ebene.

Weil aber nach Voraussetzung |[Imz| > 7, haben die Integranden keinen Pol auf der
Integrationskontur, den man mit der +in—Vorschrift umgehen miisste. Wir diirfen daher
in beiden Nennern 1 = 0 setzen. Fassen wir die beiden Integrale zusammen, folgt GI.

(4.48), q.e.d..
Falls die Funktion A(w) € R fiir w € R, gilt
Aw+in) — Alw —in) = A(w+in) — A" (w +in) = 2i Im A(w +in) . (4.51)

Wir definieren die Spektraldichte als
pw) =2ImA(w +1in) . (4.52)

Sie ist per Definition reellwertig. Damit erhalten wir aus Gl. (4.48) die Spektraldar-
stellung der Funktion A(z),

Alz) = — /_ RO (4.53)

27 w—=z

giiltig V 2z mit [Imz| > n > 0. Insbesondere gilt dann fiir z = ky + i, § > 7,

1 ()

D/ w—k:o Z/ 6(w — ko)
_ p/ p(ko) | (4.54)

wobel wir die Dirac—Identitat

l
2

1
T — 10

=D i + i §(x) (4.55)
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angewendet haben und P fiir den Hauptwert steht. Da das Hauptwert-Integral in GI.
(4.54) reellwertig ist, erhalten wir ImA (kg + i9) = p(ko)/2, was mit der Definition (4.52)
der Spektraldichte iibereinstimmt.

Nun betrachten wir die analytische Fortsetzung des freien thermischen Propagator,

1
Do(K) = o

s. GL. (3.64), in die komplexe ko—Ebene, d.h. wir lassen nicht nur die Werte ky = —iw,
zu, sondern betrachten ky, als komplexe Variable. Die Pole des Propagators liegen
bei kg = £Fx € R, d.h. Dy(K) ist analytisch ¥ ko mit [Imke| > 0. Desweiteren ist
lim -0 Po(K) = 0. Daher sind alle Voraussetzungen zur Anwendung von Gl. (4.53)
gegeben. Es gilt also insbesondere fiir kg = —iw,, n € Z \ 0,

1 [ k
Dolko = —iwn, k) = g/ dw 20K (4.56)

w + 1wy

Hier musste die Nullmode n = 0 ausgeschlossen werden, da fiir sie ky = 0 auf der reellen
Achse liegt und daher nicht die Voraussetzungen fiir Gl. (4.53) erfiillt.

Im Integranden von Gl. (4.56) tritt nun die Spektraldichte des freien thermischen
Propagators po(w, k) auf. Diese konnen wir aus der Definition (4.52) direkt berechnen,

1
k) = 2ImD n, k) =21
p0<w7 ) m O(W +an, ) m |:E12< _ (U) + 277)2:|

2 1 1
= I
2Fy m[Ek—W—iU+Ek+w+i77]

1 1 1 . )

- E—kIm [pEk—w +pEk+w +imd(Ex —w) —im6(Ex + w)

= L 5w - B) — 6w+ By | (4.57)
E

wobei wir zur dritten Zeile wieder die Dirac-Identitét (4.55) benutzt haben. Die erste
Delta-Funktion entspricht dem Beitrag der Teilchen mit positiver Energie w = + Fj, die
zweite dem Beitrag der Antiteilchen mit negativer Energie w = —FEy. Da die Teilchen
nicht wechselwirken, konnen sie nicht zerfallen. Typischerweise ist die Halbwertsbreite
oder Zerfallsbreite der Spektraldichte invers proportional zur Halbwertszeit fiir den Zer-
fall eines Teilchens. Eine Delta-Funktion ist unendlich schmal, daher leben die Teilchen
unendlich lang, sie sind stabile Zustinde des Systems. Es gibt lediglich einen delta-
funktionsartigen Beitrag “auf der Massenschale” w = +Fy, = £vk? +m?2, s. Abb. 4.2.
Dies wiirde sich &ndern, wenn wir die Spektraldichte fiir den Propagator in einem wechsel-
wirkenden System betrachten. Die Wechselwirkung ermoglicht einerseits Zerfille, welche
die Delta-Funktion “ausschmieren”, andererseits aber auch Streuprozesse mit Teilchen
im Warmebad, die ebenfalls zu einer Verbreiterung der Spektraldichte fithren.
Man beachte dass die Spektraldichte eine ungerade Funktion der Energie w ist,

po(—w, k) = —po(w, k) . (4.58)
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p(w)

Y
e

+Ek

Abbildung 4.2: Die Spektraldichte (4.57) fiir nichtwechselwirkende Teilchen (rot) und eine
mogliche Spektraldichte fiir ein wechselwirkendes System (griin).

4.4 Propagator in gemischter Darstellung

Wir definieren die gemischte Darstellung des Propagators als Fourier-Transformierte
des thermischen Propagators beziiglich der Matsubara—Frequenzen,

1/T ‘ B
Dolky = —iwn, K) = / dr e~ Dy(r, K) . (4.59)
0

Die inverse Fourier—Transformation, aus der man den Propagator in gemischter Darstel-
lung berechnen kann, lautet dann

o(1, k) = TZ e“n" Dy(ky = —iwy, K)

dw uunT
= — k T 4.60
/_ ol Z g (4.60)

wobei wir im letzten Schritt den thermischen Propagator in seiner Spektraldarstellung
(4.56) eingesetzt haben.

Die Matsubara—Summe lafit sich mit Hilfe von Gl. (3.81) leicht auswerten. Wir wéhlen
jetzt

e—kor

(4.61)

f(ko) =

w—ka’
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und erhalten
—k:()T 100 —k‘()T kot
e 1 1/ e e
T = — dkg =
;w—ko 211 oo OQ(W—/C0+W+]€0)

1 10040 67k0T ekoT 1

— dk
* 270 ) _iooss 0 (w—k’o +w—|—k0) eko/T — 1

1 100 6*’907' 1 10040 e*ko‘r eko‘r 1
- [ W L
2m0 ) ioo Ow_ko i 2mi —i00+4 ’ (w_k(] +w+k‘o) eko/T — 17

(4.62)

wobei wir den zweiten Term im ersten Integral durch die Substitution ky — —ky in den
ersten iiberfithren konnten. Wir schliefen nun beide Integrale wie in Abb. 3.4 gezeigt mit
einem Halbkreis im Unendlichen rechts von der imaginédren Achse. Solange 7 € (0,1/7)
ist dies erlaubt, da der Beitrag des Halbkreises verschwindet,

efk:o'r 1 e*koT 1 ek(}’T 1
T =— ¢dky |—— (1 4.63
En:w—k;o 2mi Jo 0[@0—]{:0( +6k0/T—1)+w+koek0/T—1 ’ (4.63)
mit der in Abb. 3.4 gezeigten Kontur C. Der erste Term hat einen Pol bei ky = w. Er liegt
innerhalb der Kontur, falls w > 0 ist. Der zweite Term hat einen Pol bei kg = —w. Er liegt
innerhalb der Kontur, falls w < 0 ist. Mit Hilfe des Residuensatzes berechnen wir dann
e_kOT —wT 1 —WwT 1
T;w_ko = (9(0))6 (1+€w/T—_1) —9(—0.1)6 e_w/T—l
— 6 —WwT 1 1 9 —WwT 1
= (W) (& + m + (—CL)> e 1_6——w/T
—wT 1
wobei wir im letzten Schritt
1 e’ e" —1+4+1 1
l—e?® e*—1 et —1 +ex—1 (4.65)

und f(w) + 0(—w) = 1 benutzt haben.
Setzen wir Gl. (4.64) in Gl. (4.60) ein, so erhalten wir fiir den gemischten Propagator

Dy(7,k) = /_OO g—:po(w,k) e [1+npw) , (4.66)
mit der Bose—Einstein—Verteilungsfunktion
n(w) = ﬁ | (4.67)
Setzen wir nun Gl. (4.57) fiir die Spektraldichte ein, so ergibt sich
Do(r) = g {e 5 14 na(B)] - ¢ [1+ nn(~ )]}
_ ﬁ BT 14 np(B)] + P np (B} | (4.68)
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wobei wir im letzten Schritt Gl. (4.65) (fiir x = —Ey/T) benutzt haben.
Das Kaulquappen-Diagramm (4.40) 148t sich sehr kompakt mit Hilfe des gemischten
Propagators schreiben. Aufgrund von Gl. (4.60) haben wir ndmlich

T = %;DO(K) = / (‘;WI; T;DO(K) — / (gwl;g Do(0,k) . (4.69)

Mit Gl. (4.68) fiir 7 = 0 ergibt dies gerade wieder Gl. (4.41).

4.5 Feynman—Regeln fiir die ¢*-~Theorie

In diesem Abschnitt geben wir die Feynman—Regeln der Statistischen Feldtheorie
fiir die ¢*Theorie im Impulsraum zur Bestimmung von In Z; an:

(i) In n—ter Ordnung in Stérungstheorie, zeichne alle topologisch indquivalenten ver-
bundenen Vakuumdiagramme mit n Vertizes.

(ii) Bestimme die kombinatorischen Faktoren fiir jedes Diagramm. Beriicksichtige in n—
ter Ordnung einen zusétzlichen Faktor 1/n! (dieser ergibt sich aus der Entwicklung
der Exponentialfunktion, s. Gl. (4.13)).

(iii) Fiir jeden Vertex gibt es einen Faktor —\ sowie eine energie- und impulserhaltende

Delta-Funktion v .
T 5%;,& = (2m)*6®) (ks — k) T Ongm; » (4.70)

wobei K; die Summe der in den Vertex einlaufenden und K; die Summe der aus
dem Vertex auslaufenden 4-Impulse sind.

(iv) Jede interne Linie eines Diagramms repriisentiert einen thermischen Propagator
1 1 1

Doll) = g TE -k E2tu?

(v) Es wird iiber alle internen Impulse summiert,

T d’k
ngT;/W.

Beispiele:
(1) Erste Ordnung in A:
2z = (S)), - (4.71)
(i) Erste Ordnung bedeutet, dass es einen Vertex gibt:
K K
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4.5 Feynman-Regeln fiir die ¢*—Theorie

Hier haben wir alle Impulse als einlaufend genommen. Das einzige Vakuumdia-
gramm, das wir zeichnen konnen, ist dasjenige, bei dem alle Linien des Vertex
in sich selbst geschlossen sind. Hierfiir gibt es drei Moglichkeiten:

- —

\
/ \ K =K
K] K2=—I<] /
K3 K4=—I<3 \
\ ! K; = -K K4_— Ks=-k , K=-K

-

~ - P —

Alle drei Moglichkeiten sind topologisch dquivalent, deshalb gibt es nur ein
Diagramm, das Doppelblasen-Diagramm aus Gl. (4.26):

3 (O

(ii) Den kombinatorischen Faktor haben wir bereits im vorangegangenen Schritt (i)
ermittelt. Er ergibt sich aus den drei Moglichkeiten, die vier Beine des Vertex
miteinander zu verbinden.

(iii,iv,v) Den Ausdruck, den wir mit Hilfe der Feynman-Regeln (iii), (iv) und (v) ermit-
teln, ist (z.B. fiir das zweite oben gezeigte Diagramm)

O (iv) ) (iv) (i)

~ =~ /7:/\\ —N— /7:/\\ —N— % % ~

4
3( % ) = 8 D0 Do) © Y DolKa) (~N) 7 0k ey
K1 K2
2
VT
= 3 VZDO(K)] : (4.72)
K

was mit Gl. (4.39) iibereinstimmt.

(2) Zweite Ordnung in A:

D= 2[S9y~ (5] (.73

(i) Nun gibt es zwei Vertizes:

Es gibt drei topologisch indquivalente Diagramme:
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4 Stoérungstheorie

100

(a) Man verbindet alle Beine eines Vertex untereinander. Dies ergibt zwei un-
verbundene Diagramme erster Ordnung;:

SORICE

Dieses Diagramm gehért zu (S7),,, aber nicht zu In Z;, da es aus zwel unver-
bundenen Teilen besteht. Es ist offenbar identisch mit (S7)a. In Gl. (4.73)
wird dieses Diagramm gerade durch die Subtraktion von (S;), eliminiert.

(b) Man verbindet zwei Beine eines Vertex mit zwei Beinen des anderen Vertex
und die anderen beiden Beine an jedem Vertex untereinander:

- =
-z ~
~ ~
/ N\
1 \
\ I
\ /
N _ 7
~ Ve
S _ -

(c) Alle vier Beine eines Vertex werden mit den vier Beinen des anderen Vertex
verbunden:

- ~
- ~
// S
, AN
- - = \
- ~
-
\ S - 4
N [ — ,
7
\\ P
< -
~ -~

P
S~ _ -

(ii) Der kombinatorische Faktor fiir das Diagramm in (b), welches aus drei Blasen
besteht, ermittelt sich wie folgt. Es gibt

4\ 4l _24_6
2 ) 2021 4

Moéglichkeiten, zwei beliebige Beine von vier an einem Vertex auszuwéhlen. Ge-
nausoviele Moglichkeiten gibt es, zwei beliebige Beine an dem anderen Vertex
auszuwahlen. Fiir das erste so ausgewihlte Bein am ersten Vertex gibt es zwei
Moglichkeiten, sich mit einem Bein am zweiten Vertex zu verbinden. Fiir das
zweite Bein gibt es dann nur noch eine Moglichkeit:



(iii,iv,v)

4.5 Feynman-Regeln fiir die ¢*—Theorie

Beriicksichtigen wir noch den Faktor 1/2, der in zweiter Ordnung auftritt,
erhalten wir also insgesamt fiir den kombinatorischen Faktor des Diagramms

(b):

! 6-6-2=236
5 =36 .

Fiir das Diagramm (c) gibt es vier Moglichkeiten, das erste Bein des ersten Ver-
tex mit einem des zweiten Vertex zu verbinden. Dann gibt es drei Moglichkeiten,
das zweite Bein des ersten Vertex mit einem der drei verbleibenden Beine des
zweiten Vertex zu verbinden. Schlieflich bleiben noch zwei Moglichkeiten, das
dritte Bein mit einem der zwei verbleibenden Beine des zweiten Vertex zu ver-
binden. Das vierte Bein des ersten Vertex muss dann mit dem letzten freien
Bein des zweiten verbunden werden. Insgesamt erhalten wir als kombinatori-
schen Faktor des Diagramms (c):

1
--4.3-2=12.
2

Den Ausdruck, den wir mit Hilfe der Feynman—Regeln (iii), (iv) und (v) ermit-
teln, ist

(iif)

A

Vv V
9 (4) )
X (=A) T Oy 1 Kot K K T Oy + Kot s s

Y
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4 Stoérungstheorie

(i7) v) (iv) v) (iv) v) (iv) v) (iv)

+ 12 VZ Do(K1) VZ Do(K>) VZ Do(K3) VZ Do(K4)
K1 K2 K3 K4
(iii)
Vo Vo )
X (_A)zf Oy Kot K+ K10 T 00,1+ Ko+ Ka+ Ky
2
VT T
= 360 = |= ) Do(K)| =Y Do(Q)Do(—
= V; o(K) V%j 0(Q) Do(~Q)
vV (T’
+ 12/\2T (V) > Dy(K)Do(P)Do(Q) Do(—K — P — Q). (4.74)
K,P,Q
Hier haben wir im ersten Term K7 bzw. K, in K umbenannt und Ky = — K3 =

Q@ gesetzt. Im zweiten Term haben wir K1 = K, Ky = Q und K3 = P gesetzt,
Ky=—-K — P — () folgt dann aus der Energie-Impuls-Erhaltung am Vertex.

4.6 Yukawa—Theorie

Die Lagrange-Dichte der Yukawa—Theorie wurde bereits in Gl. (4.3) angegeben. Auf-
grund der U(1)-Symmetrie des fermionischen Anteils gibt es eine erhaltene Ladung, die
Fermionen-Zahl. Entsprechend ist noch ein Term uN = piyo1) zur Lagrange-Dichte (4.3)

hinzu zu addieren,

vgl. GL (3.147).

Wir geben hier lediglich die Modifikationen der Feynman—Regeln fiir die Yukawa—
Theorie an. Regeln, die im Folgenden nicht explizit aufgefiihrt werden, sind dieselben
wie im letzten Abschnitt besprochen.

(iii) Der Vertex zwischen Fermion und skalarem Boson ist

(4.75)

Wir haben hier den Dirac-Index 3 des einlaufenden und den Dirac-Index o« des
auslaufenden Fermions explizit am Vertex notiert. Im Fall der Wechselwirkung
mit einem skalaren Boson &ndert sich dieser Index am Vertex nicht, daher das
Kronecker—Delta in den Dirac—Indizes. Desweiteren ist an jedem Vertex eine energie-
und impuls-erhaltende Delta-Funktion wie in Gl. (4.70) zu beriicksichtigen.

(iv) Es gibt interne Fermionen-Linien,

p——>—«
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(M = K = m0)ap = =g o
M +k —(ko"’ﬂ)
Mag + Ky Yas + 1o
Ei—(’fOﬂLﬂ)Q

= So.as(K)

, (4.76)



mit der Energie e, = vk? + M?

_——_———- >____

mit der Energie Ey = vk? + m?.

4.6 Yukawa—Theorie

, und interne Bosonen—Linien,

1 1
_k;g’

(4.77)

(vi) Fiir jede geschlossene Fermionen-Schleife ist ein zusétzlicher Faktor —1 zu bertick-

sichtigen.
Beispiele:
(1) Erste Ordnung in g:

an

= (i) =0. (4.78)

Man kann zwar die Fermionen-Photon-Beine am Vertex verbinden, aber dann bleibt
immer noch ein freies Boson-Bein. Das entstehende Diagramm ist kein Vakuumdia-

gramm.
(2) Zweite Ordnung in g:
In ZI(Q) =

Die Feynman-Regeln (i) —

HitHy

(vi) ergeben:

- <51>§} (4.79)

K
mz? = L ¢ Y _ LA 3
2 2 B a
P
2
1,V T
—= 5 92 T V Z 2807(1&(}()] DO(O)
K «
1,V (T\?
- §ng(v) DY S0as(K) Sopa(P) Do(P — K)
K,P o,
2
1 2v TZ
= g TrSo(K)| Dol0)
29 T |V —
1,V (T\’
- 59 27( ) ZTr So(K)So(P)] Do(P — K) . (4.80)

Da die fermionischen Linien eine Rlchtung haben, die den Fluss der erhaltenen
Fermionen-Zahl kennzeichnet, gibt es bei jedem Diagramm nur eine einzige Mog-
lichkeit, die Beine miteinander zu verbinden. Der kombinatorische Faktor fiir jedes
Diagramm ist daher 1/2 (der Faktor, der in der zweiten Ordnung zusétzlich zu

berticksichtigen ist). Das zweite

Diagramm hat nur eine geschlossene Fermionen-

Schleife, daher unterscheidet es sich vom ersten im Vorzeichen. Im letzten Schritt
haben wir die Summen {iber die Dirac-Indizes als Spur iiber den Dirac-Raum ge-
schrieben. Im ersten Diagramm wird durch das Boson kein Impuls iibertragen.
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4.7 QED

Die Lagrange—Dichte der QED wurde bereits in Gl. (4.4) angegeben. Die erhaltene Quan-
tenzahl ist die elektrische Ladung, entsprechend ist wieder ein Term pN = ptpyorp zur
Lagrange—Dichte (4.4) hinzu zu addieren, vgl. Gl. (3.147).

Wir geben hier wieder nur die Modifikationen der Feynman—Regeln fiir die QED an.
Regeln, die im Folgenden nicht explizit aufgefiihrt werden, sind dieselben wie in den letzten
beiden Abschnitten besprochen.

(iii) Der Elektron-Photon-Vertex ist

o
L= —e'ygﬂ. (4.81)
B

Die Dirac-Matrix v* am Vertex wandelt den Dirac-Index [ des einlaufenden Elek-
trons in einen Dirac-Index o des auslaufenden Elektrons um. Desweiteren ist an
jedem Vertex eine energie- und impuls-erhaltende Delta-Funktion wie in Gl. (4.70)
zu beriicksichtigen.

(iv) Die internen Bosonen—Linien korrespondieren zum Photon-Propagator. In Feynman—
Eichung haben wir

AN oAy =S 9 (4.82)

v il G

Aus den gleichen Griinden wie in der Yukawa—Theorie verschwindet der Beitrag zur Zu-
standssumme in Ordnung O(e).

Man wiirde nun zunéichst annehmen, dass der Beitrag in Ordnung O(e?) wieder aus zwei
Diagrammen besteht, die ganz dhnlich wie in Gl. (4.80) aussehen, nur dass der Vertex
entsprechend zu modifizieren und der Propagator des skalaren Bosons durch einen Photon-
Propagator zu ersetzen ist. Hier aber miissen wir uns daran erinnern, dass die Wirkung des
elektromagnetischen Feldes keine Nullmoden enthélt, s. Diskussion nach Gl. (3.274).
Daher existiert auch kein Photon-Propagator Aj”(0), der keinen Impuls tibertrigt. Somit
gibt es fiir das erste Diagramm in Gl. (4.80) kein Analogon in der QED. Wir haben damit

K
In 21(2) = — % ([: z
P
) (;) S o)1 Soss(P) s oy (P — K)
K,P a,8,v,0
= %8% (;)2 Tr [So(K) " So(P)Y"] Aoy (P — K) . (4.83)
K,P
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4.7 QED

Im Folgenden werden wir den thermischen Anteil dieses Diagramms als Ubungsaufgabe
explizit berechnen.

Ubungsaufgabe 4.1: Berechne den thermischen Anteil von Gl. (4.83). Gib das Resultat
im Limes M — 0 in analytisch geschlossener Form an.

Losung: Es empfiehlt sich, zunéchst die Projektordarstellung des fermionischen
Propagators einzufiihren. Wir definieren dazu Projektionsoperatoren auf Zustéinde
positiver und negativer Energie,

1
A = 2en [tk £ (v -k + M)] . (4.84)

Man {iberzeugt sich leicht, dass die Eigenschaften von Projektionsoperatoren erfiillt sind,

Alf/\lj{E = Alf , ASAT =0, A +A =1, (4.85)
Desweiteren gilt
_ _ M —~-k
(A +A) 0=, (A —Ag)v0= 6—: (4.86)
Damit kann man den thermischen Fermion-Propagator (4.76) wie folgt schreiben,
(o + 12) (A +Ax) 20+ ex (AL — Ay) %
So(K) = —
(ex — ko — p)(ex + ko + p)
ko + u+ nex
= — A?
Z (ko + pt + ex) (ko + 1 — €x) K70
= — SHK 4.87
Zko+u new Ao = Z Ao, ( )

n==+

wobei wir im letzten Schritt den skalaren thermischen Propagator fiir positive bzw. nega-

tive Energien
1

S(K)y= ———+——
0(£) ko + pu — nex

(4.88)

definiert haben.
Der thermische Propagator Sj(K) hat eine Spektraldarstellung,

SQ(K)Z/_OOd—wM, (4.89)

00271' w—ko

mit der Spektraldichte

1
o(w, k) = 2ImS/] 10, k) =21 =
po(w, k) m Sy (w + i9, k) m< w+i5+ﬂ—77€k>

= 276 (w+ p—nex) . (4.90)
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4 Stoérungstheorie

Setzen wir dies zur Uberpriifung in Gl. (4.89) ein, so erhalten wir wieder G1. (4.88).
Der thermische Propagator Sj(K) hat auch eine gemischte Darstellung,

Si(rk) = TY 7 SIK

17 o
SHK) = /0 dre " §J(1,k) . (4.91)

Mit der Spektraldarstellung (4.89) berechnen wir den gemischten Propagator,

zwnT

- dw
Sg(T,k):/ —powk TZerzw : (4.92)

Die Matsubara—Summe 1t sich mit Gl. (3.192) auswerten, die Funktion f (ko) ist dieselbe
wie in Gl. (4.61),

e~k 1 [l 1 [ ehom ko
T A LT
;w—ko 211 2(w—k0+w+k0)

]_ i00+6 ekaT 6]607‘ 1
- 5 - dko ( —+ ) T
270 ) joors w—ky wHky) eo/T +1
1 100 —koT 1 i00+d —koT kot 1
= 5= dko — -5 dko < + 5 :
21t J oo w—Fky 2w J_ ;i w—rky wHko/) eko/T +1
(4.93)

wobei wir den zweiten Term im ersten Integral durch die Substitution ky — —kq in den
ersten iiberfithren konnten. Wir schliefen nun beide Integrale wie in Abb. 3.4 gezeigt mit
einem Halbkreis im Unendlichen rechts von der imaginédren Achse. Solange 7 € (0,1/7T)
ist dies erlaubt, da der Beitrag des Halbkreises verschwindet,

e ko 1 e ko 1 ekoT 1
T dkg |—— (1 — — 4.94
Zw—ko omi foo [w—ko ( ekO/T—i-l) W+ koeko/T+ 1] (4.54)
mit der in Abb. 3.4 gezeigten Kontur C. Der erste Term hat einen Pol bei ky = w. Er liegt
innerhalb der Kontur, falls w > 0 ist. Der zweite Term hat einen Pol bei ky = —w. Er liegt

innerhalb der Kontur, falls w < 0 ist. Mit Hilfe des Residuensatzes berechnen wir dann

eikOT —wT 1 —wT 1
T;w—kzo = f(w)e (1——6W/T+1)+9(—w)e p
e (4.95)
_= (A _—— .
ew/T 1) 7
wobel wir im letzten Schritt
1 e e +1-1 1
= = =1- 4.96
1+ e = et +1 et +1 et +1 ( )

und #(w) + 0(—w) = 1 benutzt haben.
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Setzen wir Gl. (4.95) in Gl. (4.92) ein, so erhalten wir fiir den gemischten Propagator

Sirl = [ w0 e 1] (4.97)
mit der Fermi—Dirac—Verteilungsfunktion
1
nr(w) = R (4.98)
Setzen wir nun Gl. (4.90) fiir die Spektraldichte ein, so ergibt sich
So(r.k) = e I —np(nex — )] - (4.99)
Fir n = + erhalten wir
Sy (r.k) = e ML —np(ex — p)] (4.100)
und fiir n = —
Sy (1.k) = eI — np(—ex — p)] = e np (e + 1) | (4.101)

wobei wir Gl. (4.96) mit = — (g + u)/T benutzt haben. Offensichtlich beschreibt S;
die Propagation von Teilchen mit chemischem Potential 4 und S, die von Antiteilchen
mit chemischem Potential — .

Die gemischte Darstellung des vollstindigen thermischen Fermion-Propagators (4.87)
lautet dann

So(K) = ) Si(r.k) Al
n==+
= S5 (1. k) Afyo + Sy (1.k) Ao
= T e~ )] Ao+ e (et ) Apro - (4102)

Auch der Photon-Propagator (4.82) hat eine gemischte Darstellung. Offenbar kann man
ihn in der Form

AY(K) = —g" Do(K) (4.103)

schreiben, wobei
1 1 1
Ay(K)=—— = = 4.104
oK) = ~1 K2— k2 K 4w? (4.104)

der Propagator fiir ein masseloses skalares Boson ist. Also gilt mit Gl. (4.68),

Ao(r, k) =T e Ag(K) = i {4 npR)] + e Tnp(k)} (4.105)

wobei k = |K|.
Wir setzen nun die Glgen. (4.87) und (4.103) in Gl. (4.83) ein und erhalten

eV (T
2 =5 7 (1) T X T (A0 Apanr*) ST () SEP) Aa(P-E) - (4100

K,P n1,m2
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Die Spur iiber die Dirac-Matrizen werten wir mit den iiblichen Regeln aus:
Toun: (K, D) Tr (A2 Y0 v A7 ")

1
= e Tr {[ex + my0 (v -k + M) 707" [ep + 1270 (7 - P+ M)] Y07, }
p

1

= lere {erepTr (o7 ¥0vu) + Mg Tr Yo" vo0 (7 - P + M) Y0,
P

+mepTr [0 (v -k + M) 07" 07,
+ mnTr [vo (v -k + M) vy 0 (7 - P + M) Yo, }

1
= 1 {exepTr (Yo" v0vu) — meexTr (0¥ ¥ - P V)
€kép
— mepTr (v - k" y07) + mmeTr (M —~v - k)" (M —~-p) v}

(4.107)

weil die Spur iiber eine ungerade Anzahl von Dirac—Matrizen verschwindet und weil vy =
—¥70, v = 1ly. Mit

V0% = 7" (290014 = 170) = 2% = Y90 = 2% — 4% = =27,
wobei wir y#y,, = 4]14 benutzt haben, sowie Tr(7%v") = 4¢% = 0 haben wir dann

7:71772 <k7 )

4 { 8exep + MN2 [16M + Tr (v -ky*y- p'y“)} } . (4.108)
€k€p

Fiir die letzte Spur verwenden wir
g T (V" Y7") = g (9" 97" — g7 9" + g7 g™") = 4(g7 — 497 + g) = —8¢"7 = +867
und erhalten

- 2M? + k-
8.12.2021 Trom(k,p) = —2 <1 - g—p) . (4.109)

kEp
Dies setzen wir in Gl. (4.106) ein (behalten aber zunéchst die abkiirzende Schreibweise
bei) und transformieren die Propagatoren in die gemischten Darstellungen,

A’k d?
2! = STY [ o S Tl ) S SEP) S0l — K)

1,72

d3kd3
- 57T / P S 7 L (kp)

n1,7M2

« / d’Tl d7_2 dT36 twn T1 —twm T2 —1(Wm —wn ) T3 5(7)71 (lek) 3(7)72 (7_27p> 50(73,1) _ k) .
0

(4.110)
Wir benutzen nun die zu Gl. (3.58) analoge Relation fiir fermionische Matsubara—Fre-
quenzen,
WwnT __ @n+1)miTr . — e itm _1\m _m
3=y g ¥ (r-g) =g X come(r-7)

(4.111)
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Damit werden die beiden Matsubara-Summen in Gl. (4.110)

TZ e*i“’"(TlfTS)TZ e~ twm(r2t73) — Z(—l)rd (7'1 — T3 — %) Z(—1)55 (7'2 + 73 — %) :

(4.112)
Die Delta-Funktionen liefern die Bedingungen 73 = 7 — r/T und 73 = s/T — 1. Man
macht sich jetzt graphisch klar, s. Abb. 4.3, dass fiir 7,79, 73 € [0,1/T] nur die Terme
r =0 und s =1 in den obigen Summen in Frage kommen,

—Wn(T1—73 —wwm (72473 6 5 1
T E e ( T e ( ) = T — T3 Ty + T3 — . 4.113
n m
r=-1
r=0 5
]/1—' ARRRRRRRRRRRRRRRRRRN
ANNNRIRNNNINNNNNNNNNNN
AOONOONNNNNNINNNNNNNNNNBANT
ANNNUININNNINNININNNNNNBANN
ARRRRRRRRRRRRRRR S AARNY
ARRRRRRRRRRRRRRS ARRRNY
ARRRRRRRRRRRRRRY ANNNNN
RARRRRRRRRRRRN RARARRAN
AOONONRINNNNNINNNNHANNNNNANN
ANNNNNNINNNINNNGHANNNNNNNYN
ANNNININININNINNDHANNNNNNNNYN
ARRRRRRRRP AR RRRRRRRRRY
SONNNNNNN ARRRARRRRRRRR
ARARRRAR ARRRARRRRRR AR
AONNNNNHANNNNNNNNNNNANN
AN HANNNNNNNNNNNNANNT s —_ 0
ANNNUDANNNINNNNNNNNNNNYN -
ARRT AR R RRRRR R R R R RN r —_— ]
NN\ ARRRRRRRRRRRRRRRRRY -
N RRARRRRRERRRRRRRRRR
ARARRRRRRR ARARRRARR
OOOMVNVNRRINNANANNNNNNNNNNY T ,-C

Abbildung 4.3: Ermittlung der nichtverschwindenden Terme in den Summen {iiber 7, s
in GL. (4.112). Im linken Diagramm sind die roten Geraden die Kurven
3 = 1 —r/T fir r = —1,0,1, im rechten Diagramm sind die griinen
Geraden die Kurven 73 = s/T — 1, fiir s =0, 1, 2.

Wir setzen dies in Gl. (4.110) ein und eliminieren die 75— und 73-Integrationen mit Hilfe
der Delta-Funktionen. Mit der Umbenennung 73 — 7 erhalten wir

In ZI(Q)
eV [ Pkd®p - S s A
- 2T szhnz(kvp)/o dTSgl(Tak>Sg2(l/T_T’p) Ao(7,p — k)
1,72
2V [ BkdPp _ vroo
= 57 ) e 2 Tanlk p)/O dr e” ML = np(mew — )]

71,72

1
x  elreeiTem (o= W/T 1] — pp(nyey, — p)] 2% {7 [L+np(@)] +enplq)} ,(4.114)

wobei wir im zweiten Schritt die Glgen. (4.99) und (4.105), sowie q = p — k, ¢ = |q|
benutzt haben. Mit Gl. (4.96) mit x = n.ep, — p und

e [Lnp(q)] + enp(e) = D mse ™ [+ np(nsg)] (4.115)

n3==%
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wobei wir Gl. (4.65) benutzt haben, vereinfacht sich dies weiter zu

eV [dPkdp 1 .
h2? = -3 T/ (27r)6p 50 2 Tam(&P)[1 = nr(mex — w)]nr(nep — p)
q 1,7M2,1M3
1T
< Lk na(na)] [ dre (e i (4.116)
0

Das 7-Integral ist elementar 16sbar,

1

[1 — e—(771Ek—u)/Te(W&p—M)/Te—n:sq/T] )
ek — M2€p + N3¢

1T
/ dr e~ (mex—p—mep+putnsg)r _
0

Unter Benutzung der Glgen. (4.65), (4.96) erhalten wir schlielich

1

2y Pkdip 1 7
oz LV [dkdp 1 ’
ner 2T (2m)5 2¢ Z T 7p)771€k — T2€p 1 139
112,13
x Al =np(mex — p)] nr(neep — w)ns [1 +np(n3q)]

— np(mex — p) [ = np(nep — )] nsns(ng)} - (4.117)
Wir fithren nun folgende Abkiirzungen ein:
nf=nplexFu), ny=nplepFu), ns=nzq). (4.118)

(Das Superskript £ steht fiir Teilchen/Antiteilchen.) Die acht verschiedenen Terme (ent-
sprechend den moglichen Werten von 7y, 7 und 73), die die geschweifte Klammer anneh-
men kann, lauten dann

(1) (1, m2,m3) = (+,+,+):

(1—n)ng (1 +n3) —nf (1 —ng)nz=ng —ning —ning+ning,  (4.119)

(i) (771a7727773> = (+’+’_>:
(I =ni)ngng —ny (L —ng)(1+ng) = —n{ +ning —ning+nyng, (4.120)

(111) (77177727773) = (_'_7 _7+>:
(1—n])(1—ny ) (1+n3)—ninyny = 1—n] —ngy +nz+niny —nfny—nyng, (4.121)

(1V> (771777277]3> = (_'_7_7_):

(1 —n)(1 —ny)nz —niny (1+n3) =n3 —niny —nynz —nin, , (4.122)

(V) (m1.12,m3) = (—, 4, +):

ning (1 +n3) — (1 —ny)(1 —nd)ng = —n3z+ning +nnzg+nynz, (4.123)

110



4.7 QED

(Vi) (m,72,m3) = (= +,—):

nyning—(1—ny)(1—nd)(14+n3) = —1+n] +nj —nz—nyng +nins+nins , (4.124)

(Vii> (771;7727773> = (_7 _7+):

ny (1 —=ny)(1+n3)— (1 —ny)ngng=ny —nyny +n;ng—nyng, (4.125)

(Viii) (771,7727773) = (_7 ™ _):

ny (1 —ny)ng — (1 —ni)ny (1 +n3) = —ny +nyny +nyns—nyng. (4.126)

Diese Terme symbolisieren Streuprozesse im Wirme- und Teilchenbad. Im Fall
von Fermionen werden einlaufende Teilchen bzw. Antiteilchen mit einer Fermi-Dirac—
Verteilungsfunktion an und auslaufende mit einem Pauli-Blocking—Faktor 1 — an
gewichtet. Dieser Faktor verhindert, dass (Anti-)Teilchen in Zustédnde gestreut werden,
die bereits besetzt sind. Im Fall von Bosonen werden einlaufende Teilchen mit einer Bose—
Einstein—Verteilung nz und auslaufende mit einem Bose—Einstein—Verstarkungsfaktor
1 4+ ng gewichtet. Der erste Term auf der linken Seite symbolisiert die Hinreaktion, der
zweite Term die Riickreaktion. Auf diese Weise kann man die entsprechenden Prozesse
als Feynman—Graphen darstellen, s. Abb. 4.4. Die Terme (i) und (ii) sind gewdhnliche
Streuprozesse eines Elektrons unter Emission bzw. Absorption eines Photons. Die Ter-
me (vii) und (viii) sind die entsprechenden Prozesse fiir Positronen. Die Terme (iv) und
(v) stellen Erzeugungs- bzw. Vernichtungsprozesse von Elektron-Positron-Paaren bei ein-
bzw. auslaufendem Photon dar. Interessant sind die Terme (iii) und (vi). Hier werden auch
Elektron-Positron-Paare erzeugt bzw. vernichtet, aber gleichzeitig wird auch ein Photon
erzeugt (anstelle vernichtet) bzw. vernichtet (anstelle erzeugt). Diese Prozesse sind nur
moglich, weil man sich in einem Wéarme- und Teilchenbad befindet, im Vakuum kénnen
sie nicht auftreten. Man beachte, dass sich nach Ausmultiplizieren Terme mit drei Vertei-
lungsfunktionen zwischen Hin- und Riickreaktion aufheben.

Uns interessiert lediglich der thermische Anteil von In 21(2), d.h. derjenige, der kei-
nerlei Renormierung bedarf. Dies bedeutet, dass man stets zwei Verteilungsfunktionen
benotigt, die aufgrund ihres exponentiellen Abfalls fiir grofle Impulse die k— und p-—
Integrale regularisieren. Man darf also in (i) — (viii) alle Terme vernachléssigen, die keine
oder nur eine Verteilungsfunktion enthalten (diese stellen Vakuumbeitriage dar und werden
durch geeignet gewéhlte Renormierung eliminiert). Wir erhalten also

2 3% 3
wafy - OV [Pkdp L
LT 2T ) (27 24
« {ﬂ(k,p) {—nfn; —ning+nyng N ning —nins +ndng
€k —€p t ¢ €k —€p — (¢
_nl_n2_+n1_n3—n2_n3+n1_n2_+n1_n3—n2_n3}
—€kt+épt4q —€kt+éep—¢q
+p= + - +p= + -
= niNy —NyNg —NyN —N{Ng — N N3 — Ny N
—I—T_(k,p)[12 13 2 '3 1M 13 2 "'3
€k +Ept+ ¢ Ex +€p — ¢
n;n; +n;ns + n;’ng —n;n; +nyns +ngng
+ + .(4.127)
—€k —€p T ¢ —E€k —€p — (¢
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Abbildung 4.4: Streuprozesse im Warme- und Teilchenbad. Alle Linien werden von links
kommend als einlaufend und nach rechts gehend als auslaufend gezéhlt.
Die Pfeile auf den Fermionenlinien deuten den Impuls- und Ladungsfluss
an, d.h. ein ein- bzw. auslaufendes Antiteilchen erscheint hinsichtlich Im-
puls und Ladungsfluss aus- bzw. einlaufend.
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Die Terme in den beiden eckigen Klammern lassen sich zusammenfassen. Fiir die erste
erhalten wir mit

nm =nf +ny =nplex —p) +nplec+p), no=nd +ny =nplep — p) +nplep + p)
(4.128)
das Resultat

[-], = SR [q (nfng +niny) — (ex —ep)(ny — nQ)ng} , (4.129)
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und fir die zweite
2
ek +6ep)2 —¢?

[—q(nfny +ning) — (e +ep) (i +n2)ng] ,  (4.130)

L"]QZZ (

Man iiberzeugt sich nun, dass

2 2 2 2 2 2
_ —(p—k 2M — 2M
Tkp) =+ xFep) ZZR#2M7 | (EFep) —a #2070 g
€k€p Ek€p
Damit wird Gl. (4.127) zu
Pk d3p
Iz = —6——/
2T (2m)8  exep
2M2 ns
1 _ _ )2
<[+ = Hnn+nn (1) =)™
ns
B % / d3kd3 1
2T (27T) Ekép
+ (n+n+ + n_n_) + |1+ 207 (n+n_ + n_n+)
51(—5 q2 1792 17%2 (6k+5p)2_q2 17%2 172
2M? 2M?
—-2n 3{{14— }5—5 —{14— ]6+5 }),
' q (ex —ep)* — ¢ (6 ») (ex +ep)? — ¢ (6 »)
(4.132)

wobei wir im letzten Schritt die Symmetrie des Integranden unter k <> p ausgenutzt
haben. Die geschweifte Klammer 148t sich weiter umformen,

€k — € ek t+¢
e} o= =2 +2M2[ P _ P ]
{e P (ex —ep)?— ¢ (ex+ep)?—¢q
1 1 1 1
= —25P+M2{ + — _
fk—&tq Ek—€—Qq Ektéptq Extép—gq

2¢ 2¢
A [ e P

2 2 2
- —2gp{1—2M2 Gt % }

[(51( +q)* — 5%] [(5k —q)? - 5%}

2k - (k- p)
= —2&, (1 —2M?
5p [ <k2 _p2 + q2)2 _ 4q25i}
M?k - q
= —2¢. 01 4.133
€P |: + (k.q)2_q2€i:| ( )
10.12.2021

Wir kénnen nun im Term ~ ning/q in Gl. (4.132) die Integrationsvariable p durch q =
p — k ersetzen. Dann erkennt man unschwer, dass der letzte Term ~ M? in Gl. (4.133)
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aus Symmetriegriinden verschwindet, da er ungerade in q ist. Das Endergebnis lautet also
2V [dPkd’p 1
2T (2m)6  exep

2M? 2M*?
X { {1 + qQ] (nfn; + nl_n;) + (14 e (nfn; + nl_n;)}

In 27 = —

(5k - 5p)2 - (5k + 5p)2 -
vV [ Bk d3q
— 22— _— — . 4.134
7 [ G / iz (0 (4.134)

Das letzte Integral kann man auch analytisch angeben, es entspricht dem wohlbekannten
thermischen Anteil des Kaulquappen-Diagramms fiir masselose Bosonen, s. Gl. (4.43).

Falls man die Elektronenmasse gegeniiber den anderen Skalen 7', p vernachlissigen
kann, M < T, i, kann man Gl. (4.134) komplett analytisch auswerten. Dann haben wir
einerseits mit Gl. (4.128) und der Abkiirzung o = pu/T

/&m _ /%[W@_Ww(mm

(27T)3€k
T? [ 1
= - dz x
2m= J, et~ 4+ 1 ex+°‘+1

T2 00 Y+ 0 ol y—a

= — d d

W[/o yey+1+/a i1 / /0 yeHl}
272 0 ev+1 0 *y—l—l ey—l—l

T2 2 2 T2 2
_ _(21+a_)__+u_ (4.135)

272 12 2 12 4x2’

wobei wir zur letzten Zeile Gl. (3.411.3) aus Ref. [7] benutzt haben. Andererseits ergibt
das erste Integral in Gl. (4.134) im Limes M — 0 wegen

ning +niny +niny +ning =niny
das Resultat
Bk d3p 1 43k Bp (T 2\
J e e e T G ) IR S

wobei wir Gl. (4.135) benutzt haben. Mit den Glgen. (4.43), (4.135) und (4.136) wird Gl.

(4.134) zu

2y T2 #2 2 T2 qu T2

1 2(2) — _6_ _ - = 4 P R R

nenr s \12 T 12) T 2t e 12
2 V T2 2 5T2 2 2 V 5T4 T2 2 4
2 T \12 4nx? 12 472 2 T \ 144 872 1674
62 V T2,U2 M4

= —— — (57T*+18 9 4.137

288 T ( T * 7T4) ( )
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4.8 QCD

Die Lagrange—Dichte der QCD hatten wir bereits in Gl. (4.5) angegeben. Falls wir Prozesse
der Schwachen Wechselwirkung vernachléssigen, welche die Quark-Flavors ineinander um-
wandeln, dann sind die erhaltenen Quantenzahlen die Anzahl der Quarks eines gegebenen
Flavors. Entsprechend ist ein Term Z;\Z LN = Z;\Z L pbf 0! zur Lagrange-Dichte
(4.4) hinzu zu addieren, vgl. Gl. (3.147).

Wir geben hier wieder nur die Modifikationen der Feynman-Regeln fiir die QCD an.
Regeln, die im Folgenden nicht explizit aufgefiihrt werden, sind dieselben wie in den letzten
drei Abschnitten besprochen.

(iii) Der Quark-Gluon-Vertex ist
ol

a = 9asTi - (4.138)

BJ

Wie bei der QED wandelt die Dirac-Matrix v* am Vertex den Dirac-Index [ des
einlaufenden Quarks in einen Dirac-Index o des auslaufenden Quarks um. Gleich-
zeitig wandelt der SU(N,.).~Generator T, durch Kopplung an das entsprechende
Gluon mit der adjungierten Gluon-Farbe a die fundamentale Quark-Farbe j des
einlaufenden Quarks in eine fundamentale Quark-Farbe ¢ des auslaufenden Quarks
um.

Der Geist-Gluon-Vertex ist (in Feynman-Eichung)

ku\c
=
2 VN LI 7y W (4.139)
A a4
e b
Geister tragen wie Gluonen adjungierte Farben. Diese werden am Vertex aufgrund
der Strukturkonstanten fu,. der SU(N.).~Gruppe ineinander umgewandelt. In der
Feynman—Eichung ergibt die partielle Ableitung des auslaufenden Geist-Feldes in
der Lagrange Dichte (s. Gl. (6.295) der Vorlesung “Quantenfeldtheorie”) im Im-
pulsraum einen Faktor ¢k,,.

Der Drei-Gluon-Vertex ist
pBDb

kaa = 9fael9sy(P— Do+ gas(k — D)y + grala — k)gl

q7vc
(4.140)

wobei wir bereits in allen Indizes symmetrisiert haben.
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Der Vier-Gluon-Vertex ist

q B b k o a
= _92 [fadefbce (gaﬁgvﬁ - ga’ygﬁé)
+ fabefdce (ga&gﬁ’y - ga'ygﬂﬁ) (4141)
+ facefdbe (ga5gﬁ'y - gaﬁg'y5)] )
pyc s dd

wobei wir ebenfalls in allen Indizes symmetrisiert haben.
Desweiteren ist an jedem Vertex eine energie- und impulserhaltende Delta-Funktion
wie in Gl. (4.70) zu berticksichtigen.

(iv) Beim Quark-Propagator ist zu beachten, dass er neben Dirac-Indizes nun auch
fundamentale Farbe und Flavor transportiert. In beiden Quantenzahlen ist er aber
diagonal,

83 55 (K) = So,ap(K) 6,5 679, (4.142)
mit dem Fermion-Propagator Sy .s(K) aus Gl. (4.76).
Beim Gluon-Propagator ist zu beachten, dass er neben Lorentz—Indizes nun auch
adjungierte Farbe transportiert. Er ist aber diagonal in dieser Quantenzahl
Afop(K) = AG(K) bab (4.143)

mit dem Boson-Propagator aus Gl. (4.82).
Der Geist-Propagator ist

5ab o 6ab

K R-k

(4.144)

(vi) Fiir jede geschlossene Geist-Schleife ist ein zusétzlicher Faktor —1 zu beriicksichtigen.

In Ordnung O(g?) tragen folgende Diagramme zu log Z; bei,

mz® =_

o | —

1
2 2 N 12
(a) (b) (c) (d)

(4.145)
Die kombinatorischen Faktoren ergeben sich aus folgender Uberlegung.

(a) Wie bei QED.

(b) Wie bei QED.
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(¢c) Um die Beine zweier 3-Gluon-Vertizes zum gezeigten Diagramm zu verkniipfen,
gibt es 3! = 6 Moglichkeiten. Die Symmetrisierung des Vertex (4.140) enthélt aber
bereits sechs Terme, d.h. bei zwei Vertizes haben wir einen Faktor 36, anstelle des
Faktors 6 der kombinatorischen Moglichkeiten. Also miissen wir durch 6 teilen. Da
es sich um ein Diagramm zweiter Ordnung in Stérungstheorie handelt, gibt es einen
zusétzlichen Faktor 1/2; also insgesamt einen Faktor 1/12. Man beachte, dass in der
Ubersetzung des Diagramms mit Hilfe der Feynman-Regeln nun der symmetrisierte
Vertex (4.140) zu benutzen ist.

(d) Um die Beine eines 4-Gluon-Vertex zum Doppelblasen-Diagramm zu verkniipfen,
gibt es wie in der ¢*-Theorie 3 Moglichkeiten. Der symmetrisierte Vertex (4.141)
enthélt aber bereits sechs Terme, also einen Faktor 2 zuviel. Allerdings beriicksichtigt
er nicht den Faktor 1/4 aus der Lagrange-Dichte (4.5). Daher miissen wir mit einem
Faktor 1/8 multiplizieren. Es handelt sich hierbei zwar um ein Diagramm der Ord-
nung O(g?), es ist aber dennoch ein Diagramm erster Ordnung in Stérungstheorie,
genau wie das Doppelblasen-Diagramm bei der ¢*Theorie. Deshalb ist kein weite-
rer zusitzlicher Faktor zu beriicksichtigen. Man beachte, dass in der Ubersetzung des
Diagramms mit Hilfe der Feynman—Regeln nun der symmetrisierte Vertex (4.141)
zu benutzen ist.

Die Auswertung von Diagramm (a) ist analog zur QED. Im Fall, dass die Quarkmassen
M; < T, u, existiert wieder ein geschlossener analytischer Ausdruck. Es ist lediglich der
Faktor e? durch g2 zu ersetzen und iiber alle Quarkflavors zu summieren. Auerdem muss
man noch die Summation {iber die Gluon-Farben beriicksichtigen, was folgenden Faktor
ergibt

1 N2 -1

1
TTaTb a:_aba:_aa_ .
r( )(Sb 2(5 55 2(5 5

Die Generatoren 7%, T° stammen von den beiden Quark-Gluon-Vertizes, s. Gl. (4.138). Die
Spur ergibt sich aufgrund der Fermionenschleife. In der fundamentalen Darstellung sind
die Generatoren gemif Tr(7T%T°) = §°/2 normiert. Das zweite Kronecker—Delta stammt
vom Gluon-Propagator, s. Gl. (4.143), der die beiden Vertizes miteinander verkniipft.
Insgesamt haben wir dann

T2 ufc

(a) 13
IHZI:ZT: —_—— — — —2+9 ) . (4146)

T 4

N2—1 g*V (

Die anderen Diagramme (b), (c), (d) berechnen wir hier nicht explizit. Das Ergebnis ist

1%
. 9 2y
InZj} = +5 N(N? = D)o =T
d gV
n 2% = “BN(NE =) S T (4.147)
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was insgesamt den folgenden Beitrag in Ordnung O(g?) fiir den Druck der QCD ergibt,

N2 -1 T2 2
(2) c g 4 “f ”f 2 9" 4
= —— 57% + 18— + 9—- N.(N; -1 T
Pr 2 283 Z ( * * ) ( vy
2 2 4
g ™ (5 g, 1 2 2 Hy
= —(N?-1)Z | = (-N;+ N, | T+ — 2T — )| .(4.148
Dies ist zu vergleichen mit dem Druck eines idealen Quark-Gluon-Gases,
Ne 2 2 /‘;1‘
= T T ps 4+ 15 —
Do.g 130 (77T +30 —i— ) =)
T e
= N2 —1)T1? 4.14
g = = (NE-1) (4149)
also . .
Poats = ¢ <4NNf—I—N2—1>T4+E§ <2T2 i+ 2) : (4.150)
f

Ubungsaufgabe 4.2: Beweise die beiden Gleichungen (4.149).
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5 Resummationsverfahren

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit Resummationsverfahren. Wir werden
zunéchst zeigen, dass diese Verfahren eine Notwendigkeit in der Statistischen Feldtheo-
rie darstellen, da die naive Stérungstheorie aufgrund von Infrarot-Divergenzen zu-
sammenbricht: die Zustandssumme wird nicht-analytisch in der Kopplungskonstanten.
Dann stellen wir die géngigsten Resummationsverfahren vor, die 1PI-effektive Wir-
kung, die man im Rahmen der Schleifenentwicklung systematisch berechnen kann,
und die 2PI-effektive Wirkung, die insbesondere fiir die Untersuchung der Restau-
ration spontan gebrochener Symmetrien Anwendung findet. Diese Wirkungen be-
sitzen eine Entwicklung in Vakuumdiagrammen &hnlich wie in der Stérungstheorie, die
fiir konkrete Berechnungen in geeigneter Weise trunkiert werden muss. Wir besprechen
Symmetrierestauration im Rahmen der Hartree— und Hartree—Fock—N&herungen.
Sodann diskutieren wir die 2PI—-effektive Wirkung fiir Fermionen und stellen das
Nambu—Jona-Lasinio (NJL)-Modell vor. Mit der 2PI-effektiven Wirkung und dem
NJL-Modell lassen sich auch sehr elegant Suprafluiditit und Supraleitung diskutie-
ren. Wir besprechen dann die sog. “Hard—Thermal-Loop (HTL)”-Niherung fiir
Eichtheorien und geben zum Schluss noch einen kurzen Uberblick iiber ein modernes und
sehr elegantes Resummationsverfahren, die Funktionale Renormierungsgruppe.

5.1 Infrarot-Divergenzen: Zusammenbruch der naiven
Storungstheorie

Wir betrachten die masselose ¢* Theorie. Gemifl der Diskussion in Abschnitt 4.1 er-
warten wir, dass der der Ordnung O()) folgende Beitrag zur Zustandssumme von der
Ordnung O()\?) ist, also

p=py—3NT?+0O(\), (5.1)

mit 7 aus Gl. (4.40). Wie wir im Folgenden sehen werden, ist dies aber bei der masselosen
¢*~Theorie nicht der Fall: der nichstfiihrende Beitrag ist von der Ordnung O(\*/2). Der
Grund sind Infrarot (IR)-Divergenzen, die bei nichtverschwindenden Temperaturen
auftreten. Bei nichtverschwindenden Massen werden sie durch letztere regularisiert, aber
eben nicht fiir masselose Theorien.

Betrachten wir das erste Diagramm in Gl. (4.74), welches formal von der Ordnung
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O()\?) ist,

a T
= 36 = 36A272V§Do<@>1>0<—@>. (5.2)

Q

Um die IR-Divergenz zu isolieren, geniigt es, den n = 0-Beitrag der Matsubara—Summe
iiber gy = —iw, zu betrachten,

d*q 1

2a)

p(In 0~ 36)\27-QT/W@7 (5.3)
wobei wir bereits den thermischen Boson-Propagator (3.64) bei n = 0 im Fall ver-

schwindender Masse eingesetzt haben. Wie man sofort erkennt, divergiert das Integral
wie dg/¢* ~ ¢! im IR, d.h. fiir @ — 0. Bei nichtverschwindender Masse m haben wir
dagegen

/ 43 1 1 ood (]2 / q 2
== —_— = Xr—-
CrP (@ +m?E 22 Jy @ mE T 2w )y O (@@t 1)
1 x

1 oo
= - = arct
onm { 221y 2 anx]o

1 1
= o (arctan oo — arctan 0) = . (5.4)

wobei wir zur zweiten Zeile partiell integriert haben und das resultierende elementare
Integral sofort 16sen konnten. Daher ist im Fall m # 0

I\ _, T
Py = 36A2T? — o =—T7>—. (5.5)

m 2 m

Eine nichtverschwindende Masse regularisiert also die IR-Divergenz.
Nehmen wir nun an, dass die Masse dynamisch generiert wurde, z.B. durch die Kor-
rektur, die der Propagator durch die Selbstenergie erhiilt,

D(K) = + 12 - Q +144@

1

(5.6)

Die kombinatorischen Faktoren erkldren sich wie folgt. Fiir jeden Vertex gibt es 3! = 6
Moglichkeiten, zwei der vier Beine zu einer Schleife zusammenzuschliefen. Dann gibt es
noch 2 Moglichkeiten, die zwei verbleibenden Beine mit den Propagatoren zu verbinden,
also insgesamt 6 - 2 = 12 Moglichkeiten.
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5.1 Infrarot-Divergenzen: Zusammenbruch der naiven Stérungstheorie

Offenbar handelt es sich bei Gl. (5.6) um eine geometrische Reihe,

1

D(K) = Dy(K) [1 + 12ATDy(K)| " = [DyH(K) + 12AT |~ (5.7)
Der Vakuumbeitrag des Kaulquappen-Diagramms kann durch Wahl des minimalen Sub-
traktionsschemas nach Renormierung zum Verschwinden gebracht werden (s. Gl. (8.60)
der Vorlesung “Quantenfeldtheorie”). Der verbleibende thermische Beitrag T wurde im
Fall verschwindender Masse in Gl. (4.43) berechnet, so dass

T2
12ATE12ATT:12AE = \T% = m? (5.8)

als dynamisch generierte thermische Masse
mr = VAT (5.9)

im Nenner des resummierten Propagators (5.7) identifiziert werden kann.

Nehmen wir nun an, dass wir im Diagramm (5.2) die beiden Propagatoren Dy(Q)
und Dy(—@) durch die entsprechenden resummierten Propagatoren (5.7) ersetzen. Dies
entspricht nach Gl. (5.6) einer Resummation unendlich vieler Diagramme, wobei je-
weils eine beliebige Anzahl von Kaulquappen-Schleifen an den Propagatoren der mittleren
Schleife “héngen” konnen. Nach Gl. (5.5) wire der n = 0-Term aller dieser Diagramme
dann

(5.10)

(2a,res) __ 9/\27-2 T _ 9N? (T* ’ 1 _ N2 4
In=0""on " my  2m \12/) /X 327

In der Tat ist der Beitrag aller dieser Diagramme von der Ordnung O(\*?), also von
geringerer Potenz in \ als naiv erwartet, und zudem nicht-analytisch in !

Allerdings sind wir bei der Resummation der Diagramme, die in der Potenz \3/? beitra-
gen, unsystematisch vorgegangen. Wir zeigen nun, wie man das korrekte Resultat erhélt.
Offenbar handelt es sich um Diagramme, bei denen eine Anzahl N Kaulquappen-Schleifen
an einer zentralen Schleife hangen,

(5.11)
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5 Resummationsverfahren

Der kombinatorische Faktor erklért sich wie folgt. Fiir jeden der N Vertizes gibt es einen
Faktor 12, genau wie oben. Sodann gibt es (N — 1)! Moglichkeiten, N Vertizes in ei-
nem Kreis anzuordnen. Da aber vorwirts wie riickwérts gezéhlt keine unterschiedlichen
Moglichkeiten darstellen, miissen wir noch durch 2 teilen. Letztlich gibt es in N—ter Ord-
nung Storungstheorie in der Kopplung noch einen Faktor 1/N! von der Exponentialrei-
henentwicklung von Z;, was insgesamt den oben gezeigten Faktor ergibt.

Um die IR-Divergenz zu isolieren, betrachten wir nun wieder den n = 0-Term der
zentralen Schleife, an der die Kaulquappen-Schleifen héngen,

o _12% / d’q 1 5 19
pI,n:O 2N ( T) (27’(’)3 (q2)N : ( : )
Dieses Integral divergiert im IR wie dq ¢~ ~ ¢~2N*3 Die IR-Divergenz wird also in
jeder ndchsthoheren Ordnung in A um einen Faktor g2 schlimmer!
Aufgrund der Ahnlichkeit der Struktur der Diagramme (5.11) ist es moglich, alle Ord-
nungen von N = 2 bis co aufzusummieren,

2(N-1)

8

N
A = Y o (AT S Dy(Q)
N=2 Q
1T =1
= §VZZN[_12/\TDU(Q)]N
Q N=2
_ %%Z {~ W[ +122T Dy(Q) + 122 T Do(@) }
Q
1)1 1
= 3 §1z2m+§123 +...1, (5.13)

wobei wir von der zweiten zur dritten Zeile die Reihenentwicklung

v
In(1 = — 1) —
n(l+a) = - ()Y
N=1
benutzt haben. Man erkennt, dass das Diagramm (5.2) gerade der erste Term dieser
Entwicklung ist (mit dem korrekten kombinatorischen Faktor 122/4 = 36). Gleichzeitig
sind auch alle Diagramme, die wir in Gl. (5.10) heuristisch resummiert hatten, Teil dieses
Ausdrucks.

Der unendliche Satz von Diagrammen vom Typ (5.11) heifit Satz der Korrelations-
oder Plasmon-Ring-Diagramme. Jede Kaulquappen-Schleife enthélt einen divergenten
Vakuumbeitrag, der aber durch Renormierung eliminiert werden kann. Es geniigt also, den
thermischen Beitrag T zu beriicksichtigen. Mit Gl. (5.8) erhalten wir

(PR) LT

A = =2 5 Y {1+ mE Do(@)] - mE Do(@)] (5.14)
Q
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5.1 Infrarot-Divergenzen: Zusammenbruch der naiven Stérungstheorie

Wir betrachten wieder den dominanten IR-divergenten Beitrag, d.h. den n = 0—"Term der

Matsubara—Summe, und berechnen diesen fiir Dy(0,q) = q2,

1 d? m2 m2
(PR) 49 |1y (14 ™M) _ "Mz
pI,n:O 9 / (27T)3 |: 1 ( + q2 q2
T [, 1 1
= gt [ aet (10 5) - ] 1)

Wir zeigen in Ubungsaufgabe 5.1, dass der Wert des Integrals — /3 ist. Also haben wir

T
PR
Pg,n:)o ~ Ton m?%

APy

2 1
127 (5 6)

In der Tat ist dieser Beitrag von der Ordnung O(\*?), wenngleich um einen Faktor 8/3
grofer als das heuristisch gefundene Resultat (5.10). 15 12,2021

Ganz dhnliche Argumente finden auch in QED und QCD Anwendung. Dort ist das
Plasmon-Ring-Diagramm von folgender Gestalt,

(@) o

Hier steht II fiir die Selbstenergie des Eichbosons, die in niedrigster Ordnung in der
Kopplung im Fall der QED aus einer Fermionen-Schleife und im Fall von QCD aus einer
Fermionen-, einer Geist-, einer Gluon-Schleife mit einem 3-Gluon-Vertex und einer Gluon-
Schleife mit einem 4-Gluon-Vertex (also vom Typ Kaulquappen-Diagramm) besteht,

(5.18)

Es stellt sich heraus, dass der im IR dominante Beitrag von der (00)-Komponente des
Eichboson-Propagators fiir n = 0 stammt. In diesem Fall ist I1(0,q) = m?, die sog.

el
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5 Resummationsverfahren

elektrische Abschirmmasse des Eichbosons, d.h. des Photons im Fall der QED und
des Gluons im Fall der QCD,

T2 2
@D:m%::3(§+%>, (5.19)
ON. + N 2
f

Der Beitrag der Plasmon-Ring-Diagramme zum Druck ist (mit der jeweiligen elektrischen
Abschirmmasse)

T
PR
QED : pg,n:)[) = Emi,el )
T
QCD : Pgili)o = Tor (N2 —=1)m} ., (5.21)

also von der Ordnung O(e?) im Fall der QED und von der Ordnung O(g?) im Fall der
QCD. Im Fall von QCD ist der Beitrag um einen Faktor N2 — 1 grofer, weil dies der Zahl
der Gluonen entspricht, die in der Schleife umlaufen kénnen.

Ubungsaufgabe 5.1: Zeige, dass
o 1 1 T
= dez? |In(1+ =) —-=|=—-=. 5.22
/0 T {n ( + xQ) x2} 3 ( )
Lésung: Wir substituieren zunichst z = tanu, dr = du/ cos?® u,
™2 tan?uy 1 1
7 = d In (1 —
/0 Y cos?u [ " ( * tan? u) tan? u}
™2 Ttan? 1 1
= / du{ar;uln —— — 5 ] .
0 cos*u  sin“u  cos®u

Nun integrieren wir partiell mit f = Insinu, ¢ = tan®u/3, d.h. f/ = 1/tanu, ¢ =
tan® u/ cos® u,

/2

1
T = -2 [5 tan® u Insinu

w/2 1 /2
—5/ du tan®?u| — tanu
0

0 0
w/2

2
tan® u Insinu + g(tanu—u) — tanu

0
/2

: (5.23)

2
3
7r
3

tanu (1 + 2 tan?u Insin u)

Wl

0

wobei wir von der ersten zur zweiten Zeile benutzt haben, dass die Stammfunktion von
tan? u gerade tanu — u ist. Wir betrachten nun lediglich den zweiten Term. Offensichtlich
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5.2 1Pl-eftektive Wirkung und Schleifenentwicklung

verschwindet dieser an der unteren Grenze. Die obere setzen wir zunéchst gleich 7/2 — ¢
und betrachten am Ende den Limes € — 0. Zunéchst ist

T tan Z — tane 1 1 & 1 g2
¢ (——): 2 . o _fio@=-(1-Z) +0@E .
an 2 c 1+tan§ tane tane e 3 +0() € 3 +0()

Desweiteren ist

lnsin(%—g) = ln(singcosg—i—cosgsina):ln 1—%—1—;—1—1—0(56)}
:_§+§—§+m&:—§b+§+mﬁy
und somit
1+ 2 tan? (g —5) In sin (g—&)
_ 1+€32 {1_%€2+o<54)1 (-%) {1+%2+O(54)}
= 1—1+%€2—%+O(€4):§+O(54)

— 0 (¢e—0).

Also verschwindet der zweite Term in Gl. (5.23), was die Behauptung beweist, q.e.d..

Aufgrund des Zusammenbruchs der naiven Stérungstheorie in der Kopplungskonstanten
ist es angebracht, sich mit Resummationsverfahren in der Statistischen Feldtheorie
vertraut zu machen.

5.2 1Pl-effektive Wirkung und Schleifenentwicklung

Wir betrachten die groflkanonische Zustandssumme in Anwesenheit von dufleren Quellen
J,

Z[J] = / D e+ ]x To (5.24)

Geméf der Diskussion in Abschnitt 4.1 kdnnen wir dies in Storungstheorie schreiben als
4]

Z[J] = exp {SI {ﬁ} } Zo|J] = Z0[J) 2] . (5.25)

Wie in Abschnitt 4.1 erldutert, besteht Z;[0] aus der Summe aller Vakuumdiagram-
me.
Wir definieren

W[J] = In Z[J] = In Z,[J] + In Z,[J] . (5.26)
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5 Resummationsverfahren

Dann besteht In Z;[0] aus der Summe aller verbundenen Vakuumdiagramme.

Nun fithren wir eine Legendre—Transformation von W[J] beziiglich der Quelle J
durch. Dabei benutzen wir die Tatsache, dass

SW[J] 1 82[J]

0I(X)  Z[J] 0J(X) (6(X)), = e(X) (5.27)

der Erwartungswert des Feldes bzw. die Ein-Punkt-Funktion in Anwesenheit
der Quelle J ist. Die Legendre-Transformation lautet

e = W= [ 900 350 =Wl = [ J00) 6x) (5.25)

wobei auf der rechten Seite die Quelle J ein Funktional von ¢ ist, J[y], das man durch
Auflésen von Gl. (5.27) nach J bestimmt.

Wie schon W[J] ist auch I'[¢] ein erzeugendes Funktional, namlich das der sog. 1PI-
n—Punkt-Vertexfunktionen (1PI = “one-particle irreducible”, Ein-Teilchen-irreduzi-
bel, das sind Diagramme, die bei Durchschneiden einer Linie nicht in zwei disjunkte
Teile zerfallen). Dies ist ganz analog zur Quantenfeldtheorie im Vakuum (s. Abschnitt
6.5 der Vorlesung “Quantenfeldtheorie), lediglich Faktoren ¢ tauchen in der Statistischen
Feldtheorie nicht auf.

Um D[] als erzeugendes Funktional der 1PI-n—Punkt-Vertexfunktionen zu erkennen,
entwickeln wir es in eine Potenzreihe in ¢ — @y, wobei pq ein beliebiges, fest vorgegebenes
Feld ist,

Ml =Y [ 1) = a0 o) = ()] T (Xa, -, Xa) - (520

Der n = 0-Term ist I'[pg], das erzeugende Funktional der 1PI-n—Punkt-Vertexfunktionen,
ausgewertet fiir die fest vorgegebene Feldkonfiguration ¢y. Vom mathematischen Stand-
punkt aus betrachtet ist dies eine gewohnliche Zahl. Wie I'[¢] in Form von Diagrammen
aussieht, ist jedoch nicht-trivial und wird im Folgenden ersichtlich werden.

Wir definieren nun
6"T'[p)]

rx,, ... X,)= 5ol 00 (K] (5.30)

und
o"T'[ep]

—n)
r™(xy, ..., X, Sp(X1) - 0p(X,)

(5.31)

»=p0

Falls T'[¢] das erzeugende Funktional der 1PI-n—Punkt-Vertexfunktionen ist, dann ist
'™ (Xy,...,X,) der 1PI-n-Punkt-Vertex im Ortsraum. Diagrammatisch kann man ihn
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5.2 1Pl-eftektive Wirkung und Schleifenentwicklung

folgendermaflen darstellen,

>
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wobei der “Inhalt” des Kreises noch zu klédren ist. Es wird sich herausstellen, dass es sich
hierbei um die (unendliche) Summe aller 1PI-n—Punkt-Vertex-Diagramme der Theorie
handelt. Gleichung (5.29) l&8t sich dann ebenfalls diagrammatisch wie folgt darstellen,

1 p % %ﬁ
’%};

\(3\‘\(;\‘
o

: (5.33)

wobei die i-te “Stecknadel” Ankopplung der Differenz Ap(X;) = ¢(X;) — po(X;), in-
klusive einer Integration iiber X;, bedeutet. Offensichtlich “resummiert” I'[p] die Ein-
Punkt-Funktion ¢ in allen Ordnungen. Wenn sich die oben vermutete Interpretation von
I™(Xy,...,X,) als Summe aller 1PI-n-Punkt-Vertex-Diagramme bestiitigen sollte, dann
handelt es sich bei I'[¢] um die Summe aller solcher Diagramme mit einer beliebigen
Zahl von Vertizes, an denen das Feld Ap(X) ankoppelt.

Wir wéhlen nun ¢y = 0. Dann ist geméf Gl. (5.33) I'[¢] die Summe aller 1PI-Vertex-
Diagramme mit einer beliebigen Zahl von Vertizes, an denen das Feld ¢(X) an-
koppelt. Der (n = 0)-Term I'[0] in der Entwicklung (5.33) ist demzufolge die Summe aller
1PI-0-Punkt-Vertex-Diagramme, also die Summe aller 1PI-Vakuumdiagramme. Diese
Interpretation wird im Folgenden wichtig werden, weswegen wir sie noch einmal in einer
Gleichung wiederholen,

['[0] = Summe aller 1PI-Vakuumdiagramme . (5.34)

Wir beweisen nun die Behauptung, dass es sich bei I'™(X7,..., X)) um die Summe
aller 1PI-n—Punkt-Vertex-Diagramme handelt. Dazu betrachten wir zunéchst den
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5 Resummationsverfahren

Fall n = 1. Mit der Ketten- und der Produktregel fiir Funktionale sowie Gl. (5.27) erhalten
wir aus Gl. (5.28)

Doyy — L] dWI[J] OJ(F) e
p()(X):&O(X) T Se(X) )y dp(X) p(Y) — /J 5g0X
[ OWL) S (Y) 0J(¥
Ty 0I(Y) de(X) /Y(S"D /YJ vy
) _J(X)’ (5.35)
wobei wir dp(Y) _
sox) =0 (XY o)

benutzt haben. Gleichung (5.35) bedeutet, dass das physikalische System ohne duflere
Quellen, J = 0, den Extrema von I'[¢] entspricht. Wir wéhlen nun das fest vorgegebene
Feld ¢o(X) als Extremum von T'[p], welches wir mit @(X') bezeichnen, also

oL [¢]
0p(X) |,

r(x) = =0. (5.37)

Damit verschwindet der (n = 1)-Term in der Entwicklung (5.29).
Differenzieren wir Gl. (5.35) nach J(Y'), erhalten wir unter Benutzung der Kettenregel
sowie Gl. (5.27)

0p(Z)  PTlp]  _ S2W[J] #Tlel  IX)
2 0J(Y) 80(Z2)dp(X :/(U J(Z) 6p(Z)6p(X) —_WZ—W(X—Y),

(5.38)

wobei wir die zu Gl. (5.36) analoge Relation fiir J benutzt haben. Nun ist

S2W[J] B o 1 0Z[J]
0J(Y)oJ(Z) IV ){ Z[J] 5J(Z)}
1 62 Z[J] 1 62Z[J] 1 6Z[J]
Z[J] 6J(Y)oJ(Z)  2[J] 6J(Y) Z[J] 6J(Z)
= (6(YV)o(2)), = (o(Y)), (6(2)),

= GOV, 2) (5.39)

die verbundene Zwei-Punkt-Funktion in Anwesenheit &uflerer Quellen. Also bedeutet
Gl (5.38), dass

0*T'[g]
0p(Z)dp(X)
bis auf ein Vorzeichen das Inverse der verbundenen Zwei-Punkt-Funktion in Anwesenheit
auBerer Quellen ist,

r®z,x)= (5.40)

r®(z,x)=-[G%] " (2,X). (5.41)

In Abwesenheit dulerer Quellen ist die Zwei-Punkt-Funktion der volle Propagator,

GAX,Y)|,,=6P(X,Y), (5.42)
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5.2 1Pl-eftektive Wirkung und Schleifenentwicklung

und I'[¢] nimmt ein Extremum bei ¢ = @ an, so dass
rex, )| _ = y)=—[¢%] ' (x,Y), (5.43)

wobei wir im letzten Schritt Gl. (5.41) bei J = 0, ¢ = ¢ benutzt haben. Das Inverse
der Zwei-Punkt-Funktion in Anwesenheit duflerer Quellen ist wiederum der inverse volle
Propagator, der sich mit Hilfe der Dyson—Schwinger—Gleichung in der Form

DHX,Y) =Dy (X,Y) +I(X,Y) = [G¥] X,Y)= -TOX,Y) (5.44)

schreiben 1a8t, wobei II(X,Y") die 1PI-Selbstenergie (im Ortsraum) ist, vgl. Abschnitt
6.5 der Vorlesung “Quantenfeldtheorie” (dort haben wir die 1PI-Selbstenergie mit X
bezeichnet). Wie wir wissen, besteht die 1PI-Selbstenergie diagrammatisch aber gerade
aus der Summe aller 1PI-Vertexdiagramme (d.h. Diagrarnme ohne #uBere Beine) mit
zwei “Andockpunkten” fiir duere Linien. Da I'®(X,Y) (bis auf den additiven Term
D, ' (X,Y)) identisch mit der 1PI-Selbstenergie ist, handelt es sich also in der Tat um die
(Volle) 1PI-Zwei-Punkt-Vertexfunktion der Theorie. Fiir n = 2 haben wir uns also davon
iiberzeugt, dass I'®(X,Y) die 1PI-Zwei-Punkt-Vertexfunktion ist.
Aufgrund der Relation

STM(X1, ..., X,)
590( n+1>

=T (X, X, X ) (5.45)

wird nun klar, dass auch TV aus der Summe aller 1PI-Vertexdiagramme mit n + 1
“Andockpunkten” fiir &uflere Linien bestehen muss, da eine Ableitung nach ¢(X,,,1) den
topologischen Charakter eines 1PI-Diagramms nicht &ndern kann: sie amputiert lediglich
eine “Stecknadel” (und eliminiert eine Raum-Zeit-Integration) und erzeugt dabei eine
Abhéngigkeit von einem weiteren Raum-Zeit-Punkt X,,,1, macht also aus einer n—Punkt-
Funktion eine n + 1-Punkt-Funktion. Daher handelt es sich bei T™(X1,..., X,) um die
1PI-n—Punkt-Vertexfunktion, was den Beweis komplettiert.

Welche physikalische Bedeutung hat I'[]? Dazu berechnen wir I'[] durch Entwicklung
des Funktionalintegrals in W[J] in Gl. (5.28) um die Ein-Punkt-Funktion ¢. Es empfiehlt
sich, das Plancksche Wirkungsquantum A wieder explizit einzufithren, um Terme nach

Ordnungen von & sortieren zu kénnen. Sowohl die Wirkung S[¢] wie auch das erzeugende
Funktional W[J] haben die Dimension A, daher

W[J] = hlnZ[J

2] = /Dd) exp< { [¢]+/XJ¢}) | (5.46)

Das Quantenfeld ¢ entwickeln wir um seinen Erwartungswert ¢ = (¢),
o=9+Vhy, (5.47)

wobei VA1 die Quantenfluktuation von ¢ um ¢ darstellt. Der Faktor v/A ist, wie wir
noch sehen werden, fiir die Klassifikation von Termen nach Ordnungen von A nétig. Die
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5 Resummationsverfahren

Taylor-Entwicklung der Wirkung lautet

e R (60

X) "2 )y me + Sile, ],

(5.48)

S+ V] = S[g) + Vi [ w(x) 755+ i

wobei Sy[p, 1] Funktionalableitungen von S[g| enthélt, die von héherer als zweiter Ord-
nung sind, s. Gl. (5.53) unten. Die zweite Funktionalableitung der klassischen Wirkung ist
(bis auf das Vorzeichen) identisch mit dem inversen Propagator auf Baum-Graphen-
Niveau (engl. tree-level). Der Unterschied zum inversen freien Propagator wird am
schnellsten anhand eines Beispiels deutlich, z.B. fiir die ¢* Theorie,

Sl = /Xﬁ(so,amo) = —% /va(Z) (Oz+m*) d(Z =V)e(V) - A/2904(2) ,
% = —% /Zy e(Z) (Oz +m?) 6W(Z - V) sW(V -Y)
—% /Z . W(Z —Y) (Oz +m?) 6W(Z - V) p(V)
—4\ / O(Z2)0W(Z -Y)
= - / e(Z) (@z +m?) sW(Z —Y) - 4N (Y), (5.49)
_ 5[e] _ m2) 6@ (X —y) — 2(x)6W(x
505 0(V) (Ox +m?) dW(X —Y) — 122 p*(X)6W (X - Y)
— [Ox +m? + 120 p*(X)] 6W(X - V)
= D YX,Y;p). (5.50)
Offensichtlich ist
D YX,Y;9) =DyHX,Y) + 12X *(X) 6WD(X - Y) . (5.51)

Dies erinnert an die Dyson-Schwinger—Gleichung (5.44), mit der “Selbstenergie”
12X (X)W (X — Y). Die formale Losung ist (Raum-Zeit-Indizes und entsprechende
Integrationen sind unterdriickt)

D = Dy[l—(—120*)Dy] "

+ 12 M + 144W + ... (552

Offensichtlich resummiert die Dyson—Schwinger—Gleichung (5.51) den Effekt einer nicht-
verschwindenden Ein-Punkt-Funktion ¢(X) # 0 in allen Ordnungen. Dies ist ganz ana-
log der Resummation der 1PI-Selbstenergie I1(X,Y") in der Dyson—Schwinger—Gleichung

—
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5.2 1Pl-eftektive Wirkung und Schleifenentwicklung

(5.44). Zur besseren Unterscheidung vom freien Propagator haben wir den Baum-Graphen-
Propagator mit einer roten Linie gekennzeichnet.

Die Wirkung Sy[p, ¢] in Gl (5.48) ist

h3/2 535'[(70]

Srlp, Y] = T/XYZ 515000 )50(2) V(X)) p(Y)(Z)
A _ os[yl y
* 51 e TR V) VOV A2 V) + O) (559

Da die Wirkung Sy[¢] der freien Theorie keine Terme enthilt, die von hoherer als quadra-
tischer Ordnung in den Feldern sind, gilt

0" S[e] _ 5"S1[ ] i
5p(X1) - 0p(X,) — 6p(X1) - 0p(X,) > 3. (5.54)

Die Wirkungen renormierbarer Theorien enthalten in vier Raum-Zeit-Dimensionen keine
Wechselwirkungsterme, die fiinfter oder héherer Ordnung in den Feldern sind. Daher
verschwinden fiir die (meisten der) fiir uns relevanten Theorien die Terme ~ O(R%/?).
Betrachten wir als Beispiel die ¢*-Theorie. Dann ist

590(X)5;f(11[z]&p(2) “2Ap(X) IV V)X - 2),
5@@)@%%512)@(1/) = 240X = Y)6W(X = 2)6W(X V). (5.55)
Setzen wir dies in Gl. (5.53) ein, so erhalten wir
Sile.¥] = —A/X (4172 (X) 0*(X) + 1° 41 (X))
v ? y "
- + . (5.56)
v v v v

Offenbar erzeugt die Entwicklung der Quantenfelder um ihren Erwartungswert einen neu-
en Drei-Punkt-Vertex in den Fluktuationsfeldern v, der proportional zu —4\ i%/2¢
ist. Der urspriingliche Vier-Punkt-Vertex ~ —\ existiert nach wie vor, nun allerdings sind
es die vier Fluktuationsfelder ¢, die miteinander koppeln, was einen zusétzlichen Faktor
h*/? = h? bedingt.

Wir kénnen Gleichung (5.48) unter Benutzung von Gl. (5.50) noch etwas umstellen,

Slewl=—5 [ $0DX i) w() + S,
_ 05]p]
= S+ Viw] = Sl - VA | w(x) 55 (557)

131



5 Resummationsverfahren

Dies ist die Wirkung einer Theorie, in der der freie Propagator Dy(X,Y) durch den Baum-
Graphen-Propagator D(X,Y; ) ersetzt wird und die Wechselwirkung durch Sy[p, 1] ge-
geben ist.

Mit den Glgen. (5.48), (5.57) lautet die Entwicklung des Arguments der Exponential-
funktion im Funktionalintegral in Gl. (5.46) um ¢,

/J¢>5 /J<p+\/_/{

Wir setzen dies nun in Gl. (5.46) ein und benutzen, dass das Integrationsmafl der Funktio-
nalintegral bei der Substitution ¢ — 1 geméf Gl. (5.47) (bis auf irrelevante Konstanten)
unverdndert bleibt,

WJ] = In [exp (% {Sm + /X Jgp})
X ge/w exp (h1/2/X {655([;]) + J(X)}z/z(X) +%S[¢,¢])]
=S[s0]+/XJ<p
+hn [m/m exp (h—l/Q/X {% + J(X)} V(X)) + %S[gp,@b])} . (5.59)

und damit

Flg] = WJ) - /X Jo

= S[p] + A In [eﬁ/m exp <h1/2 /X {552[)“?]) + J(X)} (X)) + %S[gp,zﬂ])} .
(5.60)

X>}¢<X> L Sle ], (558)

Hier ist auf der rechten Seite J(X) durch Gl. (5.35) gegeben, also als Funktional von ¢.
Das erzeugende Funktional I'[p] ist also im Limes A — 0 identisch mit der klassischen
Wirkung S[p]. Ansonsten unterscheidet es sich um Quantenfluktuationen ~ O(h)
von S[p|. Man bezeichnet I'[p] daher auch als 1PI-effektive Wirkung,.

Es scheint, dass der erste Term im Exponenten in Gl. (5.60) der in A fithrende Term ist.
Wir zeigen nun, dass er tatsichlich von der Ordnung O(h2) ist, mithin der erste Term
in S[p, 1], Gl. (5.57), der (nach Division der Wirkung durch %) von der Ordnung ~ O(h°)
ist, den fithrenden Term darstellt. Dazu definieren wir

[le] = Te] — S|
=hln [m/w exp <h—1/2/X {;Z[% + J(X)} V(X)) + % S[gp,zp])] . (5.61)

Dann ist mit Gl. (5.35)

Wl 22 W T om, (5.62)
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5.2 1Pl-eftektive Wirkung und Schleifenentwicklung

also zusammen mit dem Vorfaktor 2~'/2 ist der erste Term im Exponenten in Gl. (5.60) in
der Tat von der Ordnung O(A'/2). Wenn wir Gl. (5.62) in Gl. (5.61) einsetzen, erkennen

wir, dass I'[¢] eine komplizierte funktionale Integro-Differentialgleichung erfiillt,

[e] =hln (W/D@Z) exp{—h‘lﬂ/x;;(—[?)@/)()()—k%S[(p,zﬂ]}) : (5.63)

Gliicklicherweise miissen wir diese nicht explizit l6sen. Wir werden im Folgenden ein
storungstheoretisches Verfahren diskutieren, das eine Losung Ordnung fiir Ordnung in 7

erlaubt.

Wir definieren nun

Wlp,J] = h1nZ[p,J], (5.64)
wobei
Zlp,J] = %ﬁ/Dw exp{%S[g@,@b]+7“’L_1/2/XJ~(X)w(X)} . (5.65)
Offenbar gilt
W |, —oT(el/0p] = Tlg] (5.66)

Cleichung (5.64) stimmt also mit Gl. (5.63) an der Stelle J = —dI'[¢]/dy iiberein. Der
Unterschied zwischen Wg, J] und T'[¢] ist, dass die Quelle J in ersterem Funktional frei
variieren darf, wiahrend sie im letzteren einen speziellen Wert annimmt.

Gleichung (5.64) ist das erzeugende Funktional fiir die verbundenen n—Punkt-
Funktionen einer Theorie, deren klassische Wirkung durch Gl. (5.57) gege-
ben ist, also in der der freie Propagator durch den Propagator (5.50) auf
Baum-Graphen-Niveau ersetzt wird und die Wechselwirkung durch Sy[g, ¢,
Gl. (5.56), gegeben ist. Wie im Fall der in Kap. 4 diskutierten Stérungstheorie kann
man den Wechselwirkungsanteil der Wirkung aus dem Funktionalintegral herausziehen,

indem wir ¢ durch eine Funktionalableitung nach J ersetzen,

Wlp,J] =hln (exp {%SI [<p, \/ﬁ%} } Zole, j]) : (5.67)

wobel

Zlp, ] = / Dy exp H PO DT XY 50 (1) + A7 /X J(XMX)J - |
5.68

Die Entwicklung der Exponentialfunktion im Argument des Logarithmus in Gl. (5.67)
erzeugt die Storungsreihe in Ordnungen der Kopplung und die Entwicklung des Loga-
rithmus eliminiert in gewohnter Weise unverbundene Diagramme. Wiirden wir nun die
Quelle J = 0 setzen, erhielten wir alle verbundenen Vakuumdiagramme mit in-
ternen Linien, die durch den Baum-Graphen-Propagator D(X,Y; ¢) gegeben
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5 Resummationsverfahren

sind, und Vertizes, die aus Sy, 1] resultieren. Jedoch ist J nicht bei null, son-
dern bei J = —0I'[p]/dp zu nehmen. Wir zeigen nun, dass dieser (kleine) Unterschied die
1PR-Diagramme aus der Summe der verbundenen Vakuumdiagramme eliminiert, so dass

I'[¢] = Summe aller 1PI-Vakuumdiagramme mit durch D(X,Y; ¢) gegebenen
internen Linien und mit durch Si[p, ¥] definierten Vertizes. (5.69)

Der Beweis ist indirekt und geht wie folgt [9]. Wir zeigen zunéchst, dass die aus Wie, J]
berechnete Ein-Punkt-Funktion bei J = —0I'[p]/dp verschwindet,

=0. (5.70)
J==6T[¢]/b¢

o) = vi 0l

Dazu setzen wir im Exponenten von Gl. (5.65) die Identitat (5.57) ein und berechnen mit
den Glgen. (5.64) und (5.66)

oTe] _ 5W[90, J] B
5(X) ~ 0p(X) o ~ Zp it | ™
(98l + Vhy] 55 25[¢] T[]
( 50(X) G R { (Y)+5s0(X)5s0(Y)}>

e | L (] 5f[ )
p[h<[w+fw f/w { e )}>
_ 1 —1/255[904‘\/7W] 0S[p 0*T'[¢]
~Zi _5%/5@]/ Py (ﬁ 50 (Y) w f/ Y S X )se (v ))

X exp {%( [p 4+ Vhy] — \/_/@D )] : (5.71)

wobei wir Gl. (5.61) benutzt haben. Den ersten Term in der Klammer in der vorletzten
Zeile konnen wir wie folgt umschreiben,

[pen 1/255“(@% o [+ (sl + VAU - 516 - VA [ w(z) S )]
= VA [ Do st o |3 (Sle+ Viwl 81 - VA [ ()55

+ [0 5‘55()() exp [% (5[90 + V) - S = VA | w<ZZ> fﬂ; ) RS

Den ersten Term kann man direkt (funktional) partiell integrieren. Er trégt nichts bei,
weil die Exponentialfunktion fiir 1y — +o0 verschwindet. Den zweiten Term kombinieren
wir mit dem zweiten Term in der vorletzten Zeile von Gl. (5.71) unter Zuhilfenahme von
Gl (5.61). Da der resultierende Vorfaktor 6I'[¢]/d¢(X) der Exponentialfunktion nicht
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5.2 1Pl-eftektive Wirkung und Schleifenentwicklung

von v abhingt, konnen wir ihn aus dem Funktionalintegral herausziehen und sehen, dass
er den Term auf der linken Seite von Gl. (5.71) aufhebt. Es bleibt das Resultat

0= [ TEY) O s (5.73)

wobei wir Gl. (5.40) fiir die Zwei-Punkt-Vertexfunktion benutzt und die Ein-Punkt-
Funktion

= \/ﬁ—éw[% l— Gy (5.74)

definiert haben. Hier haben wir im vorletzten Schritt Gl. (5.57) und die Definition (5.64)
mit (5.65) benutzt. Die Zwei-Punkt-Vertexfunktion in GI. (5.73) ist i.a. nicht null, also
muss die Ein-Punkt-Funktion bei J = —0I'[¢]/d¢ verschwinden,

(X))o, 7 —sPle1 /60 = vh M P(X)=0, (5.75)

J(X

J=—sTl¢l/5¢

was die Behauptung (5.70) beweist. ) )
Wir fithren nun eine Legendre-Transformation des Funktionals Wy, J] bzgl. der Quelle
J durch, d.h. wir ersetzen diese durch die in GI. (5.74) definierte Ein-Punkt-Funktion ),

T[p, ¢] = / D(X)J(X (5.76)

Wenn wir dieses Funktional am Punkt J = —T'[p]/d¢ auswerten, verschwindet aufgrund

]
von Gl. (5.70) die Ein-Punkt-Funktion, 1) = 1 = 0, und wir erhalten mit GI. (5.66)

D0 = Wip, )| =Tl 5.77
0,0 = Wl J| s, = TL) (5.77)
Nun ist die linke Seite aber aufgrund von Gl. (5.34) die Summe aller 1PI-Vakuumdia-
gramme fiir die Theorie mit der Wirkung (5.57) (die Abhéingigkeit von ¢ resultiert
aus der p-Abhéngigkeit des Propagators D(X,Y; @), der den internen Linien dieser Dia-
gramme entspricht, und der der Vertizes in Sy[p, ¢]). Dies beweist die Behauptung (5.69).

Die Entwicklung der Exponentialfunktion und des Logarithmus auf der rechten Seite
von Gl. (5.67) tragt den Namen Schleifenentwicklung, da die dadurch erzeugten Dia-
gramme nach der Zahl der Schleifen klassifiziert werden kénnen. Wir zeigen nun, dass jede
Schleife einen Faktor A zum Diagramm beitréagt , so dass die Zahl der Schleifen gleichzeitig
die Ordnung in % angibt. Nach Division von S; durch & trégt geméafl Gl. (5.56)

(i) jeder Drei-Punkt-Vertex einen Faktor 7#%2/h = h'/? und
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5 Resummationsverfahren

(ii) jeder Vier-Punkt-Vertex einen Faktor h*/h = h

zu einem gegebenen Diagramm bei. Interne Linien tragen keine zuséitzlichen Faktoren A
bei.

Betrachten wir nun die méglichen 1PI-Vakuumdiagramme mit zwei Schleifen,

3 % + o3 ®—@—® , (5.78)

wobei der kombinatorische Faktor beim zweiten Diagramm daraus resultiert, dass es 6
Moglichkeiten gibt, die Beine der beiden Vertizes miteinander zu verbinden, aber das
Diagramm von zweiter Ordnung in A ist, also einen zusétzlichen Faktor 1/2 erhilt, also
insgesamt 6/2 = 3. Das erste Diagramm hat geméB (ii) einen Faktor & und das zwei-
te geméf (i) ebenfalls einen Faktor VA = h. Zusammen mit dem Vorfaktor /i in Gl.

(5.67) sind die beiden Zwei-Schleifen-Diagramme (5.78) also von der Ordnung O(h?), wie
behauptet.

Ubungsaufgabe 5.2: Priife nach, dass die 1PI-Drei-Schleifen-Diagramme von der Ord-
nung O(h?) sind.

Losung: Die 1PI-Drei-Schleifen-Diagramme der Theorie sind (ohne kombinatorische Fak-
toren)

(a) (b) (c)
SSOIES BN %
(5.79)
(d) (e) ()

Die Diagramme (a) und (b) haben einen Faktor A% von den beiden Vier-Punkt-Vertizes,
die Diagramme (c) und (d) einen Faktor 4%? = h? von den vier Drei-Punkt-Vertizes und
die Diagramme (e) und (f) jeweils einen Faktor & vom Vier-Punkt-Vertex, sowie einen
Faktor h*? = h von den beiden Drei-Punkt-Vertizes, also insgesamt wieder einen Fak-
tor h?. Zusammen mit dem Vorfaktor i in Gl. (5.67) sind alle Drei-Schleifen-Diagramme
(5.79) also von der Ordnung O(h?), q.e.d..
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5.2 1Pl-eftektive Wirkung und Schleifenentwicklung

Zum Schluss werten wir noch den Ein-Schleifen-Beitrag aus. Dieser entspricht dem Term
nullter Ordnung in Sy in Gl. (5.67), also (bis auf irrelevante Konstanten)

hiln Zy[p,0] = ki In {m/m exp { Y(X)D (X, Y; w)w(Y)] }

XY

h
— i In [detxD'(p)] = =5 Trx D7 (p). (5.80)

wobei wir Determinante und Spur in der Raum-Zeit durch den Index “X” gekennzeichnet
haben. Mit Gl. (5.51) kénnen wir dies schreiben als

h h h
—3 Try nD(p) = 3 Try lnDal - §TrX In (1 + 12)\4,021?0)

h A 1 n
= 5 Trx lnD_l—i——Z—TrX [(—=12X¢%)" Dy ]

0BG

Es handelt sich also um Ein-Schleifen-Beitrége, in denen freie Propagatoren Dy umlaufen
unterbrochen von einer beliebigen Anzahl von “Selbstenergie”-Einschiiben —12Ap?. Dies
dhnelt der Summe der Plasmon-Ring-Diagramme (5.11), nur dass die Selbstenergie durch
—12Xp? ersetzt wird.

Falls ¢(X) eine schwach variierende Funktion der Raum-Zeit-Koordinate X* ist,

p(X) =0+ 0(X), ¢ =const, [9,0(X) <Alg|,

wobei A eine fiir das System typische Energieskala ist, z.B. die Masse m der Teilchen oder
die Temperatur 7', das chemische Potential yu, etc., konnen wir I'[¢] als Gradientenent-
wicklung schreiben,

tlp+dl= [ |-ve)+ 52000000+ .| (5.8

Die GroBe V(p) heifit effektives Potential und hat die Dimension Energie? (da I'[¢]
in natiirlichen Einheiten dimensionslos ist). Die physikalische Interpretation folgt aus der
Definition (5.28) im Limes J — 0, d.h. ¢ — @, wobei @ das Feld ist, welches I'[¢] extremal

macht,
174
Clg] =W[0]=InZ[0] =InZ = TP (5.83)
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d.h. die 1PI-effektive Wirkung am Extremum ¢ ist bis auf einen Faktor V/T" iden-
tisch mit dem Druck des Systems. Falls ¢ = const, verschwinden die hoheren Terme
in der Gradientenentwicklung (5.82) und man erhélt mit @ = ¢

V V

I'lol = —— D) = — .84
Pl = -7 V@) =7%0p, (5.84)
also

p= V(). (5.85)

Der Wert des konstanten Feldes ¢ kann auch aus der Gleichung

dV(9)

=0 5.86
i (5.56)

bestimmt werden.

5.3 2Pl-effektive Wirkung
(Cornwall-Jackiw—Tomboulis—Formalismus)

Die der 2PI-effektiven Wirkung zugrundeliegende Idee ist, zusétzlich zur Quelle J(X) eine

bilokale Quelle K (X,Y) einzufiithren [10]. Letztlich fithrt dies dazu, dass nicht nur die

Ein-Punkt-Funktion ¢ = (¢);x in allen Ordnungen resummiert wird, sondern auch die
verbundene Zwei-Punkt-Funktion

GI(X,Y) = G(X,Y) = (6(X)o(Y))sx — ((X))sr(d(Y))ax = G(Y, X) . (5.87)
Wir beginnen mit der naheliegenden Verallgemeinerung von Z[.J],
Z[J. K] = R / Dé exp { / J(X + L s k(x,v) ¢(Y)} . (5.88)
X,y

wobei die bilokale Quelle K(X,Y) = K(Y, X) symmetrisch in ihren Argumenten ist. Die
Verallgemeinerung von W[J] ist dann einfach

WI[J, K] = In Z[J, K] . (5.89)
Wie vorher, s. Gl. (5.27), gilt
ST = Ok = o). (5.90)
Zusatzlich gilt nun aber, dass
ey = st Pegeiem) e s+ [ 120
v [ s@EEaW)
= LX) o) = 5 [COXY) 4 6(X) o(V)] (591)
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5.3 2Pl-effektive Wirkung (Cornwall-Jackiw—Tomboulis—Formalismus)

wobei wir im letzten Schritt die Glgen. (5.87) und (5.90) benutzt haben.

Fiithren wir nun eine Legendre-Transformation beziiglich J(X) und K (X,Y’) durch, so
erhalten wir die sog. 2PI-effektive Wirkung

Wi K] = [ 00 % - [ Ky %

W K] = [ 00660 =5 [ KOEVG06Y) 5600 o)
WK = [ 00630 -5 [ REY)60X) + o) ()
WLLK] = [ I 000 = ST (K@) = 5 [ o) KXY )etr).

(5.92)

wobei wir zur zweiten Zeile die Glgen. (5.90) und (5.91), zur dritten Zeile die Symmetrie
von G(X,Y’) benutzt und zur vierten Zeile die Integration iiber X, Y als Spur des Produkts
der Matrizen K und G iiber die Raum-Zeit-Indizes geschrieben haben. Falls weitere interne
Indizes (z.B. bei mehrkomponentigen skalaren Feldern) auftreten, ist die Spur auch iiber
diese Indizes zu nehmen.

Unter Beriicksichtigung, dass ¢ und G unabhéngige Variable sind, ist offenbar

[, G
dp(X)

/(WV[J,K] 3J(Y) +/ WIJ, K] 6K(Y, Z)
y 6J(Y) dp(X) Y,Z
/gi(Y (WV[J,K]_/YJ(Y) do(Y) _/ SK(Y,Z) oW |[J, K]

(X)) 6J(Y) 00(X)  Jyz dp(X) K(Y,Z)
- 3 K02 o 5+ ot )
= - YJ(Y)5<4>(X—Y)
_ % K2 [p) (X = 2) 450X - Y) (7))
— —J(:X)— K(X,Y)o(Y) , (5.93)

wobel wir im letzten Schritt beim ersten Term die Symmetrie von K(X,Y') benutzt und
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beim letzten Term Z — Y substituiert haben. Ferner gilt

T, G) [ oW K] §J(Z) SWIJ, K] 0K(Z,U)
SGXY) /Z 57(Z) sG(x.v) " /Z,UdK(Z,U) 3G(X,Y)
5J(Z) SWI[J, K] SK(Z,U) SWI[J, K]
a /ZdG(X,Y) 6J(2) _/ZU(SG(X,Y) SK(Z,U)
1 SG(U, Z)
2 ZﬁUK(Z’U) 0G(X,Y
_ ! K(Z,U)sW(X -U)sW(Y - 2)
2 )zu
— —%K(Y,X)E—%K(X,Y). (5.94)

Fiir das physikalische System miissen wir die Quellen gegen null schicken, J, K — 0. Mit
den Glgen. (5.93) und (5.94) folgt daraus, dass die Wirkung bzgl. Variationen von ¢ und
G extremal wird,

o[, G 0y, G

= =0. 5.95
00(X) lpmpo=g  IG(X,Y) '«pw,czg (%)
Wir berechnen nun I'[, G| mit Hilfe von Gl. (5.92),
1
.Gl = 3 T (66) +1n (% [ Do exp {slol + [ 030 [606) - p(x)
X

1

+5 /X y [0(X)K(X,Y)o(Y) — (X) K(X,Y) @(Y)]}) , (5.96)

wobei wir die Glgen. (5.88) und (5.89) benutzt haben. Wir zerlegen nun das Feld ¢ wieder
in Erwartungswert und Quantenfluktuation (vgl. Gl. (5.47), wobei wir nun der Einfachheit
halber i = 1 setzen) und substituieren die Integrationsvariable ¢ — 1 = ¢—¢. Dies ergibt

Tp,G] — —%Trx (KG)+In {m/w oxp (5[¢+w]+/XJ(X)¢(X)

by [ KOV 00 + ) + 6] - 900 (1))

- —%TrX(KG)—i—ln (s&/m exp{5[¢+w]+/XJ(X)w(X)

b3 [ BORE B 200} 6o

2 Jxy

wobei wir im letzten Schritt wieder die Symmetrie von K (X,Y') ausgenutzt haben. Wie
in Gl (5.48) entwickeln wir nun die Wirkung um ¢,

Sl oy L [ w0 D (X, Vi) () + il ], (5.99)

2 Jxy

Sto+4 = Skl + | %
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mit dem inversen Baum-Graphen-Propagator (5.50) und der Wechselwirkungswirkung
Stle,v] wie in Gl. (5.53) angegeben. Eingesetzt in Gl. (5.97) erhalten wir

T, G] = Slg] — %Trx (K G)

+ In (aﬁ / Dy eXp{ /X W(X) {J(X)+ 555([;]) + /Y K(X, Y)QD(Y)}
1

L 0 XY - KXY w<Y>+sI[go,w]})  (5.99)

2 Jxy

Mit Gl. (5.93) konnen wir die erste eckige Klammer im Exponenten schreiben als

3S[e]  oT[p,G] _  ol[p, G

FX) T SR Ge) 10
wobei wir in Analogie zu Gl. (5.61)
Llp, G = Te, G] — S| (5.101)

definiert haben. Ganz analog zu Gl. (5.63) erfiillt also auch I'[¢, G] eine Integro-Differential-
gleichung,

R e VA D
1

L ) DX Vi) — K(X,Y)] 6(Y) + sl[w}) (5.102)

2 Jxy

Wie schon im vorangegangenen Abschnitt miissen wir diese gliicklicherweise nicht explizit
16sen.
Wir schreiben nun Gl. (5.99) in der Form

Tlp, G] = S[y] — %Trx NGt — %Trx D7 (p) G — 1] +Dofp, G . (5.103)

Dies ist als Definitionsgleichung fiir I's[p, G] aufzufassen, d.h. durch Vergleich mit Gl.
(5.99) erhalten wir

Lolp, G = %TrxlnGl—i—%TrX{[D }G—]l}

Hn( /Wexp{ /¢ =

e XY - K(X,Y>}w<y>+sf[so,w1}) (5.104)

2XY

Wir werden zeigen, dass I's[¢, G] aus der Summe aller 2PI-Vakuumdiagramme mit
durch Sy[p, ¥] definierten Vertizes und mit durch die verbundene Zwei-Punkt-
Funktion G gegebenen internen Linien besteht.
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Zunichst aber leiten wir mit Hilfe von Gl. (5.94) eine wichtige Identitét her. Mit

SInG1 _1y -1 0GTH SN2 1
oG =(@7) 0G _G[_(G )}__G
gilt
1 oL[p, G] L L oL2[, Gl

oder

K(X,)Y)=-G'(X,Y)+D ' (X,Y;p) +1I(X,Y), (5.105)
wobel wir 5Tyl C

I(X,Y)= 2222 1

definiert haben.
Wir bemerken nun, dass wir bei festem K eine 1PI-effektive Wirkung durch die
Relation

Pilgl = W K] - /X J(X) p(X) (5.107)
definieren konnen. Offenbar ist
STyl SWIJLK] §J(Z) SWJ, K] 5.J(Z)
SK(X,Y)|, /Z 5J(Z) JOK(X, Y)L SK (X, Y)L - /Z SK(X,Y) ¢¢(z)
= SIGXY) + (X)) (5.108)

wobei wir die Glgen. (5.90) und (5.91) benutzt haben. Eine Legendre-Transformation von
I'k[¢] beziiglich K liefert dann

Tlp,G] = Tkl — XYK(X’W%
_ FKM_% R Y) +e(X) V)

= WILK] = [ J0X)0(0) = 5Trx(K G) =5 [ o) KXY)(Y)

I, G, (5.109)

wobei wir zur vorletzten Zeile Gl. (5.107) und zur letzten die Definition (5.92) benutzt ha-
ben. Dies bedeutet, dass wir lediglich die doppelte Legendre-Transformation von W[J, K|
beziiglich J und K sequentiell ausgefiihrt haben.

Wir definieren nun die klassische Wirkung

1
Selel = Sl +5 [ oK) o). (5.110)
XY
Der inverse Propagator auf Baum-Graphen-Niveau ist dann mit Gl. (5.50)
02 Sk ] 1 1
— = =-"D (X\)Y;9p)+ K(X,)Y)=-Dr (X,Y;0). 5.111

Fiir die Theorie mit der Wirkung (5.110) ist dann
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5.3 2Pl-effektive Wirkung (Cornwall-Jackiw—Tomboulis—Formalismus)

(i) Z[J, K] = Zk[J] das erzeugende Funktional fiir die n—Punkt-Funktionen,

(ii) W[J, K] = Wk[J] = In Zk[J] das erzeugende Funktional fiir die verbundenen n—
Punkt-Funktionen und

(ili) Tx|p] entsprechend die 1PI-effektive Wirkung (das erzeugende Funktional fiir die
1PI-Vertexfunktionen).

Wenden wir nun Gl. (5.61) mit (5.63) aus dem vorangegangenen Abschnitt 5.2 an, dann
148t sich 'k [p] schreiben als

Tilp] = Skle] + Tkle] (5.112)
mit

Tlel = In (Se [ pv e {—% | SO [P Y0~ KOXCY]OY) + Sty o)

oL k[ ]
- [ 5 w(X)D , (5.113)

wobei wir GL. (5.111) benutzt haben. Fiir die Schleifenentwicklung von I'x[¢] kénnen
wir die Ergebnisse des vorangegangenen Abschnitts direkt iibertragen. Wir bezeichnen
mit Fy{l) [¢] den Beitrag mit n Schleifen, so dass

Trlel =Y Tyl . (5.114)

NE

1

n

Dann haben wir fiir die ersten drei Terme (ohne kombinatorische Faktoren)

- 1 _
Ml = _§TrX1nDK1(90>: Q :
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5 Resummationsverfahren

Hier sind die internen Linien nun geméaf Gl. (5.111) durch die modifizierten Baum-
Graphen-Propagatoren D (X, Y; p) gegeben (daher haben wir sie statt rot wie im voran-
gegangenen Abschnitt griin gezeichnet, auch wenn die Diagramme dieselbe Topologie wie
vorher besitzen). Die Vertizes sind wie im vorangegangenen Abschnitt durch Gl. (5.56)
definiert. Wie man unschwer erkennt, sind das erste, dritte und letzte Diagramm in fﬁf.) [¢]
2PR, alle anderen sind 2PI.

Wir kombinieren nun die Glgen. (5.109), (5.110) und (5.112) und erhalten

Mo.Gl = Tilel =5 [ KXY+ 0(X) (V)
= Sulel+Tile = 5 Tox (KG) = 5 | olX) K(X.Y) oY)
= 5[]~ 5 Trx (KG) + Txle] (5.116)

Wir ersetzen nun im zweiten Term K durch den Ausdruck (5.105),

1 1 1
-5 Trx (KG) = —5 Trx (D7 (p)G — 1] — 5 Trx (G) (5.117)
und benutzen Gl. (5.105) auch im Ein-Schleifen-Beitrag zu 'k [g], s. Gl (5.114),
1 1 1
—§TrX1nD;(1(<p) = 5 TrxIn [D7'(p) — K] = ~5 TryIn (G~" —1I)

1 1 1
= -3 Trxln [(1-1IG)G'] = —5 TrxInG™! — §TrX In (1 —1IIG)

1 1 1
= 3 TrxInG™' + 3 Tryx (IG) + TrX(HG) (5.118)

1
2

Der zweite Term hebt sich gegen den letzten aus Gl. (5.117) weg und wir erhalten

1 o1 _ 11 n = ()
Plp.G] = Slel = 5 Trx MG~ = o Tix [P (9)G — 1] + 5 ; ~ Ty (IG) +;FK (]
(5.119)
Der Vergleich mit Gl. (5.103) liefert folgenden Ausdruck fiir I's[p, G,
= i ) 4 & i 1 Trx (IIG)™ . (5.120)
n=2 “ 2 n=2 n

Wir zeigen jetzt, dass, wenn man in den Diagrammen von I;g?) [¢] alle internen Linien
Dk (p) gema Gl. (5.105) ersetzt, also durch

—G(1-1G)~ i o (5.121)

n=0

sich alle 2PR-Diagramme gegenseitig wegheben und T's[¢, G] in der Tat nur aus 2PI-
Vakuumdiagrammen besteht, mit internen Linien, die durch G (anstelle von
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5.3 2Pl-effektive Wirkung (Cornwall-Jackiw—Tomboulis—Formalismus)

Dk (p)) gegeben sind. In voller Allgemeinheit sprengt der Beweis den gegenwértigen
Rahmen bei weitem, daher zeigen wir dies nur fiir die Diagramme ohne explizite ¢—
Abhingigkeit, also fiir I3[0, G|, und bis zur Drei-Schleifen-Ordnung.

Der zweite Term in Gl (5.120) ist (bis auf den Vorfaktor) die uns wohlbekannte
Plasmon-Ring-Summe,

;ETrX (IIG)™ @ + 3 & + ... , (5.122)

wobei die blauen internen Linien durch den Propagator G gegeben sind.

In den Diagrammen im ersten Term in Gl. (5.120) miissen wir die internen Linien
Dy gemaB Gl. (5.121) ersetzen. Dies reproduziert die urspriinglichen Diagramme, jetzt
mit internen Linien, die durch G gegeben sind, plus eine unendliche Anzahl weiterer
Diagramme, bei denen die internen Linien durch II-Einschiibe unterbrochen sind, also
z.B.

SoNeeres T @@@@@

Nun ist nach Definition II = —20I'y/0G. Funktionales Ableiten nach G bedeutet, dass
man interne Linien G aus den Diagrammen “herausschneidet”, so dass aus Vakuumdia-
grammen 2-Punkt-Vertexfunktionen entstehen. Beim funktionalen Ableiten ist natiirlich
die Produktregel zu beachten. Der erste Term in I'y, Gl. (5.120), besteht aus Diagrammen,
die aus mindestens zwei Schleifen bestehen. Der zweite Term, die Summe der Plasmon-
Ring-Diagramme, enthélt mindestens zwei II-Einschiibe und II wiederum besteht aus min-
destens einer Schleife (z.B. nach Offnen eines Zwei-Schleifen-Vakuumdiagramms). Also ist
das erste Diagramm in der Plasmon-Ring-Summe bereits ein Drei-Schleifen-Diagramm.
Bis zur Drei-Schleifen-Ordnung gilt also (inklusive der kombinatorischen Faktoren)

I',[0,G] = 3 @ m (5.124)

A=
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5 Resummationsverfahren

wobei “...” Beitrdge mit vier und mehr Schleifen symbolisieren. Damit ist
5I‘ O G
=—12Q - 96 - @ — 144 e —144w-
(5.125)
wobei “..."” fiir Beitrdge mit drei und mehr Schleifen stehen. Um I3]0, G] bis zur Drei-

Schleifen-Ordnung zu berechnen, benotigen wir I1[0, G| bis zur Zwei-Schleifen-Ordnung.
Dies bedeutet, dass wir auf der rechten Seite von Gl. (5.125) alle II-Einschiibe durch das
Ein-Schleifen-Resultat (der erste Term auf der rechten Seite) approximieren diirfen,

110, G] = —12@ 96 - @ — 144 8 —144QE-
- 144-w-- + 144 SeZ 4+ 288 w
5126

Wie man sieht, heben sich die 1PR-Anteile (das vierte, fiinfte und siebte Dlagramm) ge-
genseitig auf. Auflerdem heben sich die Diagramme auf, die lediglich eine Iteration des
Tadpoles darstellen (das dritte und sechste Diagramm), denn diese sind im Prinzip bereits
in G enthalten. Daher besteht I1]0, G] ausschlielich aus den folgenden 1PI-Diagrammen,

mno,Ggl = -12 Q - 96 @ + ... (5.127)

Betrachten wir nun I';[0, G|, Gl. (5.124), unter Beriicksichtigung von Gl. (5.127), so
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5.3 2Pl-effektive Wirkung (Cornwall-Jackiw—Tomboulis—Formalismus)

Wie man sieht, heben sich hier alle 2PR-Diagramme gegenseitig auf. Bis zur Drei-Schleifen-
Ordnung haben wir uns also davon iiberzeugt, dass I';]0, G] lediglich aus 2PI-Diagrammen

besteht. Dies &t sich auch unter Beriicksichtigung der p—abhéngigen Anteile und in jeder
beliebigen Schleifen-Ordnung zeigen.

haben wir

(5.128)

Das physikalische System, also ohne duflere Quellen J, K, entspricht den Extrema der
2PT-effektiven Wirkung, vgl. Gl. (5.95), also

0 oL, G _ 05[] i D (y) G L[, G
5@(){) p=0,G=G 5SO(X) p= 2 6QO<X) =@ 6(10(X) =p,G=G ’
oL, G L. L - I's[p, Gl
0 —_— =-G (X,)Y)—=D (X, Y;0)+ ——— (5.129
SGXY)| ooy 2 (X,Y) =3 D ) SG(X.Y)| g (5.129)
Die letzte Gleichung kann mit Gl. (5.106) auch als
GHX,Y) =D (X,Y;0) +TI(X,Y;9,0) (5.130)

geschrieben werden. Dies ist offensichtlich die Dyson—Schwinger—Gleichung fiir den
vollen Propagator G der Theorie, mit der 1PI-Selbstenergie II. In der Tat hat IT die Form,
wie wir sie in der ¢*Theorie erwarten: die Schleifenentwicklung (5.127) beginnt mit dem
Kaulquappen-Diagramm (bzw. in erster Ordnung in der Anzahl der Schleifen mit einem
weiteren Ein-Schleifen-Diagramm ~ @?) und enthilt dann Beitrige in hoherer Ordnung
in der Zahl der Schleifen. Es ist aber zu beachten, dass in allen Schleifen der volle Propa-
gator G umlauft, nicht der freie thermische Propagator Dy und nicht der Baum-Graphen-
Propagator D(¢). Es handelt sich bei Gl. (5.130) also um eine Selbstkonsistenzglei-
chung (i.a. vom Typ einer Integralgleichung) fiir G, die iterativ gelost werden muss. Wir
werden dafiir in den folgenden Abschnitten noch Beispiele kennenlernen. Als letztes be-
merken wir noch, dass das Verfahren der Resummation von n—Punkt-Funktionen auch fiir
Drei- und Vier-Punkt-Funktionen durchgefiihrt werden kann, s. Ref. [11].
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5 Resummationsverfahren

5.4 Spontane Symmetriebrechung und ihre Restaurierung
bei nichtverschwindenden Temperaturen

Wir betrachten wieder die ¢*-Theorie mit der Lagrange-Dichte
2

L= % GO — m? 62 — Ao (5.131)

Diese Lagrange—Dichte besitzt eine Z;—Symmetrie, d.h. sie ist invariant unter der Trans-
formation ¢ — —¢.

Fiir m? > 0 ist diese Symmetrie auch im Grundzustand manifest, denn das Potential
(genauer, die Potentialdichte)

¢* + Ag! (5.132)

hat ein globales Minimum bei ¢ = 0. Fiir m? < 0 ist die Z,~Symmetrie jedoch spontan
gebrochen, das Potential hat die in Abb. 5.1 gezeigte Form.

(o)

-0, —¢,A3 +¢,A3 +?0

0

Abbildung 5.1: Das Potential U(¢) im Fall spontaner Symmetriebrechung.

Die Extrema des Potentials bestimmen sich aus der Bedingung

_au

0= —
do p=do

=m’¢y + 4\gh = ¢o (m” + 4N¢]) (5.133)

Die Losung ¢3'** = 0 entspricht dem lokalen Maximum, wahrend die beiden Minima durch

. m?2
o = 4 =4/—— 134
0 (bOa ¢0 AN ) (5 3 )
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5.4 Spontane Symmetriebrechung und ihre Restaurierung bei nichtverschwindenden Temperaturen

gegeben sind. Man erwartet nun, dass thermische Fluktuationen die Symmetrie ober-
halb einer kritischen Temperatur 7T, restaurieren, also dass bei T' =T, gilt
lim (@) ;=0 = ¢(T.) = 0. (5.135)
T—Te
Wir wollen dies mit Hilfe der 1PI-effektiven Wirkung nédher untersuchen. Wir rechnen
dazu in Ein-Schleifen-Ndherung.
Zunichst ist klar, dass ¢(X) = ¢ = const., es geniigt also, das 1PI-effektive Poten-

tial (anstelle der 1PI-effektiven Wirkung) zu betrachten, s. Gl. (5.82). In Ein-Schleifen-

Néherung gilt
1

T[] = —5 TrxIn D), (5.136)
vgl. GL. (5.80), und daher
V) =~ Tl = = {8l + T} = =3 | =300 - 3 Trx D)
= U(y)+ % % Trx In D (p) . (5.137)

Hierbei ist
DHX,Y;p) = (Ox+m?+120¢%) §W(X - Y)
T .
LS D e 5D 5139
K

wobei wir die Glgen. (3.61) und (5.50) benutzt und
D K;¢) =Dy H(K) + 1200 = —K? + m? + 12)\p? (5.139)

definiert haben. Nun ist Try In A = Indet x A und die Determinante kann sowohl im Orts-
wie auch im Impulsraum berechnet werden. Beriicksichtigen wir noch, dass das Argument
des Logarithmus dimensionslos sein muss (was einen zusétzlichen Faktor 1/72 unter der
Determinante erfordert, vgl. Gl. (3.70)), erhalten wir

1T 1 1T Dl p) 1T D YK; )
5 vTI'X InD (QO) 5 Vhldet]( T2 5 VIHHT

(5.140)

1T —K? 2 4 12)¢7
_ ——Zln +m* + (Y2 '
2V = T2

Dies ist (bis auf das Vorzeichen) nichts anderes als der Logarithmus der Zustandssumme
einer freien Theorie von Quasiteilchen mit der (quadrierten) Masse

M? (@) = m® + 120> . (5.141)
Am Minimum (5.134) des Potentials ist diese Masse

M?*(¢o) = —4AP2 + 1202 = 8A\¢pp > 0, (5.142)
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5 Resummationsverfahren

d.h. die Quasiteilchen haben dort eine reelle Masse M (¢g) € R.

Wir erkennen aber nun auch, dass die 1PI-effektive Wirkung das Problem hat, dass
abseits des Minimums des Potentials fiir

2 m* _ 4 2
Sy =3 = Mi(p)<0,

d.h. die Quasiteilchen eine imaginire Masse erhalten. Man sieht dies auch sofort in Abb.
5.1, weil dort die Kriimmung des Potentials U(y) (die genau der quadrierten Masse
entspricht) negativ wird. Streng genommen 148t sich der Ein-Schleifen-Beitrag (5.140) fiir
diese Werte von ¢ nicht mehr auswerten. Solange der physikalische Punkt (das Minimum
des Potentials) ¢ = @ > ¢o/ V3 ist, konnen wir dieses Problem aber zunéchst aufler acht
lassen.

Wie am Anfang des Abschnitts erwéhnt, erwarten wir, dass thermische Fluktuationen
die gebrochene Symmetrie restaurieren. Fiir 7' > 0 wird also das Minimum ¢ des 1PI-

effektiven Potentials, welches wir aus der Bedingung

d
0= d_v (5.143)
Plo=¢
bestimmen, kleiner werden,
m2

o(T) < ¢ = ~Ix T>0. (5.144)

Oberhalb einer kritischen Temperatur 7, wird schliellich
p(T)=0, T>T.. (5.145)

Der Verlauf des 1PI-effektiven Potentials als Funktion der Temperatur ist qualitativ in
Abb. 5.2 skizziert.

Wir wollen dies nun durch eine explizite Rechnung bestétigen [12]. Den Ein-Schleifen-
Beitrag berechnen wir in Analogie zur freien Theorie, s. Gl. (3.83),

1T DK ) Pk [Ex .
| Z D) = 4T In(1—e BT 14
1 /<2w>3 {2 M S (5.146)

wobei Eyx = y/k%+ M?(p). Wir wiirden nun argumentieren, dass wir den Beitrag der
Nullpunktsenergie durch Renormierung trivial entfernen kénnen. Dies ist aber aufgrund
der expliziten Abhéngigkeit von M? von ¢ nicht korrekt. Wir miissen die UV-Divergenzen
der Nullpunktsenergie sorgfiltig isolieren und dann entsprechende Gegen-Terme ( “counter
terms”) in die Lagrange-Dichte inkorporieren, die diese Divergenzen eliminieren. Dazu
schreiben wir zunéchst

> kg .
By = /_OO 5 n (kg + Ex —i6) . (5.147)
Beweis: Offenbar ist
d [ dk , Ak 1 1
— — In (—kj Ez—(s:/— =
dEﬁ/_oozm' n(—ho + By —i0) L 2mi kg EZ—id 2B’
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0<T<T, v(Q)

1
|
|
|
|
|
|
1
1
|
|
|
|
|
|
|
|

—4)0 N3 0 +¢0)\B

Abbildung 5.2: Das 1PI-effektive Potential V(y) fiir verschiedene Temperaturen.

wobei wir das kop—Integral in der oberen Halbebene der komplexen ky—Ebene geschlossen
haben und den Residuensatz fiir den Pol bei kg = —y/EZ — i0 ~ — Ey+1d' benutzt haben.

Integrieren wir iiber EZ, so erhalten wir (abgesehen von irrelevanten Konstanten)

oo 271 0

> dk B} 1 B
/ —91n(—k§+Eﬁ—z’6):/ dEl’szl,(:/o dE} = B ,

was Gl (5.147) beweist, q.e.d..

Nun kénnen wir die Nullpunktsenergie in Gl. (5.146) wie folgt umformen,

P’k Eyx 1 d*K .

Zur Berechnung dieses Integrals rotieren wir die kq—Integration auf die imaginére Achse,
ko = iks, d.h. ohne dabei die Verzweigungsschnitte des Logarithmus bei —oo + 10" < ko <
—Ep +148 und Ep — 0’ < kg < oo — i’ zu iiberstreichen. Mit K* = (k4, k)’ haben wir
dann

&Pk B 1 [ d*K _ 1 272 [~ _ _ _
= - m(K*P+ M) = dK K3In (K? + M? 14
/<2w>3 2 2/(2@4 (5 +217) 2<2w>4/0 n (K5 M) (5149

wobel wir benutzt haben, dass die Oberfliche der vierdimensionalen Einheitskugel den
Wert 272 hat. Wir schreiben nun K2 + M? = K? + u? — p? + M?, mit einer beliebigen
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konstanten Energieskala ;1 und entwickeln den Logarithmus,
2 2 222 2 2 2 p— M2
a [e) 1 MZ N M2 n
_ 2 2
= n(K*+p%) =~ (l_(?—Jru?>

_2 2 2 2\ 2 00 2 2\ "
_ w— M 1w —M 1 fpus—M
= 1“<K2+“2>—f<—‘5(‘—2) 2 \Fmre) 60

n=3
Durch Power-Counting {iberzeugt man sich, dass bei der Integration iiber K in Gl. (5.149)
lediglich die ersten drei Terme UV-divergent sind, die anderen sind konvergent. Der erste
Term ~ In (f( 24 ,uz) stellt lediglich eine unendliche Konstante dar und kann trivial re-
normiert werden (wie die Nullpunktsenergie bei der freien Theorie). Der zweite und dritte
Term dagegen enthalten Potenzen von ¢,

/.LQ—MQ — /~L2_m2_12)\9027
(,u2 — M2) (uQ — m2)2 — 24\ (p? — m2) ©? 4 144X\ "

und benotigen daher entsprechende Gegen-Terme in der Lagrange-Dichte, um die zu-
gehorigen Divergenzen zu eliminieren. Wie gehabt tragen die Terme ~ ¢? zur Massenre-
normierung und der Term ~ ¢* zur Renormierung der Kopplungskonstanten bei. Durch
ein geeignetes Subtraktionsschema kann man auflerdem erreichen, dass die zugehorigen
endlichen konstanten Terme verschwinden. Wir miissen im Folgenden also lediglich den
letzten Term in Gl. (5.150) beriicksichtigen, um den endlichen Beitrag der Nullpunkts-
energie zum 1PI-effektiven Potential zu bestimmen,

A’k Ey L[ a1 (= M*\"
P — = —— | AKK?Y —(=0—=
/(2%)3 2 16%2/0 Zn(KQ—i—p?)

ren. n=3
I &1, n [ K?
= — — — M? dK K —
e e [0k R el
1 1, 2\  4-2 /Oo X
= ——g — - M " dr ——— . (5.151
3272 £ n (u o | Ay (049
Das Integral ist elementar losbar,
* 1 1

/Ood x 1 1 + 1 1
x = —
0 (x 4+ 1)" n—2(x+1)"2 n—-1(x+1)"!

so dass mit

1 1 1 1 1 d 1 1 1 +1
— = — - — n - — — — —
nn-—2 2\n—2 n h
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gilt

/ d’k Ex
(2m)3 2

n
ren. n=3
4 2\ " 00 2\ n+2 00 2\ n+1
it 1 &1 M 1341 M 1 M
= — (1= Sl O Rl I N Pt
3272 [2271( /ﬂ) +2;n 12 ;n 12
4 2 2 2\ 2 2\ 2 2
) M M 1 M M M
= n—+1-—+=-(1—— l1—— ) In—
647T2[nu2 " G +2( G " i2) e

M? M? M?
_2(1__2)(1n_2+1__2)]
It Iz It
LMt M? M? 3 M?
e (0 1)
647  p It It 2 7
L rMt o M?3 M2\ (1 M?
_ M2l_41n_2__<1__2)<___2)}, (5.152)
6472 | p 7 2 W 3 W

Da eine Konstante lediglich den Nullpunkt der Energie verschiebt, kénnen wir 0.B.d.A.
den konstanten Term p*/(6 - 6472) subtrahieren und das Ergebnis in der kompakteren

Form ,
A’k Ey 1 M? 3 2
— = M*In— — = [ M? — = /2 1
/ (2r)% 2 G2 [ T2 ( 3/ ) ] (5.158)
schreiben.

Das renormierte 1PI-effektive Potential (5.137) nimmt also mit den Glgen. (5.132),
(5.146) und (5.153) die Form

ren.

2 1 M2 3 2 .\?
V(p) = " P A+ [M41n——§(M2‘§u2)

+T/ d?’_k In (1 — e_Ek/T)
2 6472 (2m)3

(5.154)

an. 19.1.2022

Wir machen nun folgende wichtige Beobachtung. Fiir eine masselose Theorie, m? = 0,
die auf dem klassischen Niveau keinerlei spontane Symmetriebrechung zeigt, lautet das
1PI-effektive Potential aufgrund von Gl. (5.141) bei T'=0

9A2 12X 1

V(p) = )\g04+mg0 In e (18Ap% — 12)”

2 2 12 2 2 4
— A(l—ﬂ) 1 O i 1A BN,

872 B

12 ¥ e oz ¥ T ogez (5.155)
Der letzte Term stellt lediglich eine irrelevante Konstante dar und kann vernachlissigt wer-
den. Der vorletzte Term stellt einen Massenterm dar, mit m? ; = 3\u?/(47?), der durch
den Beitrag der Nullpunktsenergie, also aufgrund von Vakuumfluktuationen, induziert
wird. Da diese induzierte Masse aber proportional zur willkiirlich gewahlten Energieskala
1 ist, kann es sich nicht um eine physikalische Masse handeln. Wir lassen diesen Term
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daher im Folgenden ebenfalls aufler acht (eine Beriicksichtigung &dndert qualitativ nichts
an den folgenden Argumenten, macht allerdings die Berechnungen etwas komplizierter).
Dann lautet das 1PI-effektive Potential

27N O\ 12Xy
(L QO) . (5.156)

=o' [1— 1

Die Extrema dieses Potentials sind durch die Gleichung

A9N 12 A 122
= g (1—9—2+9—2 In —27 ) SYY (1+9— In =22 ) (5.157)
- A AT I

472 e
gegeben. Eine (dreifach entartete) Losung ist ¢ = 0, aber eine weitere ist

2 2
) H 47
=L 1—— ). 1

Wir berechnen die zweite Ableitung von V() um zu sehen, welche Extrema Maxima und
Minima entsprechen,

_ v
-5

0

— =122 (14 == + — 1
dp? 7 +27r2+47r2 t e p?

d? 3A 9N | 12X
4 < Ld ) . (5.159)
Offensichtlich verschwindet auch die zweite Ableitung am Extremum @, = 0, wihrend

am Extremum (5.158) gilt

a2y _ 1802 _
d—(pz(go*) = @ >0. (5.160)

Es handelt sich beim Extremum (5.158) also um ein Minimum des 1PI-effektiven Po-
tentials bei einem nichtverschwindenden Wert von . Das Potential hat also qualita-
tiv dieselbe Form wie in Abb. 5.1 (auch wenn die Kriimmung bei ¢ = 0 nicht negativ
ist, sondern verschwindet). Vakuumfluktuationen induzieren also spontane Sym-
metriebrechung. Dies bezeichnet man i.d.R. als Coleman—Weinberg—Mechanismus
[13]. Man spricht manchmal auch von spontaner Symmetriebrechung durch Strah-
lungskorrekturen.

Wir kehren nun zur Betrachtung der Restauration spontan gebrochener Symmetrie
aufgrund von thermischen Fluktuationen zuriick. Dazu betrachten wir den tempera-
turabhéngigen Term des 1PI-effektiven Potentials (den letzten Term in Gl. (5.154)),

T2

dgk By I o /22 + 2
el =B /T\ — ~ 2 _ —Vz’+a
T/ 2ny In(1—e )= 27r2/0 dz2*In (1 e ) : (5.161)

wobei wir die Abkiirzungen = = |k|/T, « = M/T benutzt haben. Eine analytische Be-
rechnung ist im Limes grofler Temperaturen, 7' > M, also a < 1 moglich. Eine Taylor—
Entwicklung des Logarithmus in der Variable o um den Punkt a? = 0 liefert

2 2 1 2
In (1 _ e~ VaTHa ) =In(1—e) + —— ;‘—I +0(a?) . (5.162)
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5.5 Symmetrierestauration in Hartree— und Hartree—Fock—Néherung

Eingesetzt in Gl. (5.161) ergibt sich

T4 00 042 1 T4 7T4 M27T2
S A lm(l-e)+ 2 oMy = — (-4 T ) Lowm!
or2 J, {n( )t o) TOM 27r2( 15 ot 6)+ (M)
2Tt MT?
- _ M4
g0 oz TOUY,

(5.163)

wobei wir einige wohlbekannte Integrale benutzt haben. Im Hochtemperaturlimes konnen
wir den endlichen Beitrag der Vakuumfluktuationen vernachléssigen und erhalten fiir das
1PI-effektive Potential (5.154)

2 214 212 2
m° g TTt omAfTe NI,

~— "+ A" — + + 5.164

V(e) 5 ' ' 90 o4 9 v, ( )

wobei wir im letzten Schritt Gl. (5.141) benutzt haben. Offensichtlich induzieren die
themischen Fluktuationen einen Beitrag ~ AT? zum Massenterm. Die effektive
(quadrierte) Masse bei einer Temperatur 7" ist also

mZg(T) = m® + XNT? = X (=465 +T7) . (5.165)

Fiir T < 2¢, iiberwiegt der erste Term, so dass m2¢(T) < 0, und die Symmetrie ist
nach wie vor spontan gebrochen. Bei einer Temperatur 7T, = 2¢, verschwindet jedoch die
effektive Masse, m2;(T.) = 0. Bei Temperaturen oberhalb von T ist mZ;(7T) > 0 und die
Symmetrie ist restauriert.

Der Erwartungswert des Feldes bestimmt sich aus der Bedingung

Y

0= —
de p=p

=mg(T)p + 405" = @ [meg(T) + 4257] . (5.166)

Das Minimum des Potentials ist fiir 7" < T, bei

2(T) m?  T? T?
2y Ta) _ m T e T 5.167
Bei ansteigender Temperatur wird ¢(7") kleiner und verschwindet bei T' = T. Es handelt

sich also um einen Phaseniibergang zweiter Ordnung.

5.5 Symmetrierestauration in Hartree— und
Hartree—Fock—Nadherung

Wir wollen nun die Restaurierung spontan gebrochener Symmetrien im Rahmen der 2PI-
effektiven Wirkung, Gl. (5.103), besprechen. Natiirlich kann man nicht alle 2PI-Vakuum-
diagramme in I's[p, G] beriicksichtigen, man muss sich in geeigneter Weise auf eine Un-
termenge beschrénken. Man spricht dann von einer Trunkierung. Jede Trunkierung de-
finiert eine selbstkonsistente Vielteilchennidherung. “Selbstkonsistent” bedeutet in
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5 Resummationsverfahren

diesem Zusammenhang, dass die fundamentalen thermodynamischen Relationen erfiillt
bleiben.

Wir nehmen als Beispiel zunéchst wieder die ¢*~Theorie und beschriinken I's[p, G| auf
die Untermenge der Zwei-Schleifen-Diagramme. Inklusive kombinatorischer Faktoren
sind dies

Dolp, Gl = 3 C}C) + 3 ®—@—® . (5.168)

GeméB Gl. (5.106) folgt daraus die 1PI-Selbstenergie zu

_ 6F2[(707G] _ Q
NXY) = -2 5ar = —12 ~ 18 W

(5.169)
Das zweite Diagramm héngt von den zwei Raum-Zeit-Koordinaten X und Y ab. Im
Impulsraum fithrt dies zu einer nicht-trivialen Impulsabhingigkeit der Selbstenergie.
Da dies die nachfolgende Diskussion unnétig verkompliziert, lassen wir dieses Diagramm
im Folgenden aufler acht. Wir betrachten also lediglich das Kaulquappen-Diagramm in GI.
(5.169). Dieses ist lokal, d.h. ~ §®* (X —Y"), und liefert daher im Impulsraum einfach einen
konstanten Beitrag, vgl. Gl. (4.40). Anders ausgedriickt trunkieren wir I's[¢, G] nach
dem ersten Diagramm in Gl. (5.168). Dies entspricht der sog. Doppelblasen-N&dherung.
Mit dieser Naherung ist nun der Satz von Glgen. (5.95) zu lésen. Die erste Gleichung
lautet mit GlL. (5.103)

0Dy, G
= =

1
_IT
T itx

p=p

D ()

or
2[@, G]

0
dp

g

p=p

=p¢,G=G

(5.170)
Da I';[p, G| in Doppelblasen-N#herung nicht von ¢ abhéngt, verschwindet der letzte Term.
Ferner ist mit Gl. (5.49)

5[y
6p(2)

p=0,G=¢ 0

= — (X —Z) (Ox +m?) WX —Y)p — 4N F® = —m’p — 4\ 5° .

(p:@ X,Y

(5.171)
Hier haben wir angenommen, dass ¢ = const, also nicht vom Raum-Zeit-Punkt Z abhéngt.
AuBerdem ist mit Gl. (5.50)

0D HX,Y; )

= 240G 0 (X — Z2)sW(X —Y) 5.172
50(2) @0 ( ) 0%( ) ( )

p=p

und damit

D' ()

T
I'x (Sgp

g] = 24\p / SW(X = Z) DX —Y)G(Y,X) =24\ G(Z, Z)
XY

p=p

= 24\p % > 6Q) . (5.173)
Q
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5.5 Symmetrierestauration in Hartree— und Hartree—Fock—Néherung

Hier haben wir die Fourier—Transformation der verbundenen Zwei-Punkt-Funktion be-
nutzt,

G(X,Y) = (6(X)6(Y)) — p(X)plY) = - 3 e @ G(Q) (5.174)
Q

Die Wahl des Normierungsfaktors 7'/V" erfolgt in Analogie zum freien Fall, so dass G(Q)
dieselbe Dimension wie Dy(()) hat. Damit folgt fiir Gl. (5.170)

_ _ T
0=¢ |m?+4)p> + 12X v ; G(Q)| . (5.175)

Diese Gleichung bestimmt die Extrema der effektiven Wirkung bzw. des effektiven Po-
tentials (da die Ein-Punkt-Funktion ¢ als raum-zeitlich konstant angenommen wurde)
beziiglich Variation nach ¢. Offensichtlich tritt auch in dieser Gleichung das Kaulquappen-
Diagramm (4.40) auf (allerdings lduft die verbundene Zwei-Punkt-Funktion G anstelle des
freien Propagators Dy in der Schleife um).

Die zweite Gl. (5.95) lautet

B0/ S TS DO
= 5ax.y) o ST (XY) = S DX, Y3 g) - S TH(X,Y)
— G MX,Y)=D ' X,Y;:p)+1(X,Y). (5.176)

Unter Beachtung der Tatsache, dass der Vertex geméafi Gl. (4.2) einen Faktor —\ beitragt,
lautet die Selbstenergie (5.169) in Kaulquappen-Nédherung

II(X,Y) = 12X G(X, X) 6W(X — V) = 12X % D> G(Q) (X -Y), (5.177)
Q
so dass mit Gl. (5.50)
G HX,Y) = |Ox +m? + 120 @* + 12\ % Z Q’(Q)] SO(X -Y), (5.178)
Q
bzw. im Impulsraum

GUK)=—K?+m?+12)

s ZQ(Q)] . (5.179)
Q

</

Da die Selbstenergie im Impulsraum konstant ist, &ndert sich nichts an der Impulsab-
hiingigkeit von G~!(K) gegeniiber der von D~!(K; ). Die impulsunabhiingigen Terme in
Gl (5.179) konnen daher als effektive Masse

M? = m? + 12\

EESS g(@)] (5.150)
Q
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5 Resummationsverfahren
zusammengefasst werden. Wir erhalten damit

=+ 1 __1 (5.181)
COM2-K?2  OEP?-kK OEP2+w?’ T

GHK)=-K*+M* +—= G(K

wobei nun Ef = vk? 4 M?2. Formal hat die verbundene Zwei-Punkt-Funktion dieselbe
Gestalt wie der freie Propagator, vgl. Gl. (3.64), nun allerdings mit der effektiven Masse
(5.180) anstelle der freien Masse m.

Der Vorteil der Doppelblasen-Ndherung, die zu einer konstanten (d.h. nicht-impuls-
abhéngigen) Selbstenergie fiihrt, ist nun offensichtlich: weil die verbundene Zwei-Punkt-
Funktion in dieser Naherung die einfache Form (5.181) hat, muss man anstelle einer kom-
plizierten Integralgleichung fiir die Funktion G(K) lediglich die Fixpunkt-Gleichung
(5.180) fur die effektive Masse M 16sen. Man nennt diese Gleichung des o6fteren auch
Gap-Gleichung. Die effektive Masse hingt iiber die Ein-Punkt-Funktion ¢ (als Losung
von Gl. (5.175)) und iiber den Kaulquappen-Term in Gl. (5.180) von der Temperatur T’
ab.

Fiir den Kaulquappen-Term kénnen wir mit der Ersetzung Eq — E7 sofort das Resultat
(4.41) iibernehmen,

T d3 1 |1

Der Vakuumbeitrag darf nicht trivial renormiert werden, weil M von der Temperatur
abhéngt und somit ein temperaturabhéngiger Gegen-Term erforderlich wére, was dem
Konzept der Renormierung im UV (wo die Temperatur keine Rolle spielen sollte) wider-
spricht. Ahnlich wie im vorangegangenen Abschnitt muss man die divergenten Beitriige
daher zunéchst sorgfiltig isolieren. Dazu schreiben wir

1 ~ 1
1 / do LI (5.183)

2E% oo 21 B2 —qf —id

was man mit dem Residuensatz sofort beweist. Damit ist

/ d3q 1 B / d3q /OO % 1 B _i/ d4Q 1
(27T)3 2E(§ B (27'(')3 oo 2T E(’i2 — qg 5 (27-‘-)4 _qg + E':i2 — s

d*Q 1
= / G IR (5.184)

wobei wir im letzten Schritt den Euklidschen Impuls Q* = (g4, q) mit gy = iqy eingefiihrt
haben. Wie im vorangegangenen Abschnitt fiihren wir eine Impulsskala p iiber Q2+ M? =
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5.5 Symmetrierestauration in Hartree— und Hartree—Fock—Néherung

Q% + p% — % + M? ein, so dass

Q1 [dQ 1 Q* + i
[ovae - | omarare e

B /d4Q 1 1
S @

Q2+p?
By K. i(u?—M?)“
) @)t @ g \ Q2
1 L _M2 o M2)n

d*Q

= (5.185
| oy (159)
Lediglich die ersten beiden Terme divergieren im UV und miissen durch Gegen-Terme (die

von ? abhingen) eliminiert werden. Die restlichen Terme der Reihe sind alle konvergent
und berechnen sich mit Hilfe von

d4 A 1 2 2 co 1 4—2(n+1) 0o
/ Q4 52 Nl - 4/ dQ Q* ~2 Nnt+l £ 2 / dz : n+1
(2m)t (Q% + p?) (2m)* Jo (Q? + 1?) 1672 J, (z+1)
p2=n) 1 1 N 11 o
1672 n—1@+1)1t n(x+1)"],

MQ(I_n)( 1 _l) (5.186)

1672 \n—1 n

= + 5+
Q>+ p? (Q2+p2)? ; (@ + p2)m*!

zu

Z/ d4Q M _M2)n B 1 i <M2_M2>n 1 1
Qz + p2)n+l 1672 — p2n=1) n—1 n

p M\ -~ 1 MA\" K1 M2\" M?
= -5 )Y - (1-=5) Y- (1-=) +1-=
WJ(MJZQ(MQ S MY

n=1 n=1
2 M2 M2 M2 M2
S (T PR T
16m p? G G H
1 M?
— M2 In — — M2 2] . 0.187

Damit erhalten wir fiir die Fixpunkt-Gleichung (5.180)

M?* =m? + 12X\ |@* + T +
1672

o, M? VE 2
wobei der thermische Beitrag des Kaulquappen-Terms,

* dgq nB(EZ;)
T _/W T (5.189)

numerisch ausgewertet werden muss.
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5 Resummationsverfahren

Bei T' = 0 verschwindet 77 und die Glgen. (5.175) und (5.188) lauten mit ¢y = ¢(T =
0), My = M(T = 0)

i} 122 M
0 = & {m2+4)\90(2)+ 62 (Mg 1nu—20 —MOQ%—;PH ,
2 2 =2 1 2 M(? 2 2
Mg = m? 120 g5 + 1o ( M In s ME+u?)] . (5.190)

Es empfiehlt sich, die Renormierungsskala u = M, zu setzen, was das zu losende Glei-
chungssystem erheblich vereinfacht. Die erste Gleichung wird dann identisch mit GI.
(5.133), d.h. ¢y = ¢o, mit anderen Worten, das Minimum des effektiven Potentials V()
ist identisch mit dem Minimum des klassischen Potentials U(¢). Die zweite Gleichung
(5.190) lautet dann

MZ =m? + 12X\ ¢% =8\ ¢F (5.191)

wobei wir Gl. (5.134) benutzt haben.
In der Phase gebrochener Symmetrie ist die Losung von Gl. (5.175) diejenige, die die

eckigen Klammern zum Verschwinden bringt, also mit m? = —4\¢3
2 2 * 3 o, M? 2 2
o5 — P :377‘p—|—167r2 (M ang—M —i—MO) . (5.192)
Damit 148t sich Gl. (5.188) erheblich vereinfachen,
M? = 8)\g” . (5.193)

Eingesetzt in Gl. (5.192) ergibt sich eine Fixpunkt-Gleichung fiir ¢. Die Losung ¢ und
der entsprechende Wert von M miissen numerisch bestimmt werden und sind in Abb.
5.3 dargestellt. In der Phase restaurierter Symmetrie ist die Losung von Gl. (5.175) stets
@ = 0. Man muss dann die Fixpunkt-Gleichung (5.188) (mit ¢ = 0) fiir M numerisch
l6sen. Auch diese Losung ist in Abb. 5.3 dargestellt.

Man erkennt, dass die Losung in einem Bereich von Temperaturen 77 < T < Th mehr-
deutig ist. Dies ist ein eindeutiges Merkmal eines Phaseniibergangs erster Ordnung.
Dies erklédrt man am besten am Verlauf des effektiven Potentials, der schematisch in Abb.
5.4 dargestellt ist.

(i) 0 < T < Ti: Fiir kleine Temperaturen gibt es ein globales Minimum @ # 0. In Abb.
5.3 erkennt man, dass bei gegebener Temperatur nur eine Losung fiir ¢ existiert.

(ii) 71 < T < T.: Fiir diesen Bereich von Temperaturen entwickelt sich ein lokales Mi-
nimum bei ¢ = 0 und ein lokales Maximum zwischen 0 und dem globalen Minimum
@. In Abb. 5.3 entsprechen diese den unteren beiden Asten von @ bei einer ge-
gebenen Temperatur. Das physikalische globale Minimum entspricht nach wie vor
dem obersten Ast.

(iii) 7" = T.. Die beiden Minima des effektiven Potentials entarten bei der Phaseniiber-
gangstemperatur 7. Nach wie vor gibt es zwei Minima und ein Maximum, was sich
in den drei Losungen fiir @ bei T'= T, in Abb. 5.3 widerspiegelt. Die physikalische
Losung “springt” bei dieser Temperatur vom obersten Ast ¢ # 0 auf den untersten
Ast ¢ = 0.
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Abbildung 5.3: Die Losung ¢ der Gleichung (5.175) (durchgezogen) und die entsprechende
effektive Masse M (gestrichelt) als Funktionen der Temperatur fiir A = 2.
Alle Groflen in Einheiten von ¢y.

(iv) T. < T < Ty. Fiir diesen Bereich von Temperaturen gibt es ein lokales Minimum
bei ¢ # 0 und ein lokales Maximum zwischen dem globalen Minimum bei ¢ = 0
und dem erstgenannten Minimum. In Abb. 5.3 entsprechen die oberen beiden Aste
von ¢ dem lokalen Minimum und dem lokalen Maximum. Das physikalische globale
Minimum ¢ = 0 entspricht dem untersten Ast.

(v) T = T;. Das lokale Minimum und das lokale Maximum aus dem vorangegangenen
Fall entarten. Das physikalische Minimum ist nach wie vor bei ¢ = 0.

(vi) T > Ts. Fiir groBe Temperaturen gibt es lediglich ein globales Minimum @ = 0.

Die Temperatur 7} kann man analytisch berechnen. Offensichtlich ist hier ¢ = 0 und
M = 0. Also folgt aus Gl. (5.188) und mit dem masselosen thermischen Kaulquappen-
Beitrag 77 (M = 0) = T7/12 (s. GL (4.43)), sowie Gl. (5.134)

T2 M2 T2 3 /My\?*
0 AP + )\(12 + 16”2) — 7 g <¢o (5.194)

Fiir unser Beispiel mit My = 4¢, folgt daraus 77 = 24/1 — 3/72 ¢y ~ 1.6686 ¢y.

Leider ist das Ergebnis dieser Untersuchung zur Symmetrierestauration qualitativ in-
korrekt: ein Modell mit Zy—Symmetrie befindet sich in derselben Universalititsklasse
wie das Ising—Modell und sollte daher einen Phaseniibergang zweiter Ordnung auf-
weisen. Dass dem hier nicht so ist, ist ein Trunkierungsartefakt der Doppelblasen-
Naherung.
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V(o) V
A ¢ 0<T<I, A((p)

Sl
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Abbildung 5.4: Das effektive Potential V(p) fiir verschiedene Temperaturen (schema-
tisch).

Wir betrachten nun eine Erweiterung der Z,—symmetrischen ¢*-Theorie, das O(IN)—
Modell,

1 . e m2 o o N /o a2
525 H¢.3u¢_7¢.¢_ﬁ<¢.¢) : (5.195)

wobei ¢ = (¢1,...,6n)T ein N-komponentiger Vektor skalarer Felder ¢; ist. Offensichtlich
ist die Lagrange—Dichte invariant unter O(N)-Transformationen der Felder,

b—d'=0¢, (5.196)

wobei O € O(N) eine orthogonale (N x N)-Matrix ist, O7 = O~!. Spontane Symme-
triebrechung erhalten wir fiir m? < 0. Dabei wird die kontinuierliche O(N)-Symmetrie zu
O(N —1) gebrochen, mit N(N —1)/2— (N —1)(N —2)/2 = N —1 Goldstone-Bosonen
(vgl. Diskussion in Kap. 7.2 der Vorlesung “Quantenfeldtheorie”).

Das O(N)-Modell hat fiir N = 4 einen direkten Bezug zur QCD, der fundamentalen
Theorie der Starken Wechselwirkung. Die Lagrange—Dichte der QCD hat fiir zwei masse-
lose Quark-Flavors eine chirale SU(2)r X SU(2)g—Symmetrie. Diese Symmetrie ist
im Vakuum zur Gruppe SU(2)y—g, . gebrochen. Gemafi dem Goldstone-Theorem folgt
daraus die Existenz von 2% — 1 = 3 Goldstone-Bosonen. Die Gruppe O(4) ist nun iso-
morph zur Gruppe SU(2) x SU(2) und die Gruppe O(3) isomorph zu SU(2), d.h. wir
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erwarten, dass das Schema der chiralen Symmetriebrechung in der QCD identisch mit
dem hier fiir das O(4)-Modell diskutierten ist. Daher kann man das O(N)-Modell als
effektives Modell fiir die QCD und insbesondere fiir den Phaseniibergang der chira-
len Symmetriebrechung und —restaurierung betrachten. Die Goldstone-Bosonen der QCD
sind die drei Pionen 7%, 7°. Diese sind zwar nicht exakt masselos (da die Quarks eine
kleine nichtverschwindende Masse besitzen), aber dennoch um etwa eine GréBenordnung
leichter als die anderen hadronischen Zusténde.

Wir nehmen nun an, dass ¢; einen nichtverschwindenden Erwartungswert ¢o annimmt,
wahrend ¢, ..., ¢y die Goldstone-Bosonen darstellen. Daher definieren wir

¢1E¢0+07 ¢i+IE7Ti7 Z:177N_]- — $:(¢0+0,7?)T (5197)

Eingesetzt in die Lagrange—Dichte (5.195) erhalten wir

1 1 2
L= 000+ 0,7 0% - m? (62 + 2600 + 0 + 72)

A S
N (65 + 2000 + 0” + 7r2)2
1 1. . L1 A 1 A .
= 5 (9H08“<7 + 5 @ﬂr - OPT — 5 (m2 + 12N¢3> 2 5 <m2 + 4N¢(2)) 7T2
—43¢ o(0®+7?) - 2 (02 +72)° = goo [ m? + 43& — Ul(d) , (5.198)
N0 N 0 NP 0), (O
mit dem klassischen Potential
2
me o, Ay
- ot 1
Ulg) = 5 6"+ 4 6 (5.199)
Das Minimum des klassischen Potentials ist bei
A A
0 = m?%py + 4N o8 = o (m2 + 4N ¢3> , (5.200)

d.h. in der Phase gebrochener Symmetrie bei ¢g = +1/—Nm?2/4\ # 0. Der Wert U(¢g) =
—Nm? /16 stellt lediglich eine irrelevante Konstante in Gl. (5.198) dar, die den Nullpunkt
der Energie verschiebt, und kann daher weggelassen werden. Desweiteren verschwindet
der vorletzte Term in Gl. (5.198) am Minimum ¢ des Potentials. Die Massenterme des
o—Feldes und der 7-Felder lauten

A A
mi(gg) = m*+ 12N¢8 = —2m? = SN Pz
A
m2(¢y) = m?+ 4N¢3 =0. (5.201)

Wie erwartet, sind die Goldstone-Bosonen masselose Anregungen in der Phase gebro-

chener Symmetrie.
Die 2PI-effektive Wirkung (5.103) lautet fiir das O(N)-Modell

N -1
Trx InG!

1
F[QO, GO'7G7T] = S[QD] — §T1"X IDG;1 —

—% Tryx [D;'(0)Gy + (N — 1)D; (9)Gr — N1] + Tslp, Gy, GA] . (5.202)
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In Doppelblasen-Néherung ist I';[p, G, G| von ¢ unabhéngig,

DGy, G = 3 (::}(::) + 2@«4)(::} Do+ MDN-D L 6

(5.203)
Hier haben wir Propagatoren GG, mit durchgezogenen und Propagatoren GG,; mit gestrichel-
ten Linien gekennzeichnet. Die kombinatorischen Faktoren erklédren sich wie folgt. Beim
ersten Diagramm gibt es (wie bei der ¢*~Theorie) drei Moglichkeiten, die o—Linien zu zwei
Schleifen zu verkniipfen. Beim zweiten Diagramm ergibt sich der Faktor N — 1, weil in
der m—Schleife N — 1 m—Felder umlaufen kénnen. Der Faktor 2 folgt, weil der entsprechen-
de 0?72 Vertex in der Lagrange-Dichte (5.198) nach Ausquadrieren des entsprechenden
Terms ~ —2\/N ist, also einen zusitzlichen Faktor 2 gegeniiber den gewdhnlichen o
und (72)2-Vertizes hat. Wenn wir alle Vertizes in den Diagrammen, ohne die Felder zu
unterscheiden, als —A\/N definieren, muss dieser Faktor 2 mit beriicksichtigt werden.
Der kombinatorische Faktor vor dem letzten Diagramm ergibt sich wie folgt. Wenn
wir die Indizes an den m—Feldern an diesem Vertex explizit ausschreiben, haben wir
(72)? = >, ; mims. Wir konnen nun (a) einerseits 7; mit m; und 7; mit 7; zu einer Schleife
kombinieren In Jeder Schleife laufen N —1 7—Felder um, was einen Faktor (N —1)? ergibt.
Wir konnen aber (b) andererseits auch ein 7;—Feld mit einem der beiden 7,~Felder kom-
binieren, was einen Faktor 24;; ergibt (bei der verbleibenden Kombination m;7; gibt es
dann keine Wahlméglichkeit mehr). Dies ergibt einen Faktor 2, 0;; =237, = 2(N —1).
Eine graphische Darstellung dieser beiden Mdoglichkeiten ist in Abb. 5.5 gezeigt.

(N=1)*' V! b+ 2(N=1)!

(a) (b)

Abbildung 5.5: Die beiden Méglichkeiten, m—Felder am (72)*Vertex zu verkniipfen.

Im ersten Diagramm gibt es zwei unabhingige Summen iiber die Indizes der m—Felder,
im zweiten nur eine, da der umlaufende Index in beiden Schleifen derselbe sein muss.
Insgesamt ergibt dies einen Faktor (N — 1) +2(N — 1) = (N + 1)(N — 1), wie in GL
(5.203) angegeben.

Die inversen Baum-Graphen-Propagatoren lassen sich aus der Lagrange—Dichte (5.198)
ablesen,

D{(X.Yip) = [Ox+my(p)] (X —Y),

DX, Y;9) = [Ox+mi(p)] WX -Y), (5.204)
mit den Massentermen aus Gl. (5.201), wobei wir ¢9 — ¢ ersetzt haben. Wie iiblich wird
@ als raum-zeitlich konstant angenommen. Wir bemerken an dieser Stelle, dass die 1PI-

effektive Wirkung I'[¢] — zumindest in Gestalt der Schleifenentwicklung — im Prinzip un-
geeignet ist, die Restaurierung der Symmetrie zu beschreiben. Hier laufen in den Schleifen
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stets Baum-Graphen-Propagatoren um. Bei endlichen Temperaturen erwarten wir, dass
der Erwartungswert ¢(7T") < ¢y wird und bei 7. komplett verschwindet. Dann wird aber
m2(@) = m?+4\g* /N = 4\(p* — p2)/N < 0, also haben wir am physikalischen Minimum
des effektiven Potentials tachyonische m—Felder, was offensichtlich unphysikalisch ist. Dies
gilt bereits fiir jede, auch beliebig kleine Temperatur 7' > 0, bei der ¢(T") < ¢y.

Wir miissen nun die Extrema der effektiven Wirkung bestimmen. Mit

DN (X, Y ) A
g = 243X -2)sW(X -Y),
LSk Rl 5 X-2)6W(X Y 2
50(Z) - 8N905 ( ) 6 ) (5.205)

lautet die zu Gl. (5.175) analoge Gleichung

0= go(m +4= {-2+ 239 )gﬂ(Q)]}>. (5.206)

Die Selbstenergien fiir das o-Feld und die m—Felder lauten

002[Gy, G _43[
6G,(X,Y) N
2 0Ts[G,,Grl A

N—-10G.(X,Y) 45 [Go (X, X) + (N + 1)Ga(X, X)] SO(X —Y).
(5.207)

IL,(X,Y) = -2 3G, (X, X) 4+ (N = 1)G(X, X)]§W(X -Y),

M.(X,Y) = —

Hier haben wir in der letzten Gleichung durch die Entartung N — 1 der 7 Felder geteilt,
da wir an der Selbstenergie eines einzelnen m—Feldes interessiert sind. In Analogie zu GI.
(5.181) lauten die Dyson—-Schwinger—Gleichungen fiir die Propagatoren im Impulsraum
dann

Gon(K) = =K+ M7, (5.208)
mit den effektiven Massen
M2 = m +4i{ Z 3G,(Q —1)%(@)]} ,
Q
T
M? = m?4+4= { + %: Go(Q) + (N + 1)gW(Q)]} . (5.209)

Wie beim Z;-Modell miissen die Fixpunkt-Gleichungen (5.206), (5.209) nun numerisch
ausgewertet werden, s. Ref. [14]. Das Resultat ist in Abb. 5.6 gezeigt (allerdings unter
Vernachlédssigung der endlichen Beitrége (5.187) der Vakuumfluktationen; ihre Beriick-
sichtigung verdndert das Resultat nur quantitativ, aber nicht qualitativ). Oberhalb des
Phaseniibergangs entarten die effektiven Massen, M, = M, (nur M, ist in der Abbildung

gezeigt).
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5 Resummationsverfahren

Abbildung 5.6: Effektive Massen M,, M, und Erwartungswert ¢ (in Einheiten von ¢)
als Funktionen der Temperatur (in Einheiten von ¢g) in Doppelblasen-
Néherung.

Wie im Zy—Modell 1a8t sich die zu T} analoge Temperatur (s. Abb. 5.3) analytisch
berechnen. Hier verschwinden die Massen und ¢, so dass mit m? = —4\¢%/N aus Gl
(5.209) (wieder unter Vernachléssigung endlicher Beitréige der Vakuumfluktuationen) folgt

2
It L_ -2 =V2 fir N=4, (5.210)

A A
= 424+ 4—(N+2 — =y
0=—AgatigW+2n = 2 =\3yi2

N

was sofort aus Abb. 5.6 ersichtlich ist.

Leider ist die Doppelblasen-Naherung wieder nicht in der Lage, die Ordnung des Pha-
seniibergangs korrekt wiederzugeben: bei der Brechung der O(4)-Symmetrie sollte ein
Phaseniibergang zweiter Ordnung auftreten (das Modell ist in der Universalititsklasse des
O(4)-Heisenberg—Modells). Wir sehen aber wie beim Zs—Modell einen Phaseniibergang
erster Ordnung (erkennbar an den Mehrdeutigkeiten von ¢ und der Massen als Funktion
fiir einen gewissen Temperaturbereich). Ein weiteres Problem ist, dass die Goldstone—
Felder zwar bei T' = 0 masselos sind, dies aber bei anderen Temperaturen unterhalb des
Phaseniibergangs nicht bleiben, obwohl die Symmetrie gebrochen ist. Beide Probleme sind
Artefakte der Doppelblasen-Néherung.

Es gibt aber eine Naherung, die auf der Doppelblasen-Naherung beruht und die sowohl
die Ordnung des Phaseniibergangs korrekt wiedergibt wie auch das Goldstone-Theorem
nicht verletzt (im Sinne, dass die Goldstone-Bosonen in der gesamten Phase gebrochener
Symmetrie masselos bleiben). Dies ist die sog. Naherung fiir grofles N (engl. “large—
N approximation”). Dazu beriicksichtigen wir in den Glgen. (5.206), (5.209) nur die
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5.5 Symmetrierestauration in Hartree— und Hartree—Fock—Néherung

Terme in fithrender Ordnung in N,

A
0 = & 2492
cp{m—l—N

¢2+N§§gw<@)”,

A T
2 _ 2 -2
M7 = m’+45 (3¢ +NV§Q Qﬂ(Q)] :

M? = m2+4% @2+N§Zgﬂ(c})] : (5.211)
L Q

Offenbar werden in dieser Ndherung Quanten- und thermische Fluktuationen des o—Feldes
vernachléssigt und nur die der 7—Felder (in der Ndherung N —1 ~ N) beriicksichtigt. Man
kénnte sich nun fragen, warum nicht auch der Term @? gegeniiber den N Kaulquappen-
Beitriigen vernachlissigt wird. Man muss sich aber in Erinnerung rufen, dass ¢* = (gz? : gz?) =
Zﬁ;l(gbﬂ ~ N(¢?), also ebenfalls von der Ordnung N ist.

Man erkennt am Gleichungssystem (5.211) nun sofort, dass die erste Gleichung auch
als

0= @ M? (5.212)

geschrieben werden kann. In der Phase gebrochener Symmetrie, also fiir ¢ # 0, bedingt
dies sofort M? = 0, d.h. die Goldstone-Bosonen bleiben masselos. In der Phase restaurier-
ter Symmetrie dagegen, wo ¢ = 0, konnen sie eine nichtverschwindende Masse besitzen
(in der Tat entarten sie dort mit dem massebehafteten o—Feld). In der Phase gebrochener
Symmetrie, wo M2 = 0, kann man die zweite Gleichung (5.211) auch schreiben als

A
M? = 8 @, ¢#£0, (5.213)
d.h. die Masse des o—Feldes folgt dem Verlauf des Erwartungswerts ¢, ganz dhnlich wie
im Zy-Modell, vgl. Gl. (5.193). Wir brauchen also letztlich nur die erste Gleichung (5.211)
16sen. Wiederum unter Vernachléssigung endlicher Beitrige der Vakuumfluktuationen 148t
sich dies analytisch bewerkstelligen. Fiir ¢ # 0 muss gelten

A T> N T2
— 2 52 5 — -
0=m +4N <go + N 12) = @(T) = oy /1 23 (5.214)

Dies ist in Abb. 5.8 fiir N = 4 gezeigt. Offensichtlich findet der Phaseniibergang bei der
Temperatur T, = \/12/N ¢y = /3 ¢y (fiir N = 4) statt. In der Phase restaurierter Sym-
metrie (¢ = 0) entarten die Massen des o-Feldes und der 7—Felder, was man daran sieht,
dass die letzten beiden Fixpunkt-Gleichungen (5.211) identisch werden, d.h. man muss
nur eine dieser Gleichungen numerisch 16sen. Auch diese Losung ist in Abb. 5.8 gezeigt.
Man beachte, dass mit der Massenentartung auch das o—Feld am Phaseniibergangspunkt
masselos werden muss.

Die “large—N approximation” bedeutet fiir I's in Doppelblasen-Néherung, dass wir N —1
durch N ersetzen und den o—Freiheitsgrad vernachlassigen. Dies bedeutet fiir die in Abb.
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5 Resummationsverfahren
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Abbildung 5.7: Effektive Massen M,, M, und Erwartungswert ¢ (in Einheiten von ¢)
als Funktionen der Temperatur (in Einheiten von ¢g) in der “large-N
approximation”.

5.5 gezeigten Diagramme, dass der Faktor vor Diagramm (a) N? lautet, wihrend der Fak-
tor vor Diagramm (b) 2N wird. Das Diagramm (a) bezeichnet man in der Vielteilchen-
theorie traditionell als Hartree—Term, wihrend das Diagramm (b) Austausch— oder
Fock—Term genannt wird. Dementsprechend ist die volle Doppelblasen-Naherung auch
als Hartree—Fock—Ndherung und die “large-N approximation” (wo der Fock—Term
~ 2N gegeniiber dem Hartree-Term ~ N? vernachlissigt wird) als Hartree—N#herung
bekannt.

5.6 Fermionen: das Nambu—Jona-Lasinio—Modell

Fiir die folgende Diskussion miissen wir zunéchst die 2PI-effektive Wirkung fiir fermioni-
sche Freiheitsgrade aufstellen. Hierzu erinnern wir uns, dass

(i) ein fermionisches Feld aufgrund der Regeln fiir Graimann—Zahlen keinen (klassi-

schen) Erwartungswert besitzen kann, (¢) = (1) = 0.

(ii) der Logarithmus der Zustandssumme fiir Fermionen einen Vorfaktor +1 anstelle
des Faktors —1/2 fiir Bosonen hat. Dies ist naheliegenderweise auf alle Terme der
Gestalt Try In A, mit einer Matrix A(X,Y), zu verallgemeinern.

Aufgrund von (i) ist die klassische Wirkung in der 2PI-effektiven Wirkung (5.103) gleich
null, denn sie ist lediglich ein Funktional der (verschwindenden) Erwartungswerte der
Felder. Aufgrund von (ii) lauten die anderen Terme in der 2PI-effektiven Wirkung dann

[[S] = TrxInS™' + Try (S5'S — 1) + IL[S] . (5.215)
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5.6 Fermionen: das Nambu—Jona-Lasinio—Modell

Hier ist S(X,Y) die verbundene Zwei-Punkt-Funktion der Fermionen und S;'(X,Y)
der inverse Propagator auf Baum-Graphen-Niveau, der aber aufgrund des Verschwin-
dens der fermionischen Ein-Punkt-Funktion identisch mit dem freien inversen Fermionen-
Propagator ist (daher haben wir gleich die entsprechende Notation fiir letzteren benutzt).

Als konkretes Anwendungsbeispiel betrachten wir das sog. Nambu—Jona-Lasinio
(NJL)-Modell,

- . — N2

L= —m)v+G (YY) . (5.216)
Es enthélt eine Vier-Teilchen-Punktwechselwirkung mit der (in vier Raum-Zeit-
Dimensionen dimensionsbehafteten) Kopplungsstirke G, dimG = MeV ™ 2

v ‘lfB
G(&WQ - Gl;aqvba @Z_}B@Z}B = X (5217)

v, W
Der inverse Propagator auf Baum-Graphen-Niveau lautet
_ 0*S[y, ¥ S[, ]
SHXY) = — =— ]
o T = S T s )eu(x)
o

— 5o | (i =) 890X - 2yu2)

= —(ix —m) (4)<X ~Y), (5.218)

wobei S[Y,¢] = [ + £ die Wirkung des NJL-Modells ist. Der Wechselwirkungsterm in
der Wirkung trédgt nicht zum Baum-Graphen-Propagator bei, weil nur zwei der vier
Fermionen-Felder durch die Ableitung eliminiert werden, er also proportional zu (1) (1))
wire, was verschwindet, da die Fermionen-Felder keine klassischen Erwartungswerte be-
sitzen.

Die Dyson-Schwinger-Gleichung fiir den Fermionen-Propagator S ist identisch mit den
Extrema der 2PI-effektiven Wirkung beziiglich Variation nach S(X,Y),

ST[S] - _ L'5[S]
0= ——~—x “STHXY)+ S XY ) + s 5.219
5S(X7Y)ss X+ 87X )+5S(X>Y>SS ( )
Mit der fermionischen Selbstenergie
ol [S]
Y(XY) = ——— .22
(X.Y) =5 SIX.Y) (5.220)

lautet die Dyson—Schwinger—Gleichung (5.219) dann

SHX,Y)=81X,Y)+3(X,Y). (5.221)
Wir machen wieder die Doppelblasen-Néherung fiir I';[S],

FQ[S] = / {tI‘DS X X —tI‘D X X X X

OO OO -
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5 Resummationsverfahren

wobei die Spuren iiber die Dirac-Indizes zu nehmen ist. Der erste Term folgt aus der
Verkniipfung von v, mit 1, und w[g mit ¢z und entspricht dem Hartree—Term. Der
zweite dagegen verkniipft 1), mit 5 und 13 mit 1, und entspricht dem Fock—Term. Das
relative Vorzeichen ergibt sich daraus, dass der erste Term zwei unabhéngige Fermionen-
Schleifen (erkennbar an den zwei Spuren) enthélt, der zweite dagegen nur eine (erkennbar
an der einzelnen Spur). Die zwei Moglichkeiten, Dirac-Indizes am Vertex zu verkniipfen,
entsprechen der Verkniipfung von m—Feld-Indizes im bosonischen Fall, vgl. Abb. 5.5.

Wir vernachléssigen im Folgenden wieder den Fock—Term, arbeiten also in Hartree—
Naherung. Dann ist

0T, [S] 65,(2.2) .
Zaﬁ(X, Y) W o s 2G/ (586a tI‘DS(Z, Z)
= 2GtrpS(X, X) 6450 (X —Y) (5.223)

Dieser Kaulquappen-Beitrag ist, wie im bosonischen Fall, im Impulsraum konstant. Da
die Dirac—Struktur ~ 1 ist, liefert dies einen Beitrag zur Fermionen-Masse,

SHK) =8 (K)+2GtrpS(X, X)=—-K + M, (5.224)

wobei wir die effektive Masse
_ T _
M =m+2GupS(X, X) = m+2G - D trpS(Q) (5.225)
Q
definiert haben. Man beachte, dass geméfl Definition der Zwei-Punkt-Funktion

4

trDS<X,X) = Zgaa(Xa X) = Z<"Za(X)¢a(X)>

a=1

(V(X)(X)) . (5.226)

Insofern kann man den Kaulquappen-Beitrag als (rdumlich homogenes) Fermion-Anti-
fermion-Kondensat (mit skalaren Quantenzahlen) interpretieren. Dieses Kondensat be-
einflusst die Masse der Fermion und damit ihre Ausbreitungsgeschwindigkeit (schwere
Teilchen bewegen sich bei gleichem Impuls langsamer als leichte). Man spricht bei Teil-
chen, bei denen der Imaginérteil der Selbstenergie verschwindend klein (oder sogar null,
wie hier beim Kaulquappen-Beitrag) gegeniiber dem Realteil ist, von sog. Quasiteilchen.

Unter Benutzung von Gl. (5.224) und der Relation

1 M+ @ :M+@
M-@ (M+@Q)(M-@) M —Q?

berechnen wir nun den Kaulquappen-Beitrag,

T < d’q M+@ _
V%:trDS(Q) _T;/ )3 4MTZ/ 27 M2 g (5227)
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5.6 Fermionen: das Nambu—Jona-Lasinio—Modell

wobei wir trplly = 4, trpy* = 0 benutzt haben. Die fermionische Matsubara—Summe
haben wir bereits in Gl. (3.188) berechnet,

1 1 1 En 1 [1
Ty ———=TY» ———— =—tanh 2+ = — {— — np(g*)] : (5.228)
zn: M? — Q? zn: e —aqy 2 2T e |2 q
wobei 5 = \/q? + M2 Hier stellt der erste Term in eckigen Klammern wieder den Beitrag
der Vakuumfluktuationen und der zweite den Beitrag der thermischen Fluktuationen dar.
Eingesetzt in Gl. (5.225) erhalten wir wieder eine Gap— bzw. Fixpunkt-Gleichung fiir
die effektive Masse der fermionischen Quasiteilchen,

3
M= m+8GM/ d 1 1 E —nF(E*)} . (5.229)
Das NJL-Modell ist in vier Raum-Zeit-Dimensionen nicht renormierbar (da die Kopp-
lungskonstante die Dimension MeV ™2 hat). Daher braucht man kein elaboriertes Schema,
um den endlichen Beitrag der Vakuumfluktuationen zu berechnen. Ublicherweise fiihrt
man einfach einen Abschneideimpuls (engl. “cut-off”) A ein, um das Impulsintegral
zu regularisieren,

/dSq 1 . 1 /Adqu_]W2 MM Qg 22
(2m)3 2¢% ar? Jo ey An? )y Vi +1
2

- M EYGESE™ (HW)}“M

2

- —(A\/M — M’In A+”J/\\; MQ). (5.230)

82

Der Abschneideimpuls ist, wie m und G, ein Parameter des Modells, der an die physikali-
schen Eigenschaften des betrachteten Systems angepasst werden muss. Interessanterweise
liefern die Vakuumfluktuationen (fiir G > 0) einen positiven Beitrag zur effektiven Masse
M, wéahrend der der thermischen Fluktuationen negativ ist.

Wir erweitern nun das NJL-Modell zu einem effektiven Modell fiir die QCD, indem
wir es chiral symmetrisch machen, d.h. invariant unter chiralen Transformationen
links- und rechtshindiger Fermionen-Flavors. Der Einfachheit halber betrachten
wir im Folgenden nur einen einzigen Flavor, d.h. die chirale Symmetrie ist U(1)g x U(1) .

Zunéchst bricht der Massenterm ~ m die chirale Symmetrie explizit. Um dies zu sehen,
fithren wir die chiralen Projektionsoperatoren Pr = (1, £;)/2 ein. Es gilt o5, =
Pr.rtrr (die Projektoren sind idempotent), aber wegen {vs,v0} = 0ist ¥r 1 = ¥r 1 PrL.R)
und daher

U = (YoPr+ YrPL) (VR + 1) = VLR + YrYL - (5.231)
Also miissen wir m = 0 setzen, um den freien Anteil der Lagrange-Dichte (5.216) chiral
symmetrisch zu machen.

Desweiteren bricht auch der Wechselwirkungsterm die chirale Symmetrie, denn dieser
ist einfach nur das Quadrat von Gl. (5.231). Um ihn chiral symmetrisch zu machen,
subtrahieren wir einen weiteren Term, und zwar das Quadrat von

V5 = (YL Pr+ YrPL) v5 (VR + ¥1) = Yribr — Uty (5.232)
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5 Resummationsverfahren

wobei wir Pg 175 = £Pgr 1, benutzt haben. Die gesamte Wechselwirkung lautet dann

(IMJ)Q - (1/_’751#)2 = 4LYrYrYL (5.233)

was offenbar symmetrisch unter separaten Transformationen der rechts- und linkshéndigen
Fermionen-Felder ist (weil sich die Phasen Ug 1, bei der Transformation von ¢g 1, gegen die

Phasen UIT%, . = Uﬁ,lL bei der Transformation von vz wegheben). Das chiral-invariante
NJL-Modell lautet also

L =i + G | (B6)" + ($insy)”| = buidibs + Pripvn +4G Prvrdnvs . (5.234)

In dieser chiral-symmetrischen Theorie erzeugen Vakuumfluktuationen aufgrund von GI.
(5.229) eine nichtverschwindende Masse. Mit Gl. (5.230) gilt namlich im Vakuum (7" =
i = 0) und mit der Definition z = M /A

2

14++1 2
T ‘/1+$2_x21nﬂ

= f(x). (5.235)

GA? x
Die Funktion f(x) ist in Abb. 5.8 dargestellt.

Abbildung 5.8: Rechte Seite der Gl. (5.235) als Funktion von x = M/A.

Die Funktion f(z) nimmt den Wert f(0) = 1 an, ist streng monoton fallend fiir an-
wachsendes z und geht gegen 0 fiir z — oo, was bedeutet, dass es fiir GA? > 72 stets
eine nichttriviale Losung M # 0 gibt. Beispielsweise ist fiir f(z*) = 72/14.64 ~ 0.6741
der zugehorige Wert 2* ~ 0.66, also M (T = 0) ~ 0.66 A. Fiir A = 587.9 MeV ist dies
M(T = 0) ~ 388 MeV, vgl. Abb. 5.9. Diese dynamisch erzeugte Masse bricht die chirale
Symmetrie, man spricht auch von dynamischer Symmetriebrechung. Weil dies sehr
dhnlich zum Mechanismus der Brechung der chiralen Symmetrie in der QCD ist, wird das
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5.7 Suprafluiditdat und Supraleitung

chirale NJL.-Modell (nach entsprechender Erweiterung auf mehrere fermionische Flavors,
die zu den Quark-Flavors der QCD korrespondieren) gerne als effektives Modell fiir die
Starke Wechselwirkung herangezogen. Es besitzt aber, im Gegensatz zur QCD, keine
asymptotische Freiheit und kein Confinement der Fermionen.

Aufgrund des umgekehrten Vorzeichens der thermischen Fluktuationen in Gl. (5.229)
wirken diese der Symmetriebrechung entgegen, d.h. sie tragen wie erwartet zur Restau-
rierung der Symmetrie bei. Dies ist in Abb. 5.9 gezeigt.
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Abbildung 5.9: Effektive Fermionen-Masse im NJL-Modell als Funktion der Temperatur.
Die durchgezogene Linie ist fiir den Fall expliziter Symmetriebrechung
(m = 5.6 MeV), die gestrichelte fiir den chiralen Limes (m = 0), A = 587.9
MeV, GA? = 244NN, = 14.64 fiir N; = 2, N, = 3. Abbildung aus Ref.
[15].

5.7 Suprafluiditat und Supraleitung

Aus der Festkorperphysik ist bekannt, dass die Ursache von Suprafluiditit bzw. Supra-
leitung eine attraktive Wechselwirkung von Fermionen an der Fermi—Kante ist.
Dabei kommt es zur Bildung von sog. Cooper—Paaren aus zwei Fermionen. Ein Cooper—
Paar tréigt (als antisymmetrischer Zustand von zwei Fermionen) bosonische Quantenzah-
len und kann daher im Grundzustand des Systems kondensieren (vgl. Abschnitt 3.6).
Der neue Grundzustand besteht dann aus einem Cooper—Paar-Kondensat. Dies ist
dhnlich wie das Fermion-Antifermion-Kondensat, das wir im letzten Abschnitt als Ursa-
che der dynamischen Brechung der chiralen Symmetrie identifiziert haben, nun allerdings
kondensieren zwei Fermionen, nicht ein Fermion und ein Antifermion.
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5 Resummationsverfahren

Der Unterschied zwischen Suprafluiditidt und Supraleitung ist der folgende. Wenn die
Cooper—Paare Singuletts, d.h. ungeladen beziiglich einer Eichgruppe sind, so spricht
man von Suprafluiditit. Sind die Cooper—Paare dagegen in einer nicht-trivialen Darstel-
lung einer Eichgruppe, d.h. geladen beziiglich dieser Eichgruppe (z.B. die elektrische
Ladung der U(1),,,—Eichgruppe der QED oder die Farb-Ladung der SU(3).~Eichgruppe
der QCD), so bricht auch der Grundzustand (als Kondensat von Cooper—Paaren) die
Eichsymmetrie der Theorie.

Dies ist dhnlich wie die Brechung der SU(2), x U(1)y—Eichsymmetrie des Standard-
modells der elektroschwachen Wechselwirkung durch das Higgs—Kondensat (vgl. Kapitel
7 der Vorlesung “Quantenfeldtheorie”). Allerdings wissen wir derzeit noch nicht, ob das
Higgs-Kondensat mikroskopisch auf die Paar-Bildung von Fermionen und Antifermionen
oder von Fermionen und Fermionen zuriickzufiihren ist, oder schlicht dem Erwartungswert
eines elementaren skalaren Higgs—Teilchens entspricht.

Im Fall der QED ist es aber klar, dass das Cooper—Paar-Kondensat aus Elektron-
Elektron-Paaren besteht. Wir wissen aus der Vorlesung “Quantenfeldtheorie”, dass
die Brechung der Eichsymmetrie eine Masse fiir die Eichbosonen generiert, im Fall
der QED dann fiir das Photon. Diese verhindert, dass das elektromagnetische Feld in
Materie, die sich in diesem neuen Zustand befindet, eindringen kann, oder anders aus-
gedriickt, elektromagnetische Felder werden aus der Materie verdringt. Dies ist der
beriihmte Meiiner—Ochsenfeld—Effekt, das charakteristische Kennzeichen fiir Supra-
leitung. Auch in der QCD gibt es ein solches Phénomen, das von attraktiven Wech-
selwirkungen von Quarks an der Fermi-Kante verursacht wird, welche zur Bildung von
(farbgeladenen) Quark—Cooper—Paaren fiithren, und in Analogie zur gewohnlichen Supra-
leitung Farb-Supraleitung getauft wurde. Hier werden dann die Gluonen massiv.

Es stellt sich nun die Frage, wie man Suprafluiditdt oder Supraleitung mathematisch
fassen kann. Offenbar muss man einen Weg finden, einen nichtverschwindenden Erwar-
tungswert

(Y(X)p(X)) #0 (5.236)

zu generieren und mathematisch zu beschreiben (im Unterschied zu (¢ (X)y(X)) # 0 aus
dem letzten Abschnitt). Wir bemerken zunéchst, dass ein Fermion-Fermion-Kondensat
im Grundzustand des Systems ein unbegrenztes Reservoir an Fermionen darstellt. Bei der
Propagation kann ein Fermion daher in das Kondensat “abtauchen” und ohne Schwierig-
keiten ein Paar mit einem weiteren Fermion in der Fermi—See bilden. Dabei wird dann ein
“Loch” erzeugt, das anstelle des urspriinglichen Fermions weiterpropagiert. Umgekehrt
kann auch ein Loch mit einem weiteren Loch in der Fermi—See ein Loch-Loch-Paar bilden
und ein Fermion erzeugen, das weiterpropagiert.

Dies bedeutet, dass man die gewohnliche Propagation von Fermionen, ausgedriickt
durch den Propagator

Wa(X)p(Y)) = Y ﬁ—x , (5.237)

o

um die sog. anomale Propagation erweitern muss, mit dem Propagator

(a(X)p(Y)) ~ ¥ Be—.—ex : (5.238)

o
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5.7 Suprafluiditdat und Supraleitung

bzw. dessen Dirac—Adjungierte

(Ya(X)Ys(Y)) ~ YX : (5.239)

Hier bedeuten die ~—Zeichen, dass es sich bei den linken Seiten noch nicht um die
endgiiltige Form der auf der rechten Seite gezeigten anomalen Propagatoren handelt.
Wir werden dies im Folgenden mathematisch préaziser fassen.

Dazu fiithren wir zundchst den ladungskonjugierten Dirac—-Spinor

Yo = CyT (5.240)

ein, wobei C' = iy*4y" die Ladungskonjugationsmatrix (in der Dirac-Darstellung der
Dirac-Matrizen) ist.

Ubungsaufgabe 5.3: Zeige, dass
cl=0c"=C'=-C, (5.241)

und
Cy*C = (v")T . (5.242)

Offenbar ist mit Cvy = —7%C, 7§ = 70, sowie Gl. (5.241)
Vo = 1/)2;70 = (O?ZT>T70 = " Oy = (W%)*(—C)% ='C. (5.243)
Aus den Gleichungen (5.240), (5.243) leiten wir mit Gl. (5.241) sofort her, dass

o= (C7e)! =¢L(CTH)T =il
b = (BeC T = Yl (5.244)
Die freie Dirac-Wirkung (inklusive des Ladungsstrom-Terms ~ putpyo1), vel. Gl (3.176))

kann man daher mit diesen Relationen sowie mit Gl. (5.242) wie folgt mit ladungskonju-
gierten Spinoren schreiben,

/Xw(i@er—m)w:/Xwg(?(i@ero—m)ng:/Xwg(i@Terngm)wg
= _/X[¢C<i%+ﬂ70+m)¢0}ip:/x[iC(i@_N’VO_m)wc]T
/X Ve (i) — pyo —m) Yo - (5.245)

Hier haben wir durch das Ausklammern der Transposition zur zweiten Zeile zwei Graf3-
mann—Zahlen miteinander vertauschen miissen, was ein zusétzliches Minus-Zeichen liefert.
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Ferner haben wir zum néchsten Gleichheitszeichen den ersten Term in runden Klammern
partiell integriert (und Oberflichenterme vernachléssigt). Schliefllich durften wir zum letz-
ten Gleichheitszeichen das Transpositionssymbol weglassen, da es sich bei dem Ausdruck
in eckigen Klammern um eine reine Zahl handelt.

Gleichung (5.245) bedeutet, dass die Wirkung fiir Fermionen mit chemischem Potential
+p identisch mit der Wirkung fiir ladungskonjugierte Fermionen mit chemischem Poten-
tial —p ist. Dies ist das erwartete Resultat, denn ladungskonjugierte Fermionen tragen die
entgegengesetzte Ladung wie Fermionen, und dementsprechend muss auch das Vorzeichen
des chemischen Potentials (welches die Netto-Ladung im System kontrolliert) umgekehrt
werden.

Die freie Dirac-Wirkung (5.245) 148t sich also in der symmetrisierten Form

Sild vl = [ L= =3 [ O SHEY) 00 + 6e(X) S XY belv)] |
’ (5.246)
mit den freien Propagatoren
SoL(X,Y) = — (ifx £ pyo — m) 6D (X —Y) (5.247)

fiir Fermionen bzw. ladungskonjugierte Fermionen schreiben. Wir fiihren nun sog. Nambu—
Gor’kov—Spinoren ein,

wz(fc) L T=(D, de) . (5.248)
Damit 148t sich die Wirkung (5.246) kompakt in der Form
So[¥, U] = —%/nyp(X)@;l(X, Y)U(Y) (5.249)
schreiben, mit
& 1(X,Y) = ( So’i((‘)x’ Y) 5 &, ¥) ) . (5.250)

Den Wechselwirkungsanteil des NJL-Modells kénnen wir ebenfalls mit Hilfe von Nambu—
Gor’kov—Spinoren umschreiben. Dazu fithren wir zunéchst eine Fierz—Transformation
des Vier-Fermionen-Terms durch.

Eine Fierz—Transformation ist i.a. wie folgt definiert. Gegeben sei ein Vier-Fermionen-
Term der Form

L1 =G ($TDY) = Grdatos s PO T (5.251)

wobei T'D) eine beliebige (4 x 4)-Matrix im Raum der Dirac-Matrizen ist und im letz-
ten Schritt implizit {iber alle Spinor-Indizes summiert wird. Durch Anti-Vertauschen der
Fermionen-Felder kann man dies in die folgenden &dquivalenten Formen bringen,

= G atbp Uss T T = —Gr daths s T T = Grobath, wss T T
(5.252)
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5.7 Suprafluiditdat und Supraleitung

Das Produkt Fggfg? wiederum kann in einer vollstdndigen Basis von Dirac—Matrizen
entwickelt werden. Wir suchen dabei neue Basis—Matrizen, so dass

et _Z ririy) = de (rc), (), . (5.253)

Dann gilt ndmlich mit Gy = Grcl;, Hp = Grdh und den Glgen. (5.240), (5.243)
Lr = = Gu(r™
M
= Y Hp (rPey”) (0" TPy =3 " Hp (0T Pe) (del'P4) . (5.254)
D D

Die Koeffizienten ¢}, und d%, findet man fiir verschiedene F(I)F &) ~6 nden Glgen (A.9) und

(A.11) von Ref. [15] aufgefiihrt. Fiir das (einfache) NJL-Modell ist F( ) 5 = 0ap05. Aus
GL (A.11) von Ref. [15] lesen wir dann ab, dass

L. ,
5043(575 = Z (275C)a'y (CZ’)/5)5B + ..., (5255)

wobei die ... fiir weitere Terme mit anderen Dirac—Strukturen stehen. Wir beschréanken
uns im Folgenden auf den hier explizit aufgefiihrten ersten Term, weil er zur Kondensation
von skalaren Fermion-Fermion-Paaren mit gerader Paritit, also im J¥ = 0*-Kanal, fiihrt.
Es hat sich in vielen Anwendungen herausgestellt, dass dies der bevorzugte Kanal fiir die
Bildung von Cooper—Paaren ist. Gesamtspin J = 0 und gerade Paritéit bedeuten nédmlich,
dass die beiden Fermionen mit jeweils entgegengesetzten Spin koppeln, S = 0, und keinen
relativen Bahndrehimpuls haben, L = 0, der i.a. Paarbildung energetisch benachteiligen
wiirde. Der fiir uns im Folgenden relevante Wechselwirkungsterm lautet also

b = S Gibe) (o) = Su (0 Ywe (00w
= %xpf_xp UL, v, (5.256)
mit .
.= ( 8 235 ) A ( i25 8 ) =l . (5.257)

Der Wechselwirkungsterm (5.256) stellt eine Strom-Strom-Kopplung dar.

Nun miissen wir die 2Pl-effektive Wirkung fiir Fermionen in der Nambu-Gor’kov—
Darstellung formulieren. Aufgrund der Verdopplung der Freiheitsgrade in der Nambu—
Gor’kov-Basis bekommen alle Terme ~ Trx In A gegeniiber Gl. (5.215) einen zusétzlichen
Faktor 1/2,

1 1
[[e] = 5 TrxIn &'+ 5 Srx (&,'& — 1) +T,[e] . (5.258)

Hier ist die Spur iiber die Raum-Zeit (sowie andere interne Indizes) und zusétzlich noch
tiber den Raum der (2 x 2)-dimensionalen Nambu-Gor’kov—Matrizen zu nehmen (daher
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der Wechsel zum Symbol 2r). Die Dyson—Schwinger-Gleichung fiir den vollen Nambu-—
Gor’kov-Propagator & folgt wieder aus den Extrema von I'|&] beziiglich der Variation
nach &,

0= —— = & '=¢;'+3%, (5.259)
66 6:@
it T, [&
5 =9 2l . (5.260)
(56 6:@

Der zusitzliche Faktor 2 gegeniiber der gewohnlichen fermionischen Selbstenergie (5.220)
folgt aus den zusétzlichen Faktoren 1/2 in Gl (5.258). In der Nambu-Gor’kov—Basis kann
& ! wie folgt geschrieben werden,

—1 _
& != ( ‘21 ?_1 ) : (5.261)

Formales Invertieren ergibt

— _ -1 _ _ _\—1
& — (87 —4 S_AT) L TSeAT (87— ATSA ) C (5262)
~S_AT (87— ATS_AT) (S~ = ATS A7)

mit S4 = (S;l)_l. Die “normalen” Propagatoren sind die Diagonalelemente von &,
wiahrend die anomalen Propagatoren durch die Nicht-Diagonalelemente gegeben sind.

Ubungsaufgabe 5.4: Beweise Gl. (5.262).

Beweis: Wir zeigen, dass € '& = 1. Zur Abkiirzung fithren wir die Bezeichnung
Ta = (81— ATSAH) ™! (5.263)

ein. Dann ist

elg _ (S5 A )( T. —S+A‘T_)

( ~S_ATT, T
(ST - ATS AT, SSUISIATT AT
T AT —STIS AT —ATS AT+ ST
(S7' = A S AT T, 0

0 (ST - ATS AT T-

_ (2)1 (])1):]1, (5.264)

wobei wir im letzten Schritt Gl. (5.263) benutzt haben, q.e.d..
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5.7 Suprafluiditdat und Supraleitung

In Doppelblasen-Néherung lautet I'y[&]

ryfe = &1 / {trD [S(X,X)f“_] ttp [e(x,x)fy} “tp [e(x, X)f_e(x,x)fy}} ,

4
(5.265)
wobei alle Spuren iiber Dirac— und Nambu-Gor’kov—Indizes zu nehmen sind (daher das
Symbol tr). Der erste Term entspricht wieder dem Hartree-Term, der zweite dem Fock—
Term, vgl. Gl. (5.222).
Im Folgenden werden wir wieder den Fock-Term vernachléssigen, also in Hartree—
Néherung arbeiten. Dann lautet die Selbstenergie (5.260)

S(X,Y) = G21 {trD [@(X, X)f_] 0, + T trp [@(X, X)f+] } SD(X —Y)

o, 0 s it [@(X, X)f+]
2\ iystp [@(X, X)f_} 0

SW(X —Y). (5.266)

Die Dyson—Schwinger—Gleichung (5.259) lautet in Komponenten

(‘;<XY> @( >>_(Soii<x,y> 0 )
AT(X,)Y) &' 0 SiHX,Y)
% ( s trD S(X, X)I'_ } o [@E)X X)F+] 0O(X ~Y). (5.267)

Durch Vergleich der Komponenten auf der linken und rechten Seite schliefen wir, dass
SXY) = Si(XY),

A%(X,Y) = %i’yg,tlf[) [@(X,X)m] sO(X —Y). (5.268)

Die Tatsache, dass die Diagonalkomponenten Sy' von &' identisch mit den Diagonal-
komponenten des freien inversen Propagators sind, ist ein Artefakt der Hartree-N&herung
und der Beschrénkung auf die Vier-Fermion-Wechselwirkung (5.256), was dazu fiihrt, dass
die Selbstenergie (5.266) keine Hauptdiagonalelemente (in der Nambu-Gor’kov-Basis)
hat. Fiir andere Wechselwirkungskanile wird sich dies i.a. &ndern.

Die zweite Gleichung (5.268) ist die sog. Gap-Gleichung fiir den suprafluiden bzw.
supraleitenden Gap-Parameter. Aufgrund der Delta-Funktion auf der rechten Seite ist
A* im Impulsraum konstant. Es empfiehlt sich daher, fiir die weitere Rechnung in den
Impulsraum zu transformieren,

S Y up [@(K)f}} . (5.260)
K

Um die Gap-Gleichung zu 16sen, berechnen wir zunéchst die Matrizen in den einzelnen
Spuren (der Einfachheit halber unterdriicken wir das Impulsargument bei den Propaga-
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toren),
e _ [0 (ST -ASAN) i
- = & A+ 771_7_7*+—1 )
0 -S_A (S A-S_A ) Vs
. ~S A (8T = ATSAT) iy 0
Sr., = A e 5.270
. ( (S71 = A*S A7) g 0/’ (5:270)
und damit
AT = ——’i’}/5 ZtrD{ K)A* [STY(K) — Aﬂi([()ﬁﬂq i75}

_ —75 Ztrp{So; AE [SpL(K) — A7S,£(K)A*] s} (5.271)

wobei wir im letzten Schritt die Losung Sy = Sp,+ der ersten Gleichung (5.268) benutzt
haben.
Da die rechte Seite der Gap-Gleichung (5.271) proportional zu -5 ist, machen wir den
Ansatz
At = g5 . (5.272)

Generell sind auch andere Dirac—Strukturen denkbar, s. Diskussion in Ref. [16], aber wir
beschrinken uns hier wieder auf den einfachsten Fall. Zur Bestimmung von A~ betrachten
wir die bilineare Form, die sich in der Wirkung (5.249) ergibt, wenn wir &;* durch den
vollen inversen Propagator &' ersetzen,

T U = S + 08~ e + DA Yo + YAt (5.273)

Dies muss eine hermitesche Form sein, weil ansonsten die Wirkung der Theorie einen
nichtverschwindenden Imaginérteil hiitte, was die Unitaritéit der Theorie verletzen wiirde.
Mit S;' = So, +, vgl. die erste Gleichung (5.268), sind die ersten beiden Terme hermitesch
(denn sie sind jeweils identisch mit dem in der freien Wirkung auftretenden Term, die ja
keinen Imaginérteil hat). Also muss

YA Yo = (YeAty) (5.274)
gelten. Wir berechnen die rechte Seite explizit mit Gl. (5.243),
(GeA* )" = I AN = dp(AT) W) = Fro(d) e

wobei wir 7} = 7o (in der Dirac Darstellung) ausgenutzt haben. Der Vergleich mit G
(5.274) ergibt

A™ = (A%) Ty - (5.275)
Fiir den Ansatz (5.272) folgt dann

A™ = %¢*7§% = " 070 = — s , (5.276)
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wobei wir 'yg = 75 (in der Dirac-Darstellung) benutzt haben. Wir setzen nun die Glgen.
(5.272) und (5.276) in die Gap-Gleichung (5.271) fiir die obere Wahl der Vorzeichen ein
(die untere Wahl ergibt dasselbe Resultat). Da beide Seiten ~ 5 sind, kénnen wir durch
Koeffizientengleich folgern, dass

Gy T _
¢ = 71 ¢ v ZtFD {7550,—(K)75 (S 1 (K) + 7580, (K)s] 1} ; (5.277)
K

wobei wir die zyklische Vertauschbarkeit von Faktoren unter der Spur ausgenutzt haben.
In der Dirac-Darstellung ist 75 ' = 75 und daher folgt nach Division durch ¢

5 v 2t { SRS K 4167} (5.278)

Die Cooper—Paar-Bildung ist ein Phinomen nahe der Fermi-Kante. Dort spielt die Masse
der Teilchen eine untergeordnete Rolle (zumindest, solange der Fermi-Impuls kg > m
ist). Daher rechnen wir im Folgenden im ultrarelativistischen Limes m = 0. Dann ist

S(i}r(K)758(i£<K)75 +101* = (K + w0)rs(K — wvo)vs + [0)?

= —(K + o) (K = po) + |9l
= —K+ 2+ o] + 2707 - k- (5.279)

Mit den Projektionsoperatoren (4.84), welche im ultrarelativistischen Limes die Form

1 ~
A= Lt ey k) = 5 (1 + Yoy k) (5.280)

annehmen, kann man Gl. (5.279) schreiben als
S (K)vsSe L(K)vs + |¢° = (—kg + K + 1> + |0]°) (AL + Ay) + 2uk (A — Ay)
= A [—kg+ (k+p)?+ 0] + Ay [-k3 + (k—p)?+1¢°] . (5.281)
Als Linearkombination von Projektionsoperatoren ist die Inversion des Arguments der

Spur in Gl. (5.278) nicht mehr schwierig, vgl. Diskussion in Abschnitt 5.6 der Vorlesung
“Quantenfeldtheorie”,

1 = Zt { A + a }
- k+u) +10P T K+ (k= ) + 0P
1
- G’vz[ T TR 6

wobei wir tr DAlf = 2 benutzt haben. Die Pole der rechten Seite liegen bei

ko= (e, e =V (kFp)?+1[0%, (5.283)

wobei das erste Vorzeichen unabhingig von dem im Superskript von 5f ist (was wir durch
den Strich an diesem Vorzeichen kenntlich gemacht haben). Die Tatsache, dass wir das
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Vorzeichen im Superskript von 5?5 umgekehrt zu dem unter der Wurzel gewéhlt haben,

liegt daran, dass wir mit positivem Vorzeichen im Superskript die Energie von Teilchen
assoziieren, deren Fermi-Kante bei k = p liegt und wo demzufolge &) = ||, wihrend
das negative Vorzeichen im Superskript die Energie der Antiteilchen charakterisiert,
deren Fermi-Kante bei k = —p liegt. Da aber £ = |k| > 0 und wir das chemische
Potential u stets positiv wéhlen (ansonsten miisste man nur die Bedeutung von Teilchen
und Antiteilchen vertauschen), haben Antiteilchen keine physikalische Fermi-Kante.

k+p
L € |
&
ol
0
o
_gk
- & i
' -u-k
0 1 H

k/u

Abbildung 5.10: Dispersionsrelationen fiir freie Teilchen und Antiteilchen (schwarz) sowie
Quasiteilchen und Quasiantiteilchen (rot).

Die Energien &f in Gl. (5.283) definieren die Dispersionsrelationen von Quasiteil-
chen (¢}) bzw. Quasiantiteilchen (£, ). Diese sind in Abb. 5.10 im Vergleich zu den
Dispersionsrelationen nicht-wechselwirkender Teilchen und Antiteilchen gezeigt.

Fiir nicht-wechselwirkende Teilchen sind alle Teilchen-Zustéinde unterhalb der Fermi—
Kante (k = p) besetzt und alle Loch-Zustéinde unbesetzt. Umgekehrt sind alle Teilchen-
Zusténde oberhalb der Fermi-Kante unbesetzt und alle Loch-Zustédnde besetzt. Weil
sich die Dispersionsrelation g = k& — p von nicht-wechselwirkenden Teilchen und die
Dispersionsrelation —egx = p — k von nicht-wechselwirkenden Lochern an der Fermi-
Kante kreuzen, kostet es keine Energie, ein Teilchen-Loch-Paar an der Fermi—Kante
anzuregen.

Im suprafluiden bzw. supraleitenden Zustand ist dies anders. Hier besteht eine Ener-
gieliicke, der sog. Gap-Parameter oder kurz Gap, der GroBe 2|¢| zwischen den Disper-
sionsrelationen +e; von Quasiteilchen und Quasilochern. Es kostet daher mindestens diese
Energie, ein Quasiteilchen-Quasiloch-Paar an der Fermi—Kante anzuregen. Dies bedeutet
aber auch, dass der suprafluide bzw. supraleitende Zustand energetisch bevorzugt ist.
Jede attraktive Wechselwirkung zwischen Teilchen an der Fermi-Kante, so klein sie

182
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auch sein mag, sorgt also dafiir, dass das System in den suprafluiden bzw. supraleitenden
Zustand iibergeht.

Wir berechnen nun den Gap als Losung von Gl. (5.282). Ausfithren der Matsubara—
Summe liefert mit Gl. (3.188)

d3k 1 el 1 er
1=G; [ —— [ — tanh X + — tanh -X | . 5.284
1/(2W)3 (25; o Tt QT) (5.284)

Im Fall, dass |¢| < p, kann der Antiteilchenbeitrag vernachlissigt werden, denn er ist
~ 1/e;, ~ 1/u, wihrend der Teilchenbeitrag ~ 1/ ~ 1/|¢| > 1/u ist. Wir haben also

in guter Ndherung
Bk 1 &
1~Gr [ —— —— tanh - . 5.285
! / (2m) 2e7 or (5.285)

Fiir T — 0 geht tanh[e, /(2T)] — 1 (solange & > 0, was fiir |¢| # 0 immer der Fall ist).
Wir wihlen 0.B.d.A. 0 < ¢ € R und bezeichnen ¢(T" = 0) = ¢,. Nach Einfithrung von
Kugelkoordinaten und Substitution der Integrationsvariablen x = k — u folgt

G, /°° B G [T @)’
~ _— = — T —F— .
472/, e At ), T /2P + R

Das Integral divergiert im UV und muss regularisiert werden. Wir fithren dazu einen
Abschneide-Parameter A ein, den wir zweckméafigerweise als A = p wéhlen,

1 (5.286)

G udx (x+p?>  Gp [* . p? 4 2
CAn? o, a2 21 g NZZET:

wobei wir im letzten Schritt das Integral in zwei Teile iiber die Intervalle [—u, 0] und
0, 1] zerlegt haben und im ersten die Substitution x — —z durchgefiihrt haben. Das
verbleibende Integral ist analytisch losbar,

(5.287)

L G (1_ ¢8)1nu+ Vietéy L[| G {1n2—”+0(1)}
T 2m2 22 b0 2 pz | 2m2 0 ’
(5.288)
wobei wir im letzten Schritt nur den fithrenden Term im Limes ¢y < g mitgenommen
haben. Man beachte, dass dieser Term vom Term p? im Zéhler in Gl. (5.287) stammt,
withrend der Term 22 dort nur zu Termen hoherer Ordnung beitrigt. Man hitte im

Integral in Gl. (5.287) auch bereits an dieser Stelle p? + 2? ~ p? ndhern koénnen. Die
Losung von Gl. (5.288) ist

2
Go = 241 exp (_G%j/ﬂ) . (5.289)
Der Gap ist also exponentiell kleiner als p fiir hinreichend kleine Kopplungskonstanten
G'1. Das bedeutet, dass es gerechtfertigt war, den Limes ¢g < p zu betrachten. Man sieht
an diesem Resultat auch sehr schon, dass die Erzeugung eines Gaps an der Fermi—Kante
ein nicht-storungstheoretisches Phénomen ist, denn ¢y kann nicht in eine Potenzrei-
he in (ganzzahligen positiven) Potenzen von G entwickelt werden. Die zur Anwendung
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gekommenen Resummationstechniken sind also essentiell, um das Resultat (5.289) herzu-
leiten.

Es ist offensichtlich, dass die (fiir kleine Kopplungskonstanten fragile) Bindung der
Cooper—Paare durch thermische Fluktuationen zerstort werden kann. Man erwartet also,
dass der Gap oberhalb einer kritischen Temperatur 7, verschwindet. Diese 148t sich
wiederum analytisch berechnen. Dazu subtrahieren wir die Gap-Gleichung (5.286) bei T" =
0 von der Gap-Gleichung (5.285) bei der Temperatur T, bei der der Gap verschwindet,
H(T =T,) =0, und somit & = |k — pl,

Gr® [~ 1 k— |
0~ -1 / dk tanh LE =2 _ , (5.290)
ar? - Jo |k — pl 2T (k — )+ &5

wobei wir in fithrender Ordnung im Integrationsma8l k ~ p gendhert haben (vgl. Diskus-
sion nach Gl. (5.288)). Wir substituieren wieder x = k — p und erhalten

> 1 || 1
0~ / dr [ — tanh - .
—u <|$| 2T, 1/.’E2+¢(2)>

Wir konnen nun die untere Integralgrenze gegen —oo schicken, da wir erwarten, dass
T. ~ ¢g < p und somit tanh[u/(2T,.)] ~ 1, so dass der Beitrag zum Integral vom Bereich
[—o00, —p] von der Ordnung O(¢2/p?) und somit in guter Niherung vernachlissigbar ist.
Da der Integrand eine gerade Funktion von x ist, geniigt es, das Integral auf positive x
zu beschrianken,

o0 1 T 1 > 1 Yoo 1
0 ~ / de | = tanh — — ———— :/ dy [ = tanh 220 —
0 (m 2T, P+ ¢g> 0 (y T, /i1 1)

(5.291)

yoo|™ o [ 1 o0
— Iny tanh _ dy 1 ——1( \/21)‘
nyan 2T, QTC/O Y nycoshz% nyt vyt 0
%o /OO Yoo Po 1
= W (1+yI+y?)| - dy (22 —
n Ty y—oo  21% J . 2T, " 2T. ) cosh? %
o In 2z o /°° 1
= —In2-— dz +1In — dz . 5.292
/0 cosh? z 21. J, cosh? z ( )

Hier haben wir zur vorletzten Zeile ausgenutzt, dass der erste und letzte Term zum einen
an der unteren Grenze y = 0 verschwinden und zum anderen wegen tanh[y¢,/(27.)] — 1
an der oberen Grenze y — oo zusammengefasst werden konnen. Desweiteren haben wir
zur letzten Zeile im Integral die Substitution z = y¢o/(27.) vorgenommen. Das erste
Integral hat den Wert In[r/(4e")], vgl. Gl. (4.371.3) in Ref. [7], mit der Euler-Mascheroni-
Konstanten v ~ 0.57721. Das zweite Integral dagegen ist = £ B(3,1) = sT'(3)T'(1)/T(2) =
1, vgl. Glgen. (3.512.2) und (8.384.1) in Ref. [7]. Wir erhalten also

de7 ®o e"do
=—In24+In— +1 =1
0 n2+In - + r12Tc n T

Y
= T.=5 ¢o~056693¢.  (5.203)
T
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Wie erwartet, ist die kritische Temperatur von der Groflenordnung des Gap-Parameters
bei T' = 0. Durch eine numerische Losung von Gl. (5.285) kann man auch den Tempera-
turverlauf ¢(7T") des Gaps bestimmen. Dieser ist in Abb. 5.11 gezeigt. Wie man erkennt,
ist der Phaseniibergang zwischen normal- und suprafluider bzw. supraleitender Phase von
zweiter Ordnung.

/9,

Abbildung 5.11: Gap-Parameter als Funktion der Temperatur.

5.8 Eichtheorien: Hard-Thermal-Loop (HTL) — N&herung

Die 2PI-effektive Wirkung lautet fiir nicht-Abelsche Eichtheorien

FIAAS] = S~ Trx A — CTry [DHA)A - 1]
+Trx InS™! + Try [S ' (A)S — 1] + T2[A,A,S] . (5.294)

Hier haben wir die Ein-Punkt-Funktion des Eichfeldes mit A = A#(X) = (A#(X)) und
den Eichfeld-Propagator mit A = AZ?,(X ,Y') bezeichnet. Obwohl wir in rein fermionischen
Theorien keine Ein-Punkt-Funktion haben und daher der inverse fermionische Baum-
Graphen-Propagator S;' gleich dem inversen freien Propagator ist, S;;' = Sy, kann S
in Theorien, bei denen Fermionen mit Bosonen koppeln, natiirlich von der Ein-Punkt-
Funktion A des Eichfeldes abhingen, S;' = S;'(A).

Ublicherweise verschwindet die Ein-Punkt-Funktion des Eichfeldes, es sei denn, der
Grundzustand des Systems bricht die Eichsymmetrie, wie z.B. in Farb-Supraleitern, vgl.
Ref. [17]. Wir schlieBen diesen Fall im Folgenden aus, setzen daher A = 0. Dann ist
auch die klassische Wirkung S[A] = 0 und die inversen Baum-Graphen-Propagatoren
des Eichfeldes und der Fermionen sind identisch mit den inversen freien Propagatoren,

D A) = A, und S7HA) =S,
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5 Resummationsverfahren

In Zwei-Schleifen-Néherung besteht I';[A, S| aus den in Gl. (4.145) gezeigten Diagram-
men, allerdings mit vollen Propagatoren als interne Linien,

LA, 8] = — L — L oL @ - <:}{}
2 2 N 12 8
) (c) (d)

(a) (b
(5.295)
In Abelschen Eichtheorien, wie QED, triagt lediglich das Diagramm (a) bei, bei nicht-
Abelschen, wie QCD, dagegen auch die Diagramme (b) — (d).
Die Dyson—Schwinger—Gleichungen fiir die vollen Propagatoren lauten

S = §'+3, (5.296)
A~ = AJUHTT, (5.297)
mit
SR = - Q , (5.298)
08 |acas=s
I = _QM
0A A As-s

= AE kR + ,\\".I\ ,3\\/" _il\\/, N = %\,’\ AN 5
(5.299)

Eine selbstkonsistente Losung dieses gekoppelten Gleichungssystems wurde bislang nicht
angegangen. Es sind dabei viele Probleme zu 16sen, z.B. die Erhaltung der Eichinvarianz,
der Ward-Takahashi— bzw. Slavnov-Taylor-Identitédten etc..

Eine approximative Losung hat jedoch enorme Bedeutung (und Berithmtheit) erlangt,
die sog. “Hard-Thermal-Loop” (HTL)—, bzw. in Systemen mit nicht-verschwindendem
chemischen Potential die sog. “Hard-Dense-Loop” (HDL)-Niherung. Diese Néhe-
rung hat deswegen so grofie Bedeutung, weil es in ihrem Rahmen zum ersten Mal gelungen
ist, das korrekte Resultat fiir die Gluon-Dampfungsrate in fithrender Ordnung zu be-
rechnen [18]. Diese Rechnung erfordert aber neben der Bestimmung der Propagatoren
auch die der Drei- und Vier-Punkt-Vertizes in HTL/HDL-Ndherung. Hier werden wir
nur den Eichfeld-Propagator (5.297) in HTL-N&herung berechnen, um das Prinzip dieser
Néherung zu erldutern und verweisen fiir weitergehende Studien auf die Literatur [18].

Der Einfachheit halber beschrinken wir uns auf den Fall yp = 0, also auf die HTL-
Néherung, und betrachten nur die Selbstenergie des Eichfelds, Gl. (5.299), fiir den Fall
der QED, wo nur das erste Diagramm beitréigt. Die Kopplungskonstante der QED ist die
elektrische Elementarladung e. Um die HTL-Ndherung zu motivieren, nehmen wir an,
dass e < 1.
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5.8 Eichtheorien: Hard-Thermal-Loop (HTL) — Néherung

Zunéachst ist aus Dimensionsgriinden klar, dass

1, (Q) = €Q*Flu(Q) , (5.300)

wobei F),, ein dimensionsloser Rang-2-Lorentz—Tensor ist, der vom 4-Impuls Q" ab-
héngt. Dies gilt strikt im Vakuum, da der 4-Impuls Q* die einzige dimensionsbehaftete
GroBe ist. In einem thermodynamischen System bei T' # 0 ist dies aber nicht mehr der
Fall, da die Temperatur T' eine weitere dimensionsbehaftete Grofie darstellt. Wir
miissen daher Gl. (5.300) modifizieren,

M, (Q) = €*T* Fuy (%) : (5.301)

wobei F,,, ein dimensionsloser Rang-2-Lorentz—Tensor ist, der vom dimensionslosen
4-Vektor Q* /T abhéngt.

Der wesentliche Schritt besteht nun darin zu erkennen, dass fiir 4-Impulse Q* ~ O(T),
sog. harte Impulse, die Selbstenergie IT ~ O(e*T?) in der Dyson—Schwinger—Gleichung
(5.297) um einen Faktor e? < 1 gegeniiber dem freien inversen Propagator unterdriickt
ist,

AL(Q) = A5, (Q) +1L.(Q)
= Q*(P., +AE,) +T*F,, (%)
~ O(T? + O(e*T?) (5.302)

mit dem Eichparameter A und den Projektoren

PMV = Gw — E,ul/ ) Euu = Q/LQV . (5303)

QQ

Man kann also fiir harte Impulse Q* ~ O(T) die Selbstenergie vernachlissigen
und die Losung der Dyson—Schwinger—Gleichung (5.302) direkt angeben,

A™(Q) = A(Q), Q" ~O(T). (5.304)

Falls jedoch die 4-Impulse Q* ~ O(eT), also sog. weiche Impulse sind, dann sind
beide Terme in Gl. (5.302) von derselben Grifienordnung,

A (Q) = Q> (Pu + AEw) + 2T Fu (%) ~ O(e*T?) + O(e*T?) , (5.305)

vorausgesetzt, dass F,,(Q/T) ~ O(1) ist, was aber in der Regel der Fall ist (und was wir
im Folgenden explizit bestitigen werden). Nun kann man die Selbstenergie nicht mehr
gegeniiber Ay IIW(Q) vernachlassigen. Es bedeutet aber auch, dass man die Selbstenergie
I1,,(Q) lediglich fiir weiche externe Impulse Q* ~ O(eT') ausrechnen muss. Dies

vereinfacht die Berechnung erheblich.
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5 Resummationsverfahren

In einer Formel ausgedriickt lautet die Eichboson-Selbstenergie, d.h. das erste Dia-
gramm in Gl. (5.299),

(@) = & 3 3 trp [, S() 7, S(K ~ Q)] (5.306)

Der Vakuum-Anteil der Selbstenergie ist fiir das Folgende uninteressant, wir konzentrieren
uns daher auf den thermischen Anteil. Wir nehmen an, dass die Temperatur viel grofer
als die Fermionenmasse ist, 7' > m, d.h. dass wir im ultrarelativistischen Limes m = 0
rechnen kénnen. Die typischen Fermionenimpulse K, die in der Schleife umlaufen, sind
“hart”, d.h. von der GroBenordnung O(T'). Zwar lduft die Summe iiber alle Impulse, aber
der Phasenraum d’k ~ dk k? multipliziert mit einer Fermi-Dirac—Verteilung np(k) =
(e¥/T 4 1)~ ~ e ®T (fiir masselose Teilchen und Impulse k& > T), hat ein Maximum
bei Impulsen k& ~ T'. Diese liefern den Hauptbeitrag zur Summe tiber K in Gl. (5.306).
Diese Tatsache ist die Ursache fiir die Bezeichnung “hard thermal loop” (harte thermische
Schleife) fiir die hier diskutierte HTL-Ndherung.

Wenn aber die typischen Impulse in der Schleife hart sind, kénnen wir die vollen Pro-
pagatoren S in Gl (5.306) durch die freien Propagatoren Sy ersetzen. Denn fiir die
Dyson—Schwinger—Gleichung (5.296) fiir das Fermion gilt dasselbe Argument wie fiir die
des Eichbosons in Gl. (5.302): die Fermion-Selbstenergie 3 ist von der Ordnung O(e*T')
und daher gilt fir harte Impulse K ~ O(T)

SHK)=8 1K)+ X(K)=-K+*TG (%) ~ O(T) + O(e’T) (5.307)

d.h. die Selbstenergie ist um einen Faktor e? kleiner als der freie inverse Fermion-Propa-
gator. Fiir harte Impulse ist die Losung dieser Gleichung also

S(K) = Sy(K) = —% . (5.308)

In der HTL-N&dherung lautet die Eichboson-Selbstenergie nun
T
I,,(Q) ~ ¢ v > trp [ So(K) 7 So(K — Q)] (5.309)
K

Diese Gleichung ist nicht ldnger eine Selbstkonsistenz-Gleichung, denn die rechte Seite
héngt nicht implizit von der Eichboson-Selbstenergie ab. Mit dem “harten” Fermion-
Propagator (5.308) berechnen wir die Eichboson-Selbstenergie zu

1

1,(Q) = ¢ 5 3 tro Ko (K = @) g =g (5.310)

In der Spur diirfen wir in HTL-N&herung den weichen Impuls Q" gegeniiber dem harten
Impuls K* vernachléssigen,

trp [y K (K — @) = trp [y, K7 K] = KK trp (1,707.75)
- 4KQK6(gua9uﬂ — JuvYap + guﬁgua) = 8KMKV - 4K2g/w . (5311)
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5.8 Eichtheorien: Hard-Thermal-Loop (HTL) — Néherung

Eingesetzt in Gl. (5.310) ergibt sich

sl Ky e T !
1, (Q) ~ 8e VZK:K2<K_Q)2 4€g””v2K:(K—Q)2' (5.312)

Die zweite Summe ist nach Substitution des Summationsindex K — K’ = K — @ (und
anschliefender Umbenennung K’ — K)

d°k 1
VZK Q)? VZK’Q:VZKQZ_/(QW)E‘T;ijLw%

1 , ko1
- ~ tanh — — —_
on? J, ak 2k tanh on =9 |

"k [np(k)—ﬂ C (5.313)

Der divergente Vakuum-Anteil ~ —1/2 mufl durch Renormierung beseitigt werden. Der
verbleibende thermische Anteil ist dann

T2 o) T T2 T2
d 5.314
VZK 0)? 27r2/0 Y 1 o212 24 (5:314)

wobei wir Gl. (3.411.3) aus Ref. [7] benutzt haben.

Die erste Summe in Gl. (5.312) berechnet man am besten separat fiir alle Kombinatio-
nen von Lorentz-Indizes. Wir betrachten zunéchst nur die entsprechenden Matsubara—
Summen,

. By KK
u=v=0i TY ot on =TS - op
1 1
BRGNS
w=0,v=i: TZKQ _kTZm

Man erkennt, dass man nun lediglich noch zwei verschiedene Matsubara—Summen berech-
nen muss,

1 —zwn
Il = Tzn: m und IQ TZ K2 (5316)
Wir schreiben zunéchst
i B 1 r i 1 _ 1 B i n L S"( )
K2 ky—kko+k 2k\ko—Fk ko+k _2/<:77 ko —nk « 2k
n [ n [T
— Z—/ e TSI (7, k) Z—/ dr e~ (ntR)T 11y p(nk)]
2k 2k
== n==+
(5.317)
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5 Resummationsverfahren

wobei wir die Glgen. (4.88), (4.91) und (4.99) fiir m = p = 0 benutzt haben. Damit haben

wir fiir die erste Matsubara—Summe mit ¢y = —iw,,
1T
7, =1y Yy MR Ay diy e tmb)m (i —iwmmalle—al)
n m,me=% 4k|k B q| 0

X [L=np(mk)] [1 —nre(nplk —qf)] . (5.318)

Die Matsubara—Summe kann nun sofort ausgefiihrt werden,

Tze—iwn(n—i-m) — i (_1)85 (7.1 Ny %) = -4 (7’2 — % + 7—1) , (5319)

S=—0Q

wobei wir Gl. (4.111) benutzt haben. Lediglich der Term s = 1 aus der Summe sorgt fiir
einen nicht-verschwindenden Tréger der Delta-Funktion im (7, 72)-Integrationsbereich,
vgl. die rechte Seite der Abb. 4.3. Damit kénnen wir die m—Integration sofort ausfithren
und erhalten (unter Umbenennung der verbleibenden Integrationsvariablen 73 — 7)

YT
= iz iwm(1/T—7) ,—(mk—nzlk—al)T
Li=- ) d 1— k k —
' 4klk —ql J, Te € [1 = np(mk)]ne(nk—qf)

n,me==%

(5.320)
wobei wir Gl. (4.96) benutzt haben. Weil w,, = igo eine bosonische Matsubara—Frequenz
ist (die Null-Komponente des Eichboson-Impulses Q*), gilt ¢*»/7 = 1 und nach Ausfiihren
des 7-Integrals erhalten wir

elao—mk+nz2lk—al)/T _ 1

mn2
I, = —
' Z 4klk —dq| g0 —mk + nelk — q

n1,me==

(1 —np(mk)] nr(nelk —q)

_ Z M2 1
4klk —a| g0 — mk + nolk — q|

n1,n2==
X {[1 —np(mk)] np(nalk —al) = ne(nk) [1 —np(n2|k—q|)}}
mn2 1
- np(nlk —ql) —np(mk) |, (5.321
nwgi 4k|k — q| g0 — mk + n2lk — q [ F(n2 qal) F(m )] ( )

wobei wir zum vorletzten Gleichheitszeichen wieder e®/” = e=®n/T = 1 und GI. (4.96)

benutzt haben. Wir schreiben nun alle Terme in der Summe iiber 7;, 72 explizit aus und
benutzen wieder Gl. (4.96),

7, 1 [nF(\k—(ID —np(k) | nr(—|k—q|) —np(=k)
4k|k — q] 0 —k+ |k —(] G +k—|k—(]
_np(k—d|]) —np(=k) np(-lk—ql|) - ”F(k)}
o +k+k—q G —k—|k—dq|
B 1 [HF(\k —dal) —nr(k)  nr(k—d|) —nr(k)
~ dklk—dl [ @—-k+]k—qd G +k—|k—q
B ne(lk —ql) +np(k) —1 n nr(k —al) + nr(k) — 1] (5.322)
G+ k+ [k —dq @ —k—k—d
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5.8 Eichtheorien: Hard-Thermal-Loop (HTL) — Néherung

Hier miissen die Vakuum-Terme wieder durch Renormierung beseitigt werden; sie werden
im Folgenden nicht weiter betrachtet.
Da g ~ O(eT), wihrend k ~ O(T'), konnen wir alle Terme fiir kleine g entwickeln, also

q_ ¢ k-q q°
k—q| = 2 _2k- 2=f/1-2=——4+ L 1——=
k — q VE q-+q k\/ =+ k[ p +o<k2)]
A q2
= k—k~q+0(?) , (5.323)
und daher
~  dnp(k
np(k —q|) ~np(k) —k-q g’k( ) (5.324)
Nun sehen wir, dass bis zur fithrenden Ordnung in ¢
k —q|) — np(k dnp(k) k-q
nr(| al) — nr( )ﬁ_ nr(k) A (5.325)
9 F (k— [k —ql) dk g Fk-q
wahrend
nr(k —d|) + nr(k) np(k)
~ + . 5.326
Tt k—q)) k (5.326)

Damit folgt

1 | dng(k k- k- 2np(k
T~ — nr (k) a __ka ) 2w (5.327)
k2 dk \g@+k-a @-k-qg

Ganz analog berechnet man

poe L) ((ka | kea ) )
Ak dk @o+k-a g-k-q

wie wir in der nachfolgenden Ubungsaufgabe zeigen werden. 4.2.2022

Ubungsaufgabe 5.5: Beweise Gl. (5.328).

Beweis: Der Trick zur Berechnung der zweiten Matsubara—Summe Z, besteht darin, die
Matsubara—Frequenz im Zihler in der gemischten Darstellung in eine Ableitung nach 7
umzuwandeln,

1/T
2 _ TZ Z 7]1772 / d’l'l d7'2 i@ WnT1 6—7711437'1e—(iwn—iwm+n2|k—q\)72
4klk —q| Jo or

n ni,me==x
X [1=np(mk)] [1 —np(nelk —al)] - (5.329)
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5 Resummationsverfahren

Nun integriert man das 7 —Integral partiell,

1/T ) ' ) 1/T 1/T '
/ d,7_1 (8 e—zwnﬁ) e M k71 _ 6—(7,wn+771k:)7'1 . / d7'1 (_nlk)e—(zwn—i—m k)T
0 1 0 0

1/T
_ ef(iwnerk)/T — 14 771/<?/ dT1 ef(iwnerk)Tl '
0
(5.330)
Weil e~*n/T = —1, hiingen die ersten beiden Terme nicht mehr von w, ab. Wenn wir fiir

diese dann die Matsubara—Summe iiber n ausfithren, haben wir

TY e = i (~1)%6 (12— =) = b(r2) = 6 <T2 - %) , (5.331)

S§=—00

wobei wir nur die Werte von 7, beriicksichtigt haben, die (gerade noch) im Intervall [0, 1/7]
liegen. Fiir beiden ersten Terme in Gl. (5.330) berechnen wir den gesamten Beitrag zu Zs,

> e (e ) [ = (k)] [L = il — )] [1 = elonmkoa)T]
M=% 4k|k B Cl]

M2
= - ——|1-2 k — )
2. 4k|k_q][ nr(nelk —al)] (5.332)
n1,me==

wobei wir mehrfach Gl. (4.96) benutzt haben. Dieser Ausdruck verschwindet aber wegen
> m=+M = 0. Die ersten beiden Terme in Gl. (5.330) ergeben also null und kénnen im
weiteren vernachlissigt werden. Wir erhalten dann

2 1/T
_ Unp; —(iwn+mk)71 ,— (iwn —iwm+n2|k—q|)T
I = TZ Z 4k —dq| J, dridme Wite 2kl

n n1,me==

X [L=np(mk)] [1 —ne(nplk —qf)] . (5.333)

Dies ist bis auf einen Faktor 7,k identisch mit Gl. (5.318). Wir konnen also die Rechnung
bis Gl. (5.321) direkt iibernehmen,

2
N2 1 [ ]
7, = Y .
2 n1,m2== 4|k—q| do _n1k+n2|k—q| F<?72’ CI|) F(771 )

o [nF<|k—qr>—nF<k>_nF<—|k—qy>_nF<_k>

4k —ql [ q@—k+k—q| q +k—|k—d
np(fk —al) —nr(=k) nr(-k—df) - nF(k)}
Qo +k+|k—q G —k—|k—q
_ 1 {HF(Ik—QD —nr(k) | nr(k —d|) —nr(k)
4k —q|l | q—Fk+k—q] Q@ +k—|k—d
nF(|k - QD + TLF(k‘) -1 nF(|k - Q|) + nF(k’) — 1] (5 334)
Q0o +k+k—d g0 —k—|k—d o
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Wir entwickeln nun wieder fiir kleine ¢ und behalten nur die fithrenden Terme bei. Die
letzten beiden Terme heben sich dann gegenseitig auf. Fiir die ersten beiden erhalten wir
mit Gl. (5.325) sofort das Resultat (5.328), q.e.d..

Nun benutzen wir die Glgen. (5.327) und (5.328) in Gl. (5.315) und berechnen die
Selbstenergie (5.312) komponentenweise. Fiir die (00)-Komponente erhalten wir

(@) = - +2¢ [ 58 [dnm)( ka  ka )_gnF<k>

= = . (5.335

Man erkennt, dass die Integration iiber die Radialvariable £ von der {iber den Raumwinkel
entkoppelt. Fiir die Integration iiber letzteren wihlen wir den Polarwinkel so, dass cos ¢ =
k-q=r,

/dQ k-q k-q 1/1 ( z T )
—_— = — = = - dz +
Ar \qo+k-q q—-k-q 2) r+q/q T —q/q

1
1 1
= 9D dx( — )
2q J 4 T4+ q/qg T —qo/q
qo ;, qot+4q
¢ q—q

(5.336)

Fiir das Integral iiber die Radialvariable benutzen wir

&’k dnp(k) 1 [ dnp(k) 9 oo 7
= dk 2 _ Gernm— T |
/(27T)3 dk 27r2/0 dk sz/o ne(k) = =15, (5337)

wobei wir Gl. (3.411.3) aus Ref. [7] benutzt haben. Insgesamt erhalten wir also

2T2 T2 T2
(@) = £ ¢ [—— (2—@ In QO+q) ——]

6 12 qa qo—q 12
G G , q+g
= — 1——1In
3 29 q—q
e?T? q [ dQ 1

- T3 ( g EcosﬂquO/Q)' (0:35%

Hier haben wir fiir spétere Zwecke das Integral iiber den Raumwinkel restauriert.
Fiir die (0i)-Komponente ergibt sich

4’k @an(k)< k-q k-q ) (5.350)

I, (Q) = —2¢° - -
OZ(Q) € /(271_)3 2 Ak q0+kq+q0—kq

Aus Symmetriegriinden verschwindet das Integral iiber die Komponenten von k, die
nicht in q-Richtung zeigen, d.h. die einzige nicht-verschwindende Komponente ist k; =
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5 Resummationsverfahren

Gi k cost = q¢; k k- q. Die Radial- und Winkelintegrationen separieren wieder, so dass

1 [ dnp(k) [ dQ - k- k-
Mo (Q) = —2¢*¢ dk k? nrk) —k~€1< ia 3 )

22 dk 47 q0+kq C]o—kq

. T? 1 1
= —26 K / dzz ( + )
"12 2¢ r+q/q T —qo/q

2T2
- iR <1 By, qo”) , (5.340)
3 q 29 g —q

wobei wir im letzten Schritt Gl. (5.336) benutzt haben. Fiir spitere Zwecke restaurieren
wir das Integral iiber den Raumwinkel,

€2T2 qo dQ2 ]%z

3 qJ) 4m cosV+qo/q

Ioi(Q) = — (5.341)

Zum Schluss berechnen wir noch die (ij)-Komponenten der Selbstenergie,

&Pk - |dng(k k- k- 2np(k 272
Hij (Q) — 262/ kaJ nF( ) ,\q _ ,\q N nF( ) + € 62]

_ 2qo/ d3k n dnp(k) 1 B 1
% k-4+q/q k-a—q/q

dnp(k)  2nrp(k) /dQ o
2 L [T arw? |2 - kikj+ ——0d;; . (5.342
e 27r2 ; [ k k T e (5:342)
Die letzten beiden Terme heben sich gegenseitig weg, denn zum einen haben wir
dQ » - 1
— kik; = = 045, 5.34
/ A J 3 J ( 3 3)

wie man in Kugelkoordinaten sofort nachpriift, zum anderen ist mit Gl. (5.337)

— dk k? |2 — = — = —— 344
212 [ dk k 6 12 1 (5.344)
Wir erhalten also
e?T? qo [dQY - - 1 1
;@) = — = 1 Rk | = - =
q ™ k-q+q/q k-a—q/q
_ T q [dD L (5.345)
3 4 k- q+ QO/C]

wobei wir im letzten Schritt die Symmetrie des Integrals unter k — —k ausgenutzt haben.
Die Glgen. (5.338), (5.341) und (5.345) lassen sich wieder in kompakter Form zusam-

menfassen,
o [dQ KK,
I1,, =m?2, —/—A”—— v | 5.346
#(Q) 7,z<q 47Tk-q+qo/q 9109v0 ( )
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mit K* = (1, —k)” und unter Benutzung von Gl. (5.19) fiir die elektrische Abschirmmasse.
Nun betrachten wir die analytische Fortsetzung der Selbstenergie (5.346) zu reellen

Energien, ¢y = —iw,, > w + 0, w € R. Solange |w| > ¢, also fiir zeitartige 4-Impulse
Q" = (w,q)7, ist I1,,(Q) reell und besitzt keinen Imaginérteil,
ImIl,,(w,q) =0, w>gq. (5.347)

Jedoch gibt es fiir |w| < ¢, also fiir raumartige 4-Impulse, einen Pol im Nenner des
Raumwinkelintegrals und mit der Dirac-Identitét (4.55) erhalten wir

ImIL, (w,q) = —mm?2 , 0(¢" — w?) % / g K,K,) (%J +k- fl) . (5.348)
Eine weitere Moglichkeit, den nicht-verschwindenden Imaginérteil zu bestimmen, ist, bei-
spielsweise in den Glgen. (5.338) und (5.340) den Verzweigungsschnitt des Logarithmus
zu beriicksichtigen, In(w — ¢) = In|w — ¢| + im0(¢ — w). Man spricht von der Landau—
Dampfung raumartiger Photonen.

Fir p = v = 0 erhalten wir z.B.

w ! w
Im oo (w, q) = —7m? , 0(¢° — w?) 2—/ dzd (— + m)

q.J-1 q
2 2 W [T w
= —mm; , 0(¢" —w”) 2_q/ dz (14 2)0(1 —z)0 (E + x)
w
= —mm? 2% 0(q —w)f(q+w) . (5.349)

Die (00)-Komponente ist fiir w > 0 in Abb. 5.12 dargestellt.

w/q

Abbildung 5.12: Imaginérteil von Ilgy als Funktion von w/q.

Wir bestimmen nun noch die Dispersionsrelationen der Eichbosonen in einem heis-
sen Medium. Dazu betrachten wir den vollen inversen Propagator (5.297) in der HTL-
Néherung. Es empfiehlt sich, diesen in eine Basis von Projektoren zu zerlegen. Anders als
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im Vakuum benétigen wir aber nun mehr als die dort auftretenden Projektoren (5.303),
da das Medium ein bestimmtes Inertialsystem (némlich sein Ruhesystem) auszeichnet
und damit die Lorentz—Symmetrie verletzt. Mit dem 4-Vektor f* = (0,q)” definieren wir
den 4-Vektor

T
NE = P, = (g B, = e = ey 4 (%f ’ qg;i*) - (5:350)

Offenbar gilt
%4 %a-d_

N-Q = Q2 o 0. (5.351)
Nun definieren wir die Projektoren
5 NFNY
B* = Nz (5.352)
AW = PW — B = gt — B — M (5.353)
sowie den Tensor
CH = NFQ" + N"Q" . (5.354)

Die Projektoreigenschaften von A*”, B* und E*, sowie die Relation C** A, = C*" B, =
C*"E,, = 0werden in Ubungsaufgabe 5.6 gezeigt. Wihrend E* auf den ein-dimensionalen
Unterraum 4—parallel zu Q" projiziert, projiziert P* = A" + B* auf den drei-dimensio-
nalen Unterraum 4-transversal zu )*. Man kann nun durch explizite Rechnung zeigen, s.
Ubungsaufgabe 5.7, dass

A =0, A% =0, AY =Y 44§ , (5.355)

d.h. A" projiziert auf den zwei-dimensionalen rdumlich transversalen Unterraum or-
thogonal zu Q*. Dementsprechend projiziert B*” auf den ein-dimensionalen rdumlich
longitudinalen Unterraum orthogonal zu Q*.

Ubungsaufgabe 5.6: Zeige, dass die in den Glgen. (5.352), (5.353) definierten Tensoren
BH” . AMY zusammen mit E* = QPQY /Q*

(a) den Raum der Rang-2-Lorentz—Tensoren vollsténdig aufspannen,
(b) idempotent sind,
(c) sowie orthogonal zueinander sind.
Zeige auflerdem, dass
(d) C*A,, =C*"B,, =C"E,, =0.
Beweis:
(a) Dies folgt aus Gl. (5.353),

g = A" 4 B B (5.356)
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(b) Es gilt
NHENY
ARV __ — v
B*B," = WN -N = B* (5.357)
und entsprechend
A Q Q¥
EMEY =2 Q.Q=E". (5.358)
(@?)
Damit berechnet man sofort
AW\A,\V = (9“/\ — B — EM)(Q,\V — By — E,\V)
= g — B — B
— B" + B"B)” + B"E\” — E" + E* B\’ + E*E,"
— g — BM — B = A (5.359)
wobei wir Gl. (5.360) benutzt haben.
(c¢) Es gilt wegen Gl. (5.351)
,_ N ,_ Q@
B"E, :N2—Q2N~Q:0, BB, :N2—Q2Q~N:0, (5.360)
und damit auch
AP B = (¢" — B* — EMYB)Y = B — B =0, (5.361)
wobei wir Gl. (5.357) benutzt haben. Letztlich gilt auch
AMEBY = (" — B* — EMMNE\Y = " — E" =0 | (5.362)
wobei wir die Glgen. (5.358) und (5.360) benutzt haben.
(d) Wir zeigen zuerst
C"E, = (NQ"+ N” “Q“QV—ZN =0 5.363
ny — ( Q + Q ) Q2 - ' Q — Y ( : )
s. Gl. (5.351). Ferner gilt
N,N,
C" B, = (N*Q" + N"Q") # =2N-Q = (5.364)
SchlieBlich gilt mit Gl. (5.353) und den eben bewiesenen Relationen
C" Ay = C" (G — By — Epy) = C*, =2N-Q =0, qee.d. (5.365)
Ubungsaufgabe 5.7: Beweise Gl. (5.355).
Beweis: Zunichst erhalten wir mit
2 4 4. 2 2 2 2

@) (@) (@)
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fiir A%

NG @ %q* % ¢ q
00 __ 00 00 00 __ 0 0 __ 0 0 _ 0 _
A =g —BY—F —1—m—@—1—@2)—2]\[2—@—1+@—@—0 (5367)

Ferne haben wir

NN qod _ ag¢’d o’ _ qod”  a0d' _ (5.368)

AOi: Oi_BOi_EOi: _ — =
g N2 QQ (Q2)2N2 QQ QZ QQ

Letztlich gilt

A —gi g gy g NN e g add 07

N2 Q? (Q2)2N2 Q?
G 4¢ % ij | Aind
— 5 _ o (1 _ q_g) =—0"4+4¢'¢ , qed. (5.369)
Im Medium wird der rdumlich longitudinale Freiheitsgrad des Eichfeldes, 9.2.2022
N - A(Q)
Av@) =~z (5.370)

ein physikalischer Freiheitsgrad. Es handelt sich dabei um eine kollektive Anregung,
das sog. Plasmon. Die Tensorzerlegung von IT#(Q) lautet nun

11,,(Q) = Ta(Q) A + T(Q) By + 1e(Q) Cy + 11 (Q) Ey (5.371)
die des freien inversen Propagators
Agt(@Q) = Q*(Pu + NEw) = Q*(Au + B + NE,) (5.372)
und damit die des vollen inversen Propagators

AQ) = [Q*+T1(Q)] A + [Q° +T1,(Q)] B + T1(Q)Cp + [AQ* +T1(Q)] (EW .
5.373

Wir berechnen nun durch Projektion von II*(Q) auf C), mit der Identitat C*C,, =
AN?Q? = ~2q3¢"

y o [dQ K,K,Cm
—205¢°11(Q) = I (Q) C* = m] <_0 / AT OOO>

o2 /de(-Nf(-Q Goq®
= m _— = —
~v,el 40 T g tkeoq Q2

dQ - q04”
2 0 .
= 2m .o V - (N +k N)——2 . (5.374)
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Abbildung 5.13: Die Dispersionsrelationen wy(q) der transversalen Eichbosonen (durch-
gezogen) bzw. des Plasmons (gestrichelt) als Funktion des Impulses g¢.
Alle Grofen in Einheiten der thermischen Photonmasse m., = e1/3.

Hier haben wir zum letzten Schritt ausgenutzt, dass nach Definition von Krgilt K-Q =
go + k- q. Der Term ~ k - N verschwindet aus Symmetriegriinden bei Integration iiber
den gesamten Raumwinkel. Nach Definition von N9 Gl. (5.350), ist dann aber

II.(Q) = 0. (5.375)

Damit besteht A }(Q), Gl (5.373), aus einer Linearkombination von Projektoren und
148t sich folglich sofort invertieren,

. A B A B
A (Q) = + + . 5.376
RO (o) VRS N2y I OZEs N TR (o) (5370
Mit I1,(Q) = —11,(Q) definieren wir den raumlich transversalen Propagator
1
AQ) = ——— 5.377
und mit I1,(Q) = —¢*11,(Q)/Q? den riumlich longitudinalen Propagator
2 1 1
Ay(Q) = ¢ = (5.378)

P QRHILQ)  2-1L(Q)°

Die Selbstenergien IT,(Q) und I1,(Q) werden in Ubungsaufgabe 5.8 explizit berechnet. Die
Dispersionsrelationen der physikalischen Anregungen ergeben sich nun als Pole w =
wre(q) von A(w,q) (transversale Eichbosonen) und A,(w,q) (Plasmon). Diese miissen
numerisch bestimmt werden und sind in Abb. 5.13 dargestellt.
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5 Resummationsverfahren

Fiir kleine Impulse gehen beide Dispersionsrelationen gegen die thermische Photon-
masse
_ el my g
Wt,Z(Q) — My = 3 = \/g )
Die thermische Photonmasse m., ist einen Faktor 1 / V3 kleiner als die elektrische Ab-
schirmmasse m. ., Gl (5.19). Man beachte, dass die thermische Photonmasse dyna-
misch generiert wird, also daher nicht, wie beispielsweise ein Massenparameter in der
Lagrange-Dichte, die Eichinvarianz der Theorie bricht.

Ahnlich kann man auch die Dispersionsrelation fiir das Fermion berechnen. Interessan-
terweise gibt es auch hier eine kollektive Anregung; in Analogie zum Plasmon wird sie
nun Plasmino genannt (da es sich um eine Anregung mit fermionischen Quantenzahlen
handelt). Wir konnen an dieser Stelle nicht weiter darauf eingehen und verweisen auf die
Literatur [19]. Fiir die QCD muss man lediglich die thermische Photonmasse m., durch
die thermische Gluonmasse m, = my ¢/ V'3 ersetzen.

(g —0). (5.379)

Ubungsaufgabe 5.8: Berechne II, = —I1,(Q) und II,(Q) = —¢*I1,(Q)/Q>.

Wir erhalten durch Projektion von II*(Q) auf A,, mit Hilfe der Glgen. (5.346) und
(5.355)

IL(Q) = —1,(Q) = —%H‘“’(Q)Aw = _%Hij(Q>Aij = % ((5@‘ — (jz(j]) Hij(Q)
2 Qo [df 1-(k-q)?

=My 15 A
72 ) A7 k-a+ /g

1 2
1_
“dq ) T+ q/q
1 2 2 2
1 — —
2 @/ dx[ (0/q)* = (QO/Q)]
q./) 1 T+ qo/q T+ qo/q

2
g (1-B) 2L o]
’ q do — ¢ q

2 2
+4q
:m2e{q—°+@<1—q—0)1nq° } 5.380

T2¢2 T 4q ?) w—q (5580)

Zur Berechnung von II,(Q) betrachten wir zunéchst

oo (K-N)? _ (N°+k-N)? a%4q" AN
KYK" By = N2 N2 - (Q2)2N? 1+=k-q
2 2
q qo + .
= —= 1—|——k-q) , 5.381
Q2< q (5.381)

wobei wir K* = (1,—k)” und die Glgen. (5.350) und (5.366) benutzt haben. Damit
erhalten wir durch Projektion von II*(Q) auf B,, mit Hilfe der Glgen. (5.346) und
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5.9 Funktionale Renormierungsgruppe
(5.352)

(Q) = I"(Q) B,y = m? {‘@ / 2 ¢* 1+ (q0/q) Kk - & Ng}

e mQ keatale N

ZQ_szl 1_@/@[1f(%/@1}-6ﬂ2
Q7 qJ 47 k-q+q/q

2 1 1 2
L o8 [farlislo)
Q ’ 2q J4 T+ qo/q

2 1+q0/q 1 2 2
L2 1% dy—(l—q—g—i-@y)]

Q> 20 ) 1vgrg Y @ q

2 2\ 2 2 2 4
~Lntai-(1-B) Lt o(1 )8 o
Q ’ q 29 q—q ) ¢ q

Q> ( qo , qo+ Q)
=—=—m 1——1In ) 5.382
@2 29 ¢o—q (5.382)
und damit )
q 2 o , Qo+ CI)
II =——1I =-mi (1—=—In ) 5.383

5.9 Funktionale Renormierungsgruppe

Die Idee, die der Funktionale Renormierungsgruppe (FRG) zugrundeliegt, ist die
Berechnung der 1PI-effektiven Wirkung mittels sukzessiven Ausintegrierens von Im-
pulsskalen, beginnend im UV. Dies ist sehr &dhnlich zum Konzept der Wilsonschen
Renormierungsgruppe [20]. Man 16st dabei eine Differentialgleichung, die sog. FRG-
Flussgleichung, fiir I'[¢]. Das Interessante dabei ist, dass diese Gleichung lediglich Ein-
Schleifen-Charakter hat, aber durch den FRG-Fluss Diagramme von beliebig hoher
Schleifen-Ordnung resummiert werden.

5.9.1 Herleitung der FRG-Flussgleichung

Wir definieren zunéchst die sog. effektive mittlere 1PI-Wirkung I'x[¢], die von einer
Impulsskala & abhéngt. Die FRG-Flussgleichung ist eine Differentialgleichung fiir I'x[¢]
in der Variable £ und zwar dergestalt, dass ihre Losung

(i) fir £k — A, wobei A ein willkiirlich gewéhlter Impuls im UV ist, gegen die klassi-
sche, mikroskopische Wirkung der Theorie konvergiert,

lim T'e[p] = Tale] = Sle] , (5.384)
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(ii) fiir £ — 0, also im IR, gegen die volle 1PI-effektive Wirkung, die alle thermi-
schen und Quantenfluktuationen enthélt, konvergiert,

lim [ [¢] = T'[¢] - (5.385)

k—0

In der Regel ist Bedingung (i) automatisch erfiillt, da man die klassische Wirkung S]]
als Anfangsbedingung fiir den FRG-Fluss von I'y[¢] bei & = A wéhlt. Die effektive
mittlere Wirkung I';[p] bei der Impulsskala & < A enthélt als Resultat des FRG-Flusses
alle thermischen und Quantenfluktuationen im Impulsintervall [k, A].

Wir konstruieren nun die FRG-Flussgleichung. Dazu definieren wir die modifizierte
groffkanonische Zustandssumme

_ 3 / Dé exp {sm NADE /X J(X)gb(X)} ~ oxp {ASk {%} } Z1].
(5.386)

wobei Z[J] die gewdhnliche groBkanonische Zustandssumme in Anwesenheit dulerer Quel-
len J ist, s. Gl (5.24), und

A8l =3 [ 6(X) Ru(X.Y)o(Y) (5.387)

XY

einen zusédtzlichen Term in der Wirkung darstellt, der quadratisch in den Feldern ist.
Hierbei ist Ry (X,Y) die sog. Regulatorfunktion. Die Fourier-Transformation dieser
Funktion lautet

ZRk e IeX=Y) (5.388)

Der Vorfaktor ist so gewéhlt, dass Rk(Q) die Bedeutung eines impulsabhingigen Mas-
senterms (mit Dimension Energie?) hat. Mit den Glgen. (3.56), (3.57) und (5.388) wird
Gl (5.387) im Impulsraum zu

ASk[¢ R LK X—iQ-(X—Y)—iPY
k 2v2 Z ¢K k /);7}/6

K,Q,P

_ _% S R’;F(QQ) da . (5.380)
Q

Wir haben also lediglich eine impulsabhéngige Modifikation der urspriinglichen Theorie
durchgefiihrt.

Die Fourier—Transformierte der Regulatorfunktion wird nun so gewéhlt, dass sie folgen-
de Bedingungen erfiillt:

(a) Fiir ¢ > k: Rp(Q) — 0.

Dies bedeutet, dass alle Impulsmoden, die bereits zum FRG-Fluss beigetragen ha-
ben, weil ihr 3-Impuls ¢ > £ ist, voll beriicksichtigt wurden. Insbesondere gilt dann
fiir festes ¢, dass limy_.g Rk(Q) = 0. Dies wiederum bedeutet in Anbetracht von GI.
(5.386), dass das Funktionalintegral alle thermischen und Quantenfluktuationen der
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urspriinglichen Theorie enthélt, was konsistent mit Gl. (5.385) ist (nachdem wir die
1PI-effektive Wirkung I'[¢] wie in Abschnitt 5.2 besprochen aus Z[.J] hergeleitet
haben).

(b) Fiir ¢ < k: Ri(Q) ~ k2.

Dies bedeutet, dass alle Impulsmoden, die der FRG-Fluss noch nicht erreicht hat,
weil ihr 3-Tmpuls ¢ < k ist, eine artifizielle Masse ~ k? bekommen (unabhingig
von ihrer physikalischen Masse). Falls ihre physikalische Masse m > k, sind ihre
Fluktuationen bereits auf der Skala m “eingefroren” und tragen sowieso nicht mehr
zum FRG-Fluss bei der Skala k bei, andernfalls werden sie nun an dieser Skala “ein-
gefroren”. Insbesondere gilt dann fiir festes ¢, dass limy_,x Rk(Q) ~ A? = oo fiir
A — 0. Dies wiederum bedeutet in Anbetracht von Gl. (5.386), dass das Funktio-
nalintegral durch die klassische Feldkonfiguration dominiert wird, was konsistent mit
Gl (5.384) ist (wenn wir den Zusammenhang zwischen der 1PI-effektiven Wirkung
und der klassischen Wirkung wie in Abschnitt 5.2 besprochen ausnutzen).

Ein Beispiel fiir eine Regulatorfunktion, die die Bedingungen (a) und (b) erfiillt, ist in
Abb. 5.14 gezeigt.

6

— R
A ——- kdR /dk

Abbildung 5.14: Abhingigkeit der Regulatorfunktion Rj(Q) und ihrer logarithmischen
Ableitung kdRy,(Q)/dk vom 3-Tmpuls g.

Wir definieren nun wie gehabt, s. Gl. (5.26), das erzeugende Funktional fiir die verbun-
denen n—Punkt-Funktionen der modifizierten Theorie,

WilJ] = In Z,[J] . (5.390)
Die Ein-Punkt-Funktion ist, s. GL. (5.27),

SWilJ]

= p(X) . (5.391)
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Diese Gleichung definiert J als Funktional von ¢, J[¢|. Die verbundene Zwei-Punkt-
Funktion ist, s. Gl. (5.39),

GPXY) = Firoeiis = Foiy) = GO0V — @O0
= (XN — e(X)e(Y). (5.302)
Mit der Definition ¢ = In(k/A) und
p o2 _9_y (5.393)

ok — oln(k/A) ot

betrachten wir nun

1
IWilJ] = ZilJ] m/DQS O ASk[¢] SWIHASII+[x J¢

1

_ b ! SIO+ASKIB1+ [y T
- s [pe]- Xy¢<X>atRk<X,Y>¢<Y>] (SISl

= = ORL(X,Y) =—— /D¢¢ ) eSIOI+ASKIel+ [ 6
XY

_ _% O RL(X,Y) (3(X)p(Y))h

XY

_ _% Xyc‘)tRk(X, Y) [G,(f)(X, Y)+90(X)<P(Y)]

1
— —5Trx (@RkG ) YNARR (5.394)

wobei wir die Glgen. (5.387) und (5.392) benutzt haben.
Nun definieren wir die effektive mittlere 1PI-Wirkung,

Tulie] = Weld] — ASifg] /X J(X)o(X) | (5.395)
Damit gilt
STulel [ OWJ] GJ(Y) eI
So(X) /ywm w(X)*/yR’“(X’Y)“"(Y) /YMX) oY) = J(X)
- / Ro(X,Y) p(Y) — J(X) (5.396)

wobei wir Gl. (5.391) benutzt haben. Differenzieren wir diese Gleichung nach ¢(Y), so
erhalten wir

dJ(X) 2)
= XY)-TI'7(X,Y )
mit der Zwei-Punkt-Vertexfunktion
6°T'ig]
r9Xx,y)= ——H2 5.398
(X.¥) = 6p(X)op(Y) ( )
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Damit gilt
6J(X) §J(X) dp(Z , )
W(x-Y) = :/ :/ 2 -12x 2l @z v
Y= 5500 T L e s Z[Rk< ,Z) -TP(X,2)| GP(2.Y)
= 1= (R’“_Fg)> G (5.399)
was bedeutet, dass
-1
¢ = (R-1) (5.400)

Bei festem ¢ und daher festem J[y] gilt fiir den Fluss der effektiven mittleren 1PI-Wirkung
(5.395)

ol'vle] = 0Wi[J] — 0. ASk[y]
1
= 5T (atRk G,(f))

1 -1 1

wobei wir die Glgen. (5.394) und (5.400) benutzt haben. Dies ist die gesuchte FRG-
Flussgleichung, auch Wetterich—Gleichung genannt [21]. Wie angekiindigt, handelt

es sich um eine Ein-Schleifen-Gleichung. Das Kreuz notiert 9; Ry, wahrend die Linie mit
dem schraffierten Kreis wie in Abschnitt 5.2 die Zwei-Punkt-Funktion G,(f) = (R —F,(f))*l

darstellt.

Wir machen uns nun durch die Betrachtung eines Grenzfalls klar, dass die Losung der
Wetterich—Gleichung, obwohl sie Ein-Schleifen-Charakter hat, weit iiber die Ein-Schleifen-
Néherung fiir I'[¢], vgl. Abschnitt 5.2, hinausgeht. Wenn wir die Ergebnisse von Abschnitt
5.2 auf die effektive mittlere 1PI-Wirkung iibertragen, dann erhalten wir in Analogie zu
Gl. (5.60)

Lile] = Sle] +O(n) - (5.402)

Man erwartet zwar geméf den Glgen. (5.60) und (5.386), dass im Ausdruck fiir I'y[¢] in
fithrender Ordnung in A die klassische Wirkung S[p] durch S[p] + ASk[¢] ersetzt wird. In
der Definition (5.395) von I'x[¢] wird der Term ASk[g] auf der rechten Seite aber wieder
abgezogen, so dass sich Gl. (5.402) ergibt. Damit haben wir

02 S[i]

(2) _
B Y = X0 )

+O(h) = -DY(X,Y;¢)+O(h) , (5.403)

wobei wir Gl. (5.50) benutzt haben. Approximieren wir F,(f) in GL. (5.401) also in fithrender
Ordnung in A durch den inversen Baum-Graphen-Propagator, dann kénnen wir die FRG-
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Flussgleichung direkt durch Integration von t = —oo bis ¢t = 0 l6sen,

1 .
el = —5Tex {aR [D79) + R
— —% 0, Try In [Dil(gp) + Rk}

— / dto,Lle] = Slg] — Tyl

— 00

12

1 1
~3 TrxIn [D7'(¢) + Ra| + 5 Trx In [D™}(p) + Ry

1
=5 Trx In D~ (p) + const , (5.404)

wobei wir die Glgen. (5.384), (5.385) fiir die Grenzen des Integrals auf der linken Seite,
sowie die Bedingungen (a), (b) fir die Regulatorfunktion auf der rechten Seite benutzt
haben. Die (fiir A — oo unendliche) Konstante spielt keine Rolle, so dass wir

Tle] = Sle] - 5 Tex D~ () (5.405)

erhalten. In der Naherung Ff) ~ —D~ () liefert also die Wetterich-Gleichung die effekti-
ve 1PI-Wirkung in der Ein-Schleifen-N&herung, vgl. Abschnitt 5.2. Ohne diese N&herung
werden hohere Schleifen-Ordnungen effektiv mitberiicksichtigt.

5.9.2 Gradientenentwicklung und “local-potential approximation"

Die Losung der FRG-Flussgleichung (5.401) fiir I'y[p] erfordert, dass F ) bekannt ist.
Differenzieren wir Gl. (5.401) nach dem Erwartungswert des Feldes ¢(.X), so erhalten wir
mit der Matrix-Identitét

dA™ ' =—-A"1dAA™! (5.406)

eine Flussgleichung fiir F( )
1 -1
(%Pg) — _ETrX {@Rk (F’(f) — Rk) I‘(?’) (F Rk> ] , (5.407)

und nach erneutem funktionalem Differenzieren nach dem Erwartungswert des Feldes eine
Flussgleichung fiir Ff),

oI = Ty [&Rk (r,?f) — Rk> o (F,(f) - Rk) r® (T ( Rk> 1}
g {atRk (0 —m) T (r - Rk)_l] . (5.408)

Die Bestimmung von F,?) erfordert also Kenntnis von F,(f) und F,(f). Durch weiteres Diffe-

renzieren von Gl. (5.408) kann man Flussgleichungen fiir diese Vertex-Funktionen ableiten,

206



5.9 Funktionale Renormierungsgruppe

deren Losung aber von Vertex-Funktionen noch héherer Ordnung abhéngt. Dieses unend-
liche System von gekoppelten funktionalen Integro-Differentialgleichungen 1&8t sich nur
approximativ durch Wahl einer geeigneten Trunkierung lésen.

Eine mogliche Trunkierung 1afit sich aus der Gradientenentwicklung (5.82) fiir die ef-
fektive 1PI-Wirkung herleiten. Wir machen also den folgenden Ansatz fiir die effektive
mittlere 1PI-Wirkung,

el = | [—vkw)%zk(w)amoaﬂw... . (5.409)

Hierbei héngen das effektive Potential Vi (¢) und die Wellenfunktionsrenormierung Zy ()
(sowie alle Koeffizientenfunktionen hoherer Ableitungen von ¢) vom Flussparameter k
ab. Sie werden durch Flussgleichungen bestimmt, die man aus der FRG-Flussgleichung
(5.401) ableitet. In niedrigster Ordnung in der Gradientenentwicklung wird lediglich V()
als k—abhéngig betrachtet, Z.(¢) = 1 gesetzt und alle htheren Ableitungsterme werden
vernachlassigt. Diese Naherung trédgt den Namen “local-potential approximation”
(LPA). Wird auch der Fluss von Z(p) betrachtet, spricht man von der LPA’~N#herung.

Wir wollen im Folgenden die LPA-Naherung genauer untersuchen. Zweimaliges funk-
tionales Differenzieren von Gl. (5.409) nach dem Erwartungswert ¢(X) ergibt

IY(X,Y) = - / Vi(p) + 051 69X = Z)6D(Y — 2) = — [Ox + Vi (9)] 6D(X —Y) |

(5.410)
wobei wir d®V(¢)/dp? = VY () abgekiirzt sowie einmal partiell integriert haben. Fiir die
nachfolgende Rechnung ist es zweckméfig, im Fourier-Raum zu rechnen. Mit der Dar-
stellung (3.61) der vier-dimensionalen Dirac—Delta-Funktion und GI. (5.388) berechnen
wir

I®(X,Y) — Re(X,Y)

<|’ﬂ

Z [ Q*+ V(o) + Rk(Q)] e QXYY (5.411)
Q

woraus fiir die Fourier—Transformation der Inversen folgt

2 _ _ T 1 —iQ-(X-Y)
[rk Rk} (X,Y) Z VTR . (5.412)

Setzen wir diese Gleichung und Gl. (5.388) auf der rechten Seite von Gl. (5.401), so-
wie Gl. (5.409) auf der linken Seite ein (unter Beriicksichtigung der Tatsache, dass in
LPA-N#herung lediglich das effektive Potential Vi () vom Flussparameter k& abhéngt), so
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5 Resummationsverfahren
erhalten wir mit Gl. (3.57)

|4 1 -1
ZOVle) = =5 | aRrX.Y) I - R (v X)

XY

_ T Z O R (K) ~ / (K@) (X-Y)
2V2 4= —Q* + Vil(p) + R(Q) Jxy

O, R, (Q)
%: —Q2+ Vi(p) + Ri(Q)

T O, Ry, (Q)
= W) = 5 2@: COT V) + Bl Q)

DN | —

(5.413)

Dies ist nicht ldnger eine funktionale Integro-Differentialgleichung sondern lediglich eine
nichtlineare Integro-Differentialgleichung fiir die Funktion V(). Wir kénnen sie noch
weiter vereinfachen, wenn wir einen expliziten Ausdruck fiir die Regulatorfunktion wéhlen.

Fiir Anwendung bei nichtverschwindender Temperatur (und, fiir geladene Teilchen,
nichtverschwindendem chemischem Potential) wihlt man {iblicherweise einen sog. drei-
dimensionalen Regulator, d.h. eine Regulatorfunktion, die nicht von der Matsubara—
Frequenz qo abhingt, Rx(Q) = Ry (q). Ferner bietet sich an, fiir diesen Regulator den sog.
optimierten bzw. Litim—Regulator zu wéhlen [22],

Ri(q) = (k* = ¢*)0(K* — ¢°) . (5.414)

Dann gilt

2 2

o) = ko, Ryla) = 2600k — ¢?) + o) L6k — ¢%) = 2K%0(k* — %), (5.415)

wobei wir die Identitét z0(z) = 0 benutzt haben. Damit wird Gl. (5.413) zu

T K20(k — )
IVil(p) = 3 2@: TV (5.416)

Dann kann man die Matsubara—Summe in Gl. (5.413) mit Hilfe von Gl. (3.82) sofort
ausfithren,

1y nB(E,:)] / % 0(k* — ?) | (5.417)

OVi(p) £ [2

B

wobei Ef = 1/k? 4+ V//(¢). Das verbleibende Integral {iber q ist elementar 16sbar und wir
erhalten

K11
8th:(90) [

=——|= Ep)| . 5.418
6r2Ey |2 ’f)} (B418)

Der erste Term in eckigen Klammern stellt die Quantenfluktuationen (des Vakuums) dar,
der zweite die thermischen Fluktuationen. Diese Gleichung muss i.a. numerisch mit einem
geeigneten Verfahren fiir nichtlineare partielle Differentialgleichungen gelost werden.
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5.9 Funktionale Renormierungsgruppe

5.9.3 Das O(N)—-Modell

Wir betrachten eine Feldtheorie mit N skalaren Feldern, gz; = (¢1,...,0n)T, welches eine
O(N)-Symmetrie aufweisen soll, d.h. die klassische Wirkung héngt lediglich von ¢ - ¢ ab
und ist durch das Raum-Zeit-Integral iiber die Lagrange—Dichte aus Gl. (5.195) gegeben,

- 1 - - V-
si3-d - [ |yo-05-v6-a]. (5.419)
X
mit der klassischen Potentialdichte
S o m? o o N o 2
UG-8)="2-6-6+%(6-9) . (5.420)
Die klassische Wirkung (5.419) ist auch der Startwert fir den FRG-Fluss im UV, vgl. Gl

(5.384). Wir erwarten, dass wihrend des FRG-Flusses die effektive mittlere 1PI-Wirkung
O(N)-symmetrisch ist, d.h. dass sie nur von der skalaren Grofle

p(X) = 5 B(X) - §(X) (5.421)

abhiingt, wobei der Faktor 1/2 Konvention ist und @ = (¢4, ..., on)? der Erwartungswert
des Quantenfeldes 5 ist, .

PX) = ()}, (5.422)
vgl. Gl (5.391). Falls der Grundzustand der Theorie ebenfalls O(NV)-symmetrisch ist, so
ist ¢(X) = 0 und damit auch p(X) = 0. Der Grundzustand kann die O(NN)-Symmetrie
jedoch brechen. Ublicherweise geschieht dies, indem eine der Komponenten von F(X)
einen nicht-verschwindenden Erwartungswert annimmt,

0o(X)=¢bu, a=1,...,N, (5.423)
vgl. die Diskussion in Abschnitt 5.5. Wir nehmen an, dass ¢ = const # 0, also nicht

raum-zeitlich variiert. Dann ist auch p(X) = 1¢? = const # 0.

Mit diesen Uberlegungen machen wir folgenden Ansatz fiir die effektive mittlere 1PI-
Wirkung in LPA-Néherung,

" Lo o
L[ 7] :/ {—Vk(P) + B Oup-0"g| . (5.424)
X
Daraus berechnen wir die Ein-Punkt-Vertex-Funktion wie folgt,
. )
Flald] = 5 ol —/ Vi(p)pa(Z) + 2a(2)02]69(Z = X) | (5.425)
va(X) VA

wobei wir partiell integriert und Gl. (5.421) benutzt haben. Damit wird die Zwei-Punkt-
Vertex-Funktion

. 62T%[ 7]
I 3] =

6a(X)dpp(Y)

=— / Vi) Z)0u(Z) + Vi(p)ou + 01 021 69(Z — Y)6W(Z — X)

= — [0 Ox + VY (p)0a(X)06(Y) + Vi.(p)bas] (X — )

= — [0 Ox + 2pV{(9)0a1001 + Vi(p)0u] 6V(X = Y) (5.426)
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5 Resummationsverfahren

wobei wir im letzten Schritt Gl. (5.423) und p = 1¢? benutzt haben. Offensichtlich haben
wir zwei unterschiedliche Moden: (i) fiir @ = b = 1 eine Sigma-Mode mit der quadratischen

Masse
2 /" / d2vk
M (p) = 2pVi(p) + Vilp) = T2 (5.427)
und (ii) fir a = b= 2,..., N Pion-Moden mit der quadratischen Masse
1 dVy
M:(p) =Vi(p) = ——— . 5.428
#(0) =Vilo) = 2 (5.428)

Der Ausdruck auf der rechten Seite ergibt sich aus der Kettenregel dVi./de = Vi.(p) dp/de =
Vi.(p)e. Diese Regel haben wir bei der Sigma-Masse zweimal angewendet,

dp d 14V 1 dy 142y d2y
dpde \ ¢ dyp p? de @ dy? de?

Die FRG-Flussgleichung (5.401) verallgemeinert sich dahingehend, dass zusétzlich zur

Spur iiber die Raum-Zeit-Indizes auch noch eine Summe iiber die internen Indizes zu

nehmen ist,
1 -1 N -1 -1
OTHF] = 5 Trx [&Rk (r - re) ] + Try [@Rk (r2 - Re) } . (5.430)
wobei
PP = — [Ox + M2(p)] (X —Y), TV =—[Ox+M2(p)]dV(X ~Y). (5.431)
Im Impulsraum ergeben dann analoge Schritte wie im vorangegangenen Abschnitt das
Resultat
k® 1 |1 N-1]1
= — = Ey o = Ey» , 432
OVi(p) 62 {Ek,a [2 + np(L, )] + Frx [2 + np(Ey, )}} (5.432)

wobei Ey . = (/K% + M2, (p).
5.9.4 Die FRG-Flussgleichung als Advektions-Diffusions-Gleichung

Fiir die folgende Diskussion ist es zweckmifig, das effektive mittlere Potential Vy(p) als
Funktion von den beiden Variablen ¢t = In(k/A) und p zu betrachten, Vi.(p) = V(t, p). Die
FRG-Flussgleichung (5.432) ist dann eine nichtlineare partielle Differentialgleichung
in den Variablen ¢ und p. Die linke Seite enthélt die partielle Ableitung nach der “FRG-
Zeit” t, die rechte die ersten und zweiten partiellen Ableitungen nach p. Auflerdem ist es
zweckméfig, das Vorzeichen von ¢ umzudrehen, ¢ — —t, d.h. ¢t = In(A/k). Dann “fliefit”
die FRG-Zeit vom UV ins IR von 0 bis oo (anstatt von 0 bis —co). Wir definieren

oV(t, ,
it = P = i), (5.433)
S N—-17]1
, Kol [l
GU, Ut p) = 672 B, {5 + nB(Ekyg)] , (5.435)
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5.9 Funktionale Renormierungsgruppe

und differenzieren Gl. (5.432) nach p,
oU(t, p) +0,F(U;t) = —0,G(U, U t,p) . (5.436)

Hier haben wir den Beitrag der Pion-Moden mit F'(U;t) und den der Sigma-Mode mit
G(U,U';t, p) abgekiirzt. Die Masse der Pionen hingt lediglich von U = V. ab, wéhrend
die Masse der Sigma-Mode auch von U’ = V) und explizit von p abhéngt, vgl. Glgen.
(5.427) und (5.428). Dies driickt sich in den Abhéngigkeiten der Funktionen F' und G von
den Variablen U, U’ t und p aus.

Gleichung (5.436) ist eine nichtlineare partielle Differentialgleichung vom Advektions-
Diffusions-Typ, wie sie aus der Hydrodynamik bekannt ist. Die FRG-Zeitvariable t ent-
spricht dabei der gewohnlichen Zeit und die Variable p einer Raumkoordinate. Der Beitrag
der Pion-Moden stellt den Advektionsterm dar. Er hiangt lediglich von der Funktion
U(t,p) ab. Der Beitrag der Sigma-Mode ist ein Diffusionsterm, da er auflerdem noch
von U'(t, p) abhéngt. Fiir das Folgende ist es zweckméBig, zu dimensionslosen Variablen
iiberzugehen. Wir definieren

_ P
r= DA (5.437)
t
u(t,r) = U(A;p) , (5.438)
: Qu(t,r) 1 OU(t p)dp :
Wity = S = RO (N - U (k). (5.439)
woraus fiir die Massen von Pionen und Sigma folgt, dass
M2(p) = Ut, p) = Nult,r) (5.440)
M2(p) = U(t, p) + 20U (1, p) = A2 u(t, 1) + 20/ (1,7)] (5.441)

Mit den dimensionslosen Energien

Eyx
ex(ust) = /’; = Ve 2 +ult,r), (5.442)

Ek,a
A

und den dimensionslosen Funktionen

FU;t) e 1

= e 2t fut,r) + 2ru/(t,r) (5.443)

€o(ust,r) =

€r(u; 1)

it) = = th 444

flust) (N —1)A* 1272 e, (u;t) «© { 20 } ’ (5.444)
G(U,U';t, p) 1 e 1 €o(u,u'st,r)

o) = o = th | ——"— 44

glu, ustyr) (N —1)A4 N — 11272 e, (u,u';t,7) © 20  (5:445)
wobei § = T'/A, erhalten wir aus Gl. (5.436)

Ou(t,r) + 0. f (u;t) = —0rg(u,u';t,7) . (5.446)

Anhand von Gl. (5.445) erkennt man, dass der Diffusionsbeitrag im Limes N — oo gegen
null geht. Umgekehrt dominiert er die Dynamik im Limes N — 1.
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5 Resummationsverfahren

Die Differentialgleichung (5.446) kann noch weiter analysiert werden. Mit der sog. cha-
rakteristischen Geschwindigkeit

ot = 2850 5 fo (5) 4 5 i 5

schreibt sich Gl. (5.446)
dwu(t,r) + v(u; t)du(t,r) = —0,g(u,u';t,r) . (5.447)

Betrachten wir den Limes N — oo, d.h. vernachléssigen wir den Term auf der rechten
Seite dieser Gleichung, so kénnen wir sie als System gekoppelter gewdhnlicher Diffe-
rentialgleichungen schreiben,

dt(s) dr(s) . du(s)
ds =1 ds = vlui) ds
Hierbei ist s der Parameter der sog. charakteristischen Kurve oder Charakteristik,
Cug = {t(s),7(s)|u(0) = ug,s € [0,00) C R}, in der Raum-Zeit. Die Grofle ug = u(0)
der vorgegebene Anfangswert von wu(s) fiir die Integration der dritten Gleichung. Aus
einer Anfangsbedingung u(t = 0,r) fiir die partielle Differentialgleichung (5.446) 148t
sich aus der Bedingung u(t = 0,7 = ry) = uo der Wert von 7y bestimmen, bei dem die
charakteristische Kurve C,, die ¢ = 0-Achse schneidet. Variiert man wg, so erhdlt man
eine Schar von charakteristischen Kurven.

Die erste Gleichung (5.448) bedeutet nichts anderes, als dass man anstelle des Kurven-
parameters s auch die FRG-Zeit t nehmen kann, um die Kurve zu parametrisieren. Die
zweite Gleichung (5.448) beschreibt die Form der charakteristischen Kurve in der Raum-
Zeit. Die Steigung dt/dr der Kurve im Raum-Zeit-Diagramm (r,t) ist durch das Inver-
se der charakteristischen Geschwindigkeit v(u;t) gegeben. Die dritte Gleichung (5.448)
schlieBlich besagt, dass die Grofie u(s) = u(t,r) entlang der Charakteristik C,, konstant
bleibt. Die charakteristische Geschwindigkeit (5.447) ist manifest negativ definit. Dies
bedeutet, dass sich die Charakteristiken im Raum-Zeit-Diagramm nach links, zu kleineren
Werten von r biegen. In der Sprache der Hydrodynamik bedeutet dies, dass die Grofie
u(t,r) im Laufe der Zeit ¢t immer von grofien r zu kleinen “fliefit”.

In Abb. 5.15 ist u(t,r) als Funktion von r fiir verschiedene FRG-Zeiten ¢ fiir die Tem-
peratur 7' = 0 dargestellt. Anfangsbedingung fiir den Fluss ist das UV-Potential (5.420),
woraus nach Ableiten nach p und Skalieren gemafl Gl. (5.438) die Anfangsbedingung

m? 8N —1
U(O’T):F+—(N >7"
folgt. Fiir die in Abb. 5.15 gezeigten Resultate wurde exemplarisch m?/A? = —0.2 und
8A(N — 1)/N = 36.0 gewéhlt, also eine Anfangsbedingung in der symmetriegebrochenen
Phase. Auflerdem wurde der Limes N — oo angenommen, d.h. der diffusive Beitrag der
Sigma-Mode zum Fluss wurde vernachléssigt.

Man erkennt, dass, wie erwartet, die Grofie u(t,r) im Laufe der FRG-Zeit nach links
“flieBt” und den Bereich negativer u(t,r) bei kleinen r “auffiillt”. Nach ¢t = 5.9400 (ent-
sprechend k =~ 2.632 - 1072 A) ist u(¢,7) im Bereich kleiner r nahezu null, d.h. das zu-
gehorige effektive mittlere Potential ist flach. Letzteres gewinnt man aus w(t,r) durch

=0. (5.448)

(5.449)
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r

Abbildung 5.15: u(t,r) als Funktion von r fiir verschiedene FRG-Zeiten ¢. Die Temperatur
ist T' = 0, die Parameter fiir das UV-Potential (5.420) sind m? /A% = —0.2
und 8A(N — 1)/N = 36.0.

u(t,r)

-0.15

numerische Integration geméf
()
Vi(p) = (N — 1)A4/ driu(t, r') . (5.450)
0

Dieses ist in Abb. 5.16 dargestellt. Man erkennt, dass das UV-Potential bei ¢ = 0 in der
Phase startet, in der die O(/N)-Symmetrie gebrochen ist. Im IR muss das effektive Poten-
tial konvex sein, daher kann es keinen Bereich negativer Kriimmung (wie beispielsweise
beim UV-Potential) geben. Notwendigerweise muss es daher im Bereich kleiner ¢ flach
sein. Das Minimum ¢(T = 0) = ¢ des effektiven Potentials entspricht dem Wert am
rechten Ende des flachen Bereichs. Dies entspricht dem Schnittpunkt ro von u(¢,r) mit
der r—Achse. Wir lesen aus der Abbildung ab, dass ro ~ 3.4386 - 1073, was fiir N = 4
einem Wert ¢y ~ 0.14364 A entspricht.

In Abb. 5.17 ist der Verlauf des Erwartungswertes ¢(7) (in Einheiten von A) als Funkti-
on der Temperatur 7" (in Einheiten von A) dargestellt. Wie man sieht, wird die Symmetrie
bei einer Temperatur von T' ~ 0.324 A restauriert.
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Abbildung 5.16: Das gemaB Gl. (5.450) aus u(t,r) berechnete effektive mittlere Potential

V(t, ) als Funktion von ¢ fiir dieselben FRG-Zeiten und Parameter wie
in Abb. 5.15.

0_2 T T T T T T T T T T T T T T T T

0.2
T/A
Abbildung 5.17: Der Erwartungswert ¢(7") (in Einheiten von A) als Funktion der Tem-

peratur T (ebenfalls in Einheiten von A) fiir dieselben Parameter wie in
Abb. 5.15.
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