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1 Relativistische Wellengleichungen

Zum Anfang des 20. Jahrhunderts revolutionierten zwei physikalische Theorien unser
Verstéandnis der Natur auf grundlegende Weise: die Spezielle Relativitidtstheorie und
die Quantenmechanik. Letztere wurde allerdings in einer rein nichtrelativistischen
Form entwickelt (vgl. Vorlesung “Quantenmechanik I”). Schon bald begannen sich daher
die Physiker die Frage zu stellen, ob man die Quantenmechanik nicht auch in eine Form
bringen kann, die den Anforderungen der Speziellen Relativitédtstheorie geniigt. Dies fiihrt
zu den sog. Relativistischen Wellengleichungen.

Ein Beispiel fiir solche Gleichungen haben wir schon in der Vorlesung “Elektrodynamik”
(s. dort Gl. (1.76)) kennengelernt: die Maxwell-Gleichungen lassen sich ohne weiteres
in relativistisch kovarianter Form schreiben,

8#FW = ,UOjV ) (11)

wobei 9, = (9/9(ct), V) der 4-Gradient, F* der Feldstirketensor und j* = (cp, )T
der 4-Ladungsstrom ist; p ist die Ladungsdichte, 5 der Ladungsstrom, p die Permea-
bilitdtskonstante und ¢ die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum. “Relativistisch kovariant”
bedeutet hier, dass sich beide Seiten von Gl. wie 4-Vektoren transformieren.

Driicken wir den Feldstéirketensor durch das 4-Potential A* = (p/c, A)T aus (s. GI.
(1.36) der Vorlesung “Elektrodynamik”, wobei ¢ das skalare Potential und A das Vektor-
potential sind),

Fr = 9rAY — 9V A* | (1.2)

so konnen wir die Maxwell-Gleichungen iiber ein Variationsprinzip, d.h. mit Hilfe der
Euler-Lagrange-Gleichungen (vgl. Gl. (1.73) der Vorlesung “Elektrodynamik”),

OLgp  OLpp
0=0 — 1.3
"0(0,4,) 04,7 (13)
aus der Lagrange-Dichte der Elektrodynamik (vgl. Gl. (1.70) der Vorlesung “Elek-
trodynamik”),

1
Lyp =——F, F* — 45, A", 1.4
ED Aug " Ju (1.4)

herleiten.

Die Maxwell-Gleichungen stellen allerdings eine klassische und keine quantenmecha-
nische Beschreibung elektromagnetischer Wellen dar. Die Schrédinger-Gleichung in
der Quantenmechanik dagegen ist eine (nichtrelativistische) Wellengleichung fiir quan-
tenmechanische Teilchen. Wir werden zwei relativistische Verallgemeinerungen disku-
tieren, die Klein-Gordon-Gleichung und die Dirac-Gleichung. Beides sind relativi-
stische Wellengleichungen, aber erstere transformiert sich wie ein Skalar unter Lorentz-
Transformationen, d.h. sie ist Lorentz-invariant, wihrend letztere sich wie ein Spi-
nor transformiert (das genaue Transformationsgesetz fiir Spinoren werden wir erst in der
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Vorlesung “Quantenfeldtheorie” genauer erldutern). Physikalisch bedeutet dies, dass die
Klein-Gordon-Gleichung skalare Teilchen, d.h. Bosonen mit Spin null beschreibt,
wéhrend die Dirac-Gleichung fiir Fermionen mit Spin 1/2 gilt. Eine relativisti-
sche Beschreibung des Elektrons im Wasserstoffatoms muss daher auf der Dirac-
Gleichung beruhen. Zum Abschluss des Kapitels besprechen wir auch noch eine Wel-
lengleichung fiir massive Bosonen mit Spin 1, die sog. Proca-Gleichung. Wie die
Maxwell-Gleichungen der Elektrodynamik lassen sich all diese relativistischen Wellenglei-
chungen aus entsprechenden Lagrange-Dichten mittels der Euler-Lagrange-Gleichungen
herleiten.

1.1 Die Klein-Gordon-Gleichung

1.1.1 Heuristische Herleitung

Die Schrédinger-Gleichung fiir wechselwirkungsfreie Teilchen lautet

0 .
wobei der freie Hamilton-Operator
52
2 p
Hy=— 1.6
= om (1.6)
ist, mit dem 3-Impuls-Operator R .
p=—ihV . (1.7)

Wir versuchen nun, aus der Schrodinger-Gleichung eine Wellengleichung mit wohl-
definiertem Transformationsverhalten unter Lorentz-Transformationen zu ma-
chen. Dazu bemerken wir zunéchst, dass der 3-Impuls-Operator auf der rechten Seite in
quadratischer Form auftritt, wohingegen der Energie-Operator

N 0

auf der linken Seite nur in linearer Form auftaucht.

In der Speziellen Relativitdtstheorie werden aber 3-Impuls p und Energie F zum 4-
Impuls zusammengefait, vgl. Vorlesung “Analytische Mechanik und Spezielle Relati-
vitétstheorie”, Glgen. (5.52) und (5.62),

P = (5 ﬁ)T | (1.9)

der sich wie ein 4-Vektor transformiert. Das 4-Betragsquadrat

E2
Py =— — P> =m’c, (1.10)
C

vgl. GL. (5.53) der Vorlesung “Analytische Mechanik und Spezielle Relativitéitstheorie”,
ist Lorentz-invariant. Fiir die moglichen Werte der relativistischen kinetischen Energie

erhalten wir aus Gl. (1.10))
EL=xE;, Ez=cyp?>+m2c, (1.11)
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die sog. relativistische Energie-Impuls-Beziehung, vgl. Gl. (5.63) der Vorlesung
“Analytische Mechanik und Spezielle Relativitédtstheorie”. Man beachte, dass neben Lo-
sungen mit positiver Energie £y = Ey > 0 auch solche mit negativer Energie F_ =
—FEy < 0 auftreten kénnen. Dies ist nicht nur mathematisch erlaubt; wir werden sehen,
dass solche negativen Energie-Losungen auch eine physikalische Interpretation ha-
ben: sie deuten auf die Existenz von Antiteilchen hin, d.h. Teilchen, die die gleiche
Masse wie ihre “gewohnlichen” Teilchenpartner besitzen, aber sich in allen Ladungsquan-
tenzahlen durch ein Vorzeichen von diesen unterscheiden. Ein Beispiel ist das Positron
et, das Antiteilchen des Elektrons e~. Es besitzt die gleiche Masse wie das Elektron,
Met+ = me— =~ 511 keV /c?, ist aber im Gegensatz zum letzteren positiv elektrisch gela-
den. Wir werden sehen, dass jede relativistische Formulierung von quantenmechanischen
Wellengleichungen neben Losungen, die Teilchen entsprechen, stets auch solche hat, die
Antiteilchen entsprechen.

Mit Hilfe des Energie-Operators und des 3-Impuls-Operator definieren wir
nun in vollkommener Analogie zum 4-Impuls den 4-Impuls-Operator

. T
E - 3, N\
= —,p| =|ih——, —ih =tho" 1.12
p <C>p> (@ el)’ ZV> iho" (1.12)
wobei wir die Definition der kontravarianten partiellen Ableitung benutzt haben,
T
o = 0 _ o o0 0 0
oz, Oxo Oxy  Oxs’ Oxs

0 9 0 o\ [ o S 4
<(9J:0’ C 9zl Oz _(9:103) - <@’ a > ’
vgl. Gleichung nach Gl. (5.43) der Vorlesung “Analytische Mechanik und Spezielle Rela-
tivitdtstheorie”. Die Schrodinger-Gleichung, welche linear in E, aber quadratisch in ﬁ
ist, kann sich also nicht in Lorentz-kovarianter Weise transformieren. Dazu miisste sie
entweder

(i) linear im 4-Impuls p* sein, d.h. linear in E und linear in ]%', oder
(ii) quadratisch im 4-Impuls p* sein, d.h. quadratisch in F und quadratisch in ]%’

Wir versuchen zunéchst, (weil dies einfacher ist,) eine Gleichung geméf Forderung (ii)
aufzustellen. Das Quadrat des 4-Impuls-Operators ([1.12)) ist

P, = (ih)*0"9, = —h*0, (1.13)
wobei L g
=555 A (1.14)

der d’Alembert- oder Quabla-Operator ist, vgl. Gl. (5.45) der Vorlesung “Analytische
Mechanik und Spezielle Relativitdtstheorie”. Wir suchen nun Losungen der Eigenwert-
Gleichung

PP 9(X) = m’c® ¢(X) (1.15)
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fiir den Operator (1.13)), d.h. die Eigenfunktionen ¢(X) und Eigenwerte p/p,, = m?*c?
zum Operator p*p,. Hier haben wir benutzt, dass die Eigenwerte des hermitischen Ope-
rators pp, genau seinen Erwartungswerten p#p, = m?c? entsprechen. Dies ist analog zur
Schrédinger-Gleichung (1.5)), wo die Eigenwerte des Hamilton-Operators den Erwar-
tungswerten p2/(2m), also in diesem Fall den nichtrelativistischen kinetischen Energien
entsprechen.

Etwas umgestellt lautet Gl. (1.15)
— (p"pp — m2) 6(X) = (BP0 +m*c) ¢(X) = 0. (1.16)

Dies ist die sog. Klein-Gordon-Gleichung im wechselwirkungsfreien Fall, oder kurz, die
freie Klein-Gordon-Gleichung. Da lediglich Betragsquadrate von 4-Vektoren oder skalare
Groflen wie m und c auftreten, transformiert sie sich wie ein Lorentz-Skalar, ist also
Lorentz-invariant (vorausgesetzt, dass sich auch ¢(X) wie ein Lorentz-Skalar transfor-
miert; wir untersuchen das Transformationsverhalten genauer in Abschnitt [1.1.6). Diese
Gleichung wurde von Oskar Klein und Walter Gordon als relativistische Verallgemeine-
rung der Schrodinger-Gleichung aufgestellt. Sie liefert, wie wir im folgenden gleich sehen
werden, zwar die korrekte relativistische Energie-Impuls-Beziehung (L.11)), aber in Anwen-
dung auf das Elektron im Wasserstoffatom nicht die korrekten Bindungszustiande (was in
Ubungsaufgabe 1.1 niher ausgefithrt wird). Der Grund ist, dass der Spin des Elektrons
nicht beriicksichtigt wird. Die Klein-Gordon-Gleichung spielt dennoch in der Feldtheorie
und der Elementarteilchenphysik eine wichtige Rolle, denn sie beschreibt, aufgrund ihres
Lorentz-skalaren Charakters, Teilchen mit Spin null, also Bosonen wie z.B. das
Pion, das Kaon etc.

1.1.2 L6sungen der freien Klein-Gordon-Gleichung

Es ist nicht schwer, die Losungen der freien Klein-Gordon-Gleichung (1.16) zu finden.
Wir machen den Ebene-Wellen-Ansatz

I

6(X) = exp (%p“:l:#) ~ exp [h (pozco—ﬁ~’r_")] ~ exp [% (Et—p*-F)} ECRYS

wobei wir p° = F/c und 2° = ¢t benutzt haben. Eingesetzt in die Klein-Gordon-Gleichung
(1.16|) ergibt sich

(—p"p, + m202) o(X) = (hQD + m202) d(X) = (—p'pu + mQCQ) ?(X)=0, (1.18)
was durch
P, :pg—ﬁQ =m2c? (1.19)

gelost wird. Offenbar ist p#p, gerade der Eigenwert des Betragsquadrats p*p,, des Impuls-
Operators und die ebene Welle (1.17)) die dazugehorige Eigenfunktion. Fiir die Energie
E = cp° ergeben sich die beiden Losungen

B =cpl = +c\/p2 +m2c2 = £/p2c? + m2ct = +Ej;. (1.20)
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Dies ist gerade die relativistische Energie-Impuls-Beziehung (1.11]). Da die Klein-Gordon-
Gleichung eine lineare (partielle) Differentialgleichung (zweiter Ordnung) ist, und zu ge-
gebenem 3-Impuls p’ zwei Losungen mit im Vorzeichen unterschiedlicher Energie E. exis-
tieren, ist die allgemeine Losung der Klein-Gordon-Gleichung zu gegebenem 3-Impuls
7 die Uberlagerung zweier ebener Wellen,

l

h

i

P (Bt + - F)} . (1.21)

¢5(X) = ay exp { (Ezt—p- F)} +a_ exp {—

Die allgemeine Losung der freien Klein-Gordon-Gleichung ist dann eine Superpo-

sition von ebenen Wellen zu verschiedenen Werten des 3-Impulses,

X)= &'y i Ezt—p i Ezt+p
o) = [ s {0 @ o [ Byt =59 0@ e |5 Byt 509 |

(1.22)

wobei die (i.a. komplexwertigen) Amplituden a4 (p) vom 3-Impuls abhéngen. Der Faktor

1/[2(27h)3 E5] unter dem Integral ist reine Konvention, man hétte ihn auch in den Ampli-

tuden absorbieren kénnen. Fiir reellwertige Losungen ¢(X) = ¢*(X) erhalten wir eine

Gleichung, die a(p) mit a_(p) in Beziehung setzt. Wir berechnen

i

St

&(X) = /2(2%1;%{@1@ exp l—%(Eﬁt—ﬁ.F)} + a* (p) expl (Eﬁt+ﬁ.f')]}

- / E0 [ () exp | =L (Bt +5-7)
= ) 2@anpE, TP P |y Bt T
1

+a* (—p) exp [h (Byt — 7 F’)] } , (1.23)

wobei wir im letzten Schritt die Substitution p'— —p vorgenommen haben (unter der Ej
invariant bleibt). Da dies nach Voraussetzung identisch mit ¢(X) sein soll und anderer-
seits die ebenen Wellen ein orthogonales Funktionensystem darstellen, miissen die
Koeffizienten der ebenen Wellen in Gl. und identisch sein. Dies fiihrt auf die
Bedingungen

0 (B) = (), a () = at(—p) . (1.24)

Die Amplituden fiir reellwertige Losungen der Klein-Gordon-Gleichung sind also nicht
unabhéngig voneinander. Es geniigt, beispielsweise nur a (p) = a(p) zu betrachten, und
die allgemeine (reellwertige) Losung (1.22]) lautet

l

h(EﬁtJrﬁ-F)H .
(1.25)

o) = [ s {atd) oo 1 ot =50 40 e |

1.1.3 Die Lagrange-Dichte der Klein-Gordon-Gleichung

Wie im Fall der Maxwell-Gleichungen der Elektrodynamik existiert auch fiir die Klein-
Gordon-Gleichung eine Lagrange-Dichte Lk, aus der man die Klein-Gordon-Gleichung
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(1.16)) iiber die Euler-Lagrange-Gleichung

_, OLke  OLxka
0=20, 20,0) 96 (1.26)
herleiten kann. Diese lautet
(hc)? i m2c? |,

Der Faktor (hc)?/2 ist dabei wieder reine Konvention (er sorgt dafiir, dass die Lagrange-
Dichte die korrekte Einheit Energiedichte besitzt). Man {iberzeugt sich leicht (ggfs. unter
Zuhilfenahme der Identitédt 0,¢ 0*¢ = ¢"*0,¢ 0,¢), dass

= (hc)” 0% ,
8(B,0) — VO
sowie dass o7
KG 24
96 m-c ¢ .

Eingesetzt in Gl. (1.26]) ergibt sich (nach Division durch ¢?) die Klein-Gordon-Gleichung
(11.16)).

1.1.4 Die Klein-Gordon-Gleichung in externen Feldern

Um zu erkennen, ob die Klein-Gordon-Gleichung die korrekte relativistische Verallgemei-
nerung der Schrédinger-Gleichung fiir das Elektron sein kénnte, muss man diese Glei-
chung unter Einkopplung externer elektromagnetischer Felder 16sen und das Energiespek-
trum berechnen. Bei wasserstoffihnlichen Atomen (ohne zusétzliche duflere elektrische
oder magnetische Felder) ist das in Frage kommende elektromagnetische Feld einfach das
Coulomb-Potential des Atomkerns (mit Kernladungszahl 7),

YA

Vir) = —th : (1.28)

wobei

e? N 1
dmeghc — 137.036
die Sommerfeldsche Feinstrukturkonstante ist.

Die Einkopplung elektromagnetischer Felder in die Schrédinger-Gleichung hatten wir
bereits in Abschnitt 6.1.1 der Vorlesung “Quantenmechanik I” besprochen. Der Impuls-
Operator ist dabei fiir ein Teilchen der Ladung  durch den kanonischen Impuls-
Operator

a (1.29)

p— p—aAt,7) (1.30)

zu ersetzen, wobei A(t,7) das 3-Vektorpotential ist. Die potentielle Energie V(¢,7) =
q¢(t,7) des Teilchens im elektromagnetischen Feld wurde zum freien Hamilton-Operator
H, dazuaddiert, so dass sich letztendlich die Schrodinger-Gleichung in der Form

5ot = { o[-0 ] +aplen o (131)
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ergab, vgl. GL. (6.1) der Vorlesung “Quantenmechanik I”. Schreiben wir den Term mit
dem skalaren Potential ¢(¢,7) auf die linke Seite und ersetzen dort den Energie-Operator

(1.8), so lautet Gl. (1.31)

E_ M] Wt 7) = % [ﬁ_qg(t,f')rqp(t,f) . (1.32)

C C

Wiéhrend der 3-Impuls-Operator in Kombination mit dem 3-Vektorpotential erscheint,
taucht der Energie-Operator zusammen mit dem skalaren Potential auf. Verwenden wir
die Definition des 4-Potentials A*(X), so 148t sich offenbar der 4-Tmpuls-Operator ([1.12)
auf folgende Weise zum kanonischen 4-Impuls-Operator erweitern:

A T
E- N
]3“—>ﬁ“—qA“E< Cw,ﬁ—qA) . (1.33)

Aus der Raum-Zeitdarstellung (1.12)) des 4-Tmpuls-Operators resultiert die gebriauchliche
Schreibweise

P —qAY =ih0" —q A" =ih D" | (1.34)

wobel

D' =9 + z% AP (1.35)

die sog. kovariante Ableitung bezeichnet (“kovariant” hat hier ausnahmsweise nichts
mit der Stellung der Lorentz-Indizes zu tun).

Mit der Verallgemeinerung des 4-Impuls-Operators zum kanonischen 4-Impuls-Operator
kann man sofort die Klein-Gordon-Gleichung in einem externen elektromagne-
tischen Feld formulieren,

{7 = A (X)] [ — 9 Au(X)] = 3¢} 6(X) = (FDHD,, + m22) 6(X) = 0. (1.36)

Man kann diese homogene, lineare, partielle Differentialgleichung 2. Ordnung nun z.B.
fiir ein elektronihnliches Teilchen mit m = m,.- und ¢ = —e im Coulomb-Potential (|1.28])
eines wasserstoffihnlichen Atomkerns losen, also fiir

S(X) = 25 Ax)=0.

Aregr’

Dies geht ganz analog zur Losung der Schrodinger-Gleichung in der Vorlesung “Quan-
tenmechanik 17 (wir stellen dies als Ubungsaufgabe 1.1). Man findet z.B. fir Z = 1,
also das Wasserstoffatom, fiir die Bindungsenergie des Grundzustands sogar einen Wert,
der in hervorragender Naherung mit dem experimentellen Befund £y = —Fg ~ —13.6 eV
iibereinstimmt. Jedoch ergeben sich andere Energieeigenwerte fiir die angeregten Zusténde,
so dass das Termschema und damit das Anregungsspektrum nicht mit dem des Wasserstoft-
atoms identisch ist. Die Klein-Gordon-Gleichung ist also nicht die korrekte relativistische
Verallgemeinerung der Schrodinger-Gleichung fiir das Elektron.
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1.1.5 Stromerhaltung in der Klein-Gordon-Gleichung

Abgesehen vom Versagen bei der Berechnung des Energiespektrums des Elektrons im Was-
serstoffatom hat die Klein-Gordon-Gleichung aber noch ein weiteres, ernsthaftes Problem,
wenn man versucht, eine Wahrscheinlichkeitsdichte fiir die Wellenfunktion herzuleiten.
Wir gehen dazu ganz analog wie im Fall der Schrodinger-Gleichung vor, vgl. Abschnitt
2.2.2 der Vorlesung “Quantenmechanik I”. Wir multiplizieren die Klein-Gordon-Gleichung
(1.16) von links mit ¢*(X) und subtrahieren davon den entsprechenden komplex konju-
gierten Ausdruck

¢* (0D — m*c?) & — & (p'D — m*c?) ¢ =0, (1.37)

wobei wir die Hermitizitat des 4-Impuls-Operators (ﬁ“)T = p" benutzt haben. Man beachte
an dieser Stelle allerdings, dass Gl. fiir reelle Losungen ¢(X) € R stets trivial erfiillt
ist. Die beiden Terme ~ m?c? heben sich nun gegenseitig weg und mit der Definition
des 4-Impuls-Operators erhalten wir

0=¢"0e — oo™ = 0, (9 0" — POt ™) = " (1.38)
wobeil wir die 4-Stromdichte
=@ oo — p0* " (1.39)

definiert haben. Gleichung (1.38)) hat die Form einer Kontinuitétsgleichung. Wenn wir
die rdumlichen Komponenten der 4-Stromdichte (|1.39)),

j=¢Vo* — ¢*Vo (1.40)

mit der Definition der Wahrscheinlichkeitsstromdichte fiir die Schrodinger-Gleichung,
= - h = % *
Joa =5 (W =¥ V) | (1.41)
m

s. Gl. (2.23) der Vorlesung “Quantenmechanik 17, vergleichen, so liegt es nahe, die in GI.
definierte GroBe (zumindest bis auf einen konstanten Faktor) mit der Wahrschein-
lichkeitsstromdichte der Klein-Gordon-Gleichung zu identifizieren. Dann miisste
aber die zeitliche Komponente des 4-Stroms bis auf einen Faktor ¢ (und einen
konstanten Faktor) die zugehorige Wahrscheinlichkeitsdichte sein,

96 8¢*)

1
E_d) ot

p="="( ao¢—¢ao¢>zc—2<¢

(1.42)

Die zur Kontinuitédtsgleichung ((1.38)) gehorende Erhaltungsgrofie wire das rdumliche In-
tegral iiber p,

W(t) = /Vd3f'p(t, ') = const. (1.43)

Das Problem ist aber, dass der Ausdruck fiir die “Wahrscheinlichkeitsdichte” nicht
notwendigerweise positiv definit ist. Eine Wahrscheinlichkeit nimmt aber stets positiv
(semi-) definite Werte zwischen 0 und 1 an. Die Interpretation von p als “Wahrscheinlich-
keitsdichte” ist damit nicht haltbar. Der fehlende konstante Faktor in den Glgen. (|1.40)
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und dndert daran nichts, denn wenn man ihn negativ wéhlen wiirde, so gilt das
gleiche Argument, weil p auch nicht notwendigerweise negativ definit ist; das Vorzeichen
ist einfach unbestimmt und héngt an jedem Raum-Zeitpunkt X von der Form der Losung
¢(X) ab. Man beachte, dass der entsprechende Ausdruck fiir die Schrodinger-Gleichung
psa = ¥ = |Y|* > 0 dieses Problem nicht hat.

Dieses Versagen der Wahrscheinlichkeitsinterpretation hat dazu gefiihrt, die Klein-
Gordon-Gleichung als relativistische Wellengleichung fiir das Elektron zu verwerfen. Erst
viel spéter hat man realisiert, dass sie dennoch das Verhalten physikalischer Teilchen, al-
lerdings von Bosonen mit Spin null, korrekt zu beschreiben vermag. Das Problem mit der
“negativen Wahrscheinlichkeitsdichte” behebt man ganz einfach dadurch, dass man fiir
den konstanten Faktor, mit dem p und j multipliziert werden koénnen, die Ladung g des
Teilchens wahlt. Dann ist p einfach die Ladungsdichte und j die Ladungsstromdich-
te. Diese konnen, aufgrund der von einer relativistischen Theorie vorhergesagten Existenz
von Antiteilchen (die umgekehrte Ladung wie die Teilchen tragen) durchaus positive oder
negative Werte annehmen.

1.1.6 Das Verhalten unter Lorentz-Transformationen

Weil das 4-Betragsquadrat eines beliebigen 4-Vektors invariant unter Lorentz-Transfor-
mationen ist, also insbesondere,

pp, = 0", P =AY (1.44)

und weil m2c? ein Lorentz-Skalar ist, ist das Verhalten der Klein-Gordon-Gleichung
unter Lorentz-Transformationen ausschliellich durch das Transformationsverhalten der
Wellenfunktion ¢(X) gegeben. Hier ergeben sich im Prinzip unterschiedliche Moglichkei-
ten. Die einfachste davon ist, dass sich ¢(X) wie ein Lorentz-Skalar transformiert,

HX)— (X)) =d(X), X' =AX, /"= 2" (1.45)

Dies bedeutet, dass die Lorentz-transformierte Wellenfunktion ¢'(X’) am Lorentz-trans-
formierten Raum-Zeit-Punkt X’ = (2/#) den gleichen Wert annimmt wie die urspriingliche
Wellenfunktion ¢(X) am urspriinglichen Raum-Zeit-Punkt X = (z#).

Lorentz-skalare Wellenfunktionen ¢(X) beschreiben skalare Teilchen, d.h. Bosonen mit
Spin null. Es stellt sich heraus, dass das Lorentz-Transformationsverhalten der Wellen-
funktion eng mit dem Spin des betreffenden Teilchens verkniipft ist. So transformiert sich
die im néchsten Abschnitt behandelte Dirac-Gleichung wie ein Spinor, d.h. sie beschreibt
Fermionen mit Spin 1/2. Sie stellt damit auch die korrekte relativistische Verallgemeine-
rung der Schrodinger-Gleichung fiir das Elektron dar.

1.2 Die Dirac-Gleichung 19.4.2016
1.2.1 Heuristische Herleitung
Wir verfolgen nun den anderen in Abschnitt angesprochenen Ansatz, namlich die

freie Schrodinger-Gleichung (|1.5]) sowohl im Energie-Operator wie auch im Impuls-Opera-
tor zu linearisieren. Wir fithren dabei wieder den Energie-Operator (1.8)) auf der linken
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Seite ein und schreiben den Hamilton-Operator auf der rechten Seite der Schrédinger-
Gleichung zunéchst als Linearkombination der Komponenten des 3-Impulses,

3
ih %w,fa = E(t,7) = (Zc@iﬁi + Bm(;?) Y(t,7) = Hop o (t,7) , (1.46)
=1

mit dem sog. Diracschen Hamilton-Operator

3
Hop = ch’ﬁi + Bme* . (1.47)

=1

Gleichung bezeichnet man als Dirac-Gleichung. Die dimensionslosen, konstan-
ten (d.h. von der Raum-Zeit-Koordinate X unabhingigen) Entwicklungskoeffizienten
at, B sind noch zu bestimmen. Wir haben einen Term ~ mc? hinzugefiigt, weil ohne
diesen Term, oder fiir die Wahl B = 0, die Masse des Teilchens gar nicht mehr in der
Dirac-Gleichung auftreten wiirde. Dies ergibt aber keinen Sinn, weil die relativisti-
schen Energien freier Teilchen durchaus von der Masse abhéngen und wir erwarten,
dass ein (einfacher) Zusammenhang zwischen diesen Energien und den Eigenwerten von
I;TOD besteht.

Wir bestimmen nun die Entwicklungskoeffizienten &, B aus der Forderung, dass die
relativistische Energie-Impuls-Beziehung gelte. Dies bedeutet fiir Eigenfunktio-
nen ¢ (X) des Energie-Operators die Giiltigkeit der Gleichung

= (X)) = S v(X) = (2 +mP) v(X). (1.48)

E2 1
() = S 9(X)
3
= [ D ap + Bmc> (Z P+ 5mc) W(X)
i=1 =1
-y ;
= | D iy +mey (@184 Bal) 5+ m20262] ¥(X)
Lz,7=1 =1
- ,
L éj=1 i=1

wobei wir sorgfiltig auf die Reihenfolge der Faktoren geachtet und im letzten Schritt das
Produkt @'’ in den Indizes i und j symmetrisiert haben (dies ist moglich, da es mit
einem in ¢ und j symmetrischen Faktor p’p/ multipliziert wird und iiber alle Werte von 4
und j summiert wird). Weil Energie- und Impuls-Operator miteinander vertauschen,

[E, pl} —0, i=1,23 (1.50)

10
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(Ableitungen nach Zeit und Ort sind voneinander unabhéngig), kénnen wir ein System von
gememsarnen Eigenfunktionen finden. Wir nehmen also an, dass ¢ (X) auch Eigenfunktion
zu p ist. Dann kénnen wir die Impuls-Operatoren auf der rechten Seite in Gl. durch
ihre Eigenwerte ersetzen,

E? g NiAG | AG AR i : ~iB L AAi
=1 (X) = §i]z::1(aaj+aﬂa)ppj+mc;(aﬁ—f—ﬁa)p+mcﬁ]1/)( ).
(1.51)
Koeffizientenvergleich mit Gl. (1.48)) ergibt, dass
a'él +alat = {a', al} =267, (1.52)
&'f+ Bat = {@25}:0, (1.53)
B = 1. (1.54)
Hierbei haben wir die Definition des Antikommutators
{Aﬁé}z/ﬁ§+éﬁ (1.55)

benutzt. Es ist klar, dass die Entwicklungskoeffizienten &, B keine gewohnlichen Zahlen
sein kénnen, weil zumindest Gl. fiir solche keine nicht-trivialen Losungen besitzt.
Die Entwicklungskoeffizienten haben aber eine Darstellung als Matrizen. Man beachte,
dass man sich dann die rechten Seiten von Glgen. — mit einer Einheitsmatrix
1 multipliziert denken muss. Wir wollen die Matrizen &', f im folgenden bestimmen.
Zunéchst aber notieren wir folgende Eigenschaften:

(i) Behauptung: Die Matrizen &, £ sind hermitesch,
at=a, pr=p. (1.56)

Beweis: Der Operator auf der linken Seite der Dirac-Gleichung 1) E=ih 0/0t
ist hermitesch, also muss auch der Diracsche Hamilton-Operator (|1.47)) hermitesch

sein,
3 3

1.":ISD:Zcp’T 4 Bime? = :Z &' + Bme (1.57)

i=1
Da der Impuls-Operator hermitesch ist, p'T = p, folgt die Behauptung durch Ko-
effizientenvergleich.

Korrolar: Die Eigenwerte von o;i, B sind reell.

(i) Behauptung: Die Eigenwerte von &, B nehmen die Werte £1 an.
Beweis: Aufgrund von Gl. ([1.52)) gilt

(@) =1. (1.58)
Auflerdem gilt wegen Gl. (1.54) auch
f=1. (1.59)

11
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(iii)

(iv)

12

Weil &' und B hermitesch sind, lassen sie sich durch unitire Transformationen
diagonalisieren, also mit UL- =U}! U [ U !

&27

Ula' Uy = diag(al, ..., o), i=12,3, (1.60)
U;'BUs = diag(By, ..., Bn) . (1.61)
wobei o, n = 1,..., N die Eigenwerte von &' und f3,, n = 1,..., N die Eigenwerte
von 3 sind. Es gilt aufgrund von Gl. |D
1= 0 10 = U1 (6) U = U1 60 U0 6 U = diag | (0d)” . ()]
(1.62)

Da die Eigenwerte o, reell sein miissen, sind nur die Werte
ol =41, n=1,...,N, (1.63)

erlaubt. Ganz analog beweist man

B,=x1, n=1,...,N  qed. (1.64)
Die Matrizen &, B sind spurfrei,
Trad =Trf=0. (1.65)
Beweis: Zunichst gilt aufgrund von Glgen. ((1.53) und
QB =—fa = &P =4al=a=—-Ba3.
Wir bilden die Spur dieser Gleichung,
Tréd — —Tr (Ba/B) Ty (@%2) — —Tr (&'ll) = —Tral =

wobei wir die zyklische Vertauschbarkeit von Matrizen unter der Spur und nochmals
Gl. (1.54) benutzt haben. Entsprechend berechnen wir mit den Glgen. (1.53) und
(T59)

Y Aai A1) 2 H_ A AiAAT
a'f=—-pa" <— (a)ﬁzﬂﬁzﬁz—aﬁa,
und nach Spurbildung,

Trf=—Tr (aﬁa) — _Tr [B (a/ﬂ - _Tr (Bn) — _Trj=0.

Die Dimension der Matrizen &, B ist geradzahlig, N = 2,4,6,.. ..
Beweis: Es gilt aufgrund der Glgen. (1.60) und ((1.65)

0="Tra'=Tr <6zi ﬁazﬁ(;l) =Tr ( all VU, > Zoz

Da aber o, = 41, muss die Anzahl der Eigenwerte —1 gleich der der Eigenwerte +1
sein, sonst kann die Spur nicht verschwinden. Also muss N geradzahlig sein, q.e.d.
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(v) Behauptung: Die Dimension der Matrizen &, Bist N > 4.

Beweis: Fiir N = 2 gibt es nur drei linear unabhéngige antikommutierende Matri-
zen, namlich die Pauli-Matrizen

. 01 R 0 —1 R 1 0
01:(1 O)JUQI(Z- OZ>7U3:<O_1). (166)

Wir bendtigen aber vier linear unabhéngige Matrizen, die drei A&t i =1,2, 3, sowie
B. Also muss N mindestens 4 (oder grofer) sein, q.e.d.
Korollar: Es besteht keine Notwendigkeit, die Betrachtung komplizierter als nétig

zu machen (“Occam’s Razor”). Wir beschrénken uns daher auf den Fall N = 4.

(vi) Behauptung: Eine mégliche Darstellung der Matrizen &, £ ist

i (0 & s (1 0

wobei 1ly die (2 x 2)—Einheitsmatrix ist. Diese Darstellung nennt man auch Dirac-
Darstellung der Matrizen &°, 3.

Beweis: Man muss iiberpriifen, dass diese Matrizen die Glgen. (1.52) — (|{1.54]),
sowie die Eigenschaften (i) — (v) erfiillen. Wir lassen dies als Ubungsaufgabe (zum
Beweis verwendet man die Antikommutationsrelation {d;, 6;} = 26;; 1 fiir die
Pauli-Matrizen, vgl. GL. (6.27) der Vorlesung “Quantenmechanik 17).

1.2.2 Kovariante Form der Dirac-Gleichung

Die Dirac-Gleichung in der Form (1.46) transformiert sich nicht offensichtlich in Lorentz-
kovarianter Weise. Dem kann man aber abhelfen, indem man beide Seiten mit §/c mul-
tipliziert,

3
ihBoy(X) = (Zﬁ@iﬁi +mc> V(X)) ,
=1

wobei wir Gl. (1.54) benutzt haben. Wir bringen nun alle Terme auf eine Seite und
benutzen die Definition |D des Energie-Operators, E/c = ih 0y,

o 3
(Bg —) Batp - mc) Y(X)=0. (1.68)

i=1

Wir definieren nun die sog. Diracschen Gamma-Matrizen oder kurz “Dirac-Matri-

zen”’ X ' o
V=5, y=pa", =123, (1.69)

und fassen diese zu einem matrixwertigen 4-Vektor zusammen,

T

() = (60711 ) = 609 = (B g, b2, pat) = (3.88) . o)

13
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Eigenschaften:

(i)

(iii)

14

Behauptung: 7 ist hermitesch, 4 ist antihermitesch.

Beweis: Es gilt aufgrund der Hermitezitat von B
A A T
Y =p=5"=(1" (1.71)
und aufgrund von GI. 1} und der Hermitezitit von &, B
i Ani i N ani) ! i
~' = Ba :—aﬁz—(a)TﬁT:—<Ba> :—(7)T , q.e.d. (1.72)

Behauptung: Es gilt die Antikommutationsrelation

{7y =2¢"1, (1.73)
mit dem metrischen Tensor in der Konvention ¢* = diag (+, —, —, —).

Beweis: Am besten beweist man dies getrennt fiir die Félle (uv) = (00), (uv) = (01)
und (pv) = (ij), i =1,2,3:

{10,9° = {8, B} =282 =21=2¢"1,
{07} = {8 pa} = Ba'+ Batp =o' - fa =’ —a' =0
(v, 7} = Ba'Bal + patpal = —a'fPad — aipral = — {af, &} = 2491,

wobei wir die Glgen. (1.52)) — (1.54]) benutzt haben, q.e.d.

Man beachte, dass auf beiden Seiten der Gl. das Index-Paar (uv) auftritt. Es
handelt sich also um eine Gleichung, die sich wie ein Lorentz-Tensor vom Rang 2
transformiert. Gleichzeitig steht auf der linken Seite das Produkt zweier Diracscher
Gamma-Matrizen und auf der rechten eine (4 x 4)—Einheitsmatrix. Gleichung
ist also gleichzeitig eine (4 x 4)—Matrix im Raum der Dirac-Matrizen. Man darf die
beiden Raume, also den Minkowski-Raum (d.h. die vierdimensionale Raum-Zeit)
und den Raum der 4-Spinoren, auf die die Gamma-Matrizen angewendet werden,
nicht verwechseln. Wahrend fiir den Minkowski-Raum die Komponentenschreibwei-
se verwendet wurde, wurde fiir den Spinor-Raum die Matrixschreibweise gewéhlt.
Man hétte auch hier die Matrix-Indizes explizit angeben kénnen, aber das hétte die

Ubersichtlichkeit von Gl. ((1.73) erheblich beeintrichtigt:

2901']1’

4

{7 Yas = Z (Va5 15 + YasTss) = 29" bap -
=1

In der Dirac-Darstellung 1) fiir die Matrizen &¢, 3 gilt

A 1 0 ; 5 i 1L 0 0 o 0 o

0 _ 2 i ~d_ 2 i _ )
=i ) == (T 8) (6 §) (5 5)

(



1.2 Die Dirac-Gleichung

Mit den Dirac-Matrizen (|1.69)) und der Definition (|1.12]) des 4-Impuls-Operators schreibt
sich die Dirac-Gleichung (1.68) kompakt als

(YD — me)Y(X) = (ihy"0, — me) Y(X) =0. (1.75)

Fiir das 4-Skalarprodukt eines 4-Vektors a* mit dem 4-Vektor v* der Dirac-Matrizen hat
R.P. Feynman eine kompakte Notation eingefiihrt, den sog. Feynman-Slash

t="a, . (1.76)
Damit schreibt sich die Dirac-Gleichung noch kompakter als
(F — me) ¥(X) = (ih) — me) H(X) = 0. (L.77)
Weil v* eine (4x4)—Matrix ist, muss (X)) die Gestalt eines 4-Vektors haben,
U
Y = Zi . (1.78)
Yy

Man beachte aber, dass sich 1(X) nicht wie ein Lorentz-Vektor transformiert (was man
schon daran erkennt, dass ¥(X) keinen Lorentz-Index trigt). Zur Unterscheidung von
“echten” Lorentz-4-Vektoren bezeichnet man ¢ (X) als 4-Spinor. Diese haben ein an-
deres Transformationsverhalten als Lorentz-Vektoren. Wir wollen dies hier nicht
weiter vertiefen und verweisen auf die Vorlesung “Quantenfeldtheorie”. Weil p = +#p,
und mc sich wie Lorentz-Skalare transformieren, und weil 4#1(X) als Produkt einer
(4 x 4)—Matrix und eines 4-Spinors wiederum ein 4-Spinor ist, halten wir aber fest, dass
sich die Dirac-Gleichung wie ein 4-Spinor transformiert.

Mit 4-Spinoren rechnet es sich zunéchst so wie mit 4-Vektoren. Der hermitesch kon-
jugierte (komplex konjugierte und transponierte) 4-Spinor lautet

Oh = (1, ¥3, 03, ¥3) - (1.79)
Den sog. adjungierten Spinor (oder “Dirac-adjungierten” Spinor) definiert man als
=i (1.80)
Man beachte, dass das Produkt
V1 4 4
O = W 05 0 0D | | = v = 3l (1.81)
o a=1 a=1

eine (reelle) Zahl ist. Sie ist aber kein Lorentz-Skalar. Aus dem Verhalten von 4-Spinoren
unter Lorentz-Transformationen stellt sich heraus (worauf wir hier aber nicht nidher ein-
gehen), dass die Kombination

v =iy (1.82)
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ein Lorentz-Skalar ist, wihrend sich

Pyt (1.83)

wie ein Lorentz-Vektor transformiert. Damit transformiert sich
2 —
P = ity = o (1°)° 9 = 7% (1.84)

wie die O-Komponente eines 4-Vektors. Zur physikalischen Interpretation verweisen wir

auf Abschnitt [.2.4]

1.2.3 Die Lagrange-Dichte der Dirac-Gleichung

Wie auch die Klein-Gordon-Gleichung 148t sich die Dirac-Gleichung iiber die Euler-La-
grange-Gleichungen aus einer Lagrange-Dichte ableiten. Die Dirac-Lagrange-Dichte
lautet

L =1 (pc—mc*)p =9 (thed —me?) . (1.85)

Da ¢ i.a. ein komplexwertiger 4-Spinor ist, sind Real- und Imaginérteil unabhéngige
Freiheitsgrade. Alternativ kann man 1 und v als unabhéngige Felder betrachten. Die
zugehorigen Euler-Lagrange-Gleichungen lauten

0 — o dLp Lo
Po0) o
oLy OLp
0 = 0 — . 1.86
Do) ou (1.86)

Da in der Dirac-Lagrange-Dichte (1.85)) lediglich ¢, aber nicht seine Ableitung auftritt,
lautet die erste Euler-Lagrange-Gleichung (|1.86]) einfach

0= (pc—mc*)y. (1.87)

Dies ist bereits (nach Division durch ¢) die Dirac-Gleichung (1.77)) in kovarianter Form.
Die zweite Euler-Lagrange-Gleichung ((1.86)) ist etwas komplizierter, da sowohl 1 als auch
seine Ableitungen 0,1 in der Dirac-Lagrange-Dichte (1.85)) auftreten:

0 =9, (ihcy*) +pme® = (ihc % +m02) =1 (E —I—mc) c. (1.88)

Dies ist (nach Division durch ¢) die Dirac-Gleichung fiir den adjungierten Spinor ¢, wobei
der linksgerichtete Pfeil iiber der partiellen Ableitung andeuten soll, dass diese nach links,
auf den adjungierten Spinor ¢ wirkt. Wir konnen diese Gleichung auch direkt aus der
Dirac-Gleichung ableiten, indem wir hermitesch konjugieren und von rechts mit ~°
multiplizieren,

Ozwﬂ%h@MWKWﬂVWDWW%mamWWVW+m4- (1.89)
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Die Behauptung ergibt sich nun aus 1) = 1'7° und der Identitét
P () =, (1.90)
die wir wie folgt beweisen. Zunichst gilt diese Identitéit wegen der Hermitezitéit von ~°

und (7°)* = 1 fiir den Fall g = 0. Fiir & = i benutzen wir die Antihermitezitéit von ~'
und die Antikommutationsrelation ((1.73)),

P (1) 2= = () =7 qed

1.2.4 Stromerhaltung in der Dirac-Gleichung

Wie fiir die Schrodinger-Gleichung oder die Klein-Gordon-Gleichung gibt es auch fiir die
Dirac-Gleichung einen erhaltenen Strom. Wir multiplizieren GI. von links mit v
und GL von rechts mit v und addieren beide Gleichungen. Dabei hebt sich der
Massenterm gegenseitig weg und wir erhalten

0 = ihicy (5 + 5) ¥ =ihcd, (V") | (1.91)

wobei wir die nach rechts wirkende partielle Ableitungen mit einem Pfeil nach rechts ge-
kennzeichnet haben. Beide Ableitungen lassen sich mit der Produktregel zusammenfassen.
Nach Division durch ik hat Gl. (1.91]) die Form einer Kontinuititsgleichung,
0=0,4", (1.92)
mit der 4-Stromdichte B
it =cyYyy . (1.93)
Diese 4-Stromdichte hat alle Eigenschaften, die an eine Wahrscheinlichkeitsstrom-

dichte gestellt werden. So ist die 0-Komponente (dividiert durch ¢) eine positiv semi-
definite (reelle) Zahl

.0 - 4
p=t =i = (") v =vlv =" Wl >0, (1.94)
a=1

vgl. Gl (L.81). Sie hat die Bedeutung einer Wahrscheinlichkeitsdichte und entspricht
der Wahrscheinlichkeitsdichte psg = [¢|? der Schrédinger-Gleichung, nur sind hier die Be-
tragsquadrate aller Komponenten des 4-Spinors aufzusummieren. Die zugehorige Wahr-
scheinlichkeitsstromdichte ist

7= cF = cpiy'Fp = eptan . (1.95)

1.2.5 Losungen der freien Dirac-Gleichung | — relativistische
Energie-lmpuls-Beziehung

Zur Losung der wechselwirkungsfreien, oder kurz, “freien” Dirac-Gleichung (1.77) machen

wir den Losungsansatz

ai
5]
as
a4

Y(X) = exp (—%p“wu) (1.96)
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Dies ist naheliegend, da die Dirac-Gleichung linear im 4-Impuls-Operator ist und der
Losungsansatz proportional zu einer Eigenfunktion zu diesem Operator mit FEi-
genwert p# ist. Dadurch wird die Dirac-Gleichung, die eine homogene, lineare, partielle
Differentialgleichung erster Ordnung ist, in eine algebraische Gleichung konvertiert,

0= (p—mc) , (1.97)

wobei wir die Exponentialfunktion weggelassen haben, da sie nicht verschwinden kann.
Wenn wir die Matrix-Struktur in Gl. explizit in der Dirac-Darstellung der
Dirac-Matrizen ausschreiben, stellen wir fest, dass es sich um ein homogenes lineares
Gleichungssystem zur Bestimmung der Unbekannten ai, as, a3, as handelt,

A al
o - [0 -mot.  —op a
G-p (—p" — me) as
Gy

p’ — me 0 —p° —p' +ip? a

0 0 _ ol 502 3
= pl ’."C po P p @2 , (1.98)
P p-—ip° —p° —mc 0 as
pt 4 in —p3 0 —pO — mc Qq

wobei & = (61, 62, 63)T. Nichttriviale Losungen erfordern das Verschwinden der Koeffizi-
entendeterminante,

0 - ]l - :» . —
0 = det4><4(]5 — mc) = det4><4 (p 2 m_?) 2 0 7P
ag-p (=p” —me)lly
p° — me 0 —p? —p! + ip?
_ 0  p’—me —p'—ip? p*
pl + ip2 —p3 0 —po — mc

Man koénnte die Determinante dieser (4 x 4)—Matrix nun explizit mit Hilfe des Deter-
minantenentwicklungssatzes ausrechnen. Einfacher ist jedoch die Anwendung folgenden
Satzes (den Beweis tiberlassen wir als Ubungsaufgabe):

Satz: Seien A, B,C, D (N x N)—Matrizen und D sei invertierbar, dann gilt

detonxon < é g > = detyun (AD — BD’ICD) ) (1.100)

Bemerkung: Fiir N = 1 entspricht dies genau der Sarrus-Regel (fiir (2 x 2)—Matrizen).
Falls p° # —mue, so ist die der Untermatrix D entsprechende Matrix (—p° — mc)1; in GL
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1.2 Die Dirac-Gleichung

(1.99) invertierbar. Dann ergibt die Anwendung des Satzes ((1.100) (unter Beachtung der
Tatsache, dass hier D ~ 15 und damit mit C' vertauscht)

~
— —

0 _ - . 2
0 = detyya ( (" — me)lly o p ) = detoyo { [—(100)2 + m202] 1y + (5-1?) } )

- D (=p° — mc)lly
(1.101)
Nun ist
NS R o
ij=1 ij=1
Also ist
0 =detoss { [-(0°)* + P* + m*P] Lo} = [-(0")* +P* + m202}2 . (1.103)
Diese Gleichung hat vier Losungen fiir p°, die jeweils doppelt entartet sind,
E-
P =+ =+/p2+m2c% 2-fach entartet. (1.104)
c

Dies ist genau die relativistische Energie-Impuls-Beziehung (L.11))! Also erfiillen
auch die Losungen der freien Dirac-Gleichung diese Beziehung. Die zweifach entartete
Losung pg = Ej;/c beschreibt Teilchen, die zweifach entartete Losung p° = —FEj/c da-
gegen Antiteilchen, fiir Elektronen entsprechen diese Losungen also den Positronen. Die
Existenz von Antiteilchen wurde von P.A.M. Dirac aufgrund der Existenz der Lésungen
zu negativer Energie vorhergesagt. Solche Losungen existieren zwar auch fiir die Klein-
Gordon-Gleichung, aber sie wurden aufgrund der genannten Probleme mit dieser Glei-
chung zunéchst nicht ernst genommen.

Warum treten aber Teilchen- und Antiteilchenlésungen in zweifacher Entartung auf?
Der Grund ist, dass die Dirac-Gleichung Fermionen mit Spin 1/2 beschreibt. Die
ersten beiden und die letzten beiden Komponenten des 4-Spinors bilden jeweils einen
2-Spinor, einen fiir Losungen positiver Energie (Teilchen mit Spin 1/2) bzw. einen fiir
Losungen negativer Energie (Antiteilchen mit Spin 1/2). Wir bemerken, dass die Verall-
gemeinerung der Schrodinger-Gleichung auf 2-Spinor-Struktur im Falle der Kopplung an
ein magnetisches Feld notwendig geworden war, um den Zeeman-Effekt zu erkldaren. Die
Spinor-Struktur der Dirac-Gleichung dagegen ist eine natiirliche Konsequenz der Kovari-
anz dieser Gleichung. Sie existiert auch im feldfreien Fall, also ohne Kopplung an &uflere
Felder.

1.2.6 Spin und Helizitat

Am einfachsten erkennt man die Zuordnung der 4-Spinor-Komponenten zu Teilchen bzw.
Antiteilchen im Ruhesystem, p'= 0. Dann ist

p° — me 0 0 0 a

B 0 p° —me 0 0 as
0= 0 0 —p° — mc 0 as (1.105)

0 0 0 —p’ —me ay
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1 Relativistische Wellengleichungen

Das Verschwinden der Koeffizientendeterminante ergibt die Lésungen p. = +mc (jeweils
doppelt entartet). Setzen wir diese Losungen in das Gleichungssystem ein, kénnen
wir die Komponenten a,,a = 1,...,4, bestimmen. Fiir p(}r = +mc bleiben die Kompo-
nenten a; und ay allerdings unbestimmt, wihrend as = a4 = 0 sein muss. Fiir p® = —mec
dagegen bleiben az und a4 unbestimmt, wihrend a; = as = 0 sein muss. Die Wahlfreiheit
der Komponenten a1, as im ersten bzw. az, as im zweiten Fall erlaubt folgenden Ansatz
fiir die jeweils zu den Losungen pY. gehérenden Spinoren:

1 0 0 0

1 _ [0 2 |1 . _ |0 2 _ |0

=g &= == =1, (1.106)
0 0 0 1

Diese Spinoren bilden offensichtlich eine Basis des vierdimensionalen Spinor-Raums. Ein
beliebiger Spinor kann also in der Form

3]
2
a | _ - (@) A<a>)
a ; (aa ay’ + ot 0 (1.107)
Q4

geschrieben werden. Der Raum der Losungen zu positiver Energie cp® = mc? beinhaltet
aber ausschliellich 4-Spinoren, bei denen die beiden oberen Komponenten a;,as von
null verschieden sind und die beiden unteren verschwinden, a3 = a4 = 0. Umgekehrt
enthiilt der Raum der Losungen zu negativer Energie cp? = —mc? Spinoren, bei denen
lediglich die beiden unteren Komponenten ag, a4 von null verschieden sind, wahrend die
beiden oberen verschwinden, a; = ay = 0.

Wie sind die Spinoren ([1.106) physikalisch zu interpretieren? Dazu fithren wir den
Spin-Operator fiir durch die Dirac-Gleichung beschriebene Teilchen,

~ h{ & 0
S =— ~ 1.108
2(0 6) ( )

ein. Offenbar gilt fiir das Quadrat dieses Operators

s R &2 h? 1/1
SQZZ(% ;02>:Z(3(])l2 3?{ >:h2§ﬂzh2§(§+l>ﬂ. (1.109)
g 2

Aus der Tatsache, dass fiir das Quadrat von Drehimpuls-Operatoren die Relation J? =
h%j(j + 1) gilt, lesen wir ab, dass es sich bei Objekten, die durch die Dirac-Gleichung
beschrieben werden, in der Tat um Teilchen mit Spin S = 1/2 handelt.

Wir “messen” nun die z—Komponente des Spins fiir die Spinoren aus Gl (1.106)),

1 0 0 O

& A(12) 7_”1 0O -1 0 O ~(1,2)

Szay ™ = 510 0 1 o |% (1.110)
0 0 0 -1
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1.2 Die Dirac-Gleichung

. . ~(1,2) . . . . . . .
Setzen wir die Spinoren ai ) in diese Gleichung ein, so erkennen wir, dass es sich bei

ds_f) um Spinoren mit Spinkomponente S3 = +/£/2, also Spin up, T, und bei aﬁf’ um
Spinoren mit Spinkomponente S3 = —h/2, also Spin down, |, handelt. Wir kénnen

daher suggestiv schreiben
aV=al, P =ak. (1.111)

Diese Zuordnung gilt im Ruhesystem, p" = 0. In Systemen, in denen sich das Teilchen
mit 7 # 0 bewegt, ist die Situation komplizierter. Die Klassifizierung von Teilchen und
Antiteilchen mit Spin up oder down funktioniert deshalb im Ruhesystem weil dort der
Dirac-Hamilton-Operator Hyp = mc 249 bzw. der Dirac-Operator p°9° — mc mit S5 ver-
tauscht. Offensichtlich miissen wir dazu lediglich die Vertauschbarkeit mit +° priifen,

1 Bl 0 N[(é 0\ hfé 0\(1 0
0 _h 3 _h [ o 2 _
[7’53]_2<0 —]12>(0 &3) 2(0 &3><0 —]12>—0' (1.112)

Darum kann man Energie-Eigenzusténden auch eindeutig eine Spinorientierung zuordnen.
Fiir bewegte Systeme gilt das nicht mehr, weil Sy nicht mehr mit Hyp = ca - p+ chB =

ey <7 P+ mc), bzw. mit dem Dirac-Operator p — mc vertauscht. Dies liegt daran, dass
Sy zwar mit 4°, aber i.a. nicht mehr mit 4 vertauscht, wie man sich mit Hilfe der Vertau-

schungsrelationen

(vgl. Vorlesung “Quantenmechanik I, Gl. (6.28)) fiir die Pauli-Matrizen leicht klarmacht,

[7’53] - 5(—@- o)(o @)‘5(0 5—3)(—@- o)

R0 [enes ) 0 -5, |
= —( [A N 0 —Zhe?)z] a_ 0 7é0, faHS 1%3

2 03, Ui] 7

Eine eindeutige Spin-Zuordnung ist im bewegten Fall nur dann moglich, wenn der Impuls
auch in Richtung der Spin-Quantisierungsachse zeigt, p'= (0,0, p)”. La. ist dies nicht der
Fall.

Es gibt aber einen Operator, der auch fiir beliebige p'mit Hoyp bzw. mit p—me vertauscht
und der eine Zuordnung einer Grofle erlaubt, die den Spin charakterisiert. Es handelt sich
um den sog. Helizitidtsoperator

~

2

S (1.114)
p
Offenbar handelt es sich dabei um die Komponente des Spins parallel zur Richtung des
3-Impulses. Man spricht von positiver Helizitét, wenn der Spin parallel zu p, und von
negativer Helizitét, wenn der Spin antiparallel zu p ausgerichtet ist.
Um zu sehen, dass 5}; in der Tat mit Hop bzw. P — mec vertauscht, schreiben wir den
Spin-Operator zunéchst geeignet um. Dazu benutzen wir die Matrix

v =y (1.115)
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1 Relativistische Wellengleichungen

In der Dirac-Darstellung (1.74]) fiir die Diracschen Gamma-Matrizen gilt
_ L, 0 0 o 0 09 0 o3
o= 0 -1 —o1 0 —02 0 —o3 0
_ 0 o1 —0903 0
N o1 0 0 —09073

B 0 —1610203 _ 0 1,
wobel wir

Civiaae— (O LY (0 =i\ o0 N_ (1 0\ _,
o= 0 )i 0 0 -1)~\0o -1) =7

benutzt haben. Es gilt
=1 und {y,7}=0 Yu=0,1,23. (1.117)

Die erste Eigenschaft ist offensichtlich, die zweite beweist man leicht, indem man bemerkt,
dass aufgrund von Gl. v mit 47, v # u, antivertauscht (was pro Antivertauschung
ein Minus-Zeichen generiert), aber natiirlich vertauscht, falls v = p. Da 75 aufgrund
seiner Definition fiir jedes 7* genau eine Gamma-Matrix enthélt, die mit v* vertauscht,
aber immer eine ungerade Anzahl von Gamma-Matrizen, die mit v* antivertauschen, folgt
5y = —yH5, was genau der Antivertauschungsrelation entspricht.

Wir schreiben den Spin-Operator (|1.108) nun als

S N hi 0 1 0 & S R
_h 0} _ 1 : =2 5=2 1.11
S 2<0 &) 2(]12 0)(6 0) 5 A= 5%7T (1.118)
und daher .
= 2_p%70n7.17, (1.119)
Es gilt

(V7 - 5. 157°7 - B] = 2° 757" F 557 T TP = T 5704 (T-5) = 0., (1.120)
da 7° sowohl mit +* als auch mit 75 antivertauscht, und -5 mit * antivertauscht. Da
auflerdem auch

(7", ¥57°7 9] =0, (1.121)
Yertauscht auch der Helizitédtsoperator Sﬁ mit dem Dirac-Hamilton-Operator Hop = cy°y-
P+ mACQvO, zumindest wenn dieser auf Eigenfunktionen zum Impuls angewendet wird (so
dass p = p),
|fop, 55| =0 (1.122)
Ganz dhnlich beweist man auch, dass (zumindest in Anwendung auf Eigenfunktionen zum
Impuls)
[]5 ~ me, Sﬁ] ~0. (1.123)

Wir kénnen also Eigenfunktionen zu Hyp bzw. p — mc finden, die gleichzeitig Eigenfunk-
tionen zum Helizitdtsoperator Sy sind, also wohldefinierte Helizitét (positiv oder negativ)
besitzen.
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1.2 Die Dirac-Gleichung

1.2.7 Losungen der freien Dirac-Gleichung Il — Spinoren zu positiver
und negativer Energie

Wir wollen nun eine Basis von Spinoren &hnlich der in GI. fiir den Fall p # 0
konstruieren. Aufgrund der zweifachen Entartung der Losungen pY. = +FE5/c werden wir
wiederum jeweils zwei Spinoren fiir Losungen positiver Energie ¢p’ = Ej und zwei fiir
Losungen negativer Energie ¢cp? = —FEj finden. Fiir Losungen positiver Energie setzen

wir p% = E5/c in Gl. (1.98) ein und bestimmen die Unbekannten a,, o =1, ..., 4,
+ 7

Ez/c —mc 0 —p? —p! +ip? a,
0 Ez/c—mc  —p' —ip? p? o
0 = 3 )
P pt—ip —Ez/c —me 0 as
p' 4 ip? —p° 0 —Ez/c —me a4

2(14

(Ez/c — mc)a; — pPaz — (p' — ip?)
(Ez/c —mc)ay — (p* + ip*)as + piay (1.124)
pla; + (p' —ip*ag — (Ez/c+mc)az | '

(p' +ip*)ar — pPaz — (Ey/c +mc)ay

Durch Auflésen dieser vier Gleichungen nach den a,, @ = 1,...,4, erkennen wir, dass
a1, as unbestimmt bleiben, wahrend

3 1_ ;.02 1y 2y, .3
Gy Lt e (Pt ipT)a —pay (1.125)
Ez+ mc? Ez+ mc?
Zwei linear unabhéngige Losungen erhélt man durch die Wahl a; = 1, a; = 0 bzw.
a; = 07 g = 17
1 0
0 1
3 1_ 02
(1) _ p ~(2) _ P —wp
ay —N+ CW y ay —N+ CW s (1126)
. Pl 4 ip? . P
Ez+ mc? Ez+ mc?

wobei N, eine geeignet zu bestimmende Normierungskonstante ist. Eine iibliche Wahl ist
N; = \/Ez+ mc?. Die beiden 4-Spinoren sind orthogonal (Beweis als Ubungsaufgabe),

iM% — 9 E by, af=1,2. (1.127)

Mit den 2-Spinoren

1 0
Xt = X+1/2 = ( 0 > XL = X-12 = ( 1 ) , (1.128)

lassen sich die beiden Loésungen sehr kompakt in der Form

Xs
- 1
u(p,s) = v/ Ez+ mc? g-p , s:j:§ , (1.129)
C—

Ez;+ mc? Xs
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1 Relativistische Wellengleichungen

schreiben. Dies ist der Dirac-Spinor zu positiver Energie und Spin s + 1/2. Man
iiberzeugt sich durch explizites Nachrechnen, dass er die Dirac-Gleichung

(p —mc)u(p,s) =0 (1.130)
fiir p* = pY = +Ey/c erfiillt. Mit (- §)? = p’? erhalten wir némlich
N 1y v
(Ez/c —me)ly —0-p ;236
GF (“Egfe—mdly |\ — Ty,
P Ez/c+mc
(Ep/c)? —m?c® P’
_ Bpfet+me — Egle+me Ys=0. (1.131)
5 Ey g-p
g-p+|——-mc| =————
(2 5t
Ganz analog setzen wir p° = —Ez/c in Gl (1.98) ein, um die Losungen negativer
Energie zu bestimmen,
—Ez/c —me 0 —p3 —pl +ip? ay
0 0 —Ez/c—mc  —p' —ip? p? s
p? pt —ip*  Ez/c—mc 0 as
pt + ip? —p? 0 Ez/c —mc ay
—(Ey/c+mc)ay — pPag — (p' — ip?*)ay
_ —(Eyz/c+mc)ag — (p' + ip*)as + pPay (1.132)
plar + (p* —ip*)as + (Ez/c — mc)az ' '
(p' +ip*)ar — pPaz + (Ejp/c — mc)ay
Nun bleiben ag, ay, unbestimmt, wihrend
3 1_ ;.2 1 2\, _ .3
4 = —c P + (p' —1p*)aq L= —c (p' +ip)as — p’as 7 (1.133)
Ez+ mc? Ez;+ mc?
Mit der Wahl a3 = —1, as = 0 bzw. as = 1, ag = 0 erhélt man die folgenden Spinoren,
S A B ek
Ez+ mc? Ez+ mc?
1 2 3
a =N | 2P =N | L, (1.134)
Ez;+ mc? Ez;+ mc?
—1 0
0 1

wobei N_ wiederum eine geeignet zu bestimmende Normierungskonstante ist. Eine iibliche
Wahl ist N = N = \/Ez+ mc?. Auch diese beiden Losungen sind orthogonal (Beweis

als Ubungsaufgabe),

a0\ = 2 B0, ,

Mit den 2-Spinoren

N—s = —102Xs ,
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1.2 Die Dirac-Gleichung

. . 0 —1 1 0
R O B o) \1)"

L . 0 -1 0 1
T =MN+12 = —W02X| = 1 0 1

kann man diese Losungen sehr kompakt in der Form

G- (=) ]
v(=p,s) = VEg+me | “Eiima T |, s= 5 (1.137)

also explizit

N—s
bzw. .
| =22 1
v(p, s) = /By + mc? Ez+ mc? - y 8= i§ 5 (1.138)
N—s

schreiben. Dies ist der Dirac-Spinor zu negativer Energie und Spin s = 4+1/2. Man
beachte, dass die Vorzeichenkonvention so gewéhlt ist, dass v(p, s) ein Antiteilchen mit
Energie cp’ L =tE Impuls +p und Spin s beschreibt, welches sich wie eine Losung

negativer Energle cp = —FEj5 mit Impuls —p und Spin —s verhélt. In der Tat
erfiillt v(—p, s) die urspriingliche Dirac-Gleichung fiir negative Energien ¢p® = —Ej,
(p —me)v(—p,s) =0, (1.139)

wie man sich durch explizites Nachrechnen {iberzeugt:

(~Eglc—me)ly  —G-p oLy,
g-p (Ez/c —me)lly /]T—kmc
27—
Es é’ﬁ 5 o
") Ejerme 0P
= ¢ P, =0. 1.14
272 (Eﬁ 0)2 _m202 N—s 0 ( O)
5/c+mc Ez/c+ mc

Andererseits erfiillt v(p, s) die Antiteilchen-Dirac-Gleichung
(p+me)v(p,s) =0, (1.141)

fiir positive Energie ¢pf = +Ey,

~
— —

(E];/c—i—mc)]lg —&ﬁ 0'—'])17_8
G- p (—Ez/c+ mc)ly Ey/c +me
P ]127773
Ey 77 .
<— —l—mc> LA g-p
- c ) Egletme N =0, (1.142)
p _ (Ey/e) —m*e?
5/c+ mc Ez/c+mc
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1 Relativistische Wellengleichungen

Wir sind nun in der Lage, die allgemeine Losung der freien Dirac-Gleichung
anzugeben. Fiir festes p und festes s haben wir eine Superposition von Losungen zu
positiver und negativer Energie, die wir mit Hilfe der entsprechenden Dirac-Spinoren
schreiben,

l

h

i

V5s(X) = by u(p, s) exp [ :

(Eﬁt—ﬁﬂ]m_u(—ﬁ,s) exp[ (EﬁtJrﬁ-F)] . (1.143)

Fiir die allgemeine Losung miissen wir iiber die Spin-Einstellmoglichkeiten s = £1/2
summieren und iiber alle Werte des Impulses p integrieren.

000 = X [ o (et e |1 (Bt -7

s==+1/2

. ?

4 d*(—p,s) v(—F. s) exp [n (Bpt+ 7 F)} } (1.144)

Hier haben wir die Amplituden mit Impuls und Spin gekennzeichnet und eine Umbenen-
nung vorgenomimen,
b+ — b(ﬁ,S) ) d- — d*(—ﬁ78> :

Zum Schluss substituieren wir im zweiten Term noch p'— —p, um die iibliche Form der
allgemeinen Losung zu erhalten,

000 = 5 [ o [ uts) e (5 )

s=+1/2

b d(75) 0(F.5) exp (% p“xu)} o (1.145)

mit dem 4-Impulsvektor
B T
(p") = (7” ﬁ) : (1.146)

der auf der durch die relativistische Energie-Impuls-Beziehung gegebenen Massenschale
liegt, p' = Ej/c.

Die Teilchen- und Antiteilchen-Spinoren u(p;, s) und v(p, s) erfiillen folgende Relationen
(Beweis als Ubungsaufgabe):

u(p,s)u(p,r) = —o(p,s)v(p,r) =2mc* s
u(p,s)v(pir) = v(p s)u(p,r) =0,
Wt s)u@,r) = oM@ s)v(Fr) = 2B, ,
ut(=p,s)o(p,r) = o'(=p,s)ul@r) =0,
>l ) s(s) = (ch+me’),,
s==£1/2
Z Vo (P, 8) Us(D,s) = (c —ch)aﬁ. (1.147)
s=41/2
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1.2 Die Dirac-Gleichung

Fiir verschwindenden Impuls, 7 = 0, sind die Teilchen-Spinoren bzw. die Antiteil-
chen-Spinoren (|1.138]) proportional zu den Spinoren , welche Eigenzustinde zum
Spin-Operator sind. Fiir p’ # 0 sind die Teilchen- und Antiteilchen-Spinoren aber
nicht mehr Eigenzustinde zum Spin-Operator (es sei denn, = (0,0, p)T). Sie sind auch
nicht Eigenzustidnde zum Helizitdtsoperator, aber man kann aus ihnen durch Linearkom-
binationen solche konstruieren. Z.B. liefert

3

. p+p* pt+ip®
U +1/2) = 1/2) + "0 w(p —1/2
(P, +1/2) 2F, u(p, +1/2) + 2E, u(p, —1/2)
p+p?
1 -2
pt+ip
Ez+ mc? c 3
1.148
12| Bame PtV (1.148)
P cp 1, .9
Byt me P T
p

einen Eigenzustand zum Helizititsoperator (1.114) mit Eigenwert +//2 (Beweis als Ub-
ungsaufgabe). Als Linearkombination von zwei Teilchen-Spinoren zum Elgenwert +E; des
Dirac-Hamilton-Operators Hg p sind sie natiirlich auch Eigenzustédnde zu Ho D.

1.2.8 Diracsche Lochertheorie

Es gilt nun, auf ein schwerwiegendes Problem mit dem Energiespektrum der Dirac-
Gleichung hinzuweisen. Wie wir gesehen hatten, gibt es neben den Zusténden positi-
ver Energie in einer relativistischen Theorie auch Zustdnde negativer Energie, vgl. Abb.
[1.1[a). Wir betrachten nun ein einzelnes Teilchen der Masse m, welches sich in Ruhe
befinde, p'= 0. Dieses besetzt den Zustand niedrigster Energie fiir die Teilchenlosungen,
also cpt = Ey = Ey = +mc?, s. Abb. (b) Nun gibt es aber im Prinzip nichts, was
dieses Teilchen daran hindert, unter Energieabgabe AE > 2mc? > 0 in einen Zustand
negativer Energie ¢p? < —mc? iiberzugehen. Da dieser Vorgang Energie liefert, also
nicht energetisch verboten ist, sollte er sogar spontan ablaufen. Das Teilchen kann von
einem dieser negativen Energiezustinde natiirlich unter weiterer Energicabgabe in einen
Zustand mit noch kleinerer Energie springen usf.. Dies bedeutet, dass das System eigent-
lich instabil ist. Natiirlich wird dies nicht beobachtet, aber warum nicht?

Um diesen Widerspruch aufzulosen, postulierte Dirac die Existenz der sog. Dirac-See:
das Vakuum bzw. der Grundzustand des Systems ist nicht etwa der, wo kein Zustand,
also weder solche mit positiver noch solche mit negativer Energie, mit Teilchen besetzt
ist, wie in Fig. Abb. (a), sondern der, wo alle Zusténde negativer Energie mit Teilchen
besetzt sind, vgl. Abb. [l.I|(c). Da es sich um Fermionen handelt, richtet sich die Zahl
der Teilchen pro Zustand nach der Zahl ihrer internen Freiheitsgrade, z.B. Spin, Isospin,
Farbe etc.. Alle Teilchen in einem Energiezustand miissen sich in mindestens einer dieser
Quantenzahlen unterscheiden.

Wie 16st dies unser Problem? Da nun alle negativen Energiezustdnde entsprechend ih-
rer Entartung besetzt sind, verbietet das Pauli-Prinzip, dass das Teilchen im Zustand
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E E E E
+mc? . Te—— . Teo—

(a) (b) (c) (d)

Abbildung 1.1: (a) Energiespektrum der Dirac-Gleichung. (b) Teilchen im Zustand Ey =
mc?. (c) Dirac-See. (d) Paarerzeugung im Vakuum: ein Teilchen aus den
besetzten negativen Energiezustidnden wird in einen Zustand positiver
Energie gehoben, zuriick bleibt ein “Loch”.

Ey = mc?, gleich welche Quantenzahlen es trigt, in einen Zustand negativer Energie sprin-
gen kann — der Grundzustand des Systems ist nun stabil. Das “Vakuum” unseres Systems
ist aber nicht wirklich leer, es enthélt unendlich viele Teilchen, die zusammengenommen
unendlich viel (negative) Energie tragen. Dies ist aber nicht weiter dramatisch: man mifit
einfach alle Energien relativ zur (unendlichen) Energie des Vakuums. In der Quanten-
feldtheorie werden wir lernen, dass es sich hierbei um einen Fall der sog. “Renormierung”
handelt. Dabei geht es um ein systematisches Verfahren, wie man Unendlichkeiten in einer
Theorie beseitigen und physikalisch sinnvolle Resultate erhalten kann.

Nun stelle man sich das Vakuum wie in Abb. (c) gezeigt vor und rege ein Teilchen
aus den besetzten Zustinden negativer Energie in einen Zustand positiver Energie an.
Offenbar ist dazu mindestens die Energie AE = 2mc? nétig, ndmlich wenn ein Teilchen
aus dem obersten Zustand negativer Energie, —FE, = —mc?, in den niedrigsten Zustand
positiver Energie, Ey = +mc?, angeregt wird, vgl. Abb. [1.I(d). Dadurch entsteht aus
dem Vakuum ein “Teilchen-Loch-Paar”. Das “Loch” ist aber genau das Antiteilchen,;
man hat durch die Energiezufuhr AE = 2mc? ein Teilchen-Antiteilchen-Paar aus
dem Vakuum erzeugt. Dies ist die sog. spontane Paarerzeugung. Die dafiir benétigte
Energie AE = 2mc? kann man z.B. durch Einstrahlen hinreichend starker elektroma-
gnetischer Felder bereitstellen. Umgekehrt konnen Teilchen und Antiteilchen auch wieder
spontan rekombinieren. Dann springt das Teilchen in das Loch im obersten negativen
Energiezustand. Dadurch wird eine Energie AE = 2mc? (z.B. in Form elektromagneti-
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scher Strahlung) freigesetzt. Dies ist die spontane Paarvernichtung.

Selbstversténdlich kann man auch Teilchen und Antiteilchen mit nichtverschwindendem
Impuls p’ # 0 erzeugen. Im Ruhesystem des Paares muss aber das Antiteilchen aufgrund
der Impulserhaltung immer den umgekehrten Impuls wie das Teilchen tragen. Aufgrund
der Spinerhaltung muss das Antiteilchen auch umgekehrten Spin wie das Teilchen tragen.
Das “Loch”, also das Fehlen eines Teilchens mit Impuls p und Spin s in den negativen
Energiezustinden (weil das entsprechende Teilchen nun in einen positiven Energiezu-
stand gesprungen ist) wirkt sich wie die Anwesenheit eines Antiteilchens mit Impuls —p’
und Spin —s aus.

In gewissem Sinne hat die Dirac-See Ahnlichkeit mit der Fermi-See in einem entarteten
Fermi-Gas. Auch hier sind alle Zustdnde bis zur Fermi-Kante mit Fermionen entspre-
chend ihrer Entartung besetzt. Auch hier kann man Fermionen aus Zustdnden unter-
halb in Zustédnde oberhalb der Fermi-Kante anregen, wobei ein “Loch” in der Fermi-See
zuriickbleibt. Allerdings kostet diese Anregung in einem nichtwechselwirkenden Fermi-Gas
keine Energie. Anders verhélt es sich in einem Supraleiter. Dort gibt es eine Energieliicke
zwischen Zustdnden unterhalb und oberhalb der Fermi-Kante, den sog. “Gap”. Im Ener-
giespektrum der Dirac-Gleichung gibt es auch einen solchen Gap, dort ist er gerade 2mc?.

Zum Schluss dieses Abschnitts bemerken wir noch, dass auch das Energiespektrum
der Klein-Gordon-Gleichung die Form hat wie in Abb. [I.1[a) gezeigt. Auch hier sollte
das Vakuum instabil sein, da ein Teilchen unter stetiger Energieabgabe immer niedrigere
Energiezustdnde annehmen kann. Hier ist allerdings keine solche Losung dieses Problems
durch eine voll besetzte Dirac-See moglich: da es sich bei skalaren Teilchen (wie sie durch
die Klein-Gordon-Gleichung beschrieben werden) um Bosonen handelt, fiir die es kein
Pauli-Prinzip gibt, hindert sie nichts daran, auch in Zustdnde niedrigerer Energie zu sprin-
gen, auch wenn diese schon mit Teilchen mit identischen Quantenzahlen besetzt sind.

1.2.9 Die Dirac-Gleichung in externen Feldern

Koppeln wir ein externes elektromagnetisches Feld an, so ist wie im Fall der Klein-Gordon-
Gleichung der 4-Impuls-Operator p* durch den kanonischen 4-Impuls-Operator p* —
qA* zu ersetzen, vgl. Gl. (1.33)). Dann lautet die Dirac-Gleichung

B — 9 AX) = mc] $(X) = i) — aA(X) = mc $(X) = [(hD — me] $(X) = 0, (1.149)

mit der kovarianten Ableitung (1.35)). Durch Multiplikation mit ¢y und Umstellen von
Termen kann man dies in die Form (|1.46]) bringen,

ih%iﬂ(t,f‘) = {052- [5—%5(15,?)} +Bm02+qg0(t,77)}¢(t,f‘) = Hpo(t,7), (1.150)

mit dem Dirac-Hamilton-Operator im externen elektromagnetischen Feld

Hp=ca- [ﬁ—qﬁ(tﬂ} +Bme +ap(t, 7). (1.151)

1.2.10 Ladungskonjugation

Wir definieren den sog. ladungskonjugierten Dirac-Spinor durch die Gleichung

Yo = Oy, (1.152)
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wobei die sog. Ladungskonjugationsmatrix in der Dirac-Darstellung

0 0 0 -1
. . (0 o 0 0 1 0
= — 0.2 = — 42 = — 2 =
C=—-iyy el i ( Gy 0 ) 0 -1 0 0 (1.153)
1 0 0 0
ist. Aufgrund der Definition von ~° ist dann
00 0 1 b
0 0 =120 « | —v3
1 0 0 0 b

Abgesehen von der komplexen Konjugation vertauscht der Ladungskonjugationsoperator
obere und untere Komponenten des 4-Spinors, sowie dann jeweils noch die Komponenten
der 2-Spinoren. Wir erwarten also, dass sowohl Energie wie auch Spin eines Teilchens durch
die Ladungskonjugation ihr Vorzeichen &ndern. Wir werden dies im folgenden prézisieren.
Zunéchst aber notieren wir noch eine alternative (und gebrauchlichere) Schreibweise fiir
. Weil 40 (in der Dirac-Darstellung) reell ist, 7° = (7°)*, gilt

bo = C() = C (01" =C i) = (i) =cy”, (1.155)

wobei wir ausgenutzt haben, dass 4° hermitesch ist und dass + = *T', also * = {7.
Die Ladungskonjugationsmatrix besitzt folgende Eigenschaften:

(1) €2 = (=i)*°9*"* = (1*)*(*)* = —L

Aus (i) folgt, durch Multiplikation von rechts mit C~!, dass C' = —C~1.

(i)
(iii) CT=i(y*)T (1) = —iy*y® = ir’y* = -C.
(iv) Aus (ii) und (iii) folgt die Unitaritit von C, CT = C~1.
(v) Aus der expliziten Darstellung von C folgt C' = —C7T.
(vi) CyC7t = —(y")".
Beweis: Wir betrachten die Fille 4 = 0,2 und p = 1, 3 separat:
(a) u=0,2:
C7P2071 = —inPy270201 = 422(i7042) 01 = /92— C)Ct = —4*2 = — ()T |
wobei wir die explizite Dirac-Darstellung der Gamma-Matrizen benutzt haben.
(b) p=1,3:
O30 = —in0y2y 1301 = 413(—inP42) 0L = 413 = — (41T |

wobei wir wieder die explizite Dirac-Darstellung der Gamma-Matrizen benutzt
haben, q.e.d.
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(vii) Aus (vi) folgt durch Multiplikation von C~' = —C von rechts und von C =
—C~! von links, dass C(y*)TC™! = —4#,

Mit diesen Eigenschaften berechnen wir den Dirac-adjungierten ladungskonjugierten
Spinor,

N T\ T Tk *
Yo = YA’ = (CP") " = ¢ CT° = (p1°)" C110 = v"40(=C)y°

= 19T = ity = ¢T O (1.156)
Was fiir Objekte werden durch den ladungskonjugierten Spinor ¢ beschrieben? Dazu
bilden wir das Komplex-Konjugierte der Dirac-Gleichung in externen Feldern ([1.150]) und

multiplizieren von links mit C°:

_mgt Cyr = [6707* ' (H’Fﬁ - qff> +ap + vomcg] P
= [c cyCt. (mﬁ _ q/f) OO0 4 qp CA° + mCQC’yoyo] .

Die Dirac-Matrizen 7 sind antihermitesch, also (7))* = [(7%)T]T = —(»%)7, also mit Ei-
genschaft (vii) C¥*C~! = +4. Dann ergibt sich mit Cy" = — OC’ und der Definition
(1.152)

—z‘h%wc = [—ci - (ﬂﬁ - qff) 7V +ap - 'yomcz} e
— [0707 : (z’fﬁ - qff) +qp — vomcﬂ Ve (1.157)

Multiplikation mit —1 ergibt

m%% _ [0707 : (—mﬁ n qff) ot yomcﬂ bo - (1.158)

Dies ist offenbar die Dirac-Gleichung fiir ein Teilchen der Ladung —q. Dies erklirt die
Bezeichnung “Ladungskonjugation” fiir die Operation ([1.152). Der ladungskonjugierte
Spinor gehorcht also derselben Gleichung wie der urspriingliche Spinor, man muss aber
das Vorzeichen der Ladung umdrehen.

Kombinieren wir diesen Befund mit der Tatsache, dass die Ladungskonjugation offen-
sichtlich auch obere und untere Komponenten des 4-Spinors sowie den Spin eines Teilchens
umdreht, vgl. Gl , so legt dies nahe, dass die Ladungskonjugation Teilchen in
Antiteilchen umwandelt. Dieser Verdacht wird dadurch erhértet, dass wir die Ladungs-

konjugation (1.152)) explizit fiir den Spinor u(p, s) aus Gl. (1.129)) betrachten,

. X5
UC(p78) - C’YOU (p,S) = 4/ Eﬁ+ mCQ < N Z(())—2 ) c o P *

—10
? E,;'+mc2 X
. (320 p
= VE;+mé | "“Eytme X | (1.159)
_ZO-QXS
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Es gilt ferner

625" = —365, (1.160)
weil 613 reell sind und dies daher aufgrund der Antikommutationsrelation der Pauli-
Matrizen gilt, wiahrend &5 rein imaginér ist und diese Gleichung daher identisch erfiillt
ist. Also erhalten wir

—

G-p .
wo(p,s) = VEp+m@ | CErame TV | =u@ps),  (1161)
—102 X
wobei wir die Tatsache, dass y; reell ist, und die Definition (|1.136|) des Spinors 7_; benutzt

haben. Der ladungskonjugierte Teilchen-Spinor uc(p, s) ist also identisch mit
dem Antiteilchen-Spinor v(p, s)! Analog zeigt man

vo(p, s) = u(p,s) . (1.162)

Die Ladungskonjugationsoperation wandelt also offensichtlich Teilchen in Antiteilchen um
und umgekehrt.

1.2.11 Nichtrelativistischer Grenzfall — Pauli-Gleichung

Wir erwarten, dass sich im nichtrelativistischen Grenzfall die freie Dirac-Gleichung
auf die Schrodinger-Gleichung reduziert. Die Dirac-Gleichung in externen elektromagne-
tischen Feldern sollte sich dagegen auf die Pauli-Gleichung reduzieren. Wir betrachten
im folgenden gleich diesen Fall. Die Schrédinger-Gleichung ergibt sich einfach dadurch,
dass wir im Endresultat die elektromagnetischen Felder auf null setzen.

Da weder in der Schrédinger- noch in der Pauli-Gleichung Antiteilchen auftreten, miissen
wir diese zunéchst aus der Dirac-Gleichung eliminieren. Dies geht, indem wir die Dirac-
Gleichung in ein gekoppeltes System von zwei Gleichungen fiir die oberen und unteren
Komponenten des 4-Spinors 1(X) aufspalten. Dazu schreiben wir

¢E(¢), (1.163)

X

mit den 2-Spinoren ¢ und Y. Hierbei beschreibt der 2-Spinor ¢ fiir Losungen positiver
Energie, also Teilchen, wihrend der 2-Spinor y Lésungen negativer Energie, also Anti-
teilchen beschreibt. Setzen wir diese Aufspaltung in die Dirac-Gleichung ein, so
ergibt sich mit Hilfe der Dirac-Darstellung fiir die Matrizen &', 3

. a N AN 1
ihord = (m+ap)o+cd-(pF—ad)x,

0 _ 2 5 (& @
zhax = (—mc +q<p)x+ca-<p—qA>gb. (1.164)

In einer nichtrelativistischen Theorie spielt die Ruheenergie Ey = mc?® keine Rolle. Wir
konnen sie von den 2-Spinoren in Form einer Phase abspalten,

( ;’i ) = exp (—%me%) ( ;’zz > : (1.165)
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Setzen wir diesen Ansatz in das Gleichungssystem (|1.164)) ein, so erhalten wir wegen

zh% ( ¢ ) = exp <—%mczt) (mc +zhat) (iz)

folgendes Gleichungssystem fiir die nichtrelativistischen 2-Spinoren ¢,, und .,

o L
haﬁbnr = qgggbnr—i_co-'(p_qA)ana
9

at X

Falls der Antiteilchen-Spinor xy,(t, ) ein Eigenzustand zum Energie-Operator ist, konnen

ih — (2mc® — 99) X + €5 - (ﬁ— q/Y) o - (1.166)

wir die linke Seite der zweiten Gleichung durch EY Xnr €rsetzen, mit der nichtrelativisti-
schen Energie ELY des 2-Spinors ;. Wir erwarten aber im nichtrelativistischen Grenzfall,
dass die Ruheenergie alle anderen Energien bei weitem iibersteigt,

EXY  qp

1.
2mc?  2mc? <

Dann konnen wir unter Vernachlissigung von Termen von der Ordnung ESY /(2mc?) und
ap/(2mc?) die zweite Gleichung ([1.166]) explizit nach x,, auflésen,

e EY
X = = G- (ﬁ—qA> ¢nr+0< ikd ) . (1.167)

2mc? 2me?’ 2me?

Setzen wir dies in die erste Gleichung (|1.166|) ein, so erhalten wir unter Vernachléssigung
parametrisch kleiner Terme eine Gleichung, in der ausschlief3lich der nichtrelativistische
Teilchen-Spinor ¢,, auftritt,

O b > apont 56 (- ad)d (5 a) b

2mc?
1 ~ ~ — A A —
= {—6- (- ad) - (5~ ad) +w} G - (1.168)
2m
Allgemein gilt
~ ~ d 1
g-ac-b = 6;0;a'V = 3 ({6i, 6;} + 64, 6;]) a'V
= (@ +ict ) a =a-b+id- (axD) . (1.169)
In Gl (1.168) hat es den Anschein, als ob @ = b= p—qd, also dass der Term mit dem

Kreuzprodukt in GI. 1} nicht auftritt. Dies ist aber nicht richtig, da p ein Operator
ist und deshalb auf A(¢,7) im zweiten Faktor wirkt. Wir berechnen daher sorgfiltig

o [(5-08) ()] = o )
= kg, [p7 p" — (ﬁ]Ak) — (Akpi + Ajﬁk) +q2AjA’“]
= (hqeY azﬁAk_tha <ﬁ><ff>
= ith-B. (1.170)
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Hierbei haben wir mehrfach die Antisymmetrie von €* in den letzten beiden Indizes, sowie
die Definition B = V x A des magnetischen Induktionsfeldes ausgenutzt. Eingesetzt in

Gl. (1.169) ergibt sich fiir Gl. (1.168))

0 1 /- 2 ah - =

By = | — (*— A) ~ 5 B fu . 1.171

iho [Qm p—ad) tap—5-d-B|¢ (1.171)

Dies ist die Pauli-Gleichung. Fiir Elektronen mit ¢ = —e und mit dem Bohrschen
Magneton

eh
= 1.172
B om ( )

vgl. Gl. (6.11) der Vorlesung “Quantenmechanik I”, nimmt sie die bekannte Form
Ty ! (A*+ /T)Z Y upd-Blo (1.173)
ith— ¢pr = |=— e —e a- r .
ot om p YT HUB

an, vgl. Gl. (6.32) der Vorlesung “Quantenmechanik I”. Man beachte, dass der Landé-
Faktor g = 2 automatisch korrekt herauskommt, vgl. Diskussion in Abschnitt 6.2 der
Vorlesung “Quantenmechanik I”.

1.2.12 Die Spin-Bahn-Kopplung

In der Herleitung der Pauli-Gleichung im vorangegangenen Abschnitt hatten wir ab Gl.
eine Reihe von Termen kleiner Ordnung vernachléssigt. Fithrt man die Rech-
nung etwas sorgfiltiger ohne diese Approximation durch, ergibt sich eine ganze Reihe
von zusétzlichen Termen, von denen wir hier lediglich einige besprechen wollen (eine wei-
terfithrende Diskussion findet man in der Literatur [4]). Wir vernachldssigen dazu nach
wie vor alle Terme der Ordnung O(ESY /2me?) in Gl. (1.167), aber wir beriicksichtigen
Terme in erster Ordnung O(q¢/2mc?). Gleichung ([1.167) lautet dann

()
C 2, 2, -2 Enr
Xnr = —0-<p_qA>¢nr+O< 2>

2mc? — qp 2mc

_ L(H qu»é-(ﬁ—qﬁ)qﬁm—l—O(% ﬁ) . (1174)

2me 2mc 2me?’ 4m2ct

Konkret interessieren wir uns auf den Effekt des zusédtzlichen Terms auf ein Elektron, g =
—e, in wasserstoffahnlichen Atomen (s. auch Abschnitt , wo lediglich ein skalares
(Coulomb-)Potential p(r) = +Ze/(4mer), aber kein 3-Vektorpotential wirkt, A = 0.
Betrachten wir also die erste Gleichung fiir diesen Fall und setzen Gl. ein,

so erhalten wir

1 -~ - .
O e = {%E-ﬁ(l— = )aﬁ—eso]qu

)
p € 5 o5 o5y
= (—— 5 a~p<pa-p—ego)q§m, (1.175)
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wobei wir Gl. (1.169]) benutzt haben. Beim zweiten Term miissen wir beachten, dass der
erste 3-Impuls-Operator auch auf das skalare Potential ¢ wirkt,

~
—»

w

Bed b = (F50) 5 Pty
+h

wobei wir wieder Gl. ((1.169) benutzt haben. Fiir Zentralpotentiale ¢ = (1) gilt

> dp . 1de |
Ve =g &=
und damit wird Gl. (1.176)) zu
Lo e d hdp . » -
G ppd = —zhd—fﬁﬂr;—f&'LJr@ﬁz. (1.177)

Mit dem Spin-Operator S = (h/ 2)3 erkennen wir, dass der zweite Term die Bedeutung
einer Spin-Bahn-Kopplung hat,

he-L=2L-S.

Setzen wir alles in Gl. ((1.175), so folgt

— Dr or - (1,178
2m 2mc? et Am2c? dr P C om2er dr ¢ ( )

2h2¢nr:{i<1— ego)zg,z_ ihe dy . e dgo
Der Spin-Bahn-Kopplungsterm sorgt fiir die Aufspaltung der Entartung von Energieni-
veaus mit unterschiedlichem Drehimpuls £. Weil aber der Koeffizient mit dem Bohrschen

Radius

1 me?

folgendermaflen abgeschétzt werden kann,

e dp e Zel Z € a% m3e®
om2c2r dr  2m22dmeqrd  2m2c2 dmey 13 (4meq)3hS
Z a; Z a’
= o5 Patme ~7245-107 S eV,
r

ist der Effekt sehr klein. Dennoch ist er als sog. Feinstrukturaufspaltung der Spektral-
linien experimentell beobachtet worden.

1.2.13 Gesamtdrehimpuls

Wir hatten gesehen, dass der Dirac-Hamilton-Operator Hop mit dem Helizitédtsoperator Sﬁ'
vertauscht, Gl. , beide also im Prinzip ein gemeinsames System von Eigenzustédnden
besitzen. Die Eigenzusténde zu Energie und Helizitét sind aber i.a. recht kompliziert, vgl.
GL , so dass sie fiir konkrete Rechnungen nicht immer geeignet erscheinen. Es
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gibt aber noch einen anderen Operator, der mit Hyp vertauscht. Dazu erinnern wir uns,

dass der Spin-Operator S i.a. nicht mit Hyp vertauscht. Es gilt namlich mit GI. (1.118

und dem Dirac-Hamilton-Operator Hop = ¢y°7 - 5 + 4°mc? (sowie der Einsteinschen
Summenkonvention fiir doppelt auftretende Indizes)

[S g ﬁOD] ) { [57°7", A% ] & +me? [y57°, 7°] }
= g [ (’onvivovj _ 707j75707i) ]3’ + mc? (75707170 . 7075707")}
- [ (=YY +17Y) P+ me (=57 +757") ]
= —%% [V, 27]

o he 0 OA'Z 0 5'j 0 5'j 0 &, N
__7%[<—&i 0><—5j 0)_<—§j 0)(—@ Oﬂpj
. fLC [&,, [7]] 0 N ijk a'k 0 i

- 7 75 < O [6_“ a_]] ) pj - thf}% € 0 é—k p]

= ihc € ysmysy Pyt = iher? eTFpIAR (1.180)

Hierbei haben wir von den Antivertauschungsrelationen (1.73) und (1.117), von (1°)* = 1,
sowie von der Zwischenrechnung, die zum Resultat ((1.118)) fiir den Helizitatsoperator
fithrte, Gebrauch gemacht.

Andererseits gilt fiir den Kommutator des Drehimpulsoperators L=#x ﬁ mit dem
Dirac-Hamilton-Operator

[ii, Hop} = M {clp*, AP + me® [+7p", 2°] }

— CEZ]k ( pk ,y[),yﬁpﬁ ,yO,y(ﬁZ ZE]ﬁ )
— Z_]k ,y(),yé [ ~k Z (ﬁ[xj) ﬁk - x]ﬁéﬁk]
= zhcv Ot ik 538 gk — ihe 0 €% 4iphk = —iher® €9 piak - (1.181)

Der Vergleich mit Gl. (1.180]) ergibt, dass die Summe aus Drehimpuls- und Spin-Opera-
tor, also der Gesamtdrehimpuls-Operator

~ ~
— —

J=L+S (1.182)
mit dem Dirac-Hamilton-Operator vertauscht,
[f, ﬁOD] ~0. (1.183)

Der Dirac-Hamilton- und der Gesamtdrehimpuls-Operator besitzen also ein gemeinsames
System von Eigenfunktionen.

Dies gilt iibrigens auch in Anwesenheit eines skalaren Potentials ¢(r), das nur von
der Radialvariable |7] = r abhéngt, weil der entsprechende Term im Dirac-Hamilton-
Operator , ap(r), proportional zur Einheitsmatrix ist und daher trivialerweise
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mit S vertauscht. Er vertauscht auch mit E, weil dieser Operator nur auf den Winkel-

anteil von 7 wirkt. Daher vertauscht qp(r) auch mit J = L + S. Damit eignet sich der
Gesamtdrehimpuls-Operator zur Klassifizierung von Eigenfunktionen in wasserstoffahn-
lichen Atomen ohne &ufieres Magnetfeld. Schalten wir ein solches ein, so gilt dies nicht

mehr, wie man sich dadurch klarmachen kann, dass man zeigt, dass [J_: 07 - ff] # 0.

1.2.14 Paritdt

Eine Paritétstransformation P bewirkt eine Raumspiegelung i — —r". Bei Lorentz-
Vektoren wird also durch eine Paritatstransformation das Vorzeichen der raumlichen Kom-
ponenten umgedreht, z.B.

P(xu) = (Ct’ _f)T ) P<pu> = (pO’ _@T )

wobei P der sog. Raumspiegelungsoperator ist. Fiir Dirac-Spinoren ist das Verhal-
ten unter Paritédtstransformation unwesentlich komplizierter. Der entsprechende Operator
lautet

~

P

PP, (1.184)
was wir aber hier nicht beweisen wollen.
Weil

sind die Eigenwerte von P gerade +1, entsprechend Zustinden gerader (+1) bzw.

ungerader (—1) Paritét. Fiir den 4-Spinor ((1.163) gilt mit Gl. ((1.184))

an-(580)-(35%) e

Falls 1) ein Eigenzustand zum Paritdtsoperator mit gerader/ungerader Paritét ist,
A S, +o(t,7) ) ( o(t,—r) )
Py(t,r) = FY(t,r) = i = ) 1.187
vt 7) = 20(8.7) ( £x(t,7) —x(t,=7) (1.187)

so hat ¢ ebenfalls gerade/ungerade Paritdt, wihrend x ungerade/gerade Paritéit besitzt.
Die Paritat von y ist also die umgekehrte von ¢ bzw. 1.

Fiir Systeme, in denen lediglich ein Zentralpotential qp(r) (welches invariant unter
Paritétstransformationen ist) wirkt, ist Paritét eine Quantenzahl, die sich genau wie die
Energie und der Gesamtdrehimpuls zur Klassifikation der Zusténde eignet, da sie mit dem
Dirac-Hamilton-Operator vertauscht:

[75, I:—,D} = [7015, A7 - P+ 4'me® + cup(r)}
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1 Relativistische Wellengleichungen

1.2.15 Das relativistische Wasserstoffatom | — Vorbemerkungen

Wir kommen nun zur Losung der Dirac-Gleichung fiir ein Elektron in einem wasser-
stoffihnlichen Atom, d.h. das Elektron unterliegt dem Einflufl des 4-Vektorpotentials

AM(X) = ( ze 6)T _ fe (@ G)T . (1.189)

dmegcr e \cr

Fiir diesen Fall hatten wir gesehen, dass der Dirac-Hamilton-Operator mit dem Gesamt-
drehimpuls-Operator (1.182)) und dem Paritétsoperator (1.184)) vertauscht. Eigenfunktio-

nen des Dirac-Hamilton-Operators sind also gleichzeitig Eigenfunktionen zu J und P.
Wir suchen nun die Eigenwerte und Eigenfunktionen der stationiren Dirac-Gleichung

E(f) = Hp () = (—17507 ¥V +~"me* — he %) (7). (1.190)

Es ist zweckméfBig, folgenden Ansatz fiir den 4-Spinor ¢ (7) zu machen,

P(r) = ( gg?) > : (1.191)

wobei F und G jeweils 2-Spinoren sind. Da die Eigenfunktionen von Hj auch Eigenfunk-
tionen zum Paritdtsoperator sind, kann man F und G durch ihre Paritéit klassifizieren.
Dabei miissen wir nur beriicksichtigen, dass G umgekehrte Paritdt wie F' hat, vgl. die
Diskussion im vorangegangenen Abschnitt,

FEF) = £F5(=7),
GE(F) = FGH(-7). (1.192)

Man beachte, dass in dieser Konvention G ungerade und G~ gerade Paritit be-
sitzt. Funktionen gerader Paritiit, also F'© und G, sind symmetrisch unter Punktspie-
gelung am Ursprung, sie besitzen damit auch gerade Werte des Bahndrehimpulses
(s—,d—,...Wellen). Funktionen ungerader Paritét, also F~ und G, sind antisymmetrisch
unter Punktspiegelung am Ursprung, sie besitzen damit ungerade Werte des Bahndreh-
impulses (p—, ...Wellen), vgl. Abb. [1.2]

Da die Eigenfunktionen v auch Eigenfunktionen zum Gesamtdrehimpulsoperator sein
sollen, kénnen wir folgenden Separationsansatz machen,

L )Y ()
im(T) = ( () VE. () ) : (1.193)

Hierbei sind die yfm(f) die sog. generalisierten Kugelflichenfunktionen, die, wie
wir im néchsten Abschnitt sehen werden, aus den von der nichtrelativistischen Diskus-
sion wasserstoffiahnlicher Atome bekannten Kugelflichenfunktionen Y, (7) und den
2-Spinoren X412 und x_;/ aus GL gebildet werden. Die generalisierten Ku-

gelflachenfunktionen sind nur Funktionen des Polar- und Azimutwinkels, # = 7/r =
(cos psin ¥, sin psin ¥, cos¥)?. Dagegen hingen die Funktionen f*(r) und g*(r) in GL
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1.2 Die Dirac-Gleichung

N Y

Abbildung 1.2: (a) s—Welle. Sie ist symmetrisch unter Punktspiegelung am Ursprung,
besitzt daher gerade Paritét. (b) p—Welle. Sie ist antisymmetrisch unter
Punktspiegelung am Ursprung, besitzt daher ungerade Paritét.

(1.193]) nur noch von der Radialkoordinate r = |7] ab. Der Faktor i vor der unteren Kom-
ponente ist reine Konvention. Man beachte, dass die generalisierte Kugelflichenfunktion
in der unteren Komponente umgekehrte Paritéit wie die in der oberen Komponente hat.
Damit wird die Paritdt der unteren Komponente relativ zur oberen bereits festgelegt,
was bedeutet, dass die Funktion ¢* dieselbe Paritit wie f* hat, also f* und g+ haben
gerade, wihrend f~ und ¢~ ungerade Paritéit haben.

1.2.16 Die generalisierten Kugelflachenfunktionen

In diesem Abschnitt wollen wir die generalisierten Kugelflachenfunktionen yfm(f) explizit
konstruieren und uns iiber ihre Eigenschaften Klarheit verschaffen. Zunéchst ist klar, dass

sie per Konstruktion Eigenfunktionen zu J? und J* sind,
TPV = P56+ 1) V()
JYE(F) = hmYi (7). (1.194)

Wie beim nichtrelativistischen Bahndrehimpuls gibt es auch hier Stufenoperatoren, die

aus der x— und y—Komponente von J gebildet werden,
Ji=J" 1]V, (1.195)
und die z—Komponente des Gesamtdrehimpulses um eine Stufe erhéhen oder erniedrigen,
Jo Vi () = 1§ (G +1) = m(m £ 1) Yi5ia () (1.196)

vgl. Glgen. (5.19) und (5.22) der Vorlesung “Quantenmechanik I”. Man beachte, dass das
Vorzeichen der Paritét (obere Indizes) unabhingig vom Vorzeichen und der Wirkung des
Stufenoperators ist.
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Um den Gesamtdrehimpuls J zu erhalten, sind nach GI. (1.182]) Drehimpuls L und Spin

S zu addieren. Es handelt sich aber natiirlich nicht um die Addition gewohnlicher Vekto-
ren, sondern quantenmechanischer Operatoren. Hierfiir gibt es Regeln, die wir ausfiihrlich
in Abschnitt besprechen werden. Fiir das folgende geben wir einfach das Resultat
an. Um eine Eigenfunktion zum Gesamtdrehimpuls j mit z—Komponente m zu erhal-
ten, miissen wir eine Eigenfunktion zum Bahndrehimpuls ¢ mit z—Komponente m, mit
einer Eigenfunktion zum Spin S = 1/2 kombinieren. Dabei kann der Spin aber sowohl
n (+z)—Richtung zeigen, also mit z—Komponente s = +1/2 (Spin up), als auch in

(—z)—Richung, also mit z—Komponente s = —1/2 (Spin down). Wir kénnen also zwei
Werte von m, wéhlen, um ein vorgegebenes m zu bekommen,
1 1

mg:m$§ <— m:mg:I:E. (1.197)

Fiir fest vorgegebene j, m und ¢ ergibt sich die generalisierte Kugelflichenfunktion damit
als Linearkombination zweier Beitrage zu den beiden moglichen Werten fiir my,

y]:tm(,ﬁ) =({{m— %; % %U m) X+1/2 Yem—1/2(7) + (€ m + %? % - %|J m) X-1/2 Yemi1/2(7) -
(1.198)
Die Koeffizienten
(€ myg; S s|j m)

sind die sog. Clebsch-Gordan-Koeffizienten fiir die Addition von zwei Drehimpulsen
¢ und S mit z—Komponenten m, und s zum Gesamtdrehimpuls j mit z—Komponente m,
vgl. Abschnitt

Fiir S = 1/2 sind j und ¢ natiirlich nicht beliebig wahlbar, sondern iiber die Relation

jzfiSin% — K:jq:%, (1.199)
miteinander verkniipft. Fiir vorgegebenes j kann ¢ also nur zwei mogliche Werte anneh-
men, die sich um Al = j+1/2 — (5 — 1/2) = 1 unterscheiden. Da ¢ € Ny, kann ¢
gerade oder ungerade sein. Fiir vorgegebenes j gibt es daher zwei generalisierte Kugel-
flachenfunktionen , die sich im Wert von ¢ unterscheiden, eine fiir £ = j —1/2 und
eine fiir £ = j+1/2. Wenn ¢ = j—1/2 gerade (ungerade) ist, dann ist £ = j+1/2 ungerade
(gerade).

Diese beiden Moglichkeiten entsprechen gerade den beiden Paritédtseigenwerten 4+ der
generalisierten Kugelfachenfunktionen . Um dies einzusehen, bemerken wir, dass
die Paritét der generalisierten Kugelflichenfunktion offensichtlich durch die Pa-
ritdt der Kugelflachenfunktion Yy, (7) festgelegt wird. Diese hatten wir schon Gl. (5.41)
der Vorlesung “Quantenmechanik I” untersucht,

PYyn(7) = (=1)" You (7)., (1.200)

sie wird also durch den Wert ¢ des Bahndrehimpulses bestimmt: gerade (ungerade) Werte
von ¢ entsprechen gerader (ungerader) Paritét. Die Eigenschaft fiir die gewohn-
lichen Kugelfiachenfunktionen tibertragt sich direkt auf die generalisierten Kugelflichen-
funktionen,

A

PY5 () = (—1) V5. (F) = £V;,,(7) (1.201)
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1.2 Die Dirac-Gleichung

weil (—1)¢ genau fiir gerade (ungerade) Paritiit positiv (negativ) ist. Die Wahl des Pa-
ritdtseigenwertes fiir die generalisierten Kugelfldchenfunktionen legt also fest, ob ¢ gerade
oder ungerade ist. Da ¢ auflerdem iiber die Relation mit dem fest vorgegebe-
nen Wert von j verkniipft ist, ist ¢ eindeutig bestimmt. Fiir die beiden md&glichen Werte
von /¢ (fir die es jeweils noch zwei mogliche Werte von s gibt) sind die Clebsch-Gordan-
Koeffizienten in Tabelle [I.1] angegeben.

(Em - s;4 slj m)

5= 5= —

1
2

(=j-1 (+3+m (+3—m
2041 20+ 1

(=41 (+3—m (+3+m
2041 2041

Tabelle 1.1: Clebsch-Gordan-Koeffizienten.

2

Kombinieren wir Gl. (1.193]) mit den Glgen. (1.194) und ((1.201]), so erhalten wir

TPk R = R0+ D),
J* ;tm(f) = hm¢fm(m=
Py () = 95,7, (1.202)

wobei wir fiir die letzte Gleichung noch GI. (1.186)) benutzt haben.

Anstelle der Paritdt kann man aber eine neue Quantenzahl einfiihren,

K:{+U+9

l, falls €=j+1,
—(j+3)

—((+1), falls (=j—1. (1.203)

Die Quantenzahlen j und « legen ¢ und damit die Paritit eindeutig fest. Den Zusammen-
hang zwischen j, x, ¢ und Paritdt haben wir fiir die niedrigsten Werte von j in Tab.
dargestellt.

’ Ji ‘ K ‘ l ‘ Paritat ‘
] 1] 1 —
2 =110 +
3 +2 2 +
2 _9 1 _
5 +3 3 —
2 | -3 |2 +

Tabelle 1.2: Zusammenhang zwischen j, s, ¢ und Paritét.
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1 Relativistische Wellengleichungen

Die Einfiihrung von & vereinfacht die Clebsch-Gordan-Koeffizienten aus Tab. [L.1]

m+%+m

1.1 1), —

2
wie man sich durch explizites Nachrechnen iiberzeugt. Ersetzt man die Paritdt durch k,
so konnen die generalisierten Kugelflichenfunktionen (1.198)) also wie folgt geschrieben
werden,

[k+3—m //i+ +m
y]m( = —sgn(k o+l 1 X+1/2 Yem— 1/2 2/{_’_1 X1/2Y2/m+1/2()

(1.204)
Fiir die Wellenfunktion (1.193) ergibt sich damit

K ) = fjﬁ(r)y_]’:’n(f>
V() = ( g (r) V() ) : (1.205)

Hierbei haben wir antizipiert, dass die Funktionen f/* und g/ auch von der Drehimpuls-
quantenzahl j abhidngen werden.

Zum Schluss dieses Abschnitts verschaffen wir uns noch Klarheit {iber zwei Eigenschaf-
ten der generalisierten Kugelflichenfunktionen, die wir bei der Losung des Radialanteils
der Dirac-Gleichung im néchsten Abschnitt benotigen werden:

(i) G-LYE() = —h(k+ 1) VE() . (1.206)

Beweis: Mit Gl. (1.182) und S = hd'/2 gilt

J2=L2+82+4+2L-S=L%>+S%+h&-L,
also
he - LYL(F) = (f2—E2—§2) VL (7)

= R[G+1)—l+1) =35 (),

wobel wir ausgenutzt haben, dass die generalisierten Kugelflichenfunktionen auf-

grund von Gl. (|1.198]) natiirlich auch Eigenfunktionen von L2 und S? zu den Ei-
genwerten h2((¢ + 1) bzw. h2S(S + 1) = 3h%/4 sind. GemiB Gl. (1.199) ist aber der
Wert ¢ des Bahndrehimpulses fiir gegebenes j bereits festgelegt, so dass wir weiter
berechnen

: )
)i +3) = 3] V), falls £=j—
{ h2(g + g)y;;n 4
R (j = 5) V(7
= R (k+1)Y5(F), qed
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1.2 Die Dirac-Gleichung

G-V (F) = =Var(r) . (1.207)

Beweis: Der Beweis verliuft in zwei Schritten. Wir zeigen zunéchst, dass -7 Vi(7)
umgekehrte Paritat wie ng;(f), aber ansonsten dieselben Quantenzahlen j, m tragt,
also

G V() = N V() (1.208)
Im zweiten Schritt zeigen wir dann N; = —1.

Zunichst berechnen wir den Kommutator [j s 7]. Dazu bendtigen wir

£ P . O
L 57| = —inet i, (&g x—) — it g6, ST T
r T
= —iheT* i 6, (M — 3*3") = —ihe* 3 6y, (1.209)
und "
[S 5@ =5 (b5, 6,187 = ihe? 5,39 (1.210)

wobei wir die Kommutationsrelation (|1.113) fiir die Pauli-Matrizen benutzt haben.
Kombinieren wir die Glgen. (|1.209)) und ((1.210)), so erhalten wir

[ji, 6r] —0. (1.211)

Selbstverstindlich gilt dann auch [J2, 7 - 7] = 0.

Als néchstes berechnen wir den Antikommutator

ST

{15, 57“} = P& i+

Aus G folgt
T2 5 @) =
LG

PP = (—3-f+

Qv
>

N———
~
Il
)}

(1.212)

ST

ATV =BG+ 1[5 V0]

V) = b (57 V5]

Qp

was bedeutet, dass o - 7 Vi, () dieselben Quantenzahlen j,m hat wie Y}, (7). Aus

Gl. (1.212) folgt dagegen, dass

L Qp

SYB

5[5 ayr ] L e pys sy O PYR(P), falls PYSL(F) = +Vf,(7)
P15 1950 = rpyjm(”_{ LG RVE(), falls PYE(F) =~V (7) |

was bedeutet, dass 7 - 7 Vi, () die umgekehrte Paritét hat wie Vi (7). Beide Tat-
sachen zusammengenommen lassen sich wie in Gl. (1.208]) dargestellt ausdriicken.

Wir miissen nun noch zeigen, dass die Normierungskonstante N; in Gl. (1.208) den
Wert —1 hat. Dazu geniigt es, Y}, (7) bei bestimmten Werten fiir die Winkel, z.B.
¥ = ¢ = 0, also bei # = (0,0,1) = 2, und bei einem bestimmten Wert fiir m,

43



1 Relativistische Wellengleichungen

z.B. m = —1/2, zu betrachten. Aus Gl. (5.37) der Vorlesung “Quantenmechanik I”

wissen wir, dass
[20 41
i Omg,0 5

. 20 +1 (6 — mg)|
Yim = P(1
14 4<Z) \/ A (E—{—mg)' ¢ ( )
wobei wir die Tatsache benutzt haben, dass fiir m, > 0 alle zugeordneten Legendre-
Polynome bei cos?¥ = 1 verschwinden und fiir my, = 0 diese Polynome den Wert
Eins annehmen. Gleichung (1.204)) hat fir m = —1/2, 7 = 2 und k = ¢ > 0 die
folgende Form:

o R K41 K
yj,fl/Q(Z) = _’\/2 1 X+1/2 Ye—1(2) + ot 1 X-1/2 Ye,0(2)
2&4—1
2KJrle/M/ X1/2,

wéhrend fir k = —(£+ 1) < 0 gilt

. R k+1 K R
Viiip(2) = \Vorri X+1/2 Ye—1(2) + o1 X Yi0(2)
. K \/—2& -1 \/—m

= 2%+ 1 X—1/2 = X-1/2 5

also in beiden Fillen fiir # = 2 und unter Benutzung von Gl. m

G2V 10(2) = 03V (2 \/ UgX 12 = — \/ X 1/2

= NV, 5 p(8) =N x 12 (1.213)

d.h., wie behauptet, N; = —1, q.e.d..

Warum sind die beiden Eigenschaften ([1.206]) und m 1.207)) wichtig? Im néchsten Abschmtt
wenn es an die Losung der Radialgleichung geht, wird des ofteren der Operator ¢ G - p =
—ihé -V auf die Funktionen Vi, () anzuwenden sein. Dieser Operator 1d8t sich wie folgt
schreiben:

G- ra-L. (1.214)

Y3080 = 1 E——&.(fxf,)
r r r
— Eez]ki,zxja _lezjkA A]Lk:ZhEZJkA i,jekfmzéa
r r r "
B o ‘ 1 L
= ! ~ (e 5zm5ﬂ)&imfam=Z—(g-w-V—ra-v)
r
w610 5. d (1.215)
= th|d-7— —07- ed. . )
or - d

In GL m treten genau die Operatoren aus den Eigenschaften ((1.206 - und (|1.207)) auf.
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1.2 Die Dirac-Gleichung

1.2.17 Das relativistische Wasserstoffatom Il — Losung der
Radialgleichungen

Wir kommen nun zur Bestimmung der Energie-Eigenwerte der stationdren Dirac-Gleichung
(1.190)). Dazu setzen wir den Losungsansatz ((1.205)) in diese Gleichung ein,

Efi(r) Vi) = <m02 — % hc) J7 () Vi (7) + hic & - ﬁg;”(?“) Vim (7))

Egi(r) V(i) = (—m 2 ? hc) 9 (r) Vi () — hed -V fE(r) Y5 (7) . (1.216)

Kombinieren wir Gl. (|1.214]), angewendet auf die oberen und unteren Komponenten des
4-Spinors (|1.205)), mit den Eigenschaften ((1.206]) und (1.207)), so konnen wir einige Terme
wie folgt umschreiben,

. R dag”® K S
5 Sy = o0 [L0 B0 5 Eyo
dgi(r) 1-x , .
- [ - )| v
A : dfr B(r) .~ >
5900 = 5o [0 B0 ]y
dff(r) 14w .
_ {_ (Jir B TK j(T)] V() . (1.217)

Setzen wir dies in die Glgen. (1.216)) ein, so erkennen wir, dass auf beiden Seiten der
Gleichungen ausschlieflich generalisierte Kugelflichenfunktionen zum selben Wert von
auftreten; wir konnen diese also abseparieren,

Eff(r) = (mc2 - ?hc) fr(r) = he {

dg” 1—
g5 (r) L Lok
dr r

0]

dfe
Botr) = (_mcz_%hc) 9?(T)+hc[ féfr) + 1?:'11”5‘(1")] . (1.218)
oder
E—me 7 dgf 1—
(Tmc+7a> ) = AL
2 dfe
(EJ;Lch * %) 9 (r) = fél:r) + 1J;Kff(7") : (1.219)

Dies ist ein gekoppeltes System von zwei gewohnlichen Differentialgleichungen erster
Ordnung in der Variablen 7 fiir die Funktionen f7(r) und g5(r), die sog. Radialgleichun-

gen. Im folgenden ist es zweckmiiflig, der Ubersicht halber die Indizes j und & zunichst
wegzulassen, sowie die folgende Substitution durchzufiihren,

fr=rf, gr=rg,
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1 Relativistische Wellengleichungen

so dass wegen f = fg/r
df _1dfe fr

dr — r dr 2’
und entsprechend fiir die Ableitung dg/dr. Dann heben sich einige Terme in den Glgen.

(1.219)) weg und wir erhalten

E—mc 7 d
(B2 22y = )
me? Za dfp(r K
(—E _';ic + o ) gr(r) = _fé%: ) + - fr(r). (1.220)

Um das asymptotische Verhalten fiir » — co zu analysieren, konnen wir Terme der
Ordnung O(r~!) vernachlissigen und erhalten

dfr(r) mc* + E

o S TR )
dgr(r) mc? — E
dr he Ja(r) -

Differenzieren wir beide Gleichungen noch einmal nach r, so konnen wir sie durch gegen-
seitiges Einsetzen entkoppeln,

d?fr(r) N mc? + E dgg(r) N m2ct — E?

dr2 he dr —  Rh3? fa(r)
d%gg(r) mc? — E dfp(r)  m?c* — E?

2 = = 2.2 gr(r) -

dr he dr h*c

Fiir ungebundene Zustinde, F > mc?, erhalten wir oszillierende Lésungen,
T2 — m2ch
r—oo, E>mc :  fr(r), gr(r) ~ cos(kr) , k:h—mc,
c

withrend fiir gebundene Zustinde, £ < mc?, exponentiell abfallende oder ex-

ponentiell anwachsende Losungen moglich sind. Letztere miissen wir natiirlich aus
Griinden der Normierbarkeit ausschlielen, also verbleiben nur die exponentiell fallenden
Losungen,

9 vm2ct — FE

r—oo, E<mc: fr(r), gr(r) ~exp(—Fkr), k:T.

Im folgenden betrachten wir nur Losungen fiir gebundene Zustédnde. Definieren wir die
dimensionslose Radialvariable

N
he
so konnen wir das Gleichungssystem ([1.220]) folgendermaflen schreiben,

(m02 — FE —Vm2ct — E? %) frlp) = Vm2ct —E2? [ng—(m — ng(p)] ,

p T, (1.221)

dp P
(mc2 + B+ vmict — E? %) gr(p) = vm?c' — E? {%{Ep) + g fR(m] :
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1.2 Die Dirac-Gleichung

Nach Division durch vVm?2c* — E2 und Definition der Variablen

€=\ ——, (1.222)

erhalten wir schlie3lich

Zo ~ dgr(p) &
(6 - —) fr(p) = dp EQR(P) )
1 Za _ dfrlp) K
(E + 7) gr(p) = de + ; fr(p) - (1.223)

Zur Losung machen wir einen Potenzreihenansatz (multipliziert mit e=”, um im Unendli-
chen exponentiell abklingende Losungen zu erhalten),

fr(p) = ") Awpte,
k=0
gr(p) = p"> Bipte™. (1.224)
k=0
Eingesetzt in das Gleichungssystem (|1.223]) erhalten wir
ZAk (epu—l—k — 7 pl/+/€—l) _ ZBk [(V 4+ k- H)pu+k—1 . pu—l—kz] ’
k=0 k=0

Z B, (% P’ 4 Za p”+k_1> = Z Ay [(v+ k+ K)p ™t = p ]
k=0 k=0

bzw. nach Umdefinition der Summationsindizes, um identische Potenzen von p vergleichen
zu koénnen,

o

0 = Z [ Ap_1 — ZaAr — (v +k — K)By + By p" ™1,
k=0
= [1
k=0

wobei vereinbart wird, dass A_; = B_; = 0. Da diese Gleichungen fiir jeden Wert von p
gelten miissen, konnen sie nur erfiillt werden, wenn die Koeffizienten fiir jeden einzelnen
Term verschwinden,

0 = EAk_1+Bk_1—ZOéAk—(V—i‘k—H)Bk s
1
0 = Ak—l + Z Bk—l — (l/ + k + li)Ak + ZOéBk . (1225)
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1 Relativistische Wellengleichungen

Dieses Gleichungssystem kann man in Matrixform wie folgt schreiben:

—Z
-V — K

OO =™

Ein nicht-trivialer Losungsvektor (Ag, By, . .

—V+K 0
Zo 0
1 —Z«
/e —v—-1-—k
0 €

0
0
—v—14k 0
Zao 0
1 —Za
1/e —v—2—-K
.,Ak,Bk,..

—v—24k 0

Ao

0

)T erfordert das Verschwinden der

Koeffizientendeterminante. Bei genauem Hinsehen entpuppt sich diese als die Determi-
nante einer Matrix vom in Aufgabe 2.1(ii,a) besprochenen Typ (abgesehen davon, dass
die Matrix hier unendlich dimensional ist),

mit der (2 x 2)—Matrix

_( My O
D:(E Dl),

- —Zoa —Vv+Ek
Mo = < —v—kKk Za ) ’
der (oo x 2)—Matrix
€ 1
1 1/
E = 0 O s
und der (0o x 0o)—Matrix
—Za —v—14k 0
—v—1—k Za 0 .
B € 1 —Za —v—24kK
Dy = 1 1/e —v—2—kK Za
0 0 € 1
Man beachte, dass D; die gleiche Struktur wie D hat,
(M 0
Dy = ( E Dy ) :
mit
—Za —v—14+k
Ml_(—y—l—/i A )

Aufgabe 2.1(ii,a) besagt, dass die Determinante der Matrix N wie folgt zu berechnen ist,

detD = detQXQMQ detD1 = detQXQMO detgngl detD2 =...= H detQXQMk s
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1.2 Die Dirac-Gleichung

wobei
—Za —v—k+k
Mk_(—v—k—m Zo )
Das Ergebnis ist offensichtlich
0=detD =[] [+ = (v + k)’ = (Za)?] . (1.226)
k=0

Die Koeffizientendeterminante verschwindet also, falls v einen der folgenden Werte an-

nimmt:

v=—-k+t\r*—(Za)?, keNg. (1.227)
Mit dem Potenzreihenansatz (|1.224]) verhalten sich die Losungen f, g am Ursprung, » — 0,
wie

Damit die Losung normierbar bleibt, muss z.B. gelten

o [o.¢]
/d?’Ff2 ~ / drr?r? =2 = / drr® < oo .
0 0

Um ein Divergieren des Integrals am Ursprung zu verhindern, miissen wir fordern
- 1
v>——.
2

Vergleichen wir dies mit dem Ergebnis (1.227) und beriicksichtigen, dass |x| > 1 und
i.a. Za < 1, so miissen wir die negative Losung in Gl. (1.227]) ausschlieSen. Die positive
Losung ergibt die Bedingung

1
v+ k= r<52—(Za)2>k:—§.

Dies ist nicht fiir beliebige Werte von k erfiillbar, es geniigt aber, wenn es fiir ein k, z.B.
k = 0, erfiillt wird (dies reicht aus, um die Koeffizientendeterminante zum Verschwinden
zu bringen). Es ergibt sich also

v=+vK?— (Za)?. (1.228)

Mit dieser Losung bestimmen wir nun die Koeffizienten Ay, By in der Reihenentwicklung
(1.224]). Zunéchst kann man die Koeffizienten Ay 1, Br_1 in den Glgen. (1.225)) eliminieren,

1
Ak,1 = V‘i‘k‘i‘/‘i)Ak—ZOéBk——Bk,l,
€

(
Bk—l = (V—i‘/{?—li)Bk—i‘ZOéAk—EAk_l,
(

1
— Ay, = V—i‘k—i‘H)Ak—Z&Bk—E[(V—Fk—H)Bk—i—ZCYAk—EAk,l]

A k—
= <V+]€+H——a>Ak—<Za+H—H)Bk+Ak1,
€

€
1
By = (V+k—kK)By+ZaA,—e {(V+k:+m)Ak — Za By — - B,
€

= W+k—kKk+Zae)By+[Za—e(v+k+ k) Ay + B_1,
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1 Relativistische Wellengleichungen

bzw.

Z k —
(MM__Q)Ak _ (ZMU)&,

€ €

(v+k—rk+Zae)B, = [e(v+k+k)—Za] Ay .

Multipliziert man die erste Gleichung mit e, so ergibt sich die zweite. Die beiden Glei-
chungen sind also nicht linear unabhéngig. Dies bedeutet, dass man einen der beiden
Koeffizienten, z.B. By, durch den anderen, A, ausdriicken kann,

ev+k+kr) —Za
v+k—rKk+Zae

Eingesetzt in, beispielsweise, die erste Gl. ([1.225]) ergibt sich eine Rekursionsformel fiir
die Koeffizienten Ay,

By, = Ay (1.229)

cv+k—14+K) —Za
v+k—1—Kr+Zae

cv+k+k)—Za

0=
et v+k—kK+Zae

:|Ak_1—|:ZOé+(V+kf—/f> ks

bzw., wenn wir k — k + 1 setzen und nach Ay,; auflésen

ev+k+k)—Za+te(v+k—rk+ Zae)

v+k—kKk+Zae
v+k+1—r+Zac

"kt l Rkt 1t R —Zal+ Za(v tk+1—r+ Zae)
v+k+1—rk+Zae 2(v+k)+ Za(e —1/e)
v+k—k+Zae (v4+Ek+1)?2—-r2+(Za)?

A = A

— A (1.230)

Fiir £ — oo geht dies gegen

a2 2.2 2h+1
F k1 MUk )k (k+ 1)

was bedeutet, dass die Potenzreihe ([1.224]) bis auf ein Polynom endlicher Ordnung in p
wie folgt abgeschétzt werden kann:

ZAkpk ~ Z —( k!) = e,
k=0 k=0

Dann divergiert aber die Funktion fr im Unendlichen,
frvpl e el ~plel

und die Losung ist nicht normierbar. Der Ausweg ist zu fordern, dass die Potenzreihe
bei einem gewissen £k = N < oo abbricht, also dass A, = 0 V k£ > N. Dies
ist die gesuchte Abbruchbedingung, die letztlich eine Bedingungsgleichung fiir die
Energie-Eigenwerte darstellt.

Betrachten wir den Ausdruck fiir k = N, also fiir den Wert von k, fiir den der

Koeffizient Ay, = 0 wird, dann erkennen wir, dass dies nur dann der Fall ist, wenn einer
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1.2 Die Dirac-Gleichung

der Zéahler der beiden Briiche verschwindet. Fiir x < 0 ist der erste Zahler nie negativ,
kann also nicht verschwinden, und fiir £ > 0 ist

ﬂ_yzﬁ_v%ijaizﬁ_ﬁP_W§§2+o(€23}:£§23<1.

K4 2K

Also ist 1 + v — Kk ein Wert, der ein wenig kleiner als 1, aber nie negativ ist. Dann kann
aber der erste Zahler auch fiir £ > 0 nie null werden. Es bleibt nur die Moglichkeit, dass
der zweite Zahler bei k = N eine Nullstelle hat,

A 9 Ime2+ E me®*+ E—mc*+ E 2ZaFE

bzw.

(m*c* — E*)(v+ N)? = (Za)*E?
— E*[(v+ NP+ (Za)?] = m’c*'(v+N)*,

also

E = mc? \/ (v+ N)? = mc? \/1 - (Zo)
o (v+ N2+ (Za)? w2 — (Za)? + 2vN + N2 + (Za)?
(Za)? _
(N +1])2 + 2 (/i = (Za)t — |

= mc® |1—

(1.231)

Man beachte, dass aufgrund der Rekursionsformel auch alle Koeffizienten Ay mit
k > N + 1 verschwinden, da im Zahler immer ein Faktor 2(v + N) + Za(e — 1/e) = 0
auftritt. Die Reihe bricht also in der Tat ab.

Es gibt noch eine Besonderheit zu beachten: fiir x > 0 kann das kleinstmogliche N, bei
dem die Reihe abbricht, nicht null sein. Falls ndmlich N = 0, wird die erwartete Nullstelle
im Zéhler durch eine ebensolche im Nenner aufgehoben. Um dies zu sehen, erweitern wir
den in Frage kommenden Bruch mit Eins,

2+ Zae — Zafe v+ Zoe — Zaje v+ Zae+ K
v+ Zoe— K v+ Zoae—Kk v+ Zae+k
(2v+ Zae — Zafe)(v + Zae + k)
k2 — (Za)? +2vZae+ (Zae)? — K2
Qv+ Zae—Zaje)(v+ Zae+ k) v+ Zae+k

= = 0.
Zoae(2v + Zae — Zae) Zae 7

Wir miissen den Fall k > 0, N = 0 daher in der folgenden Diskussion ausschlielen.
Wir definieren nun eine neue Quantenzahl

n=N+|kl>1. (1.232)
Da fiir kK > 0 der Wert N = 0 auszuschlielen ist, haben wir

n>k=/¢ fir k>0
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1 Relativistische Wellengleichungen

und
n>—-k=¢(+1 fir k<0.

Also ist einerseits
—n<k<n, (1.233)

und andererseits
n>0>0. (1.234)

Dies zeigt, dass die neue Quantenzahl n die aus der nichtrelativistischen Diskussion be-
kannte Hauptquantenzahl ist. Ersetzt man N durch n = N + || und |s| = j + 3, vgl.

Gl. (1.203)), so folgt fiir die Energie-Eigenwerte (|1.231])

(Za)?
2 . 1 . 1\2 2 . 1
w2(n-i =) WG+ - Zar -

E,j=mc* |1— (1.235)

Dies sind die Energie-Eigenwerte fiir gebundene Losungen der Dirac-Gleichung im Cou-
lomb-Potential eines wasserstoffahnlichen Atomkerns.

Fiir Za < 1 148t sich der Ausdruck (1.235)) entwickeln. Mit

1) , 1 (Za)?
V(‘”i) B A R T

(Za)? _ (Za)’ [1+ (Za)? (n B 1>]
J

n?—(Za)?(n—j—3)/(+3) n? n? +1
erhalten wir aus GI. m bis auf Terme der Ordnung O[(Z«)%]

P [1_(Za)2_(Za)4_(Za ( 1)]

und

2n? 8nt 2n4
B 5 (Za)*  (Za)? n
= me [1 “ o o Gl O [(Za)"] . (1.236)
Der erste Term ist die Ruheenergie. Der zweite ist mit der Rydberg-Energie
h? m e a?
Er = = = 2
R 9mad ~ 20dme 2R 2
gerade identisch mit
B o (Za)? Z?
Enr = —mc 2n2 =-F ﬁ s (1237)

also der nichtrelativistischen Energie im n—ten Energieniveau. Der letzte Term in GI.
stellt die erste relativistische Korrektur dar, beinhaltet also beispielsweise die in
Abschnitt besprochene Spin-Bahn-Kopplung, und liefert die Feinstruktur der
Energiespektren, da die Entartung zu gegebener Hauptquantenzahl n aber unterschiedli-
chem Gesamtdrehimpuls 7 durch diesen Term aufgehoben wird.
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1.2 Die Dirac-Gleichung

’ n ‘ K ‘ J ‘ 14 ‘ Bezeichnung (n/;) ‘ E,jimc? ‘ Reihenfolge

1| -1 % 0 151/2 1— (Z@)Q 0
—2 % 1 2P3/2 1-— i(ZOé)2 2
2|-1]3|0 2512 |1 (zap |

1 % 1 2P ) 2 144/1-(Za)?
-3|5]2 3Ds s 1—3(Za)? 5
-2|3]1 3Pss | (Zay A

3 2 % 2 3D3/2 5+24/4—(Za)?
~1 % 0 3512 | (Za)? 5

1 5 1 3P1/2 5+44/1—(Za)?

Tabelle 1.3: Tabelle der niedrigsten Emergie-Niveaus des relativistischen Elektrons in
wasserstoffahnlichen Atomen. Die Bezeichnung fiir den Bahndrehimpuls ¢
folgt dem aus der nichtrelativistischen Diskussion bekannten Schema ¢ =

S, P,D,.. fir{=0,1,2...

In Tab. sind die niedrigsten Energie-Niveaus des Elektrons in wasserstoffahnlichen
Atomen entsprechend ihren Quantenzahlen aufgefithrt. Man erkennt die Entartung der
Energie-Niveaus zu gleichem n und j, aber umgekehrter Paritét (+x). In der letzten Spalte
ist die Reihenfolge der Energie-Niveaus, beginnend vom Grundzustand, aufgefiihrt. Die
relativistischen Korrekturen sorgen dafiir, dass beispielsweise der 2P3/;—Zustand etwas
hoher als der 2P, j,—Zustand liegt.

Das Termschema des relativistischen Wasserstoffatoms ist in Abb. dargestellt. Die
linke Spalte entspricht der nichtrelativistischen Behandlung. Die néchste stellt die eben
diskutierten relativistischen Resultate dar. In der dritten sind Effekte von Strahlungskor-
rekturen aus der quantenfeldtheoretischen Behandlung im Rahmen der Quantenelektro-
dynamik mit beriicksichtigt. Die sog. Lamb-Verschiebung sorgt dabei fiir eine Aufhe-
bung der Entartung von beispielsweise dem 2.5} — und dem 2P, ;,—Niveau. In der vierten
Spalte schliefSlich sind noch die Korrekturen der Hyperfeinaufspaltung angedeutet, die
von der Wechselwirkung mit dem Spin des Atomkerns herriihren.

Zum Ende dieses Abschnitts wollen wir noch die Wellenfunktion im Grundzustand,
dh firn =1k = -1,j = 1/2, £ = 0, also im 15 /,—Zustand untersuchen. Weil
{=m;=0,ist m=s=+1/2,s. GL (1.197). Es gilt dann

(1.238)

Aufgrund von GI. (|1.207)) ist
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1 Relativistische Wellengleichungen

n J { mg F
B
5
4
3Ds 3Ds 75 ?
. ‘ . 2
8Py2 3Dy 775/27777“33/2 3Dy i 1
= 32 23 2 0
3512 3P/ - 38172 3Py a (1)
X 2
B T N 32 ey 172 ) 1
2812 /
e §=13
2819 2Py 2P 3
0
1
“w\//
.
1
. 18 — 1
15,2 e 0 +172
12 R 0
Bohr Feinstruktur Lamb-Verschiebung Hyperfeinstruktur
Lésungen der Spin-Bahn-Kopplung Strahlungs- Spin-Spin-Kopplung
Schrédingergleichung  und relativistische korrektur (QED) (Energieskala
ohne Spin. Korrektur. 100-mal gestreckt)

Entartung: n?

Abbildung 1.3: Termschema des relativistischen Wasserstoffatoms [9].

Ferner ist nach GI. (|1.204])

R 1 R 1 .
yf/la,s(r) =\/5 T 58X+ Yos-1/2(7) +14/ 5 " 8X-172 Yosi1/2(F) -

Die Kugelflichenfunktionen verschwinden fiir |m,| > ¢, also muss fiir den ersten Term
s = +1/2 und fir den zweiten s = —1/2 gelten. In beiden Fillen nimmt die Kugel-
flachenfunktion den Wert

an. Wir erhalten somit

Damit haben wir fiir die Grundzustandswellenfunktion

1 fipp(r)xs

— N 1.239
Vdr \ —io - rgl/g(r)xs ( )

Uiy (F) = iy (1) =

o4



1.2 Die Dirac-Gleichung

Die Grundzustandswellenfunktion ist offensichtlich kugelsymmetrisch. Die Radialfunktio-
nen besitzen die Potenzreihendarstellungen ((1.224). Fiir n = N + || = 1 und k = —1
brechen diese schon nach dem ersten Term (N = 0) ab. Mit Ey 10 = mc?y/1 — (Zav)? ist

r Zamc?
p= m%‘*—Eil/2 \/m204 (1-1+(Za)?) = P
und damit
1 Zamc? 2
-1 — Z g Ape P = 1-(Za)?2-1 - A
fl/g(r) r P 0€ he P € 0>
B 1 B Zamc? —Zeeq
Gijp(r) = —p'Boeh = = pVIT¥ P-le=r By . (1.240)
Es gilt
me® — By )2 1—+/1—(Za)?
mc2+E11/2 1—1-\/1— Za
und damit aufgrund von GI. (1.229)
L vem—Za_ e(VI=(Za) - 1) - Za
0 0 V— K+ Zoe 0 1—(Za)?’+ 1+ Zae

- [(Zoz) (1- 1-(2@2)1: 20 (1 V1 (Zap) .

Fiir Za < 1 konnen wir wieder entwickeln,

1—/1—=(Za)? Za

Za 2
Also ist
_ Zamc* .. _
fl/;(r) = e (Z0)°/2 =0 A,
~ Zamc? w022 p g O _ _
91/12(7") = T P (E 2 er Ay = 5 = 7f1/2(7")-

Die unteren Komponenten der Wellenfunktion sind also um einen Faktor Za/2 < 1 klei-
ner als die oberen. Es gibt einen wichtigen Unterschied zur nichtrelativistischen Grund-
zustandswellenfunktion: die relativistische Wellenfunktion divergiert am Ursprung wie
r=(Ze)*/2 Diege Divergenz ist wegen Za < 1 jedoch sehr schwach und die Wellenfunktion
ist nach wie vor integrabel. Die Normierungskonstante Ag ist aus der Forderung

1= 3 [ @k,

s=%£1/2

bestimmbar.
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1 Relativistische Wellengleichungen

1.3 Die Proca-Gleichung

Wir haben in den vorangegangenen Abschnitten relativistische Wellengleichungen fiir Teil-
chen mit Spin 0 (Klein-Gordon-Gleichung) und mit Spin 1/2 (Dirac-Gleichung) bespro-
chen. Es gibt auch Wellengleichungen fiir Teilchen mit hoherem Spin. Photonen beispiels-
weise sind masselose Teilchen mit Spin 1; die Lagrangedichte ist in GI. gegeben
und die zugehorigen Euler-Lagrange-Gleichungen sind die Maxwell-Gleichungen . Es
ist naheliegend, fiir Spin-1-Teilchen einen dhnlichen Ansatz fiir die Lagrange-Dichte zu
wéhlen. Allerdings muss im Fall von Teilchen mit Masse m # 0 die Lagrange-Dichte
noch um einen Massenterm erweitert werden. Vernachlédssigen wir die Kopplung an
externe Strome, so lautet die zugehorige Lagrange-Dichte

(he)? m2ct

ﬁProca = _T FMVFMV + VEV,

2 e

(1.241)

mit dem Feldstarketensor
Fr =9rvy —o9"VH | (1.242)
wobei das “4-Vektorpotential” V#* das massive Spin-1-Feld beschreibt. Man beachte, dass

die Einheiten so gewihlt sind, dass V# die gleiche Dimension wie das Klein-Gordon-Feld
¢ besitzt. Aus der Euler-Lagrange-Gleichung

. a»CProca 8£P1roca
0=20, SO v (1.243)

erhalten wir die sog. Proca-Gleichung
0= RO F" +m*? V" = (KO +m?c®) V¥V — i*0"0,V" (1.244)

wobei wir im zweiten Schritt die Definition des Feldstéirketensors benutzt haben.

Teilchen mit Spin 1 besitzen entsprechend ihrer moglichen Spin-Einstellrichtungen (41,
0, —1) drei Freiheitsgrade. Das Proca-Feld V# hat aber zunéchst vier unabhéngige Kom-
ponenten. Es muss also eine zusétzliche Bedingung geben, die erlaubt, eine der vier
Komponenten von V# zu eliminieren. Diese erhalten wir, wenn wir die 4-Divergenz der

Proca-Gleichung ([1.244]) bilden,
0= (hQD + m202) 9,VV —r* 0O 0, V* = m2c? 9,V ,
oder, da m # 0,
0=0,V*". (1.245)

Diese zusétzliche Bedingung ist identisch mit der Lorenz-Eichung in der Elektrody-
namik. Sie erlaubt, eine der vier Komponenten, z.B. V°, durch die anderen drei auszu-
driicken. Benutzen wir Gl. (1.245)), so vereinfacht sich die Proca-Gleichung (|1.244}) zu

0= (R0 +m?c?) Vi, (1.246)

Diese Gleichung besagt, dass jede der Komponenten von V* fiir sich die Klein-Gordon-
Gleichung erfiillt.

Eine Wellengleichung fiir Teilchen mit Spin 3/2 ist die sog. Rarita-Schwinger-Glei-
chung und wird in Ubungsaufgabe 5.1 behandelt.
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2 Symmetrien

Der Begriff der Symmetrie, d.h. der Invarianz einer Theorie unter bestimmten Trans-
formationen der in ihr enthaltenen Grofien, spielt eine wichtige, wenn nicht sogar die
wichtigste Rolle, in der mathematischen Formulierung der Naturgesetze. Wir hatten den
Symmetriebegriff schon in Abschnitt 1.4 der Vorlesung “Analytische Mechanik und Spe-
zielle Relativitétstheorie” diskutiert. Wir hatten dort gesehen, dass die Invarianz der
Wirkung unter Koordinatentransformationen

t — (1),
qt) — q'(q).1),

gemafl dem Noetherschen Theorem zu Integralen der Bewegung, d.h. zu Erhal-
tungssitzen fiihrt. Eine Transformation, die die Wirkung invariant 1&3t, bezeichnet man
als Symmetrietransformation.

Wie wir in diesem Kapitel sehen werden, 148t sich der Symmetriebegriff auch auf quan-
tenmechanische Systeme iibertragen. Auch hier werden wir auf Integrale der Be-
wegung gefithrt. Wir werden allerdings nicht wie beim Noether-Theorem den Zugang
iiber die Invarianz der Wirkung wéhlen, sondern direkt das Verhalten der Schrodinger-
Gleichung unter Symmetrietransformationen untersuchen.

Um die mathematische Struktur von Symmetrietransformationen in der Quantenme-
chanik zu verstehen, werden wir eine kurze Einfithrung in die Gruppentheorie geben.
Wir werden dann sehen, dass sich Symmetrien einer Theorie nicht nur auf die Invari-
anz unter Koordinatentransformationen beschrinken. Mindestens genauso wichtig ist die
Klasse der sog. internen Symmetrien, d.h. Transformationen, die nicht mit den Raum-
Zeit-Koordinaten des Systems zusammenhéngen. In diesem Zusammenhang diskutieren
wir die Isospin-Symmetriegruppe und die Flavor-Symmetriegruppe, die fiir die
Physik der Starken Wechselwirkung von grofler Bedeutung ist.

2.1 Symmetrien in der Quantenmechanik

2.1.1 Raum-Translationen

Wir betrachten den Hilbert-Raum-Zustand |¢). Diesem Zustand kann man geméf

¥) — (1) = (FI)

eine Wellenfunktion im Ortsraum zuordnen. Wir betrachten nun eine Translation im
Raum

=l

P =F+ad, (2.1)
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2 Symmetrien

- — . . . .
wobei @ = const.. Wenn wir fordern, dass die Physik invariant unter solchen Raum-
Translationen ist, also dass die Raum-Translation ({2.1]) eine Symmetrietransformation
ist, dann muss fiir die transformierte Wellenfunktion gelten

() = 9(r) (2.2)

d.h. die transformierte Wellenfunktion ¢’ am transformierten Ort 7/ muss gleich der
urspriinglichen Wellenfunktion ¢) am urspriinglichen Ort 7 sein. Mit Gl. (2.1)) 148t sich GI.
(2.2]) wie folgt schreiben

(' +d) =¢(F)  oder () = o(F—d). (2.3)

Die letzte Gleichung 148t sich mit dem sog. rAumlichen Verschiebungsoperator Ur(é’)
wie folgt ausdriicken,

w

W' (7) = Un(@) () . (2.4)
Wenn eine Raum-Translation eine Symmetrietransformation ist, kann sie keinen Einfluf}

darauf haben, ob ein Zustand haufiger oder seltener auftritt. Aufgrund der Wahrschein-
lichkeitserhaltung gilt daher

Wiy = [@rwinem) = [ @@ e = [@F [0 un] o@ e
— [Ere @U@ U@ = [ @@ = @) 25)
Dies bedeutet, dass UF(J) ein unitédrer Operator sein muss,
Ul@u,(@) =1 <« Ul@)=0-4a). (2.6)

Wir wollen diesen Operator jetzt explizit bestimmen. O.B.d.A. betrachten wir eine Ver-
schiebung in z—Richtung, @ = (a,0,0)” und entwickeln die rechte Seite von Gl. (2.3)) in
eine Taylor-Reihe um 7,

0 1 0? 1 03
W= @) = () — 0 0l) 4t () — S ()
= (—a)™ " 0
- Y EE v = e (—ag ) v

wobei wir den Impuls-Operator ﬁ = —ihV benutzt haben. Durch Vergleich mit GI. 1)
identifizieren wir

0.(@) = exp (—% *-ﬁ) | (2.7)

Diese Form des Raum-Translationsoperators gilt auch fiir beliebige @. Da 5 (als Ob-
servable) ein hermitescher Operator ist, p T = p, ist die Unitaritét 1) des Raum-
Translationsoperators U,.(@) sofort offensichtlich:

1 1

@) = exp (4551 ) = exp |- () 5] = O,
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2.1 Symmetrien in der Quantenmechanik

wobei wir @ € R? benutzt haben. Weil aber eine Verschiebung um —a die urspriingliche
Verschiebung um +a riickgéngig macht,

U (—-a)U,(@) =1,

gilt R R R

Ul@) = U.(—-a) =U@), qed.. (2.8)
Falls die Raum-Translation ([2.1)) eine Symmetrietransformation ist, bleibt der Hamilton-
Operator invariant, R ) )

H—H=H (F—7'=r+ad). (2.9)
Die transformierte Wellenfunktion (2.2)) erfiillt natiirlich auch eine Schrodinger-Gleichung.
Beriicksichtigen wir gleich eine mogliche Zeitabhéngigkeit, so lautet diese

z’h%@/}’(t, F) = H'(t,7) . (2.10)

Setzen wir Gl. (2.4)) ein (eine mogliche Zeitabhéngigkeit der Wellenfunktion 148t diese
Gleichung unverindert), so erhalten wir, da Zeit- und Ortsableitungen miteinander ver-
tauschen,
0 - A 0 \oa
iha Up(@)y(t,7) = U (@) ihaw(t,f’) = HU.(a@)y(t,T) . (2.11)
Da auch die untransformierte Wellenfunktion die zeitabhéngige Schrodinger-Gleichung
erfiillt,

m%w,m = Hy(t,7), (2.12)
kénnen wir Gl. schreiben als
0.(@) F (e, 7) = B O(@) 6(t,7) (2.13)
bzw., da dies fiir beliebige Wellenfunktionen (¢, 7) gelten muss,
U@ H=HU,@G) {ma), H} ~0. (2.14)

Eine Raum-Translation ist also eine Symmetrietransformation, wenn der Raum-Trans-
lationsoperator U, (@) mit dem Hamilton-Operator des Systems vertauscht. Dies muss
auch fiir infinitesimale Raum-Translationen, |d| < 1, gelten. Fiir solche kann man den
Raum-Translationsoperator in eine Taylor-Reihe entwickeln,

Ur(a):n—%a-ﬁ, (2.15)

wobei wir Terme der Gréfienordnung O(a?) vernachlissigen koénnen. Eingesetzt in Gl
(2.14) ergibt sich

[n—%a-ﬁ,ﬁ]z%a.[ﬁ,ﬁ}zo — [ﬁ,ﬁ[}:o, (2.16)
weil der infinitesimale Verschiebungsvektor @ beliebig ist. Fiir raumtranslationsinvari-
ante Systeme vertauscht also der Impuls-Operator mit dem Hamilton-Operator. Da-
mit ist der Impuls aber auch gleichzeitig ein Integral der Bewegung (vgl. Diskussion
in Abschnitt 3.3.3 der Vorlesung “Quantenmechanik 1), d.h. es gilt die Impulserhal-
tung, und man kann ein System von Eigenzustdnden von H finden, die gleichzeitig Ei-
genzustande von ]%’ sind.
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2.1.2 Zeit-Translationen
Wir betrachten nun Translationen der Zeit,
t—t' =t+a, (2.17)

wobei a = const.. Wir fordern, dass die Physik invariant unter solchen Translationen
in der Zeit ist, also die Zeit-Translation eine Symmetrietransformation ist.
Dann muss fiir die transformierte Wellenfunktion gelten (wir unterdriicken eine mogliche
Ortsabhéngigkeit, da sie fiir das folgende keine Rolle spielt)

() = (1) (2.18)

d.h. die transformierte Wellenfunktion ¢’ zur verschobenen Zeit ¢ muss identisch mit der
urspriinglichen Wellenfunktion ¢ zur urspriinglichen Zeit ¢ sein. Setzen wir Gl. (2.17) ein,
so laBt sich dies folgendermaflen schreiben,

Yitta)=9(t) = P =yt —a)=Ula)v(), (2.19)

wobei wir in Analogie zum vorangegangenen Abschnitt die Wirkung der Zeit-Translation
wieder durch einen Operator, den sog. Zeit-Translationsoperator U;(a), ausgedriickt
haben. In volliger Analogie zur Herleitung des Raum-Translationsoperators (2.7) erhalten

wir nun 5 .
A 1 N
Ui(a) = exp (—a a) = exp (ﬁ aE) : (2.20)

mit dem Energie-Operator E= iho/0t. Die Unitaritdt des Zeit-Translationsoperators
folgt aus der Hermitezitét des Energie-Operators, Et=FE (Energie-Eigenwerte sind stets
reellwertig) und a € R.

Die Anwendung des Operators auf Zusténde, die die zeitabhéngige Schrodinger-
Gleichung erfiillen, ergibt die Identitét E = H, so dass wir den Zeit-Translations-
operator auch schreiben kénnen als

Uy(a) = exp (% Ffa) . (2.21)

Er ist damit identisch mit dem Zeit-Entwicklungsoperator fiir nicht explizit zeitab-
héngige Hamilton-Operatoren, vgl. Gl. (3.92) der Vorlesung “Quantenmechanik I”. (Man
beachte jedoch, dass die Zeitverschiebung eine Zeitentwicklung des Zustands 1) (t)
in den Zustand ¥(t — a) bewirkt, s. Gl. (2.19)), also um ein Zeitintervall —a riickwérts in
der Zeit.)
Symmetrie unter Zeit-Translationen bedeutet, dass der Hamilton-Operator invariant
bleibt,
H—H=H (t—t=t+a). (2.22)

Der zeittranslatierte Zustand v'(¢) erfiillt natiirlich auch wieder die (zeitabhéngige) Schro-
dinger-Gleichung

. 0 / . T
tha v'(t) = HY(H)

L 0
< ih E Ut(a) w(t)
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2.1 Symmetrien in der Quantenmechanik

wobei wir Gl. (2.19) und die urspriingliche Schrodinger-Gleichung ((2.12)) benutzt haben.
Da dies fiir eine beliebige Wellenfunktion gelten soll, erhalten wir

U(a) H = HUy(a) < [Ut(a), H} ~0, (2.24)

in Analogie zu GI. fiir Raum-Translationen. Fiir zeittranslationsinvariante Sy-
steme vertauscht also der Zeit-Translationsoperator mit dem Hamilton-Operator. Da dies
auch fir infinitesimale Zeit-Translationen gelten muss, |a| < 1, gilt aber nach Taylor-
Entwicklung des Zeit-Translationsoperators

il _
ot

(.0 - [mﬁ H} 0 e

o 0, (2.25)

d.h. der Hamilton-Operator darf nicht explizit zeitabhingig sein. Der Zeit-Transla-
tionsoperator ist damit fiir zeittranslationsinvariante Systeme identisch mit dem Zeit-
Entwicklungsoperator, vgl. Gl. . Die mit dieser Symmetrie einhergehende Erhal-
tungsgrofle ist die Gesamtenergie des Systems.

2.1.3 Drehungen

Wir betrachten eine Drehung im Raum um den infinitesimalen Winkel 5 (um die
durch die Richtung von §¢ definierte Drehachse),

P T =T+ 00 X T (2.26)
Wir fordern, dass dies eine Symmetrietransformation ist, d.h.
W) =9(F) = ) =(F =06 x 7). (2.27)

Fiir infinitesimale Drehwinkel, |§¢| < 1 kénnen wir die rechte Seite wieder in eine Taylor-
Reihe entwickeln, die wir nach Termen der Ordnung O(d¢) abbrechen,

W) = () - (66 x 7) - V() + 0(56?)
o) =66 (7x 9) w() = [1- 163 (7 5) | vt

12

_ (]1_ %55. E) W) (2.28)

wobei wir die Definitionen des Spatproduktes, des Impuls-Operators, ﬁ = —ihﬁ, und

des Drehimpuls-Operators, L=r7x ﬁ, benutzt haben. Wir fordern wieder, dass die
Transformation ([2.27)) durch einen Operator bewirkt wird,

V() = (= 66 x ) = Ur(8) (i) . (2.29)
Vergleich mit Gl. (2.28)) zeigt, dass der infinitesimale Drehoperator die Form

~
=

Ur(6) =1 — % 66 - L (2.30)
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2 Symmetrien

hat. Dies sind die ersten beiden Terme einer Taylor-Entwicklung einer Exponentialfunk-
tion. Der Drehoperator fiir beliebige (nicht notwendigerweise infinitesimale) Drehwinkel
ist daher definiert als

Un(B) = exp (—% 3. E) . (2.31)

Die Unitaritét des Drehoperators folgt aus der Hermitezitét des Drehimpuls-Operators,
LT =L, und weil ¢ € R3,
Fiir rotationsinvariante Systeme gilt wieder, dass der Hamilton-Operator invariant
bleibt,
H—H=H (F—7 =7F+¢x7). (2.32)

Auf dem gleichen Weg wie in den beiden vorangegangenen Abschnitten zeigt man dann,
dass

[UR(qB’), H} —0, (2.33)

also dass der Drehoperator mit dem Hamilton-Operator vertauscht. Fiir infinitesimale
Drehungen ist dies dquivalent mit

[i, H} ~0. (2.34)

Dies bedeutet, dass der Drehimpuls erhalten ist und dass man ein gemeinsames System

von Eigenzustdnden von H, L2 und L* finden kann.

2.2 Einfiihrung in die Gruppentheorie

2.2.1 Allgemeines iiber Gruppen

Definition: Eine Menge
G={a,b,c, ...}

ist eine Gruppe, falls es eine Verkniipfung (“Multiplikation”)
aob

von Elementen a,b € GG gibt, welche folgende Eigenschaften erfiillt:

(i) Va,be Gist auch aob € G.

Man sagt, G ist abgeschlossen unter der Verkniipfung (Multiplikation) von Grup-
penelementen.

(ii) dee G,sodass Vae Ggilt aoe=eoa =aq,
d.h. es existiert ein sog. Eins-Element.

(ili) Vae G da ' €@, sodassatoa=aoa ! =e,

d.h. es existiert zu jedem Gruppenelement ein inverses Element.
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2.2 FEinfiihrung in die Gruppentheorie

(iv) Va,b,c € Ggilt (aob)oc=ao(boc),
das Assoziativgesetz der Multiplikation.

Definition: Eine Gruppe heifit abelsch, falls V a,b0 € G gilt a o b = b o a, d.h. die
Multiplikation ist kommutativ.

Definition: Eine Gruppe heifit kontinuierlich, falls man die Elemente der Gruppe durch
kontinuierliche Parameter { = (t1,to, .. .)T € R" charakterisieren kann, also

G—{a(®) . b (). .}
Definition: Eine Gruppe heifit kontinuierlich verbunden, falls man durch kontinuier-
liche Veréinderung der Parameter ¢ von einem Element der Gruppe zum niichsten gelangt.

Beispiel 1: Die Gruppe der Raum-Translationen
G, = {Ur(a’), ic R3}

(mit der gewohnlichen Multiplikation der Gruppenelemente als Verkniipfung) ist eine kon-
tinuierlich verbundene, abelsche Gruppe.

Sie ist kontinuierlich verbunden, weil man durch stetige Verdnderung der Parameter
a = (a*,a’,a*)" jedes beliebige Element der Gruppe erzeugen kann.

Sie ist abelsch, weil zwei beliebige Translationen miteinander vertauschen. Es geniigt, dies
fiir infinitesimale Translationen zu zeigen. Aufgrund der kontinuierlichen Verbundenheit
der Gruppe kann man némlich jede beliebige Translation durch eine (unendliche) Abfol-
ge infinitesimaler Translationen darstellen. Fiir zwei infinitesimale Translationen um die
konstanten Vektoren da; und dds gilt

U.(6d,) U,(0d,) = (]1— %551 ﬁ) (]1— %562 -ﬁ)

i - - jaN 1 i NN
= ]l_ﬁ (5a1+5a2)-p—ﬁ5a15a§pp7
i — — Z 1 i | A Ad
= 1- 7 (0ay + ddz) -p—ﬁéaldagﬁp

- (11 - %5@'2 -ﬁ) (11 - %5@3 ﬁ) = U,(6d@,) U,(5a,) ,
wobei wir die Vertauschbarkeit der Komponenten des Impuls-Operators,
0, ] =0, (2.35)
ausgenutzt haben, q.e.d.

Beispiel 2: Dagegen ist die Gruppe der Raumdrehungen,
Gr={Un(d), e 5} | (2.36)

(52 ist die zweidimensionale Einheitssphére um den Ursprung im dreidimensionalen Raum)
zwar kontinuierlich verbunden, aber nicht-abelsch, weil

[ii, iﬂ} — ihiéi* [ (2.37)
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2 Symmetrien

Der Vertauschungsrest sorgt dafiir, dass
Ur(¢1) Ur(da) # Ur(d2) Ur(d1)
Definition: Eine kontinuierliche Gruppe heifit kompakt, falls die Menge aller Werte, die

die Parameter ¢ durchlaufen, die sog. Gruppenmannigfaltigkeit, kompakt ist.

Beispiel: Drehungen in zwei Raum-Dimensionen, also in einer Ebene, werden durch or-
thogonale (2 x 2)—Matrizen

- cos¢ sing
Olo) = ( —sin¢g cos¢ )
mit Determinante det O(¢) = cos? ¢ + sin? ¢ = +1 vermittelt. Diese bilden die Gruppe
der speziellen orthogonalen (2 X 2)—Matrizen,

SO2) = {0(¢), ¢ € [0,27]} . (2.38)

Es handelt sich um eine einparametrige Gruppe, mit dem Drehwinkel ¢ als Gruppen-
parameter. Da jede Drehung nach 27 in sich selbst {ibergeht, kann man die Gruppenman-
nigfaltigkeit auf das kompakte Intervall [0, 27| beschréinken. Damit ist auch SO(2) eine
kompakte Gruppe.

Definition: Zwei Gruppen GG, H heiflen lokal isomorph, falls es auf Teilmengen U C G,
V C H eine Bijektion F zwischen Gruppenelementen gibt,
VaceUCG, beVCH : b=F(a), a=F ).

Beispiel: SO(2) ist isomorph zur Gruppe der unitiren Transformationen in einer
Dimension,

U(l) ={e? ¢ €0,27]} , (2.39)
d.h. der Multiplikation mit einem “Phasenfaktor”, einer komplexen Zahl vom Betrag 1.
Dies kann als Drehung in der komplexen Zahlenebene interpretiert werden. Die Existenz
einer Bijektion F ist nun evident, man muss lediglich jedem Element O(¢) € SO(2) das
Element ¢'” € U(1) zuordnen.

Definition: Falls in der obigen Definition der lokalen Isomorphie U = G, V = H, spricht
man von globaler Isomorphie.

Beispiel: Da die Gruppenmannigfaltigkeit [0, 27] fiir SO(2) und U(1) identisch ist, sind
diese Gruppen also nicht nur lokal, sondern sogar global isomorph.

Definition: Eine Gruppe heifit endlich, falls sie endlich viele Elemente hat, ansonsten
heifit sie unendlich. Die Ordnung einer endlichen Gruppe ist die Zahl ihrer Elemente.

2.2.2 Darstellung von Gruppen

Definition: Eine Darstellung einer Gruppe G ist eine Abbildung D von Elementen
g € G auf die Menge L der linearen Operatoren D(g),

D: G — L,
g — D(g),

mit den Eigenschaften
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2.2 FEinfiihrung in die Gruppentheorie

(i) D(e) =1,

das Eins-Element wird auf den Einheitsoperator abgebildet, und

(ii)) D(aob) = D(a)D(b),
die Gruppenverkniipfung entspricht der Multiplikation auf dem Raum der linearen
Operatoren.

Beispiel 1: ¢ ist streng genommen nicht ein Element der Gruppe U(1), sondern die
Darstellung eines solchen Elements. In der Physik benutzt man die Begriffe “Darstel-
lung eines Gruppenelements” und “Gruppenelement” aber gerne synonym.

Beispiel 2: Der lineare Operator U}(ﬁ) = exp (—% a- ]%’) ist streng genommen die Dar-

stellung eines Elementes der Gruppe G, der Raum-Translationen, ndmlich dasjenige, das
eine Verschiebung des Ortsvektors 7 um den Vektor a bewirkt.

Beispiel 3: Die zyklische Gruppe der Ordnung 3, Z3, ist durch die folgende Ver-
kniipfungstabelle definiert:

o|efalb]
ellelalbd
allalb
blble

Tabelle 2.1: Verkniipfungstabelle der Zj.

Die Verkniipfungstabelle sorgt fiir die Abgeschlossenheit der Gruppe. Man erkennt aufler-
dem, dass b = a~!, so dass fiir die Existenz des Inversen gesorgt ist. Die Giiltigkeit des
Assoziativgesetzes priift man anhand der Verkniipfungstabelle rasch nach. Z3 ist keine
kontinuierliche, sondern eine sog. diskrete Gruppe. Sie ist auflerdem abelsch, wie man
ebenfalls anhand der Verkniipfungstabelle iiberpriift. Eine Darstellung von Z3 ist die
Multiplikation mit den Phasenfaktoren

D(e)=1, D(a)=e*"3, D(b)=e 23 =™/
Man priift leicht nach, dass diese Darstellung unter der gewohnlichen Multiplikation die

gleichen Eigenschaften wie in der Verkniipfungstabelle angegeben hat.

Definition: Die Dimension einer Darstellung ist die Dimension des Raumes, auf den
die linearen Operatoren der Darstellung wirken.

Beispiel: In den obigen Darstellungen von U(1) oder Z3 ist dies eine Dimension, also

sind diese Darstellungen eindimensional. 2.6.2016

Definition: Die regulire Darstellung D(G) einer Gruppe G ergibt sich daraus, dass man
jedem g; € G einen Zustandsvektor |g;) einer Orthonormalbasis eines Hilbert-Raums H
zuordnet,

Vg eG: gi—lg), (alg) =06; Vlg), lg;) €H, (2.40)
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und sodann die Wirkung eines beliebigen Elements ¢g; € G auf den Zustandsvektor |g;)
durch die lineare Abbildung

D(g:)g;) = lgiog;) Vg, g; €G, (2.41)

definiert.

Beispiel: Betrachten wir Z3. Dann miissen wir zunéchst den Gruppenelementen Hilbert-
Raumzustidnde zuordnen,

g=e = |q)=le),
Gg=a = |g2) =|a),
g3=b — |g3) =1b),

mit (g;|g;) = d;;. Die regulire Darstellung ergibt sich geméf der Definition (2.41]) und mit
Hilfe der Verkniipfungstabelle 2.1}

D(e)le) =leoe)=le),  Dl(a)le)=lace)=la), D(b)le)=1[boe)=1b),
D(e)la) =leca)=la),  Dla)|a)=laca)=1b), D(b)la)=[boa)=]e),
D(e)[b) =leob) =1b),  D(a)|b) =lacb)=le), D(b)[b) =[bob) = l|a).

Die Dimension der regulidren Darstellung einer Gruppe entspricht der Ordnung der
Gruppe. Fiir die zyklische Gruppe ist die Ordnung = 3 und damit dimD(Z3) = 3.

Die reguldre Darstellung (2.41)) kann man auch in Form einer Matrixdarstellung schrei-
ben. Dazu definiert man

[D(9)],, = (9:|D(9)lg;) Ya€G, lg) lg;) €M (2.42)

Beispiel: Fiir 73 gilt
) 100 ) 001 ) 010
D(e)]=1010], [D@]=100], [DB)]=]|001
00 1 010 100

In der Matrixdarstellung entspricht die Gruppenverkniipfung der Matrixmultiplikation,

[D(gi Ogj)}ké = (gx|D(gi © 95)19¢) = (gx|D(9:)D(9;)9¢)
= > (9|D(9:)gm)(gm|D(g:)lge) = > [D(9:)],,,, [D(g))],,, (2:43)

m m

Im allgemeinen ist die Matrixmultiplikation nicht kommutativ. Man priift aber leicht
nach, dass dies fiir Z3 (welches eine abelsche Gruppe ist) trotzdem gilt.

Im allgemeinen sind Matrixdarstellungen einer Gruppe selbst wieder Gruppen, die
zu der jeweiligen Gruppe (global) isomorph sind. Deshalb benutzt man im physikalischen
Sprachgebrauch auch kurzerhand den Begrift “Gruppe” synonym mit “Matrixdarstellung
einer Gruppe” oder “Darstellung einer Gruppe”.
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Beispiel: Betrachte die Gruppe der Raum-Translationen, G,. Eine Darstellung von G,
hatten wir schon kennengelernt,

D(G,) = {0.@), a e R}

mit dem linearen Operator U, (@) = exp (—% a- ﬁ) (Offenbar waren wir vormals im

Sprachgebrauch “Gruppe” und “Darstellung einer Gruppe” etwas ungenau; die “Gruppe”
der Raum-Translationen hatten wir genau genommen als eine mogliche Darstellung dieser
Gruppe in Form der linearen Operatoren Ur(d') eingefiihrt.) Eine Matrixdarstellung von
G, gewinnt man, indem man fiir eine beliebige Orthonormalbasis {|¢,), n =0,1,2,...}
mit der Darstellung D(g(a@)) des Gruppenelements g(@) € G, die Matrizen

DI, = WID@)) = 0@ = tulexp (~3.3-5) 1)

bildet. Durch Einfiigen vollstdndiger Einsen von Ortsraumzustinden 148t sich dies folgen-
dermaflen schreiben:

D@, = [ & SRl e (~5a5) 1060)
= [ @) s - 7 exp (- 9,) (0
[ @i exp (<a-9.) v,

wobei wir den Impuls-Operator in Ortsdarstellung und die Orthonormalitidt der Ortsei-
genzustande benutzt haben.

2.2.3 Lie-Gruppen

Lie-Gruppen sind kontinuierliche Gruppen mit N Parametern @ = (ay, ..., ay)’ € RY,
deren Elemente sich (in der Darstellung als lineare Operatoren) in der Form

U(@) = (-- Zaj ) (2.44)
schreiben lassen. Offensichtlich ist
U0) =1, (2.45)

der Ursprung des Parameterraums wird auf das Eins-Element (bzw. seine entsprechende
Darstellung als linearer Operator) abgebildet.

Beispiele:

(i) Die Elemente der Gruppe der Raum-Translationen, G, haben eine Darstellung der
Form (2.44), mit N =3, X; = p/ und o; = o/, j = 2,v, 2, vgl. GL |)
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(ii) Die Elemente der Drehgruppe, Gg, haben eine Darstellung der Form (2.44)), mit
N=3 X;=10Lund a; = ¢/, j = x,y, 2, vgl. GL (2.31).

Die sog. Generatoren X ; der Lie-Gruppe berechnet man als Ableitung der Gruppenele-
mente nach den Parametern am Ort des Eins-Elements:

% —in -2 i)

a;

(2.46)

a=0

Infinitesimale Transformationen erhélt man aus der Taylor-Entwicklung der Exponen-

tialfunktion fiir infinitesimale Parameter, |da;| < 1,i=1,..., N,
;N
U@ =1-+ ; S X; + O(6a?) . (2.47)

Jede endliche Transformation 148t sich als Folge infinitesimaler Transformationen dar-

stellen. Wir schreiben dazu mit n € N a; = ndo;, j =1,..., N, und berechnen
n . N n . . "
o [09]" = [1- 53] < a3
. N]:1 -
= exp <—%;ajf(]) =U(a),

wobei wir die Identitét .
lim (1+2)" ¢
n—oo

mit x = —(i/h) Zjvzl a; X; benutzt haben.

Folgerungen:

(i) Die Generatoren sind linear unabhéngig.

Beweis: Das Eins-Element ist eindeutig, so dass aus der Bedingung
U@ =1

folgt, dass
ar=...=ay=0.

Dies gilt auch fiir infinitesimale Parameter da;, also aus der Bedingung

. N
N 7 ~
U((;Oé) =1 - E, j_g 1 50éj Xj + 0(50Z2) =1 (248)
folgt, dass
da;=...=d0any=0.
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2.2 FEinfiihrung in die Gruppentheorie

Die Bedingung (12.48) kann man aber durch Subtraktion der 1 auf beiden Seiten
und unter Vernachlassigung quadratisch kleiner Terme schreiben als

N
> 60y X;=0. (2.49)
j=1

Wenn aber aus dieser Bedingung folgt, dass alle da;; = 0 sind, dann miissen nach

Definition der linearen Unabhéngigkeit die X linear unabhéngig sein, qg.e.d.

Fiir unitéare Lie-Gruppen sind die Generatoren X ; hermitesch.

Beweis: Fiir unitire Lie-Gruppen gilt
U@ =U(a) . (2.50)

Fiir infinitesimale Transformationen fithrt dies auf

. N . N
(3 £ O 7 N
I+ - Y i XT+0(60%) = 1- - > (=ba)X; + O(s0”)
j=1 Jj=1
N . N A
< Z(SOZJX; = Zd()éij
j=1 j=1
— X = X;, j=1,...,N,

wobei wir im zweiten Schritt ausgenutzt haben, dass die Parameter reellwertig sind,
da; = day, und im letzten Schritt, dass sie beliebig gewihlt werden konnen, q.e.d.

Beispiel 1: Die Elemente der Gruppe U(1) haben die Darstellung e, mit dem
(einzigen) Parameter ¢ € R und dem (einzigen) Generator X = 1 = 1.

Beispiel 2: Die Gruppe SU(2) ist die Gruppe der speziellen unitiren (2 X
2)—Matrizen, also der unitédren (2 x 2)—Matrizen mit Determinante +1. Eine
Darstellung der Elemente von SU(2) ist

U(@) = exp (—% a- §) : (2.51)

wobei die Parameter o; € R, 7 = 1,2, 3, und S = g& der Spin-Operator ist, der
proportional zum Vektor der Pauli-Matrizen ¢ = (61, 09, 63)7 ist. Aus diesem
Grund bezeichnet man die Gruppe SU(2) auch als Spin-Gruppe.

Es ist aus Gl. (2.51)) offensichtlich, dass SU(2) eine Lie-Gruppe darstellt. Aber sind
die Elemente (2.51)) tatséchlich unitére (2 x 2)—Matrizen mit Determinante +17

Die Unitaritét ist aufgrund der Tatsache, dass die Parameter «; reell sind und S
ein hermitescher Operator ist (weil der Spin eine physikalische Observable ist, bzw.
weil die Pauli-Matrizen hermitesch sind), unmittelbar ersichtlich,

0 (@) = exp (% g §T) — exp (_% (-a) - §> —01(a).
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Um zu zeigen, dass U(&) eine (2 x 2)—Matrix ist, berechnen wir zuniichst

A ~ n ~ n
(@ &) = [(& 5)2} - [&-&—l—z& (@xa)| =a®1,
(O_Z 03:)2n+1 (0_2 O::)Qn@* 3: — a?n = é: — a2n+lg 5:’

wobei wir Gl. (1.169)) benutzt haben. Damit kénnen wir die Reihenentwicklung des
Elements (2.51)) der Spin-Gruppe schreiben als

0@ = Y4 (-4) @ar

n=0
[e'e) 1 i 2n R o] 1 2n+1 R
—_ v (—» —»)2n+ ( ) (62 5»)2n+1
> (3) @7+ L (4
X (=1)" 2n < (=1 4l § A
-G (3 ey (5
— (2n)! \2 — (2n+1)! \2 a
= COS—]l—Z'SIIl%g'Oi”. (2.52)

Dies ist als Summe von (2 x 2)—Matrizen ebenfalls eine (2 x 2)—Matrix. Schliefilich
berechnen wir noch die Determinante von U(d):

In det U(@) = Tr In U(&) = Tr (—%07-;?) :—%62 Tre=0,

weil die Pauli-Matrizen spurfrei sind. Damit ist aber

det U(Q) = +1 ed. .
7.6.2016 tU(@) =+1, aqe

Wir leiten nun aus der Abgeschlossenheit der Gruppe gegeniiber Multiplikation eine wei-
tere wichtige Relation fiir die Generatoren einer Lie-Gruppe ab. Es gilt i.a.,

. N . N . N
exp (-% ;Oéj X]> exp (—% ;ﬂk Xk) # exp [—% ;(ai + 5i) Xl] :

Es gilt aber immer, dass die Verkniipfung (Multiplikation) zweier Gruppenelemente ein
neues Element der Gruppe ergibt,
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2.2 FEinfiihrung in die Gruppentheorie
und entwickeln die Exponentialfunktionen bis zur zweiten Ordnung in den Parametern
Oé]', Blm

. N N
Z 5 . ( 5 1 A A
5i Xz ~ thln [(]l — ﬁ E Q; Xj — 2_7:52 E (671877 X]Xk>
1=1 j=1

G k=1

. N
X<ﬂ—%;ﬁ2Xz 2h2 ZﬁzﬂmXe >]

£m=1
i N . 1 N
~ ihln [11— ﬁ;(aj +6;)X; —

ﬁ Z (Oleék + 20éjﬁk + ﬁ]ﬁk)Xij] .
j=1 k=1
Nun entwickeln wir auch noch den Logarithmus bis zur zweiten Ordnung in den Parame-
tern «;, By, und zwar gemédfl der Formel
22
In(1+ ) :x—E—i—O(x?’)
und erhalten
N ;N | X
> 65X ~ ih [—ﬁ > oy + B)X; - 5 > (ajon + 2058 + B;8k) X; Xi
i=1 j=1 k=1

N
Z (ajap + o B + Biow + B 5e) X; Xk
-

N . N
]
= D (o +6)X __hz (B — Bjou) X; X
j=1 J,k=1

Bringen wir den ersten Term auf die linke Seite und vertauschen die Summationsindizes
im zweiten Beitrag des zweiten Terms, so erhalten wir

N N
2lh2(5z Q; — B@)Xz = Z a]ﬂk [Xj, Xk] .
i=1

(2.53)
k=1
Es ist nun klar, dass, wenn alle Generatoren vertauschen
[X]Xk] —0 Vjk=1,... N,
aufgrund der linearen Unabhéngigkeit der Generatoren
bi=a;+ B, i=1,...,N,
sein muss. Dann gilt aber
N ;N ;N
exp (—;L > a Xj> exp (‘ﬁ > B Xk) = exp [—ﬁ > (i + ) Xz]
7j=1 k=1 =1
P ;N
= exp <_ﬁ ;Bk Xk> exp (_ﬁ jzlozj X]> , (2.54)
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2 Symmetrien

d.h. die Gruppenelemente vertauschen. Es handelt sich also um eine abelsche Gruppe.
[.a. vertauschen aber die Generatoren nicht. Wir bezeichnen

und berechnen die ;. Offenbar miissen sie sowohl proportional zu den a; wie auch zu den
B, sein, da sie simultan mit «; oder [} verschwinden, vgl. Gl. (2.53)). Daher bietet sich
der folgende Ansatz an:

N
Yi = Z fjki Oéjﬂk s (2-56)
Jk=1

mit Konstanten fj;;. Eingesetzt in Gl. (2.53)) ergibt sich

N N
ih Z Fivs 3B Xi = Z ;O [Xja Xk] ; (2.57)

1,7,k=1 7,k=1

oder, weil «;, i, beliebige Werte annehmen konnen,
N
X5, X = in Y S K = i S X (2.58)
i=1

wobei wir wie gewohnt die Einsteinsche Summenkonvention benutzt haben. Diese Vertau-
schungsrelationen definieren eine Algebra fiir die Generatoren der Lie-Gruppe, die sog.
Lie-Algebra. Die Konstanten fj; sind die sog. Strukturkonstanten der Gruppe.

Beispiel 1: Fiir die Gruppe G der Raumdrehungen, Gl. (2.36)), sind die drei Gene-
ratoren die Komponenten des Drehimpulsoperators, welche die Drehimpulsagebra
(2.37) erfiillen. Also ist

fini = e/

Beispiel 2: Fiir die Gruppe SU(2) mit den Elementen (2.51]) sind die Generatoren die
Komponenten des Spin-Operators. Aufgrund der Vertauschungsrelation (|1.113)) fiir die
Pauli-Matrizen erfiillen diese die Lie-Algebra

oak] L R ki
[SJ, S ] =7 6, 0k] = ZQZ €jki 0 = the™ S" | (2.59)

also dieselbe Lie-Algebra wie die Gruppe G g der Raumdrehungen.

Eigenschaften der Strukturkonstanten:
(i) Wegen [X;, Xi] = —[ Xk, X;] gilt
fiki = = frji - (2.60)

Fir SU(2) und Gpg ist dies aufgrund der Antisymmetrie des Levi-Civitd-Tensors
automatisch erfiillt.
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2.2 FEinfiihrung in die Gruppentheorie

(ii) Fiir unitdre Gruppen sind die Strukturkonstanten reell. Mit der Hermitezitét der
Generatoren berechnen wir namlich,

% %] = (2L K] = (R X] =[5 %] = g X
= —ihf}, X] = —ihfp Xi=—ih i X .
Aufgrund der linearen Unabhéngigkeit der X; folgt daraus sofort
Jiei = firi, aed.. (2.61)
(iii) Es gilt die Jacobi-Identitét

fije foem + fixe feim + frie fejm =0 . (2.62)
Beweis: Es gilt die folgende Identitét fiir die Generatoren:
LXK R — X KK — KKK 4 KKK,
LR - KKK XX K+ XXX,
Mit Hilfe der Lie-Algebra (2.58) ist dies identisch mit

0 = ih{fijf |:Xg, Xk} + fine [Xe, Xz] + frie [Xz, XJ}}
= 12 (fie form + Fine fom + Frie foim) Xom

Wegen der linearen Unabhingigkeit der Generatoren muss die Klammer verschwin-

den, d.h. es gilt die Jacobi-Identitét , q.e.d.

Beispiel: Fiir die Gruppen SU(2) bzw. Gg sind die Strukturkonstanten durch die
Komponenten des Levi-Civita-Tensors gegeben, die, wie wir schon aus der Vorle-
sung “Klassische Mechanik” wissen, die Jacobi-Identitét erfiillen, vgl. dort
Gl (1.137).

Lie-Gruppen haben die besondere Eigenschaft, dass die Kenntnis der Generatoren auf-
grund von GIL. die Kenntnis aller Gruppenelemente nach sich zieht. Eine Dar-
stellung der Generatoren definiert dann gleichzeitig eine Darstellung der Gruppe.
Eine besonders wichtige Darstellung ist die sog. adjungierte Darstellung, in der die
Generatoren durch die Strukturkonstanten festgelegt werden,

(X)) jk = —ih fiji - (2.63)

Es handelt sich dabei um eine Matrixdarstellung fiir den Generator X;; das (jk)—Ele-
ment des i—ten Generators ist durch die Strukturkonstante f;;, gegeben. Es ist aufgrund
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von GI. klar, dass fiir matrixwertige Generatoren auch die Gruppenelemente ma-
trixwertig sind. Die adjungierte Darstellung definiert also eine Matrixdarstellung
der Gruppe.

Wir zeigen nun, dass die adjungierte Darstellung in der Tat eine mogliche Dar-
stellung der Generatoren ist, weil sie in dieser Darstellung die Lie-Algebra der Gruppe
erfiillen. Wir beginnen mit der Jabobi-Identitéit , die wir mit den Glgen. und
und in folgender Form schreiben:

B fije foem = —1 (frie fejm + Fie foim)
= —n (= fire) (= fiem) + fire(— fiom)]

~ A ~

<~ 1h fz’ﬂ (Xg)km = (Xz)kﬁ (Xj)fm - (*er)kZ (Xi>€m

= (%)),

Dies ist in der Tat die korrekte Lie-Algebra (2.58)) fiir das (km)—Element der Generatoren
in der Matrixdarstellung. o

Beispiel: Die adjungierte Darstellung der Generatoren L*, LY, L* der Drehgruppe Gr
lautet

(L)1 = —iheg . (2.64)
Die Generatoren sind also die (3 x 3)—Matrizen
) 0 0 0 ) 00 -1 ) 0 10
*=—inlo o 1|, iv=—in|l oo o |, I#=—in| =1 0 0
0 -1 0 1 0 O 0 00

Betrachten wir beispielsweise eine Drehung um die z— Achse,

o

exp (—% ¢EZ) - ;% (—% ¢)n (iZ)" . (2.66)

Nun ist in der adjungierten Darstellung

(1) 0 0 0 10

N 2n A 2n+1

(LZ) —(—in| o (-1 o |, (L) — (i1 [ =1 0 0
0 0 0 0 0 0

Damit wird Gl. (2.66) zu

. i(_l)n 100 i (—1) 0 10
exp (—-¢LZ> = 1+ 1 0 10 |- ol -1 0 0
h = (2n)! 000/ m@ntl) 0 0 0
100 100 0 10
= | 010 |4+(os¢—1)1 010 |—-sing| -1 00
001 000 0 00
cos¢p —sing 0 )
= sing cos¢ 0 | =Dz (—9)
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2.2 FEinfiihrung in die Gruppentheorie

Dies ist gerade die Drehmatrix fiir Drehungen von dreidimensionalen Vektoren um
den Winkel —¢ um die z—Achse. Entsprechend berechnet man die Drehmatrizen fiir Dre-
hungen um die z— und y—Achse aus den Generatoren L* und LY in der adjungierten

Darstellung.

Drehmatrizen in drei Dimensionen bilden die Gruppe der speziellen, orthogonalen
(3 X 3)—Matrizen mit Determinante +1, oder kurz SO(3). Was wir gerade ge-
zeigt haben ist, dass SO(3) isomorph zur adjungierten Darstellung der Drehgruppe
Gr ist. Weil man den Begriff “Darstellung einer Gruppe” und “Gruppe” synonym be-
nutzt, sagt man auch, dass die SO(3) isomorph zur Drehgruppe Gp ist, bzw. dass SO(3)
“die Drehgruppe ist”. In Ubungsaufgabe 7.1 (iii) haben wir gezeigt, dass SO(3) (lokal)
isomorph zu SU(2) ist. Also ist auch SU(2) (lokal) isomorph zu Gr.

Weil die Strukturkonstanten der Gruppe SU(2) die gleichen sind wie die fiir Gg, stellt
Gl 1) auch gleichzeitig die adjungierte Darstellung der Generatoren Si der SU (2)
dar. Man beachte den Unterschied zur sog. fundamentalen Darstellung St = g o' dieser
Generatoren. Fiir SU(2) besteht die fundamentale Darstellung aus (2 x 2)—Matrizen,
wahrend die adjungierte aus (3 x 3)—Matrizen gebildet wird.

Die Form der Strukturkonstanten héngt i.a. von der Wahl der Generatoren ab. Es muss
aber immer die Lie-Algebra erfiillt sein, deshalb sind die Strukturkonstanten immer
antisymmetrisch in den ersten beiden Indizes, Gl. . Man kann jedoch eine Wahl
der Generatoren treffen, in denen die Strukturkonstanten vollstidndig antisymmetrisch
sind,

fiki = frij = fijk = —frji = —Fjie = — fikj - (2.67)
Bemerkung: Fiir die Gruppe der Raumdrehungen, G, und damit fiir SO(3) und SU(2)
ist dies automatisch erfiillt, da fjr; = €.

Beweis: Wir benétigen eine Basis, in der die Generatoren die Relation

erfilllen (wobei auf der rechten Seite nicht {iber ¢ summiert wird), also in diesem Sinn
orthogonal sind. Durch geeignetes Normieren der Generatoren kann man dariiberhinaus
erreichen, dass auch

L 72
Tr (X X;) = 5 0 (2.69)
gilt. Dann berechnen wir mit der Lie-Algebra (12.44)) den Ausdruck
21 PN - 2 oA

— ﬁTl“ { [ij Xk} Xi} =73 fiwe Tr (Xz Xi) = fire 0vi = fiki - (2.70)
Andererseits ist die linke Seite dieser Gleichung identisch mit

24 PPN PN 29 PN NN

— i Tr (XXX - XX X) = — i Tr (XXik; - XXX,

= —%Tr{[f(k, XZ] Xj} = frij » (2.71)

wobei wir die zyklische Vertauschbarkeit der Operatoren unter der Spur und das Ergebnis
der Rechnung, die auf Gl. (2.70) gefiihrt hat, ausgenutzt haben. Der Vergleich mit GI.
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2 Symmetrien

liefert bereits das erste Gleichheitszeichen in Gl. . Wenn wir von GI.
ausgehend eine weitere zyklische Vertauschung unter der Spur vornehmen, erhalten wir
auch das zweite Gleichheitszeichen in GI. . Die restlichen Gleichheitszeichen erhélt
man nun aus den bestehenden Identitdten aufgrund der Eigenschaft .

Es bleibt noch zu kldren, ob man eine Basis finden kann, in der Gl. (2.68]) erfiillt ist.
Wir betrachten dazu eine lineare Transformation L der Generatoren (einen “Wechsel der
Basis”), so dass

X — X! =Ly, X, . (2.72)
Die Vertauschungsrelation ([2.44)) lautet in der neuen Basis
X/, XJ/] = L, Lje Xk, X¢] = L Ljoih FremXm
= il Li Lj¢ foom Ly Ly Xr = i1 Lit Lo frtm Lyms X0,
= ihfj, X,

wobei wir von der ersten zur zweiten Zeile die Invertierbarkeit der linearen Transformation,
~1 _
Lmn Lnr — 5mr

und sodann, zum néchsten Gleichheitszeichen, die Definition des Basiswechsels be-
nutzt haben. Die letzte Identitét schieflich entspringt der Forderung, dass auch die neuen
Generatoren X{ die Lie-Algebra erfilllen miissen, mit den neuen Strukturkon-
stanten f/. . Wir lesen das folgende Transformationsverhalten fiir die Strukturkonstanten

ab: .

fign = Fijn = Lik Lje from Ly, - (2.73)
Diese neuen Strukturkonstanten definieren eine neue adjungierte Darstellung der Ge-
neratoren:

(le>jk = _thlljk = —ih Lim, Ljn fmm" L;kl

= Lzm Ljn(Xm)nr Lr_kl = Lzm (L Xm L_1> >
jk

wobei wir die adjungierte Darstellung der alten Generatoren X,» benutzt haben. In der
adjungierten Darstellung berechnen wir nun

Te (X/X)) = Lim Lin e (L X L7 LXG L) = L Ly Tr (X X,,)
— LinTr (Xm Xn> L’ (2.74)
Fiir unitdare Gruppen sind die Strukturkonstanten reell, also sind die Matrizen
My=Te(XIX]) o My =Tr (XX, )

ebenfalls reell. Aulerdem sind diese Matrizen wegen der zyklischen Vertauschbarkeit unter
der Spur symmetrisch. Also lassen sie sich mit Hilfe orthogonaler Matrizen diagona-
lisieren. Wenn wir fiir die lineare Transformation L diejenige orthogonale Matrix O = L
wéhlen, welche M diagonalisiert, erhalten wir aus GI. die Relation

T
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2.2 FEinfiihrung in die Gruppentheorie

Es gibt also in der Tat eine Basis (die man durch eine geeignete lineare Transformation
L = O erhalt), in der

Tr (X’ X;) = N0y, qed. .

2.2.4 Einfache und halbeinfache Lie-Gruppen

Definition: Eine invariante Unteralgebra Z, ein sog. Ideal, ist ein Satz von Genera-
toren,

I:{Xi z':l,...,M} . M<N,

aus der Menge aller Generatoren,

mit der Eigenschaft

IV, Xi|eZ Vi=1,....M, j=1,...,N, (2.75)
d.h. der Kommutator zwischen beliebigen Generatoren mit denen aus dem Ideal ist wieder
ein Generator aus dem Ideal.

Definition: Eine invariante Untergruppe U C G ist die Menge aller Gruppenelemente
u € G, fiir die gilt
g lugelU Yged.

Satz: Ein Ideal definiert eine invariante Untergruppe N, einen sog. Lieschen Normal-

teiler,
N = {h:exp (_;_iaiXZ)} CcG.

Mit anderen Worten, fiir
. 1 N
h = e eN, X=-aX,

h
g = eV eqd, Yz%ﬁjf/j,
ist
g hge N .
Beweis: Es ist

g—l hg — eiY e—iX e—iY — Z (_Z)n
n=0
_ Z <_Z>n (eiYXe—iY)” = Z <_i)n X" — e—iX’ = 7

n! n!

' ezY X" e—zY
n:

wobei wir X’ = e X e=? definiert haben. Es ist zu zeigen, dass X’ € Z, dann ist #’ € N.
Dazu betrachten wir folgenden Operator,

X/(E) = 6ieY Xe—ieY ]
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Offenbar ist X'(0) = X und X’(1) = X'. Eine Taylor-Entwicklung von X'(¢) um € = 0
ergibt
0 e 0?
X'(e) = X+e X - =X
@ = X+ep X +5 X0
= X+eliY Y X e Y X (—iY) e‘“y}
2
+% (—Y2 Y X oY | QY iV Yy iy ieY xy2 efieY)

62

= X+iely, X] -5 (V?X —2Y XY +XY?) +. ..

= X+z‘e[Y,X]—§ Y, [V, X]]+....

e=0

e=0

Daraus folgt, dass

X' =X'(1) = X +1i[Y, X] —% Y, [V, X]| +... .

Weil aber
1 ~
X = ﬁain‘ e T,
1 ~ N
[Y,X] = ﬁazﬁij];Xz] € I,
1 ~
Y X)) = 35 [Yj, [Y,X]} €T, etc,

ist X' € Z, qed.

Definition: Ein sog. Liescher abelscher Normalteiler ist eine invariante Lie-Unter-
gruppe, bei der alle Elemente miteinander vertauschen,

VhheN : [h ] =0.
Es ist klar, dass das zu N gehorende Ideal Z dann ein sog. abelsches Ideal sein muss,
(X, X;]=0, Vij=1,...,M.

Definition: Eine Lie-Gruppe heifit einfach, wenn sie keinen Lieschen Normalteiler
besitzt. Thre zugehorige Lie-Algebra heifit einfach, wenn sie kein Ideal (aufler der Lie-
Algebra selbst, M = N, sowie der Null) besitzt.

Definition: Eine Lie-Gruppe heifit halbeinfach, wenn sie keinen Lieschen abelschen
Normalteiler besitzt. IThre zugehorige Lie-Algebra heiffit halbeinfach, wenn sie kein
abelsches Ideal besitzt.

Beispiel 1: Wir betrachten die Gruppe der Raumdrehungen G (oder SO(3) oder SU(2)).
Die Generatoren erfiillen die Vertauschungsrelationen ([2.37)),

[L®, LY] = ihl*,
(LY, [*] = ihL®,
(L7, L*] = kLY,
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2.2 FEinfiihrung in die Gruppentheorie

d.h. es gibt kein Ideal. Gg ist somit nicht nur eine halbeinfache, sondern sogar eine
einfache Lie-Gruppe.

Beispiel 2: Wir betrachten die Produktgruppe SU(2) x SO(3). Die Generatoren dieser
Gruppe sind die Komponenten S des Spin-Operators (fiir SU(2)) und die Komponenten
L7 des Drehimpuls-Operators (fiir SO(3)). Es gelten die Vertauschungsrelationen

(5%, 8] = iheTk Sk
(LI, 7] = ihék [k,
i = 0.

Es gibt also zwei nicht-abelsche Ideale, die Menge der S und die der L7. Damit ist die
Produkt-Gruppe SU(2) x SO(3) halbeinfach.

Definition: Der Rang einer halbeinfachen Lie-Gruppe ist die Zahl der miteinander
vertauschenden Generatoren der Lie-Algebra.

Beispiel 1: Die Gruppe der Raum-Translationen G,: Eine Darstellung der Gruppenele-
mente ist durch GI. gegeben. Die Generatoren sind die drei Komponenten des Impuls-
Operators, p'. Alle drei Generatoren vertauschen miteinander, [p', p’] = 0, i,j = 1,2, 3.
Also ist Rg G, = 3.

Beispiel 2: Die Gruppe der Raumdrehungen G g: Eine Darstellung der Gruppenelemente
ist durch Gl. gegeben. Die Generatoren erfiillen die Drehimpulsalgebra (2.37). Also

vertauscht maximal jeder Generator L' mit sich selbst, RgGr=1.

Definition: Die sog. Cartan-Subalgebra ist die Algebra, die sich aus der maximalen
Anzahl miteinander vertauschender Generatoren ergibt. Der Rang einer halbeinfachen
Lie-Gruppe ist folglich die Anzahl der Generatoren in der Cartan-Subalgebra.

2.2.5 Casimir-Operatoren, Multipletts, Schurs Lemma

Definition: Ein Casimir-Operator C' ist ein (nicht mit dem Einheitsoperator identi-
scher) Operator, der mit allen Gruppenelementen vertauscht,

[C,g]=0 Vged. (2.76)

Beispiel: BAetrachte die Gruppe der Raumdrehungen Gr. Das Quadrat des Drehimpuls-

operators, L2 = Z?Zl [23 vertauscht mit allen Generatoren Lf, also den Komponenten
des Drehimpulsoperators,

(L%, L]=0, i=1,23, (2.77)

|-

und daher auch mit allen Gruppenelementen U/ R(gg) = exp (— gg . E) (in der Darstellung

>

1

als lineare Operatoren),

L2, Un(d)] =0. (2.78)

Damit ist L2 ein Casimir-Operator der Gruppe Gg.
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Casimir-Operatoren sind in der Regel keine Generatoren, aber Funktionen derselben,
C=C(Xy, Xy, ..., Xn) . (2.79)

Sie sind i.a. nicht eindeutig bestimmt. Fiir unitire Gruppen kann man sie aber immer
als hermitesche Operatoren konstruieren.

Beweis: Fiir einen Casimir-Operator C ist auch C' ein Casimir-Operator, denn
[Xi, O = [X], O =[C, X)) =0,

wobei wir die Hermitezitdat der Generatoren fiir unitdre Gruppen ausgenutzt haben. Wir
definieren dann den neuen Casimir-Operator

~

C=C+01, (2.80)

der per Definition hermitesch ist, C = é*, q.e.d.

Von grofier Bedeutung ist der folgende Satz (den wir ohne Beweis angeben), weil er bei
Kenntnis des Rangs einer halbeinfachen Lie-Gruppe die maximal mogliche Anzahl von
Casimir-Operatoren zu bestimmen erlaubt:

Theorem von Racah: Jede halbeinfache Lie-Gruppe G vom Rang r hat r Casimir-
Operatoren C;(Xq, ..., Xy), i =1,...,r

Beispiel: Gg (bzw. SU(2) oder SO(3)) ist vom Rang 1, also existiert genau ein Casimir-
Operator. Diesen haben wir schon kennengelernt, es ist

Die physikalische Bedeutung der Casimir-Operatoren begriindet sich in der Tatsache, dass
ihre Eigenvektoren die Multipletts der Gruppe aufspannen, also z.B. fiir Gy

|€>_h2 L+1)10) . (2.81)

In diesem Fall sind die Multipletts die (2¢ 4+ 1)—fach entarteten Zusténde zu gegebener
Drehimpulsquantenzahl ¢. Man bezeichnet das Multiplett zu

¢ =0 als Singlett,
als Dublett,
als Triplett,
als Quadruplett, etc.

Il
N o=

Hier haben wir fiir den Drehimpuls auch halbzahlige Werte zugelassen. Diese treten fiir
Bahndrehimpulse zwar nicht auf, wohl aber fiir den Spin.

Fiir die Drehgruppe G ist die Bedeutung der Multipletts klar. Aber was ist ein Mul-
tiplett im allgemeinen, also fiir beliebige Gruppen? Dazu benétigen wir die folgende

Definition: Ein beziiglich einer Symmetriegruppe G invarianter Unterraum U eines
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2.2 FEinfiihrung in die Gruppentheorie

Hilbert-Raumes H ist die Menge aller Zusténde, die unter der Wirkung von linearen
Operatoren D(g), g € G, invariant bleibt, also

Vip)eU, Yge G : D(g) ) =|D(g)y) =) eU.

Mit anderen Worten, die linearen Operatoren D(g) der Symmetriegruppe transformieren
die Zusténde eines invarianten Unterraums nur unter sich selbst, fiihren aber nicht aus
dem invarianten Unterraum hinaus. Man spricht in diesem Fall von einem reduziblen
Unterraum und von einer reduziblen Darstellung D(g) von Gruppenelementen g € G.

Beispiel: Man betrachte Eigenzustédnde zum Drehimpuls ¢ und seiner z—Komponente m,
|¢m). Ein invarianter Unterraum U bzgl. der Drehgruppe G g wird z.B. durch

U={[00), [11), [10), |1 — 1)} (2.82)

aufgespannt, denn die Anwendung der Operatoren ((2.31)) auf diese Zusténde fithrt nicht
aus diesem Raum heraus. Es geniigt, dies fiir infinitesimale Transformationen zu zeigen,

Up(64) = 1— %55 L=1- % (sz +OQVLY + 5¢2£3>
1 A 0" — i0gY - S* +i0gY -
= 1-= L4+ —— L —_— L
h (M) * 2 v 2 ’
wobei wir die Stufenoperatoren
Li=L*+il¥

benutzt haben. L? mift lediglich den Wert von m, wéhrend L, den Wert von m jeweils
um eine Stufe erhéhen bzw. erniedrigen. Weil aber

Lyt £0) =0,
fithrt die Wirkung der Stufenoperatoren auch nicht aus dem invarianten Unterraum U
heraus.

Definition: Ein invarianter Unterraum M C H heifit irreduzibel, falls er aufler sich
selbst keine weiteren invarianten Unterrdume enthélt. In diesem Fall sind die linearen
Operatoren D(g), die auf Zustdnde von M wirken, in einer irreduziblen Darstellung
der Gruppenelemente g € G.

Definition: Ein Multiplett ist ein irreduzibler invarianter Unterraum.

Beispiel: Der invariante Unterraum ([2.82)) aus dem vorangegangenen Beispiel ist redu-
zibel, da er zwei irreduzible invariante Unterrdume enthélt, das Singlett

My ={[00)} ,

und das Triplett

—

Man kann sich leicht klarmachen, dass die Wirkung von linearen Operatoren U r(®) nicht
aus den Multipletts My, M; herausfiihren.
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Definition: Eine Darstellung D(g) heifit vollstéindig reduzibel, falls man sie in Block-
diagonalform schreiben kann,

D(g) = 0 Di(g) : (2.83)

wobei alle D;(g) irreduzibel sind, d.h. nur auf dem ¢—ten Multiplett M; wirken.

Beispiel:
0 0
0 31, 0
e | 0 m21, 0
‘ 0 rii

ist eine vollstédndig reduzible Darstellung von L2. Die einzelnen Blockmatrizen sind die
irreduziblen ]?arstellungen von L 2 auf den entsprechenden Multipletts. Diese Matrixdar-
stellung von L2 ist uns ibrigens schon in Abschnitt 5.1.3 der Vorlesung “Quantenmecha-
nik I” begegnet.

Wir hatten in Abschnitt gesehen, dass ein System invariant unter Raum- und Zeit-
Translationen sowie Drehungen ist, wenn die Generatoren der entsprechenden Gruppen
G,,Gy und Gr mit dem Hamilton-Operator des Systems vertauschen. Wir wollen
diesen Zusammenhang noch einmal kurz fiir beliebige Lie-Gruppen rekapitulieren und
dann Schluflfolgerungen fiir die Casimir-Operatoren der Gruppe zichen.

Sei G = {g} eine Lie-Gruppe und D(G) = {D(g), g € G} eine Darstellung dieser
Gruppe, mit

. i
Die Hilbert-Raumzustédnde des Systems erfiillen die zeitabhédngige Schrodinger-Gleichung
ih o (1) = H[¢(t)) - (2.84)

Der unter G transformierte Zustand ist

[W(1)) = D(g) [¥(t)) = U(@) (1)) - (2.85)
Wir wenden die Transformation U(&) auf die Schrédinger-Gleichung an,
.0 L0 - _ 40
Uin o () = iho U () = ih o ()

= UHWW) =000 l@) =070 [9/(1)

wobel wir mehrfach die Definition (2.85]) des transformierten Hilbert-Raumzustands be-
nutzt haben. Falls das System invariant unter der Lie-Gruppe G ist, G also eine Symme-
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2.2 FEinfiihrung in die Gruppentheorie

triegruppe des Systems ist, erfiillt der transformierte Zustand ebenfalls die Schrodinger-
Gleichung, mit demselben Hamilton-Operator, H' = H, also

o) = 0RO ) = B 0)
— UHU' = H < UH=HU
— [U,H =0,
oder, fiir infinitesimale Transformationen,
[X;, Hl=0 Vj=1,...,N. (2.86)

Weil die Casimir-Operatoren aber Funktionen der Generatoren sind, s. Gl. (2.79)), ist es
offensichtlich, dass auch diese Operatoren mit dem Hamilton-Operator vertauschen,

Ci, H =0 Yi=1,...,r, (2.87)

wobei r die Gesamtzahl der Casimir-Operatoren angibt (r ist nach dem Racah-Theorem
fiir halbeinfache Lie-Gruppen identisch mit deren Rang). Per Definition vertauschen auch
alle Casimir-Operatoren untereinander,

Ci, Cl=0 Yij=1,...r. (2.88)

Der maximale Satz von vertauschenden Operatoren ist damit zunéchst
{e,. o.a},

Weil H alle Voraussetzungen fiir einen Casimir-Operator des Systems erfiillt, aber gleich-
zeitig kein neuer, d.h. von den anderen C; linear unabhéngiger Casimir-Operator
sein kann (da r schon die maximale Anzahl von Casimir-Operatoren angibt), muss H eine
Funktion der Casimir-Operatoren des Systems sein,

H=H(C, ...,C).

Falls diese Funktion in eine Taylor-Reihe entwickelt werden kann, so ist H (in fithrender
Ordnung in den Casimir-Operatoren) einfach als Linearkombination der Casimir-Ope-
ratoren des Systems, plus der Einheitsmatrix 1, die immer mit allen D(g) € D(G) ver-
tauscht, darstellbar,

H=cl+> ¢;Ci+0(C}) . (2.89)

i=1
Beispiel: Wasserstoffatom. Aufgrund des Zentralpotentials ist das System invariant un-
ter Raumdrehungen, d.h. unter der Gruppe Gg. Der einzige Casimir-Operator dieser

Gruppe ist, wie wir schon wissen, das Quadrat des Drehimpuls-Operators, L2 In der Tat
lautet der Hamilton-Operator in Kugelkoordinaten

H(7) = {—h—ziﬁ ( : 8>+V(T)] I+ 12,

2m r2 Or " or 2mir?
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vgl. Gl (5.46) der Vorlesung “Quantenmechanik I”. Wir identifizieren also

B h? 1 0 5 O

o =y () VO,
p— 1

4= o

Die Koeffizienten cg, ¢; sind noch (operatorwertige) Funktionen des radialen Abstands r,
welcher unter G aber eine Invariante darstellt.

Der maximale, linear unabhéngige Satz von miteinander vertauschenden Operatoren
ist also zunéchst lediglich der Satz der Casimir-Operatoren des Systems,

(.0}

Wir kénnen also ein System von Zustdnden wéhlen, welche gleichzeitig Eigenfunktio-
nen zu allen Casimir-Operatoren sind. Diese Zusténde werden durch die Angabe der
zugehorigen Eigenwerte charakterisiert,

[CRen

Dies ist aber noch kein reiner Zustand, also ein Zustand, bei dem alle méglichen
meflbaren Quantenzahlen festgelegt sind. Es kann ndmlich noch weitere Operatoren
Aj,j = 1,...,s, geben, die keine Casimir-Operatoren sind, aber dennoch mit dem
Hamilton-Operator und mit allen Casimir-Operatoren des Systems vertauschen.

Beispiel: Im Wasserstoffatom ist der Generator L* ein solcher Operator. Er vertauscht
sowohl mit H als auch mit L 2. (Wir haben den Spin aus dieser Betrachtung ausgeschlos-

~

sen. Im Prinzip gébe es mit S2 einen weiteren Casimir-Operator, der aber nicht in H
auftritt, und mit S* einen einen weiteren Operator, der mit H vertauscht.)

Reine Zustédnde konnen also durch die Eigenwerte C; der Casimir-Operatoren C; und die
Eigenwerte «; der Operatoren A; charakterisiert werden,

W) =|Ch, .y Gy, oy ) (2.90)

Satz: Die Zustdnde eines Multipletts sind beziiglich aller Casimir-Operatoren entartet.
Beweis: Wir betrachten einen reinen Zustand (2.90)), der zu einem bestimmten Multiplett
gehore. Wir kiirzen im folgenden die Menge der Eigenwerte {ay, ..., as} mit o ab. Nach
Definition eines Multipletts ist auch

|y = U|1/1> = U\Cl, o Cha) =0, . CL A

ein Zustand des gleichen Multipletts. Es ist zu zeigen, dass

Cil=C;, Vi=1,...,r.
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2.2 FEinfiihrung in die Gruppentheorie

Dazu berechnen wir unter Benutzung von [C;, U] = 0

Cilch, ..., Cl )y = Cle, L, Ol d)

- CyUycl,.. C.,a)=UC|Cy, ..., Ch, a)
= UC’Z-|C’1,...,CT704):C’Z-U|C'1, , Chy )

= C”Ci,...,C;,O&),

also in der Tat C] = C;, q.e.d.
Dieser Satz bedeutet, dass die verschiedenen Multipletts durch die Angabe der Eigenwerte

C; der Casimir-Operatoren eindeutig charakterisiert werden konnen.

Beispiel: Die verschiedenen Multipletts zum Drehimpuls werden durch die Angabe von
¢ charakterisiert; h*((¢ + 1) ist der Eigenwert von L2 auf dem durch ¢ charakterisierten
Multiplett.

Corollar: Da H = H (C’l, e C’T), sind alle Zusténde eines Multipletts auch energetisch
entartet.

Zum Schluss dieses Abschnitts beweisen wir noch einen weiteren wichtigen Satz, der
aus zwei Teilen besteht:

Das Schursche Lemma (I): Gegeben sei eine halbeinfache unitéire Lie-Gruppe G' und
ein durch den Hamilton-Operator H beschriebenes System. Falls G eine Symmetriegruppe
des Systems ist, also die Dynamik invariant unter Transformationen D(g) € D(G) ist,

[D(g), H =0 VYgedq,

dann sind Uberginge zwischen verschiedenen Multipletts verboten.

Beweis: Aufgrund von Gl. (2.87) gilt fiir Zusténde
Cy, ..., Cryye M, |Cy,...,C d)e M,

die zu verschiedenen Multipletts M, M', M # M’, gehoren

0 = (C] C’ o] [@»ﬁ]@l---, a)
<C;,.. ', o|C;H— HC; ycl,.. , Ch, )
= (], .. a|(JTH HC|CY, ..., C,p, )
= (CZ )<C;,.., "o |H|CY L, C )
= (C!—=C) E(Cy,...,C)(C], ..., Cd|Cy, ..., Cp a),

wobei wir von der zweiten zur dritten Zeile die Hermitezitdt der Casimir-Operatoren
ausgenutzt haben. Diese Gleichung kann nur erfiillt werden, falls (i) C! = C; oder falls (ii)

(€, ..., C.,d|Cy, ..., Cpa) =0.

Weil aber nach Voraussetzung die beiden Zustdnde zu verschiedenen Multipletts geho-
ren, und diese durch die Eigenwerte der Casimir-Operatoren eindeutig charakterisiert
werden, muss wenigstens fiir einen Casimir-Operator, z.B. Cj, C} # Cj sein. Fiir diesen
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kann dann aber nur Fall (ii) eintreten, um die Gleichung zu erfiillen, d.h. das Ubergangs-
matrixelement zwischen den beiden Zusténden verschwindet, q.e.d.

Bemerkung: Betrachten wir die vorletzte Zeile des vorangegangenen Beweises, so konnen
wir diesen Sachverhalt auch noch anders formulieren. Offenbar besitzt der Hamilton-
Operator H keinen Anteil, der einen Ubergang zwischen Zustianden verschiedener Mul-
tipletts induziert. Gébe es einen solchen Anteil, dann wére (C1, ..., C/, &/|Cy, ..., C;, a)
# (. Dies kann wiederum nur passieren, wenn H Anteile enthélt, die die Symmetrie ex-
plizit brechen.

Das Schursche Lemma (II): Die irreduziblen Darstellungen der Casimir-Operatoren
sind proportional zur Einheitsmatrix.

Beweis: Wir betrachten ein Multiplett M von d Zustédnden,
M=A{Cy,....,C.,5),7=1,...,d},

wobei wir die Zustande des Multipletts (die sich noch in den Quantenzahlen a = {ay, ...,
o} unterscheiden) mit dem Index j durchnumeriert haben. Offensichtlich ist dim M = d.
Eine irreduzible Darstellung eines Operators D(g) hat die Matrixdarstellung

[D(G)]]k = <Cl7 cety Cra ]’D(g) |Cla ey Cra k) .
Die irreduzible Darstellung des Casimir-Operators C; ist also

I:CYZ]_]]C == <Cl, ey Cr, j’él|01, ey Cr, k)
- Ci<01a"'7CT7j|Cl7"'aCTa k>5015]k7

wobei wir die Orthonormalitéit der Zustéinde des Multipletts ausgenutzt haben. Also ist

[OZ] = CZ ]ld y qed .

2.3 Addition von Drehimpulsen

2.3.1 Konstruktion von Eigenzustanden zum Gesamtdrehimpuls

Dieser Abschnitt ist der Fragestellung gewidmet, wie sich einzelne Drehimpulse, z.B.

Bahndrehimpuls L und Spin S , zu einem Gesamtdrehimpuls J = L + S kombinieren
lassen. Dies kam bereits in der Behandlung der Dirac-Gleichung in Abschnitt zur
Anwendung.

Gegeben seien zwei Drehimpulse J; und J. Sie sollen in verschiedenen Riéumen wirken

(wie es beispielsweise bei L und S der Fall ist), so dass
[jf, jé’] =0, ab=uzy,z. (2.91)

In jedem Raum existiert ein vollstdndiges Funktionensystem von Eigenzustinden zum

Casimir-Operator j;z, dessen FEigenwerte die Multipletts eindeutig festlegen, und zu jf,
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2.3 Addition von Drehimpulsen

einem der Generatoren der Drehgruppe, dessen Eigenwerte die Zusténde innerhalb eines
Multipletts charakterisieren,

J2gims) = B5i (i + 1) [
Jilgimsy) = hmiliimg), i=1,2.

Zusténde im Produktraum sind, wie schon in der Vorlesung “Quantenmechanik 17, Ab-
schnitt 6.3.3, diskutiert, direkte Produkte von Zustdnden aus den beiden Unterrdumen,

[J1 J2; m1ma) = [j1ma)|j2 ma) . (2.92)
Wir sind aber eigentlich an Zustdnden interessiert, die Eigenzustéinde zum Gesamtdreh-
impuls

J=Ji+ 1
sind. Es ist klar, dass J wieder ein Drehimpuls ist. Man rechnet némlich leicht nach, dass
T = U g T ) = R+ U )

weil Kommutatoren von Komponenten unterschiedlicher Drehimpulse aufgrund von Gl.
(2.91)) verschwinden. Benutzen wir die Vertauschungsrelationen fiir die einzelnen Drehim-
pulse, so erhalten wir

[J9, Jb] = ihe® J¢ + ihe J§ = ihe(J¢ 4 J5) = ihe J¢ (2.93)

also die Vertauschungsrelation fiir den Gesamtdrehimpuls. Demnach gibt es Eigenzusténde

|7m) zu J 2 und J?, welche folgende Eigenwertgleichungen erfiillen,

T2 jm)y = KjG+1)|jm),
JEljm)y = hmljm).

Diese Eigenzusténde lassen sich in Multipletts zu gegebenem j zusammenfassen. Die Frage
ist nun, wie sie mit den Produktzustianden zusammenhéngen. Mit anderen Worten,
wir versuchen nun, die Produktzustinde auf Zustdnde von Multipletts zu gegebenem j
zu reduzieren.

Zunichst miissen wir uns fragen, wieviel Information beim Ubergang von den Pro-
duktzustédnden |j; jo; mq ma) zu den |j m) verlorengeht. Die Produktzustéinde sind Eigen-
zusténde zu vier miteinander vertauschenden Observablen,

T2 TE s
Die Zustiinde |jm) dagegen sind lediglich Eigenzustinde zu J 2 und JZ. Damit diese die

gleiche Information wie die Produktzustinde enthalten, miissen wir also zwei weitere, mit

J2 und J# vertauschende Observable festlegen. Dies sind die beiden Casimir-Operatoren
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~
—

J2 und J2, denn es gilt

g2 = [, +J +2J1 oo T =20y [ 1, =0,
202 = [J24 g2 +2J1 JQ,J2]:2i-[£,f;]zo,
5, T2 = [P i Y= T =0,
TR = Uy IR = 1y T =0

Ohne Information gegeniiber den Produktzustdnden zu verlieren, kénnen wir also eine

Basis von Eigenzusténden zu J J2, J J1 , J22 festlegen,
J1d2s gm) - (2.94)

Dies sind nach wie vor Eigenzustinde zu J2und J #, aber die moglichen Werte von j und
m werden durch Vorgabe von j; und js eingeschrankt. Wie dies im einzelnen geschieht,
machen wir uns im folgenden klar.

Zunéchst erfiillen die Zusténde die Eigenwertgleichungen

T2 jijasimy = W25+ 1) |jige; jm), (2.95)
J*|j1g2; jm)y = hmljije; jm), (2.96)
T2 jrjasim) = W25+ |jge;im), i=12. (2.97)

Da die Produktzustidnde (2.92)) eine Orthonormalbasis des Produktraums bilden, kann
man die Zusténde (2.94) nach den Produktzustinden entwickeln,

J1j2s jm) = Z |91 Jas My M) (i Jig; my mia i gz s jm) (2.98)
J1535m MY
In dieser Entwicklung sind gewisse Vereinfachungen moglich. Aufgrund der Hermitezitét
von J:F gilt
0 = (J)Jo;m)myl J - J2 J1J25 Jm)
(41 Ja3 My M| Ji - Ji2 j1 2 Jm)
= B*[{(; + 1) = 5iCs + V)] (G gy mymi|ga jos gm) . i=1,2.

Das Matrixelement auf der rechten Seite ist aber gewifl nicht null, denn sonst wére die
Entwicklung (2.98) nicht moglich. Also muss j; = j; und j, = js sein. Benutzen wir dies
in der Entwicklung (2.98)), so vereinfacht sich diese zu

J1j2s jm) = Z |71 o5 mama) (G Jz; a malgr Ja s jm) (2.99)

mi,m2

Die Entwicklungskoeffizienten

(71 J2; m1malg1 J2; gm)
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nennt man, wie wir schon aus Abschnitt [I.2.14 wissen, Clebsch-Gordan-Koeffizienten.
Dort hatten wir allerdings eine einfachere Schreibweise gefunden. Wir werden im folgenden
sehen, dass sich GI. in der Tat noch weiter vereinfachen 148t.

Tatséchlich sind nicht nur die Zusténde Eigenzustinde zu J7, s. GL 1} son-
dern auch die urspriinglichen Produktzusténde,

jz |]1 j?; my m2> - (jlz + jéz) |j1 m1>|j2 m2>
= Rh(my + ma) |41 ja; M1 ma) . (2.100)

Wir berechnen nun mit Hilfe der Hermitezitéit von J?

0 = (j1J2;m1ma] J: = J j1J2; 7m)
(1 Jo;mymg| J*T — J7 |51 ja s jm)

= h(mi1 + ma —m) (J1 jo; M1 ma|j1 J2; jm) ,

wobei wir J7 nach rechts haben wirken lassen und dabei die Eigenwertgleichung
benutzt haben, sowie J#T nach links haben wirken lassen und dabei Gl. benutzt
haben. Da der Clebsch-Gordan-Koeffizient (j; jo;mq ma|j1 j2; 7m) nicht verschwindet,
muss

m=m;+my bzw. me=m—my (2.101)

sein. Die Entwicklung (2.99) vereinfacht sich also zu

s dm) =Y |jijaimam —ma)(ji jo; iy m — maljy ja s jm) . (2.102)

mi

2.3.2 Multipletts zum Gesamtdrehimpuls

Die Frage, die sich nun stellt, ist, welche Werte j bei gegebenem ji, 7, annehmen darf,
also welche Multipletts zum Gesamtdrehimpuls j erlaubt sind. Wir beantworten dies, in-
dem wir aus den moglichen Werten fiir my, mo die zugehdrigen Werte von m bestimmen.
Dies legt den maximal mdéglichen Wert von j fest. Aus der Forderung, dass die Zahl der
Zusténde und gleich sein miissen, und weil es zu gegebenem j genau 25 + 1
mogliche Werte von m gibt, konnen wir auch den minimal moglichen Wert von j bestim-
men. Weil die dazwischen liegenden Werte sich jeweils um eins unterscheiden, sind damit

alle Multipletts zu gegebenem j identifiziert. 16.6.2016

Abbildung [2.1] zeigt als Beispiel den Fall j; = 3 = 6/2 und j, = 5/2. Zunéchst zeichnen
wir alle moglichen Zustédnde zu gegebenem ji, jo in die (my, my)— Ebene ein. Dies sind
(271 + 1)(2j2 + 1) Zusténde, also in unserem Fall (2-3+1)(2-5/2+1) =76 = 42.
Sodann erinnern wir uns daran, dass zu gegebenem m die moglichen Werte von my die
Bedingung erfiillen miissen. Zu gegebenem m sind also nur die Zusténde auf den
roten Linien erlaubt. Jede dieser Linien gehort zu einem bestimmten Wert von m. Der
maximal mogliche Wert (entsprechend der roten Linie, die gerade die rechte obere Ecke
beriihrt) ist durch

My = j2 — pmex _ my = mmax _ jl — mex — jl +]2 (2103)
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2], +1
Abbildung 2.1: Bestimmung der moglichen Multipletts zu gegebenem j bei vorgegebenem
jl? j2'
gegeben, also in unserem Fall m™* = 3 4+ 5/2 = 11/2. Der minimal mogliche Wert

(entsprechend der roten Linie, die gerade die linke untere Ecke beriihrt) ist durch
mo — —jg = mmin —myp = mmm —|—j1 = mmin = —(j1 —|—j2) (2104)

gegeben, also in unserem Fall gerade m™" = —11/2. Der Abstand Am zwischen den roten
Linien betragt jeweils eine Einheit, Am = 1.
Es ist klar, dass sowohl der maximale wie der minimale Wert von m zum Multiplett
J = ji1+Jo gehoren. Da kein groflerer (oder kleinerer) Wert von m auftritt, ist der maximale
Wert von j gerade
JM =14 J2 . (2.105)

Was aber ist der minimale Wert von j? Zunéchst ist klar, dass j > 0 sein muss, sonst
wire j keine verniinftige Drehimpulsquantenzahl. Ferner ist der Hilbert-Unterraum, wel-
cher von den Zustédnden [j; j2; jm) aufgespannt wird, identisch mit dem, welcher von
den Produktzustidnden |[j; jo; m1 mso) aufgespannt wird (es handelt sich ja nur um unter-
schiedliche Basen des gleichen Unterraums). Also muss in beiden Féllen die Dimension
des Hilbert-Unterraums, also die Anzahl der Zustédnde die gleiche sein. Die Zahl der
Produktzusténde hatten wir schon bestimmt,

Ny = (21 +1)(2ja + 1) . (2.106)

Die Zahl der Zusténde |j; jo; jm) ist gegeben durch die Zahl der Zusténde in einem
Multiplett zu gegebenem 7, also gerade 2j 4+ 1, summiert iiber alle moglichen Werte von
7, d.h. {iber alle Multipletts,

smax
J

Np= ) (2j+1), (2.107)

j:jmin
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wobei wir j™& = j; + j, schon bestimmt hatten. Setzen wir N; = N,, so 1Bt sich j™®
bestimmen. Es ist

jmax jmax jmin_l
Ny = D (2j+1)=) (2j+1)— Y (2j+1)
j_jmin j—O j=0

= (™17 = (M) = (1 + 52)* 42000+ j2) +1— (5™)?
=N = (2 + D)2 +1) =4j1j2 + 2051 +2) +1
= (™) = (h—5n)
= ™ = |ji—jal,

wobei wir die Bedingung j > 0 ausgenutzt haben. Kombinieren wir dieses Ergebnis mit
Gl. (2.105)), so ergeben sich die moglichen Werte von j zu

lj1 — jo| < j < g1+ o, (2.108)

wobei j sich ausgehend von [j; — jo| jeweils um eins erhoht. Dies ist das quantenmecha-
nische Analogon zur Dreiecksungleichung der Vektoraddition fiir klassische Vektoren,

[Ty = Jo| S| T = [+ | < Ji+ s

Der minimale Wert ergibt sich, wenn die Vektoren J; und Jy antiparallel zueinander
stehen, der maximale, wenn sie parallel zueinander stehen. Damit sind die mdoglichen
Multipletts zu gegebenem j festgelegt.

2.3.3 Berechnung der Clebsch-Gordan-Koeffizienten

Zuguterletzt stellt sich die Frage, wie man die Clebsch-Gordan-Koeffizienten berechnet.
Dies geschieht mit Hilfe eines Rekursionsverfahrens, welches auf der Wirkung der Stu-
fenoperatoren auf einem Multiplett zu gegebenem j beruht. Wir beginnen mit Gl. (2.99).
Da 71, j2 immer von vorneherein fest vorgegeben sind, lassen wir der Einfachheit halber
die Argumente ji, jo in den Zustdnden weg,

lgm) = Z |my ma) (my ma|jm,) . (2.109)

mi,m2

Die Clebsch-Gordan-Koeffizienten sind Elemente einer unitiren Matrix C' mit der Di-
mension des Hilbert-Unterraums, der durch die Produktzusténde aufgespannt wird,
also der Dimension Ny = (2j; + 1)(2j2 + 1), vgl. GL (2.106)). Die Unitaritéit von C' zeigt
man wie folgt. Es ist

Ot Smme = (G m/m) = Y (G m’Jmy ma) (my ma|j m)
mimsa
= > (mymali'm) (mymalim) = > Cr oy i Corimsjm
mimse mima2

Z cb—z cb— CTC)I;—(C C)]mjmy
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wobei wir, um die Operation der Matrix-Multiplikation besser erkennen zu koénnen, in
den Zwischenschritten die Index-Paare folgendermaflen abgekiirzt haben: (mq,ms) = ¢,
(7/,m") = b, (j,m) = a. In Matrix-Schreibweise lautet diese Gleichung

1=C'C < C'=C', qed..

Durch eine geeignete Wahl der Phasen der Produktzustinde (2.92) kann man C' sogar
reell machen, CT = C~!, oder

(mymeljm)* = (jm|myms) = (mymaljm) .

Wir betrachten nun den zu gegebenem ji, jo» maximal méglichen Wert von j, j™* = ;14 7s,
und den maximal moglichen Wert von m, m = j; + jo. Die Bedingungen

meo = m—m1:j1+j2_m1§j2 — jlgmla

konnen nur durch die Wahl my = j;, my = js erfiillt werden. Also enthélt die Summe
iitber my, my in Gl. (2.109) nur einen einzigen Term,

1+ G2 v+ g2) = |j1J2) (U daldn + G2 v + o) - (2.110)
Multiplikation von links mit (j; + j2 j1 + Jjo| ergibt
L= (1 + Ja v + Jalijn o) (G doliin + Go o + o) = (G alis + o a + 52)*
weil die Clebsch-Gordan-Koeffizienten reell gewahlt werden kénnen. Wir wéahlen die po-
sitive Losung dieser Gleichung,
(Jideldr +Jedr +J2) = 1. (2.111)

Dies ist der erste berechnete Clebsch-Gordan-Koeffizient. Eingesetzt in Gl. (2.110)) erhal-
ten wir also

lj1 4 J2 g1 + J2) = |J1 J2) - (2.112)

Wir bleiben nun im Multiplett zu 5 = j™** = j; + jo und erniedrigen m um eine Einheit
durch Anwenden des Stufenoperators

Jo— i 4

Dieser Stufenoperator wird auf die linke und rechte Seite von Gl. (2.112) angewendet, mit
dem Resultat (vgl. GL. (1.196]))

J_ 1+ Je g1 +J2) = RN201+J2) 1 +hedi o2 — 1),
(Ji- + o)1 j2) = AN2510 — 1j2) + h/2)2 i1 — 1),

. o . J1 . ‘ Jo o
= |ntintip-—1 = : — g1 — 1J2) + 4/ = — |j1j2 — 1) (2.113
lj1+Joj1 + 72— 1) \/31+]2|1 2) jl+]2|12 ) )
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Wir vergleichen dies mit der Entwicklung (2.102)) fiir j = 71 + j2, m = j1 + jo — 1, die in
der abgekiirzten Notation die Form

itdeditiz—1) = |myjitja—L—ma){myji+jo—L—mu|ji+jaj1+j2—1) (2.114)

mi
annimmt. Die Bedingungen
meo=m—mi=5+jo—1—m <j, m <ji,

fithren nun auf zwei mogliche Werte von mq, (i) m; = j; und (ii) m; = j; — 1. Kleinere
Werte kann m; nicht annehmen, da sonst my > j, wird. In Fall (i) ist my = j, — 1 und in
Fall (ii) msy = j5. Also lautet Gl. (2.114)) explizit

|j1t+d2 it+de—1) = [j1 jo—1) (G Je— 1|71 +J2 jri+J2—1)+j1—1 j2) (j1— 1 ja| g1 +J2 J1+Jj2—1) .

Durch Vergleich mit Gl. (2.113) identifizieren wir die folgenden Clebsch-Gordan-Koeffi-
zienten

Grga = i+ jasi + 2 — 1) = ﬁ{ih (2.115)
Gr— Ljalji + i +j2 — 1) = Jlﬁh (2.116)

Durch wiederholtes Anwenden von J_ kann man sich so durch das gesamte Multiplett zu
7 = g1 + jo “hangeln” und die zugehorigen Clebsch-Gordan-Koeffizienten bestimmen.

Dann betrachtet man das Multiplett zum néchstniedrigeren Wert 7 = 77 + jo» — 1 und
beginnt wieder mit dem maximalen Wert m = j; 4+ jo — 1. Fiir diese Kombination gibt es

zwei Terme in der Entwicklung (2.102)),
Jitge—1h+j—1)=alj—1j)+Bljj—1),

wobei wir die Clebsch-Gordan-Koeffizienten mit «,  abgekiirzt haben. Diese kénnen aus
der Orthonormalitdt zum oben berechneten Zustand |[j; + joj1 + jo — 1) und aus der
Normierung von |j; + jo — 1 j1 + j2 — 1) eindeutig berechnet werden. Die Orthonormalitét
zum Zustand |7y + j2 j1 + jo — 1) liefert mit den Clebsch-Gordan-Koeffizienten und
(2.116)

0 = (ht+den+j—Uh+j—1h+5—1)
= 11+J231+Jz—1\31—192 + 61+ jej1+i2—1gjja— 1)

= ']2
J1 + ]2 J1+Jj2]

also —B+/j2 = a+v/j1 = v+/j1j2 und damit
Jrtje—1j+j2—1) Z’Y<\/J'_2Ul — 1ja) = /i |1 o — 1)) ~
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Normieren wir diesen Zustand,

1 = (h+gpe—1lha+d—1jh+j—1h+j—1)

= YUt = v=y—
Ji+7ge

so identifizieren wir die Clebsch-Gordan-Koeffizienten

. o S J2
a = (i—lph+p—1h+tp-1)=—7F+, 2.117
(J1 2|1 + J2 1+J2—1) Tt ( )

J1
J1+ J2

B = (Ghp—lp+i—1h+ti—-1) =~ (2.118)

Danach “hangelt” man sich wieder durch Anwenden von J_ durch das Multiplett zu
J=n+j—L

Das Verfahren 148t sich dann fiir die Multipletts zu kleinerem j fortfithren, ist aber
zugegebenerweise recht mithsam. Entweder man entwickelt einen entsprechenden numeri-
schen Algorithmus aus der oben erlduterten Vorschrift oder man schlégt in einschliagigen
Tabellenwerken nach.

2.4 Die Gruppe SU(3)

Aufgrund der besonderen Bedeutung der Gruppe SU(3), d.h. der speziellen unitaren Sym-
metrien in drei Dimensionen, fiir die Theorie der Starken Wechselwirkung, eine der fun-
damentalen Naturkrifte, behandeln wir diese Gruppe in diesem Abschnitt gesondert und
mit groflerer Ausfiihrlichkeit.

2.4.1 Generatoren

Wir hatten die Gruppe SU (N) der speziellen unitéren Transformationen in N Dimensio-
nen schon in der Ubungsaufgabe 9.1 kennengelernt. Die Gruppe SU(N) besitzt N? — 1
Generatoren.

Beispiel: Die Gruppe SU(2) besitzt N 2 — 1 = 3 Generatoren. Es handelt sich um die
Komponenten S* des Spin-Operators. In der fundamentalen Darstellung lauten
diese

. R
§%=3 0., a=123, (2.119)

mit den Pauli-Matrizen (1.66). Offenbar sind die Generatoren in der fundamentalen
Darstellung (2 X 2)—Matrizen, d.h. sie wirken auf Objekte (Hilbertraum-Zusténde),
welche zweidimensional sind.

Wir konstruieren nun die N*> — 1 = 8 Generatoren der SU(3) in der fundamentalen
Darstellung, d.h. in der Darstellung, in der sie (3 X 3)—Matrizen sind, also auf drei-
dimensionale Zustandsvektoren wirken. Dabei nehmen wir uns die Pauli-Matrizen zum
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Vorbild und verallgemeinern sie auf drei Dimensionen. Zunéchst schreiben wir in Analogie
zur SU(2), vgl. GL. (2.119)), fiir die Generatoren der SU(3)

A

T,

| St

Ao, a=1,....8. (2.120)

Man beachte, dass sowohl Ta wie auch 5\a hermitesch sein miissen,
T,=T5, A=A, (2.121)

da es sich bei SU(3) um eine unitére Lie-Gruppe handelt. Die (3 x 3)—Matrizen A
fiir die SU(3) entsprechen den Pauli-Matrizen 6, fiir die SU(2). Die ersten drei A, sind
einfach die triviale Erweiterung der Pauli-Matrizen auf drei Dimensionen,

) 010 ) 0 —i 0 ) 1 0 0
M=l100|, =i 0 0], =[0-10]. (2.122)
000 0 0 0 0 0 0

Aufgrund der Hermitezitdt der Pauli-Matrizen ist die Hermitezitat der Ao damit garan-
tiert.

Fiir die néchsten vier 5\(1 nehmen wir uns die Struktur der ersten beiden Pauli-Matrizen
zum Vorbild und verschieben die nichttrivialen Elemente jeweils um eine Zeile bzw. eine
Spalte,

001 00 —i 00 0 00 0
M=looo0o ], =00 0], =l001], =00 —i
100 i 0 0 010 0 i 0
(2.123)

Auch diese Matrizen sind offenbar hermitesch.

Fiir den letzten Generator benotigen wir eine Matrix, die ein nichtverschwindendes
(33)—Element hat, weil man ansonsten mit den Generatoren keine beliebigen SU (3)—Ma-
trizen konstruieren konnte, also insbesondere solche, die nichtverschwindende (33)—Ele-
mente besitzen. Wir machen den Ansatz

~

0
>\8: 0

B

, (2.124)

o o9
o QL O

mit reellen Konstanten «, 5, weil ;\8 hermitesch sein muss. Elemente der Gruppe SU(N)
zeichnen sich dadurch aus, dass ihre Determinante den Wert +1 annimmt, also

0=1IndetU = Tr an:—%aaTrTa : (2.125)

d.h. die Generatoren der SU(N) sind spurfrei. Damit dies auch fiir Ty = 55\8 gilt,
muss in unserem Ansatz (2.124]) f = —2a« sein. Die Konstante o bestimmen wir aus der
Orthogonalitét (2.69)) der Generatoren,

2

Tr (T :i},) - %@lb : (2.126)
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bzw. fir die 5\a
Tr (Xa Xb> — 24, . (2.127)

Man priift leicht nach, dass diese Relation fiir a = 8 und b = 1, ..., 7 mit unserem Ansatz
(2.124]) erfiillt ist. Die Konstante o bestimmen wir aus dieser Relation fiir a = b =8,

0 O
Tr (5\8;\8>:Tr a? 0 =6a’=2 = a=
0

Das endgiiltige Resultat fiir s lautet also

° 1

1
ds=— | 0 (2.128)
0

Die auf diese Weise, d.h. durch die Glgen. (2.122), (2.123]) und (2.128)) festgelegten Matri-

zen heilen Gell-Mann-Matrizen (nach ihrem Urheber Murray Gell-Mann). Aufgrund
ihrer Orthogonalitét sind sie linear unabhéngig und bilden somit eine Basis im Raum der
spurfreien hermiteschen (3 x 3)—Matrizen.

2.4.2 Strukturkonstanten
Die Lie-Algebra der SU(3) ist

[Taa Tb] =1h fabc Tc ) (2129)
bzw. fiir die Gell-Mann-Matrizen,
[S‘m ;\b] =2 fabc 5‘c . (2130)

Aus der expliziten Form der Gell-Mann-Matrizen bestimmt man nun die Strukturkon-
stanten iiber die Relation (2.70)), die fiir die Gell-Mann-Matrizen lautet

2 PO 1 A
ac:._:T {TaaT Tc}E_T {/\a,)\ /\C} 2.131
fabe = 3 Tr ( [Ta, T 5 T P M) (2.131)
Per Definition sind die Strukturkonstanten dann vollstdndig antisymmetrisch. Sie
lauten explizit:

abe || 123 | 147 | 156 | 246 | 257 | 345 | 367 | 458 | 678
fue T T3 T3 T TS5 [T

Fiir alle anderen Kombinationen der Indizes abe verschwinden die Strukturkonstanten.
Die Generatoren der SU(3) (oder allgemein der SU(N)) erfiillen auch Antivertau-

schungsrelationen,
2

A~ A h ~
{TCH Tb} - ? 5ab ]l?; + hdabc Tc s (2132)
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bzw. fiir die Gell-Mann-Matrizen
~ ~ 4 ~
{Aas Ao} = 3 dap U + 2 e A (2.133)

Die vollstandig symmetrischen Strukturkonstanten d,;. bestimmt man beispielsweise
aus der in Ubungsaufgabe 9.1 (iii) bewiesenen Relation

dupe = %Tr ({T Tb}ﬁ) = iTr ({xa, W) &C) . (2.134)
Die nichtverschwindenden symmetrischen Strukturkonstanten lauten explizit:
abc || 118 | 146 | 157 | 228 | 247 | 256 | 338 | 344 | 355 | 366 | 377
Tl &3 E R E IR ETE 131
abc | 448 | 558 | 668 | 778 | 888
=1~ 7 5 | -

2.4.3 Unteralgebren und Untergruppen
Die Algebra der SU(3) besitzt Unteralgebren, die Untergruppen der SU(3) erzeugen:
(i) Offensichtlich erzeugt der Satz
(T, Ty, T5} |
aufgrund der Tatsache, dass fio3 = 1 = €;03 ist, eine SU (2)—Unteralgebra,
[T, Ty) = ih fape To = iheape To,  a,b,c=1,2,3.
Diese Unteralgebra erzeugt eine SU (2) —Untergruppe der SU(3),
SU((2) Cc SU(3) .
(ii) Eine zweite Unteralgebra wird durch
{Ty, Ts, Tr}

gebildet. Betrachten wir die explizite Form dieser Generatoren,

(0 —i0 1 0 10 ) 1

Ty = 3 i 0 0| = 3 (—ith) | =1 0 0 = (13)i = 5 (—ihesi;) ,
0 0 0 0 00

(00 =i 1 00 -1 . 1

=500 0 |=—3=m[00 0 | = (Th)y=—;(-ihey),
i 0 10 0

A A 0 0 1 0 0 0 . 1

Tr = 3 00 —i | = 3 (—th) | 0 0 1 = (T7); = B} (—ihen;) ,
0 i 0 0 -1
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so wird klar, dass es sich hierbei bis auf einen Faktor 1 /2 bei Ty und 15 bzw. —1 /2 bei
T5 um die Generatoren der SO(3) in der adjungierten Darstellung handelt!

Definieren wir R ) R R R
JgEQTQ s JQE—2T5 s Jl 52T7, (2135)

so erhalten wir aus der Vertauschungsrelation
[Tw Tb]:ihfabcfca CL7b,C:2,5,7,

mit dem Wert fiir die Strukturkonstante fo57 = 1/2 die golgende Vertauschungsre-
lation fiir die durch Gl. (2.135|) definierten Generatoren J; der SO(3),

[ji7 jj] :iheijk jk ; i,j,k:1,2,3.
Wir haben also eine SO(3)—Unteralgebra der SU(3) identifiziert,
SO(3) C SU(3) .

(iii) Die Cartan-Unteralgebra besteht aus
{T?n TS} )
da [T, Tg] = 0. Daraus folgt, dass SU(3) vom Rang 2 ist. Die einzigen beiden

Casimir-Operatoren sind, wie in Ubungsaufgabe 9.1 (v) gezeigt,
él = fabc Ta Tb Tc ) CA12 - dabc Ta Tb Tc . (2136)

2.4.4 Multipletts

Multipletts werden durch die Eigenwerte C;, C5 der beiden Casimir-Operatoren (2.136|)
der SU(3) festgelegt. Die Frage ist, wieviele Zusténde zu jedem Multiplett gehoéren und wie
man sie voneinander unterscheidet. Dazu miissen wir weitere Quantenzahlen festlegen, die
zu Operatoren gehoren, die mit den Casimir-Operatoren (aber nicht mit den Generatoren)
der SU(3) vertauschen.

Um dies fiir die SU(3) zu beantworten, gehen wir zunéchst einen Schritt zuriick und

betrachten die Gruppe SU(2). Der einzige Casimir-Operator war dort Ci = J? und die
Multipletts werden durch die Eigenwerte von J2, also h? j(7 + 1), bzw. einfach durch j

festgelegt. Ferner vertauscht J 2 mit J.., welches die Eigenwerte im besitzt. Also kann man
die Zusténde eines Multipletts eindeutig durch die Angabe von j und m festlegen, |j m).
Fiir gegebenes j gibt es 25 + 1 Zusténde, die sich durch den Wert von m unterscheiden,
m=—j,—7+1,...,5—1,7.

Offenbar ist .J, der Generator der Cartan-Unteralgebra von SU(2). Es liegt also na-
he, fir SU(3) ebenfalls die Cartan-Unteralgebra, bestehend aus den beiden Generatoren
T 3 und T, g, zur Unterscheidung der Zustédnde eines Multiplett zu verwenden. Da Tg, Tg
untereinander und per Definition auch mit den beiden Casimir-Operatoren Cy, Cy ver-
tauschen, erhalten wir also einen Satz von vier miteinander vertauschenden Operatoren,
deren Eigenwerte die Zustédnde eines Multipletts eindeutig festlegen,

|Gl7 CQ; T37 T8> : (2]‘37)
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Bei der SU(2) hatten wir Stufenoperatoren
Ji=J, i,

definiert, die einem erlaubten, von einem Zustand eines Multipletts zum néchsten zu
kommen,
Jeljm) ~|jm=E1).

Dies kann man graphisch so darstellen:

. _ m
-7 .. m-1 m m+l e ]

Abbildung 2.2: Wirkung der Stufenoperatoren .Jy auf SU(2)—Multipletts.

Etwas Analoges gibt es auch bei der SU(3), allerdings unterscheiden sich die Zusténde
eines Multipletts hier durch zwei Quantenzahlen, T5 und 7%, und nicht durch eine, m.
Wir koénnen also nicht nur in einer Richtung Quantenzahlen erhohen oder erniedrigen,
sondern in zwei, wie es schematisch in Abb. dargestellt ist.

J I

Abbildung 2.3: Schematische Wirkung von Stufenoperatoren auf SU(3)—Multipletts.

T

Um zu sehen, wie dies genau vor sich geht, definieren wir zunéchst geeignete Stufenope-
ratoren:

T, = Ty +iTy,
Ve = Ty+iTy,
Up = To+iTy. (2.138)

Auflerdem definieren wir den sog. Hyperladungsoperator

0
. o . R
Y=—"TT3=— 0 . 2.139
/373 (2.139)

—2

o O =
O = O
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Die Vertauschungsrelationen fiir die Stufenoperatoren lauten:

[Ty, Ty] = +hTy, (2.140)
[T, 7] = 2nTs. (2.141)
Diese Relationen sind die gleichen wie bei der Drehimpulsalgebra fiir L* und die Stufen-

operatoren L. Daraus folgt wiederum, dass die Operatoren {7, T3} eine SU(2)—Unter-
algebra definieren (was wir aber schon erwihnt hatten). Ferner gilt:

PN h o~

(T, Vel = £5Vi, (2.142)
.. h -

L5, Us] = F35Us, (2.143)
Vi, V] = 2n (2T3+iY) =2hV; , (2.144)
A 1. 3. .

U, U] = 2h <—§T3+ZY)E277,U3, (2.145)

wobel die jeweils rechten Seiten der letzten beiden Gleichungen die Definition der Opera-
toren V3 und Us darstellen. Wir berechnen weiterhin:

YV, T = 0, (2.146)
Y, Vi = +hVi, (2.147)
YV, U] = +hU., (2.148)
[T, Vi) 0, (2.149)
[Ty, Uz] = 0, (2.150)
[Us, Vi] = 0, (2.151)
[Ty, Ve] = FhUs:, (2.152)
[T, U] = +hV., (2.153)
Uy, Vi] = +hT:, (2.154)
T3, Y] = 0, (2.155)

Den Beweis der Glgen. (2.140) — (2.155) lassen wir als Ubungsaufgabe.
Mit Hilfe der Relationen (2.142)), (2.143), (2.147) und (2.148|) berechnen wir noch

A 1.~ = 3. h ~ 3. - ~

[VE),, V:t] = 5 [T3, V:t] + Z [Y, V:t] =+ Z V:t + Z ]"_LV:E = j:hv:t s (2156)
A 1 .~ - 3o - h - 3.~ A

[Ug, U:t] = — 5 [Tg, Ui] + Z [Y, Ui] =+ Z U:t + ZhUﬂ: = ZEFLU:‘: . (2157)

Zusammen mit den Glgen. (2.144) und (2.145) bedeuten diese Gleichungen, dass die Ope-
ratoren {V, V3} und {Us, Us} zwei Weltere SU(2)—Unteralgebren bilden, die aber we-
gen der Abhéngigkeit von Vs und U von T nicht unabhéngig von der durch {Ti, Tg}

gebildeten SU(2)—Unteralgebra sind. Es ist, wie wir bereits wissen, lediglich eine einzige
SU(2)—Unteralgebra in SU(3) enthalten.
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Wir miissen jetzt noch klaren, welche Wirkung die Stufenoperatoren Ti, Vy und Ul
auf die Zustdnde eines Multipletts haben. Dazu betrachten wir die Eigenzustéande (2.137]),
bzw. indem wir Ty durch Y = /3T /2 ersetzen, die Eigenzustinde

‘017 027 T37 Y> = |T3 Y) )

wobei wir die Argumentliste um C', Cs kiirzen konnten, da diese Eigenwerte sich fiir ein
gegebenes SU (3)—Multipletts natiirlich nicht d&ndern. Es ist per Definition

T3|T3Y> - T3 |T3Y>,
YI|T,Y) = Y|T;Y).

Wir schlieflen nun, dass

(i) aufgrund von GI. (2.142)) gilt
PN PN N h o~
T, Vi |T5Y) = T3V |T3Y) - ViT3|T5Y) =+ B Vi |T3Y)

PN A\ ~

Diese Gleichung bedeutet, dass Vi den Eigenwert T3 eines Zustands |T5Y")
um den Wert //2 erh6ht bzw. erniedrigt.

(ii) aufgrund von Gl. (2.143) gilt

A A A A ~ h A
[Ty, UIT3Y) = T3UL|TY) = Ua T3 [TyY) = % 5 Us [T )
A o~ h\ -~

Diese Gleichung bedeutet, dass Uy den Eigenwert Tj eines Zustands |T3Y)
um den Wert h/2 erniedrigt bzw. erhoht.

(iii) aufgrund von Gl. (2.147) gilt

[V, Vi]|T3Y) = YVL|T3Y) = VoY |T3Y) = +hV, [T Y)
— YV.IT3Y) = (Y+R)VL|T,Y). (2.160)

Dies bedeutet wiederum, dass Vi den Eigenwert Y eines Zustands |T5 Y') um
den Wert i erh6ht bzw. erniedrigt.

(iv) aufgrund von Gl. (2.148) gilt

[V, U |TY) = YUL|TY)—ULY|T3Y) = £hUL |T5Y)
— YU,|TY) = (Y+hUL|T3Y). (2.161)

Dies bedeutet, dass Uy den Eigenwert Y eines Zustands |T5Y) um den
Wert i erhoht bzw. erniedrigt.
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(v) T1 den Eigenwert T eines Zustands |T3Y) um den Wert 7 erhdht bzw.
erniedrigt.

(vi) dass aufgrund von Gl. (2.146) gilt, dass T, den Eigenwert Y eines Zustands
|73 Y) unverindert 148t.

Zusammengefaflt lassen sich diese Befunde wie folgt schreiben:
(i) T erhoht/erniedrigt T5 um £ und Lift Y unverindert.
(ii) V4 erhoht/erniedrigt T3 um //2 und Y um F.
(iii) Uy erniedrigt/erhdht T um £/2 und erhéht/erniedrigt Y um A.

Dies 148t sich graphisch wie in Abb. gezeigt darstellen.

Y [l

=0

Abbildung 2.4: Wirkung der Stufenoperatoren Ti, Vi und (LE auf Zustdnde eines
SU (3)—Multipletts.

Die rote Linie ist die sog. T'—Linie, auf der die Stufenoperatoren Ty wirken. Diese indern
den Wert von 75 um +A und lassen den Wert von Y unverdndert. Die blaue Linie ist
die sog. V —Linie, auf der die Stufenoperatoren V. wirken. Sie #ndern 73 um +h/2
und gleichzeitig Y um =+h. Schlieflich ist die griine Linie die sog. U —Linie, auf der
die Stufenoperatoren Ui wirken. Diese &ndern den Wert von T3 um FA/2 und gleich-
zeitig Y um £h. Die Wirkung der Stufenoperatoren hat zur Folge, dass die Zustédnde
eines SU(3)—Multipletts nicht wie in Abb. gezeigt ein reguldres Gitter in der (T3 —
Y)—Ebene bilden, sondern eines, wo wie in Abb. gezeigt Zustdnde von T3—Ebenen,
die sich im Wert von Y um £ unterscheiden, jeweils um %/2 gegeneinander versetzt sind.

Diese Information geniigt, um die Form von SU (3)—Multipletts in der (73 —
Y)—Ebene festzulegen. Dazu erinnern wir uns zunéchst daran, dass

(i) {Ty, T_, T3} eine SU(2)—Unteralgebra der SU(3) bilden, die Zustéinde von SU(2)-
Multipletts (als Teil von SU(3)—Multipletts) untereinander transformiert. Bildlich
gesprochen liegen diese SU(2)—Multipletts auf den (roten) 7'—Linien in Abb.
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und die Stufenoperatoren Ty fithren von einem Zustand auf einer 7—Linie zum
néchsten. Wahrend der Wert von Y bei diesen SU(2)—Multipletts immer konstant
bleibt, variiert der Wert von T3 zwischen —75"** und +75"**. Dies bedeutet wieder-
um, dass diese SU(2)—Multipletts spiegelsymmetrisch zur Y —Achse (also zur
Linie T3 = 0) liegen miissen.

(i) {V,, V_, V3} ebenfalls eine SU(2)—Unteralgebra der SU(3) bilden, die Zustéinde
von SU(2)—Multipletts (als Teil von SU(3)—Multipletts) untereinander transfor-
miert. Diese SU(2)—Multipletts liegen aber nun auf den (blauen) V —Linien in Abb.
und bei der Transformation von Zustinden mit Hilfe der Stufenoperatoren Vi
variiert der Wert von V3 zwischen —V;"® und +V3"%*. Dies wiederum bedeutet,
dass diese SU(2)—Multipletts genauso viele Zusténde links wie rechts der Li-
nie V3 = 0 oder, wenn wir die Definition (2.144]) von Vs benutzen, der Geraden
Y = —2T; haben miissen.

(iii) {U,, U_, Us} ebenfalls eine SU(2)—Unteralgebra der SU(3) bilden, die Zustéinde
von SU(2)—Multipletts (als Teil von SU(3)—Multipletts) untereinander transfor-
miert. Diese SU(2)—Multipletts liegen nun auf den (griinen) U—Linien in Abb.
und bei der Transformation von Zustdnden mit Hilfe der Stufenoperatoren Uy
variiert der Wert von Us zwischen —U3"* und +U3"*. Dies wiederum bedeutet,
dass diese SU(2)—Multipletts genauso viele Zusténde links wie rechts der Li-
nie U3 = 0 oder, wenn wir die Definition von Vi benutzen, der Geraden
Y = %Tg haben miissen.

Die so identifizierten Symmetrieachsen sind in Abb. dargestellt.
Y [#]

. =0,

' ;=0, Y=2T,/3

T;[7]

V =0, Y=-2T, /3

Abbildung 2.5: Symmetrieachsen der SU(3)—Multipletts in der (75 — Y )—Ebene (durch-
gezogene Linien), sowie T'—, V— und U—Linien (gestrichelt).

Die dreizdhlige Symmetrie 148t nur noch drei mogliche geometrische Formen fiir
SU(3)—Multipletts in der (75 — Y)—Ebene zu:

(a) einen einzelnen Zustand, das sog. Singlett im Ursprung der (73 — Y )—Ebene, also
fir Ty = Y = 0,

(b) Dreiecke mit Mittelpunkt im Ursprung der (75 — Y)—Ebene,
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(c) Sechsecke mit Mittelpunkt im Ursprung der (75 — Y')—Ebene.

Die einfachsten Multipletts, die den Kriterien (a) und (b) geniigen, also (mit Ausnahme
des Singletts) Dreiecke in der (73 — Y')—Ebene bilden, sind in den Abbildungen [2.6] (a—g)
dargestellt.

Y [#] Y [f] Y [#]
(a) (b) (c)
13 2/3
-1/ /2
A L i =T
-1/3
-2/3
Y [h
(7] Y [#]
(d)
23 4/3
(e)
~1 \e1/ n /1
N T/ L "
By N L]
—4/3 ‘—2/3

Abbildung 2.6: (a) Singlett [1], (b) Triplett [3], (¢) Anti-Triplett [3], (d) Sextett [6], (e)
Anti-Sextett [6], (f) Dekuplett [10] und (g) Anti-Dekuplett [10].

Bemerkungen:

(i) Die Zahl der Zusténde eines jeweiligen Multipletts (Anti-Multipletts) ergibt sich dar-
aus, dass man beginnend von der rechten oberen (linken unteren) Ecke mit den Stu-
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2.4 Die Gruppe SU (3)

fenoperatoren T_ (T.) bzw. V_ (V..) zum jeweils benachbarten Zustand voranschrei-
tet. Von dort kann man mit 7_ (7), V_ (Vi) oder U, (U_) zum niichstméglichen
Zustand innerhalb des vorgegebenen Dreiecks weiterkommen. Das Dreieck darf zwar
nicht verlassen werden, aber man kann so auch Zustidnde im Inneren des Dreiecks
erreichen. Letztlich definiert diese Vorschrift ein Gitter von Zusténden auf den Sei-
ten und innerhalb des Dreiecks. Z#ahlt man die Zustédnde ab, so erhédlt man die
Gesamtzahl der Zusténde im jeweiligen Multiplett.

(ii)) Das Triplett [3] enthélt jeweils ein T'—Singlett und ein 7'—Dublett, oder ein V —
Singlett und ein V —Dublett, oder ein U—Singlett und ein U—Dublett. Entspre-

chendes gilt fiir das zum Triplett konjungierte Multiplett, das sog. Anti-Triplett
[3].

(i) Das Sextett [6] enthélt jeweils ein T'—Singlett, ein T—Dublett und ein 7'—Triplett,
oder ein V' —Singlett, ein V —Dublett und ein V —Triplett, oder ein U—Singlett, ein
U—Dublett und ein U—Triplett. Entsprechendes gilt fiir das Anti-Sextett [6].

(iv) Das Dekuplett [10] enthélt jeweils ein T'—Singlett, ein T—Dublett, ein T'—Triplett
und ein T'—Quadruplett, oder ein V' —Singlett, ein VV—Dublett, ein V' —Triplett und
ein V—Quadruplett, oder ein U—Singlett, ein U—Dublett, ein U—Triplett und ein
U—Quadruplett. Entsprechendes gilt fiir das Anti-Dekuplett [10].

(v) Das Triplett [3] mit drei moglichen Zusténden entspricht der fundamentalen Dar-
stellung der SU(3). Wir werden im néchsten Abschnitt sehen, dass wir das Singlett,
das Anti-Triplett, sowie alle h6heren Multipletts aus der Kopplung von Tripletts
(dhnlich der in Abschnitt[2.3|besprochenen Addition von Drehimpulsen fiir die Grup-
pe SU(2)) durch Ausreduzieren konstruieren konnen.

Das einfachste Multiplett, das dem Kriterium (c) geniigt, ist das in Abb. dargestellte
Oktett [8]. Es handelt sich hierbei um die adjungierte Darstellung der SU(3).

Y [f]

T [7]

Abbildung 2.7: Oktett [8].
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Bemerkungen:

(i) Das Anti-Oktett [8] hat die gleiche Form wie das Oktett. Man sagt, [8] und [§]
sind selbstkonjungiert.

(i) Aus Abb. ist ersichtlich, dass das Oktett jeweils zwei T—Dubletts und ein
T—Triplett, oder zwei V —Dubletts und ein V —Triplett, oder zwei U—Dubletts und
ein U—Triplett enthélt.

(iii) Dies ergibt jedoch nur eine Zahl von sieben Zustinden. Warum spricht man dann
vom “Oktett”, also einem Multiplett mit acht Zustéinden? Der Grund ist, dass der
Ursprung des Koordinatensystems doppelt mit zwei unterschiedlichen Zusténden
belegt ist, ndmlich mit einem Zustand der jeweiligen Tripletts und einem zusétzli-
chen Singlett. Dies ist in Abb. durch den zusétzlichen Kreis um den Ursprung
gekennzeichnet.

Was ist der Grund fiir diese Doppelbelegung?” Man kann zum Ursprung, ausgehend vom
Zustand |T3 = 1Y = 0), auf drei unterschiedlichen Wegen gelangen:

00y ~ T [10),
000 ~ V_UL[10) ~ TV \% 1),
00y ~ U V_|10)~T, |% —1).
Diese unterschiedlichen Wege sind in Abb. graphisch dargestellt.
Y [H]

1/21)

00) 1oy

112 -1)

Abbildung 2.8: Die drei unterschiedlichen Wege, ausgehend von |10) den Ursprung |00)
zu erreichen.

Weil aber aufgrund von GI. ([2.154)) U+ =V U+ + AT, ist der Weg III nicht linear
unabhéngig von Weg I und Weg 11,

00) i ~ U, Vo |10) = V.U, [10) + AT [10) = |00}y + 5]00); .
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2.4 Die Gruppe SU (3)

Es gibt also beim Oktett zwei linear unabhéngige Zusténde, |00); und |00), die am
Koordinatenursprung angesiedelt sind.

Die Regel der Mehrfachbelegung oder Entartung von Zustédnden mit den gleichen
Quantenzahlen 75 und Y kann fiir beliebige Multipletts verallgemeinert werden. Generell
gilt, dass die Entartung von Zusténden jeder inneren Schale um eins gréfer ist als die

der Zustande der néchstaufleren Schale. Die Entartung der duflersten Schale ist immer
gleich eins. Ein Beispiel ist in Abb. gezeigt.

Abbildung 2.9: Die Entartung der Zustédnde auf inneren Schalen nimmt ausgehend von
der duflersten jeweils um eins zu.

Diese Regel gilt, solange eine Schale nicht aus einem Dreieck besteht. Innerhalb eines
Dreiecks erhoht sich die Entartung nicht mehr, sondern bleibt konstant. Der Grund ist,
dass es jetzt nur noch einen linear unabhéngigen Weg gibt, einen Punkt im Inneren des
Dreiecks zu erreichen. Um uns dies klarzumachen, betrachten wir das Dekuplett, Abb.
2101

Man wiirde zunéchst glauben, dass es wie beim Oktett drei unterschiedliche Wege gibt,
ausgehend vom Zustand [10) den Ursprung |00) zu erreichen. Aus den gleichen Griinden
wie beim Oktett sollten davon wenigstens zwei linear unabhéngig sein, z.B.

00 ~T_[10) und |00)g~V_TU,[10),
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Y [7]

Abbildung 2.10: Die drei Wege, ausgehend vom Zustand |10) den Ursprung |00) zu
erreichen.

so dass der Ursprung wieder doppelt besetzt ist. Es gilt jedoch

.3
10) ~V_ |21
[10) ~V_[51)
und damit
00) ~ V0LV =V (Vo0 4T 21)
2 2
. 3 . .3 .3
= (VYU =) +hAV_. T |1 =hV_T_|Z1)
2 2 2
. 3 3
= WLV S1) =T (hV_[5 1))
~ T_[10) ~]00) . (2.162)

Hier haben wir von den Glgen. (2.149)) und (2.154)) Gebrauch gemacht, sowie ausgenutzt,
dass der Zustand |2 1) schon der Zustand mit der maximalen Hyperladung ¥ = 1 im

Multiplett ist, also U+ ]% 1) = 0 ist, weil diese Operation aus dem Multiplett hinausfithren
wiirde, was nicht der Fall sein darf. Mit GI. haben wir also gezeigt, dass |00)y ~
|00)1, also diese beiden Zustédnde nicht linear unabhingig voneinander sind, mithin also
nicht unterschiedlich. Eine andere Méglichkeit, dies einzusehen, ist, von |% 1) ausgehend

einmal 7_ V_ und einmal V_7_ anzuwenden, um nach |00) zu kommen. Aufgrund von
Gl. (2.149) ist dies aber das gleiche, mithin nicht linear unabhéngig.
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2.4.5 Konstruktion der Multipletts durch Kopplung von
fundamentalen Darstellungen (Ausreduzierung)

Wir hatten in Abschnitt gesehen, dass wir bei der Addition bzw. Kopplung von zwei
Drehimpulsen bzw. Spins den Produktraum nach Multipletts zum Gesamtdrehimpuls
bzw. -spin zerlegen kénnen. Diesen Prozef nennt man Ausreduzierung.

Dies legt die Vermutung nahe, dass es moglich sein sollte, durch Kopplung des kleinsten
nicht-trivialen Drehimpulses bzw. Spins alle h6heren Multipletts zu erzeugen. Dies
ist in der Tat der Fall: durch Kopplung der fundamentalen Darstellung der SU(2),
dem Dublett, lassen sich alle hoheren Drehimpuls- bzw. Spin-Multipletts erzeugen. Wir
zeigen dies exemplarisch an zwei Beispielen:

(i) jlzé mit jQZ% = j=0 und j=1 (2.163)
T ® 7 = 11 und 1

Fiir diese Relation schreiben wir mit der Notation “Dublett = [2]”, “Singlett = [1]” und
“Triplett = [3]” kurz

2le 2l =[1]e[3]. (2.164)
Diesen Prozefl kann man fortfithren, indem man nun das Dublett an ein Triplett koppelt:
.. . 1 L 1 .3
(i) i=5 mit p=1 = j=5 und j= (2.165)
2 2 2
T

T ® I — I 1 und I
Fiir diese Relation schreiben wir mit der Notation “Quadruplett = [4]”

2l®[3]=[2]® [4] . (2.166)

Durch Kopplung von Dublett oder Triplett an Quadruplett, kann man diesen Prozefl
fortfithren und so alle h6heren Multipletts generieren.

Es gibt nun eine graphische Methode, diese Ausreduzierung durchzufithren. Dazu
zeichnen wir das Dublett auf die J3—Achse:

° ; -3 ]3[;‘{]
-1/2 0 1/2

Nun legt man das zweite Dublett mit seinem Schwerpunkt (J; = 0) jeweils einmal auf

einen der beiden Zustédnde J; = 1/2 und J; = —1/2 (in Einheiten von /) des ersten
Dubletts:
e 3

— - Ll
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Dies erzeugt jeweils einmal die Zustdnde J; = 1 und J3 = —1, sowie zweimal den
Zustand J3; = 0. Dies entspricht gerade einmal dem Singlett, J = 0 bzw. [1] (roter
Punkt), und einmal dem Triplett, J = 1 bzw. [3] (schwarze Punkte). Wiederholt man
dies mit einem weiteren Dublett und dem Triplett, so erhilt man ein Dublett, J = 1/2
bzw. [2] (rote Punkte), und ein Quadruplett, J = 3/2 bzw. [4] (schwarze Punkte):

e=—T—>9
—
¢ | |
P — L[l
=32 -1 -12 0 1/2 1 32

Alle SU(3)—Multipletts lassen sich ganz analog, aufbauend auf der fundamentalen Dar-
stellung, dem Triplett, durch Kopplung erzeugen. Wir zeigen dies zunéchst am Beispiel
der Kopplung von zwei Tripletts:

2/3
12

2/3
1/3
| | —_ | |
| I —_ T T
-1/2 1/2 @ -1 / T
172 5
~2/3 -1/
0_4/3
\ o3
1\ -172 12 / ~1p2
= —\ yam © |
1-1/3
—4/3
Dies ergibt ein Sextett und ein Anti-Triplett,
3] @ [3] = [3] @ [6] (2.167)
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2.4 Die Gruppe SU (3)

Nun koppeln wir das Anti-Triplett mit einem weiteren Triplett:

-1 -1/2 12\

Dies ergibt ein Oktett und ein Singlett,

Bl®[3]=[1]®[8] . (2.168)

Ausgehend vom Sextett erhalten wir durch weitere Kopplung eines Tripletts:
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\ /g

-1/2

Dies ergibt ein Dekuplett und ein Oktett,
3@ [6] = [8] @ [10] . (2.169)

Wir kénnen die Regeln (2.167)), (2.168) und (2.169)) zusammen mit dem Assoziativgesetz

nutzen, um kompliziertere Kopplungen zu bestimmen, z.B.

BleBle B =3B (3 el]) = (33)e (3 «6]) =[1]e[8 e8] @[10]. (2.170)

2.5 Unitdre Symmetrien der Starken Wechselwirkung

2.5.1 U(1)-Symmetrie der Quantenelektrodynamik

Symmetrien spielen in den modernen Theorien der Naturkréifte eine prominente Rol-
le. Dies gilt im besonderen Mafle fiir die Theorie der Starken Wechselwirkung. Wir be-
trachten zunéchst jedoch als Beispiel die (einfachere) Theorie des Elektromagnetismus,
die Quantenelektrodynamik (QED), welche Wechselwirkungen zwischen Elektro-
nen und Photonen beschreibt. Die zugehorige Lagrangedichte lautet (in natiirlichen
Einheiten, i =c=1)

EQED = _411 F“VFM, + Q/_J(Zp — m)w ) (2.171)
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2.5 Unitédre Symmetrien der Starken Wechselwirkung

wobei " = gFAY — 9V A* der Feldstirketensor des elektromagnetischen Feldes, mit
dem 4-Vektorpotential bzw. dem sog. Eichfeld A*, ist und

D, =8, —ieA, (2.172)

die kovariante Ableitung, vgl. Gl. (1.35]). ¢ ist der 4-Spinor des Elektrons und m dessen
Masse. Der erste Term in der Lagrangedichte ist der sog. Eichfeld-Term, der die
Dynamik des Eichfeldes A*, in diesem Fall des Photonenfeldes, beschreibt. Der zweite
Term ist der sog. Materie-Term, der die Dynamik der Materiefelder, in diesem Fall des
Elektrons, beschreibt.

Die Lagrangedichte ist invariant unter sog. U (1)-Eichtransformationen,

v — W =Uy, (2.173)
AP — Ar=UAT - DO (2.174)
e
wobei ) '
U = e e U(1) (2.175)

ein raum-zeitabhingiger Phasenfaktor ist, der gleichzeitig eine Darstellung eines
Elementes der Gruppe U (1) ist. Fiir Elemente der U(1) vereinfacht sich Gl.
wie folgt:

AP — ATH = AF 4 OMA .

Die Invarianz der Lagrangedichte (2.171)) unter den Transformationen (2.173), (2.174)
sieht man wie folgt:

(i) Der Feldstarketensor ist invariant unter der Symmetrietransformation ([2.174)),
Fr —s F'W = 9t (AY + 0"A) — 0¥ (A* + M) = F* |

sofern A(X) zweimal stetig differenzierbar ist, 0*0”A = 9”0"A. Damit ist auch der
Eichfeld-Term in Gl. (2.171]) invariant.

(ii) Die kovariante Ableitung des Materiefeldes transformiert sich wie das Materiefeld
selbst,

Dy — Dl = (9, —ie A) ¢/ = [0, —ie A, —ie (9,M)] et o)
= [0, +ie (0,A) —ie A, —ie (9,A)] ¥
= M9, —ieA)Y =D,
Also ist auch der Materie-Term in Gl. (2.171)) invariant,
(A —m)p —> Q'@ —m)y' = e RN —m)ip = (i) —m)p .

Anstelle von Eichtransformationen spricht man auch von lokalen Symmetrietransfor-
mationen und von lokaler Invarianz unter diesen Transformationen oder kurz lokaler
Symmetrie. Fiir den speziellen Fall A(X) = const. spricht man von globalen Symme-
trietransformationen bzw. globaler Invarianz oder globaler Symmetrie.
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2.5.2 SU(3)—Farbsymmetrie der Quantenchromodynamik

Die Theorie der Starken Wechselwirkung ist die sog. Quantenchromodynamik (QCD)
(griech.: yp&ua = Farbe). Sie beschreibt die Wechselwirkung zwischen Quarks und Gluo-
nen. Die Lagrangedichte der QCD sieht ganz dhnlich aus wie die der QED, Gl. (2.171)),

1 - .
Lqocp = —3 Tr (F* Fou) + U (ip —m)V . (2.176)
Hierbei ist A
FH = F™T, (2.177)

der matrixwertige Feldstiirketensor, mit den acht Generatoren T, der SU(3) in der
fundamentalen Darstellung, d.h. als (3 x 3)—Matrizen, vgl. Gl (2.120)). ¥ ist das
Quarkfeld und m dessen Masse.
Mit Hilfe von GI. kann der Eichfeld-Term der QCD in eine ganz dhnliche Form

wie die der QED gebracht werden,

Y FL) = o Eb Lrvdngyy = L e R 5, = S EevEe

2r( ,LW)_ a uuz r(ab)—4a ,uuab—4a vt
Der erkennbare Unterschied zur QED ist, dass es jetzt acht verschiedene Feldstérketen-
soren F* gibt, entsprechend den acht Farben der Gluonenfelder. Es gibt jedoch beim
Feldstarketensor der QCD noch einen wichtigen, weniger offensichtlichen Unterschied zu
dem der QED. Der Feldstérketensor ist bis auf einen Faktor i/g, wobei g die Kopplungs-
konstante der Starken Wechselwirkung ist, definiert als der Kommutator,

Fw =—[D" D], (2.178)

Q|

zweier kovarianter Ableitungen
D,=0,—1igA,, (2.179)

wobei die kovariante Ableitung, wie schon der Feldstirketensor, matrixwertig ist, mit
dem matrixwertigen 4-Potential bzw. Eichfeld

A= AT, (2.180)

Die acht 4-Vektorpotentiale A% entsprechen den acht Gluonenfeldern. Wir berechnen den

Kommutator (2.178|) explizit,

g D' DY = L {08 ig ) (8" —ig AY) — (0 — ig A) (8" — ig A

= (010" —ig (9" A”) —ig A" — ig A*D — g* A" A
— 0O +ig (0" A") +ig A +ig A" + g° AV AV

= A —O"AF —ig[ A", AY]

= O'AY - QAN —ig A AL [T, T

= (0"AL = 0" Al + g fare A} AN T

v
g
l
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wobei wir im letzten Schritt die Lie-Algebra (2.129)) der SU(3) benutzt haben. Vergleichen
wir dieses Ergebnis mit Gl. (2.177)), so erkennen wir, dass

FMv = 9FAY — 9 AP + g fape Al AY | (2.181)

Die nicht-abelsche Natur der Gruppe SU(3) bedingt, dass zusétzliche Terme im Feld-
stiarketensor des a—ten Gluons auftreten, die von Gluonenfelder der Farben b und c
abhéngen. Diese nicht-abelschen Terme fiihren im Eichfeld-Term der Lagrangedich-
te der QCD zu 3- und 4-Gluon-Wechselwirkungstermen,

1 v a 1 v a a
—Z ‘fFHV — —50“14(1 (0NAV—@,,AM)

2
0 fare O AL AL AL = T furcfuae AL ALALAL(2182)

wobei wir die Antisymmetrie der Strukturkonstanten f,;. ausgenutzt haben. Diese Selbst-
wechselwirkungen der Gluonenfelder bedingt, dass die QCD physikalisch ganz andere
Eigenschaften hat wie die QED. Wir konnen hier aber nicht ndher darauf eingehen, dies
ist Thema der Vorlesung “Quantenfeldtheorie”.

Eine Anmerkung hinsichtlich des Materie-Terms in der QCD-Lagrangedichte ist an
dieser Stelle angebracht: die matrixwertige kovariante Ableitung bedingt, dass die Quark-
spinoren ¥ nicht nur Diracsche 4-Spinoren sind, sondern gleichzeitig 3-er Vektoren im
sog. Farb-Raum. Die drei Komponenten dieser Vektoren symbolisieren die Quarkfar-
ben, iiblicherweise mit rot, griin und blau bezeichnet. Aulerdem gibt es sechs ver-
schiedene Quark-Flavors: up, down, strange, charm, bottom und top. Daher
haben die Quarkspinoren 4 -3 -6 = 4N.N; = 72 Komponenten, wobei wir die Zahl der
(fundamentalen) Quark-Farben als N. und die Zahl der Flavors als Ny geschrieben ha-
ben. Die Quarkmasse m in der QCD-Lagrangedichte ist kein Parameter, sondern eine
[(AN.N¢) x (4N.N¢)]—Matrix im Dirac-, Farb- und Flavor-Raum,

M, 0 -
0 g O
) L0 i, O
m= 0 e O ’
L0 oy O
L0

wobei die einzelnen Flavor-Massenmatrizen 7; [(4N,.) X (4N,)]—Diagonalmatrizen sind,
mit der jeweiligen Quarkmasse m; in der Hauptdiagonalen.
Ganz analog zur QED ist die QCD-Lagrangedichte (2.176)) invariant unter lokalen

SU(N,)—Transformationen im Farbraum,

v — V=0T, (2.183)

A AP =T AT - é CRolimS (2.184)
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wobel

A~

U = exp [z'g Au(X) T] e SU(3) (2.185)

eine Darstellung eines Elementes der Gruppe SU(3) ist. Die Invarianz sieht man folgen-
dermaflen:

(i)
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Die kovariante Ableitung transformiert sich unter Eichtransformationen wie folgt:

D,=0,—igA,— D, = 0,—igA,

= U0 0+ (0.071) ~ig AD
= U9, —igA)Ut=UD,U". (2.186)
Also transformiert sich auch der matrixwertige Feldstéarketensor wie

?

Fu= Dy D] — F'* = 1[D], D] = (DD, ~ D,D})
_ ; (0D, 01 UD,0 ~ UD,0UD,0)
- éU[Du, DU =UF, U (2.187)

Damit ist der Eichfeld-Term in der QCD-Lagrangedichte invariant unter lokalen
SU(N,)—Transformationen,

]‘ v g
g (P Fw) — 5T (F'* F,)

N — DN —

Tr (UJW o U]—"WU‘1> = =Ty (F™ F,,) (2.188)

1
2
wegen der zyklischen Vertauschbarkeit unter der Spur.

Der Materie-Term ist ebenfalls invariant unter lokalen SU(N,)—Transformationen,
denn die kovariante Ableitung des Quarkspinors transformiert sich unter Zuhilfe-

nahme von GI. (2.186)) wie
D,V — D,V =UDU'UY=UD,V, (2.189)
und damit

T — )0 — VG — )V =T U UGD —m)T = V(i —m)T . (2.190)
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Die Eichinvarianz der QCD, also die Symmetrie unter lokalen SU(N,)—Transfor-
mationen bedingt, dass sowohl Quarks wie auch Gluonen in Multipletts der Gruppe
SU(N,) fallen. Dies kann nicht anders sein, da Quarks nur untereinander, aber niemals in
Gluonen oder andere Objekte transformiert werden. Gleiches gilt fiir Gluonen. Die N, = 3
Quark-Farben sind Zusténde der fundamentalen Darstellung, des Tripletts:

Y [#]

1/3

N

\
-1/2 1/2

—-2/3

Die Farben werden wie folgt Eigenzustédnden |T53Y") zum “Farb-Spin” T3 und zur “Farb-
Hyperladung” Y zugeordnet:

Iry = ["rot”) = |

2 . 7 _ 11
l9) = "grim™) = [-53),
|b) = ["blau”) = [0 — =) .

Anti-Quarks unterscheiden sich von Quarks in allen Ladungsquantenzahlen, also auch
in der Farbe. Deshalb miissen Anti-Quarks Zustiande des Anti-Tripletts besetzen,

Y [#]

2/3
-1/2 / \ 112
[

CLA‘D T [7]

-1/3

Die Zuordnung der Farben zu |T3 Y)—Eigenzustanden ist wie folgt:

= = b2 t'_ t?? = - =
) = Panticrot™) = |3 5.
1 1
a) = |” anti-eriin” = |Z _ =
9) = [antiegrive”) = |7 3
_ 2
|b) = |”anti-blau”) = |0 §>
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Die acht Gluonen besetzen Zustinde der adjungierten Darstellung, des Oktetts. Da das
Oktett aus der Kopplung eines Tripletts und eines Anti-Tripletts generiert werden kann,
vgl. Gl. (2.168)), kann man sich Gluonen als Kombination von Farben und Anti-Farben

vorstellen. Y ]

L (@) |
Ay Al

(r7 +83) Y2 _
(17 +9T ~2bb) 6

-1

Eine Besonderheit der QCD ist das sog. Farb-Confinement: Teilchen, die der Starken
Wechselwirkung unterliegen, sog. Hadronen, treten in der Natur stets als Singletts
(“weiBe” Objekte) der SU(N,.)—Farbsymmetrie auf, farbgeladene Objekte wie Quarks
und Gluonen werden dagegen nie als isolierte Teilchen beobachtet. Das Confinement der
Farbladungen ist eine experimentell beobachtete Tatsache, konnte aber rigoros auf der
Basis der QCD bislang noch nicht gezeigt werden.

Die Tatsache, dass Hadronen stets Farb-Singletts sind, bedeutet, dass sie aus mehreren
Quarks bzw. Gluonen bestehen miissen, und zwar stets aus solchen Kopplungen, die ein
Singlett erlauben, z.B. wie in Glgen. und . Farb-Singletts, die aus einem
Quark und einem Anti-Quark bestehen, nennt man Mesonen, Farb-Singletts, die aus
drei Quarks bestehen, heiflen Baryonen. Wir werden konkrete Beispiele dafiir in den
néchsten Abschnitten besprechen, sobald wir eine weitere Symmetrie der QCD diskutiert
haben, die sog. Flavor-Symmetrie.

2.5.3 SU(N¢)—Flavor-Symmetrie

In Ubungsaufgabe 4.3 hatten wir gesehen, dass links- und rechtshéndige Dirac-Felder,

L£7
2

-1 F

%,z = ¢ ) QZT‘,E = w 9 )

(2.191)

im Fall verschwindender Masse in der Dirac-Lagrangedichte entkoppeln,
iy =i by +beiP b . (2.192)

Dies gilt auch fiir die QCD-Lagrangedichte ([2.176)), welche dann invariant ist unter glo-
balen, unitiren Transformationen der rechts- und linkshéndigen Quark-Felder,

, N
\Ijr,é — \IJT,Z = UTag \Ijng ’

Uy = exp (—z’aig Ta) € U(Ny)pe, afy=const., a=0,...,N;—1(2.193)
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2.5 Unitédre Symmetrien der Starken Wechselwirkung

Da man rechts- und linkshéndige Felder separat transformieren kann, ist die volle Sym-
metriegruppe U(Ny), x U(Ny),, die sog. chirale Symmetrie der QCD.
Ein Massenterm bricht diese Symmetrie explizit, wie man sich leicht iiberzeugt:

dm = ym i, + P my . (2.194)

Dieser Term ist nur symmetrisch unter denjenigen chiralen Transformationen, fiir die U, g =
U;' = Ul ist, oder a® = af. Diese Symmetrie ist die der Vektor-Transformationen

V=r+1/,
Uy = exp <—ia‘€/ Ta> ceU(Ny)y, apy=ayp,,=a+aj, (2.195)

welche die diagonale Untergruppe U(Ny)y der chiralen Symmetrie U(Ny), x U(Ny), bil-
den. Die Symmetrie der Axialvektor-Transformationen A =r — (|

A

Uy = exp (—z’afﬁl Ta> cU(Nfa, o4=ay,=ay —ay, (2.196)

ist dagegen explizit gebrochen. (Es gibt keine solche Symmetriegruppe, weil der Massen-
term erzwingt, dass o = af sein muss, also die Parameter der U(Ny) 4 —Symmetriegruppe
verschwinden miissen.)

Da die einzelnen Quarkmassen nicht verschwinden,

my, >~ 2.3 MeV | mg >~ 4.8 MeV ,
ms ~ 95 MeV me >~ 1.275 GeV
my >~ 4.18 GeV , my ~ 173.21 GeV , (2.197)

ist die chirale Symmetrie der QCD explizit gebrochen. Wiren alle Quarkmassen gleich
grof}, dann wére die residuale Symmetrie der QCD die der Vektor-Transformationen
U(N¢)y. Da U(N) = SU(N) ® U(1), vel. Ubungsaufgabe 9.1, und U(1)y nach dem
Noether-Theorem einfach die (triviale) Erhaltung der Quarkzahl darstellt, betrachtet man
tiblicherweise die Gruppe SU(Ny) der speziellen unitéren Vektor-Transformationen
oder kurz, die SU (Ny)—Flavor-Symmetrie.

Die Brechung dieser Symmetrie durch die voneinander verschiedenen Quarkmassen
ist unterschiedlich stark. Z.B. ist der Massenunterschied zwischen up- und down-
Quark, gemessen auf einer typischen hadronischen Massenskala von M, ~ 1 GeV, ver-
schwindend gering. Dies bedingt, dass die QCD und damit die Starke Wechselwirkung
eine approximative SU(2)—Flavor-Symmetrie besitzt, die sog. Isospin-Symmetrie, die
wir im néchsten Abschnitt besprechen. Auch die Massendifferenz zwischen strange- und
up- sowie down-Quark ist auf einer hadronischen Massenskala klein, so dass man in guter
Néherung auch von einer approximativen SU (3)—Flavor-Symmetrie der Starken Wechsel-
wirkung ausgehen kann. Diese besprechen wir dann im darauffolgenden Abschnitt. Starker
verletzt ist die SU(4)—Flavor-Symmetrie, die noch das charm-Quark mit beriicksichtigt.
Dennoch ist es sinnvoll, auch diese Symmetrie zu betrachten, um Hadronen mit Quanten-
zahl Charm zu klassifizieren.
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2 Symmetrien

2.5.4 lIsospin—Symmetrie

Die Massen von up- und down-Quarks sind, gemessen auf der hadronischen Massenskala
Mj, ~ 1 GeV nahezu gleich grof (und zudem verschwindend klein),

m, ~ 2.3 MeV < mg~ 4.8 MeV <« M, ~1GeV .

Daher kann man in guter Niherung annehmen, dass QCD eine SU(2)—Flavor-Symmetrie
besitzt. (Die gegeniiber M), verschwindend kleinen QQuarkmassen legen die Vermutung
nahe, dass die Symmetriegruppe sogar gréfler sein konnte, namlich die der chiralen Sym-
metrie fiir Ny = 2 Flavors, U(2), x U(2),. Dies ist aber aus einem anderen Grund, ndmlich
der sog. spontanen Brechung der chiralen Symmetrie durch ein nichtverschwindendes
Quarkkondensat (UW) # 0, nicht der Fall.)

Wir schreiben

1
m= 5 (my +mg), dm=mg—m,, (2.198)
so dass 5 5
mu:m—%”, md:m+7m, (2.199)

und vernéchlissigen im folgenden den Massenunterschied dm. Dann ist die SU (2)—Flavor-
Symmetrie der QCD sogar eine exakte Symmetrie. Up- und down-Quark bilden ein
SU (2)—Dublett, [2],

| d> | u >
° | ° é[ﬁ]
-1/2 0 1/2
Bezeichnen wir die Zustédnde mit | I3), so ist
13 7 _ 1 1
W = ) =1 3)
f oy — 11

Das entsprechende Anti-Dublett [2] besteht aus den jeweiligen Anti-Teilchen zu up- und
down-Quark, dem Anti-up- @ und Anti-down-Quark d. Es hat formal die gleiche Gestalt
wie das Dublett,

| u > | d>

o { o é[ﬁ]
-1/2 0 1/2

Die Zuordnung der Zustéande lautet
— _ « : »\ 1 1
@) = Jantioup’) =[5 ).
@) = [“anti-down’) = |5 2)
= nti-down”) = |5 5) -
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2.5 Unitédre Symmetrien der Starken Wechselwirkung

Wegen der formalen Ahnlichkeit mit [2] sind die Kopplungsregeln fiir das Anti-Dublett
identisch mit denen des Dubletts, also gilt in Analogie zu GI. (2.164)

2l®[2]=[1]®[3]. (2.200)

Aufgrund der SU(2)—Symmetrie miissen alle Hadronen, die aus up- und down-Quarks
(bzw. ihren Anti-Quarks) zusammengesetzt sind, ebenfalls in SU(2)—Multipletts angeord-
net sein. Die Zuordnung folgt dabei den Kopplungsregeln fiir SU(2), die wir in Abschnitt
besprochen haben. Weil die Eigenwerte des Hamilton-Operators H (él) auf einem
Multiplett entartet sind, miissen im Fall exakter SU(2)—Flavor-Symmetrie alle Hadro-
nen eines Multipletts die gleiche Masse besitzen. Man bezeichnet die SU(2)—Flavor-
Symmetrie daher auch als Isobarenspin—-Symmetrie oder kurz Isospin—Symmetrie
(griech.: fooc Boplc = gleich schwer). Daher stammen auch die Bezeichnungen I und I3
fiir den Betrag des Isospins und dessen 3—Komponente.

Mesonen sind farblose Quark-Anti-Quark—Zusténde. Die moglichen SU(2)—Fla-
vor-Multipletts errechnen sich aus Gl. , d.h. es gibt ein Flavor-Singlett und ein
Flavor-Triplett. Unter Beriicksichtigung der in Frage kommenden Clebsch-Gordan-Ko-
effizienten ergibt sich

(luu>—1dd>)/12 \du>  (luu>+1dd>)/2  lud>
. [ﬁ] . . . [ﬁ]
0 g -1 0 1 é

Es gibt allerdings verschiedene Arten von Mesonen, die den gleichen Flavor-Inhalt ha-
ben, aber sich in ihrem Verhalten unter Lorentz-Transformationen, d.h. in ihrem Spin
J unterscheiden. Die Klassifikation erfolgt gewthnlich nach Isospin I und nach Spin J,
Paritéit P und Ladungskonjugation C' mit dem Kiirzel J¥¢. Einige davon sind fiir N; = 2
in Tabelle aufgefiihrt.

| Mesonen | [u=0 | B] (I =1) |
Skalare (JP¢ = 0F) fo(1370) ay (1450) \ ad(1450)
Masse [MeV] 1350 £ 150 1474 £ 19
Pseudoskalare (JF¢ = 0~) n m* 0
Masse [MeV] 547.862 £ 0.018 | 139.57018 £ 0.00035 | 134.9766 + 0.0006
Vektor— (JF¢ =177) w P \ P°
Masse [MeV] 782.65 + 0.12 775.26 + 0.25
Axialvektor— (JI¢ = 1++) f1(1285) ay (1260) \ a%(1260)
Masse [MeV] 1281.9+0.5 1230 £ 40

Tabelle 2.2: Mesonen, die aus einem Quark und einem Anti-Quark bestehen.

Die Zusténde des Tripletts unterscheiden sich in ihrer elektrischen Ladung, welche sich

nach der Formel
Q =el3 (Mesonen) (2.201)
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berechnen laf3t.
Wie man sieht, ist die Isospin—Symmetrie nahezu exakt, einzig die verschiedenen Zu-
stdnde des Pionen-Tripletts unterscheiden sich geringfiigig in ihrer Masse,

OMy = Myt — myo = 459358 MeV < m+, myo .

Baryonen sind farblose Zustédnde aus drei Quarks. Die moglichen Flavor-Multipletts
errechnen sich aus

RloRle2=2e(lJeB) =2 [2]eH4]. (2.202)

Eines der beiden Dubletts ist das Nukleonen-Dublett, bestehend aus Proton und
Neutron:

| n> | p>
o | o é[ﬁ]
-12 0 172

Unter Beriicksichtigung der Clebsch-Gordan-Koeffizienten lautet der Flavor-Inhalt von
Proton und Neutron

11 1
lp) = |“Proton”) = |§ §> =75 (luud) + |udu) — 2|duu))
) = [“Neutron”) = |~ — 1y = "L (2Judd) — |dud) — |ddu))
= T2 20 G ’

Die Quantenzahlen des Nukleonen-Dubletts sind I(JF) = %(%+) und die Massen betragen

m, = 939.565379 £ 0.000021 MeV ,  m, = 938.272046 4= 0.000021 MeV ,

so dass die Massendifferenz (und damit die Isospin-Verletzung) wieder klein gegeniiber
den Nukleonenmassen ist,

dmy =m, —m, = 1.293333 MeV < m,,, m,, .
Das Quadruplett in Gl. (2.202) ist das der sog. Delta-Resonanzen:

IA > I > A" > IAFS
— e ° | ° o ~ é [ ﬁ]
-3/2 -1/ 0 1/2 3/2

Unter Beriicksichtigung der Clebsch-Gordan-Koeffizienten lautet der Flavor-Inhalt der
A—Resonanzen

AT = |5 2) = fuua)

) = 15 3) =~ () + )+ )
A% = 15 = 5) = = (udd) + |dud) + |dd)
AT = |2~ 3) = |ddd)
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2.5 Unitédre Symmetrien der Starken Wechselwirkung

Die Quantenzahlen des A—Quadrupletts sind I(JF) = %(%+) und die Masse betragt
ma = 1232 MeV.

Zur Berechnung der elektrischen Ladung der Baryonen muss Gl. (2.201)) modifiziert
werden:

Q=ce (13 + %) (Baryonen) . (2.203)

2.5.5 Seltsamkeit und SU (3)—Flavor-Symmetrie

Der Unterschied zwischen up-, down- und strange-Quark-Masse ist, verglichen mit der
typischen hadronischen Massenskala Mj, ~ 1 GeV, noch relativ klein,

OMyg = Mg — My = 2.5 MeV
OMmgs = ms — mg =~ 90 MeV
~  OMys = Mg — My = 92.7 MeV
< M, h 1 GeV s
so dass man nédherungsweise von einer SU (3)—Flavor-Symmetrie der Starken Wechselwir-
kung sprechen kann. Im folgenden vernachléssigen wir die Massenunterschiede dmq, 0mygs

und dm,s und gehen von einer exakten SU(3)—Flavor-Symmetrie aus.
Die drei Quark-Flavors bilden dann ein SU (3)—Triplett:

Y [71]

A

| d >

N A ~ L7l

! !
-1/2 1/2

-2/3
| s >

Die Rolle der 3—Komponente des Isospins aus dem vorangegangenen Abschnitt iiber-
nimmt nun 75. Die Zuordnung der Zustiande ist

2 7 J— 1 1
Wy =Pw) = I3
11
d) = 1"d ” = -
2
|s) = ["strange”) = [0 — §> :
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Man beachte die Analogie zur Zuordnung der drei Farben rot, griin und blau bei der
SU (3)—Farb-Symmetrie der QCD.
Anti-Quarks bilden das Anti-Triplett:

Y [71]

| s>
2/3
—1/2 1/2
SN B

_ 13—

| u> | d >
Die Zuordnung der Zusténde ist
1 1

|u) = |”Anti-up”) = | — 5 §> ,
_ 1 1
d) = " Anti-down”) = |- — =

2
|5) = |” Anti-strange”) = |0 §> :

Mesonen bilden geméafl der Kopplungsregel ([2.168)) ein Singlett und ein Oktett:

Y [h]
[

Y [#] s> |, s>

(luir>+1dd>-2 1 s55)16
(1 uit>+ | dd>)A[2-

T3[h] | du>

(luit>+ | dd>+ 1 s55)A3 _1

| su>
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Wir unterscheiden

(i) Skalare Mesonen, JF¢ = 0*+:

Y [h]

Y [#] K0(1430) K;"(1430)

£(1370)

1

d)(1450)

7(1450)

(1500) 7(1450)
aﬁ) Gh] “ T,[h]

K, (14300 | ~1 K;%(1430)

Wie wir sehen, fiigen sich das Isosinglett f,(1370) und das Isotriplett der a(1260)-
Mesonen aus dem Fall Ny = 2 in das Oktett ein. Die gegeniiber diesem Fall neu hin-
zugekommenen vier skalaren Kj—Mesonen bilden zwei Isospin-Dubletts im Oktett.
Das neue isoskalare Meson fy(1500) bildet das Singlett. Die Massen und Isospin-
Quantenzahlen dieser Mesonen sind:

f0(1500) : I=0 s M, (1500) = 1505 £ 6 MeV s
K3(1430) : I=35, mg; =1425+50 MeV .

|

(i) Pseudoskalare Mesonen, J'¢ =0~ :

o Ginl
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Wie wir sehen, fiigen sich das Isosinglett 1 und das Isotriplett der Pionen aus dem
Fall Ny = 2 in das Oktett ein. Die gegeniiber dem Fall Ny = 2 neu hinzugekom-
menen vier pseudoskalaren K —Mesonen, oder kurz Kaonen, bilden zwei Isospin-
Dubletts im Oktett. Das neue isoskalare n'—Meson bildet das Singlett. Die Massen
und Isospin-Quantenzahlen dieser Mesonen sind:

/

;o my =957.78 £ 0.06 MeV ,
,  mgx =493.677 £0.016 MeV ,
mgo = 497.614 £0.024 MeV .

n o1
K : I=

I
= O

(iii) Vektor-Mesonen, JF¢ =1-":

K7892) | ~1K0(892)

Wie wir sehen, fiigen sich das Isosinglett w und das Isotriplett der p—Mesonen aus
dem Fall Ny = 2 in das Oktett ein. Die gegeniiber diesem Fall neu hinzugekommenen
vier vektoriellen K*—Mesonen bilden zwei Isospin-Dubletts im Oktett. Das neue iso-
skalare ¢—Meson bildet das Singlett. Die Massen und Isospin-Quantenzahlen dieser
Mesonen sind:

my = 1019.461 £ 0.019 MeV ,
,  mg+=2891.66 £ 0.26 MeV .

~ o~

|
= O

K*
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(iv) Axialvektor-Mesonen, JF¢ = 177:

Y [H]

Y [A] K9(1270) K/(1270)

£(1285)

1

all1260)

@;(1260)

(1420) N
f T[] (1260 T.h]

S ¥ Nt

K, (1270) | ~1 K9(1270)

Das Isosinglett f;(1285) und das Isotriplett der a;—Mesonen aus dem Fall Ny = 2
fiigen sich in das Oktett ein. Die gegeniiber dem Fall Ny = 2 neu hinzugekom-
menen vier axialvektoriellen K;—Mesonen bilden zwei [sospin-Dubletts im Oktett.
Das neue isoskalare f;(1420)—Meson bildet das Singlett. Die Massen und Isospin-
Quantenzahlen dieser Mesonen sind:

f1(1420) : I=0 s mf1(1420) = 1426.4 £ 0.9 MeV y
I=1, mg =127247 MeV.

Baryonen bilden geméfi der Kopplungsregel (2.170f) ein Singlett, zwei Oktetts und
ein Dekuplett:

Y 1] Y [h]

1 | ddd> lddu> |1 |duu> | uuu>
e &

Y [#]

| uds> | uus>

Tﬁ | ‘&) |
31 N o S LA _3p
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Es ist hier nur eins der beiden Oktetts gezeigt und es sind lediglich die Flavor-Inhalte der
Zustéande des Dekupletts angedeutet, ohne auf Symmetrisierung zu achten. Der Flavorin-
halt der Zustédnde des Singletts und der beiden Oktetts ist im Prinzip der gleiche wie der
der entsprechenden Zustédnden des Dekupletts, allerdings tauchen die Quarks in anderen
Kombinationen auf, entsprechend der fiir diese Zustédnde erforderlichen Symmetrie unter
Vertauschung. Wir konnen darauf an dieser Stelle nicht nidher eingehen.

Wir geben noch die Zuordnung physikalischer Baryonen zu diesen Multipletts an:

Y [#]

Wir sehen, dass sich das Nukleonen-Isodublett in das Oktett einreiht und das A—Iso-
quadruplett in das Dekuplett. Die neu gegeniiber dem Fall Ny = 2 hinzugekommenen
Baryonen sind

A I(JP) =0T, my =1115.683 4+ 0.006 MeV ,
St I(JP) =117, mpr = 1189.37 £ 0.07 MeV
X0 0 IR =1(1T),  mse = 1192.642 £ 0.024 MeV
2T I(JP)=1(1T),  my- =1197.449 £ 0.030 MeV ,
=0 1P =1L, me=o = 1314.86 £ 0.20 MeV
= IJP)=L1T), ma- =1321.71£0.07 MeV,
A TP =0(1T),  ma- =1630+70 MeV

o IR =1(3T), mye = 1382.80£0.35 MeV
S0 0 TP =1(32T),  mgeo = 13837+ 1.0 MeV,
S 1P =1(3T), mype =1387.24+0.5 MeV,
=0 0 I(JP) =13T),  mzo =1531.80 £ 0.32 MeV ,
= 0 IR =L1EY), ma- =1535.0+0.6 MeV
O I(JP)=03T),  mg- =1672.45+0.29 MeV .

Die entsprechenden Anti-Baryonen ordnen sich in ein Singlett, zwei Anti-Oktetts (die
aber dieselbe Form haben wie die Oktetts) und ein Anti-Dekuplett ein. Neben diesen
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Baryonen gibt es eine Fiille weiterer angeregter Zustédnde sowie solcher mit negativer
Paritat. Aufgrund der identischen Flavor-Zusammensetzung miissen sich jedoch auch diese
Zustéande in Singlett, zwei Oktetts und einem Dekuplett wiederfinden. Details findet man
in den Tabellenwerken der Particle Data Group [10].

Die vormals empirisch gefundenen Ladungsformeln und lassen sich jetzt
mit Hilfe der Hyperladung auf alle SU(3)—Multipletts verallgemeinern,

Q—e(ﬁ+%Y>. (2.204)

Dies ist die sog. Gell-Mann—Nishijima—Formel. Man priift nach, dass sie sowohl fiir
Mesonen- als auch fiir Baryonen-Multipletts Giiltigkeit besitzt. Wenn sie fiir alle
SU(3)—Multipletts gilt, sollte sie auch fiir das Triplett gelten. Daraus folgt

1 1 1 2
@ = 6(5*5'5)—567

1 1 1 1
Ga = 6(‘5*5 5)——56’
1 2 1
_ B R 2.2
Qs 6(0 5 3) 3¢ (2.205)

Die systematische Anordnung der Hadronen in SU(3)—Flavor-Multipletts und ihre Inter-
pretation als Quark-Anti-Quark- (Mesonen) bzw. Drei-Quark-Zustinde (Baryonen) geht
auf Murray Gell-Mann zuriick. Aufgrund dieser Erkenntnisse schlug er die Existenz von
Quarks als “Bausteine” der Hadronen vor.

Wire die SU(3)—Flavor-Symmetrie exakt, so miifiten alle Hadronen eines gegebenen
Multipletts in ihrer Masse entartet sein. Dies ist offensichtlich nicht der Fall. Wir er-
kennen jedoch, dass die Isospin-Symmetrie, d.h. die Massenentartung innerhalb eines
Isospin-Multipletts eines SU(3)—Flavor-Multipletts immer noch in sehr guter Nédherung
gegeben ist. Abweichungen hiervon sind von der Gréflenordnung der Massendifferenz zwi-
schen up- und down-Quark. Ganz analog ist die Verletzung der SU(3)—Flavor-Symmetrie,
d.h. die Massendifferenz zwischen verschiedenen Isospin-Multipletts innerhalb eines
SU (3)—Flavor-Multipletts, von der GroBenordnung der Massendifferenz zwischen up-
bzw. down- und strange-Quark. Fiir die Baryonen gilt z.B.

ma —my ~ 176.76 MeV ,
m= —my =~ 202.60 MeV
msx —ma =~ 152.57 MeV ,
mz —myx ~ 148.83 MeV ,
mg —mg- ~ 139.05 MeV ,

wobei wir innerhalb eines Isospin-Multipletts gemittelte Werte zugrunde gelegt haben.
Offensichtlich steigt die Masse der Baryonen proportional zur Zahl der jeweils in ih-
nen enthaltenen strange-Quarks um einen Betrag von der Groéfenordnung der Masse des
strange-Quarks.
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Diese Systematik 148t sich auch in einer empirischen Formel ausdriicken. Dazu schreiben
wir den Hamilton-Operator der QCD symbolisch in der Form

HQCD = I:ISU(B) + Hpgp ; (2.206)

wobei der erste Anteil, H su(s), unter SU(3)—Flavor-Transformationen invariant sein soll,
und der zweite Anteil, Hpgg, die SU (3)—Flavor-Symmetire explizit brechen soll. Falls
HFSB = 0 ist, miissen alle Hadronen eines SU(3)—Flavor-Multipletts identische Massen
haben, da H su(3) nur von den Casimir-Operatoren C’l, Cy der SU (3) abhéngen kann, die
auf einem gegebenen Multiplett stets den gleichen Eigenwert haben. Den Eigenwert von
H su(3) auf einem gegebenen Multiplett nennen wir im folgenden a = const.

Die beobachtete Massenverletzung innerhalb eines SU(3)—Flavor-Multipletts ist pro-
portional zur Zahl der strange-Quarks bzw. zur Hyperladung eines jeweiligen Isospin-
Multipletts. Dagegen ist die Isospin-Invarianz auf diesem Isospin-Multiplett (néherungs-
weise) immer noch erfiillt. Der symmetriebrechende Anteil H, rsp Muss daher einerseits pro-
portional zu Y (oder hoheren Potenzen von Y) sein, und kann andererseits vom Casimir-

Operator T2 der Isospin-Gruppe abhédngen. Wir machen daher den Ansatz

N N 2 1 -
Hpsp =bY + ¢ (T2 -3 YQ) : (2.207)

Falls wir ebenfalls die Isospin-Verletzung beriicksichtigen wollten, miiiten wir noch einen
Anteil ~ T3 hinzunehmen. Die Glgen. und implizieren, dass die Masse eines
Hadrons auf einem gegebenen SU(3)—Flavor-Multiplett sich (in natiirlichen Einheiten)
aus der Formel

1
m:a—i-bY—i-c{T(T—l—l)—Z—lYQ} (2.208)

berechnen ld8t, wobei die Konstanten a, b, ¢ fiir jedes Multiplett verschiedene Werte anneh-
men. Gleichung ist die sog. Gell-Mann—Okubo—Massenformel. Wir iiberprii-
fen ihre Giiltigkeit am Baryonenoktett. Es gilt fiir die verschiedenen Isospin-Multipletts
innerhalb des Baryonenoktetts

3 1
my = a+b+c(———):a+b—|—f,

4 4 2
myx = a,
my = a+c(2—-0)=a+2c,

3 1 c
m= = a—b+c<1—é—l>—a—b+§.

Durch Bilden von Linearkombinationen kann man die Konstante b eliminieren,

1< rmo)—aq S 3,1
—(m mz) =a+ == —-mp+—my .
g VN T 9 4 AT yTE

Diese Gleichung ist in guter Naherung erfiillt, denn es ist

1 3 1
é(mN +mz) ~ 1128.60 MeV ~ 1135.05 MeV ~ 7 ma + 7ms
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2.5 Unitédre Symmetrien der Starken Wechselwirkung

Die Abweichung betrigt nur etwa 6.5 MeV, ist also in der Groflenordnung der Isospin-

Verletzung, die in der Gell-Mann—Okubo-Formel ([2.208]) nicht beriicksichtigt ist. 30 6.2016

Fiir das Dekuplett berechnen wir

ma = a+b+c 3.0 1 —a+b+zc
& 22 4 2"
my» = a+c(2—0)=a+2c,
3 1 &
Mz = a—b+c(1—1)—a—b+§,

mg = a—2b+c(0—1)=a—-2b—c.

Dies fiihrt auf die Gleichungen

—(ma +mz+) =a+2¢c=mg =2mz —mg ,

2
die ebenfalls in sehr guter Naherung erfiillt sind:
1
§(mA + mg*) ~ 1382.70 MeV 5

12

My 1384.57 MeV ,
2mzs —mg ~ 1394.35 MeV .

2

2.5.6 Charm und SU (4)—Flavor-Symmetrie

Die Uberlegungen zur SU(3)—Flavor-Symmetrie der Starken Wechselwirkung lassen sich
auch auf das charm-Quark (und im Prinzip auch auf bottom- und top-Quark) erwei-
tern. Allerdings ist die SU(4)—Flavor-Symmetrie aufgrund der groen Masse des charm-
Quarks,

me =~ 1.266 GeV > m, ~ 95 MeV |

noch stérker explizit gebrochen als die SU(3). Die Massendifferenz dm.s = m. — mg ~
1.161 GeV ~ M, ist jetzt sogar in der GroBlenordnung der hadronischen Massenskala.

Die Generatoren der SU(4) sind (in direkter Verallgemeinerung der Generatoren der
SU(3) und in natiirlichen Einheiten, i = 1)

~ 1 -
E:EAM a=1,...,15,
mit
0100 0 - 00 1 0 00
< 1000 < i 0 0 0 < 0 -1 0 0
A= 0000O0]|" A = 0 0 00| As = 0 0 00|’
0000 00 00 0 0 00
0010 00 —i 0 0000
< 0000 < 00 0 0 < 0010
Ay = 1000 s = i 0 0 0 » Ao = 0100 |’
0000 00 0 0 0000
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00 0 0 10 0 0
. 00 —i 0 . 1 01 0 0
M=o 0]’ Ag"’QZ? 00 —-20 |’ (2.209)
00 0 0 00 0 0
0001 00 0 —i 0000
s._| 0000 N 000 0 5 0001
"l oooo]> "™ 1000 0 AT 0 0 0 0 |
1000 i 00 0 0100
000 0 0000 000 0
. 000 —i . 0000 . 000 0
Mz = 000 0 » A1z = 0001 A= 000 —i |~
0 i 0 0 0010 00 i 0
sowie
100 0
< 1 010 0
Am_vg 00 1 0 (2.210)
00 0 —3

Die Strukturkonstanten der SU(4) lassen sich wieder aus den Glgen. ([2.131) und ([2.134)
berechnen; wir {iberlassen dies als Ubungsaufgabe.

Die Gruppe SU(4) hat drei Cartan-Generatoren,
{Tf;, Ty, T15} )
und, da sie eine halbeinfache Lie-Gruppe ist, ebenfalls drei Casimir-Operatoren,
{encuci).
Zustéinde von SU(4)—Multipletts sind daher durch die Eigenwerte der Casimir- und
Cartan-Generatoren charakterisiert,
|C1 Cy C3 T3 Ty Ths) - (2.211)

Aus historischen Griinden verfidhrt man zur Klassizierung der Zustéinde allerdings ein
wenig anders. Wir gehen dazu zunéchst einen Schritt zuriick und betrachten die Gruppe
SU(3). Man definiert den Strangeness-Operator durch die Relation

Y=B+S, (2.212)

wobei Y der Hyperladungs-Operator und B der Baryonenzahl-Operator sind. Fiir
Mesonen gilt B = 0 und fiir Baryonen B = 1 (Anti-Baryonen B = —1). Quarks tragen
daher B = 1/3 und Anti-Quarks B = —1/3. Der Strangeness-Operator S =Y — B lautet
dann in der fundamentalen Darstellung (und in natiirlichen Einheiten)

R 1 0 0 1 1 00 00 O
S:§ 01 0 —3 01 0)]=100 0
0 0 -2 0 01 00 -1
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2.5 Unitédre Symmetrien der Starken Wechselwirkung

Hierbei haben wir benutzt, dass die Baryonenzahl der fundamentalen Darstellung (also
fiir Quarks) B = 1/3 betriigt und dementsprechend B = £ ll3. Damit gilt

1
Sluy = S| 0 |=0,
0
) [0
Sldy = S 1]=0,
0
) [0
Slsy = S| 0 | =-1]s).
1

Up- und down-Quarks haben also Strangeness S = 0, wihrend strange-Quarks Strange-
ness S = —1 tragen. Das Minuszeichen ist lediglich eine historisch bedingte Konvention.
Der Strangeness-Operator mifit also ausschliefSlich die Zahl der strange-Quarks in einem
hadronischen Zustand. SU(3)—Flavor-Zustinde kénnen also anstelle von Y bei Angabe
von B auch durch ihre Strangeness-Quantenzahl S charakterisiert werden,

|Cl CQT3Y> — |Ol OQBTgS) .

Fiir SU(4) verfahrt man ganz dhnlich. Wir verallgemeinern die Relation (2.212) durch
Einfiihrung des sog. Charm-Operators C,

Y=B+S+C, (2.213)
wobei

C=S"B—/2Ts. (2.214)

1w

)

In fundamentaler Darstellung lautet dieser Operator

1000 100 0 0000

. 1 lo100 11010 0 0000

C‘Z 0010 2loo0o1 o0 ] |loo0oo0o (2.215)
000 1 000 —3 000 1

Der Charm-Operator miit die Anzahl von charm-Quarks in einem Zustand. Charm-
Quarks selbst tragen wegen

Cley=0C =1l¢)

>
>
_ o O O

die Charm-Quantenzahl C' = +1. (Man beachte das gegeniiber der Strangeness-Quanten-
zahl umgekehrte Vorzeichen.)
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Bei Vorgabe von B kann man also anstelle von Ty und 775 in Gl. (2.211]) auch S und
C' zur Klassifizierung von SU(4)—Zusténden verwenden,

|Cl CQ 03T3T8T15> — ’Cl Cg CgBTgSC) .

Die Gell-Mann—Nishijima—Ladungsformel ist nach wie vor durch Gl. (2.204]) gegeben,
wenn wir fiir die Hyperladung Gl. (2.213)) verwenden. Fiir das fundamentale SU (4)—Qua-
druplett sind alle relevanten Quantenzahlen in Tabelle [2.3] aufgefiihrt.

B[ [S[C]Y [Q]
w2 [0 L0y s
d) g1-31010] 5 |-
s|ls] 0 ]-1]0]-2] —%
clslo]o]1] 3] 2

Tabelle 2.3: Quantenzahlen des SU(4)—Quadrupletts.

SU(4)—Flavor-Multipletts konnen im dreidimensionalen (73 — S — C')—Raum dar-
gestellt werden, z.B. das Quadruplett [4] und das Anti-Quadruplett [4]:

C

| c> 1 C

| d> | u>
-1/2 1/2

| s>

Man erkennt in der (73 — S)—Ebene die SU(3)—Unter-Multipletts bestehend up-, down-
und strange-Quark (Triplett) bzw. aus den entsprechenden Anti-Quarks (Anti-Triplett).

Hohere Multipletts konnen wieder durch Kopplung fundamentaler Quadrupletts gene-
riert werden. Wir geben (ohne Beweis) die wichtigsten Kopplungsregeln an:

4o[d] = o1,
oM o4 = [4 2020 20].

Demnach findet man Mesonen in SU(4)—Singletts bzw. -Oktetts und Baryonen in SU (4)-
Anti-Quadrupletts, sowie drei 20—pletts. Fiir die pseudoskalaren Mesonen ist dies exem-
plarisch in nachfolgender Abbildung dargestellt:
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DS_: | sc>

Man erkennt im 15—plett ein Oktett (blau) bei C' = 0. Dies ist das bereits aus der
SU (3)—Flavor-Symmetrie bekannte Oktett der pseudoskalaren Mesonen. Die einzelnen
Zustande sind nicht mehr explizit gekennzeichnet. Neu hinzukommen ein SU(3)—Triplett
(griin) bei C' = —1 und ein SU(3)—Anti-Triplett (rot) bei C' = 1. Die entsprechenden
Zusténde sind

D* : I(JPY)=1(0"), mps =1869.5+0.4 MeV,
D% : I(JPY) =1(0""), mpo=1864.91+0.17 MeV ,
Dy : I(JP9)=0(0""), mp: =1969.0+ 14 MeV,
ne = I(JPC)=0(0""), m, =2981.0+1.1 MeV,
n. o I(JP9)=0(0""), m, =36389+13 MeV .

Das dem SU (4)—Singlett, dem 7, entsprechende Vektormeson, das J/¥—Meson (my =
3096.916£0.011 MeV) war das erste charm-tragende Teilchen, das experimentell entdeckt
wurde, und zwar 1974 von Samuel Ting am Alternating Gradient Synchrotron (AGS) des
Brookhaven National Laboratory (BNL) auf Long Island. Er wurde dafiir (zusammen mit
Burton Richter vom Stanford Linear Accelerator Center, SLAC) mit dem Nobelpreis 1976
ausgezeichnet.

2.6 Die Poincaré-Gruppe

In Abschnitt hatten wir Drehungen im Raum betrachtet. Betrachtet man diese
zusammen mit Lorentz-Boosts, so erhilt man die sog. Lorentz-Gruppe L (genau-
er gesagt, die sog. eigentliche orthochrone Lorentz-Gruppe ILL, da wir Raumspiegelun-
gen und Zeitumkehr aufler acht lassen wollen). Desweiteren hatten wir in Abschnitt
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Translationen in Raum und Zeit betrachtet. Betrachtet man diese zusammen mit der
Lorentz-Gruppe, so erhélt man die sog. Poincaré-Gruppe P.

2.6.1 Charakterisierung der Poincaré-Gruppe
Wir betrachten eine Poincaré-Transformation des Raum-Zeit-Vektors,
at — 't = A + at (2.216)
d.h. die Lorentz-Transformation
at — Tt = A ¥ (2.217)
des Ortsvektors, gefolgt von einer Raum-Zeit-Translation um den konstanten 4-Vektor
©
o T — 't =7+ a". (2.218)
Bemerkung: Man kann natiirlich auch erst raum-zeit-translatieren,
at — 2t =2t +a" (2.219)
und dann lorentz-transformieren
Pt — 2t = AR = A ot 4+ AP (2.220)

Bezeichnen wir A* a” = a*, so erhalten wir wieder Gl. (2.216)).
Zwei aufeinanderfolgende Poincaré-Transformationen lassen sich daher wie folgt schrei-
ben:

t — " = AF Vgt
= A, (N 2 +a") +a"
— AP A 2P+ A a 4 at (2.221)

Die Aufeinanderfolge zweier Lorentz-Transformationen ergibt (aufgrund der Abgeschlos-
senheit der Lorentz-Gruppe) wieder eine Lorentz-Transformation, also

AN, =A" e, (2.222)

Bezeichnen wir
at = A a” +a* | (2.223)

so erkennen wir, dass die Abfolge (2.221)) zweier Poincaré-Transformationen wieder eine
Poincaré-Transformation,

o s @ = Nt (2.224)

ergibt. Dies zeigt die Abgeschlossenheit der Poincaré-Gruppe. Falls wir anstelle der
Transformation des 4-Vektors x* die Transformation eines Objektes in einer beliebigen
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2.6 Die Poincaré-Gruppe

Darstellung der Gruppe und die zugehorigen Elemente U(A,a) € P in der entspre-
chenden Darstellung betrachten, so liest sich Gl. (2.221]) wie folgt:

UM, a)U(A,a) = UAA, Aa+a) = U(A, a) . (2.225)
Das Eins-Element der Poincaré-Gruppe hat die Form U(1,0), so dass
U(L,0)U(A,a) =U(A,a)U(1,0) =U(Aa) . (2.226)
Das inverse Element ist
U A a)=UNT, —Ata)eP, (2.227)
denn es gilt gemafl Gl.
UM A, a)UA,a) =UN, ~A'a)U(A, a) =UAN A A fa—A"1a) = U(1,0) . (2.228)
Mit GI. berechnen wir einerseits
U(A,a)U(A,a)U(A, a) = U(A,a)U(AA, Aa + a) = U(AAA, Aha + Aa +a) ,  (2.229)
und andererseits
UA,a)U(A,a)U(A,a) = U(AN, Aa+ @)U (A, a) = U(AAA, Aha + Aa+a) . (2.230)

Vergleich von GI. :2.229) mit ([2.230]) zeigt das Assoziativgesetz fiir die Poincaré-Gruppe.
Mit Glgen. (2.225)), (2.226]), (2.227)), (2.229) und (2.230) sind die Gruppenaxiome fiir

die Poincaré-Gruppe bewiesen.

2.6.2 Generatoren

Die Poincaré-Gruppe ist eine Lie-Gruppe, weshalb jedes Element U(A, a) eine Darstel-
lung als linearer Operator hat,

N
U(&) = exp (-izajf(j> : (2.231)
j=1

vgl. Gl und in natiirlichen Einheiten i = ¢ = 1. Wieviele Generatoren (bzw. Para-
meter) gibt es? Vier Generatoren vermitteln Translationen in die drei Raumrichtungen
und die Zeit. Wir kennen sie bereits aus der Diskussion in Abschnitt [2.1} sie lassen sich
kompakt als 4-Vektor schreiben:

Pr—ior =i =, — 2.232
10 Z(at’ V) ) (2.232)

wobei die rechte Seite dieser Gleichung der Darstellung von P# als linearer Differen-
tialoperator entspricht. Die Lorentz-Gruppe wiederum hat sechs Generatoren, drei fiir
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Drehungen um die drei Achsen im Raum und drei fiir Boosts in jeweils eine Raumrich-
tung. Die Poincaré-Gruppe hat demnach zehn Generatoren.

Die vier Generatoren der Raum-Zeit-Translationen kennen wir bereits. Was
aber sind die sechs Generatoren der Lorentz-Gruppe? Wir schreiben diese Generatoren
zunéchst kompakt in der Form eines antisymmetrischen Lorentz-Tensors vom Rang 2,
Jw = — J"r Den Zusammenhang zu den Generatoren der Drehungen (welche naturhch
den Drehimpulsoperatoren entsprechen miissen) und den der Boosts werden wir spater
diskutieren. Man macht sich schnell klar, dass von den 16 moglichen Komponenten von
J aufgrund der Antisymmetrie nur sechs unabhéingig sind. Damit kénnen wir G1.
in der Form

U(w, a) = exp (—% W™ + z'au]s“) (2.233)

schreiben. Die vier Parameter der Raum-Zeit-Translationen sind in einem konstanten 4-
Vektor a* zusammengefasst. Die Vorzeichenwahl vor dem Translationsanteil entspricht der
in Abschnitt 2.1] getroffenen Konvention. Die sechs Parameter der Lorentz-Transformatio-
nen haben wir dagegen als Komponenten eines Rang-2 Tensors w"” geschrieben. Dieser
Tensor kann ebenfalls antisymmetrisch gewahlt werden, w*” = —w"*, denn ein ggfs. vor-
handener symmetrischer Anteil wiirde bei der vollstdndigen Kontraktion mit dem anti-
symmetrischen Tensor Jr in jedem Fall verschwinden, muss also nicht betrachtet werden.
Die sechs Parameter sind zum einen die drei Drehwinkel fiir Drehungen um die jeweiligen
Raumachsen, zum anderen die drei Rapiditédten fiir Boosts in die jeweiligen Raumrich-
tungen.

Um dies zu sehen, betrachten wir die explizite Form der Lorentz-Transformationsmatrix.
Eine Raumdrehung, beispielsweise um den Winkel ¢ um die z—Achse, wird durch

1 0 00
0 cos¢p sing 0

B _
A (0,0,¢0) = 0 —sing cosd 0
0 0 0 1

(2.234)

vermittelt, vgl. Gl. (5.23) der Vorlesung “Mechanik 2”. Fiir infinitesimale Winkel ¢ < 1
lautet dies

1 0 00
0 1 0

A% ,(0,0,0) = 0 —o qlb 0 | =9t (9"%¢", — ¢"'9%,) - (2.235)
0 0 01

Ein Boost, beispielsweise mit der Rapiditiat y in die z—Richtung, wird durch

coshy 0 O —sinhy
0 10 0
—sinhy 0 0 coshy

vermittelt, vgl. Gl. (5.26) der Vorlesung “Mechanik 2”. Fiir infinitesimale Rapiditéten

138



2.6 Die Poincaré-Gruppe

x < 1 lautet dies
—X

1
0 0 K w3 0 p0 3

0 o | =9 x99, —9"d",) - (2.237)
1

A%V<O’ 07 X) =

o O = O
o= O O

—X

Fiir beliebige infinitesimale Lorentz-Transformationen lassen sich Glgen. ([2.235)) und (12.237)
verallgemeinern zu

A, =g", + W, , (2.238)

mit dem antisymmetrischen Tensor w”, der Parameter der Lorentz-Transformation.

Wir bemerken noch, dass die Darstellung eines Elementes der Poincaré-Gruppe
als linearer Operator noch nicht vollstindig festgelegt ist. Es kommt nédmlich darauf an,
auf welche irreduzible Darstellung der Gruppe dieser lineare Operator wirken soll.
Davon héngt ab, welche Form die Generatoren annehmen miissen. Wir werden dazu spéter
noch einige Beispiele liefern.

2.6.3 Die Poincaré-Algebra

Wir ermitteln nun die Poincaré-Algebra, welche die Generatoren Jm und P* erfiillen.
Dazu betrachten wir zunéchst, wie sich die Generatoren unter Poincaré-Transformationen
verhalten. Eine allgemeine infinitesimale Poincaré-Transformation kann als U (14w, €) ge-
schrieben werden, wobei wir gemé&f Gl. eine infinitesimale Lorentz-Transformation
kompakt als A = 14w mit dem Tensor w*” der infinitesimalen Dreh- und Boost-Parameter
geschrieben und den infinitesimalen Raum-Zeit-Translationsvektor mit €” bezeichnet ha-

ben. Wir berechnen nun mit Gl. ([2.225))

UNa)Ul+w,e U (AN a) = UML+w),Ae+a)UA —A"a)
= UM+ WA A1+ w)A  a+ Ae + a)
= U(l+AwA™' Ae — AwA™ta) . (2.239)

Wir benutzen nun GIl. (2.233) und entwickeln die linke und rechte Seite in fithrender

Ordnung in den infinitesimalen Parametern,
U(A,a) (1 - %wij + ieuﬁ’”> UY(A, a) (2.240)
— 1 %w,wU(A, a)J"U~Y(A, a) + ie,U(A, a) P*U (A, a)
= 1-— %Aup wPU(A’l)"Vj‘“’ + i (Ape” — Ay, (A71)7,a") pr
- 11— % (A”p wﬂgAyojm/ + A, wpUAVaaz/p,u — A, wapAyaaup,u> + Z'AMPEPP# 7

wobei wir die Eigenschaft A=' = AT der Lorentz-Transformationsmatrizen und die Anti-
symmetrie von w"” ausgenutzt haben. Wir benennen nun die Indizes p <+ v und p < o
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im dritten Term um und erhalten nach Subtraktion von eins und Multiplikation mit 27
auf beiden Seiten

U(8,) (w0 = 26,P7) U (8,0) = Ay, A, (9 4+ PP — 8 P) = 2,0 PP
(2.241)
Eine weitere Umbenennung von Indizes auf der rechten Seite (i <> p, v <> o) fithrt auf

U(A,a) <ww,j”” — 26MZ5“) U YA a) = Ay, wh AV <jp" +a’ PP — a”ﬁ"’> — 2Apue“]5p :
(2.242)
Da die Parameter w,, und €, beliebig gewéahlt werden kénnen, ergibt ein Koeffizienten-
vergleich von linker und rechter Seite das gesuchte Transformationsverhalten der Genera-
toren:

U, a)J"U (Aa) = A"A," (jfw tatPr a"p"> , (2.243)
U(A,a)P*U(A,a) = AP (2.244)
Wir betrachten nun die infinitesimale Version der Glgen. (2.243)) und ([2.244)), d.h. fiir

A =14 wund a = e. Fiir Gl. (2.243) lautet diese (bis zur ersten Ordnung in den

infinitesimalen Parametern)

(1 — %wpc,jpa + z@ﬁﬂ) JH (1 + %wagjaﬁ - z‘ealf’a) (2.245)

= Jw %wpg [jp”, j‘“’] + i€, []5”, JA‘“’}

— (gp” + wp“) (9," +w,”) (j”” + PP — epf"’>

= JW 4 ' PH Py oy wp“jp” + wal’j’w

= J" 4 €p (gp”lf’“ — gp”lf”’) + Wpo (g‘”‘jp” — g’"’j“”)

. . . 1 . . . .

= J" e, (gpl/ pr— ger PV> + 5o <gou JPV — gl Jov — gPv JHT 4 gov J#P) :
wobei wir im letzten Schritt den letzten Term unter Beriicksichtigung eines zusétzlichen
Faktors 1/2 verdoppelt haben, im zweiten Anteil die Indizes p <> ¢ umbenannt und
schlieBlich die Antisymmetrie von w,, ausgenutzt haben. Vergleichen wir die Koeffizienten

von w,, und ¢, in der zweiten und sechsten Zeile, so erhalten wir die Vertauschungsrela-
tionen

[jpaj j/w:| — (gdujpl/ _ gPMjUV _ gPVjNU + gal/jup> , (2246)

[ﬁp,jﬂy} - z'(gpﬂﬁ”—gpyﬁﬂ) . (2.247)
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Eine analoge Rechnung fithren wir nun fiir Gl. durch:
(1 — %wpajp" + iepf’p) pr (1 + %wa,gjaﬁ - z'eapo‘)
= Pf S, [0, Y] e, [P, ]
- (gpu + wpu) pr
— Py %w,,a (97— 7). (2.248)

Koeffizientenvergleich in der zweiten und vierten Zeile fiihrt einerseits wieder auf Gl.
(2.247)) (nach entsprechender Umbenennung der Indizes) und andererseits auf

[PP,P“} ~0. (2.249)

Die Glgen. (2.246), (2.247)) und stellen die Poincaré-Algebra dar. Die Glgen.

(2.247) und (2.249) bedeuten, dass ein (Abelsches) Ideal existiert, weshalb die Poincaré-

Gruppe keine (halb-)einfache Gruppe ist. Da die Gruppe der Raum-Zeit-Translationen

nicht kompakt ist, ist auch die Poincaré-Gruppe eine nicht kompakte Gruppe.
Identifizieren wir

P = H, (2.250)
2 ~ ~ ~ T
J = (JQS, J3, J”) , (2.251)
A . R N T
K = (JOl,JOQ, J03) , (2.252)

wobei J den Operator des Gesamtdrehimpulses (also der Summe aus Bahndrehim-

puls und Spin) und K den Boostoperator darstellt, so kann man die Poincaré-Algebra

(2.246), (2.247) und (2.249) in die folgende Form bringen:

[ji’ Ji| = ik [JZKJ} = ieF Kk
[[A(",[A(j_ _ ik ’ |:j7,’ pg} — i€tk ph

P = ity [RH] =P

[j’,]:I _ [szﬁ} —0. (2.253)

Den Beweis lassen wir als Ubungsaufgabe (s. auch Aufgabe 8.2). Die erste Vertauschungs-
relation ist allerdings offensichtlich, da es sich hier um die Drehimpulsalgebra handelt.
Diese gilt sowohl fiir Bahndrehimpuls wie auch fiir Spin, und somit auch fiir den Gesamt-
drehimpuls.

2.6.4 Casimir-Operatoren

Wir definieren den sog. Pauli-Lubanski—Pseudovektor

A

1 A A
Wi = 5 Cuwpa 77 (2.254)

141



2 Symmetrien

Hier ist €,,,, der vollstindig antisymmetrische Tensor vom Rang 4 mit €"?* = +1. Er
erfiillt folgende Kontraktionsformel

e rpo = 97 (9°59°, = 979" ) + 9" (9°97 = 9%,9" )+ 0" (9°,97, — 9%,) - (2.255)
Eine weitere Kontraktion tiber den zweiten Index liefert

e e = A(9%,9°, — 9°,9°,) + 9°,9°5 — 9°.9°, + 9°,9°, — 9°,9°,

= 2(gaagﬁp - gapgﬁa) : (2256)

Der Pauli-Lubanski-Pseudovektor ist orthogonal zum 4-Impulsvektor. Benutzen wir Gl.

(2.249)), so erhalten wir ndmlich

- | DU B
WP = 2 o P PTP! = 2 o PP = 2 oy P PO PP

1 A A A A A
= 3 €uvpo PP P! = W, P* =0, (2.257)
wobei wir im letzten Schritt der ersten Zeile die Indizes o <+ p umbenannt haben und zur
zweiten Zeile die Antisymmetrie des Tensors €,,,, benutzt haben.

Behauptung: Die folgenden zwei Operatoren sind zwei Casimir-Operatoren der Poin-
caré-Gruppe:

P*=P,P" und W?=W,W". (2.258)
Bemerkung: Gemif Glgen. (2.246)), (2.247) und besitzt die Poincaré-Algebra
ein Abelsches Ideal, bestehend aus den Generatoren der Raum-Zeit-Translationen. Sie
ist daher nicht halbeinfach, weshalb das Racah-Theorem nicht anwendbar ist, um aus
dem Rang der Gruppe etwas iiber die Zahl der Casimir-Operatoren auszusagen. Es ist
aber in der Tat so, dass die beiden in GIl. angegebenen Operatoren die einzigen
Casimir-Operatoren der Poincaré-Gruppe sind.

Beweis: Wir zeigen zunéchst, dass P2 mit allen Generatoren vertauscht. Unter Benutzung
der Poincaré-Algebra , und erhalten wir
(P2 P7] = g [PrPY P] = g { P [P, Pr] 4 [Pr 2] P2} =0,
#07] - s
S {]5# (Qlfplrfw _ gwff)p> 4 (guppcf _ guopp> pu}
= (Pﬂﬁ" _popry popr— PPPO) —0. (2.250)

Nun zeigen wir, dass W2 mit allen Generatoren vertauscht. Zunéchst ist aufgrund der

Vertauschungsrelationen (|2.247)) und ([2.249))
o ~ 1 A A ~
e, ] = Lo, [or, o]
1

a
56 vpo

1P| = g { P[P, 00| 4 [P | P

{jVP [150, fw] v [jw’, Pu] 150}
e (o)
= _% (Eam/g - GCW“U) Pz/ o = _Zea“yg |:P1/7 po] =0 ) (2260)
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2.6 Die Poincaré-Gruppe

wobei zur letzten Zeile im ersten Term die Summationsindizes p <> v umbenannt und
dann in den beiden letzten Schritten die Antisymmetrie von e#*? ausgenutzt haben.
Desweiteren benotigen wir

[Wa, jﬂ”} = <g°‘“W” _ g“”W“) . (2.261)

Der Beweis dieser Relation verlduft mit Hilfe eines neuen Tensors,

Jow = =€ped? . (2.262)

N —

Kontraktion von links mit €*#*" und Multiplikation mit —1/2 liefert mit Gl. m und
der Antisymmetrie von J#°

1 = 1 aBuy a Tp0 Tou
o _GCYBH ij — _ZE B (g pgﬂo — gaogﬂp) Jp = J s . (2263)

Tpo
Eupod”’ =

N[ —

Um GL. (2.261]) zu beweisen, benotigen wir noch die folgende Vertauschungsrelation:
jpo j,m/ _ 1 po jaﬂ j,u,l/
’ - 26 af I
i o Tav 78V v T v T
— §€P af (Qﬂuja _gaujﬁ _ga Juﬁ —1—96 Jua>
_ % <€pao¢ujau - epauﬂjﬁu . Epauﬁjuﬁ + Epaowjua>

= i <eﬂ”“aja” - epff”ajaﬂ) . (2.264)

Hier haben wir zum zweiten Schritt Gl. (2.246)) benutzt und zum vierten Schritt die Sum-
mationsindizes im zweiten und dritten Term umbenannt (8 — «) sowie die Antisymmetrie
von €44, und J* ausgenutzt. Setzen wir Gl. (2.263)) ein, so erhalten wir unter Benutzung

von Gl. (2.255))

-

popa, vBy _ _pova ub’v) 7
(e €0 €%, J3y

N | .

/[: v g g vV O ov oV vV O
— -5 [gu (g’”g B _gpﬁg “/) +guﬂ (gp ¢° — ¢"g )_,_g/w (gpﬁg —¢™yg B)
(4 )] s,
- 4 ( pv Jho _ pujw _ gcwjup + gcijp>
= (g““j”” — g"“j”” — g‘"’j‘” + g””ﬁ’“") , (2.265)
wobei wir zum vorletzten Schritt die Antisymmetrie von J* ausgenutzt und zum letzten
Schritt die Terme (ebenfalls unter Benutzung der Antlsymmetrle von JM) noch etwas

umsortiert haben. Vergleicht man dies mit Gl. , s0 erkennt man, dass J*° dieselbe
Vertauschungsrelation mit Jr erfiillt wie JPo selbst
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Eine wichtige Eigenschaft des Tensors J* ist
pwyz%wpwzgwpw
S )
= Wa+ Supon (9007 = g P") =W, (2.266)

Hier haben wir von der Definition (2.254)) des Pauli-Lubanski-Pseudovektors, von der
Vertauschungsrelation ([2.247]), sowie von der Antisymmetrie von €,,,,, Gebrauch gemacht.

Mit den gerade bewiesenen Relationen (2.265]) und ([2.266|) sowie Gl. (2.247)) zeigen wir
die Giiltigkeit von Gl. ([2.261)):

e g ] = [Bped ] = By [J0, ] + gy, [P, ] o
= z’PB <g5”j°"’ — g g — g g8 4 gﬂ”j“a> + 193, (g””ﬁ”’ — g””f”) Jes
_ i(pujau +gauWV . gaVW;L + pujp,a + pujau . pp,jau)

= z'(ga“W” —g“”W“) , q.ed. (2.267)

Nun ist es nicht mehr schwierig zu zeigen, dass W2 ein Casimir-Operator ist. Einerseits
ist aufgrund von GI. (2.260))

W2, Pr] = g, [Werie, o] = g, {1 [, o) & e Pr] i} =0, (2:208)
andererseits berechnen wir mit Hilfe von GI.
W2 | = g (Wi | = g, {o [, e i e | v
= 1 {Wy <g”pW" — g”"W”) + (g“pW" — g“"W”) Wu}
= (WPW“ —WOWP - W — WﬂWU) 0, qed  (2.269)

Zum Schluss geben wir noch eine explizite Darstellung von W2 als Funktion der Genera-
toren der Poincaré-Gruppe an:

. L 1 e
W2 = WHW, = 2e"e, 7 o Py S Py
(9" (979" — ¢°°9°) + ¢""(9°7 9" — g7 ¢°") + 4" (¢*°9°" — g°7¢"")| JyaPsJ:pPs

A ~

(jTO‘Pp erpo + jprpa _ jPUpT + jcrppf . joTPp) JTpPO'
1
2

I AN

A

A A A A A A 1~ 4 A A A A
= ——(Jrpe - JT"P”+JP"PT) Jo, By =— <§J”’PU+JP"PT> g P, (2.270)
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2.6 Die Poincaré-Gruppe

wobei wir mehrfach von der Antisymmetrie von J# Gebrauch gemacht haben. Nun ver-
wenden wir die Vertauschungsrelation ([2.247)) und erhalten

~ 1 4 A A A A A A
w2 = _ <§J7pgcra + Jpogra> |:JTpPa +1 <ngp — gapPT)] P,
1A7'A D Z.AT DD Tpo T DT D - Tp0 D D - Tp0 D D

= 5, Pt L By, B = J97 0oy P By = 4007 B Py + 0077 P, Py

~ A A A

1.~ ~ 4
= —§JTPJTPP2+J'“"J,,TPUPT, (2.271)

wobei wir von GI. 1) und der Antisymmetrie von Jm Gebrauch gemacht haben.

Welche Eigenwerte hat W2? Wenn wir Eigenzustinde zum Impulsoperator pr wéhlen,
dann kénnen wir den Impulsoperator in Gl. durch seinen Eigenwert ersetzen,
P* = Pt Da W? eine Lorentz-Invariante ist, kénnen wir sie auch im Ruhesystem des
jeweiligen Teilchens, P* = (m, 6)T, auswerten. Dann gilt offenbar

2 2 ~
W2 = —%JTPJT[, +m2I0 ], = —% (JTOJTO % gy, + J T, — 2J”0Jpo> -y
(2.272)

wobei wir J¥ = eijkjk, vel. Gl , ersetzt haben. Hier ist J* die k—Komponente
des Gesamtdrehimpulsoperators, also der Summe aus Spin und Bahndrehimpuls. Im Ru-
hesystem des Teilchens verschwindet der Bahndrehimpuls, und J* = S*. Die Eigenwerte
W? des Casimir-Operators sind also

W? = -m?S(S+1), (2.273)

wobei S der Spin des Teilchens ist. Hierzu mehr in den néchsten beiden Abschnitten, wo
wir Darstellungen der Poincaré-Gruppe fiir Spin null und Spin 1/2 besprechen. Analog
behandelt man die Félle hoherer Spins [11].

2.6.5 Darstellung der Poincaré-Gruppe fiir Spin null

Wir betrachten ein skalares Feld ¢(X) mit Spin S = 0. Das Transformationsverhalten
unter Poincaré-Transformationen lautet

¢'(X') = o(X), (2.274)

d.h. das transformierte Feld ¢/ am Raum-Zeit-Punkt X’ ist identisch mit dem urspriingli-
chen Feld ¢ am urspriinglichen Raum-Zeit-Punkt X. Mit Gl. (2.216)) kénnen wir dies aber
auch in der Form

¢'(X) = (A1 (X - a)) (2.275)

ausdriicken, denn wenn wir beide Raum-Zeit-Argumente einer Poincaré-Transformation
(2.216)) unterwerfen, erhalten wir wieder Gl. (2.274): A|[A™'(X —a)]+a = X. Andererseits
muss eine Poincaré-Transformation des Feldes ¢(X) in der Form

¢(X) = U(w, a)(X) (2.276)
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2 Symmetrien

darstellbar sein, mit U (w,a) aus GL m In dieser Gleichung entsprechen die Genera-
toren J# und P* der Darstellung fiir Teilchen mit Spin S = 0. Es gilt nun, diese zu
bestimmen. Dazu betrachten wir infinitesimale Poincaré-Transformationen in den Glgen.
(2:275) und (2.276)). Fiir solche lautet das Argument des Feldes auf der rechten Seite von
GL bis zur ersten Ordnung in infinitesimalen Gréfien

(A" (2" —a) = (", —w",) (" — &) = 2V — " a” — €. (2.277)

Wir entwickeln nun die rechte Seite von GIl. (2.275|) nach Taylor und setzen dies mit der
Taylor-Entwicklung der rechten Seite von GI. (2.276|) gleich

(1 L P) B(X) = B(X) — Lo I S(X) + e, PUO(X)

2 2
= ¢(X)— Wz, +€")0,0(X)
= ¢(X)— %w,w (0" — 210") p(X) — €,0"p(X) , (2.278)

wobei wir im letzten Schritt die Antisymmetrie von w,, ausgenutzt haben. Koeffizienten-
vergleich der rechten Seiten der ersten und letzten Zeile fithrt auf

P = io" (2.279)

bzw. auf
JW =i (zh — VM) . (2.280)

Die Glgen. und sind die Generatoren der Poincaré-Gruppe in der Darstel-
lung fiir Teilchen mit Spin S = 0. Wie zu erwarten war, ist der Generator der Raum-Zeit-
Translationen, P*, dabei durch den iiblichen Ausdruck 1) gegeben. Beim Generator
der Lorentz-Transformationen, J#, identifizieren wir fiir raumliche Indizes, W=1i,v =7,
1,7 =1,2,3, den Gesamtdrehimpulsoperator,

J9 =i (@~ 20) = =i (00— 0) =o' — ol = L (281)

Die Tatsache, dass hier lediglich der Bahndrehimpuls, aber kein Spinanteil auftritt,
Sk = 0, ist darauf zuriickzufiithren, dass wir Teilchen mit Spin null betrachtet haben.
Dies wird sich fiir Teilchen mit nichtverschwindendem Spin &ndern, wie wir im néchsten
Abschnitt sehen werden. Die Boost-Operatoren folgen letztlich aus J# fiir gemischt
rdumliche und zeitliche Indizes, z.B. p =0,v =1, 1= 1,2, 3,

JO =i (2°9" — 2°9°) = —i (20, + 2°8y) = 2% — ' F = K" . (2.282)

2.6.6 Darstellung der Poincaré-Gruppe fiir Spin 1/2

Wir betrachten ein Dirac-Feld ¢(X), also ein Feld fiir Teilchen mit Spin S = 1/2. Das
Transformationsverhalten dieses Feldes unter Poincaré-Transformationen ist nun anders
als dasjenige fiir skalare Teilchen, Gl. (2.274)). Wir miissen nédmlich beriicksichtigen, dass
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2.6 Die Poincaré-Gruppe

sich bei solchen Transformationen auch die Richtung des Spins dndern kann. Dies pas-
siert natiirlich nicht bei Raum-Zeit-Translationen, wohl aber bei Lorentz-Transformatio-
nen. Um dies zu beschreiben, benétigen wir zunéchst die Verallgemeinerung des Spin-
Operators auf ein Objekt mit wohldefiniertem Verhalten unter Lorentz-Transfor-
mationen. Es stellt sich heraus, dass dieses durch

1
o = 2 o) (2283)
gegeben ist. Per Definition ist dies ein antisymmetrischer Lorentz-Tensor vom Rang 2,
g = —ag"'. Gleichzeitig ist dies aber auch eine (4 x 4) im Raum der Dirac-Matrizen. Der
Zusammenhang mit dem Spin-Operator (1.118]) wird klar, wenn wir rdumliche Indizes

w=1,v = j wahlen und diese mit dem Levi-Civitd-Tensor kontrahieren:

zkAz_sz i ] ) b _.lk’L 1 k
160 =5 (Y =) = €Y = 577" =S, (2.284)
denn
1.2 2.1 _
Lo ok % 0123 0k 123k L 7371 7173’ falls #=3,
WYY =V = 27777 1) L T falls k=2,

V3 =342 falls k=1.

Eine Spin-Transformation S € SU(2) lautet dann (in der Darstellung als linearer Opera-
tor)

Us = exp (—zg; §> = exp (—ieijkgbk&ij> = exp (—iwij&ij) , (2.285)

wobei wir den antisymmetrischen Tensor w” = €7*¢* der Drehwinkel eingefiihrt haben.
Die Verallgemeinerung auf Lorentz-Transformationen lautet dann

U = exp <—Zwa50—a5> , (2.286)

mit dem Generator (2.283) der Lorentz-Transformationen fiir Spin-1/2 Teilchen.
Die Verallgemeinerung von Gl. (2.274)) auf Poincaré-Transformationen von Feldern mit
Spin 1/2 lautet nun

V(X') = Upp(X) = exp (—iwaﬁ»&aﬂ> (X)) . (2.287)
In Analogie zu Gl. (2.275]) 148t sich dies auch schreiben als
(X)) = Up(A(X —a)) . (2.288)

Andererseits muss eine Poincaré-Transformation des Feldes ¢(X) in der Form

V(X) = Ulw, a)$(X) (2.289)
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darstellbar sein, mit U (w,a) aus Gl m In dieser Gleichung entsprechen die Gene-
ratoren J* und P* der Darstellung fiir Teilchen mit Spin S = 1 /2. Um diese zu
bestimmen, betrachten wir wieder infinitesimale Poincaré-Transformationen in den Glgen.
(2.288) und (2.289)). Wir entwickeln die rechte Seite von Gl. nach Taylor, und zwar
sowohl das Feld ¢y um den Raum-Zeit-Punkt X als auch die Lorentz-Transformation
U 1, und setzen dies mit der Taylor-Entwicklung der rechten Seite von Gl. gleich

(1 SR P) D(X) = 9(X) = £ F(X) i, PHy(X)

= B(X) = st U(X) = (@ + ) By (X)

1 7

— (X)) = mw (-&W bt — av“@”) B(X) = "B(X) . (2.290)

2 2

Koeffizientenvergleich der rechten Seiten der ersten und letzten Zeile fiithrt einerseits auf
den Generator der Raum-Zeit-Translationen

Pt =ilo", (2.291)

wie gehabt, vgl. Glgen. (2.232) und ([2.279)), wobei wir allerdings die (triviale) (4x4)-Dirac-
Struktur noch explizit durch die Einheitsmatrix 1 im Dirac-Raum angedeutet haben.

Andererseits identifizieren wir nun
A 1
= 26t il (a0 —a"0") . (2.292)

Der Generator J* der Lorentz-Transformationen hat nun neben dem iiblichen Bahndreh-
impulsanteil,

L =il (0" — 20" | (2.293)
auch einen Spinanteil,
A 1
St = 56’”’ ) (2.294)
Fiir rdumliche Indizes, p = i,v = j, i,j = 1,2, 3, erhalten wir aus dem Bahndrehimpuls-

anteil
L =41 (xzaj — :Ej(?i) = —l (miaj — mj@-) =1 (mzﬁ] — :Ejﬁi) = 1%Lk (2.295)
wieder den gewohnlichen Bahndrehimpulsoperator, wiahrend der Spinanteil
S = %J = ¢k gk (2.296)

den Zusammenhang mit dem Spin-Operator m herstellt. Die Boost-Operatoren fol-
gen wieder aus J fiir gemischt rdumliche und zeitliche Indizes.
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3 Pfadintegrale

Die Methode der Pfadintegrale stellt einen alternativen Zugang zur Beschreibung quan-
tenmechanischer und quantenfeldtheoretischer Systeme dar. Die zugrundeliegende Idee
ist, dass ein quantenmechanisches Teilchen nicht nur die klassische Trajektorie (die die
Wirkung extremalisiert) von Punkt ¢, nach Punkt ¢, durchlaufen kann, sondern, gewichtet
mit einer komplexen Phase, auch alle anderen moglichen Wege. Die quantenmechanische
Ubergangsamplitude ergibt sich dann als “Pfadintegral”, d.h. als kohirente Superposition
all dieser Phasenfaktoren.

3.1 Dynamik klassischer Teilchen

3.1.1 Das Hamiltonsche Prinzip

Wie wir aus der Vorlesung “Mechanik II” wissen, beschreibt man in der klassischen Physik
die Dynamik eines Teilchens mit Hilfe des Hamiltonschen Wirkungsprinzips,

5S[(H)] = 0, (3.1)
wobei N
Sl = / dt (., 1) (32)

die Wirkung auf der Trajektorie eines Teilchens, welche im Zeitintervall [t,, t;] durchlau-
fen wird, und L(q, ¢, t) die Lagrange-Funktion des Systems darstellen. Hier bezeichnet
¢ den Vektor der (generalisierten) Koordinaten des Teilchens und ¢ den zugehérigen Ge-
schwindigkeitsvektor.

Das Hamiltonsche Prinzip besagt, dass die tatséchlich durchlaufene Trajektorie
diejenige ist, die einem Extremum oder einem stationiren Punkt der Wirkung
entspricht. Dabei vergleicht man die Wirkung auf einer Konkurrenzschar von Trajek-
torien im Ortsraum, vgl. Abb. 3.1l Die Konkurrenzschar besteht aus allen Trajektorien
mit fest gehaltenen Anfangs- und Endkoordinaten ¢(t,) = ¢,, ¢(ty) = ¢. Die klas-
sische Trajektorie ist diejenige, die die Wirkung stationdr macht.

Gleichung fiihrt nach den Gesetzen der Variationsrechnung auf die Euler-La-
grange-Gleichungen

o _ dOL@EY) L@@t

=9z, (3.3)
die den Newtonschen Bewegungsgleichungen vollkommen dquivalent sind. Sind die An-

fangsbedingungen . '
G =qlta) , = qlta),
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SR

q

Abbildung 3.1: Konkurrenzschar von Trajektorien in der Projektion des Ortsraum auf die
(¢" — ¢¥)—Ebene.

bekannt, so kann man den Ort ¢(t,) und die Geschwindigkeit ¢(t,) des Teilchens durch
Losen der Euler-Lagrange-Gleichungen zu jedem beliebigen spéteren Zeitpunkt ¢, bestim-
men. Dies legt die Trajektorie ¢(t), die das Teilchen durchlduft und fiir die man die
Wirkung berechnet, eindeutig fest.

3.1.2 Das modifizierte Hamiltonsche Prinzip

Eine Alternative zum Hamiltonschen Prinzip ist das modifizierte Hamiltonsche Prin-
Zip
tp .
0= sslqte). p) =6 [ dt [ H@r0)] | (3.4)
ta

vgl. Gl (2.22) der Vorlesung “Analytische Mechanik und Spezielle Relativitidtstheorie”.
Hier ersetzt man in Gl. (3.2)) die Lagrange-Funktion durch ihre Legendre-Transformierte,

L(Gqt) =7 -¢— H(G,pt), (3.5)

mit der Hamilton-Funktion H (¢, p,t). Im Unterschied zum Hamiltonschen Prinzip be-
trachtet man nun eine Konkurrenzschar von Trajektorien im Phasenraum, vgl. Abb.
3.2l Man beachte, dass hier die Koordinaten von Anfangs- und Endpunkt festgehalten
werden, ¢(t,) = Ga, ¢(ty) = G, aber dass die Werte p(t,), p(ty) des Impulses frei variiert
werden diirfen.

Die klassische Trajektorie ist dann diejenige, welche die kanonischen Gleichungen

erfiillt,

. OH(q.pt) : OH(q.pit)
i ) T — ; =LY, <, 3.6
P o0 i=1,y,2 (3.6)
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Abbildung 3.2: Konkurrenzschar von Trajektorien in der Projektion des Phasenraum auf
den dreidimensionalen (¢* — ¢¥ — p*)—Unterraum.

welche vollkommen dquivalent zu den Euler-Lagrange-Gleichungen (3.3]) sind.

3.2 Dynamik quantenmechanischer Teilchen

In der Quantenmechanik ist aufgrund der Heisenbergschen Unbestimmtheitsrelation die
gleichzeitige Kenntnis von Ort und Geschwindigkeit (bzw. Impuls) nicht moglich. Die
zentrale Grofle ist nun der quantenmechanische Uberlapp

<q_;77tb|q_:17ta> ) (37)

welcher der Amplitude fiir einen Ubergang vom Zustand |q,,,) zum Zeitpunkt ¢, in
einen Zustand |gy, t,) zum Zeitpunkt ¢, entspricht, Das Betragsquadrat

’<q_;)7tb‘(jauta>‘2 (38)

gibt die Wahrscheinlichkeit fiir einen solchen Ubergang an. Mit anderen Worten, es ist
die Wahrscheinlichkeit dafiir, das Teilchen zum Zeitpunkt t, am Ort ¢, zu finden, wenn
es sich zum Zeitpunkt ¢, am Ort ¢, aufgehalten hat.

Wir wollen nun die Amplitude in etwas anderer Form schreiben. Der Zeitentwick-
lungsoperator lautet

O(tto) = T exp {—% /t:dt'ﬁ(t')] | (3.9)

Ein Schrodinger-Zustand |¢(t))s stimme zum Zeitpunkt ¢, mit dem entsprechenden Hei-
senberg-Zustand |¢) g iiberein,

Y (to))s = [¥)m -
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Mit Hilfe des Zeitentwicklungsoperators (3.9)) lautet die Zeitentwicklung dieses Zustands
[0()s = Ult,to) [ (to))s = U(t, to) [}

Die zugehorige Wellenfunktion ergibt sich durch Projektion auf einen Ortsraumzustand,

Y(@.t) = (@ ()s = (@ Ut to) [¥)u = (T 1) u

wobei wir den zeitabhéngigen Ortsraumzustand

7, t) = Ulto, 1)) (3.10)
eingefiihrt haben. Damit 148t sich die Amplitude (3.7)) nun wie folgt schreiben:
(@ tolGarta) = (@ UT(to,ts) Ulto, ta) |Ga) = (G| U(ty, to) Ulto, ta) |Ga)

= <Qb’ U(tba )’qa> ) (3'11>

wobei wir die Konvolutionseigenschaft
Uty to) Ulto, ta) = Ulty, ta) (3.12)

des Zeitentwicklungsoperators ausgenutzt haben, vgl. Gl. (3.76) der Vorlesung “Quan-
tenmechanik I”7. Gleichung - ) bildet den Ausgangspunkt fiir dle sog. Pfadintegral-
formulierung der quantenmechanischen Ubergangsamplitude (3.7)), die wir im néchsten
Abschnitt herleiten.

3.3 Pfadintegralformulierung im Phasenraum

Wir zerlegen das Zeitintervall [t,, ;] in N gleich grofie Teilstiicke der Lénge 7, t,—t, = N 7,
so dass
tn:ta+n7, TL:O,...,N, tozta, tN:tb-

Unter Benutzung der Konvolutionseigenschaft (3.12)) schreiben wir

N
Uty ta) = Uty tny—1) Ultn—i,ty—a) -+ Ulta,ta) Uty ta) = [ Ultastass) . (3.13)
n=1
so dass Gl. (3.11)) die Form
N ~
(@, ]G ta) = HUtn,tnl 7o) (3.14)

annimmt. Wir fiigen nun zwischen jeden der Zeitentwicklungsoperatoren links einen voll-
stindigen Satz von Orts- und rechts einen vollstdndigen Satz von Impulseigenzustédnden
ein. Um die einzelnen Sétze zu unterscheiden, numerieren wir sie entsprechend den zu-
gehorigen Zeitschritten ¢, durch,

n=/d3q’n|an><c7n|, ﬂz/d3ﬁn|ﬁn><ﬁn|, n=1, . N. (3.15)
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Damit wird aus Gl. (3.14)

N
(Gbs tolGar ta) = /H A d* B (Gl qn) (G| Ut tv—1) D) (v lav—1) (3.16)
n=1

X (qn-1] U(tN—l,tN—Q) |Dn-1) (Dv-1ldn—2) -+ (q1] U(tlat(z) ID1) (P1]qa) -

Fiir N — oo werden die Teilstiicke 7 infinitesimal klein, 7 — 0, so dass man zunéchst
das Integral im Exponenten des Zeitentwicklungsoperators nach dem Mittelwertsatz der
Integralrechnung approximieren,

tn A~ A~
/ dt H{t)=7H (t,_1 + A7) +0(7*), Xe€]0,1],
tn—1
und sodann die Exponentialfunktion in fithrender Ordnung in 7 entwickeln kann,
2 r i o ! T4 iT - 2
Ultn,tn—1) =T exp ~7 dt' H(t") | =1 — EH(tn,l—l—)\T)%—O(T ). (3.17)
tn

—1

Der Zeitordnungsoperator spielt nach Abbruch der Entwicklung der Exponentialfunktion
nach dem linearen Term in 7 keine Rolle mehr. Die in Gl. (3.16) auftretenden Matrixele-
mente des Zeitentwicklungsoperators nehmen damit folgende Form an:

N . e T, e .
(G| U(tn, tn=1) |Pn) = (GulDn) — m (Gl H (tn—1 + A7) [Pn) + O<72) . (3.18)

Ublicherweise ist der Hamilton-Operator eine Funktion von Impuls- und Ortsoperator,

).

Das Matrixelement des Hamilton-Operators zwischen Impuls- und Ortszustédnden ist da-
mit einfach der Erwartungswert des Hamilton-Operators,

=

H(t) = H(q,

<Jn’ H (tnfl + )\7-) ’ﬁn) = H((Tmﬁm tnfl + )‘7-) <(7n’ﬁn> . (319)

Insgesamt erhalten wir also fiir Gl. (3.18])

P . T oL o
<Qn| U(tna tn—l) |pn> = |:1 - f H(QnaPn» tn—l + /\T) + 0(72) <Qn|pn>
X3 oL

wobei wir im letzten Schritt die Entwicklung der Exponentialfunktion riickgéngig gemacht
und
Hn = H(Jmﬁ?ﬁ tnfl + )\7—)

abgekiirzt haben. Man beachte, dass im Exponenten in Gl. (3.20]) lediglich Funktionen

und keine Operatoren mehr auftreten.
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3 Pfadintegrale

Der Uberlapp aus Impuls- und Ortseigenzusténden sind ebene Wellen,

1 1
V. 27rh3 h

vgl. GL (3.25) der Vorlesung “Quantenmechanik I”. Setzen wir die Glgen. (3.20) und

(3.21) in Gl. (3.16) ein, so erhalten wir mit
(@lav) = (@ — dn)
den Ausdruck
(@, tolqas ta) = /H gﬂ'h p 0(q, — gn) exp {ﬁ [(@n — dn-1) - Py — 7 Hy

+(@va = Gv-2) Py = THya+ o (G = Ga) - 1 — T Hi }

et exp[%iT(@.ﬁn_Hn)],mg)

n=1

wobei wir ¢y = ¢, und ¢y = ¢, gesetzt haben. Im Limes N — oo, 7 — 0 wird

- T R
— dt - s =7 3.23
S [Tarn B T (323)
so dass
q(ty)= i [P .
(ot ta) — / " Doy exp{ﬁ |- H(Mt)}} . B2
ta
Hier haben wir die symbolische Notation
N-1 N &35
- . 3 - o .
pr=fim I[ &7, pr=tin 15005 (8.25)

eingefiihrt. Gleichung (3.24) ist die sog. Pfadintegral- oder auch Funktionalintegral-
darstellung der quantenmechanischen Ubergangsamplitude. Sie besagt, dass man jede

nur mogliche Trajektorie (¢(t),p(t)) im Phasenraum, die vom Punkt ¢, = ¢(t,) zum
Punkt ¢, = ¢(ts) bei beliebigen Werten der Impulse p, = p(t,) und p, = p(tp) fithrt, mit

dem Phasenfaktor .
/l: b - 5 - —
exp {ﬁ/ dt [p -q— H(q, 7, t)” (3.26)
ta

wichtet und dann iiber alle Trajektorien summiert (integriert). Diese Situation entspricht
der, die uns schon beim modifizierten Hamiltonschen Prinzip in Abschnitt
begegnet ist, s. auch Abschnitt 2.3 der Vorlesung “Analytische Mechanik und Spezielle
Relativitéitstheorie”. Die klassische Trajektorie entspricht nach GI. derjenigen,
bei der das Argument des Phasenfaktors stationér (oder extremal) wird. Quan-
tenmechanisch sind aber auch alle moglichen anderen Trajektorien erlaubt.
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3.4 Pfadintegralformulierung im Ortsraum

3.4 Pfadintegralformulierung im Ortsraum

Fiir den Fall, dass der Hamilton-Operator eine quadratische Funktion des Impuls-Opera-
tors ist,
R -
H(t)=—+V(q,t 3.27
() =2+ V(@) (327)
kann man die (unendlich vielen) Impulsintegrale in Gl. (3.24)) exakt ausfiihren, da es sich

lediglich um (verschobene) Gauf-Integrale handelt. Um dies zu sehen, gehen wir auf Gl.

(3.22) zuriick und setzen entsprechend Gl. (3.27))

~2

Hy = H(Gos Pos a1 + A7) = 25 V(o tus + A7)
ein. Eine quadratische Ergénzung fithrt auf
R W S g G =G\ m (G — G\’
o 7 T, ( n—mf> 3 (—) - (328)
Substituieren wir die Integrationsvariable
Gn — Gn—1

N — -
DPn ? Pp = Pn— M - )

so erkennen wir, dass sdmtliche Impulsintegrale entkoppeln und, da sie Gauf3-Integrale
sind, sofort mit Hilfe der wohlbekannten Formel

/ dze ™ = \/E , a>0, (3.29)
NS a
geldst werden konnen,

d3p’ iT pl? * dp it S\ m
n I N _ — = . 3.30
/ (2rh)3 eXp( R 2m /_ onh S\ T omn? omith (3:30)
Hier ist eine Bemerkung angebracht. Aufgrund des Faktors ¢ im Exponenten ist dies

eigentlich kein GauB-Integral im Sinne von Gl. (3.29)). Mit Hilfe der Euler-Formel, Resul-
taten aus Integraltafeln [12], sowie cos T = sin T = 1/4/2 erhalten wir aber das gleiche

1 1
Resultat wie in Gl. (3.29):
/ dze 0 = / dx cos(az®) — z/ dx sin(ax?)

[ 7r T
= _ — ) = —_— _7’71-/4
5 (1—14) \/; (cos 1 zsm \/7 . .(3.31)

Mit dem verbleibenden Term aus der quadratischen Ergéinzung (3.28) wird Gl. (3.22) zu

(G 10l ta) = \/; /Hd3
} . (3.32)

. N — 2
7 m [ dqn — Qgn-—1 o
e E — 2= —V (@, tno1 + X
X exp{h T[2< - ) (¢ 1+ AT)
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3 Pfadintegrale

Im Limes N — oo, 7 — 0 geht dies mit Hilfe von GI. iiber in
q(ts)=a» i [t m -
ottt — N [ " ogew{s [Ca (3 -vign)]
‘Y(ta):q'a ta
q(te)=ap c oty .
= N/ DG exp { / dtL(q“,qﬂt)}
q_‘(ta):q_’a ta
q(ts)=as
x [ g exp{ smm} | (3.33)
i(ta):qa

wobei wir die Lagrange-Funktion

St e

SRS

L(@,d,t) = 5 a* = V(@,1) (3:34)
und die Definition (3.2)) der Wirkung benutzt haben. Die Normierungskonstante
——3N
N = lim

N = oo 2mith
7 —0

ist dabei im Prinzip nicht wohldefiniert, aber das spielt keine Rolle, da wir die Ubergangs-
amplitude immer durch Multiplikation mit einem konstanten Phasenfaktor (re-)normieren
kénnen. Gleichung ist die Pfadintegraldarstellung der quantenmechanischen
Ubergangsamplitude im Ortsraum. Sie besagt, dass man jede Trajektorie ¢(t) mit dem
Phasenfaktor e?*l9®)/" wichten und dann iiber alle moglichen Trajektorien im Ortsraum
summieren (integrieren) muss. Die klassische Trajektorie entspricht nach dem Hamil-
tonschen Prinzip derjenigen, die die Wirkung stationir (oder extremal) macht.
Quantenmechanisch sind aber auch alle moglichen anderen Trajektorien erlaubt.

Eine zentrale Rolle in der Gewichtung der einzelnen Trajektorien spielt die Uberlegung,
wie grofl die Wirkung auf einer gegebenen Trajektorie relativ zum Planckschen Wirkungs-
quantum A ist. Im Limes h — 0 wird das Verhéltnis S[¢(t)]/h beliebig grof. Die Phasen-
faktoren auf Trajektorien abseits der klassischen Trajektorie, wo S[q(t)] stationdr wird
und ein Minimum annimmt, kénnen damit beliebige (komplexe) Werte (vom Betrag eins)
annehmen. Die Beitriage dieser Trajektorien (3.33)) mitteln sich im Pfadintegral gegenseitig
weg und nur Beitrdge von Trajektorien um die klassische herum (dem stationdren Punkt
und Minimum von S[g(t)]), in deren Nahe die Phasenfaktoren aufgrund der Stationa-
ritét der Wirkung alle anndhernd gleiche Werte annehmen, “iiberleben”. Daher entspricht
h — 0 dem klassischen Limes.

3.5 Zusammenhang zwischen Ubergangsamplitude und
Green-Funktion

Wir betrachten im folgenden die freie zeitabhéngige Schrédinger-Gleichung,

0= <m% — ﬁo) V(G 1), (3.35)
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3.5 Zusammenhang zwischen Ubergangsamplitude und Green-Funktion

wobei
Hy=———A 3.36
0 2m q ( )
der freie Hamilton-Operator ist. Dies ist eine homogene Wellengleichung, die wir mit
Hilfe der Fourier-Zerlegung der Wellenfunktion,

1 T
U(q,t) = / dw &3k (w, k) e " @-FD (3.37)
(2m)*
l6sen konnen. Setzen wir diese in die Schrodinger-Gleichung (3.35)) ein, so erhalten wir

1 37 AR N —i(wt—k-q)
(2ﬂ)4/dwd k (hw— v > Y(w, k)e :

Da die ebenen Wellen ein vollstéandiges Funktionensystem bilden, kann dies nur dann null
sein, wenn der Term in Klammern verschwindet, d.h. wenn die Dispersionsrelation

0=

h2k 2

2m

hw(k) = (3.38)

erfiillt ist. Wir beriicksichtigen dies in der Fourier-Zerlegung (3.37)), indem wir fiir die
Fourier-Koeffizienten den Ansatz

Y(w, k) = §(k) 6(w — w(k)) (3.39)

machen. Wir erhalten

1 L L 1 L
D) = gy [ RO 3o — wl@) e = L [ @R (R
s T
(3.40)
Die Koeffizienten 1;(/5) lassen sich aus den Anfangsbedingungen bestimmen,
S 1 oo R
VT0) = o /d% D) e (3.41)
also nach Fourier-Transformation
o 1 IR _
@i ua) = oo [ @k [aget
s
1 L
= G / Bk (k) (2m)*63) (k — p)
1 -
also
D(F) = 2 / e T (3.0) | (3.42)
Setzen wir dies in Gl. (3.40]) ein, so erhalten wir
— 1 7 o (R tik(§—T —
V(g t) = 2 / d*k / A3 e~ Wk ), (7 ) (3.43)
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3 Pfadintegrale

Wir definieren die Funktion
1
(2m)?

/d3lge_iw(ﬁ)t+¢ﬁ-(q’_f) ' (3.44)

Dann schreibt sich Gl. (3.43))

WG 1) = / EFG(G1;7,0) (7, 0) (3.45)

Die physikalische Interpretation dieser Gleichung ist, dass die Anfangsbedingung (7, 0)
durch die Funktion G(q,¢;7,0) zum Zeitpunkt t und zum Ort ¢ “propagiert” wird. Dies
ist ganz dhnlich zu der Funktion D(¢,7 — 7’), die uns schon in der Vorlesung “Elektro-
dynamik” begegnet ist, s. dort Gl. (4.50). Aus diesem Grund nennt man G(q, t;7,0) auch
Propagator. Es handelt sich dabei um eine Green-Funktion, denn wenn wir auf das
Resultat den freien Schrédinger-Operator

L0 -

ih 5 H,

anwenden, erhalten wir
. 8 Kt — 3> . a - — — —
ih— — Hy | Y(q,t) = | &°7 (ih— — Hy ) G(q,t;7,0) ¢(7,0) .
ot ot
Da (g, t) eine Losung der freien Schrodinger-Gleichung ([3.35)) fiir alle Zeiten ¢ > 0 sein

soll, muss die rechte Seite verschwinden. Dies ist erfiillt, falls

Qh%—&%)a@uﬁmzam&@@—m, (3.46)

weil dann

ot

Gleichung ([3.46)) ist aber gerade die Definitionsgleichung fiir die Green-Funktion der
Schrodinger-Gleichung.
Wir kénnen in Gl. (3.45) auch Orts- und Zeitargumente umbenennen,

(mﬁ—ﬁo) GG 1) = 6(t)b(7,0)=0 Vt>0.

¢@ww=/&@m%n@waw@u» (3.47)

Wir zeigen nun, dass die Ubergangsamplitude 1} mit der Green-Funktion ([3.44))
der Schrodinger-Gleichung identisch ist. Dazu setzen wir die Wellenfunktion am Ort g,
zum Zeitpunkt ¢, durch Einschieben eines vollstindigen Funktionensystems

u:/h%u@uﬂﬁxd

mit der Wellenfunktion am Ort ¢, zum Zeitpunkt ¢, in Beziehung,

w@ﬁﬁﬂ%me=/@%@%@%M%QMH=/¥%@mﬁﬁﬁw%%%
(3.48)

158



3.6 Propagator der freien Schrédinger-Gleichung

Der Vergleich mit Gl. (3.47)) ergibt

G(q_;htb; (Taata) = <q_;7>tb|q_;17ta> ) qed (349)
Die Ubergangsamplitude ist also nichts weiter als der Propagator oder die Green-
Funktion der Schrodinger-Gleichung. Wir werden dies im folgenden auch durch eine
explizite Rechnung fiir den freien Fall, V (g, t) = 0, beweisen.
3.6 Propagator der freien Schrodinger-Gleichung

Wir berechnen zunichst die Ubergangsamplitude fiir die freie Schrodinger-Gleichung aus
der Pfadintegralformulierung. Der Startpunkt ist Gl. (3.32)), wobei wir V (¢, t) = 0 setzen,

m 3N N-1 im N
T, t 71 ta) = dgﬂn ar_ Hn_ an ?
(G ol s ta) =4[ 5—— /H Gn exp | 37— > (G — Gua)

n=1
Wir integrieren sukzessive iiber die Koordinaten ¢,. Die Koordinate ¢ taucht in zwei
Termen in der Summe im Exponenten auf, so dass das ¢; —Integral die Form

[ e {5 @ - a7+ @ - @l (3.51)

hat. Wir schreiben den Exponenten ein wenig um,

(3.50)

(@~ @)+ (@ - @0) = & +a =26 (@ +d@) +2467
— -\ 2
— CD"‘QO 1 - - N =
= 2((11— 5 ) —§(€I2+QO)2+QQQ+%2
—/92 1 — —\2
= 2q +§<Q2_QO) ;
wobei wir oL
—) = C]2+QO
4 =4q1 — 9

definiert haben. Substituieren wir diese Variable im ¢ —Integral in Gl. (3.51]), so kénnen
wir das Integral direkt ausfithren (es ist wieder vom Gauf-Typ),

o tm - N\2 - N\ 2
/d3Q1 exp {% (@ —q) + (@ — @) ]}
tmo L, .2 31 2im
= - d
exp {%(27) (> — @) ] / q; exp (%T q )

3
N . miTh
(Q2 - QO)2:|

im

2h(27) (3:52)

= exp{
m

Wir erkennen, dass das Resultat aus der GauB-Integration mit drei der 3N Vorfaktoren

vor dem Pfadintegral in Gl. (3.50))
3
| m mith 1
= 3.53
2mith m 53 (3:53)
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3 Pfadintegrale

ergibt. Gleichzeitig ist das Zeitintervall 7 in der Exponentialfunktion durch 27 ersetzt
worden.

Wir integrieren nun iiber ¢, welches ebenfalls in zwei Termen im Exponenten vor-
kommt,

. m N ., 1 .,
/d?’(h exp {% [(CB - Q2)2 + 5 (%> — QO)Z] } . (3.54)

Ahnliche Manipulation des Exponenten wie im ¢ —Fall ergibt

. . 1 . N 1 . . 1 3.
(B—@)+=(p—@) = G+t 2% (B+=q)+=d
2 2 2 2
3T, 2/, 1.N\]" 2/, 1.\* ., 1.
= 35 Q2—§ Q3+§QO ~ 3 Q3+§QO +Q3+§qo
_ 3—»/2 1 s 712
= 2¢]2 +3(Q3 )",

wobel wir
2 1

‘TQIE@—§<%+§%>
definiert haben. Eingesetzt in Gl. (3.54)) erhalten wir
. mo| L 1 .
/d3Q2 eXp {% {(Qza - CI2)2 + 5 (@ — q0)2:| }

- im 5 o2 3 3im
= exp {—2h(37) (5 — @) } /d qy €XP (4717' ds )

3
B im L2 4mith
= exp {—271(37_) (@ — @) ] \/ sl (3.55)

Das Resultat aus der Gauf3-Integration ergibt zusammen mit drei der Vorfaktoren aus GI.

und mit dem Faktor 1/ V2 aus CL

\/ m  Amithl 1
2mith 3m 2 /3%

Wir integrieren nun weiter iiber die Variablen ¢,. Bei der Integration iiber die Variable ¢;
wird das Zeitintervall j7 im Nenner des Exponenten um 7 grofler, also zu (j+1)7, drei der
3N Vorfaktoren in GIl. (3.50) heben sich teilweise mit dem Resultat der ¢;—Integration

weg, und wir erhalten einen Faktor 1/4/j + 1°. Setzen wir dies bis j = N —1 fort, so
erhalten wir mit ¢y = ¢, ¢y = ¢, und N7 = t, — t, als Endergebnis

3 .
- - m rm — 2

AT Sy — — M G- a)? 3.56
(o toldas ta) =\ [ 5 mt — 0y O {2h(tb—ta) (@ — @) (3:56)

Wir zeigen nun, dass dieser Ausdruck identisch mit dem Propagator (3.44)) der Schrodin-
ger-Gleichung ist. Dazu miissen wir nur erkennen, dass auch das Integral in dieser Glei-
chung ein (verschobenes) Gauf-Integral ist (zumindest nach analytischer Fortsetzung in
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3.6 Propagator der freien Schrédinger-Gleichung

der komplexen Ebene, um Konvergenz zu erzielen). Mit der Dispersionsrelation ((3.38)
erhalten wir

B fe it~y -

G(q,t;7,0) = (27)3/d kexp{ 2mk +ik - (q 7”):|
B 1 37 tht (- m ,, 12 im,, o
- (27r)3/d g eXp{ oo = 3 @)+ 3 @1 }
. 1 2mm ’ ox @ (_,_ F)2
~ eap Ve P lom M

3 .

_ m tmeo o
~ Vomm P [2ht (4 F)] (3:57)

Dies ist mit den offensichtlichen Ersetzungen ¢ — ¢, ¥ — ¢, und t — t;, — t, identisch
mit Gl , q.e.d. )

Wir wollen uns einen Uberblick iiber die Wirkung des Propagators (3.57)) verschaffen.
Dazu denken wir uns das Teilchen bei ¢t = 0 am Ursprung, ¥ = 0, lokalisiert. Die zugehorige
Wellenfunktion ist

W(7,0) = 63)(7) . (3.58)

Gemaf Gl. (3.45) ist die Wellenfunktion zu einem spéteren Zeitpunkt ¢t > 0 dann

3 .
(7, ) /d rG(q,7,0) 0°(r) = G(§.4,0,0) =y [o—  exp <2htq ) , (3:59)

wobei wir GI. benutzt haben. Offensichtlich hingt die Wellenfunktion fiir diese
Anfangsbedingung nur vom Abstand ¢ = |¢] vom Ursprung (dem Aufenthaltsort des
Teilchens bei t = 0) ab, ¥(q,t) = 1(q,t). Es handelt sich also um eine Kugelwelle.
Die speziell gewihlte Anfangsbedingung sorgt zudem dafiir, dass Wellenfunktion und
Propagator {ibereinstimmen. Wir zerlegen die Wellenfunktion in Real- und Imaginérteil,

b(g,t) = —% %3 (1 +1) [Cos (25) +isin (7;;2)} (3.60)

= —L ig CoS m—qQ — sin m_q2 + 1 |cos m_q2 + sin m_q2
V2V ennt 2nt 2nt 2nt 2nt '

Real- und Imaginérteil sind in Abb. fiir einige exemplarische Werte von ¢ als Funktion
von ¢ dargestellt. Man erkennt, dass die Oszillationsfrequenz mit zunehmenden Abstand
g vom Ursprung zu- und mit zunehmender Zeit ¢ abnimmt. Die Amplitude nimmt mit
t=3/2 ab.

Die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte

w0l = () (3.61)

ist rdumlich konstant. Dies ist auf den ersten Blick ein {iberraschendes Ergebnis, erklért
sich aber daraus, dass das Teilchen bei t = 0 exakt lokalisiert war. Nach der Heisenberg-
schen Unbestimmtheitsrelation ist sein Impuls daher vollkommen unbestimmt, d.h. alle
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Re [(m '

LA

Im [(m /2n)3’2/2 1
— =1

I |— t=2 I
— =3

0

0 5 10
q[i/m]

Abbildung 3.3: Real- und Imaginirteil der Wellenfunktion (3.60) (in Einheiten von
[m?/(27)]3/% /A/2) fiir Zeiten t = 1 (schwarz), 2 (rot), 3 (blau), (in Einhei-
ten von 1/(fim)) als Funktion des Ortes ¢ (in Einheiten von 1/m).

Impulse p treten mit gleicher Wahrscheinlichkeit auf. Dies gilt auch fiir beliebig hohe Wer-
te von p, die das Teilchen quasi instantan von ¢'= 0 an einen vom Ursprung beliebig weit
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3.6 Propagator der freien Schrédinger-Gleichung

entfernten Ort transportieren (Kausalitdtsprobleme treten in der nichtrelativistischen Be-
trachtung nicht auf). Andererseits nimmt die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte
an jedem Ort mit der Zeit wie t=2 ab. Auf den ersten Blick scheint dies der Normie-
rung der Wellenfunktion zu widersprechen. Wir miissen aber bedenken, dass wir fiir das
Normierungsintegral iiber den gesamten Raum integrieren, also

/V PGP =v ()

Die korrekt normierte Wellenfunktion muss daher noch mit einem Faktor

1 (2rhit\?
Vim
multipliziert werden.

Die Situation eines exakt lokalisierten Teilchens (mit dann beliebig hohem Impuls) ist
natiirlich wenig realistisch. Wir betrachten daher die Anfangsbedingung

»(r,0) = ! 5 exp (—F—2> : (3.62)

2mo 20

also ein Gauflsches Wellenpaket der Breite o. Fiir 0 — 0 geht das Paket in die 6 —Funktion
(3.58)) tiber. Weil die Fourier-Transformierte einer Gauf-Funktion wieder eine Gauf-

Funktion ist, sind zwar auch jetzt im Prinzip beliebig hohe Impulse p = hk moglich,
aber sie werden mit zunehmendem p exponentiell unwahrscheinlicher,

O(k,0) = o / &3 e (7, 0)

1 3 - 7_1»2 7S
= oo d°r exp —%—zk-r

1 g —'2 3 1 — .7 2
= exp|—=Fk ) d°rexp | —— ('r+w/~c)
= or(-57) / -
= 27 exp (—% Ez) = 21 exp <—%ﬁ2) . (3.63)

GeméiB Gl. (3.45)) ist die Wellenfunktion zu einem Zeitpunkt ¢ > 0

3 . . }
m m 1 1Mo m
—»t — 2 d3_’ _ 1 _ 22 . q.7 .
V@) =\ Grine P <2htq >/ hep { 2% ( ht )r nt ! 7}

(3.64)

Eine quadratische Ergénzung liefert

()i

20 ht ht

S imo 0\’ 1mo 2 9
<r+ht—imaq> a <ht—ima> q]

_ 1 1_im_a F’2—ﬂ2Lq2
20 ht 2ht ht —imo *
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wobei wir die Substitution )

- mo

’r‘ —
ht — imo q

>/

vorgenommen haben. Das Gauf-Integral iiber 7/ hat den Wert
| 2mhto ’
ht —imo
Eingesetzt in Gl. (3.64)) ergibt sich
1 3
N L L S LU W
vat) = omi ht —imo ¥ [ 2ht <ht —imo Z) 1 }
3
m 1 Tm 9
= A\ _ . 3.65
omi ht —imo ¥ {2(7115 — imo) 1 } (3:65)

Im Limes o0 — 0 ergibt sich wieder das Resultat . Die Zerlegung in Real- und Ima-
gindrteil ist wieder moglich, ergibt aber einen recht unhandlichen Ausdruck. Wir zeigen
daher nur das Resultat in Abb. 3.4l Man sieht sehr schon, wie das anféngliche Gaufische
Wellenpaket (gestrichelte Linie in der Abbildung fiir den Realteil) aufgrund der Impuls-
unbestimmtheit “auseinanderfliefit”.

Die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte betragt

Sie ist noch nicht korrekt normiert, da

/ IO —

4o

Die korrekt (auf eins) normierte Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte ist in Abb. dar-
gestellt. Auch hier erkennt man das “ZerflieBen” der Wellenfunktion im Laufe der Zeit.
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ReWw [(m721)” 12"
\\\ ——
\ — =2
1 \ — t=3]|
0 = ——
|
0 5 10
q [1/m]
Im¥ [(m°/21)” 2"
— =1
— t=2
— =3
e
0 ~

19 5 10

q [1/m]

Abbildung 3.4: Real- und Imaginérteil der Wellenfunktion (3.65) (in Einheiten von
[m?/(2m)]>/?/+/2) fiir die Zeiten t = 1 (schwarz), 2 (rot), 3 (blau) (in
Einheiten von 1/(hm)) als Funktion des Ortes ¢ (in Einheiten von 1/m).

Die anfiangliche Breite des Wellenpakets betréigt o = 1 (in Einheiten von
1/m?).
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1I‘PI2 [(m’/2m)’]

-
= = =

-

-
W

q [1/m]

Abbildung 3.5: Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte (in Einheiten von [m?/(27)]3) fiir die
Zeiten t = 1 (schwarz), 2 (rot), 3 (blau) (in Einheiten von 1/(hm)) als
Funktion des Ortes ¢ (in Einheiten von 1/m). Die anféngliche Breite des
Wellenpakets betrigt o = 1 (in Einheiten von 1/m?).

3.7 Semiklassische Ndherung

Fiir ein beliebiges Potential V (¢, t) 148t sich das Pfadintegral i.a. nicht mehr 15sen.
Eine Ausnahme bilden Potentiale, die quadratisch in ¢ sind, weil dann das Pfadinte-
gral iiber ¢ wieder in (im Prinzip unendliche viele) GauB-Integrale iibergeht. Man kann
aber stets die sog. semiklassische Ndherung machen, d.h. man entwickelt die Wirkung
S[q(t)] bis zur quadratischen Ordnung in ¢(¢) um den klassischen Pfad ¢,(¢) herum.
Dies fithrt dann auf exakt 16sbare Pfadintegrale. Wir wollen dies im folgenden prézisieren.

Der klassische Pfad ¢ (t) sei gegeben durch die Losung der Euler-Lagrange-Gleichungen
(3.3) und die zugehorige Wirkung sei

ty .
Sa= S@a(t)] = [ dtLiddat)
ta
Wir fithren die Variation um den klassischen Pfad durch die Gleichung

(1) = q(t) — qa(?) (3.67)

ein. Offenbar gilt
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3.7 Semiklassische Néherung

weil der Anfangspunkt ¢, = ¢(t,) und der Endpunkt ¢, = ¢(¢;) bei allen Pfaden im Pfad-
integral identisch sind, also nicht variiert werden. Wir entwickeln die Lagrange-Funktion
bis zur Ordnung O(7?) um den klassischen Pfad,

N Lo oL . OL
L(G.G.t) ~ L(Ga. Ger. )+ Y _ 1o | 47 oo
i 94| 4=, 94i | g=q,,
1 0L 2 0L
+ T +2m«—, + 717 A , (3.68
2 ;( ’ 0q:0g; 194) |g=g " 06:04; | 5z, " 06:04; ch11> (369

wobei wir die Komponenten von 7(t) mit r;(t), i = x, vy, z, bezeichnet haben. Fiir das Fol-
gende benutzen wir, dass die gemischte zweite Ableitung von L fiir Lagrange-Funktionen
vom Typ (3.34) verschwindet. Eingesetzt in das Wirkungsintegral erhalten wir

o oL oL
S _’t ~ dt |L cls Gcl,s i 'Z' -
) / o) + 3 ( Gl TG )
. 0°L
i Z(Wé’ Py lgeg, T 040G q>]
t oL d oL
= Sa+ [ Aty on(F -
1+/ta zi:r (0qi dt Oqi>q~§1
ty . 1
+ / dt {T 72— TV () F} , (3.69)
L 2 2

wobei wir im Term ~ O(7) partiell integriert und ausgenutzt haben, dass die Variation
von 7(t) bei t, und ¢, verschwindet. Aulerdem haben wir aufgrund von Gl. (3.34)

0*L 5
= Moy,
04¢;0¢; | ~_- !
9L A ——
0qi0q; | - 04;0q; |z &
q4=q 4=(c1

benutzt. Die letzte Gleichung stellt das (ij)—Element der Matrix V" der zweiten Ab-
leitungen des Potentials V' nach den Koordinaten dar. Der zweite Term in GI. (3.69))
verschwindet aufgrund der Euler-Lagrange-Gleichungen (3.3) und wir erhalten

ty . 1
S[q(t)] = Saq + / dt {% 72— 3 PV (G, t) F} : (3.70)
ta

Wenn wir diesen Ausdruck in das Pfadintegral einsetzen, kénnen wir den Beitrag
der klassischen Wirkung aus dem Integral herausziehen, weil er nicht von den Integra-
tionsvariablen ¢, abhéingt. Aulerdem kénnen wir letztere aufgrund von GI. durch
die Variablen 77, ersetzen. Diese Variablensubstitution fiir das Pfadintegral hat die Jacobi-
Determinante eins, weshalb sofort folgt

] F(tb)zo - ty 1
G ol ) :Nelscl/h/( DFeXp{%/ dt {5 2—§fTv"((7d,t)fH (3.71)
ta

(ta)=0

167



3 Pfadintegrale

Das Pfadintegral ist wieder vom Typ eines (unendlich dimensionalen) GauB-Integrals und
kann exakt gelost werden. Wir demonstrieren dies explizit fiir den eindimensionalen
Fall. Dazu schreiben wir das Pfadintegral in GI. (inklusive des Normierungsfaktors
N) zunichst in der Form von Gl. , also wo wir iiber N — 1 Variable r,, integrieren,

(1) = \/; / H dr, exp{ ZT [— <¢)2 _ %v,;’ 2 } (372)

wobel wir

V'n,,/ = Vl/(‘]cl,ny tn—l + )\7—)

abgekiirzt haben.
Der Exponent in Gl (3.72)) hat die folgende Form:

N
m n o2\ m )
— ; {22’771 (rn —rno1) + 2h V 1 = "%k ( —2rory 1 ] — 2rr s A -
+ T?V 2 = 2rN—afN-1 TN g+ TNy — 2PNy TJZV)
_% (V// 2 V// 2 . V]GTJQV)
(27“% — 2riry + 2r§ R 2T]2V_2 S 27‘?\7_1)

__m
_ 2iTh
— (VT e VL) (3.73)

wobei wir ausgenutzt haben, dass rg = r, = 0, ry = r, = 0. Das Ergebnis kann als
Produkt von Zeilenvektor, Matrix und Spaltenvektor geschrieben werden,

N 2
m 2 n. 2 — UL -
_ )=y =] A7 3.74
2iTh <= {(r Fa-1) n'n 2irh’ (3.74)
wobei 7= (ry, 2, 73, ..., Ty_1)7 und
24+ -1 0 0
—1 2+CQ —1 O
a=| Y ThoEre o0 0 , (3.75)
0 0 -1 2+CN_Q —1
0 0 -1 2+ cn_1

mit ¢, = —72V” /m. Gleichung (3.72)) nimmt damit die kompakte Form

N—-1-> —’TA
Ity ta Y 27727'h / d TeXp 22771 r)

an. Die [(N — 1) x (N — 1)]—Matrix A ist symmetrisch, also kann sie mit Hilfe einer
orthogalen Transformation O diagonalisiert werden, O7 = O~! und det O = +1,

D = diag (ay, ag, ..., an_1) = OAOT | (3.76)
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3.7 Semiklassische Néherung

wobei a, die Eigenwerte von A sind. Multiplikation mit O von links und mit O von
rechts liefert

OThDO =A,

also

m —1 - m — —
Ity ta) = 2miTh /dN 7 exp <_ 2uTh mobo )
N
_ m N-1 2T =
= 5T /d SGXp(— ,hs Ds)
T T
N N m Vol
= d — 2 .
2miTh /nzl on XD ( 2iTh ; o Sn) ’ (377)

wobei wir die Variablensubstitution
s=0v7, §T=rTOT,
vorgenommen haben. Die zugehorige Jacobi-Determinante ist J = det O = +1, so dass

sich am Integrationsmafl nichts dndert. Die N — 1 GauB-Integrale in Gl. (3.77)) konnen
wieder mit der Formel (3.29) gelost werden, so dass

m " [2nith R m
I = -1z = A2 .
(to, ) 2mith m }:[1 “n 2mih (7 det A) ’ (378)
wobei wir aufgrund von Gl. (3.76) und det O = det OT = +1 die Identitit
N-1
detD = [ an = det (OAO") = det O det A det O" = det A (3.79)
n=1

benutzen konnten. Wir berechnen nun die Determinante der Matrix (3.75) mit Hilfe des
Determinantenentwicklungssatzes,

pn-1 =T7det A= (2+cy-1) N2 — PN-3, (3.80)
wobel
2+c¢ -1 0 0
-1 24c¢ -1 0 . :
0 -1 24c¢ -1 0 0
PN—2 =T . .
0 0 -1 24cy_3 -1
0 0 —1 2+ CN—2
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24+c¢ -1 0 0
—1 2+CQ -1 0
0 -1 2+4c -1 0 0
$YN-3 = —T
0 0 —1 2+CN_3 0
0 . 0 —1 —1
2+Cl —]_ 0 0
-1 24c -1 0
= 7 0 -1 24c -1 0

Daraus ergibt sich die Rekursionsformel

§0n+1:<2+cn+1)¢n_gpn—ly n=1...,N=2, (381)

wobei p1 = 7(2+4 ¢1) und @g = 7 gesetzt wird. Diese Rekursionsformel kann man mit der
Definition der ¢,, in der Form
n -2 n + n— n Vr:/
Pn+1 ¥ Pn—1  Cp+tl Va1 (3.82)

- n — n

T2 T2 m

schreiben. Im Limes 7 — 0 wird daraus die Differentialgleichung
Eo(t) V')
ez m

Zur Losung benotigen wir die Anfangsbedingungen, welche lauten

o(t) - (3.83)

o(ty) = limpy=Ilim7=0,
7—0 70
do(t _ 2 _ 2/
plla) _ o #1 spo—limm—lim(l—TVl)zl. (3.84)
dt 70 T 7—0 T 70 m

Weiter kommen wir nur, wenn wir das Potential V (g, t) spezifizieren und die Differential-
gleichung (3.83|) explizit bis zum Zeitpunkt ¢, 16sen. Dies liefert eine Funktion

fltpta) =pty) = lim oy= lim ¢y = lim (7detA) , (3.85)
N — oo N — oo N — 0o
T—=0 T—=0 T—=0

die von den Anfangsbedingungen (|3.84]) zum Zeitpunkt ¢, abhéngt. Diese soll im néchsten
Abschnitt als Beispiel fiir den eindimensionalen harmonischen Oszillator bestimmt wer-
den.

Wir fassen die Ergebnisse dieses Abschnitts zusammen. Mit den Glgen. (3.71]), (3.78])
und (3.85)) lautet die Ubergangsamplitude (bzw. der Propagator) in der semi-
klassischen Niherung

m [
T, to| Gy L) = Tosto; Qurte) 2 | ———— = . .
(il t) = Gt dt) = | [5—sow (15) . (350
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3.8 Propagator fiir den eindimensionalen harmonischen Oszillator

3.8 Propagator fiir den eindimensionalen harmonischen
Oszillator

Der eindimensionale harmonische Oszillator hat das Potential
1
Vig) = 5me’q” (3.87)

wobei w die Eigenfrequenz des Oszillators ist. Fiir dieses Potential ist die semiklassische
Néherung, die wir im vorangegangenen Abschnitt besprochen haben, exakt, denn die
Entwicklung des Potentials bricht automatisch nach der zweiten Ordnung ab,

2

V'=mw®=const., V"=0.

Die Differentialgleichung (3.83)) ist einfach die Bewegungsgleichung fiir den harmonischen
Oszillator,
d®e(t)

dt?

+wio(t) =0, (3.88)
mit der wohlbekannten Loésung
@(t) = A cos(wt) + B sin(wt) . (3.89)
Die Anfangsbedingungen liefern
o(ty) = A cos(wt,)+ B sin(wt,) =0,

dgod(;fa) —w A sin(wt,) +w B cos(wt,) =1,
woraus wir die Konstanten A und B bestimmen konnen:
A = —B tan(wt,),
B - cos(wt,) ’
w

so dass die spezielle Losung zum Zeitpunkt ¢, lautet

f(ty,ts) = —B tan(wt,) cos(wtp) + B sin(wty)
cos(wty)

= — = [in(wty) — tan(wts) cos(wty)]

= i [sin(wty) cos(wt,) — cos(wty) sin(wt,)]

i ty — tq
= sl )] (3.90)
w
Um den Propagator (3.86)) zu bestimmen, miissen wir noch die Wirkung entlang des
klassischen Weges berechnen. Dies ist ein wenig miihsam, aber ohne grofie Schwierigkei-
ten moglich. Zunéchst ist der klassische Weg natiirlich eine Losung der Euler-Lagrange-

Gleichung fiir den harmonischen Oszillator,

_aoL or
dt ¢ g

= mij+mw’q
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3 Pfadintegrale

oder
G+w’q=0.
Die Losung ist wohlbekannt,
qa(t) = A cos(wt) + B sin(wt) . (3.91)
Die Konstanten A und B bestimmen wir nun durch die vorgegebenen Anfangs- und End-
bedingungen (die natiirlich auch fiir den klassischen Weg gelten)
Qo = qa(ts) = A cos(wt,) + B sin(wt,) ,
@ = qa(ty) = A cos(wty) + B sin(wty) .
Man iiberzeuge sich davon, dass dies
o sin(wty) — qp sin(wt,)
sin [w(ty — t4)] ’
g - cos('wta) — g, cos(wty) (3.92)
sin [w(ty, — t,)]
liefert. Eingesetzt in GI. erhalten wir
Qo sin [w(ty, — )] + gp sin [w(t — t,)]

A =

alt : 3.93
4alt) = sin [w(ty — ta)] (3.93)
Die Zeitableitung ist
t—14) — qa ty —1
da(t) = w 2008l —ta)l — g cos ety — 1)) (3.94)
sin [w(ty, — ta)]
Setzen wir dies in die Lagrange-Funktion ein, so erhalten wir
. m m
L(ga dot) = Fda— 5w da
mw? 2 .2 2 . .2
= t— 1,4 ty — 1
STl =iy L% 05t = 1))+ o8 oty — )
— 24, qp cos [w(t — t,)] cos [w(ty, — t)]
— ¢ sin? [w(t — t,)] — ¢ sin” [w(ty — 1)]
— 24, qp sin [w(t — t,)] sin [w(t, — t)] }
mw? )
= 2w(t — t, 2 cos [2w(ty, —t
ST ot ) L& €082t = 1]+ cos (6~ )
— 2qu gy €08 [w(ty + to — 2t)] } . (3.95)

Setzen wir dies in das Wirkungsintegral ein, miissen wir die folgenden drei Integrale
berechnen:

t ty—ta 1
/ dt cos [2uw(t — ,)] = / 0z cos(2wz) = o sim 2ty — 1))
ta

w
tp 1

/ dt cos[2w(t, — t)] = / dz cos(2wz) = — sin [2w(ty, — t4)] ,
ta to—ta 2w

ta—tp 1
/ dz cos(wz) = — sin[w(ty, — t,)] -
¢

b—ta w

N | —

tp
/ dt cos [w(ty +t, —2t)] = —
ta
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3.8 Propagator fiir den eindimensionalen harmonischen Oszillator
Also lautet die klassische Wirkung

tp
Scl = / dt L(qcla QCla t)
tq

2 2
mw qa + qb . .
—= 2 t - ta - 2 a t - ta
2sin’ [w(ty — ta)] { 2 sin 2 (fy ) 0 sin s )]}
mw

= 2sin [w(ty — ta)] {6+ @) cos[w(ty —ta)] = 20a s} - (3.96)

Damit und mit Gl (3.90) lautet der Propagator des eindimensionalen harmoni-
schen Oszillators

<(j;77 tbl%, ta> = G((ﬁ, tb; Jaa ta)
_ W exp imw (2 + q7) cos [w(ty —ta)] — 2qa @ (3.97)
2mih sin (w(ty — t4)] 2h sin [w(ty, — ta)]
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