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1 Mathematische Vorbereitungen

1.1 Vektoren

1.1.1 Einfijhrung 16.4.2013
Wir haben ein intuitives Versténdnis von Naturvorgéngen:

e Beispiel 1: Morgens geht die Sonne auf, abends geht sie unter.
Frage: Warum geht sie auf und unter?

e Beispiel 2: Wenn die Sonne aufgeht, wird es hell.
Frage: Was lafit die Sonne scheinen?

e Beispiel 3: Ein Ball, der losgelassen wird, fallt zu Boden (das berithmte Apfel-Ex-
periment von Sir Isaac Newton!).
Frage: Was lafit den Ball fallen?

Die Physik befafit sich mit der Erklarung intuitiv akzeptierter, aber auch neuer, bislang
unverstandener Erfahrungstatsachen mit Hilfe wissenschaftlicher Methoden.

Die experimentelle Physik befafit sich mit der Beobachtung von erfahrbaren Tat-
sachen durch reproduzierbare Experimente.

Die Theoretische Physik befafit sich mit der Erklarung der Beobachtung mit Hilfe
mathematisch-analytischer Methoden. Manche meiner Kollegen fassen das so zusam-
men: “Der Experimentator blattert die Seiten im Buch der Natur um, der Theoretiker
liest in ihm”.

Um die Gesetzméfligkeit zu verstehen, warum der Ball zu Boden féllt, miissen wir
zunichst seine Bewegung beobachten und quantitativ (nicht nur qualitativ) erfassen.
Mit anderen Worten, wir miissen festlegen, zu welchem Zeitpunkt er sich an welchem
Ort befindet. Bei geradliniger Bewegung ist dies besonders einfach, s. Abb. 1.1.

Dieses einfache Beispiel macht deutlich, dass physikalische Gréflen durch die Angabe
von drei Groflen bestimmt sind: Dimension, Mafleinheit und Maf3zahl. Beispiele sind
in Tabelle 1.1 aufgefiihrt. Physikalische Groflen, die durch diese drei Groflen bestimmt
sind, nennt man in der Physik skalare Grofien, oder kurz Skalare.

Es gibt aber auch Groflen, die zusétzlich die Angabe einer Richtung bendétigen. Ein
Beispiel ist die Geschwindigkeit. Im oben genannten Beispiel des fallenden Balls zeigt
die Geschwindigkeit nach unten. Solche Gréflen nennt man vektorielle Grofien, oder kurz
Vektoren.

Dies ist verallgemeinerbar: es gibt Grofien, die durch die Angabe von zwei, drei, vier
etc. Richtungen definiert sind. Diese Groéflen nennt man Tensoren zweiter, dritter,
vierter etc. Stufe. Ein Vektor ist ein Tensor erster Stufe, ein Skalar ein Tensor nullter
Stufe.
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Abbildung 1.1: Ein nach unten fallender Ball.

Dimension | Mafeinheit MaBzahl
Lénge Meter (m) (z.B.) 1
Zeit Sekunde (s) (z.B.) 1
Masse Kilogramm (kg) (z.B.) 82
Temperatur | Grad Celsius (°C) | (z.B.) 36.5

Tabelle 1.1: Beispiele fiir physikalische Gréfen mit Dimension, Mafleinheit und Mafizahl.

1.1.2 Definition eines Vektors

Der einfachste Vektor in der Mechanik ist der Ortsvektor. Er mifit den Abstand ei-
nes Raumpunktes von einer vorher festgelegten Ausgangsposition, dem Ursprung eines
vorher festgelegten Koordinatensystems, s. Abb. 1.2. Im oben genannten Beispiel des
fallenden Balles sei der Koordinatenursprung die Position des Balles zum Zeitpunkt ¢ = 0.
Zum Zeitpunkt ¢ = 1sist die Position des Balles 1m nach unten vom Koordinatenursprung
entfernt. Der Ortsvektor des Balles zeigt deshalb nach unten und hat die Lénge 1m.

Bei einer eindimensionalen Bewegung (wie im Beispiel des fallenden Balles) ist die

@O0
+
&

Abbildung 1.2: Der Ortsvektor 7 des nach unten fallenden Balls aus Abb. 1.1.
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Richtung klar und man benotigt nicht unbedingt einen Vektor, um diese festzulegen. Die
Sache verkompliziert sich, wenn die Bewegung des Balles zwei- oder dreidimensional
wird.

Im allgemeinen beschreiben Ortsvektoren 7 Punkte im dreidimensionalen Euklidschen
Raum FEj3. Bevor man einen Ortsvektor definieren kann, benétigt man den Koordina-
tenursprung O. Der Ortsvektor eines Punktes A ergibt sich dann dadurch, dass man den
Ursprung O mit A verbindet. Die Richtung des Ortsvektors ergibt sich aus der Festlegung,
die Strecke OA von O nach A zu durchlaufen, s. Abb. 1.3.

A

O

Abbildung 1.3: Der Ortsvektor des Punktes A.

Jeder Vektor @ hat eine Linge (einen Betrag),
a=|d, (1.1)

und eine Richtung, die durch einen Vektor vom Betrag eins, einen sog. Einheitsvektor,
festgelegt wird:

a=—, la|=1. (1.2)
Der Betrag eines Vektors ist vom Bezugs- oder Koordinatensystem unabhéngig. Die
Richtung eines Vektors kann sich aber bei einem Wechsel des Bezugs- bzw. Koordinaten-
systems scheinbar dndern, wenn sie durch ihre Koordinaten im neuen Bezugssystems
ausgedriickt wird. Hierzu spéter mehr.

1.1.3 Definition des kartesischen Koordinatensystems

Das einfachste Bezugs- bzw. Koordinatensystem sind drei senkrecht, d.h. rechtwinklig
aufeinanderstehende Geraden, die sich in einem gemeinsamen Punkt, dem Koordinatenur-
sprung O, schneiden, s. Abb. 1.4.

Diese Geraden nennt man Achsen des Koordinatensystems. Man gibt ihnen Richtun-
gen, und zwar so, dass sie in der Reihenfolge (1,2,3) bzw. (z,y, z) ein rechtshindiges
System bilden. Woran sieht man, dass es sich um ein rechtshéandiges System handelt?
Die folgenden Finger der rechten Hand bilden ein solches System: Daumen = x, Zeige-
finger = y, Mittelfinger = 2. Eine weitere Moglichkeit ist, die Gerade 1 auf kiirzestem
Weg in die Gerade 2 zu drehen. Dann zeigt die Gerade 3 in die Richtung der Bewe-
gung einer Rechtsschraube. Ein solches rechtshindiges Koordinatensystem nennt man
kartesisches Koordinatensystem.
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Abbildung 1.4: Rechtshéindiges Koordinatensystem.

Es gibt auch linkshindige Koordinatensysteme. Sie lassen sich nicht durch stetige
Drehungen (welche eine sog. kontinuierliche Symmetrieoperation darstellen) in
rechtshidndige iiberfiithren, sondern nur durch eine Raumspiegelung (eine sog. diskrete
Symmetrieoperation). Dazu miissen eine ungerade Anzahl von Koordinatenachsen
ihre Richtung umkehren, z.B. alle drei, wie in Abb. 1.5 gezeigt. Es geniigt aber auch,
lediglich eine Achse, z.B. die z-Achse, umzudrehen. Die Umkehrung einer geraden Anzahl
von Achsen éndert die Handigkeit des Koordinatensystems nicht.

\

z' 3

Abbildung 1.5: Linkshéndiges Koordinatensystem.

1.1.4 Rechenregeln fiir Vektoren
Vorbemerkungen

1. Man bezeichnet zwei Vektoren als gleich, wenn sie die gleiche Léange und die gleiche
Richtung aufweisen. Sie brauchen nicht den gleichen Ausgangspunkt zu haben, s.
Abb. 1.6. Mit anderen Worten, Vektoren sind frei verschiebbar.
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Abbildung 1.6: Zwei gleiche Vektoren.

2. Zu jedem Vektor @ gibt es einen gleich langen, aber antiparallelen Vektor —a.

3. Ein sog. Einheitsvektor ist ein Vektor vom Betrag 1 (s. o.).

Addition von Vektoren

1. Parallelogrammregel: Gegeben seien zwei Vektoren @ und b, vgl. Abb. 1.7(a).
Man verschiebe nun b so, dass der Fulpunkt von b an der Spitze von a zu liegen
kommt. Der Summenvektor @ -+ b beginnt am Fulpunkt von @ und endet an der
Spitze von b, s. Abb. 1.7(b). Die Addition von Vektoren ist einfach, da zwei Vektoren
eine Ebene aufspannen. Man kann sie sich also einfach graphisch verdeutlichen.

(@) (b)

Abbildung 1.7: Addition von Vektoren mit Hilfe der Parallelogrammregel.

2. Kommutativitit: L
a+b=b+a. (1.3)
Dies wird unmittelbar aus Abb. 1.8 deutlich.
3. Assoziativitit: ~ B
@+b)+c=a+(b+2a). (1.4)

Auch dies kann man sich graphisch veranschaulichen, da drei Vektoren maximal den
dreidimensionalen Raum aufspannen, vgl. Abb. 1.9.
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Abbildung 1.8: Verdeutlichung der Kommutativitéit der Vektoraddition.
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Abbildung 1.9: Verdeutlichung der Assoziativitdt der Vektoraddition.

4. Subtraktion:
a—b=a+(=b).

(1.5)

Die Subtraktion des Vektors b von Vektor a ergibt sich aus der Addition des zu
b antiparallelen Vektors —b zu Vektor a, s. Abb. 1.10. Der Vektor a — b ist ein

Vektor, der von der Spitze von b zur Spitze von a zeigt.
5. Subtrahiert man @ von sich selbst, so ergibt sich der sog. Nullvektor 0,

a—a=0;.

(1.6)

Er ist der einzige Vektor, der keine Richtung hat, damit ist er gleichzeitig ein

Skalar, 0 = 0. Fiir alle Vektoren @ gilt

i+0=a

(1.7)

Die Eigenschaften (1.3), (1.4), (1.6) und (1.7) bedeuten, dass die Gesamtheit der Vektoren

im F3 eine kommutative Gruppe bilden.
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Abbildung 1.10: Verdeutlichung der Vektorsubtraktion.

Multiplikation von Vektoren mit einer Zahl 23.4.2013
1. Einfache Multiplikation: « sei eine reelle Zahl, & € R, und @ sei ein beliebiger
Vektor. aa ist ein Vektor mit folgenden Eigenschaften:

(i) Falls @ > 0, so ist aa parallel zu a.

a

)
2
S

R

— O =
ST
Il
Loy
Il
(@]

I
I
8

2. Distributivitéit: o, 5 € R, a, b seien Vektoren. Dann gilt:
(a+ p)ad = ad+ pa . (1.8)
Beweis: s. Abb. 1.11.
oa +pBa —
" Ba

= (@B
a

Abbildung 1.11: Veranschaulichung des ersten Distributivgesetzes.

Ferner gilt: .
a(d+b) =ad+ ab. (1.9)
Beweis: s. Abb. 1.12. Es gilt ad+ 7 = . Auflerdem gilt ¥ = &b mit einer Konstanten

-

& > 0. Ferner gilt ¥ = a(@ + b) mit einer Konstanten @ > 0. Die Behauptung ist
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bewiesen, wenn wir zeigen konnen, dass & = @ = «, denn dann ist a(@ + b) = § =
ad 4+ ¥ = ad + ab, q.e.d.

-
X

Abbildung 1.12: Veranschaulichung des zweiten Distributivgesetzes.

Nach dem ersten Strahlensatz gilt

— — i~ b
A _Jed _, o, @01 (1.10)
@i+b ld |G + 0|

Nach dem zweiten Strahlensatz gilt

1Z] _ |ad] _ jab] _ .

— = =0 = =a=aqa. (1.11)
] ldl
3. Assoziativitit: o, § € R, @ sei ein beliebiger Vektor. Dann gilt:

a(fa) = (af)d = afd . (1.12)

Beweis: Die Betridge der Vektoren auf beiden Seiten der Gleichung sind gleich,
lagd = |afl|ld = |o||f]|d] = |«||fd|. Die Richtungen der Vektoren ist ebenfalls
gleich, alle Richtungen zeigen in Richtung von @, q.e.d.

4. Einheitsvektor: Aus jedem Vektor a 148t sich durch Multiplikation mit dem In-
versen seines Betrages ein Einheitsvektor in Richtung von @ konstruieren:

O L oL a
Go=a=—-d , |e|=|al=—-lad=-=1. (1.13)
a a a
Einheitsvektoren werden in der Regel mit dem Symbol € oder 7 oder mit einem

“Hut” anstelle des Vektorzeichens gekennzeichnet.

Definition eines Vektorraums

Die o.g. Eigenschaften von Vektoren kann man — anstelle sie fiir bestimmte Vektoren im
E3 zu beweisen — auch zunéchst fordern. Sie sind dann sog. Axiome. Alle Objekte,
die dann diese Eigenschaften erfiillen, bezeichnet man als Vektoren. Die Menge aller
Vektoren, die diesen Axiomen geniigen, nennt man einen linearen Vektorraum V iiber
dem Korper der reellen Zahlen R. Die Axiome lauten noch einmal zusammengefafit:
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1. Zwischen zwei Elementen @,b € V ist eine Verkniipfung (Addition) definiert,

i+b=7, (1.14)
mit folgenden Eigenschaften:
(i) eV,
(i) Assoziativitit:
(@+b)+c=d+(b+¢7), ¢eV, (1.15)

(iif) 3 Nullelement 0 mit 4+ 0=a Ya €V,
(iv) VaeV 3(—ad) € Vmi a
(v) Kommutativitét:

o+
Q
_I_
N
=
I
=)

i+b=b+a. (1.16)
2. Multiplikation mit reellen Zahlen «, 3:

(i) aeR,aeV—adeV,
(ii) Distributivitét:

(o4 p)d = ad+ fa, (1.17)
a(@+b) = ad+ab, (1.18)

(iii) Assoziativitit:
a(fd) = (ab)a, (1.19)

(iv) 3 Einselement 1 mit ld =a Vad € V.

Dies definiert die Multiplikation von Vektoren mit Skalaren. Aber kann man auch Vek-
toren mit Vektoren multiplizieren? Dies geht in der Tat und zwar auf zwei verschiedene
Arten und Weisen, wie in den néchsten beiden Abschnitten erlautert. Man unterscheidet
ein sog. inneres Produkt, das Skalarprodukt, und ein sog. &ufleres Produkt, das
Vektorprodukt.

1.1.5 Skalarprodukt

Das Skalarprodukt zweier Vektoren da, b ist definiert als
@-b=abcosy . (1.20)

wobei ¢ der Winkel zwischen den Vektoren @ und b ist, vgl. Abb. 1.13. Aus der Definition
ist sofort ersichtlich, dass das Skalarprodukt kommutativ ist,

a-b=0b-a. (1.21)

Die graphische Veranschaulichung in Abb. 1.13(a) besagt, dass das Skalarprodukt das
Produkt aus der Lénge des zweiten Vektors und der Projektion des ersten Vektors in
Richtung des zweiten Vektors ist. Aufgrund der Kommutativitét (1.21) des Skalarprodukts
kann man auch umgekehrt den zweiten Vektor auf den ersten projizieren und dann mit
der Lénge des ersten Vektors multiplizieren, s. Abb. 1.13(b).

Das Skalarprodukt hat folgende Eigenschaften:
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a
o) :
acos ¢ b b
(a) (b)

Abbildung 1.13: Graphische Veranschaulichung des Skalarprodukts.

1.@-b =0, falls (i) @ = 0 und/oder b = 0, oder (i) ¢ = 7/2 (da cos7/2 = 0). In
diesem Fall stehen die Vektoren a, b orthogonal zueinander, @ L b.

2. Projektionen eines Vektors a in Richtung eines anderen Vektors b lassen sich durch
das Skalarprodukt von @ mit dem Einheitsvektor in Richtung von b darstellen:
a-b=acosey.

3. Distributivitat: . .
(@+0b)-c=d-c+b-C. (1.22)

Beweis: Aus Abb. 1.14 ist ersichtlich, dass fiir die Projektion von a, bund @+ b auf
die Richtung von ¢ gilt: (@ +b)-¢ = a- ¢+ b- ¢ Multipliziert man diese Gleichung
mit ¢, so folgt wegen ¢ = c¢ die Behauptung, q.e.d.

o
—
a-C b-c
— >
- A
(a+b).c

Abbildung 1.14: Veranschaulichung des Distributivgesetzes fiir das Skalarprodukt.

10
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4. Bilinearitéit: Vo € R gilt:
(ad@)-b=a- (ab) = a(d-b). (1.23)

Beweis: Fiir a = 0 ist die Behauptung trivial erfiillt. Fiir o« # 0 unterscheiden wir
zwei Falle,
(i) a>0:
(ad@)-b = (aa)bcosyp = aabcosyp = alabeosy) = (- b)
= alab)cosp =a- (al;) ,
(ii) a < 0: Wir benutzen ad = |a|(—a) und die Tatsache, dass der Winkel zwischen
den Vektoren —a und b gerade m — ¢ betrigt, s. Abb. 1.15. Dann gilt wegen
cos(m — ) = — cos p:

-

(ad@)-b = |alabcos(t — ) = —|alabcos g = aabcos p = alabcos ) = a(a- b)

= a(abcosp) =a- (ab) .

=y

Abbildung 1.15: Zum Beweis der Bilinearitdt des Skalarprodukts fiir a < 0.

5. Betrag eines Vektors: Es gilt fiir das Skalarprodukt eines Vektors @ mit sich selbst:
a-d=aacos0=a>>0, (1.24)

wobei das Gleichheitszeichen fiir den Fall steht, dass @ = 0. Daraus folgt, dass man
den Betrag oder die sog. Norm eines Vektors wie folgt berechnen kann: a = va - a.
Fiir Einheitsvektoren gilt natiirlich a - a = 1.

6. Schwarzsche Ungleichung: .
|G- bl < ab. (1.25)

Dies folgt unmittelbar aus der Tatsache, dass |cosp| < 1.

11
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7. Dreiecksungleichung: .
la—bl <|d+0b <a+b. (1.26)

Beweis: Die Schwarzsche Ungleichung (1.25), bzw. die Tatsache, dass —1 < cosp <
1, liefert —ab < @ - b < ab. Wir multiplizieren mit 2 und addieren a? + b*:

a2+b2—2ab§a2+b2+26-5§a2+b2+2ab
— (a—b2<(@+b)?<(a+Db)?
— la—b <|@+b<a+b,qed.

Die zweite Zeile folgt aus der ersten, indem man das Distributivgesetz (1.22) und
die Kommutativitét (1.21) anwendet.

Wir haben die Glgen. (1.21), (1.22), (1.23) und (1.24) aus den Eigenschaften des Skalar-
produkts fiir Vektoren im E3 bewiesen. In der Mathematik wird das Skalarprodukt aber
in abstrakter Weise durch die Zuordnung a - b—acR definiert, die die Eigenschaften
(1.21), (1.22), (1.23) und (1.24) haben muss. Wir wollen die Schwarzsche Ungleichung
(1.25) nur mit Hilfe dieser Eigenschaften beweisen, ohne die geometrische Veranschauli-
chung zu Hilfe zu nehmen. Zunichst ist der Beweis trivial, falls @ = 0 und/oder b =0 ist.

Daher kénnen wir uns auf den Fall beschrinken, dass @ # 0 und b +£ () ist. In diesem Fall
gilt aufgrund von Gl (1.24) V o € R:

b)? = (@ + ab) - (@ + ab)

+ «
Q-d+a-(ab)+ (ab)-d+ (ab) - (ab)
+

2 a262+20z6-5.

0 < (@

Hierbei haben wir von der Kommutativitét (1.21), der Distributivitat (1.22) und der Bili-
nearitét (1.23) Gebrauch gemacht. Da das Ergebnis fiir beliebige « gilt, gilt es insbesondere

fiir den Wert a = —a - b/b? € R. Damit erhalten wir nun
o (@0, (@-b? (@b
0<a*+ P2 -2 72 =a‘ — 72

Multiplikation mit b? ergibt
0<a®? —(@-b)? <= |a-b <ab ,qed.

Ein Vektorraum mit einem inneren Produkt (Skalarprodukt) heifit in der Mathematik
unitirer Vektorraum.

1.1.6 Vektorprodukt

Das Vektorprodukt, bzw. das sog. Kreuzprodukt, ordnet zwei Vektoren einen Vektor
VAV
axb=c. (1.27)

Dieser Vektor hat folgende Eigenschaften:
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1.1 Vektoren

1. Der Betrag von ¢ ist
c=absiny. (1.28)

Damit ist die MaBzahl des Betrags von ¢ gleich der Mafizahl der Flache des von @
und b aufgespannten Parallelogramms, vgl. Abb. 1.16.

f

bsind

Abbildung 1.16: Zur Interpretation des Betrags des Kreuzproduktes ¢ = a@ x b.

2. Der Vektor ¢ steht senkrecht auf der von @ und b aufgespannten Ebene. Seine Ori-
entierung ergibt sich daraus, dass man den ersten Vektor (@) auf kiirzestem Weg in
den zweiten Vektor (b) dreht. Die Orientierung von ¢ stimmt dabei mit dem Dreh-
sinn einer Rechtsschraube iiberein, s. Abb. 1.17. Geméf der (zweiten) Definition

S

Abbildung 1.17: Zur Orientierung des Kreuzproduktes ¢ = @

eines rechtshindigen Koordinatensystems bilden die Vektoren (a, l;,E) also gerade
ein solches. Das Kreuzprodukt besitzt allerdings weniger eine Richtung als vielmehr
einen Drehsinn.

3. Raumspiegelungen: Das Kreuzprodukt &= d x b hat andere Eigenschaften unter
Raumspiegelungen als die Vektoren @, b. Spiegeln wir die Vektoren a oder b am Ur-
sprung (ihrem gemeinsamen FuBpunkt), so werden sie in die zu ihnen antiparallelen

13



1 Mathematische Vorbereitungen

Vektoren iibergefiihrt (ihre Richtung kehrt sich um),
a— —a, b—s —b ,

vgl. Abb. 1.18. Solche Vektoren heiflen polare Vektoren. Wie aber verhélt sich

b

Abbildung 1.18: Transformation polarer Vektoren unter Raumspiegelungen.

das Kreuzprodukt unter Raumspiegelung? Rein mathematisch ergibt sich
(—@) x (=b)=axb=7c,

d.h. das Kreuzprodukt dndert sein Vorzeichen nicht unter Raumspiegelungen. Dies
kann man sich aber auch {iber das Argument hinsichtlich des Drehsinnes von ¢ gra-
phisch veranschaulichen. Der Drehsinn, wenn man —a auf dem kiirzesten Weg in —b
dreht, bleibt der gleiche wie bei der Drehung von @ in g, s. Abb. 1.19. Solche Vektoren
heiflen axiale Vektoren oder Pseudovektoren. Bemerkung: Skalarprodukte aus

Abbildung 1.19: Transformation des Kreuzproduktes unter Raumspiegelungen.

zwei polaren oder zwei axialen Vektoren dndern sich nicht unter Raumspiegelungen,
sind also echte Skalare. Skalarprodukte aus einem polaren und einem axialen Vektor
dandern ihr Vorzeichen unter Raumspiegelungen. Man nennt sie daher Pseudoska-
lare.

14



1.1 Vektoren

. Antikommutativitit:
axb=-bxd. (1.29)

Beweis: aufgrund der Definition des Kreuzproduktes ist der Vektor bx @ vom Betrag
her identisch mit ¢ = @ x (_;” aber er zeigt in die entgegengesetzte Richtung, s. Abb.
1.20. Daraus folgt —¢ = b x @. Nach Multiplikation beider Seiten dieser Gleichung
mit —1 folgt die Behauptung, q.e.d.

-
c

e -

b b
—-> -
a a

—
T=bxa

Abbildung 1.20: Zur Antikommutativitdt des Kreuzproduktes.

_@xb=0, falls (i) @ = 0 und/oder b = 0, (ii) b = ad fiir beliebiges o € R, d.h. wenn
die beiden Vektoren in dieselbe (oder die entgegengesetzte) Richtung zeigen. Dies
folgt unmittelbar aus sin0 = 0. Solche Vektoren nennt man kollinear. Kollineare
Vektoren spannen keine Ebene auf.

. Distributivitit:

-

(@+b)xé=axc+bxc. (1.30)

Beweis: Man zerlege @, bund @+ b in Komponenten parallel und senkrecht zu ¢, s.
Abb. 1.21.

A
- —>
a a |
- -
a C

Abbildung 1.21: Zerlegung von @ in Komponenten parallel und senkrecht zu ¢.

15



1 Mathematische Vorbereitungen

Offenbar gilt @ = @ 4+ @, und analog b= 5” +b,d+b=(a+ E)” +(@+Db),.
Im Vektorprodukt mit ¢ tragen aber ausschliellich die senkrechten Komponenten
dieser Vektoren bei, z.B.

axc=da, XcC.
Um dies zu beweisen, bemerkt man zunéchst, dass @ x ¢ und @, x ¢ in die gleiche
Richtung zeigen. Man muss also nur noch zeigen, dass ihre Betrége iibereinstimmen.
Dies folgt unmittelbar aus Abb. 1.21:

|, x ¢ =a,c sing =a,c=(asingp)c=acsinp =|ax c.
Weil also der parallele Anteil @) von @ beim Bilden des Kreuzprodukts mit ¢ wegfallt,

konnen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit (0.B.d.A.) im folgenden anneh-
men, dass @ bereits senkrecht zu ¢ steht, vgl. Abb. 1.22. Gleiches gilt fiir b und @+ b.

Abbildung 1.22: Zum Beweis des Distributivgesetzes.

Wir machen folgende Beobachtungen:

(i) Die Vektoren @ x ¢, bx e, (@+ 5) x ¢ liegen in der von @ und b aufgespannten
Ebene. Dies liegt daran, dass ¢ bereits senkrecht zu den Vektoren a, b und a+b
steht.

(ii) Fir die Richtungen gilt:

axe¢ 1L oa,
bxé L 5,
(@+b)xé L a+b.

Damit sind die Vektoren @ x ¢, b x ¢ und (@+ b) x é gegeniiber den Vektoren &,
b und @ + b lediglich um 7/2 gedreht. Untereinander stehen die erstgenannten
aber im selben Winkel zueinander wie die letztgenannten, vgl. Abb. 1.23.
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1.1 Vektoren

@+hXe

Abbildung 1.23: Die Vektoren @ x &, bx é und (@+b) x ¢ sind im Vergleich zu @, b und @ x b

um 7/2 gedreht. Alle Vektoren liegen in der von @ und b aufgespannten
Ebene.

(iii) Fiir die Betrége gilt:

ldx ¢l = a=|dl,
bxel = b=lp,
(@+b)xé = |a+b|,

d.h. der Betrag von @ x ¢ identisch mit dem von d, etc.
Folglich ist die Relation (@ + b) = @ 4 b nach Drehung aller beteiligten Vektoren
um 7/2 (durch vektorielle Multiplikation aller Vektoren mit ¢) gemé$ (ii) und (iii)
identisch mit: . .
(@+b)xc=dxc¢+bxc.
Multiplikation beider Seiten mit ¢ ergibt die Behauptung, q.e.d.
. Das Kreuzprodukt ist nicht assoziativ,

Ax(bxad) £ (@xb)xe.

Dies wird unmittelbar klar, wenn man sich iiberlegt, dass der Vektor auf der linken
Seite ein Vektor in der von b und & aufgespannten Ebene ist, wiahrend der auf der
rechten Seite ein Vektor in der von @ und b aufgespannten Ebene ist. Diese konnen
i.a. also nicht identisch sein.

17



1 Mathematische Vorbereitungen

8. Bilinearitit: V o € R gilt:
(ad@) x b=a x (ab) = a(@ x b) . (1.31)
Beweis: Die Multiplikation eines Vektors mit einer Konstanten &ndert nichts an
seiner Richtung. Aufgrund der Definition des Kreuzprodukts stimmen daher die
Richtungen aller in dieser Gleichung beteiligten Vektoren {iberein. Wir brauchen sie

also nur fiir die Betrége der beteiligten Vektoren iiberpriifen. Ferner ist die Gleichung
trivial erfiillt fiir & = 0. Wir betrachten daher nur o # 0 und unterscheiden:

(i) a>0:
(a@) x b| = (aa)b sin g = a(ab) sing = |@ x (ab)| = a(ab sin ) = a|@ x b .

(ii) a < 0: wegen ad@ = |a|(—a), ab = |a|(=b), a(@ x b) = |a|(—a@ x b) und Abb.

1.18 gilt
(@) x b| = |a|absin(r — @) = —|a|ab sinp = al@ x b ,
@ % (ab)] = |a|absin(r — ) = —|alabsing = ald x b, qe.d.

Anwendungsbeispiel: Sinussatz_
Betrachte Abb. 1.24. Es gilt @+ b+ ¢ = 0. Daraus folgt unter Zuhilfenahme des Dis-

Abbildung 1.24: Zum Sinussatz.

tributivgesetzes, der Antikommutativitdt und der Tatsache, dass das Kreuzprodukt
fiir kollineare Vektoren verschwindet:
axb = ax(—a—¢c)=—-a
= (=b—@ xb=-C
Offenbar gilt fiir Vektoren a, b und c, die a + b+é=0 erfiillen, dass a x b =
¢ %X d = b x . Betrachten wir den Betrag der letzten Gleichung, ab sin(m — ) =
ca sin(m — ) = be sin(m — «) und benutzen sin(m — ¢) = — sin @, so folgt ab siny =
ca sin 3 = be sin «, oder, nach Division durch die entsprechenden Grofien,

a b c

= = .e.d. 1.32
sina sinf  sinvy’ e (1.32)
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1.1 Vektoren

1.1.7 “Hoéhere” Vektorprodukte

Das Kreuzprodukt bildet einen Vektor, den man auf zwei verschiedene Arten mit anderen
Vektoren multiplizieren kann.

Spatprodukt

Wir bilden das Skalarprodukt eines Kreuzproduktes mit einem Vektor,

—

@xb)c. (1.33)

Dieses Skalarprodukt heiBt Spatprodukt. Zur Interpretation des Spatprodukts betrach-
ten wir das von den Vektoren @, b und ¢ aufgespannte Parallelepiped, vgl. Abb. 1.25.

Abbildung 1.25: Zur geometrischen Interpretation des Spatprodukts.

Offenbar ist

-,

(@xb)-T=|d@xblccosy,

d.h. die Flache |@ x 5| des von @ und b aufgespannten Parallelogramms, multipliziert mit
der Projektion von ¢ auf a x b. Ersteres ist aber auch die Grundfliche und letzteres
die H6he des Parallelepipeds. Grundfliche mal Hohe ergibt genau das Volumen des
Parallelepipeds. Das Spatprodukt ist mit dem Volumen des von @, bund & aufgespannten
Parallelepipeds identisch.

Da es keine Rolle spielt, welche der Seitenflichen des Parallelepipeds als Grundfliache
gewihlt wird, dndert sich das Spatprodukt nicht unter zyklischer Vertauschung der
Vektoren,

-,

(@xb)-T=(bxd)-a=(Cxa)b. (1.34)
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1 Mathematische Vorbereitungen

Doppeltes Kreuzprodukt

Wir bilden das Kreuzprodukt eines Kreuzprodukts mit einem Vektor,

(

-,

X b) X . (1.35)

ST

Es gilt der Entwicklungssatz

-

B, (1.36)

Sl

Ax(bxd)=0b(a-c) —e(

den wir weiter unten beweisen werden. Mit dem Entwicklungssatz beweist man die Jacobi-
Identitat

-,

Ax (bxd)+bx (@xa)+Tx(@xb)=0. (1.37)
Der Beweis wird als Ubungsaufgabe gestellt.

1.1.8 Basisvektoren und Komponentendarstellung

Im folgenden sollen Vektoren durch Zahlenschemata dargestellt werden, welche ihre Kom-
ponenten in einer vorgegebenen Basis enthalten. Dazu bemerken wir zunichst, dass jeder
Vektor a@ als Produkt seines Betrags a mit dem Einheitsvektor a in a-Richtung dargestellt
werden kann,
d=aa .

Wir betrachten nun zwei kollineare Vektoren da, Z;, d.h. zwei Vektoren, die in dieselbe
Richtung zeigen, a = b, aber i.a. unterschiedliche Betrige haben. Offenbar kann man a
durch b folgendermaflen ausdriicken:

ad=aa=ab=

oder

bi—ab=0. (1.38)

Allgemein bezeichnet man zwei Vektoren @, b als linear abhéngig, wenn man nichtver-
schwindende Zahlen «, 3 € R finden kann, fiir die gilt:

ad+pBb=0. (1.39)

Kollineare Vektoren sind offenbar linear abhéngig, denn Gl. (1.39) ist fiir die Wahl o = b
und 3 = —a wegen Gl. (1.38) identisch erfiillt.
Definition: n Vektoren ay, ds, ..., @, € V heilen linear unabhingig, wenn aus

n
E Ozj (lj =0
Jj=1

folgt, dass a; =0 V j, 1 < j < n. Falls nicht, so heilen sie linear abhéngig.
Definition: Die Dimension eines Vektorraums V ist gleich der maximalen Anzahl
linear unabhéngiger Vektoren.
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1.1 Vektoren

Definition: Die Basis eines d-dimensionalen Vektorraumes V ist eine Menge von d
linear unabhéngigen Vektoren.

Satz: Jeder beliebige Vektor b € V LiBt sich als Linearkombination der Vektoren einer
Basis von V schreiben.

Beweis: Sei {dy, ds, ..., d;} eine Basis des d-dimensionalen Vektorraums V. Per Defi-
nition sind {g, dy, da, ..., dq} linear abhingig, denn sonst wire V (d + 1)-dimensional.
Daraus folgt, dass 3 Koeffizienten {3, aq, as, ..., ag} # {0,0,0,...,0} mit

d
> ajd;+Bb=0.
j=1

Offenbar muss 3 # 0 sein, da ansonsten ijl a; d; = 0 mit Koeffizienten {oy, oo, ..., aq}
#40,0,...,0}, was aber wegen der linearen Unabhéngigkeit der Vektoren {ay, ds,. .., d4}
unmoglich ist. Dann darf man die obige Gleichung mittels Division durch 3 nach b auflosen:

d o d
b——g E(Ij— E vjaj,
Jj=1 Jj=1

mit v; = —a; /6, q.e.d.

Definition: Eine Menge paarweise zueinander orthogonaler Vektoren, {@, ds, . ..d,},
mit @;-a; =0 Vi#j,1<14,j<n,n <d, bezeichnet man als Orthogonalsystem.
Falls n = d (Dimension von V), so bilden diese Vektoren eine Basis und man spricht von
einem vollstindigen Orthogonalsystem, bzw. einer Orthogonalbasis von V.

Die beste Wahl fiir die Basisvektoren stellen Einheitsvektoren dar, {é), é,,..., é;},
welche paarweise zueinander orthogonal sind,
S oo o 1 fallsi=j,
€€ =0y = { 0 fallsij. (1.40)

Hier haben wir das sog. Kronecker-Delta 9;; eingefiihrt. Jede Menge von paarweise zu-
einander orthogonalen Einheitsvektoren bezeichnet man als Orthonormalsystem. Eine
Basis von orthogonalen Einheitsvektoren bezeichnet man als vollstéindiges Orthonor-
malsystem, bzw. als Orthonormalbasis von V.

Aufgrund des oben bewiesenen Satzes gilt V d € V:

d
i=> ajé. (1.41)
j=1

Man bezeichnet die Koeffizienten a; als Komponenten von a beziiglich der Basis {é], €5,
..., €4}, bzw. als Koordinaten von @ in dieser Basis.

Die Komponenten bzw. Koordinaten sind von der Wahl der Basis abhéngig. Man kann
sie als Projektionen von a auf die einzelnen Basisvektoren darstellen,

d d
6_;6: E aj(?i-(?j: E ajéij:ai, izl,...,d, (142)
J=1 J=1
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1 Mathematische Vorbereitungen

wobei wir Gl. (1.40) benutzt haben. Die spezielle Eigenschaft des Kronecker-Deltas 148t
die Summe iiber j “zusammenbrechen” und nur der Term mit j = “liberlebt”.

Bei fest vorgegebener Basis ist jeder Vektor a eindeutig durch seine Komponenten
festgelegt. Man kann ihn daher auch durch ein Zahlenschema darstellen, z.B. als Spal-
tenvektor

a
- az
a =
Qq
oder als Zeilenvektor
T
a = (ay, as,..., aq) .

Das Superskript T bedeutet Transposition, d.h. Vertauschung von Spalten und Zeilen.
Der transponierte Spaltenvektor @’ ist damit ein Zeilenvektor. In der Regel definieren wir
Vektoren @ als Spaltenvektoren.

Beispiel: Das Orthonormalsystem {€}, €3, €3} (auch als {€;, €,, €.} bezeichnet) bildet
eine Basis des E3, vgl. Abb. 1.26(a). Daraus folgt (s. Abb. 1.26(b)):

d=a1€1 +ay€ +ases (=a, €, +ay€,+a,€,), mta=¢€-d=acosy;, i=1,2,3.

Hierbei ist ¢; der Winkel zwischen dem Einheitsvektor &; und dem Vektor @, p; = Z(€;, @).
Man bezeichnet cos ¢; = a;/a als Richtungskosinus.

34z 34

(a) (b)

Abbildung 1.26: (a) Das Orthonormalsystem {é}, €, €3} als Basis des Fs. (b) Der Vektor
a

(a
a als Summe der mit den Komponenten a; skalierten Einheitsvektoren
€.

Der Betrag von a ist eindeutig durch seine Komponenten festgelegt,

3 3 3
a=Vd-ad= E a;a; € - € = E a;a; 0 = E a? =1/a?+ a3+ a3 .
1,7=1 i,j=1 i=1
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1.1 Vektoren

Daraus folgt auch

1 = \/cos? @1 + cos? gy + cos? p3 , oder 1= cos? p; 4 cos? gy + cos® s .

Bei Vorgabe von zwei Richtungskosinus ist der dritte also bis auf das Vorzeichen festgelegt,
cos p3 = £1/1 — cos? p; — cos? py.

1.1.9 Rechenregeln in Komponentendarstellung

In diesem Abschnitt beschranken wir uns auf den Vektorraum Fs3 mit der Orthonor-
malbasis {€}, €, €3}, d.h. Vektoren @ € E3 kann man schreiben als @ = (ay,as, a3)’ =

3
Zj 1 @5 €.
1. Spezielle Vektoren:
(i) Nullvektor: 0 = (0,0,0)7.
(ii) Basisvektoren: e = (1,0,0)7
e = (0,1,0)7, (1.43)
& = (0,0,1)"
2. Addition:
C=a+0b

3 3
— Z cj € = Z a; + bj)
j=1 j=1
3

3
— Gi=c=) (a;+b)& &= (a;+b)8;=a;+b
j=1

j=1
— 5: (a1+b1,a2+62,a3+b3)T

Bei vorgegebener Basis entspricht die Addition von Vektoren der Addition der Kom-
ponenten der Vektoren.

3. Multiplikation mit reellen Zahlen: Sei b= ad, a € R. Dann gilt

b = (aay, cas, caz)”

Bei vorgegebener Basis entspricht die Multiplikation eines Vektors mit einer reellen
Zahl der Multiplikation jeder Komponente des Vektors mit dieser Zahl.

4. Skalarprodukt:

3 3 3
a-b= E a,zb]é;é}: E aibjéij: E aibi
i,j=1 i=1

ij=1

Das Skalarprodukt ist gleich der Summe der Produkte der Komponenten.
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5. Vektorprodukt: Man iiberzeugt sich zunéchst anhand von Abb. 1.26, dass folgende
Identitaten gelten:

o
X
ol
Il
D
oL
X
D
Il
o
S
X
o
I
o

Daraus folgt

1 falls (4, , k) gerade Permutation von (1,2, 3) ist,
G X €y) =€, =<« —1 falls (4,7, k) ungerade Permutation von (1,2, 3) ist,
0 sonst .
(1.44)

Gerade Permutationen von (1,2,3) sind zyklische Permutationen, also (2,3,1) und
(3,1,2). Ungerade Permutationen sind antizyklische Permutationen, also (3,2,1),
(2,1,3) und (1,3,2). In GL (1.44) haben wir mit dem Symbol ¢;;;, den total anti-
symmetrischen Tensor dritter Stufe, auch Levi-Civita-Tensor genannt, ein-
gefiihrt.

Eigenschaften des Levi-Civita-Tensors:

(i)

(i)

Die Komponenten des Tensors verschwinden fiir zwei oder drei gleiche Indizes,
Ciik — eiji = Eijj =0V i,j, k. (145)

Nur unterschiedliche Indizes ergeben eine von null verschiedene Komponen-
te.

Die Komponenten des Tensors wechseln ihr Vorzeichen unter Vertauschung
zweier Indizes,

€ijk = —€ikj = €kij — —€kji = €jki — —E€jik - (1-46)

Dies folgt aus der Definition (1.44) des Tensors.
Konvolutionssatz:

3

Z €ikj €Ejlm = it Ok — Oim Ol - (1-47)

J=1

Dies beweist man leicht durch Ausschreiben der Summe auf der linken Seite und
eine explizite Fallbetrachtung fiir die “freien” Indizes i, k, [, m (benutze, dass
die Komponenten des Levi-Civita-Tensors fiir zwei oder drei gleiche Indizes
verschwinden).

Die Zahlen ¢, sind die Komponenten des Kreuzprodukts €; x €;. Zum Beweis berech-
nen wir die kte Komponente dieses Vektors durch Projektion auf den Einheitsvektor
in k-Richtung, vgl. Gl. (1.42):



1.2 Vektorwertige Funktionen

wobei wir die Definition (1.44) und die zyklische Vertauschbarkeit des Spatprodukts,
GL (1.34), benutzt haben. Das Kreuzprodukt €; x €; hat also die Komponentendar-

stellung
3

€; X e = E €k €k -
k=1

Das Kreuzprodukt beliebiger Vektoren 1at sich damit nun wie folgt schreiben:

3

3
C=axb= E CLZ'bjé;Xéj: E aibjeijkék
1,j=1 ,7,k=1
3
— Cp = E €ijk aibj
ij=1
— 1 = a2b3 - a362 , Co = CL3b1 — a1b3 , C3 = a162 — CLle .

6. Spatprodukt:

3

3
a- (b X éj = Z aibjcké- . (é} X é}c) = Z eijkal-bjck .

i,5,k=1 i,5,k=1

7. Wir beweisen nun den Entwicklungssatz (1.36). Die kte Komponente des dop-
pelten Kreuzprodukts aus Gl. (1.36) lautet unter Benutzung der Glgen. (1.46) und

(1.47):
3
[a X (b X E)]k = E €ijk CLZ b X E)J E €ijk Qi E €ilm bl Cm,
i,j=1 i,j=1 I,m=1
3 3
= E €ijk €jtm Qi by Cy = — E €ikj €jim Qi by Cry
ijlm=1 ijlm=1

3 3
= - Z (52‘1 Okm — Oim 5kl) a; by ¢y, = Z (am by Cr Okt — a1 by ey 5km)

i,l,m=1 I,m=1

3 3
= kaamcm—ckZalbl: [5(5-5}—5(6-5)]k, q.e.d.
m=1 =1

1.2 Vektorwertige Funktionen

1.2.1 Parametrisierung von Raumkurven

Wir betrachten wieder das Beispiel des fallenden Balles aus Abb. 1.2, allerdings wollen
wir zur besseren Verdeutlichung der nachfolgenden Argumentation den Ursprung O nicht
identisch mit der Position des Balles zum Anfangszeitpunkt ¢, = 0 wihlen, sondern etwas
versetzt davon. Der Ortsvektor 7(¢,) des Balles zu diesem Zeitpunkt ist dann nicht mehr
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Abbildung 1.27: Der Ortsvektor des fallenden Balls als Funktion der Zeit.

identisch mit dem Nullvektor. Wenn der Ball zu Boden fillt, &ndert sich der Ortsvektor
im Laufe der Zeit wie in Abb. 1.27 gezeigt, bis er den Boden zum Zeitpunkt ¢, erreicht.

Im Laufe der Zeit beschreibt der Ortsvektor die Raum- bzw. Bahnkurve, oder Tra-
jektorie R des fallenden Balls. Dies 148t sich mathematisch so ausdriicken:

F:RD [ty t] — RCR?
[tas te] 21 — T(t) ER .
Damit ist der Ortsvektor eine vektorwertige Funktion einer Variablen, in diesem Fall
der Zeit. In der Physik gibt man iiblicherweise weder den Definitionsbereich [t,, t.] noch

den Wertebereich R explizit an. Um auszudriicken dass es sich eine Funktion handelt,
geniigt iiblicherweise die Angabe, dass 7 von einem Argument, hier der Zeit ¢, abhéngt:

7(t).
Die Raumkurve R des Balls schreibt man auch wie folgt:

R = {F(t), to <t <t.}.

Die Zeit t ist hier ein Parameter, der von t, bis t. durchlaufen wird, wahrenddessen 7(t)

die Werte annimmt, die der Raumkurve R entsprechen. Raumkurven parametrisiert man

in der Regel als Funktion der Zeit ¢, aber es sind auch andere Parametrisierungen méoglich.
In einer festen, zeitunabhéngigen Orthonormalbasis {€], €, €3} gilt

r(t) = Zl“j(t) & = (a1(1), w2(1), w5(t)" = (2(t), y(t), =(1)" . (1.48)

Beispiele:
1. Kreisbewegung in der (z,y)—Ebene, vgl. Abb. 1.28:

Der Kreis habe den Radius R. Der Winkel der momentanen Position des Teilchens
relativ zur z—Achse ist ¢(t) = wt, wobei w die sog. Kreisfrequenz ist. Der Orts-
vektor ist dann

7(t) = (R cos(wt), R sin(wt),0)" . (1.49)
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Zl\y

d(t) 1

=

Abbildung 1.28: Kreisbewegung in der (x,y)—Ebene.

Der Periodizitiat der Kreisbewegung wird dadurch Rechnung getragen, dass die tri-
gonometrischen Funktionen fiir Winkel, die sich um Vielfache von 27 (ein voller
Umlauf) unterscheiden, identisch sind. Die Periode

=T
w

entspricht der Umlaufzeit des Teilchens auf dem Kreis.

Abbildung 1.29: Schraubenlinie.

2. Schraubenlinie, vgl. Abb. 1.29: Der Ortsvektor ist
7(t) = (R cos(wt), R sin(wt), bt)" |

wobei b ein Parameter ist, der die Steig- oder Gangho6he z; der Schraubenlinie
bestimmt,

2
w0=bT =bL
w
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Neben der Parametrisierung als Funktion der Zeit ¢ kann man Raumkurven auch anders
parametrisieren. Beispielsweise bietet sich bei der Kreisbewegung die Parametrisierung
als Funktion des Kreiswinkels an,

7(p) = (R cosg, R singp, 0)7 .

Eine weitere Moglichkeit besteht darin, eine Koordinate, z.B. x, als Parameter zu verwen-
den. Da der Radius des Kreises durch R = \/x? + y? gegeben ist, gilt y = v R? — 22, je
nachdem, ob man sich in der oberen (y > 0) oder unteren (y < 0) Halbebene befindet.

Damit ist
Flz) = (x, VIR? — a2, O)T fir y >0,
(3:, —VR?% — 22, O)T fir y<O.

1.2.2 Differentiation vektorwertiger Funktionen

Raumkurven von physikalischen Objekten sind iiblicherweise stetig im mathematischen
Sinn: 7(t) stetig in t = ¢p, falls Ve > 0 3§ > 0, so dass V ¢ mit |t — to] < ¢ gilt
|7(t)—7(to)| < e. 7(t) ist insbesondere dann stetig in ¢y, wenn alle Komponenten z;(t), j =
1,2, 3, stetig in t; sind.

Raumkurven sind iiblicherweise auch differenzierbar im mathematischen Sinn (es sei
denn, das Objekt &ndert schlagartig seine Bewegungsrichtung, z.B. ein Ball, der auf dem
Boden aufschligt). Sei 7(¢) der Ortsvektor des Objektes zum Zeitpunkt ¢ und 7(t+At) der
Ortsvektor zum um ein kleines Zeitintervall At spéteren Zeitpunkt ¢t + At. Wir definieren
den Differenzvektor als

AF(t) = 7(t + At) — (1),

vel. Abb. 1.30,

O

Abbildung 1.30: Definition des Differenzvektors.

Die Ableitung des Ortsvektors nach der Zeit ist dann als Grenzwert definiert,

F(t+ A8 = (1)

(1.50)
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Physikalisch ist diese infinitesimale Anderung der Position des Objektes in einem infini-
tesimalen Zeitintervall nichts anderes als die Geschwindigkeit des Objektes,
dr(t) -
v(t) = () . 1.51
i) = T =i (151)
Hier haben wir auf der rechten Seite der Gleichung die in der Physik fiir Zeitableitungen
iibliche Abkiirzung mit einem Punkt iiber dem abzuleitenden Objekt eingefiihrt. In einer
ortsfesten, d.h. zeitunabhéngigen Orthonormalbasis {€7, €3, €3} gilt
3 3 3
- - 2 . o dz (t) -
U(t) = vt e = (1) =Y d;(t) & = el (1.52)
j=1 j=1

j=1

d.h. die Ableitung einer vektorwertigen Funktion ist in einer solchen zeitunabhingigen
Basis durch die Ableitung ihrer Komponenten gegeben. Ganz entsprechend kann man
hohere Ableitungen definieren,

d"r(t)

— = e, n=0,1,2,...

d¢n ’ d¢n

Fiir n = 2 erhalten wir die Beschleunigung:

) = Y 0,06 =0 = Y006 =i =Y w06 =3 T sy

Differentiationsregeln:

0 Slaw o) = 90 PO gy b (1.54)
6 Sprwaw) = WWaw + 0 9 = jaaw + rmiw . @)
(4#4) % [c’i(t) - *(t)} — (1) - B(t) + a(t) - bt) | (1.56)
(i) % [c’i(t) X E(t)] — () x B(t) + () x b(t) . (1.57)

Der Beweis erfolgt unter Benutzung der Komponentendarstellung und Anwendung der
tiblichen Differentiationsregeln fiir gew6hnliche Funktionen. Die Gleichungen (1.55), (1.56)
und (1.57) stellen die Verallgemeinerung der Produktregel der Differentiation auf die
Multiplikation von Vektoren mit Zahlen, Gl. (1.55), auf das Skalarprodukt von Vektoren,
Gl. (1.56), und auf das Kreuzprodukt, Gl. (1.57), dar. Wegen der Nichtkommutativitét
des Kreuzprodukts ist auf die Reihenfolge der Faktoren im zweiten Term von Gl. (1.57)
zu achten.

Als wichtiges Anwendungsbeispiel fiir Gl. (1.56) betrachten wir den Einheitsvektor
a(t) = d(t)/a(t). Es gilt a(t) - a(t) = 1 V t. Da die Zeitableitung einer Konstante ver-

schwindet, folgt

0=4 [a(t) - a(t)] = 2a(t) - alt) . (1.58)

Dies wiederum bedeutet, dass a(t) zu allen Zeiten orthogonal zu a(t) steht.
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1.2.3 Bogenldnge

Eine sog. glatte Raumkurve ist eine Raumkurve, fiir die es (mindestens) eine stetig
differenzierbare Parametrisierung 7(¢) gibt, fiir die nirgends dr(¢)/dt = 0 gilt. Fiir glatte
Raumkurven kann man anstelle der Zeit ¢ auch die sog. Bogenlidnge s als Parametrisie-
rung verwenden. Die Bogenlénge ist grob gesprochen die Linge der Raumkurve. Um dies
zu prézisieren, zerlegen wir eine beliebige Raumkurve in N Teilstiicke, wie in Abb. 1.31
gezeigt.

O

7(t)

e

Abbildung 1.31: Zerlegung der Raumkurve in einen Polygonzug.

Hierbei wird das Zeitintervall [t,,t.] in N gleiche Zeitintervalle Aty zerlegt, mit
tn:ta+’l’LAtN, TLZO,LQ,...,N, tozta, tN:ta+NAtN:te .

Zu jeder Zeitmarke t,, ist die Position des Objektes durch den Ortsvektor 7(¢,) gegeben.
Fiir sehr grofle N kann man die Teilstiicke der Bahnkurve in guter Naherung als gerade
annehmen. Diese geraden Teilstiicke definieren einen sog. Polygonzug. Der Polygonzug
hat die Lénge

i
F

LN(taa te) = |F(tn+1) - F(tn)| - AtN

n

Aty

Il
o
i
o

Die Bogenlidnge s entspricht der Lange Ly des Polygonzugs fiir N — oo, Aty — 0, t. —
to = NAty = const.,

dt

N—oo

dr(t) ’

te te
s= lim LN(ta,te):/ dt E/ dt |5(t)] . (1.59)
ta ta

Zu einem beliebigen, festen Zeitpunkt ¢ gilt

t dr(t')
t) = dt’
s(1) / i

E/ttdt/ [o(t")] . (1.60)
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Damit gilt auch
ds  |dr(t)
dt | dt
nach Voraussetzung fiir glatte Raumkurven. Diese Gleichung besagt, dass s(t) eine streng
monoton wachsende Funktion von ¢ ist. Damit ist ¢(s) eindeutig bestimmt und wir kénnen
den Raumkurvenparameter ¢ durch s ersetzen,

r(t) = 7(t(s)) = 7(s) -

Dies nennt man die sog. natiirliche Parametrisierung der Raumkurve.

’ = |0(t)]| > 0, (1.61)

Beispiel: Wir betrachten die Kreisbewegung (1.49). Die Geschwindigkeit ist

drit
(t) = % = (~wR sin(wt), wR cos(wt), 07 = [#(t)] = wR.
Wird die Kreisbewegung zum Zeitpunkt ¢, = 0 gestartet, so ist die Bogenldnge zum

Zeitpunkt ¢ dann gemif Gl. (1.60)

t
s
t) = dt WR=wRt = t(s)=—.
s() /0 WR = w (5)=
Daraus folgt fiir die natiirliche Parametrisierung
7(s) (R ® Rsin- O)T (1.62)
7(s) = cos —, R sin — ) .
R’ R’

Nach einem vollen Umlauf ist s/R = 27, d.h. s = 2rR. Damit ist die Bogenlénge erwar-
tungsgeméf gleich dem Kreisumfang.

1.2.4 Das begleitende Dreibein

Das begleitende Dreibein ist ein spezielles Koordinatensystem, das auf der Raumkurve
des Ortsvektors mitwandert. Es besteht aus drei Einheitsvektoren:

t  Tangentialvektor ,

Normalenvektor ,

oo D

Binormalenvektor .
Diese Einheitsvektoren bilden eine Orthonormalbasis,
i=naxb, h=bxt, b=txn. (1.63)

Der Tangentialvektor liegt tangential an der Raumkurve an, vgl. Abb. 1.32.
Daher gilt mit Gl. (1.61) und der Kettenregel, angewendet auf 7(s(t)),

;A fdr T dF(ds\ T _dids (ds\ T _dF i(s)
T “a\at) T wsar\a) T as "

dt
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T(t)

[

Abbildung 1.32: Der Tangentialvektor .

Die Kriitmmung « der Raumkurve ist definiert als Betrag der Anderung des Tangential-

vektors mit s, s. auch Abb. 1.33,
_|dits)
| ds

Der Kriimmungsradius p ist das Inverse der Kriimmung,

1
p=—.
K
@)
(s)
T(s+1s)
?(5) ?(5+As)

Abbildung 1.33: Anderung des Tangentialvektors mit s.

Fiir eine geradlinige Bewegung gilt

~ —

t(s) =const., k=0, p=o00.

(1.64)

(1.65)

Gleichung (1.63) bedingt, dass Normalenvektor und Binormalenvektor in einer Ebene

senkrecht zu ¢ liegen, vgl. Abb. 1.34.
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Abbildung 1.34: Die von Normalen- und Binormalenvektor aufgespannte Ebene senkrecht
zu t.

Da f ein Einheitsvektor ist, ist g—i L t; der Beweis ist analog zu Gl. (1.58). Einer

der beiden Einheitsvektoren kann daher proportional zu < gewahlt werden. Dies ist der
Normalenvektor,

di

o dt(]dE
~ds \|ds

) _Ld_ di_ L (1.66)

T kds Pds

Die von ¢ und 7 aufgepannte Ebene heit Schmiegungsebene, vgl. Abb. 1.35.

s>

t

Abbildung 1.35: Tangential- und Normalenvektor. Die Schmiegungsebene ist identisch mit
der Zeichenebene.

Der Binormalenvektor kann nun einfach durch das Kreuzprodukt von ¢ mit 71 definiert
werden, vgl. GL. (1.63):
b=1txn. (1.67)
Er steht senkrecht auf der Schmiegungsebene, vgl. Abb. 1.36.
Erfolgt die Bewegung in einer festen, d.h. zeitlich konstanten Ebene (womit die Schmie-
gungsebene die mit dleser Ebene identisch ist, ebenfalls zeitlich konstant ist), dann ist

b unabhéngig von s, b = const.. Falls b sich mit s andert, so ist dies ein Maf} dafiir, wie
stark sich die Raumkurve aus der Schmiegungsebene “herausschraubt”. Daher ist auch
die Ableitung ¢ von Interesse. Unter Benutzung von Gl. (1.66) in der Form

dt

1, = A (1.68)
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Abbildung 1.36: Tangential-, Normalen- und Binormalenvektor. Die von ¢ und 7 aufge-
spannte Schmiegungsebene ist ebenfalls eingezeichnet.

und der Tatsache, dass das Kreuzprodukt identischer Vektoren verschwindet, erhalten
wir: X

db dt . dn . A+f><dﬁ ; dn

— = — XN X — =KN XN T =1 X =

ds ds ds ds S
Also ist i—i 1 . Weil b ein Einheitsvektor ist, ist auBerdem j—i’ L b. Also muss j—i’ | 7 sein.

Die (negative) Proportionalitdtskonstante bezeichnet man als Torsion 7 der Raumkurve,

db_ __; (1.69)
— =—Tn. .
ds
Die inverse Torsion heifit Torsionsradius,
1
=—. 1.70
o= (1.70)

Die Glgen. (1.68) und (1.69) definieren die Ableitungen von Tangential- und Binormalen-
vektor nach s. Es fehlt nur noch die Ableitung von # = b x ¢ nach s,

dn db civhy X
ds  ds ds
—TAXt4+bx (ki)
= 1b—ki, (1.71)
wobei wir im letzten Schritt 7 x f = —b und b x 7 = — ausgenutzt haben. Die Glgen.

(1.68), (1.69) und (1.71) heiBen Frenetsche Formeln.
Beispiele:

1. Kreisbewegung: Der Ortsvektor in natiirlicher Darstellung ist durch Gl. (1.62)
gegeben. Daraus folgt fiir den Tangentialvektor
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Die Ableitung von ¢ nach s berechnet sich zu
dt 1 S 1 . s 0 T
— =|(—=cos—=, ——= sin—
ds R R R R’ ’
woraus fiir die Kriitmmung folgt

di
K=|—

ds

1
ik

Der Kriimmungsradius ist also p = 1/k = R, d.h. identisch mit dem Radius des
Kreises — ein bei der Kreisbewegung nicht weiter iiberraschendes Ergebnis. Der
Normalenvektor ist dann

. df_( s s O)T
n—pds— COSR, st, ,

und der Binormalenvektor errechnet sich zu

Z; = £ Xn = 51 (t2n3 — t3n2) —+ 82(753711 — t1n3> + 53(15177/2 - tznl)
L (.98 2 S>
= — + —
€3 (sm R COS R
pu— 53 .

Der Binormalenvektor ist also konstant (wie man es bei der Bewegung in einer festen
Ebene erwartet, s.0.) und zeigt in z-Richtung, also senkrecht zur Kreisbewegung in
der (z,y)—Ebene. Zur Lage von Tangential- und Normalenvektor s. Abb. 1.37.

2 f

Abbildung 1.37: Tangential- und Normalenvektor bei der Kreisbewegung.

2. Geschwindigkeit und Beschleunigung eines Massenpunktes: Die Geschwin-
digkeit ist

L drr drids dsf @ ds
Vl=—=——=—1t = v=|U]=—.
dt dsdt dt dt
Die Beschleunigung ist
L dv d(vl) i dt ds o ,Hv%
a=—= =0t+v——=0t+0vKkN="20 —n.
dt dt ds dt p
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9.5.2013 (2)

Diese Gleichung besagt, dass die Beschleunigung in der von ¢ und 7 aufgespann-
ten Schmiegungsebene liegt. Wir unterscheiden die Tangentialbeschleunigung
a; = t-@ = v und die Normal- oder Zentripetalbeschleunigung a,, = 7-@ = v?/p.
Selbst wenn sich der Geschwindigkeitsbetrag zeitlich nicht dndert, v = 0, und so-
mit die Tangentialbeschleunigung verschwindet, so kann es dennoch eine Zentripe-
talbeschleunigung geben, welche die Geschwindigkeitsrichtung verédndert. Voraus-
setzung dafiir ist, dass der Kriimmungsradius p < co. Umgekehrt gilt, dass es auf
gekriimmten Bahnen immer eine Beschleunigung gibt, selbst wenn der Betrag der
Geschwindigkeit konstant ist.

1.3 Felder

Die Raumkurve R eines physikalischen Objekts ordnet einem Parameter, gewohnlich der
Zeit t, den Ortsvektor 7(¢) zu diesem Zeitpunkt zu. Damit ist die Bahnbewegung des
Objekts beschrieben. Wir kennen jedoch noch nicht die Ursache dafiir, dass das Objekt
eine bestimmte Bahnbewegung durchfiihrt. Beim fallenden Ball aus Abb. 1.2 ist dies das
Gravitationsfeld der Erde.

Allgemein ist ein Feld A(7,t) eine physikalische Grofle, die an jedem Raumpunkt 7 und

zu jeder Zeit t einen gewissen Wert annimmt. Im folgenden wollen wir uns auf statische,
d.h. zeitunabhéngige Felder A(7) beschrianken.

1.3.1 Klassifikation von Feldern

36

1. Skalare Felder: Ein skalares Feld ¢ ordnet einem Raumpunkt 7 eine Zahl () zu,

0 R*O5>M — NCR
M7 > o) eN.

Mathematisch bedeutet dies, dass ¢ eine skalarwertige Funktion dreier unabhéngi-
ger Variablen 77 = (z1, 2, x3) ist.

Ein skalares Feld ¢ () kann man in Form von Hohenlinien im R? darstellen, entlang
derer das Feld konstante Werte annimmt, ¢(7) = const.. Hierbei sollte die Differenz

Ay = ¢; — p; zwischen den Werten des Feldes fiir benachbarte Hohenlinien () =
@; = const. und ¢(7) = ¢; = const. immer konstant gewahlt werden.

Beispiele:
(i) o(r) = pr, B >0, wobei r = \/z2+y?, vgl. Abb. 1.38(a). Fiir dieses sehr

einfache Feld sind die Hohenlinien im (z, y)—Diagramm #quidistant.

(ii) () =a/r, a <0, vgl. Abb. 1.38(b).

2. Vektorfelder: Ein Vektorfeld ordnet einem Raumpunkt 7 einen Vektor d(7) zu,

a:REOM — NCR?
M>37F — dr)eN.
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(@) (b)

Abbildung 1.38: (a) Das Feld ¢(7) = 8r, > 0, als Funktion von r und als Hohenlini-
endarstellung. (b) Entsprechendes fiir das Feld ¢(7) = a/r, a < 0.

Mathematisch bedeutet dies, dass @ eine vektorwertige Funktion dreier unabhéngi-
ger Variablen 7= (z1, z9, x3) ist.

Auch hier kann man die H6henliniendarstellung verwenden, fiir Linien konstan-
ten Betrags |@(7)| = a(7) = const. im R3. Allerdings muss man zusétzlich die
Richtung von @(7) angeben, z.B. durch Vektorpfeile der Lénge a(7) am Ort 7.

Beispiele:
(i) d(r) = g7, B > 0, vgl. Abb. 1.39. Die Richtung von a(7) stimmt mit der
Richtung von 7 iiberein, also zeigen die Vektorpfeile radial nach auflen.
(ii) a(r) = qr/(4meer®) = q7/(4meer?). Dies ist das elektrische Feld einer Punktla-
dung ¢, die im Ursprung lokalisiert ist. Wir werden dies in der Elektrodynamik-
Vorlesung ausfiihrlich diskutieren. Auch dieses Feld zeigt radial nach auflen,

aber seine Stirke nimmt umgekehrt proportional mit dem Quadrat des Ab-
stands von der Punktladung ab.

Eine zweite Moglichkeit, Vektorfelder darzustellen, ist die sog. Feldliniendarstel-
lung. Hier gibt die Richtung der Feldlinien die Richtung des Vektorfeldes und
die Feldliniendichte die Stirke bzw. den Betrag des Feldes an. Beispiele sind in
Abb. 1.40 aufgefiihrt.

1.3.2 Partielle Ableitungen

Wie fiir Funktionen und vektorwertige Funktionen gibt es den Begriff der Stetigkeit auch
fiir Felder:

1. Ein skalares Feld ¢(7) ist stetig in o, falls Ve > 0 36 > 0, so dass V 7 mit
|7 = 7ol < & gilt [p(7) — @(70)| <€

2. Ein skalares Feld ¢(7) ist stetig in einem Raumbereich M C R3, wenn o(7) stetig
Vi e M ist.
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YT

Abbildung 1.39: Das Feld a(r) = 87, § > 0, als Hohenliniendarstellung und mit Rich-
tungsfestlegung.

3. Ein Vektorfeld a@(7) ist stetig in 7, wenn jede Komponente a;(7), i = 1,2,3, dort
stetig ist.

Felder sind auch differenzierbar. Da ein Feld von drei unabhingigen Variablen 7 =
(x1, 9, x3) abhingt, kann man auch nach diesen drei Variablen differenzieren. Dies fiihrt
zum Begriff der partiellen Ableitung. Dabei hélt man beim Ableiten nach einer be-
stimmten Variablen die anderen konstant, z.B. lautet die Ableitung nach

&P(F) ~ lim gp(qjl + Axq, :Ug,xg) — 90(371, 1’27373)

8371 20,73 Az1—0 A.Tl

(1.72)

Da bei der partiellen Ableitung nach einer Variablen die anderen immer konstant gehalten
werden, kann man sich die explizite Notation mit dem senkrechten Strich auch sparen.
Andere Schreibweisen der partiellen Ableitung sind daher

i
8—901 = mSO—alSO-

Analog definiert man die partiellen Ableitungen nach x5 und z3,

Op(T) —  lim o(x1, 29 + Az, x3) — (21, 22, 3)
0o Aza—0 Axsy !
T1,T3
Op(7) — lim (a1, 22, 3 + Axs) — @(21, 22, 3)
0xs 21,30 Az3—0 Axs .

Beispiel:

(1.73)

Vektorfelder leitet man ab, indem man jede Komponente partiell ableitet.
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(a) (b)

Abbildung 1.40: (a) Geschwindigkeitsfeld einer stromenden Fliissigkeit. (b) Magnetfeld
der Erde.

Beispiele:

3 3 3
L d(f)=p7 = 0d(M) =00 x;&5=0Y 0m;& =0 06;é =706,
j=1 j=1 j=1

wobei wir 0z, /0x; = J;; ausgenutzt haben.

2. a(fj:aﬁ = 8Za(f’) = aalﬁ:a[—ﬁ (827“)7’+ﬁ817{|
37 x; 1 o T .
= al—g o tEa)=3 —37T+€z)

Regeln der partiellen Differentiation:
L. 0 (1 +¢2) =01 + 0 2.
2. 0;(@-b)=(8;@)-b+a-(8;b).
3. 0;(@xb)=(0;@) x b+ax (0;b).

Mehrfache partielle Ableitungen:

1. Zweifache partielle Ableitung nach einer Variablen wird auf die partielle Ableitung
der ersten partiellen Ableitung zuriickgefiihrt:

Po 0 Op
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2. Dies 148t sich auf mehrfache partielle Ableitungen verallgemeinern:

Iy 9 Iy
or® Oz 6:70?_1 '

(2

3. Gemischte partielle Ableitungen:

Po _ 0 Op
Oxiﬁxj N 8@ aZL‘j )

Gewohnlich werden Ableitungen von rechts nach links abgearbeitet. Falls das Feld
jedoch zweifach stetig differenzierbar ist, darf man die Reihenfolge der partiellen
Ableitungen vertauschen:
o Py
&L’i&cj n 837]81’1 ’

1.3.3 Totale Ableitung und totales Differential

Wir erinnern uns an die iibliche Kettenregel fiir Funktionen einer Verinderlichen, z.B.

o Af(@lt) _ df(a) de(t)
x x) dz
= . 1.74
dt de  dt ( )
Diese Regel hat auch Bestand, wenn wir Funktionen mehrerer Verédnderlicher betrachten,
falls lediglich eine davon von dem Parameter, nach dem abgeleitet wird, abhéngt. Z.B.
fiir das Feld (21 (t), 22, x3) gilt

do(@:1(t), 22, 23) _ dep(r) daa(t)

(1.75)

Wie aber verhélt es sich, wenn alle Variablen von demselben Parameter abhéngen, z.B.
o(x1(t), 22(t), 23(t)) = @(r(t)) 7 Wir definieren
und berechnen den Differenzenquotienten

o(rt + At)) — o(r(t)) @z + Axy, 29 + Axg, 23 + Axs) — 0(21, T2, T3)

At At

1
= At [o(x1 + Az, 29 + Az, 23 + Axz) — (21, x9 + A, x5 + Axs)

D

)
— (1,22, x5 + Aws) + @(1, T2 + Ay, x5 + Azy)

+ (@1, 22, 13 + Azsg) — p(@1, T2, T3)]
o(r] + Az, 29 + Ao, 23 + Axg) — (21, 22 + Ao, x3 + Axg) Ay

Al‘l At
o(x1, Ty + Axg, w3 + Axz) — (a1, T2, x5 + Azz) Axy
_l’_
ALEQ At
n o(x1, 22, 3 + Axg) — (1, T2, 23) Axg
Al‘g At ’
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1.3 Felder

wobei wir die Zeitabhingigkeit der Argumente unterdriickt haben. Im Limes At — 0, in
dem wegen der Stetigkeit der Funktionen x;(t) auch Az;(t) — 0, i = 1,2,3, gehen die
Differenzenquotienten der Felder in die partiellen Ableitungen und die Differenzenquoti-
enten der Komponenten des Ortsvektors in die gewohnliche Ableitung nach der Zeit iiber.
Wir erhalten die sog. totale Ableitung des Feldes ¢(7(t)) nach t,

. 0p(r) dai(t) | 9p(r) das(t) = Op(r) dus(t ) de;(t) _ de(r(t))
AI}tI—r»loD or, dt + Oxry  dt + Oxrs dt Z ax] '

(1.76)
Diese Gleichung verallgemeinert die iibliche Kettenregel (1.74) auf die Kettenregel fiir
Funktionen mehrerer Verdnderlicher. Gleichung (1.75) folgt sofort als Spezialfall, fiir den
29 und x3 nicht von der Zeit abhidngen. Multipliziert man Gl. (1.76) mit dem Differential
dt, so erhélt man das totale Differential des Feldes (1),

3
Op(7)
dp(7) =) o dz; . (1.77)
Anschaulich bedeutet dies die totale Anderung von ¢, wenn man von der Position 7 zur

neuen Position 7+ dr” {ibergeht.

1.3.4 Gradient, Divergenz, Rotation 14.5.2013

Aus den partiellen Ableitungen des skalaren Feldes ¢(7) nach den einzelnen Komponen-
ten des Ortsvektors kann man ein Vektorfeld konstruieren, das sog. Gradientenfeld bzw.
den Gradienten von ¢,

grad ¢(r) = (&0(7?), &p(f’)’ ¢ F)) Z ax € - (1.78)

(‘3901 8x2 8x3

Eine alternative (modernere und daher weitaus hiufiger vorkommende) Schreibweise fiir
den Gradienten ist die folgende. Man definiert zunéchst den sog. Nabla-Operator, einen
vektorwertigen Differentialoperator,

3

= 8 8 8 T ~ a 3 B
V= <8x1’ Oy’ 8x3) —jzleja—%—;ejaj. (1.79)

Dieser Operator wirkt auf Funktionen, die rechts von ihm stehen. Damit 148t sich der
Gradient von ¢(7) auch schreiben als

grad () = V(7). .

Mit dem infinitesimalen Differenzenvektor di = (dz;, dzs, dz3) kann man daher das totale
Differential (1.77) als Skalarprodukt des Gradienten von ¢(7) mit dr” schreiben,

dp(7) = [grad (7] - 47 = [Veo(7)] - a7 (1.80)
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Wie kann man sich den Gradientenvektor eines Feldes veranschaulichen? Die infinitesimale
Positionsdnderung dr’ist beliebig, also kénnen wir sie im speziellen entlang einer Richtung
wéhlen, in der sich ¢(7) nicht dndert, also entlang einer Hohenlinie ¢(7) = const., entlang
der gilt de(7) = 0. Dann ist

o:[ﬁwﬁﬂ-df

Der Gradient steht also senkrecht auf den Hohenlinien, vgl. Abb. 1.41(a). Gleichung
(1.80) 148t sich nun wie folgt interpretieren:

— V() Ldr.

Hohenlinie

de(F) = [V [d cosd,

wobei 6 der Winkel zwischen Vi und d7 ist, vgl. Abb. 1.41(b). Falls = 0, dann steht
d7 parallel zu Vi (7), also senkrecht zu den Héhenlinien und die Anderung de(7) ist
maximal. Falls # = 7/2, dann steht d7 senkrecht zu ﬁgp('r?), also entlang einer Hohenlinie
und dy(r) verschwindet. Fiir jeden Winkel 0 < 6 < 7/2 ist dp(r) > 0, aber gegeniiber
der maximal moglichen Anderung um cos# < 1 reduziert.

Vo)

~

¢=const.

(a) (b)

Abbildung 1.41: (a) Veranschaulichung des Gradientenfeldes. (b) Lage der Vektoren
V(7) und d7 zur Bestimmung des Skalarprodukts dp(7) = V(7) - d7.

Rechenregeln:

1. V(p1 +92) = Vi + V.

2. 6((,01@2) = (6%01)902 + 3016902'

Den Beweis fithrt man am einfachsten in Komponentenschreibweise.

42
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Beispiele:

1. Sei @ = const.. Dann ist
3
\ =1
= Y aé=a.
i=1

2. Wegen Gl. (1.73) ist
: a1 T
Vr E r g . ity = =7 (1.81)

3. Wegen 9,72 = —2r=39;r und Gl. (1.73) ist

4. Mit f'(r) =df(r)/dr und Gl (1.73) ist

3
i)=Y aas) = e U ar =3 e UL g

Der Gradient ist ausschliellich fiir skalare Felder definiert. Der Nabla-Operator ist aber
formal ein Vektor, der mit anderen Vektoren durch das Skalarprodukt oder das Vektor-
produkt verkniipft werden kann. Die Verkniipfung des Nabla-Operators mit einem stetig
differenzierbaren Vektorfeld @(7) mittels des Skalarprodukt fiihrt zum Begriff der Diver-
genz des Vektorfeldes d(r),

diva(f) =V - a(7) = Z 8; a;(F) . (1.82)

Man nennt die Divergenz von d(7) auch das Quellenfeld von a(7). Wir werden die phy-
sikalische Interpretation aber spéter ausfiihrlich diskutieren.

Rechenregeln:
1. V-(@+b)=V-@d+V-b.
2. Fiir v = const. e Rgilt V- (@) =V - .

3. Fiir ein skalares Feld ¢ und ein Vektorfeld @ gilt V - (¢ @) = ¢ V-@+a- V. Diese
Gleichung lautet in etwas antiquierter Fassung div (¢ @) = pdivad + a - grad ¢.

Der Beweis gelingt sehr einfach in Komponentenschreibweise fiir das Skalarprodukt.
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Beispiele:
. - —_— = — . .
1. Sei @ = const.. Dann folgt V - @ = 0; konstante Vektorfelder sind quellenfrei.
= 3
2. V.r= Ej:l 6jxj =3.

3. Sei @ = const.. Dann ist

3 3 3
V- (Fxa) = E Oh(Fxad)y, = E Ok g €ijk T; A;
k=1 k=1 ij=1
3 3
= E €ijk Qj ak €T; = E €ijk aj 5zk =0 5
i,5,k=1 i,5,k=1

d.h. das Feld 7 x @ ist quellenfrei.

Das Skalarprodukt des Nabla-Operators mit sich selbst fithrt auf einen neuen Operator,
den sog. Laplace-Operator A:

. _ oo N~ 0 007 RO _
divgrado(r) = V-V@(ﬂ—;a—% o, _; 922 = Ap(7) ,
3 3
mit A = Z@EZ@?. (1.83)
j=1 J Jj=1

Zum SchluB} verkniipfen wir noch den Nabla-Operator mit einem stetig differenzierbaren
Vektorfeld @(r) mittels des Kreuzprodukts. Dies fithrt zum Begriff der Rotation des
Vektorfelds a(r),

3
rotd(i) = V x (i) = Y €y 0 a;(7) &,
ij,k=1
- 8(13 (T_‘) 8&2 (F) - 8(11 (F) 8&3 (F) - 8(12 (F) 8&1 (’I?)
- - - - 1.84
@ < 8@ 8903 te 8903 8951 tes 8951 8952 ( 8 )

Die Rotation definiert das sog. Wirbelfeld eines Vektorfeldes @(7); mehr zur physikali-
schen Interpretation folgt spéter.

Rechenregeln:

-

1. Vx (@+b)=Vxa+V xb.
2. Fﬁrvzconst.ERgiltﬁx(76):7§x6.

—

3. Vx(pd)=¢V xd+ (Vy) x @ Beweis als Ubungsaufgabe.
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—

4. Fiir zweimal stetig differenzierbare skalare Felder o(7) gilt:

rot grad () = V X [ﬁgo(f‘) =0, (1.85)
Gradientenfelder sind stets wirbelfrei.
Beweis:
3 3.
Vx(Ve) = D end(9)é= ) 5 (k= €jik) (9105 ) €l
i k=1 i k=1
1< 1<
= 5 Z €ijk (81 aj ()0) _}C - 5 Z €jik (aj a’ (10) _}9 )
i,5,k=1 i,5,k=1

wobei wir in der zweiten Zeile im zweiten Term die zweifache stetige Differenzier-
barkeit von ¢ ausgenutzt haben, welche auf 9; 9; ¢ = 9; 0; ¢ fiihrt. Wenn wir nun im
zweiten Term die Umbenennung ¢ < j in den Summationsindizes vornehmen, sehen
wir, dass der zweite Term identisch mit dem ersten ist, die beiden Terme sich also ge-
genseitig wegheben, q.e.d. 16.5.2013

Bemerkung: Die Beweisidee stiitzt sich auf folgende allgemein giiltige Regel. Sei
Qjyigivjoin €N Tensor mter Stufe, der symmetrisch in den Indizes 7 und j ist,
Qiigeivjoin = Gigigejoivin s UNA D) jyoiojij,, €in Tensor mter Stufe, der antisym-
metrisch im gleichen Indexpaar ist, b =—b Dann gilt

(SRS TRV A im

Zaim...i__.j...in bjljz---i---j---jm =0. (186)
g

v oo im -

Der Beweis erfolgt analog dem fiir obige Rechenregel 4., indem man unter Benutzung
VOI B jgeiveccjmn = (Djyjarivjojmn — Ojyjpjoijm )/ 2 die Doppelsumme in zwei Terme
aufspaltet, die Symmetrie von a;,;y...i...j..;,, im zweiten Term ausnutzt und schlieflich
die Summationsindizes ¢ <> j umbenennt.

5. Fiir zweimal stetig differenzierbare Vektorfelder a(r) gilt:

divrot @(7) = V - [ﬁ X 6(?‘)} ~0, (1.87)
Wirbelfelder sind stets quellenfrei.
Beweis:
3 3 3
V- (V X 5:) = Z@, Z €iki (8] ak) = Z €iki (6, 8j ak)
i=1 k=1 ij, k=1
1 1
= > 5 (€ = €irg) (0: 05 ar) = > 5 (&g = €jin) (905 ar) -
0,5, k=1 0,5, k=1

Ab hier verlduft der Beweis analog dem in der vorangegangenen Regel 4. Man erhélt
das Ergebnis aber auch schon ausgehend von der vorangehenden Zeile unter Benut-
zung von Gl (1.86), denn €jy; ist antisymmetrisch in ¢ und j, wéhrend 0; 0; ax
symmetrisch in diesen beiden Indizes ist, q.e.d.
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6. Ein Vektorfeld, welches in Richtung des Ortsvektors zeigt und nur vom Betrag des

Ortsvektors abhéngt, z.B. f(r) 7, bezeichnet man als Zentralfeld. Es gilt:
V x [f(r)f] =0, (1.88)

Zentralfelder sind stets wirbelfrei.
Beweis:

3

Vx )i = > et [F0) 2] &

irj k=1 "
3
B B ] ro;x; —x; 0|
— i;lemk [f (T) ror —|—f<T> 7"2 :| €k
3
X; T oy —xixi/r|
= D {NT)#*J‘(T)]T]/} € =0,
i k=1

nach Anwendung von GI. (1.86), denn der Ausdruck in eckigen Klammern ist sym-
metrisch in den Indizes ¢ und j, wéhrend €;;, antisymmetrisch ist, q.e.d.

. Fiir zweimal stetig differenzierbare Vektorfelder d(r) gilt:

rotrotd(r) = graddiva(r) —
oder 6x[6xa(f)} — 6[6-5(7« _AGR). (1.89)

Beweis als Ubungsaufgabe.



1.4 Matrizen und Determinanten

1.4 Matrizen und Determinanten

1.4.1 Matrizen

Ein rechteckiges Zahlenschema aus m Zeilen und n Spalten

a;; Q2 -+ QAip

Q21 Q22 -+ Q2
A= : - : = (aij) i=1,...,m
. . . i=1,..., n

am1 Am2 - Amn

heifit (m X m)—Matrix.
Zwei (m x n)—Matrizen A = (a;;) und B = (b;;) sind identisch, wenn alle ihre Ele-
mente identisch sind, a;; =b;; Vi,7,¢=1,...,m, j=1,...,n.

Spezielle Matrizen:

1. Quadratische Matrix: m = n.

2. Zeilenvektor: m = 1.

3. Spaltenvektor: n = 1.

4. Nullmatrix: alle Elemente sind null.

5. Symmetrische Matrix: quadratische Matrix mit a;; = a;; V 1, j. Insbesondere
ist die Matrix dann symmetrisch gegeniiber einer Spiegelung ihrer Elemente an der
Hauptdiagonalen.

Beispiel:

1 5 -1

5 2 4

4 3

6. Diagonalmatrix: quadratische Matrix mit a;; = a; d;;; nur die Elemente auf der
Hauptdiagonalen sind von null verschieden,

ag 0 -+ 0

diag (a1, ...,a,) = O
SO
0 0 a,

7. Einheitsmatrix: quadratische Matrix mit a;; = d;;, bzw. Diagonalmatrix mit a, =

L
1 0 0
1=|"
: S
0 0 1
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8. Transponierte Matrix: AT = (al)) = (a;;). Sie folgt aus der Matrix A durch

tj
Vertauschen von Zeilen und Spalten,

aix Qg1 -+ Qml

A1z Q22 -+ Qm2
AT =

Aip G2 - Qmp

Die transponierte Matrix A7 ist eine (n x m)—Matrix.

Rang einer Matrix: Man kann die m Zeilen bzw. n Spalten einer (m x n)—Matrix als
Zeilen- bzw. Spaltenvektoren interpretieren. Die Anzahl linear unabhéngiger Zeilen- bzw.
Spaltenvektoren heifit Zeilen- bzw. Spaltenrang der Matrix. Man kann zeigen, dass der
Zeilenrang mit dem Spaltenrang identisch ist, deshalb spricht man allgemein vom Rang
der Matrix.

1.4.2 Rechenregeln fiir Matrizen

48

1. Addition: A, B seien (m xn)—Matrizen. Dann ist C' = A+ B eine (m x n)—Matrix

mit den Elementen

Cz’j :aij+bl-j VZ,j .
Matrizen werden also elementweise addiert. Es ist klar, dass man nur Matrizen
gleichen Typs, also mit gleicher Anzahl von Zeilen und Spalten addieren kann.

. Multiplikation mit reellen Zahlen: A sei eine (m x n)—Matrix und A\ € R. Dann

gilt
ANA = ()\ CLZ']') .

Jedes Element von A wird mit A multipliziert.

. Multiplikation von Matrizen: Sei A eine (m x n)—Matrix und B eine (n X

r)—Matrix. Dann ist C' = AB eine (m x r)—Matrix mit den Elementen

n
Cz‘jZE aipbej, i=1,....om, j=1,...,r.
k=1

Mit anderen Worten, ¢;; ist das Skalarprodukt des i-ten Zeilenvektors von A mit
dem j-ten Spaltenvektor von B,

Spalte j Spalte j
blj
Zeile i ;1 Qin = Zeile i T Gy
by

Offenbar ist die Matrizenmultiplikation nur fiir den Fall definiert, dass die Anzahl
der Spalten der ersten Matrix A mit der Anzahl der Zeilen der zweiten Matrix
B {ibereinstimmt.
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Spezialfille:

(i) m = r = 1. In diesem Fall ist A ein Zeilenvektor und B ein Spaltenvektor
und die Matrix C besteht aus einem einzigen Element, c¢;;, welches mit dem
Skalarprodukt der beiden Vektoren identisch ist,

bll n
C:AB:(an,...,aln) :Zalkbm:cn.
bnl =

(ii) r = 1. In diesem Fall ist A eine (m x n)—Matrix, aber B ein n-dimensionaler
Spaltenvektor. Damit ist C' ein m-dimensionaler Spaltenvektor,

aip . Aip bl (&1 n
C=AB= e : : = : ,Cz:zaz‘jba

m1 - Gmn bn Cm
Die Matrizenmultiplikation ist i.a. nicht kommutativ,

AB+BA.

Dies ist klar, da i.a. m # r und das Produkt B A gar nicht definiert ist. Fiir den Fall,
dass m = r, ist dies ebenfalls klar, da A B eine (m x m)—Matrix ist, wihrend B A
eine (n x n)—Matrix ist und i.a. m # n. Voraussetzung fiir die Kommutativitit der
Matrizen A und B wére also, dass m = n = r, d.h. dass sie quadratische Matrizen
sind. Aber selbst dann ist das Produkt A B nicht gleich B A, wie man sich anhand
von Gegenbeispielen leicht klarmacht.

4. Inverse Matrix: Die inverse Matrix A~! hat die Eigenschaft, dass

ATA=AA" =

1.4.3 Drehmatrizen

Seien Y, ' zwei rechtshandige Koordinatensysteme reprasentiert durch die Orthonor-
malbasen {€}, é, €5} bzw. {€], €, €5}. Man kann durch eine Translation bewirken,
dass die Urspriinge von ¥ und ¥’ zusammenfallen, O = O’. Dann sind ¥ und ¥ i.a. noch
gegeneinander gedreht, vgl. Abb. 1.42.

Wir betrachten nun den Ortsvektor der Position eines physikalischen Objektes, die
selbstverstéindlich unabhéngig von der Wahl des Koordinatensystems ist,

2: 2:‘%- (1.90)

Bei vorgegebenen Basen {é1, é>, €3} und {€/, €;, €5} und bei Kenntnis der Komponenten
x; lassen sich die Komponenten x durch Projektion von Gl. (1.90) auf den Einheitsvektor

e/ ausrechnen,
3
o Il rs oot
E zj€; e = E T €€ = g T 05 = T, (1.91)

49



1 Mathematische Vorbereitungen

Abbildung 1.42: Die beiden gegeneinander gedrehten Koordinatensysteme > und Y.

wobei wir die Orthonormalitét der Einheitsvektoren in der gestrichenen Basis ausgenutzt
haben, €/ - €/ = d;;. Die Frage ist, wie das Skalarprodukt €; - €/ zu berechnen ist. Dazu
machen wir die folgende Uberlegung. Jeder Einheitsvektor €/ im gestrichenen System hat

natiirlich auch eine Komponentendarstellung im ungestrichenen System,

3
& => dué, (1.92)
o

wobei wir die Komponenten des i-ten gestrichenen Einheitsvektors im ungestrichenen
System mit d;, bezeichnet haben. Durch Projektion dieser Gleichung auf €; und Ausnutzen
der Orthonormalitét €} - € = d, erhalten wir

3 3
€; -@':Zdik@ < €k :Zdz‘k5jk = d;; = cos p; , (1.93)
k=1 k=1

wobei ;; der Winkel zwischen der i-ten Achse im gestrichenen System ' und der j-ten
Achse im ungestrichenen System ¥ ist.

Die neun Zahlen d;;, i, j = 1,2, 3, lassen sich in Form einer (3 x 3)—Matrix schreiben,
der sog. Drehmatrix,

dll dlZ d13
D = (dy) = (cospij) = | dar dao dog | . (1.94)
d31 dsz  dss

Aus der Orthonormalitédt der Basisvektoren und Gl. (1.92) berechnen wir

l

®

3 3 3
0ij = € - é}( = Z dir dji € - € = Z dik, dji Oy = Zdik dji, - (1.95)
k=1 k=1 k=1

Dies bedeutet, dass der Zeilenvektor, der durch die Elemente der i-ten Zeile der Drehma-
trix D gebildet wird, orthonormal zu dem Zeilenvektor ist, der durch die Elemente der
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j-ten Zeile gebildet wird. Man bezeichnet diesen Sachverhalt auch als Zeilenorthonor-
malitit der Drehmatrix.

Gleichung (1.91) kann nun unter Zuhilfenahme von GI. (1.93) folgendermaflen geschrie-
ben werden,

3
j=1
bzw. in Matrixschreibweise
'F(E’) =D7r(X). (1.97)

Hierbei bezeichnet 7(X') den Vektor, der aus den Komponenten z; des Ortsvektors im
gestrichenen, gegeniiber ¥ gedrehten System Y’ gebildet wird, wihrend 7(X) der Orts-
vektor im ungestrichenen System 3. ist. Die Drehmatrix D bewirkt die Drehung des Ko-
ordinatensystems ¥ nach ¥’. Man beachte hierbei, dass sich der physikalische Ort des
Objektes nicht &dndert, sondern lediglich das Koordinatensystem zur Beschreibung dieses
Ortes. Drehungen des Koordinatensystems bezeichnet man als passive Drehungen. Im
Gegensatz dazu gibt es auch die sog. aktiven Drehungen, bei denen sich das Koordina-
tensystem nicht dndert, aber Vektoren in diesem System gedreht werden und damit ihre

Lage veréndern.
21.5.2013

Die inverse Matrix D~ macht die Transformation (1.97) riickgiingig,
D'F(X)=D'DFAX) =173%) =7(X) . (1.98)

Die Elemente d;jl von D~! ergeben sich aus folgender Uberlegung. Wir projezieren Gl.

(1.90) auf € und benutzen Gl. (1.93) in der Form €} - &; = ¢€; - €] = d;:

3 3
-4l — /
T = E T;€; € = E dj; 5
J=1 J=1

oder unter Benutzung von d;; = dg; in Matrixschreibweise:
(X)) = DTFY) . (1.99)
Der Vergleich von Gl. (1.98) mit Gl. (1.99) liefert:
D' =D", dj' =d =dj . (1.100)

Matrizen, die diese Identitét erfiillen, nennt man orthogonale Matrizen.
Die Zeilenorthornormalitét (1.95) 148t sich ebenfalls in Matrixschreibweise fassen:

3

3
= dy jk—ded;{] N dyd,] < 1=DD"=DD.
k=1 k=1

Es gilt aber auch 1 = D71D, oder in Komponenten

3 3 3
0 =Y dytdiy = diydi; = dridyj . (1.101)
k=1 k=1 k=1
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Diese Gleichung 148t sich analog der Zeilenorthonormalitit so interpretieren, dass die
Spaltenvektoren, die die Matrix D bilden, orthonormal zueinander stehen. Man spricht
von der Spaltenorthonormalitéit der Drehmatrix.

Beispiel: Wir betrachten eine Drehung des Koordinatensystems um die z-Achse, vgl.
Abb. 1.43. Eine solche Drehung veréndert lediglich die z- und y-Komponenten des Orts-
vektors 7, also die Komponenten von g, der Projektion des Ortsvektors auf die (x,y)—
Ebene. Die z-Komponente von 7 bleibt unverdndert, =4 = x3.

Abbildung 1.43: Drehung des Koordinatensystems um die z-Achse.

Wir betrachten zunichst die rechte Seite der Abb. 1.43. Eine geometrische Uberlegung
fithrt auf die folgenden Relationen:

— —/ . —/
T1€ = T1cospe —xpsing e, ,

To€y = Ty Sing & + Ty COSP Ey .

Die Projektion p des Ortsvektor ist aber in beiden Systemen identisch,

P = 116 +xéy=2x] 8 +15¢,
= (x1 cosp + 9 sinp) €] + (—xy sinp + x5 COS ) €y
= 1] = 1z co8p+apsing, (1.102)
rh = —mxysing+ s cose . (1.103)

Andererseits lassen sich die Komponenten im gedrehten System bei Kenntnis der Dreh-
matrix auch itber Gl (1.97) berechnen. Die Komponenten der Drehmatrix konnen aus
ihrer Definition (1.93) und Abb. 1.43 bestimmt werden. Mit cos(§ — ¢) = siny und
cos(§ + @) = —sin g erhalten wir

— —/ — —/ . — —/
dyy =€1-€] =cosp, dig=¢€y-€f =sing, dig=eé3-€; =0,
o Sy . = =/ = =)
dyy =€1-€y=—sinp, dyy==¢€y-€y =cosp, dog=¢€3-€5 =0,
d31—61'63—0, d32—62'63—0, d33—63'63—1,
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bzw. in Matrixschreibweise

cose singp 0

D=| —sing cosp 0
0 0 1
Damit ist
x) cosp singp 0 T
FX)=1| 2, | =Dr(X)=| —sinp cosgp 0 To
xh 0 0 1 T3

Nach den Regeln der Matrixmultiplikation fiihrt dies ebenfalls auf die Gleichungen (1.102)
und (1.103), sowie auf x} = x3.

Damit eine Matrix D eine Drehung beschreibt, muss sie eine orthogonale Matrix sein,
d.h. Gl. (1.100) bzw. die Zeilenorthonormalitéit (1.95) und die Spaltenorthonormalitét
(1.101) miissen erfiillt sein. Aber fiihrt diese Drehung eine rechtshindige Basis {é7, €5, €3}
in eine rechtshéndige Basis {€/, €;, &4} iiber? Dazu muss offenbar aus €) - (€2 x €5) = 1
auch €7 - (€, x €3) = 1 folgen. Dies kann man mit Hilfe der sog. Determinante von D
iiberpriifen, det D. Um die Handigkeit des Koordinatensystems bei der Drehung zu erhal-
ten, muss det D = +1 gelten (dies werden wir weiter unten beweisen). Diese Drehungen
heiflen eigentliche Drehungen. Falls det D = —1, so handelt es sich um uneigentli-
che Drehungen. Man erhélt sie aus den eigentlichen Drehungen durch Hinzunahme der
Raumspiegelung (z.B. durch Inversion einer ungeraden Anzahl von Koordinatenach-
sen).

Orthogonale Matrizen in n Dimensionen bilden eine Gruppe im mathematischen Sinn,
die man mit O(n) bezeichnet. Orthogonale Matrizen, die zusétzlich noch det D = +1
erfiillen, bilden eine Untergruppe der O(n), die Gruppe der speziellen orthogonalen Ma-~
trizen, SO(n). Es gilt O(n) = SO(n) x Z,. Die Gruppe Z, ist die zyklische Gruppe
mit zwei Elementen, welche man zur Charakterisierung von Raumspiegelungen verwenden
kann. Wéhrend die SO(n) eine sog. kontinuierliche Gruppe darstellt, ist Z5 eine sog.
diskrete Gruppe.

1.4.4 Determinanten

Sei A eine (n x n)—Matrix. Dann ist die Determinante von A definiert als

11 - Qip

detA=| i o =) sen(P)aiy) o) Gnp) (1.104)
Qp1 -+ Qnp P

wobei {p(1), p(2),..., p(n)} = P(1,2,...,n) eine Permutation der Folge {1,2,...,n}

ist. Eine Permutation ist definiert als eine Abfolge von Transpositionen, das sind suk-

zessive Vertauschungen benachbarter Elemente der Folge. Gerade Permutationen entste-

hen aus der urspriinglichen Folge durch eine gerade Zahl von Transpositionen, ungerade

Permutationen entsprechend durch eine ungerade Zahl von Transpositionen.
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Eine Permutation éndert die Reihenfolge der Elemente der Folge, jedes Element kommt
aber weiterhin genau einmal vor. Dies bedeutet, dass jeder Summand auf der rechten Seite
der Definition (1.104) ein Element aus jeder Zeile und ein Element aus jeder Spalte der
Matrix A enthélt. Die Summe lduft iiber alle moglichen Permutationen dieser Folge und
besteht damit aus n! =1-2-3--.-n Termen.

Das Symbol sgn (P) steht fiir das Vorzeichen der Permutation P. Es ist definiert als
sgn (P) = (—1)?, wobei Z die Zahl der Transpositionen ist, um aus {1,2,...,n} die
Folge {p(1), p(2),..., p(n)} zu erhalten. Mit anderen Worten, sgn (P) = +1 fiir gerade
Permutationen von {1,2,...,n} und sgn (P) = —1 fiir ungerade Permutationen.

Fiir n < 2 ist die Determinante direkt aus ihrer Definition (1.104) berechenbar:

n=1: detA = det(an) =dai ,

@11 a2
Q21 A22

n=2: detA = = sgn(l?) aj] a9 + sgn(21) a19 91 = Q11 A2 — Q12 Q21 .

Daraus resultiert eine einfache Merkregel fiir die Berechnung von (2 x 2)—Determinanten:
man subtrahiere das Produkt der beiden Nebendiagonalelemente vom Produkt der beiden
Hauptdiagonalelemente.

Fiir n > 2 wird die Berechnung der Determinante geméf ihrer Definition (1.104) schnell
zu kompliziert, da die Zahl der Permutationen rapide ansteigt. Z.B. gibt es fiir n = 3 schon
3! = 6 Terme unter der Summe. Hier hilft der sog. Entwicklungssatz:

det A = Z 1) a5 Ayj (1.105)

wobei A;; die sog. Unterdeterminante ist, die aus Streichen der i-ten Zeile und j-ten
Spalte aus det A resultiert. Man beachte, dass der Zeilenindex 7 in Gl. (1.105) fest vorge-
geben, aber frei wiahlbar ist. Man entwickelt also nach der i-ten Zeile der Determinante.
Bei konkreten Berechnungen ist es daher sinnvoll, die Zeile mit den meisten Nullen zu
wéhlen, weil dann die Zahl der Terme in der Summe auf der rechten Seite von Gl. (1.105)
auf ein Minimum reduziert werden kann.

Die Unterdeterminante A;; ist die Determinante einer [(n — 1) x (n — 1)]—Matrix, fir
die geméf der Definition (1.104) n! — (n —1)! = (n — 1) - (n — 1)! weniger Terme in der
Summe in Gl. (1.104) auftreten als fiir die urspriingliche Determinante. Allerdings muss
man i.a. n solcher Unterdeterminanten ausrechnen, es sei denn, einige Elemente a;; der
1—ten Zeile der Matrix A sind null.

In praktischen Berechnungen wendet man den Entwicklungssatz rekursiv an, also be-
rechnet jede Unterdeterminante A;; erneut mit Hilfe des Entwicklungssatzes. Dies fiihrt
letztlich auf (2 x 2)—Unterdeterminanten, die man einfach wie oben beschrieben berechnen
kann.

Man kann aber anstatt nach einer Zeile auch nach einer Spalte entwickeln,

det A = Z 1) a;; Ajj . (1.106)

Den Beweis fithrt man ausgehend von der Identitéat

det A = det A™ | (1.107)
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welche man durch Anwenden der Definition (1.104) der Determinanten und geeignetem
Umsortieren der Terme beweist.

Als Anwendungsbeispiel betrachten wir den Fall n = 3 und die Entwicklung nach der
ersten Zeile. Dieser Spezialfall des Entwicklungssatzes ist als Sarrus-Regel bekannt:

aij; a2 a3
ag1 Qg2 Q23
ag1 asz g3

Q22 Q23 a1 Q22

asy asg

= a1

ag2 ass

= a1 (a22 aszz — 23 a32) — a2 (a21 a3z — Q23 a31) + a3 (fl21 azz — 422 asl)
3

= Z €ijk Q1 Q25 A3k -
i,j k=1
Die letzte Zeile folgt auch direkt aus der Definition (1.104), wenn wir bedenken, dass €y,

mit dem Vorzeichen der Permutation (7, j, k) von (1,2, 3) identisch ist.

1.4.5 Rechenregeln fiir Determinanten

1. Multiplikation einer Zeile oder Spalte mit o € R, z.B. fiir eine Zeile:

(5 Q1n a1 - Qip
Qay o Ay | =o | oan o Qg (1.108)
an1 e Ann Apy1 " Ann

Der Beweis folgt direkt aus dem Entwicklungssatz, durch Entwickeln nach der be-
treffenden Zeile oder Spalte. n-faches Anwenden liefert

det (¢ A) = a" det A .

2. Addition eines Vektors zu einer Zeile oder einer Spalte, z.B. fiir eine Zeile:

a11 Q1n a1 Qin a11 Q1n
a;1 + b1 Qip + bn ;1 Qin b1 bn (1109)
an1 Ann an1 Ann an1 Ann

Der Beweis folgt direkt aus dem Entwicklungssatz, durch Entwickeln nach der be-
treffenden Zeile oder Spalte.

3. Vertauschen einer benachbarten Zeile oder Spalte dndert das Vorzeichen der Deter-
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o6

minante, z.B. fiir eine Zeile,

ai

Q41

@411

an1

a1n

Qin

Ait1n

ann

ai

@411
;1

an1

A1n

Ait1n
Ain

ann

(1.110)

Dies beweist man direkt mit der Definition (1.104) der Determinante, unter Bertick-

sichtigung, dass sgn (1,2, ...

i+ 1,...,n) = —sgn(1,2,...,i+1,4,...

,m); eine

weitere Transposition zweier Zahlen in einer gegebenen Permutation &dndert das

Vorzeichen der Permutation.

4. Die Determinante einer Matrix mit zwei identischen Zeilen oder Spalten verschwin-
det, z.B. fiir eine Zeile:

a1

i1

i1

Qn1

Q1n

Ain

Qin

ann

(1.111)

Der Beweis lautet wie folgt: zunéchst vertauscht man Zeilen oder Spalten, bis die
beiden identischen Zeilen oder Spalten benachbart sind. Aufgrund der Definition
(1.104) mag sich dabei das Vorzeichen der Determinante &ndern (bei einer ungeraden
Zahl von Vertauschungen), oder aber es bleibt wie es ist (bei einer geraden Zahl von
Vertauschungen). Dieses Vorzeichen spielt aber fiir die weitere Argumentation keine
Rolle. Nun vertauscht man noch die beiden identischen benachbarten Zeilen oder
Spalten. Nach Gl. (1.110) sollte sich dabei das Vorzeichen der Determinante &ndern.
Jedoch hat man die Determinante nicht verédndert, da die beiden Zeilen oder Spalten

identisch sind. Dies ist nur moglich, falls die Determinante null ist.

5. Addition einer mit einer Zahl o € R multiplizierten Zeile oder Spalte zu einer
anderen Zeile oder Spalte édndert die Determinante nicht, z.B. fiir eine Zeile:

ai
a;1 + aaj
Cljl

an1

A1n

Qip, + QG

Cljn

ann

aii

i1

Cle

Qn1

A1n

Qip

Cljn

aTL'I’L

ayp - Qi

]1 . e a]n

a]l e a]n

Ap1 *+* Qpp

Hierbei wurden die Eigenschaften (1.109) und (1.111) ausgenutzt.

aii

A1n




7.

10.

1.4 Matrizen und Determinanten

Die Determinante eines Produktes von zwei Matrizen ist gleich dem Produkt der
jeweiligen Determinanten,

det (AB) =det Adet B . (1.113)

Die Determinante einer Diagonalmatrix ist das Produkt der Diagonalelemente,
det diag(ay, ..., a,) = Hai : (1.114)
i=1

Der Beweis folgt direkt aus dem Entwicklungssatz.

. Als Korollar zu Gl. (1.114) folgt: die Determinante der Einheitsmatrix ist 1,

det1=1. (1.115)
. Aus den Eigenschaften (1.113) und (1.115) folgt sofort
1
det A~ = 1.116
¢ S det A ( )

Beweis: det 1 = det (A A™!) = det A det AL, q.e.d.

Multipliziert man die Elemente ag, der i-ten Zeile mit (—1)7+* A, wobei j # i, und
summiert iiber alle k, so ergibt sich

Zal 1) A =0 (1.117)

Entsprechendes gilt fiir die Spalten
Z agi (=1)7F 4, (1.118)

Zum Beweis von Gl. (1.117) deﬁmeren wir eine Matrix B, die mit A identisch ist,
bis auf die Tatsache, dass die Elemente der j-ten Zeile wieder die gleichen sind wie
die in der i-ten Zeile,

ayp - Qi
ajp 0 Qin
B =
Zeile j ;1 Qi
Qp1  * -+ Qnp

GeméB Gl. (1.111) verschwindet die Determinante von B. Andererseits ist nach dem
Entwicklungssatz, bei Entwicklung nach der j-ten Zeile,

0=detB= Zb 1)7% Ay Zak )7 Ay, qed.

Der Beweis fiir Spalten geht analog.
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1.4.6 Anwendungen

1. Inverse Matrix: Die Inverse A~! einer Matrix A existiert genau dann, wenn

o8

det A # 0, und sie hat die Elemente

(=) A,
apt = (1.119)

Man beachte die Reihenfolge der Indizes in der Unterdeterminante Aj;!

Beweis: Wir definieren eine (n x n)—Matrix B mit Elementen b;; = (—1)"7 Aj;.
Nach dem Entwicklungssatz gilt

det A = Z aij (1) Ay i a;jbji = (AB)y

= Z( 1) Ajjai; = Z bjiaij = (B A)y;

i=1

Hier haben wir in der ersten Zeile nach der i-ten Zeile und in der zweiten Zeile nach
der j-ten Spalte entwickelt. Da ¢ und j beliebig waren, sind offenbar alle Diagonal-
elemente der Produktmatrizen A B und B A alle identisch mit det A. Andererseits
verschwinden alle Nebendiagonalelemente aufgrund von Gl. (1.117),

:Zaikbkj Zak JJrkAk_O fU_I'Z#j
k=1

Die Produktmatrizen haben also die Form
Multiplikation dieser Gleichung von links oder von rechts mit A~! liefert

- B L (—1)HA,,
1 — = R S A L ed.
det A ij det A 1€

. Vektorprodukt: Die Berechnung von a x b 148t sich mit Hilfe der Sarrus-Regel

gestalten:
51 52 53
- | a2 as - | 1 as S | a1 ag
a; as a =
3 by bs by bs by b
by by b3

—

= €1 (agbs —azgbe) — € (a1 by —azby) + é5(ay by — az by)
3

= E Eijk a; bj (A
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Es ist zu beachten, dass der Ausdruck auf der linken Seite nur als mnemonische
Hilfe (von griech.: pvrun, Gedachtnis, oder uvnuovikés, ein gutes Gedachtnis ha-
bend; auf gut deutsch: Gedéchtnisstiitze) zur Berechnung der rechten Seite dient;
eine Determinante mit Vektoren als Elemente einer Zeile ist mathematisch nicht
wohldefiniert.

. Rotation: Fiir die Rotation gilt entsprechendes,

€1 € €3
6 X d = 81 82 83
ap az as
. Spatprodukt:
ay Gz as
G- (bxd)=|b by by
Ci C2 C3

Dies folgt aus der Regel fiir das Vektorprodukt, oder durch direktes Ausrechnen der
Determinante.

Spezialfall:

—

1
€1'<€2X€3>: 0 =detl=1.
0

o = O
_— o O

. Drehmatrix: Unter welchen Voraussetzungen ist eine beliebige Matrix D eine Dreh-
matrix? Wir hatten gesehen, dass sie einerseits eine orthogonale Matrix sein muss,
DT = D~!. Aus dieser Tatsache folgt sofort, dass ihre Determinante den Wert %1
annimmt,

1 = detl=det(DD?) =det(DDT)=detD det D" = (det D)?
= detD = =1,

wobei wir die Glgen. (1.107), (1.113) und (1.115) benutzt haben.

Andererseits muss sie eine rechtshindige Basis {€}, €5, €3} in eine ebenfalls rechts-
héndige Basis {€7, €5, €5} tiberfiihren, d.h. aus €} - (€5 x €5) = +1 muss €] - (€, x €3) =
+1 folgen. Letzteres ist durch die Orthogonalitdt allein nicht gewéhrleistet. Wenn
man z.B. in der ¢-ten Zeile die Vorzeichen aller Elemente umkehrt, d;; — —d;;, dann
dndert sich die Zeilenorthonormalitét nicht, aber der gestrichene i-te Einheitsvektor

andert sein Vorzeichen,

3

3
_),— .A_)A __),— —_— .. _’,
ei—§:d”e] ’ ei_§:( dij) € .
Jj=1

j=1

Wenn man den Vorzeichenwechsel der Elemente fiir eine ungerade Zahl von Zeilen
durchfiihrt, macht man aus einem rechtshandigen Koordinatensystem ein linkshandi-
ges. Offensichtlich bewirkt diese Anderung auch einen Vorzeichenwechsel der Deter-
minante, det D — —det D.
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60

Aber welches Vorzeichen hat det D fiir die Uberfithrung eines rechtshéndigen in ein
rechtshiindiges System? Hierzu benutzen wir die fiir rechtshéndige Systeme giiltige
Identitét (1.44) und berechnen mit der Drehung (1.92) der Einheitsvektoren und
der Sarrus-Regel

3 3
& (@ xE) = > dimdonds @ (60X &)= > €pnr iy doy ds, = det D .

m,n,r=1 m,n,r=1

Damit nun das gestrichene Koordinatensystem wieder ein rechtshindiges System
ist, muss det D = +1 gelten.

. Lineare Gleichungssysteme: Wir betrachten das Gleichungssystem

a11x1+a12x2+...+a1nxn = b1
: — Ai=b. (1.120)

Ap1 L1+ Qo To + ...+ apn T, = by

Falls b = 0, spricht man von einem homogenen Gleichungssystem, andernfalls von
einem inhomogenen Gleichungssystem. Dieses Gleichungssystem hat genau dann
eine eindeutige Losung, wenn det A # 0. Die Cramersche Regel gibt an, wie diese
Losung zu konstruieren ist. Wir betrachten die Matrix

Spalte k
an b A1n
Ak = )
Qn1 bn App

d.h. die Matrix, die sich aus A durch Ersetzen der k-ten Spalte durch den Vektor b
ergibt. Dann ist die Losung des Gleichungssystems (1.120) gegeben durch

. det Ak

A 1.121
doia ) Foboon (1.121)

Tk

Beweis: Wir multiplizieren die n Gleichungen (1.120) mit (—1)"** Ay, wobei k fest
gewahlt wird und ¢ der jeweilige Zeilenindex ist,

(an @1 +apzs + . Fayz,) (1) AE = b (1) Ay

(anl T1+ A2+ ...+ Qpp xn) (_1)n+k Ank = bn (_1)n+k Ank )

und summieren alle Gleichungen auf,

i <i ai; (=1)"** Aik) mj= Y b (—1)F Ay

j=1 \i i=1
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Der Ausdruck in der Klammer auf der linken Seite der Gleichung verschwindet
geméfB Gl. (1.118) fiir j # k, so dass lediglich ein Term in der Summe {iber j tibrig
bleibt,

Zaik (=) Az, = 2, det A = Z bi (—1)"F Ay, = det Ay, |
i=1

i=1

wobei wir auf der rechten Seite den Entwicklungssatz fiir die Entwicklung nach der
k-ten Spalte der Determinante von A; angewendet haben. Daraus folgt sofort die
Behauptung, q.e.d.

Wir schliefen mit einer Bemerkung zu homogenen linearen Gleichungssystemen.
Wegen b = 0 ist auch det A, = 0. Falls det A # 0, bleibt nach der Cramerschen
Regel nur die triviale Losung, # = 0. Nichttriviale Losungen & # 0 kann es also nur
fiir det A = 0 geben. Dies ist ein haufig verwendetes Kriterium, um zu entscheiden,
ob ein Gleichungssystem nichttriviale Losungen hat. Es bedeutet aber auch, dass
nicht alle Zeilen oder Spalten von A linear unabhingig sind. Mit anderen Worten,
linear abhingige Zeilen oder Spalten lassen sich durch eine geeignete Linearkom-
bination der anderen ausdriicken. Wendet man nun Eigenschaft (1.112) mehrfach
an, kann man auf diese Weise eine Nullzeile generieren. Dann verschwindet aber
auch die Determinante.

1.5 Koordinatensysteme

1.5.1 Transformation der Variablen

Bislang wurden kartesische Koordinatensysteme betrachtet, die man durch Drehungen
ineinander iiberfithren kann. Kartesische Koordinatensysteme sind jedoch unzweckméfig,
wenn man beispielsweise ein Problem mit sphérischer Symmetrie, d.h. Kugelsymme-
trie, 16sen mochte. In diesem Fall ist es besser, sog. Kugelkoordinaten zu verwenden.
L[.a. sollte man das Koordinatensystem der Symmetrie des Problems anpassen. Dadurch
vereinfacht man in der Regel den Rechenaufwand. Die neuen Koordinaten sind i.a. nicht
kartesisch. Im folgenden beschéftigen wir uns mit der Frage, welche Gesetzméafigkeiten
beim Ubergang von einem zum anderen Koordinatensystem zu beachten sind.
Beispiel: Ebene Polarkoordinaten
Nach Abb. 1.44 gilt:

ry = rcosp=umx(r ), (1.122)
To = rsing =xs(r, ). (1.123)

Dies definiert eine Abbildung (r,¢) — (x1,22), eine sog. zweidimensionale Punkt-
transformation. Sie bildet die (7, ¢)—Ebene Punkt fiir Punkt auf die (z;,x9)—Ebene
ab.

Offenbar ist jeder Punkt (z1,x2) durch einen Punkt (7, ¢) beschreibbar. Aber ist dies
genau ein Punkt (7, ), oder gibt es Mehrdeutigkeiten? Gibt es u.U. mehrere Punkte
in der (r, )—Ebene, die denselben Punkt (x;,z2) beschreiben? Ganz offensichtlich ist

61



1 Mathematische Vorbereitungen

x1 '1

Abbildung 1.44: Ebene Polarkoordinaten.

dies der Fall, denn wegen der Periodizitéit der trigonometrischen Funktionen fiihren die
Winkel ¢, ¢ + 27, ¢ + 4, ete. zu demselben Punkt (27, x2). Man sollte sich daher beim
Definitionsbereich des Winkels ¢ auf das halboffene Intervall [0,27) beschrénken. Aber
auch dann ist die Zuordnung (7, ¢) — (z1, x2) nicht eindeutig, z.B. werden alle Punkte
(0, ) (d.h. r = 0 und beliebige Werte fiir ) stets auf einen einzigen Punkt, den Ursprung
(x1 = 0,29 = 0), abgebildet. Man sagt, die Abbildung (7, ¢) — (z1, 23) ist nicht eindeutig
umkehrbar. Solange man den Ursprung aus der Betrachtung nimmt, also fiir alle r # 0,

ist sie jedoch eindeutig umkehrbar:
ro= y\/xi+a3, (1.124)

Y = arctan -2 . (1.125)
L1

Man sagt, die Abbildung (7, ¢) — (x1, z5) ist fast tiberall umkehrbar.
Diese Betrachtung 148t sich auf d Dimensionen verallgemeinern. Dazu definieren wir
zuerst die Begriffe der Eineindeutigkeit und der lokalen Umkehrbarkeit.

Definition: Eine Abbildung v = (y1,...,yq) — & = (z1,...,x4) heiit eineindeutig,
wenn jeder Punkt ¢ auf genau einen Punkt 7 abgebildet wird und umgekehrt, vgl.

Abb. 1.45.
GO T,

Y

Abbildung 1.45: Eine eineindeutige Abbildung.

Definition: Eine Abbildung ¢ +— 7 heifit lokal umkehrbar, wenn die Abbildung in
einer Umgebung X von Z und einer Umgebung Y von ¢ eineindeutig ist, vgl. Abb. 1.45.
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Definition: Eine Abbildung ¢ — 7 heifit fast iiberall lokal umkehrbar, wenn die
lokale Umkehrbarkeit lediglich auf Untermannigfaltigkeiten niedrigerer Dimension d’ < d
verletzt ist.

Beispiel: Bei den Polarkoordinaten in der zweidimensionalen Ebene ist die lokale
Umkehrbarkeit auf der eindimensionalen Untermannigfaltigkeit {r = 0,0 < ¢ < 27}
verletzt.

Wie entscheidet man, ob eine Variablentransformation lokal umkehrbar ist? Wir be-
trachten den Punkt g, der auf ¥ abgebildet wird. Eine infinitesimale Verschiebung um
dy = (dyy, . . ., dyg) verursacht eine Verschiebung dz = (dzy,...,dz,) des Punktes Z, die
wir mit Hilfe des totalen Differentials berechnen:

d
8$‘Z‘ .
d$i:xi(y1+dy17"'ayd+dyd)_"L‘i(yla""yd): @dyj’ Z:]'""’d'
j=1 %

Dies 148t sich in Matrixform schreiben:

oz oz
dy T ou dys
de=| =+ [=| + -~ D | =F(ry)dy (1.126)
oz oz
dzq on T ow )\

Hier haben wir auf der rechten Seite die sog. Funktionalmatrix F'(x;y) eingefiihrt, deren
Elemente f(z;y);; = 0z;/0y; sind. Da die Verschiebung dy beliebig ist, gilt der durch die
Funktionalmatrix vermittelte Zusammenhang (1.126) zwischen dy und dZ fiir alle Punkte
in einer Umgebung von 3 und entsprechend fiir alle Punkte in einer Umgebung von Z.
Wenn die Verschiebung dy vorgegeben wird, dann 148t sich die Verschiebung dZ eindeutig
aus Gl. (1.126) berechnen, einem beliebigen Punkt in einer Umgebung von ¢ wird also
eindeutig ein Punkt in einer Umgebung von Z zugeordnet.

Nun 148t sich entscheiden, ob die Abbildung i/ — & lokal umkehrbar ist: offenbar muss
man in der Lage sein, Punkten in der Umgebung von & auch wieder eindeutig Punkte in
der Umgebung von i zuzuordnen. Genau dann ist die Abbildung nédmlich eineindeutig,
und da sie dies fiir alle Punkte in den entsprechenden Umgebungen von g und ¥ ist, auch
lokal umkehrbar. Diese Riicktransformation wird durch Auflésen von Gl. (1.126) nach
dy vermittelt, also durch Invertieren der Funktionalmatrix,

dy = F~Ya;y)d7 .

Eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Invertierbarkeit einer Matrix ist
aber, dass ihre Determinante nicht null ist,

Oz Oz
ayl Oyd
O(xq, ...
det Fzyy)=| @+ . EM#O'
% % (yla s 7?/d)
8191 8yd
Die Variablentransformation x; = ;(y1,...,v4) ist also genau dann lokal umkehrbar,

wenn det F'(z;y) # 0.
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1 Mathematische Vorbereitungen

Beispiel: Ebene Polarkoordinaten
Wir berechnen die Elemente der Funktionalmatrix mittels der Transformationsformeln
(1.122) und (1.123),

8.’171 61’1 .
W:COSQO s %:—T‘ Sm e -,
8902 . axQ

—67" =sme —a(p =T CoOSy .

Daraus folgt fiir die Determinante der Funktionalmatrix

O(w1,23) | cosp —rsing

— 2 .92 o
(r,p) | sing 7rcosyp =rcosTpfrsinip=r. (1.127)

Damit ist die Abbildung (r,¢) +— (x1,x9) tiberall mit Ausnahme des Punktes r = 0
umkehrbar.

Man kann die Variablen auch mehrfach aufeinanderfolgend wechseln. Wie dies vonstat-
ten geht, beschreibt der nachfolgende
Satz: Seien

€T, = xi(yla"'ayd)y Z.Zl,...,d,
Y, = yi<217---7zd)7 i:lj___’d’

stetig partiell differenzierbare Variablentransformationen. Fiir die zusammengesetzte
Transformation

SL’Z':.Ti<y1(21,...,Zd),...,yd(Zl,...,Zd)), izl,...,d,

gilt

8($1,...,$d) :a(l‘la'-'? ) a(yla--'ayd)
Nztyooza)  Oyis-. o ya) 021,y 2a)
Beweis: Geméf der Kettenregel gilt

ox; 4. O oy d
fla;2)iy=-— = L = (@3 y)in [ (Y3 2)kg
7T 0z ;ayk 0z, ; g

In Matrixform geschrieben lautet dies
F(x;2) = F(zyy) Fy; 2) -
Fiir die Determinanten der Funktionalmatrizen gilt dann gemafl GI. (1.113)
det F(z;2) = det F(x;y) det F(y;2) , q.ed.

Als Korollar betrachten wir den Spezialfall z; = z;, d.h., die zusammengesetzte Transfor-
mation dndert nichts,

1= Flzyz) = Fr;y) Fy;z) -
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1.5 Koordinatensysteme
Multiplikation mit der inversen Transformation F~!(x;y) ergibt
F~Y(wyy) = Fly:a)

woraus mit Gl. (1.116) folgt

8(y17---73/d) -1 1 (a(xl,...,l'd))l
det F(y;2) = —————~ =det F (vyy) = ————= | =———= .
(y ) 8(.’171,...,370{) ( y) detF(:L’,y) a<y17--'7yd)
Damit folgt aus det F'(z;y) # 0 auch det F(y;x) # 0; wenn z; = x;(y1,...,yq) lokal
umkehrbar ist, so ist es auch y; = y;(z1, ..., xq).

Die Funktionaldeterminante bedeutet anschaulich, wie sich bei der Transformation ¥ +—
Z das infinitesimale Flichenelement (d = 2) bzw. das infinitesimale Volumenelement (d =
3) andert. Dies werden wir im folgenden Abschnitt genauer untersuchen.

1.5.2 Krummlinige Koordinaten

Wir definieren zunéchst den Begriff der Koordinatenlinie. Wir betrachten wieder die
Variablentransformation i +— Z, bzw. x; = z;(y1, ..., yaq). Setzt man d — 1 der d Variablen
y; konstant, z.B. y; = const. Vi # j, so ergibt sich eine durch y; parametrisierte Raum-

—

kurve f(y;) im Raum der Variablen z;. Dies ist die sog. y;—Koordinatenlinie.

Beispiele:

1. Kartesische Koordinaten in der Ebene: Dies ist der Spezialfall, bei dem die Ko-
ordinaten gerade nicht gewechselt werden, also y = Z. Die y; = x1—Koordinatenlinie
verlduft also in der (z1,z9)—Ebene parallel zur 1—Achse, und die yo = xo—Koordi-
natenlinie parallel zur 2—Achse, vgl. Abb. 1.46.

2

x1-Linie (xo=const.)

xo—Linie (xq=const.)

Abbildung 1.46: Koordinatenlinien fiir kartesische Koordinaten.

Die Koordinatenlinien bilden ein rechtwinkliges, geradliniges Netz.
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1 Mathematische Vorbereitungen

2. Ebene Polarkoordinaten: Hier findet ein echter Koordinatenwechsel statt. Die
r—Linien, auf denen ¢ = const., sind Geraden, die durch den Ursprung gehen.
Die ¢—Linien, fiir die r = const., sind konzentrische Kreise um den Ursprung, vgl.
Abb. 1.47. Zwar sind die r—Linien Geraden, aber die p—Linien sind gekriimmt. Die

/ r —Linie (¢p=const.)

¢ —Linie (r =const.)
Abbildung 1.47: Koordinatenlinien fiir ebene Polarkoordinaten.
ebenen Polarkoordinaten sind damit das erste Beispiel fiir krummlinige Koordi-

naten. Lokal stehen r— und ¢—Linien jedoch stets senkrecht aufeinander, vgl.
Abb. 1.47. Man nennt solche Koordinatensysteme krummlinig-orthogonal.

30.5.2013 (1)

Wir betrachten nun infinitesimale Volumenelemente in krummlinigen Koordi-
naten. Im Spezialfall der kartesischen Koordinaten gilt

dV = d.Tl d.TQ d.ﬁL’g s

vgl. Abb. 1.48.

Fiir ein Netz aus krummlinigen Koordinaten betrachten wir Abb. 1.49. Das infinitesi-
male Volumenelement kann durch ein Parallelepiped angenéhert werden, welches durch
die (nicht notwendigerweise orthogonalen) Vektoren da, dl;, dc aufgespannt wird. Der in-
finitesimale Vektor da zeigt entlang der y; —Linie, also sind y, und y3 entlang dieser Linien
konstant. Wir konnen da als Spezialfall einer infinitesimalen Verschiebung dr’ des Orts-
vektors 7 betrachten, die entlang der y;—Linie (also fiir konstantes ys, y3) ausgefiihrt
wird. Aus dem totalen Differential (1.77) der jeweiligen i—ten Komponente dx;(¢) eines
beliebigen Verschiebungsvektors dr(y) folgt fiir diesen Spezialfall:

da = dF(@)l,,,, = (dei(@), deo(d), dzs(§)),,,,

3 3 3 T
= Z%dy‘ %dy‘ O3 dy;
ayj 70 — ayj Rl J

1 ayj
J= Y2,Y3

al‘l 8@ 8x3 T 677
= —dy;, =—dy;, —d = —duy; .
<3y1 I Gy, I By, oy,
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1.5 Koordinatensysteme

x3—Linie (xq,x,=const.)

§ g/ 2 x s-Linie (xq,x3=const.)
>
X\

de 1

d.xl

xl—LInle (xz,x3:const.)

Abbildung 1.48: Das infinitesimale Volumenelement in kartesischen Koordinaten.

y4~Linie (v, .y gconst.)

_ . . , — t. — i / _ . -
y,~Linie (y ,y z=cons )\/ : y, ~Linie (y, y g=const.)

Abbildung 1.49: Das infinitesimale Volumenelement in krummlinigen Koordinaten.

Analoges gilt fiir die infinitesimalen Vektoren db (entlang der y,—Linie) und dé (entlang
der y;—Linie),

. oF
db = —d
Em Y2
or
dc = —d
c Bys Ys
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1 Mathematische Vorbereitungen

Das Volumen des von da, db und dé aufgespannten Parallelepipeds ist gleich dem Spat-
produkt der drei Vektoren:

—d —d —d
gyl U1 gyl n gyl n
- T Zq X2 X3
dV = dd-(dbxdc)=| —d —d —d
¢ ( 8 5) 0ys b2 0y b2 0y V2
01 4y 22 4y, 9734
Oy i ys i ys Y3

a(l’l, T2, x3)

= det F*(2;y) dy, dya dys = det F(x;y) dy, dys dys =
a<y17 Y2, ZJB)

dy, dy» dys ,
wobei wir die Glgen. (1.107) und (1.108) benutzt haben.

Ein vorgegebenes Volumen V' kann man auch als Integral iiber dV' innerhalb der durch
das Volumen definierten Grenzen schreiben. Der Wert dieses Integrals darf sich natiirlich
beim Wechsel der Koordinaten nicht &ndern,

8(',1:‘17 T, .Tg)

V:/dV:/dl‘ldl‘le‘g:/mdyldygdyg
1, Y2, Y93

Da dies fiir beliebig gewihlte Volumina, also auch fiir infinitesimale gelten muss, erhalten
wir die folgende wichtige Formel fiir den Wechsel von Integrationsvariablen in Volumen-
integralen:

8(1’1, o, 1’3)
Oy, 2, y3)
Die Determinante der Funktionalmatrix, oder kurz die Funktionaldeterminante, be-

schreibt also, wie oben angekiindigt, die Anderung im infinitesimalen Volumenelement
beim Wechsel der Variablen.

d.Tl d.CL’Q d.ﬁL’g = dyl dyz dyg . (1128)

Beispiel: Flicheninhalt des Kreises )
Wir wenden Gl. (1.128) fiir den zweidimensionalen Fall an. Beim Ubergang von kartesi-
schen zu ebenen Polarkoordinaten gilt

(1, z2)
a(r, ¢)

wobei wir das Resultat (1.127) benutzt haben. Der Flicheninhalt des Kreises la8t sich
nun einerseits in kartesischen Koordinaten berechnen, vgl. Abb. 1.50,

R \/ R2—z2 R
FKreis = 4/ d[L‘l/ dZL‘Q = 4/ d[L‘l \/ R2 - ZL‘%
0 0 0

R

RQ
=4 {%\/Rz—x%Jr? arcsin%} =2 R? arcsin 1 = 7R?

0

dry day = drde =rdrde,

wobei wir ausgenutzt haben, dass arcsin1l = 7/2 und dass der Kreis aus vier gleichen
Quadranten besteht. Andererseits konnen wir die Fliache in ebenen Polarkoordinaten be-

rechnen,
R 27 RQ
FKreis:/ dT’T’/ d80:27T—:7TR2.
0 0 2
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1.5 Koordinatensysteme

Es besteht wenig Zweifel, welches der elegantere, weil der Symmetrie des Problems ange-
passte Weg ist.

X1

Abbildung 1.50: Zur Berechnung des Flicheninhalts des Kreises.

Wir betrachten nun die Einheitsvektoren in krummlinigen Koordinaten. Zunéchst
erinnern wir uns an die Einheitsvektoren in kartesischen Koordinaten,

1 0 0
ci=1 0 , =11 , es=1 0 , (1.129)
0 0 1

vgl. Gl. (1.43), mit deren Hilfe wir den Ortsvektor ausdriicken als

3
T = E .Tjej,
Jj=1

vgl. GL. (1.48). In der festen, zeitunabhéngigen kartesischen Basis (1.129) gilt fiir eine
infinitesimale Verschiebung

dif="> " da;é; . (1.130)
=1

Nun kann man den Ortsvektor aber auch als vektorwertige Funktion der drei Variablen
x1, Ta, w3 auffassen, 7" = 7(x1, T2, x3). Damit gilt nach der Definition des totalen Differen-
tials (1.77) auch

3 _»
; o dz; . (1.131)

Der Vergleich von Gl. (1.130) mit Gl. (1.131) liefert
L or
g —

= . 1.132
J 8.’,13']‘ ( 3)
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1 Mathematische Vorbereitungen

Wegen 0z;/0x; = 0,; ist dies ganz offensichtlich mit der Definition (1.129) konsistent. Die
Identitét (1.132) ist aber leicht auf krummlinige Koordinaten verallgemeinerbar.

Wir betrachten den Satz {y1, y2, y3} von krummlinigen Koordinaten. Der Ein-
heitsvektor in y;—Richtung soll tangential zur y;,—Koordinatenlinie liegen,

or

—

Cp Y —
Yi Y
Yi

vel. Abb. 1.51.

.—Linie
y]

yl.—Linie

Abbildung 1.51: Einheitsvektoren in krummlinigen Koordinaten.

Um einen Einheitsvektor zu bekommen, muss man noch richtig normieren. Wir definie-
ren den sog. Skalenfaktor als

or
== . 1.133
Yi ayl ( )
Der Einheitsvektor in y;—Richtung lautet damit
or
Cy = b — 1.134
eyz Yi ayz ( )

Diese Basisvektoren bilden i.a. keine ortsfeste Basis, sondern ein lokales Vielbein (d.h.
ein Zweibein in d = 2 Dimensionen, ein Dreibein in d = 3 Dimensionen, etc.).

Beispiel: Ebene Polarkoordinaten

Mit 7 = (r cose, r sinp)l = 7(r,p) berechnen wir die Einheitsvektoren gemifi Gl.
(1.134):
or T - T
5 = (cos p, sinp)” | by=1 = €&, = (cosgp, sing)" ,
-
or

7 = (—rsing, rcosp)’ | by=r = ¢&,=(—sing, cosp)’ .
Diese Basisvektoren sind nicht ortsfest, da sie mit dem Polarwinkel ihre Lage éndern, vgl.
Abb. 1.52. Sie sind jedoch orthonormal, €, - €, = — cos ¢ sin ¢ + sin ¢ cos ¢ = 0.

Man spricht von krummlinig-orthonormalen Basisvektoren, falls

€y, * €y, = Oij -

k3
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1.5 Koordinatensysteme

Erl e¢ er
[ ]
® _>, V4 —
., 19 /7
e

Abbildung 1.52: Die Einheitsvektoren fiir ebene Polarkoordinaten. Thre Lage &ndert sich
als Funktion des Polarwinkels ¢.

In d = 3 Dimensionen bilden diese Basisvektoren in geeigneter Reihenfolge eine rechtshandi-
ge Orthonormalbasis, d.h.

Cyr = Cyp X Cyy y €y = €y X €y, Eyy = €y X Gy, - (1.135)

Das totale Differential des Ortsvektors lautet in krummlinigen Koordinaten
3

) oF I : B}
dr = B dy; = by, &, dy; = b, dy; &, . (1.136)
J j=1 7=1

Beispiel: Ebene Polarkoordinaten
In diesem Fall enthélt die Summe in Gl. (1.136) lediglich zwei Terme, den Variablen r
und ¢ der ebenen Polarkoordinaten entsprechend:

dr =dre, +rdpe, .

Wir kénnen auch die Differentialoperatoren aus Abschnitt 1.3.4 in krummlinigen
Koordinaten ausdriicken:

1. Gradient: Wir erhalten die y;—Komponente eines Gradientenfeldes ﬁ(b durch Pro-
jektion auf den Einheitsvektor €,:

877 ﬁgb _ b_l <8$‘1 8gz5 i 8@ 8gz5 i 8x3 8¢) b_l 8¢>

2y - V= bt B
Cy; v¢ Yi ayz Yi 8:% 8$’1 ayz 8$’2 8’3/2 8203 Yi ayl s

wobei wir die Kettenregel fir die Funktion ¢(7(y;)) angewendet haben. Das Gradi-
entenfeld hat daher in krummlinigen Koordinaten die Komponentendarstellung

3

Vo=> &b, e (1.137)
i=1 v
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1 Mathematische Vorbereitungen

Daraus ergibt sich der Nabla-Operator als

3
= 0
_ > -1
V= ; &, by, B (1.138)
Fiir die spezielle Wahl ¢ = y; erhalten wir
3 oy 3
Vi = duby a—y] = &b, 0y =e,b,"
i=1 ¢ i=1

was eine zu Gl. (1.134) alternative Formel fiir die Einheitsvektoren in krummlinigen
Koordinaten ergibt:

&y = by, Vi (1.139)
30.5.2013 (2) v

2. Divergenz: Mit dem Nabla-Operator (1.138) und einem beliebigen Vektorfeld

3
i=> a,é, (1.140)
j=1

erhalten wir fiir die Divergenz von @ in einer krummlinig-orthonormalen Basis:

3
= — — — 8 —
V-a = § : (eyi byil a—yl> : (ayj eyj)

i,j:l
3 1 aayj N ~ ) aé»yj
— Z,JZ:1 byi ayz eyi . €yj + ayj eyi . a—yz
: —
Oy, 0€,,.
I —1 Yj N . —yJ
] ; ' <a—yi Sy ) ' (1.141)

Dieser Ausdruck lafit sich noch weiter auswerten, indem man folgende Zwischen-
rechnung macht. Wegen der zweifachen stetigen Differenzierbarkeit des Ortsvektors
gilt
o’r 0T
OyiOy;  Oy;0y;
Dies kann man mit 07/dy; = by, €,,, s. Gl. (1.134), schreiben als

0 . 0 .
8_3/,( y; eyj) = a—yj( yi €yi)
ob,, 9, b, 9€,,
= e, + b, I = Yig 4+, —L .
Oy s T O Oy y; T y;

Skalare Multiplikation mit €, ergibt:
Ob oe,,  0Ob,, _  0Oe, 0by,

yj - _ ) _
5ij + byj Cy; - + byi Cy; -

dy; dyi Oy dy;  Oy;
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denn der letzte Term im Ausdruck zwischen den Gleichheitszeichen verschwindet
wegen 0 = d(ey, - €,) = 2€,, - dé,,. Etwas umgestellt erhalten wir das Resultat

. 0ey, _1 ( Oy, b, 1 Oby,
oy, =b, (5’% _5”8—%) b, dy; By, 170

wobei wir im letzten Schritt die Indizes ¢ und 7 im zweiten Term vertauscht haben
(dies ist wegen des Kronecker-Deltas erlaubt, da dieses i = j erzwingt). Dieses
Resultat setzen wir nun in Gl. (1.141) ein:

3
N Oda,. 1 Oby,
cd = bl | =26 +a, bt 1—9
V-a ”ZZI » {&yi j T+ Ay, v By, ( i)
3
Oa Ob,,
_ —1 Yi 1
— 21)% T Zl ay, b, b, 8%, (1.142)
1= Z]—
i£]

wobei wir von der ersten zur zweiten Zeile die Indizes ¢ und j im zweiten Term
vertauscht haben. Man iiberzeugt sich durch explizites Ausschreiben der Summen,
dass dies identisch ist mit

1 0

- ) 9
A= by b —— (by, b (b, b 1.14
Voa by, by, by, {&yl (bys byy @y ) + s (by, by, ay,) + Em (by, by, ay, )} , (1.143)

wenn man in diesem Ausdruck die partielle Differentiation per Produktregel ausfiihrt.

. Laplace-Operator: Der Laplace-Operator folgt sofort aus Gl. (1.143) mit GL
(1.138):

A 1 [3 (bygbyai)+i<bylbyai)+i(bylbyzi)}
by, by, by, [Oy1 \ by, O Oya \| by, Oy Oys \ by, Oys/)|

(1.144)

. Rotation: Mit der Komponentendarstellung (1.140) des Vektorfeldes @ und Gl.
(1.139) lautet dessen Rotation

3 3
Vxid = Y Vx(a,é,)=> Vx (ayjbyjﬁyj)

Der erste Term verschwindet aufgrund von Gl. (1.85). Im zweiten Term setzen wir
GL (1.138) ein:

3
— N — —1 = = a
Vxa= E byil byjl Ey; X Ey, i (byj bej) ’
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1 Mathematische Vorbereitungen

wobei wegen des Kreuzproduktes der Einheitsvektoren die Summe auf Terme i # j
beschrénkt werden kann. Weil die Einheitsvektoren eine rechtshdndige Orthonormal-
basis bilden, vgl. Gl. (1.135), konnen wir die Terme in der Summe umgruppieren

und erhalten das Resultat

V xd

€y 0 0 1
b yb e (bys ay;) — s (by, ay, )
y2 Oys | i
Cys [0 0 1
— (b —— (b
by by |0y ( Y1 ayl) Em ( Y3 ays)_
e, [ 0 0 1
b yg 3—y1 (by2 ay2) - a—yQ (byl a’yl)
Y1 YyY2 L a
1 by18€y1 by28€y2 by38€y3
T o s 3a , (1.145)
PLTRT byy ay, by, Gy, by ayg

wobeil die Notation als Determinante wiederum nur als mnemonische Hilfe zu ver-

stehen ist.

In den folgenden beiden Abschnitten werden die bislang allgemein hergeleiteten Ergebnisse
auf zwei besonders wichtige Systeme krummliniger Koordinaten angewendet, die Zylinder-

und die Kugelkoordinaten.

1.5.3 Zylinderkoordinaten

Zylinderkoordinaten sind zweckméfig fiir Probleme mit Zylindersymmetrie. Sie bestehen
aus ebenen Polarkoordinaten in einer Ebene, z.B. der (z,y)—Ebene, erginzt durch
eine kartesische Koordinatenachse senkrecht zu dieser Ebene, z.B. die z—Achse, vgl.

Abb. 1.53.

1

Abbildung 1.53: Zylinderkoordinaten.
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Die Transformationsformeln fiir die Abbildung (p, ¢, z) — (21, 22, x3) lauten

ry = pcosy,
To = psing, (1.146)
r3 = Z

~

/
AU

P
/

~_1

y

Abbildung 1.54: Koordinatenlinien in Zylinderkoordinaten.

Die Koordinatenlinien sind in Abb. 1.54 dargestellt. Aus den Transformationsformeln
(1.146) berechnen wir die Funktionaldeterminante

cosp —psing 0
sing pcosp 0 |=p. (1.147)

a(xlu T, .Tg) _
8(/)790775) 0 0 1

(Zur Berechnung empfiehlt sich eine Entwicklung der Determinante nach der letzten Zeile
oder Spalte.) Dies bedeutet, dass die Abbildung (p, ¢, 2) — (21, x9, x3) bis auf die durch
p = 0 definierte Untermannigfaltigkeit lokal umkehrbar ist.

Aus der Funktionaldeterminante folgt sofort das infinitesimale Volumenelement

a(l’l, T2, .Tg)

dV = d[[’l d[[’g dl‘g = a(p o Z)

dpdepdz = pdpdedz . (1.148)

Dies ist in Abb. 1.55 veranschaulicht.
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3

Abbildung 1.55: Das infinitesimale Volumenelement in Zylinderkoordinaten.

Mit 7 = (p cos, p sing, z)T berechnen sich die Skalenfaktoren und Einheitsvek-
toren wie folgt:

or

9, = (cos o, sing, 0), b,=1 = €, = (cosy, sinyp, 0",

p

a—)

8_7“ = (—psing, pcosp, )1, b, =p = &,=(—sing, cosp, 0),(1.149)
¥

8—»

3 = 0o bo=1 — & =é=(0,0,1)".
2

Man priift leicht nach, dass das durch {€,, €,, €.} aufgespannte Koordinatensystem eine
rechtshindige, krummlinig-orthonormale Basis bildet. Die Einheitsvektoren stehen
tangential zu den Koordinatenlinien, s. Abb. 1.56.
Das totale Differential berechnet sich geméf Gl. (1.136) mit den Skalenfaktoren aus
Gl. (1.149) wie folgt:
drf =dpe, +pdpe, +dze, . (1.150)

Die Differentialoperatoren sind
1. Nabla-Operator: Aus den Glgen. (1.138) und (1.149) folgt

0 (1.151)

2. Divergenz: Aus den Glgen. (1.143) und (1.149) folgt

. 1[0 5 0

V-a = P %(P@p)JF%%ﬂL@(/)%)

lg( )+1%+8a3

T 0o YT 0 T oz

da, a, 10a, Oa,

= —F— 4+t 4-—= ) 1.152
0p+p+p 890+3z ( )
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w

R/
A

=
s

P

Abbildung 1.56: Die rechtshindige, krummlinig-orthonormale Basis {€),, €,, €.} steht tan-
gential zu den Koordinatenlinien.

3. Laplace-Operator: Aus den Glgen. (1.144) und (1.149) folgt

A — 1 g 2 +la_2+ 6_2
" wlap\"op) T rag T o
0? 10 1 02 0?
IR A AT A= )

4. Rotation: Aus den Glgen. (1.145) und (1.149) folgt

AR
op Do Oz (1.154)
a, pa, a,

_ Lo (00 %)+~ (% 0@z)+lg (8@0%)_%)

pep Op e v 82_8p p ap dp

_ o (L0% O\ o (D4, D o (D4 a, 10a,
P \p oy 0z Y\ 0z Op \Nodp  p pop)

Als Anwendungsbeispiel fiir Berechnungen in Zylinderkoordinaten bestimmen wir zum
Abschlufl dieses Abschnittes noch Ortsvektor, Geschwindigkeit und Beschleunigung
eines physikalischen Objektes in Zylinderkoordinaten. Zunéchst ist anhand von Abb.
1.57 klar, dass der Ortsvektor lediglich eine Komponente in p— und eine Komponente in
z—Richtung, aber keine in ¢—Richtung hat,

Vxa =

I

(t) = p(t) &(t) + 2(t) €. . (1.155)
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1 Mathematische Vorbereitungen

Hierbei ist zu beachten, dass €,(¢) als krummlinige Koordinate nicht ortsfest ist, sich
also im Laufe der Zeit éndern kann. Dagegen ist €, fiir alle Zeiten konstant, €, = 0.

1

Abbildung 1.57: Der Ortsvektor in Zylinderkoordinaten.

Die Zeitableitung des Ortsvektors ergibt die Geschwindigkeit,
3(t) = 7(t) = p(t) €,(t) + p(t) €,(t) + 2(t) €. . (1.156)

Wir miissen noch die zeitliche Anderung (?p des Einheitsvektors €, bestimmen. Da die
drei Einheitsvektoren {€,, €,, €.} eine Orthonormalbasis bilden, muss ép durch diese drei
Einheitsvektoren ausdriickbar sein. Den entsprechenden Zusammenhang leitet man am
elegantesten mit Hilfe von GI. (1.150) fiir das totale Differential her, welche wir durch d¢
dividieren. Wir erhalten

d
G= =P+ pp T e, (1.157)

wobei wir das Zeitargument der Einfachheit halber unterdriickt haben. Da alle Einheits-
vektoren orthonormal zueinander stehen, ergibt der Vergleich von Gl. (1.156) mit (1.157):

&, = pé,. (1.158)

=

Ganz analog muss die Zeitableitung von €, durch die Einheitsvektoren {€,, €,, €.}
ausdriickbar sein. Jedoch gilt wegen Gl. (1.58) €,,-€, =0, d.h. €, L €,, d.h. €, kann keine
Komponente in €,—Richtung besitzen:

€p=0é,+3E, ¢p-E=a, € -6 =0. (1.159)
Aus der Orthonormalitéit der Basisvektoren leiten wir folgende Beziehungen ab:

—

Gl =0 = —(E,-6)=0 = &,-&,+&,-6,=0

dt
= a=¢6,8=-CC=—p, (1.160)
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wobei wir die Glgen. (1.158) und (1.159) benutzt haben. Damit ist der Koeffizient o« = —¢
bestimmt. Fiir den Koeffizienten 3 machen wir eine entsprechende Rechnung,

€y €, =0 = a(¢-ez):0 — €, € +é, €. =¢€,-,=0=0, (1.161)

wobei wir GL. (1.159) und €, = 0 benutzt haben. Setzen wir Glgen. (1.160) und (1.161)
in Gl. (1.159) ein, so erhalten wir .
&, = —p&, . (1.162)

Nun sind wir in der Lage, auch die Beschleunigung als Zeitableitung von Gl. (1.157) zu
berechnen (wir unterdriicken wieder die Abhéngigkeit von der Zeit):
a = v=r7
PEy+peEytppe,+ppe,+ppe,+Ze,
(5= p @2 &+ (pp +2p9) 5+ 5. | (1.163)
wobei wir die Glgen. (1.158) und (1.162) benutzt und die Terme geordnet haben.
Ebene Polarkoordinaten ergeben sich als Spezialfall der Zylinderkoordinaten fiir

z =2 =2 =0. Da die Bewegung stets in der (z,y)—Ebene stattfindet, ist p'= 7 und wir
erhalten fiir den Ortsvektor

T(t) = r(t) e.(t) , (1.164)
fiir die Geschwindigkeit
T=r€ +rye,, (1.165)
und fiir die Beschleunigung
a=(F—r¢?)e+ 2ro+rd)e,. (1.166)

1.5.4 Kugelkoordinaten

Kugelkoordinaten bzw. sphérische Koordinaten bzw. rdumliche Polarkoordinaten
sind zweckméfig fiir kugelsymmetrische Probleme. Sie bestehen aus einer Radialkoordi-
nate r, die der Léange des Ortsvektors entspricht, einem Polarwinkel ), der den Winkel
zwischen 77 und der x3—Achse beschreibt, 0 < ¥ < 7, und einem Azimutwinkel ¢,
der den Winkel zwischen der Projektion des Ortsvektors auf die (z1,z2)—Ebene und der
x1—Achse beschreibt, 0 < ¢ < 27, vgl. Abb. 1.58.

Die Transformationsformeln fiir die Abbildung (r, 9, ¢) — (21, 22, 23) lauten

ry = rsind cosp,
xe = rsindsing, (1.167)
T3 = T costy.
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1

Abbildung 1.58: Kugelkoordinaten.

Abbildung 1.59: Koordinatenlinien in Kugelkoordinaten.

Die Koordinatenlinien sind in Abb. 1.59 dargestellt. Die r—Linien sind vom Ursprung
ausgehende radiale Strahlen. Die ©/—Linien sind Halbkreise mit Zentrum im Ursprung und
berandet durch die x3—Achse. Die p—Linien sind konzentrische Kreise um die z3—Achse

parallel zur (x;, z2)—Ebene.
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1.5 Koordinatensysteme

Aus den Transformationsformeln (1.167) berechnen wir die Funktionaldeterminante

sind cosy 71 cos cosp —r sind sing

8(1}1,372,373) . . . .
—_ sind sinp 71 cosd sing 7 sind cos g

o(r, v, ¢)

cos —7 sin 0
= cosd| " cos ¥ cosp =T §Hl19 S| Gin g S{nﬂ cosp —r §1n19 sin ¢
r cos? sing 1 sint cosp sind siny 7 sinv cosp

= cos? (r2 cos? ¢ cost) sin®) + 2 sin? ¢ cos ) sin 19)

+ rsinv ('r sin® ¥ cos® ¢ + r sin® 9 sin® <p)

= r?cos? ¥ sin® + r?sin® ¥

= r’sind . (1.168)

Dies bedeutet, dass die Abbildung (7,9, @) +— (21, xs,x3) bis auf die durch » = 0 und
¥ = 0, 7 definierte Untermannigfaltigkeit lokal umkehrbar ist.

Aus der Funktionaldeterminante folgt sofort das infinitesimale Volumenelement

8(',1:‘17 T2, .T3)

= r?dr si : 1.1
o 0.9) drdddp = r*dr sinddd dep (1.169)

dV = d.Tl d.TQ d.Tg =

Als Anwendungsbeispiel berechnen wir das Volumen einer Kugel mit dem Radius R:
R T 2T R 1 3
R 4
V:/ dTTQ/ dﬁsinﬁ/ dg0:27r/ der/ deost =2 = 2= "L R .
0 0 0 0 -1 3 3

Mit 7= r(sin ¥ cos @, sin¥ sin ¢, cos )’ berechnen sich die Skalenfaktoren und Ein-
heitsvektoren wie folgt:

g—f = (sin® cosp, sin® sin ¢, cos ), b, =1

— &, = (sin® cos ¢, sin® sing, cos)’
% = 7r(cos¥ cos, cost sinp, —sin?)’ | by =r

— &y = (cos® cosp, cosV sinp, —sin)’ | (1.170)
S—Z = r(—sin¥ sin ¢, sind cos ¢, 0)" b, =1 sin?v

= ¢, = (—singp, cosp, 0)"

Man priift leicht nach, dass das durch {e, €y, €,} aufgespannte Koordinatensystem eine
rechtshindige, krummlinig-orthonormale Basis bildet. Die Einheitsvektoren stehen
tangential zu den Koordinatenlinien, s. Abb. 1.60.

Das totale Differential berechnet sich geméf Gl. (1.136) mit den Skalenfaktoren aus

Gl. (1.170) wie folgt:
dif =dré, +rddey +rsinddpe, . (1.171)
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1 Mathematische Vorbereitungen

Abbildung 1.60: Die rechtshindige, krummlinig-orthonormale Basis {é€,, €y, €,} steht
tangential zu den Koordinatenlinien.

Die Differentialoperatoren sind
1. Nabla-Operator: Aus den Glgen. (1.138) und (1.170) folgt

- L0 190 L 1 0
V—erg -

— _ . 1.172
+€ﬁr019+€“0rsin198g0 (1.172)

2. Divergenz: Aus den Glgen. (1.143) und (1.170) folgt

L1 [, o, 0
V-4 = g E(r 51n19ar)+819 (r 81n19a19)+8w(ra¥,)

1 0 1 Oa
= ——(r — (sinv £
r2 Or (rFar) + r sind U (sind ag) +

oa, a, 1 Oay agy cot 1 Oa,
_ 2 Z ) 1.1
8T+ r+r 819++ r Jr7“sinz9 Oy (1.173)

r sin v %

3. Laplace-Operator: Aus den Glgen. (1.144) und (1.170) folgt

1 [y N O (. O\ 8 ( 1
A'—;aaﬂa(fmﬁ@)*%(mﬁ%)+@(mwaﬁ]

2 or or r2sind ov oY r2sin? ¥ 02
# 20 19 cotd 9 1 0?

e TR T T 90 e 02

(1.174)

82



1.5 Koordinatensysteme

4. Rotation: Aus den Glgen. (1.145) und (1.170) folgt

1 € 1réy rsinde,
7 — 9 98 0
Vxa = 2gng | o 9 dp (1.175)

a, ray rsinda,

1 - 6 . 8 ., aar a '
© r2sind {er {8_19 (rsinda,) — %(T%)} +rey {&p ~ 3 (r Slnﬁa¢):|

... |0 oa,
+ 7 sind e, |:§(T‘a19)— 819}}
1 . 80,19 1 R 8CLT . 3
= rsind {% (sinday) - &p} * rsing Y [% _SIME(M“")}
1., [0 da,
+-é {—(Wﬂ)— }

—

r or oY
_ 18a¢+a¢cot19_ 1 Oday . 1 8a,~_%_a—¢
" \r o r r sind Oy r sind Odp or r
L [(Oay ay 1 0a,
- 6”(W+7_? 819) |

Als Anwendungsbeispiel fiir Berechnungen in Kugelkoordinaten bestimmen wir zum
Abschluf3 dieses Abschnittes noch Ortsvektor, Geschwindigkeit und Beschleunigung
eines physikalischen Objektes in Kugelkoordinaten. Zunéchst ist anhand von GI. (1.170)
klar, dass der Ortsvektor lediglich eine Komponente in r—Richtung hat,

7(t) = r(t) e.(t) . (1.176)
Die Zeitableitung des Ortsvektors ergibt die Geschwindigkeit,

T(t) = 7(t) = 7(t) €.(t) + r(t) €(t) . (1.177)

Andererseits gilt nach Gl. (1.171) fiir das totale Differential, dividiert durch d¢

d .
Uzazfe?—i-rﬂeﬁgjtrsinﬂ@e}, (1.178)

!

wobei wir das Zeitargument der Einfachheit halber unterdriickt haben. Der Vergleich von
Gl (1.177) mit (1.178) ergibt

& =0 +sindpe, . (1.179)

Wegen der Orthogonalititsrelation (1.58) und der Vollstandigkeit der Orthonormalbasis
{€., €y, €,} muss gelten:

€y = aé,+pe, (1.180)
€, = Ye€y+ie, . (1.181)
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Aus der Orthonormalitét der Basisvektoren leiten wir ferner folgende Beziehungen ab:

€6 =0 = =6 6=—E & =—1, (1.182)
G- Cr=0 = Q=8 E=—C-C=—7, (1.183)
Cp =0 = =€, 6 =—C,-6 =—sind¢, (1.184)

wobei wir die Glgen. (1.180) und (1.181) benutzt haben. Den noch unbekannten Koef-
fizienten o = —v bestimmt man wie folgt. Offenbar ist die z3—Komponente von €, =

(—sinp, cos ¢, 0) stets null. Dies gilt auch fiir €,. Fiir dessen x3—Komponente erhalten
wir somit mit Gl. (1.181) die Beziehung

0=—a(—sind) —sind¢ cosy = a=¢ cosv .
Die Glgen. (1.180) und (1.181) lauten also mit nun bestimmten Koeffizienten

€ = pcos?é,—VEé,, (1.185)
€, = —pcos?Ey—¢sindé, . (1.186)

Nun sind wir in der Lage, auch die Beschleunigung als Zeitableitung von Gl. (1.178) zu
berechnen (wir unterdriicken wieder die Abhéngigkeit von der Zeit):

i = v=r
= Fe e +r70E +rUE+ridey
+ 7'“sinﬂ@@,—l—'r’cosﬂ19<p€¢+rsin19¢e}+rsinﬂ@é},
= 7 & +7 (V& + @ sindE,) + 70 E+ 1V + 10 (P cosIE, — V&)
+ 7’“sinﬁcpé:errcosﬁﬁcp€¢+rsinﬁcﬁé;,—rsinﬁcpZ(cosﬁé’,ngsinﬁé})
= (7'*—7“192—rgb2 sin%?)é}
+ (r1§+2f19—rcp2 sinﬁcosﬁ)ég
+ <r¢sinﬂ+27‘gbsinﬂ+2r1§‘gbcosﬁ>e},, (1.187)

wobei wir die Glgen. (1.179), (1.185) und (1.186) benutzt und die Terme geordnet haben.
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Wir kommen nun zum ersten wichtigen Thema der klassischen Mechanik: der Beschrei-
bung der Bewegung von Massenpunkten. Ein Massenpunkt ist hierbei ein physika-
lischer Ko6rper der Masse m mit vernachléassigbarer Ausdehnung. “Vernachléssig-
bare Ausdehnung” bedeutet, dass sie fiir das betrachtete Problem irrelevant ist.

Beispiel: Die Ausdehnung der Erde beziiglich der Bahnbewegung der Erde um die
Sonne. Der Erdradius ist im Mittel Rgqc ~ 6.371 km, wahrend der mittlere Abstand der
Erde von der Sonne dag ~ 149.597.870 km = 1 AE (Astronomische Einheit) betragt.
Es gilt also Rprqe/dar =~ 4,26 - 107%, d.h. Rprqe < dag. Dieses Beispiel macht deutlich,
dass man sich bei einem gegebenen physikalischen Problem zunéchst Klarheit iiber die
Groflen- bzw. Skalenverhéltnisse verschaffen muss, damit man physikalische Korper als
Massenpunkte behandeln kann.

Die freie Bewegung von Massenpunkten bedeutet eine Bewegung ohne Zwangs-
bedingungen. Bewegungen, die Zwangsbedingungen unterliegen, werden wir im zweiten
Teil der Vorlesung (Mechanik II: Analytische Mechanik) ausfiihrlich behandeln.

2.1 Kinematik

2.1.1 Das Grundproblem der Kinematik

Die Kinematik besteht aus der Beschreibung der Bahnbewegung, ohne nach den Ursa-
chen fiir diese Bewegung zu fragen. Die typische Aufgabenstellung in der Kinematik
ist die folgende: gegeben sei die Beschleunigung d(t) eines Massenpunktes. Zu bestim-
men ist die daraus resultierende Raumkurve 7(t). Da die Beschleunigung die zweite
Ableitung von 7(t) nach der Zeit ist, @(t) = 7(t), besteht die Losung des Problems im
zweifachen Integrieren nach der Zeit:

—  U(t) = 17(t0)+/tdt’£(t’), (2.1)

to

—  7(t) = 7(ty) + / tdt’ﬁ(t’)

to

= Fto) + /t: dat’ [U(t0)+ /t: dt” 6@")]

— Rty + T(ty) (£ — to) + /t v /t " g (2.2)
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Hierbei treten zwei Integrationskonstanten auf, die Geschwindigkeit () und der Ort
7(to) zum Anfangszeitpunkt to der Integration. Eine eindeutige Losung des kinematischen
Problems erfordert die Kenntnis dieser beiden Integrationskonstanten. Im folgenden Ab-
schnitt werden wir die allgemeine Losung fiir einfache Bewegungsformen konstruieren, die
aus einer speziellen Wahl fiir die Beschleunigung resultieren.

2.1.2 Einfache Bewegungsformen

1. Geradlinig gleichférmige Bewegung:
In diesem Fall ist die Beschleunigung fiir alle Zeiten null, @(t) = 0 V ¢t und die
Geschwindigkeit ist fiir alle Zeiten konstant, v(t) = ¥(ty) = vy V t. GemaB Gl. (2.2)

erhalten wir:
7(t) = 7(to) + Uo (t — to) - (2.3)

Diese Bewegungsform ist in Abb. 2.1 graphisch veranschaulicht.

Abbildung 2.1: Die geradlinig gleichférmige Bewegung.

Geradlinig bedeutet, dass die Bewegung zu allen Zeiten auf einer Geraden stattfin-
det, die Bewegungsrichtung ~ vy also konstant bleibt. Gleichférmig bedeutet,
dass in gleichen Zeitintervallen gleiche Wegstrecken zuriickgelegt werden.

2. Geradlinig gleichméiflig beschleunigte Bewegung:
In diesem Fall ist die Beschleunigung fiir alle Zeiten konstant, d(t) = dy = const.
und entweder ist U(tg) = 0 oder 0(tg) = ao. Wir betrachten zunichst #(ty) = 0;
der Fall 0(ty) = ap wird bei der néchsten Bewegungsform diskutiert. Gemif Glgen.
(2.1), (2.2) erhalten wir:

u(t) = do(t—to), (2.4)

wobei wir z = t’ — ty als Integrationsvariable substituiert haben.
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aftyt)/2

)
gt )2

Abbildung 2.2: Die geradlinig gleichméfig beschleunigte Bewegung.

Diese Bewegungsform ist in Abb. 2.2 graphisch veranschaulicht.

Die Bewegung ist geradlinig, da sie auf einer Geraden stattfindet, die parallel zu
dp ausgerichtet ist, die Bewegungsrichtung bleibt also konstant ~ ay. Gleichméflig
bedeutet, dass die Beschleunigung dem Betrag nach konstant ist.

. Gleichm#flig beschleunigte Bewegung:
Fiir diese Bewegungsform ist die Beschleunigung ebenfalls konstant, d(t) = dy =

const., aber jetzt ist i.a. U(ty) = vp # 0 und vy # ag. Aus den Glgen. (2.1), (2.2)
folgt:

F(t) = Fto) + Uo (t —to) + % do (t —to)? . (2.7)

Ganz offensichtlich resultiert die Trajektorie aus der Uberlagerung der beiden vor-
angegangenen Bewegungsformen der geradlinig gleichformigen, Gl. (2.3), in Rich-
tung der Anfangsgeschwindigkeit 7y und der geradlinig gleichméfig beschleunigten,
Gl. (2.5), in Richtung der Beschleunigung dy, vgl. Abb. 2.3.

— 2
alt—t)/2
o(t1ty)

. afty=t))/2
ity apl =1y

) \

Abbildung 2.3: Die gleichméfig beschleunigte Bewegung.
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Die Trajektorie ist fiir 9y # ao gekriimmt. Fiir 09 — ao geht diese Kriimmung jedoch
gegen null und wir erhalten eine geradlinig gleichméfig beschleunigte Bewegung, der
eine geradlinig gleichformige Bewegung (in der gleichen Richtung) iiberlagert ist.

. Kreisbewegung;:

Zur Beschreibung dieser Bewegungsform bieten sich ebene Polarkoordinaten an. Wir
nehmen an, dass der Radius des Kreises konstant bleibt, » = const., also » = 0. Dann
folgt aus den Glgen. (1.164), (1.165) und (1.166):

Ft) = ret), (2.8)
U(t) = ro(t)e(t), (2.9)
at) = —r@*t)e(t) +rdt) et . (2.10)

Hier haben wir die Zeitabhéngigkeiten explizit ausgeschrieben. Die Zeitableitung
des Polarwinkels bezeichnet man als Winkelgeschwindigkeit,

w(t) = o(t) . (2.11)
Damit gilt fiir den Betrag der Geschwindigkeit:
v(t) =rw(t) . (2.12)

Die Radialkomponente der Beschleunigung ist identisch mit der im Zusammenhang
mit den natiirlichen Koordinaten eingefiihrten Zentripetalbeschleunigung,

ay(t) = —rw?(t) . (2.13)

Das negative Vorzeichen besagt, dass sie zum Ursprung, also dem Kreismittelpunkt,
zeigt. Die Polarkomponente der Beschleunigung ist die sog. Tangentialbeschleu-
nigung,

ay(t) =rw(t) . (2.14)
Der Spezialfall der gleichférmigen Kreisbewegung ergibt sich fiir eine konstan-
te Winkelgeschwindigkeit, w = const., fiir den a, = 0, a, = —r w? = const. und

v =wr = const. folgt.

Man kann der Winkelgeschwindigkeit einen Vektor zuordnen, dessen Richtung die
Drehrichtung charakterisiert. Dies muss dann ein axialer Vektor sein. Die Zuord-
nung ist so definiert, dass der Vektor in Richtung der z—Achse zeigt, &(t) = w(t) €,
wenn die Drehung im mathematisch positiven Sinn (Gegenuhrzeigersinn) verlduft.
Es gilt

(t) = d(t) x 7(t) , (2.15)
vgl. Abb. 2.4.

Wir iiberpriifen, dass diese Gleichung korrekt ist:
U(t) =d(t) x7(t) =w(t)re, x é.(t) = w(t)rey(t),

wobel wir €, x €,.(t) = €,(t) benutzt haben, was aus Abb. 2.4 folgt. Die rechte Seite
dieser Gleichung ist aber unter Benutzung von Gl. (2.12) identisch mit Gl. (2.9),
woraus die Richtigkeit von Gl. (2.15) und damit die der Zuordnung der Richtung
von &(t) folgt.



2.2 Grundgesetze der Dynamik

Abbildung 2.4: Zur Definition der Richtung von &(t).

2.2 Grundgesetze der Dynamik

Die Dynamik fragt im Gegensatz zur Kinematik nach der Ursache fiir eine Bewegung.
Bei bekannter Ursache soll dann die Bahnkurve des Korpers berechnet werden.

Bevor wir mit der Diskussion der Grundgesetze der Dynamik beginnen, verschaffen wir
uns kurz Klarheit iiber die Struktur einer physikalischen Theorie. In jeder Theorie
gibt es Definitionen, die sich in Basisdefinitionen und Folgedefinitionen unterteilen.
Basisdefinitionen beziehen sich auf Begriffe, die keiner weiteren Erlauterung bediirfen,
z.B. der physikalische Ort eines Massenpunktes, beschrieben durch den Ortsvektor 7(t).
Folgedefinitionen beziehen sich auf Begriffe, die aus Basisdefinitionen abgeleitet wer-
den, z.B. die Geschwindigkeit eines Massenpunktes, die sich aus der Zeitableitung des
Ortsvektors ergibt, v(t) = 7(t).

In dhnlicher Weise unterteilt man die Sétze einer physikalischen Theorie. Es gibt Axio-
me bzw. Prinzipien oder Postulate, die die Theorie begriinden und an deren Anfang
stehen. Diese sind mathematisch unbeweisbar. Fiir die Klassische Mechanik sind dies
die Newtonschen Axiome, die wir im néichsten Abschnitt vorstellen werden. Aus den
Axiomen leiten sich Theoreme ab, d.h. sie sind unter Zuhilfenahme der Axiome, also im
Rahmen der Klassischen Mechanik der Newtonschen Axiome, mathematisch beweisbar.

In der Physik entscheidet die Ubereinstimmung mit der Naturbeobachtung iiber die
Richtigkeit einer bestimmten Theorie. Die Klassische Mechanik hat sich fiir alle Na-
turphdnomene auf der Gréflenskala der alltdglichen Erfahrung und z.T. auch dariiberhin-
aus auf grofferen Skalen in diesem Sinne als richtig erwiesen. Dies begriindet ihre zentrale
Rolle im Kanon der Grundvorlesungen der Theoretischen Physik.
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2 Mechanik des freien Massenpunktes

2.2.1 Die Newtonschen Axiome

Die Newtonschen Axiome erfordern die Einfithrung der Begriffe Kraft und triger Masse,
also zweier Basisdefinitionen.

90

1. Kraft: Die Kraft entspricht der Anstrengung, die notig ist, um den Bewegungs-

zustand eines Korpers zu dndern. Da die Bewegung eines Korpers iiblicherweise
in einer bestimmten Richtung erfolgt, und damit die Anderung eines Bewegungs-

zustands ebenfalls in einer gewissen Richtung stattfinden muss, ist die Kraft eine
vektorielle Gréfle, F. Die Einheit der Kraft ist Newton, [F] = N.

Dass die Kraft mit der Anderung eines Bewegungszustands einhergeht, ist beilei-
be nicht so selbstverstindlich wie es klingt. Newtons Zeitgenossen waren namlich
der Auffassung, dass die Kraft die Ursache fiir die Bewegung von Korpern ist.
Damit miifite selbst ein gleichformig bewegter Korper stdndig einer Kraft ausge-
setzt sein, um seinen Bewegungszustand zu erhalten. Umgekehrt wiirde ein beweg-
ter Korper, auf den keine Kraft ausgeiibt wird, irgendwann zur Ruhe kommen. Dies
entsprach der gdngigen Meinung von Newtons Zeitgenossen, weil sie offenbar mit Be-
obachtungstatsachen zu begriinden ist, z.B. dass eine Kutsche von Pferden gezogen
werden muss, um eine konstante Reisegeschwindigkeit zu halten und irgendwann
zum Stillstand kommt, wenn sie nicht mehr gezogen wird. Dies ist natiirlich ein
Trugschluss, denn die Kutsche hort aufgrund von Reibungskriften auf zu rollen
und muss gezogen werden, um diese Reibungskrifte auszugleichen. In der Tat ist
es gerade die Einwirkung der Reibungskrifte, die den Bewegungszustand einer
rollenden, nicht von Pferden gezogenen Kutsche dndert, ganz im Sinne der obigen
Definition der Kraft.

. Trige Masse: Die triige Masse ist der Widerstand eines Korpers gegen Ande-

rungen seines Bewegungszustands. Da dieser Widerstand i.a. unabhéngig von der
Richtung der Anderung des Bewegungszustands ist, ist die triige Masse eine skalare
Grofle, m,. Sie ist reell und positiv definit, m; € R, m; > 0. Die Einheit der
Masse ist Kilogramm, [m,] = kg.

Offenbar miissen wir fiir verschiedene Korper unterschiedliche Kraftanstrengungen
aufbringen, um sie in einen Zustand der Bewegung zu versetzen, selbst wenn sie die
gleiche Grofe, d.h. das gleiche Volumen, besitzen, z.B. ein Stiick Eisen im Vergleich
zu einem Stiick Holz gleicher Grofle. Diese Korper unterscheiden sich in ihrer tragen
Masse, die trage Masse ist also eine Materialeigenschaft.

Aus diesen Basisdefinitionen leiten sich folgende Folgedefinitionen ab:

1. Kréaftefreier Korper: Ein kriftefreier Korper ist ein Korper, auf den keine dufle-

ren Krifte wirken.

Dies ist im Grunde eine Modellvorstellung, die niemals exakt zu realisieren ist, da
man einen solchen Korper vollstdndig von seiner Umgebung und deren Einfliissen
isolieren miifite. Nach gegenwértigem Kenntnisstand der Naturkréfte ist dies nicht
moglich.
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2. Inertialsystem: Ein Inertialsystem ist ein Koordinatensystem, in dem ein kréfte-
freier Korper im Zustand der Ruhe oder der geradlinig gleichférmigen Bewegung
verharrt.

Dies bedeutet, dass der Korper nicht beschleunigt wird, d@(t) =0 V ¢.

3. Impuls: Der Impuls ist das Produkt aus trager Masse und Geschwindigkeit eines
Korpers,
pP=mU. (2.16)
Wie die Geschwindigkeit ist er eine vektorielle Grofle. Als Produkt einer Basisgrofie
(m;) und einer abgeleiteten GréBe (7 = 7) ist er ebenfalls eine abgeleitete GroBe.
Dadurch dass der Impuls sowohl zur Geschwindigkeit wie auch zur tragen Masse ei-
nes Korpers proportional ist, charakterisiert er einerseits dessen Bewegungszustand
und andererseits auch dessen Widerstand gegen Anderungen dieses Bewegungszu-
standes.

Nach diesen Definitionen sind wir nun in der Lage, die Newtonschen Axiome anzu-
geben:
1. Newtonsches Axiom (Galileisches Trigheitsgesetz):

Jeder Korper verharrt im Zustand der Ruhe oder der gleichférmigen Be-
wegung, wenn er nicht durch duflere Krifte gezwungen wird, seinen Bewe-
gungszustand zu dndern.

Unter Zuhilfenahme des Begriffs des kréftefreien Korpers 18t sich das 1. Newtonsche
Axiom auch als Definition des Inertialsystems verstehen, s. oben.
2. Newtonsches Axiom (Bewegungsgesetz):

In einem Inertialsystem ist die Anderung des Impulses gleich der Kraft, die
diese Anderung hervorruft,

F=p= % (my T) . (2.17)
Bemerkungen:
(i) Aus der Produktregel folgt
F=m,0+mt=m0+ma. (2.18)
Falls m; = const., so ist m; = 0 und
F=ma. (2.19)

Dies ist die dynamische Grundgleichung der klassischen Mechanik. Es
ist aber stets zu bedenken, dass sie ausschlieflich fiir Korper gilt, deren triage
Masse zeitlich konstant ist.

Bei ndherer Betrachtung ist dies fiir alle Fortbewegungsmittel, die Treibstoff ver-
brauchen, den sie selbst mitfithren, wie z.B. Autos, Flugzeuge, Raketen etc. nicht
der Fall, nicht einmal fiir Radfahrer, Laufer oder Fuiginger. Fiir alle diese Fille
gilt (in der Regel, d.h. bis zum néichsten Auftanken) 1, < 0, also m; # const..
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2 Mechanik des freien Massenpunktes

(ii) Die dynamische Grundgleichung (2.19) 148t sich nach der Beschleunigung auflosen,
. . F
r=ad=—.

my
Damit bestimmt das Verhéltnis von Kraft zu triager Masse die Trajektorie 7(t),
denn diese kann man im Prinzip durch zweimaliges Integrieren nach der Zeit (und
Angabe von zwei Integrationskonstanten) aus der Beschleunigung berechnen, wie
in Abschnitt 2.1.1 ausfiihrlich diskutiert.

(iii) Mit Hilfe des 2. Newtonschen Axioms ld8t sich die Kraft als Folgedefinition
auffassen, die aus der trigen Masse (einer BasisgroBe) und der Beschleunigung
(eine aus der Basisgrofie Ort abgeleitete Grofie) abgeleitet wird. Newton als Ein-
heit der Kraft kann dann durch die Einheiten von triger Masse, Linge und Zeit
ausgedriickt werden:

— 7_»’ m

3. Newtonsches Axiom (Reaktionsprinzip, actio = reactio):

Gegeben seien zwei Korper. Sei Fi, die Kraft, die der zweite Korper auf
den ersten ausiibt, und ﬁzl die Kraft, die der erste auf den zweiten ausiibt.
Dann gilt: . .

Fiy = —F5 . (2.20)
Beispiel: Eine Kugel, die auf einer Tischplatte liegt, iibt auf die Platte eine Kraft aus.
Umgekehrt {ibt die Tischplatte eine Kraft auf die Kugel aus, vgl. Abb. 2.5.

Y F21

Abbildung 2.5: Beispiel fiir das 3. Newtonsche Axiom.

Mit Hilfe des 3. Newtonschen Axioms l&t sich eine Mef3vorschrift fiir die trige

Masse definieren. Fiir zwei Massenpunkte mit den tragen Massen m;; und m, o, die

aufeinander Krifte ausiiben, aber ansonsten keiner anderen Kraft ausgesetzt sind, gilt
mgq az

Myl G = —Myal2 == My 01 =My 0y < m = 0 (221)
) 1
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2.2 Grundgesetze der Dynamik

Beschleunigungen sind gut meBbare Gréfien; man bendtigt lediglich Zeit- und Orts-
messungen, um sie festzulegen, aber braucht die Kréifte, die die Beschleunigungen
verursachen, nicht zu kennen. Das Verhéltnis der Beschleunigungen und damit auch
das Verhéltnis der tragen Massen ist damit unabhéngig von den wirkenden Kréften.
Dies macht noch einmal deutlich, dass die trige Masse eine Materialeigenschaft ist.

Durch die Einfithrung eines Massennormals, d.h. einer Testmasse, deren Wert wir frei
festlegen konnen, kann man alle anderen Massen durch Vergleich mit dieser Testmasse
bestimmen. Die Testmasse habe den Wert 1 kg. Damit werden alle anderen Massen in
Einheiten von kg festgelegt, z.B. nach Gl. (2.21) fiir m;; = 1 kg als Testmasse:

ay
Mmio = — kg .
a2
Die Mafizahl ay/a; der Masse m; 2 muss nun noch durch ein geeignetes Experiment,
welches das Verhéltnis der Beschleunigungen festlegt, bestimmt werden.

4. Newtonsches Axiom (Superpositionsprinzip):

— —
Wirken auf einen Korper mehrere Kriafte Fi, ..., F,,, so addieren sich diese
wie Vektoren,

ﬁ:iii. (2.22)

2.2.2 Krifte

Kréafte sind i.a. nicht iiberall in Raum und Zeit konstant, sondern variieren mit 7 und ¢.
Sie sind also im mathematlschen Sinn Kraftfelder. Sie konnen daruberhlnaus auch von
der Geschwindigkeit 7 abhéngen; eine Abhéngigkeit von der Beschleunigung 7 ist aber in
der Regel auszuschlielen, ‘
Beispiele:

1. Gewichtskraft, Schwerkraft:

—

F =mg. (2.23)

Hierbei ist m, die sog. schwere Masse und ¢ die Erdbeschleunigung. In einem
kartesischen Koordinatensystem, in dem die z—Achse senkrecht zur Erdoberfliche
steht, ist g = (0,0, —g), wobei g ~ 9,81 m/s? der (mittlere) Wert der Beschleunigung
an der Erdoberfliche ist. Die Einheit der schweren Masse ist dieselbe wie die der
tragen Masse, [m;] = kg.

Das sog. Gewicht, welches man im Alltagsgebrauch gerne in kg angibt, ist streng ge-
nommen keine Masse, sondern eine Kraft, ndmlich die Gewichtskraft bzw. Schwer-
kraft (2.23), die auf eine Masse an der Erdoberfiche einwirkt. Eine schwere Masse
m, = 1 kg erfihrt aufgrund dieser Gewichtskraft die Beschleunigung von 9,81 m/s?.
Die Gewichtskraft bzw. Schwerkraft betridgt also eigentlich 9,81 N, und nicht 1 kg
(was schon aufgrund der Einheit keine Kraft sein kann).
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2 Mechanik des freien Massenpunktes

Was ist die Relation zwischen schwerer Masse und triager Masse? Die Beschleunigung
a, die ein Korper der tragen Masse m, im Schwerefeld der Erde erfihrt, ist aufgrund
des 2. Newtonschen Axioms und Gl. (2.23) mit seiner schweren Masse verkniipft:

mS mS
F = mia=F;=ms9g=const. — a=—g=const. — — = const.
my my
= Mg ~ My .

Trige Masse und schwere Masse sind also zumindest zueinander proportional. Aber
was ist der Wert der Proportionalitdtskonstanten? Diese Frage beantwortet das sog.
Einsteinsche Aquivalenzprinzip. Es besagt, dass die beiden folgende Situationen
hinsichtlich des Meflergebnisses prinzipiell ununterscheidbar sind:

(i) Eine Person fiihrt in einem fensterlosen Raumschiff, welches sich mit Beschleu-
nigung @ = (0,0,a) durch den kréftefreien Raum bewegt, eine Messung der
trigen Masse m; eines Korpers durch.

(ii) Eine Person fithrt in einem fensterlosen und bis auf die Schwerkraft kréftefreien
Raum auf der Erdoberfldche eine Messung der schweren Masse m, desselben
Korpers durch.

Dies ist in Abb. 2.6 noch einmal bildlich dargestellt. Da beide Personen keinen
Bezugspunkt auflerhalb des Raumes haben, mit dessen Hilfe sie entscheiden kénnten,
ob sie sich im Raumschiff oder auf der Erde befinden, ist die Schluifolgerung aus
der Messung der beiden Massen

Mms =my =m. (2.24)

=)

g

Abbildung 2.6: Zum Einsteinschen Aquivalenzprinzip.

2. Zentralkrifte: ' ‘
F(F,7t) = f(rirt) e . (2.25)

Die Kraft wirkt immer radial vom Ursprung weg (f > 0) bzw. zum Ursprung hin

(f <0).
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2.2 Grundgesetze der Dynamik

Beispiele:

(i) Gravitationskraft, die von einer Masse M im Koordinatenursprung auf eine
Masse m am Ort 7 ausgeiibt wird, vgl. Abb. 2.7,

£ == 25

(2.26)

r2

Abbildung 2.7: Zu der von der Masse M auf die Masse m ausgeiibten Gravitationskraft.

Die Konstante v ~ 6,674 - 107'! N(m/kg)? heift Newtonsche Gravitati-
onskonstante.
(ii) Coulombkraft, die von einer Ladung ) im Koordinatenursprung auf eine
Ladung ¢ am Ort 7" ausgeiibt wird,
1 4@

fr) = dmeg 12

Die Konstante ¢y ~ 8,854-10712 As/Vm ist die sog. Dielektrizititskonstante
des Vakuums.

(2.27)

3. Lorentzkraft, die ein Teilchen der Ladung ¢ in einem elektromagnetischen Feld
erfahrt,

—

F=gq [E(F, t)+7x B(7,1)] . (2.28)

Hierbei ist ¢ die Teilchengeschwindigkeit, E die elektrische Feldstirke und B die
magnetische Induktion. Die Lorentzkraft ist i.a. eine geschwindigkeitsabhingige
Kraft.

4. Reibungskrifte, die der Geschwindigkeit eines sich bewegenden Korpers entge-
genwirken und ihn zur Ruhe bringen méchten:

Fr=—a(v)7, al)>0. (2.29)
Man unterscheidet

(i) Stokessche Reibung: o(v) = a = const..
(ii)) Newtonsche Reibung: a(v) = fv, (= const..
Auch Reibungskrifte sind, wie die Lorentzkraft, geschwindigkeitsabhingig.
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2 Mechanik des freien Massenpunktes

2.2.3 Inertialsysteme, Galilei- Transformation

Die Verschiebung oder Drehung eines Koordinatensystems hat keinen Einfluss auf die
Bahnbewegung eines Korpers. Man wéhlt giinstigerweise dasjenige Koordinatensystem,
in dem die Berechnung der Bahnbewegung besonders einfach wird.

Die Frage ist, was mit der Beschreibung der Bahnbewegung passiert, wenn wir von
einem Koordinatensystem ¥ in ein Koordinatensystem Y’ transformieren, das sich relativ
zu ¥ mit konstanter Geschwindigkeit bewegt, vgl. Abb. 2.8. Der Einfachheit halber
wahlen wir kartesische Koordinaten.

m

1

Abbildung 2.8: Galilei-Transformation.

Zum Zeitpunkt ¢ = 0 mogen die Urspriinge der beiden Koordinatensysteme iiberein-
stimmen. Da sich der Ursprung von ¥’ in 3 mit konstanter Geschwindigkeit vy = const.
bewegt, gilt

Folt) = Tot = To(t) = i(t) =T = const. = do(t) = U(t) = o(t) =1, = 0.
Offenbar gilt dann
7(t) () + 7o(t) (2.30)
) =7 t) = F(t)+ i) =T (t) + T, (2.31)
at)y=rt) = 7)) +rt) =a'(t). (2.32)
Damit gilt aber auch B B
F=md=ma' =F", (2.33)

d.h. die Krifte, die in ¥ und in ¥’ auf die Masse m wirken, sind identisch. Insbesondere
ist ein kraftefreier Korper in X, F=ma= 0, auch ein kréftefreier Korper in 3,
F'=ma’' = 0. Mit anderen Worten, falls ¥ ein Inertialsystem ist, so ist auch ¥’ ein
Inertialsystem und umgekehrt.

Offenbar ist ¥’ genau dann ein Inertialsystem, wenn ¥ ein Inertialsystem ist und wenn
To(t) = U t, mit vy = const.. Da Up beliebig ist, gibt es unendlich viele Inertialsysteme.
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2.2 Grundgesetze der Dynamik

Die Transformation (2.30) — (2.32), welche ein Inertialsystem in ein anderes transformiert,
heifit Galilei-Transformation. Dabei nimmt man an, dass es eine absolute Zeit gibt,
die sich bei der Transformation nicht dndert,

t=t.

Diese Annahme wird spiéiter in der speziellen Relativitdtstheorie widerlegt werden; anstelle
der Galilei-Transformation tritt die Lorentz-Transformation.

2.2.4 Rotierende Bezugssysteme, Scheinkrafte

Aus dem letzten Abschnitt ist klar, dass ein relativ zu einem Inertialsystem rotierendes
Koordinatensystem kein Inertialsystem darstellt, da hier @(t) # const. ist. Die Gleichun-
gen (2.31) und (2.32) werden ersetzt durch

t)y = v'(t) +170.(t) + ()t
(t) = @'(t) +20(t) + 0o(t)t # a'(t) -

=1
—

S

Damit ist ein im System Y kréftefreier Korper nicht mehr kriftefrei im System Y,

),

= =0=20(t) +vo(t) t +a'(t) =a'(t) = —20(t) — To(t)t £ 0 ,

S|

m

d.h., er erfiahrt in >’ eine Beschleunigung @’(¢) # 0, auch wenn er in 3 beschleunigungsfrei
ist.

Wir machen uns dies anhand eines Beispiels klar. Wir betrachten ein Inertialsystem
>: und ein relativ dazu mit konstanter Winkelgeschwindigkeit w = const. rotierendes
Nicht-Inertialsystem ', vgl. Abb. 2.9.

20 2
A

{
v

l!

Wt 1

Abbildung 2.9: Das Inertialsystem ¥ und das relativ dazu rotierende Nicht-Inertialsystem
Y.

Die beiden Koordinatensysteme mogen denselben Ursprung und dieselben 3—Achsen
haben, €3 = €;. Die Rotationsachse sei die z—Achse, d.h. die (1’,2')—Achsen von ¥’
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2 Mechanik des freien Massenpunktes

rotieren in der (1,2)—Ebene mit konstanter Winkelgeschwindigkeit. Zum Zeitpunkt ¢t = 0
sollen die (1’,2")—Achsen gerade mit den (1,2)—Achsen identisch sein. Es ist vorteilhaft,
fiir die weitere Betrachtung Zylinderkoordinaten zu benutzen. Dann gilt

11.6.2013

p = r,
e = ¢ +wt, (2.34)
z = 2.

Die Beschleunigung in Zylinderkoordinaten ist durch Gl. (1.163) gegeben, woraus wir fiir
die Komponenten der Kraft im System ¥ erhalten

F, = ma,=m(p—p¢°) , (2.35)
Fcp = ma¢:m(p¢+2,b<p) ) (2'36)
F, = ma,=m?. (2.37)

Im System > erhalten wir dagegen mit den Beziechungen (2.34)

F = ma)=m (i =0 @) = m[i—p(g—w)?]

= (e ) b mpw@p—w) = Fytmpw(2¢ W) (239)
F, = ma;=m(p' @ +20¢)=mpd+2p(¢—w)],

— F,—2mjw, (2.39)
F! = ma.=mz =mi=F,. (2.40)

Fiir einen in ¥ kréftefreien Korper gilt F, = F, = F, = 0, aber in ¥’ gilt dann fiir
denselben Korper

: 2

E = 2mpw¢d +mpw”, (2.41)
/A .

F, = —2mpw, (2.42)

F/ = 0. (2.43)

Der Korper ist nicht mehr kréftefrei in >, welches damit offensichtlich kein Inertialsystem
mehr ist. Auf den Korper wirken sog. Scheinkréfte. Die beiden wichtigsten davon sind
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1. die Zentrifugalkraft, entsprechend dem zweiten Term in Gl. (2.41). Falls die Masse

m in ¥’ ruht, so dass ¢’ = 0, dann ist F L, = m pw?. Diese Kraftkomponente, die
vom Ursprung weg in radialer Richtung wirkt, spiirt man beispielsweise im Auto bei
der Fahrt durch eine Kurve. Im System ¥’ des Autos scheint die Zentrifugalkraft
den Fahrer nach auflen zu driicken. Dies ist eine Scheinkraft, da die Ursache der
Beschleunigung eigentlich das Bestreben des Fahrers ist, in seinem urspriinglichen
Bewegungszustand (geradlinige Bewegung) zu verharren. In einer Raumstation kann
man mit Hilfe der Zentrifugalkraft eine kiinstliche Schwerkraftwirkung erzeugen.

. die Corioliskraft (2.42). Diese Kraftkomponente bewirkt, dass ein Stein, den man

von einem Turm auf der (rotierenden) Erde fallen 148t, nicht senkrecht nach unten
fallt. Zunéchst wiirde man vermuten, dass der Auftreffpunkt gegeniiber dem Start-
punkt entgegen der Erdrotation (also westlich) versetzt erscheint, weil sich die Erde
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wihrend der Fallbewegung ein Stiickchen weitergedreht hat. Dies ist zwar richtig,
aber der Stein hat beim Loslassen auch eine nichtverschwindende Geschwindigkeits-
komponente in Richtung der Erdrotation und diese ist auf der Turmspitze grofer
als am Fuf} des Turms. Dies kehrt den Effekt um und sorgt fiir eine Ablenkung in
Richtung der Erdrotation (also 6stlich).

2.2.5 Beliebig beschleunigte Bezugssysteme

Wir betrachten ein Inertialsystem ¥ = {é}, &, €3} und ein sich relativ dazu belie-
big bewegendes System ' = {¢&/, é;, é5}. Diese Relativbewegung setzt sich aus einer
Translation des Urprungs und einer Rotation der Koordinatenachsen zusammen, vgl.

Abb. 2.10.
m

1 1

Abbildung 2.10: Das Inertialsystem ¥ und das sich relativ dazu beliebig bewegende Nicht-
Inertialsystem X'.

Wir betrachten einen beliebigen Vektor A’ im System Y,

3
_’/_2 : ! =
A= a; €; ,

i=1

und berechnen seine Zeitableitung, aber vom System Y aus gesehen, in dem sich ¥ relativ
zu X bewegt,

(2.44)

Der erste Term beschreibt die zeitliche Anderung von A’ von Y aus gesehen, denn dort
sind die €] als kartesische Einheitsvektoren konstant und nur die Komponenten (Koordi-
naten) des Vektors dndern sich,

3
da’
2

i=1

~

—/

dA’
€;
. dt

N

(2.45)

E/

Welche Bedeutung aber hat der zweite Term in GL (2.44)? Falls A’ = const. in ¥/, so wiire
der erste Term in G1. (2.44) null und der zweite Term gleich der gesamten Anderung von A’
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2 Mechanik des freien Massenpunktes

pro Zeiteinheit dt von 3 aus gesehen. Diese resultiert nun allein aus der Rotation von ¥’
relativ zu X, denn eine Translation dndert nichts an den Einheitsvektoren €; des Systems
> (Vektoren lassen sich stets beliebig verschieben). Die Anderung von A’ aufgrund der
Rotation 148t sich mit Hilfe des Vektors & der Winkelgeschwindigkeit ausdriicken. Dazu
betrachten wir Abb. 2.11.

Abbildung 2.11: Die Rotation des Systems ¥’ erzeugt von 3 aus betrachtet eine Anderung
des Vektors A’.

Offenbar ist dA’ L A’ und dA’ L &. Ferner ist der Betrag dA’ = A’ sin o (wdt). Diese
Tatsachen lassen sich als

dA' = (@ x A")dt

ausdriicken, bzw. nach Division durch dt,

dA’
dt

—Ox A (2.46)

Rotation

Fassen wir beide Resultate (2.45) und (2.46) zusammen, so erhalten wir fiir Gl. (2.44) das
Endresultat
dA’
dt

_dAY

n +Ex A" (2.47)

E/

by

Dies gilt fiir beliebige Vektoren, also auch fiir den Ortsvektor 7' = 77— 7{:

dr
dt

dry

dt

dr’

dt

dr’

—E +L3><FI. (2.48)

Zl

% ) )
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Nochmaliges Ableiten nach der Zeit, relativ vom System X aus gesehen, ergibt

d?r d?r, d /dr’ LG K
—| — == = = | & XT
dz|, T e |, T A\ dt |y .
dzr’ G dr’ +du7 S, dr’
= w RN
e |, dt dt |, dt |y
dzr’ +_’><dF/ Jrd(f) " ,+_,><df" 43X (@ x )
= w —_— e T w w w r
de |, dt dt |, dt |,
d?r’ dfF’ do
— +2(;><— — | x4+ dx (@ x7). (2.49)
de |, dt dt |,

Im folgenden bezeichnen wir zur Vereinfachung der Notation die Zeitableitung vom System
3} aus betrachtet wieder mit einem Punkt {iber der abzuleitenden Grofle. Die Zeitableitung
vom System Y. aus betrachtet schreiben wir allerdings voll aus. Dann folgt aus Gl. (2.49)
nach Multiplikation mit m und Umstellen der Terme fiir die Kraft im System >

A7’
dt |,

d27—,»/
de2 |,

—mB X (@XF)—mdx7F,  (2.50)

F'=m =F—mry—2mad x

wobei wir F' = m 7 benutzt haben. Der zweite Term auf der rechten Seite ist die Rela-
tivbeschleunigung der beiden Koordinatensysteme. Der dritte Term ist die Corioliskraft
und der vierte die Zentrifugalkraft.

2.3 Einfache Probleme der Dynamik

2.3.1 Das Grundproblem der Dynamik

Das Grundproblem der Dynamik besteht in der Berechnung der Raumkurve eines Korpers
mit Hilfe des 2. Newtonschen Axioms (2.17) bzw. der dynamischen Grundgleichung (2.19),

F=md=mv=mr. (2.51)

Nach Division durch m sieht dieses Problem formal genauso aus wie das Grundproblem
der Kinematik: finde 7(¢) aus der Gleichung 7 = @ = = F /m fiir gegebenes @ bzw. F/m.
Man mag jetzt vermuten, dass die Losung dhnlich einfach zu erhalten sein wird wie dort,
namlich durch zweimaliges Integrieren nach der Zeit. Dies trifft zu, wenn a bzw. F lediglich
cine Funktion der Zeit ist, @ = @(t) bzw. F = F(t). Beispiele dafiir sind der freie Fall,
der senkrechte Wurf oder der schrige Wurf, jeweils ohne Luftreibung. Diese Félle wurden
ausgiebig in den Ubungsaufgaben behandelt.

La. aber ist die Kraft nicht nur eine Funktion der Zeit, sondern auch des Ortes und
ggfs. der Geschwindigkeit, F=F (7,7, t). In diesem Fall handelt es sich bei der dynami-
schen Grundgleichung (2.51) um eine Differentialgleichung fiir die Funktion 7(¢), die
es zu l6sen gilt. Um zu sehen, wie dies vonstatten geht, machen wir als néchstes einen
mathematischen Einschub.
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2 Mechanik des freien Massenpunktes

2.3.2 Lineare Differentialgleichungen

Wir bezeichnen die n—te Ableitung der Funktion z(t) nach ¢ mit

d™z(t)
M (1) = . 2.52
() = (2:52)
Definition: Eine Beziehung

fla™, 2=V g a ) =0, (2.53)

die ¢, x, sowie alle Ableitungen von z(t) nach ¢ bis zur maximal n—ten Ordnung mitein-
ander verkniipft, heiit Differentialgleichung n—ter Ordnung fiir die Funktion x(t).
Beispiele:
1. Die Newtonsche Bewegungsgleichung in einer Raumdimension,
f(&,z,z,t) =mz — F(x,2,t) =0,
ist eine Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir die Funktion z(t).
2. Die Newtonsche Bewegungsgleichung in drei Raumdimensionen,
mr— F(F,rt) = 0,
<~ mi; — Fi(vy, 29, 23,81, %1, 33,1) = 0, i=1,2,3,

stellt ein gekoppeltes System von drei Differentialgleichungen zweiter Ordnung
fiir die Funktionen w4 (t), zo(t), x3(t) dar.

Die allgemeine Losung einer Differentialgleichung n—ter Ordnung ist von der Gestalt

w(t [ 71, Y2, -5 Tn)

d.h. sie hdngt von dem Satz n unabhingiger Parameter v, 7o, ..., v, ab. Jeder vorge-
gebene Satz spezifiziert eine spezielle Losung der Differentialgleichung. Die Parameter
7; kénnen iiber die Anfangswerte x(ty), @(to), ..., 2™V (ty) festgelegt werden.

Definition: Eine lineare Differentialgleichung ist eine Differentialgleichung, in der
die Ableitungen () (¢) hochstens in erster (linearer) Ordnung auftreten,

Do) V() = B(t) . (2.54)

Falls 5(t) = 0, so liegt eine homogene lineare Differentialgleichung vor, falls 5(t) # 0, so
heifit sie inhomogen.

Fiir homogene lineare Differentialgleichungen gilt das Superpositionsprinzip: Seien
x1(t), x2(t) zwei Losungen einer homogenen linearen Differentialgleichung. Dann ist auch

C1 1 (t) + Co I‘Q(t)

mit beliebigen Koeffizienten ¢, ¢y eine Losung.
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2.3 Einfache Probleme der Dynamik
Losungen 4 (t), x2(t), ..., z,(t) einer Differentialgleichung heifien linear unabhingig,
falls die Gleichung
Z Q5 T (t) =0
j=1

nur fir oy = g = ... = «,, = 0 erfullt wird.

Sei m die maximale Zahl linear unabhingiger Losungsfunktionen. Die allgemeine
Losung einer homogenen linearen Differentialgleichung n—ter Ordnung kann man als Li-
nearkombination dieser m linear unabhéngigen Losungsfunktionen schreiben,

()7, v ) = Y agas(t) (2.55)
j=1

Dies zeigt man am besten durch einen Widerspruchsbeweis: Wir nehmen an, dass dies
nicht moglich wére. Das bedeutet dann aber, dass die linke Seite von den anderen Losun-
gen linear unabhéngig ist, weil man sie nicht als Linearkombination der linear unabhéngi-
gen Losungen schreiben kann. Dann wiederum ist m nicht die maximale Zahl linear un-
abhéngiger Losungen, was aber ein Widerspruch ist, q.e.d..

Auf der rechten Seite der Gl. (2.55) treten m Parameter «; auf, auf der linken dagegen
n Parameter «;. Die Zahl m der Parameter «; darf nicht kleiner als n sein, also m > n,
denn die allgemeine Losung z(t | 71, 72,. .., 7») benotigt mindestens n Parameter.
Andererseits muss auch m < n gelten, denn sonst hinge z(¢ | 71, 72, ..., 7») von mehr
als n Parametern ab. Beide Bedingungen lassen sich nur fiir m = n erfiillen,

2(t] 7, 92, ) = Y agas(t) (2.56)
j=1

Die allgemeine Losung einer homogenen linearen Differentialgleichung n—ter Ordnung
148t sich als Linearkombination von n linear unabhéngigen Losungsfunktionen darstellen.
Fiir eine Differentialgleichung n—ter Ordnung existieren maximal n linear unabhéngige
Losungsfunktionen. Es besteht ein eindeutiger Zusammenhang zwischen den o und den
V4, 2.B. aj = ;.

Die Losung einer inhomogenen linearen Differentialgleichung besteht aus einer
Superposition der allgemeinen Losung (¢ | 71, 72, ..., 7») der homogenen Differenti-
algleichung und einer speziellen Losung xy(t) der inhomogenen Differentialgleichung,

j<t ‘ 717 727"'7 7”) = x<t | 717 727"'7 ’Vn) +.T0<t) . (257>

2.3.3 Bewegung im homogenen Schwerefeld mit Reibung ERURINT

Als erstes Anwendungsbeispiel fiir das Losen von Differentialgleichungen betrachten wir
den freien Fall unter dem Einfluss von Luftreibung. Wir setzen hierzu die geschwindigkeits-
abhéngige Reibungskraft (2.29) zusammen mit der Schwerkraft (2.23) in die dynamische
Grundgleichung (2.51) ein,

e
I
o
+
=
|
3
s
|
2.

F = mg. (2.58)
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2 Mechanik des freien Massenpunktes

Hier haben wir 7 = 7 geschrieben, um die Abhéngigkeit von den Zeitableitungen von 7
deutlich zu machen. Offenbar handelt es sich um eine inhomogene Differentialglei-
chung zweiter Ordnung fiir die Funktion 7).

Fiir Newtonsche Reibung, o(|r]) = 7], ist diese Differentialgleichung nichtlinear,
denn es tritt eine transzendente Funktion der ersten Ableitung 7 auf, \f] = VF-7
die dariiberhinaus noch mit 7 multipliziert wird. Wir beschranken uns daher auf den Fall
Stokesscher Reibung, a(|7]) = a = const.. In diesem Fall handelt es sich um eine
inhomogene lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir die Funktion 7(¢),

mr4+ar=mg. (2.59)

Die allgemeine Losung setzt sich geméfl Gl. (2.57) aus der allgemeinen Losung der homo-
genen linearen Differentialgleichung und einer speziellen Losung der inhomogenen Diffe-
rentialgleichung zusammen.

Losen wir also zunéchst die homogene Differentialgleichung

mii+ai;=0, i=1,273. (2.60)

Offenbar ist die Losung eine Funktion, fiir die bis auf das Vorzeichen und Vorfaktoren
die zweite Ableitung nach der Zeit gleich der ersten Ableitung nach der Zeit ist. Eine
Funktion, die sich beim Ableiten stets selbst reproduziert, ist bekannterweise die Expo-
nentialfunktion. Wir machen daher den Losungsansatz

=" = i;=ve" = & =7%e". (2.61)

Einsetzen in Gl. (2.60) ergibt
m7267t+a’y€7t:(m7+a)76“{t20 _— ’7/1:0’ ’7/2:—%

Die beiden (es gibt nur zwei!) linear unabhingigen Losungen der homogenen Differen-
tialgleichung (2.60) sind also

() =1, 2P ) =em. (2.62)
Die allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung ist dann

a:l(a) (t) = agl) + al@ e~at/m (2.63)
mit beliebigen Koeffizienten agl), a@(z). Diese ist in Abb. 2.12 skizziert.

Nun miissen wir noch eine spezielle Losung der inhomogenen Differentialgleichung kon-
struieren. Die Inhomogenitat tritt aber nur in der x3—Komponente auf, da ¢ = (0,0, —g)
ist,

mis+ais=—-mg. (2.64)
Wir erhalten eine spezielle Losung aus folgender Uberlegung. Die Schwerkraft erhoht die
Geschwindigkeit des Korpers so lange, bis die damit ebenfalls anwachsende Reibungskraft
der Schwerkraft das Gleichgewicht hlt,

FR73+F373:0 <:>FR73:—oz:i:§,S):mg:— 8,3 - (265)
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2.3 Einfache Probleme der Dynamik

(a)
. (1)
i
(1)
a.
i
i
0 t
Abbildung 2.12: Die allgemeine Losung der homogenen linearen Differentialgleichung

(2.60).

Dann ist der Korper kréaftefrei, m :'L":(),S) = 0. Die Zeitableitung der speziellen Losung ergibt

sich aus der Bedingung (2.65) fiir das Kriftegleichgewicht,

Dies ist die Grenzgeschwindigkeit eines Korpers fiir den freien Fall mit Luftreibung.
Einmaliges Integrieren nach der Zeit von 0 bis ¢ ergibt

D) =gt (2.66)
o
Die Anfangsbedingung dieser speziellen Losung kénnen wir ohne weiteres zu a:gs)(()) =0
wéhlen, denn wir werden die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichun
ohnehin an die Anfangsbedingungen anpassen miissen. Dazu dienen die Parameter agl
und al(?) der allgemeinen Losung (2.63) der homogenen Differentialgleichung.

GeméB Gl. (2.57) ergibt sich nun die allgemeine Lésung der inhomogenen linearen
Differentialgleichung (2.59) aus der Addition von (2.63) und (2.66),

wi(t) = a4 o emotim
xo(t) = aél) + agZ) e~ot/m
vs(t) = af) +alP eotim — %gt . (2.67)
Fiir die Geschwindigkeiten gilt
. a (2 —at/m
) =iy(t) = ——
v1(t) = &1(2) m e g
. « (2) —at/m
) =dy(t) = ——
va(t) = @2(t) m 2 € ’
. « (2) —at/m m
B = i) = —2 —q. 2.68
w(t) = ist) = —afl e Dy (2.65)
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2 Mechanik des freien Massenpunktes

Diese zeigen das korrekte asymptotische Verhalten, ndmlich vy 5(t) — 0 (t — oo) und
v3(t) = —mg/a = x'gs) (t — o00), die oben diskutierte Grenzgeschwindigkeit fiir den freien
Fall.

Wir passen nun die sechs Parameter az(l), al(?), 1 = 1,2,3, an die Anfangsbedingungen
fiir ein spezielles Problem an, z.B. den freien Fall aus der Hohe h mit verschwindender
Anfangsgeschwindigkeit, 7(0) = (0,0, ), ¥(0) = 0. Eingesetzt in die Glgen. (2.67) und

(2.68) ergibt dies

0= qa 2 0— @ (2
ay - +ap, mal )
0= aq 2 0= _a (2
as” +as”, ma2 )
h=q® 2 O:_g 20 m .
as” +as”, ma3 o g
Daraus folgt
2 2
1 2 1 2 1 m 2 m
= =l <o =0, = T o =
Wir erhalten also die Losung
.T1<t) =0 s ’Ul(t) = y
I‘Q(t) = 0 s ’Ug(t) = s

m m _at/m m —at/m
xg(t):thEg[E(l—e t/ )—t], vg(t):Eg(e t/ —1),

Die z—Komponente der Geschwindigkeit ist in Abb. 2.13 als Funktion der Zeit dargestellt.

v,(t)

-Mm g /OF-=—=mmm -

0 t

Abbildung 2.13: Die z—Komponente der Geschwindigkeit fiir den freien Fall.

Die Fallzeit ¢ ergibt sich aus der Bedingung
m [m
l’g(tF) =0= h-'- —Jg [— (1 — eiatF/m) — tF:| .
a’la

Dies ist eine transzendente Gleichung fiir ¢z, die Losung ist also nicht analytisch angebbar.
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2.3 Einfache Probleme der Dynamik

2.3.4 Das Fadenpendel

Wir betrachten die Bewegung einer Masse m, welche an einem masselosen Faden der
Lange ¢ befestigt ist, vgl. Abb. 2.14. Die Masse bewegt sich ganz offensichtlich auf einem
Kreisbogen mit Radius ¢. Es bietet sich daher an, fiir die Diskussion dieses Problems
ebene Polarkoordinaten zu verwenden.

Abbildung 2.14: Das Fadenpendel.

Welche Kifte wirken auf m?

1. Schwerkraft:

Fo=mg§=F.+F,=F,é +F,é, (2.69)
Aus Abb. 2.14 ergibt sich

F.,=mgcosyp, F,=—-mgsing. (2.70)

2. Fadenspannung: Fp. Sie sorgt dafiir, dass der Faden stets gespannt bleibt, aber
nicht reifit. Dies zwingt die Masse m auf einen Kreisbogen mit konstantem Radius

r={=const., = r=7=0. (2.71)

Es handelt sich hierbei um eine Zwangsbedingung, die Fadenspannung ist eine
sog. Zwangskraft.
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Die dynamische Grundgleichung lautet in ebenen Polarkoordinaten
mr=m[(f —r¢?) &+ (rp+27¢) &, =F =F,+Fp=(F,—Fr)&+F,&,. (2.72)
In Komponenten und unter Ausnutzung der Zwangsbedingung (2.71) ergibt sich

—ml¢y? = F,—Fp=mgcosp— Fp,
mly = F,=—-mgsing. (2.73)

Die erste dieser Gleichungen legt die Zwangskraft fest,
Fp=mgcosp+ml*. (2.74)

Hierbei ist der erste Term auf der rechten Seite die radiale Komponente der Ge-

wichtskraft und der zweite die durch die Drehbewegung der Masse entstehende Zentri-

fugalkraft. Beide Kréfte werden von der Fadenspannung kompensiert, so dass die Lénge

¢ des Fadens konstant bleibt, d.h. keine Bewegung in radialer Richtung stattfindet, 7 = 0.
Die zu losende Bewegungsgleichung ist die zweite Gl. (2.73),

¢+% sinp =0. (2.75)
Dies ist eine nichtlineare Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir die Funktion (%),
also den Winkel der Auslenkung aus der Ruhelage. Diese Differentialgleichung vereinfacht
sich in der Ndherung kleiner Pendelausschléige. Dann kénnen wir nédmlich sin ¢ durch
den ersten Term seiner Reihenentwicklung ersetzen,

. 1 1
smgp=<p—§<p3+§<p5—...2<p+0(<p3).
Mit der Definition p
2=2 2.76
2= (2.76)
ergibt sich
$+wip=0. (2.77)

Dies ist eine homogene lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung.

Wegen ¢ = —w? p muss p(t) eine Funktion sein, die sich bis auf das Vorzeichen und
den Vorfaktor w? bei zweimaligem Ableiten nach der Zeit selbst reproduziert. Es sind
aber gerade die trigonometrischen Funktionen, die diese Eigenschaft besitzen. Wir
machen daher den Losungsansatz

p1(t) = sin(wt) , @a(t) = cos(wt) . (2.78)

Man bezeichnet die trigonometrischen Funktionen auch als harmonische Funktionen
und diesen Losungsansatz als harmonische Schwingung. Die Ndherung kleiner Pendel-
ausschldge nennt sich auch harmonische Néherung. In der Tat 16st der Ansatz (2.78)
die Differentialgleichung (2.77),

$1 =w cos(wt) |, P = —w sin(wt) ,

$1 = —w?sin(wt) = —w? o1, Py = —w? cos(wt) = —w? s .
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2.3 Einfache Probleme der Dynamik

Ferner sind sin(wt) und cos(wt) linear unabhingige Losungen (man kann nicht die eine
Funktion als Linearkombination der anderen ausdriicken). Daher lautet die allgemeine
Losung der Differentialgleichung (2.77)

o(t) = A sin(wt) + B cos(wt) , (2.79)

mit Konstanten A, B, die durch die Anfangsbedingung fiir ¢(¢) und (t) festgelegt werden,
also durch ¢(0) und ¢(0):

0(0) =B, $(0)=Aw A:@. (2.80)

Die Schwingungsdauer T errechnet sich aus der Bedingung wT' = 27, d.h. wenn
sin(wt) und cos(wt) eine volle Periode durchlaufen haben,

T=2" =92 (2.81)

Dies ist die Zeit, die vergeht, wenn das Pendel einmal hin, zuriick, durch die Nullage, in
die entgegengesetzte Richtung und wieder zuriick geschwungen ist. Die Schwingungs-
frequenz ist das Inverse der Schwingungsdauer,

— - = ] 2.82
YTTT o T wm ( )
AO [T~
0
Ay
-0/w0 t
Abbildung 2.15: Die phasenverschobene harmonische Schwingung.
Mit den Definitionen
A A2— A2 B
Ag=VA2+ B2, cosd=-——, sind=+v1—cos2d =YL — — =
AO AO AO
konnen wir eine alternative Form der allgemeinen Losung angeben,
o(t) = Aglcosd sin(wt) + sind cos(wt)]
= Ap sin(wt +9) . (2.83)
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2 Mechanik des freien Massenpunktes

Die Uberlagerung zweier harmonischer Schwingungen ist eine harmonische Schwingung
mit derselben Schwingungsfrequenz, aber mit einer Phasenverschiebung 9§, vgl. Abb.
2.15.

9.5.2013 (1)
2.3.5 Komplexe Zahlen

Bewegungsgleichungen, die harmonische Schwingungen beschreiben, lassen sich sehr
einfach mit Hilfe von komplexen Zahlen l6sen. Dazu fithren wir zunéchst das Konzept
der sog. imagindren Zahlen ein.

Imagindre Zahlen

Quadratische Gleichungen vom Typ 22 — 32 = 0, 3 € R, lassen sich sehr einfach 16sen:
x = £. Was aber passiert, wenn man das Vorzeichen von $? umdreht? Wie kann man
eine Gleichung vom Typ z? + 3> = 0, 8 € R lésen? Es gibt sicherlich keine Losung
im Raum der reellen Zahlen, da man die Wurzel aus einer negativen Zahl ziehen miifite,
22 = — % < 0. Man kann sie aber dennoch 16sen, wenn man den reellen Zahlenraum zum
Raum der komplexen Zahlen erweitert.

Definition: Eine Zahl o heifit imaginsire Zahl, falls a? < 0.

Definition: Die Einheit ¢ der imaginiiren Zahlen erfiillt die Gleichung 72 = —1, d.h.
1=+v-1. (2.84)

Diese Gleichung ist symbolisch zu verstehen, denn eigentlich kann man keine Wurzel aus
einer negativen Zahl ziehen.
Mit Hilfe der Einheit der imagindren Zahlen 148t sich jede imagindre Zahl wie folgt
schreiben:
a=1y, yeR.

Beispiel: a2 = -4 =32 -4 = o =+v/—4=+i-2, d.h. y = +2.
Bemerkung:
PP=i-it=—i, i't=¢-iP=(-1)*=1. (2.85)
Komplexe Zahlen

Definition: Eine komplexe Zahl z ist die Summe aus einer reellen Zahl und einer
imaginéren Zahl,
z=x+iy, v,y eER. (2.86)

Man bezeichnet x als den Realteil von z und y als den Imaginérteil von z,
r=Rez, y=Imz. (2.87)
Fiir die Zahl z = 0 verschwindet sowohl der Realteil wie auch der Imaginéarteil,

2=0 <= 2=0 ANy=0.
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Definition: Die zu z komplex konjugierte Zahl ist
= —iy. (2.88)

Offenbar gilt

1 1
Rez:xza(z—i—z*), Imz:y:?(z—z*). (2.89)
i

Definition: Der Absolutbetrag einer komplexen Zahl ist

2] = Va7 = \/(Re2)” + (Im 2)” (2.90)

Wir bezeichnen die Menge der komplexen Zahlen mit C. Die Menge der reellen
(imaginédren) Zahlen bilden eine Untermenge der komplexen Zahlen, ndmlich die mit ver-
schwindendem Imaginérteil (Realteil),

RcC , R={z€C,Imz=0},
IcC , I={z€C,Rez=0},

Rechenregeln
Seien z =x 41y, z1 = x1 + 1y, und 2z = x5 + 1 Y5 komplexe Zahlen.

1. Addition:
le:ZQ :$1i$2+l(y1iy2) .

2. Multiplikation:

2179 = (1’1 + ’l’yl)(l’z + ’lyz)
= 1Ty + 171y + i Toys + 8% Y1y
= 11T2 — Y1y2 + 1 (T1Y2 + T2y1) -

Das Produkt verschwindet, wenn eine der beiden komplexen Zahlen null ist,
2120=0 < 2z21=0V 29=0.
Spezialfall:
x 2 2 . — 2 2 — *
22 =ty +i(—ry+ay)=a"+y = |z|=Vzz*.

3. Division: V zy # 0 gilt

2 A% (1 +iy)(x2a —iy2) 172 + Y1y 1y —T1Y2 + T2l
2 2% T3+ 43 x5+ y3 vitys

Beispiel:
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Komplexe Zahlenebene

Man kann Real- und Imaginérteil einer komplexen Zahl als Komponenten eines zweidi-
mensionalen Vektors auffassen,

z=zx+iy=(zy).

Die Basisvektoren sind
1=(1,0), i=(0,1).

Diese spannen die sog. komplexe Zahlenebene auf, vgl. Abb. 2.16.

Imz

—Y

Abbildung 2.16: Die Darstellung einer komplexen Zahl in der komplexen Zahlenebene.

Der Basisvektor (1,0) zeigt in Richtung der reellen Achse, der Basisvektor (0, 1) in
Richtung der imagindren Achse. Die komplex konjugierte Zahl z* ergibt sich aus z
durch Spiegelung an der reellen Achse.

Aus der Darstellung von komplexen Zahlen in der komplexen Ebene ergibt sich auch
deren Polardarstellung;:

T=rcosp, r=lz =2 +y?,

y=rsing, ¢ = arg(z) = arctan = . (2:91)
x
Daraus folgt
z = r(cosg+1ising),
2 = r(cosp —ising). (2.92)

Es sei noch auf eine Zweideutigkeit in der Polardarstellung (2.91) hingewiesen. Wir erhal-
ten zwar stets tan ¢ durch Division von y durch x, aber es erhebt sich die Frage, welchem
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tang

=

0 w2 1 3m2 2n

Abbildung 2.17: Der Tangens.

Wert von ¢ dies entspricht. Fiir tang = y/x € (—o00,00) gibt es stets zwei Werte von

¢ € [0,27], vgl. Abb. 2.17.

Dies liegt daran, dass tangp = y/x = (—y)/(—x), so dass neben ¢ auch ¢ + 7 den
gleichen Wert fiir tan ¢ liefert. Die Losung besteht darin, den Wert fiir ¢ zu wéhlen, der

in Gl. (2.92) eingesetzt die richtigen Werte fiir x und y liefert.

Exponentialdarstellung von komplexen Zahlen

Die Reihenentwicklung der Exponentialfunktion lautet

[
2 l‘3 n

z _ T _ -
e —1+x+2!+3!+...—z .

Die Reihenentwicklungen der trigonometrischen Funktionen lauten

) ZL’3 l‘5 e . x2n+1
.T2 1’4 e . x2n
cosr = 1_§+E+”':Z(_1) o)

(2.93)

(2.94)

(2.95)
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Daraus leitet man die Eulersche Formel ab:

e = D" )l

n=0

i , 22 Z oy

— (2n) (2n +1)!

[e%s) 2n+1
= (=1)"

; (2n)! 2n+1)!
= cosx+isinx. (2.96)

Offenbar gilt

Ree™ =cosz, Ime™ =sinz, || =\ cos?x +sin®z=1. (2.97)

m/Z ’l Pl — e3i7r/2 = .

)

Spezielle Werte:

Aufgrund von Gl. (2.92) und der Eulerschen Formel (2.96) kann man komplexe Zahlen
auch als
z=re¥ =|z|e¥ (2.98)

darstellen. Dies ist die sog. Exponentialdarstellung einer komplexen Zahl z. Man be-
zeichnet ¢ = arg(z) auch als Phase einer komplexen Zahl und e als komplexen Pha-
senfaktor. Wegen cos(—¢) = cos ¢ und sin(—¢) = —sin ¢ gilt

2 =|z|e”, (2.99)

vgl. Gl. (2.92).
Die Umkehrformeln zur Eulerschen Formel lauten mit den Glgen. (2.89) und (2.97)

(e +e) , sinp= i (e —e7%) (2.100)

CoS = 5
{

N | —

Die Periodizitét der trigonometrischen Funktionen iibertrégt sich aufgrund der Eu-
lerschen Formel auch auf den komplexen Phasenfaktor:

e*™ = cos(2mn) +isin(2rn) =1+i-0=1, n=0, £1, £2,.... (2.101)
Daraus folgt, dass komplexe Zahlen periodisch in ¢ sind mit der Periode 27,
z = |z| €% = |z]| % ™ = |2 gilet2mn) (2.102)
Rechenregeln fiir die Exponentialdarstellung
1. Multiplikation:

2=z = |l |al W) = 2] = 2] = allnl, p=ag(z) =i+
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2. Division:

zo |z 2

z

3. Potenzieren:

z=2) = |z ™ =z e’ = |zl =|al", ¢=np.

4. Radizieren (“Wurzelziehen”):

5. Komplexer Logarithmus:
Inz = In [|z|e"@?™] = In|2| 4+ In " @T*™) =1In |z| +i (¢ + 27n) .

Fiir n = 0 erhalten wir den sog. Hauptwert, fiir n = +1, +2,... die sog. Neben-
werte.

Beispiel: Mit ™ = —1 ist z = —5 = 5¢™, also In(—5) = In5 + i (2n + 1)7.

2.3.6 Der lineare harmonische Ozillator

Der lineare harmonische Oszillator ist das wichtigste Modellsystem der Theoretischen
Physik. Er wird uns immer wieder begegnen. Seine angenehmste Eigenschaft ist, dass
seine Bewegungsgleichung exakt losbar ist. Diese lautet

itwiz=0. (2.103)

Hierbei ist wy die sog. Eigenfrequenz des Oszillators.
Im folgenden sind drei Beispiele genannt, deren Bewegungsgleichung der des linearen
harmonischen Oszillators entsprechen.

1. Die Bewegungsgleichung fiir das Fadenpendel in der Ndherung kleiner Aus-
schlige ¢ = z. Die Eigenfrequenz ist wy = 1/g/l.

2. Eine Masse zwischen zwei Federn mit Federkonstanten k/2, vgl. Abb. 2.18.

Die Riickstellkraft der beiden Federn ist jeweils durch das sog. Hookesche Ge-

setz gegeben,

Fy = —g x. (2.104)

Es besagt, dass die Feder bei einer Auslenkung x der Masse m eine Kraft ausiibt, die
dem Betrag |z| der Auslenkung proportional und ihr entgegengesetzt ist. Betrachten
wir dies einmal im Detail: fiir positive Auslenkungen = > 0 der Masse m wird die
rechte Feder komprimiert und versucht, die Masse wieder in die Ausgangslage,
x = 0, zu driicken. Dies erkliart das negative Vorzeichen von Fg. Fiir x > 0 wird
auBerdem die linke Feder gedehnt und versucht daher, die Masse wieder in die
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k/2 m k/2

0

Abbildung 2.18: Eine Masse zwischen zwei Federn.

>X

Ausgangslage zu ziehen. Dies ergibt das gleiche Kraftgesetz fiir beide Federn. Fiir
x < 0 wird zwar die linke Feder komprimiert und die rechte gedehnt, aber die Kréfte
sind wieder jeweils durch Gl. (2.104) gegeben, wie man sich leicht klar macht. Die
Gesamtkraft, die auf die Masse wirkt, ist daher in allen Féllen F' = 2 Fy = —kx
und die Bewegungsgleichung lautet

mi=F=—-kx <= mi+kx=0.
Division durch m ergibt Gl. (2.103), mit wy = \/k/m.

Ein elektrischer Schwingkreis wird durch das in Abb. 2.19 dargestellte Schaltbild
symbolisiert.

I

Abbildung 2.19: Ein elektrischer Schwingkreis.

Hierbei steht L fiir die Induktivitét einer Spule und C fiir die Kapazitit eines
Kondensators. Der Strom [ in diesem Schwingkreis erfiillt die Bewegungsglei-

chung
.1
LI+—=1=0.
o
Division durch L ergibt mit x = I und wy = 1/v/ LC wiederum die Bewegungsglei-

chung (2.103) des harmonischen Oszillators.



2.3 Einfache Probleme der Dynamik

Wir wollen nun die Bewegungsgleichung (2.103) des harmonischen Oszillators mit Hilfe
der komplexen Zahlen 16sen. Wir wissen natiirlich schon, dass die allgemeine Losung
die Gestalt (2.79) oder (2.83) haben wird. Wir machen den Losungsansatz

z(t) =e” = i(t)=ae™, i(t)=a’e". (2.105)
Eingesetzt in die Bewegungsgleichung (2.103) ergibt
(@®+w)) e =0 < o’=—-w; <= a=Fiuw.

Es gibt also zwei linear unabhingige Losungen der Form

ri(t) = eFiot

Die allgemeine Losung der homogenen linearen Differentialgleichung (2.103) lautet
dementsprechend ' '
z(t) = Ay ' + A_e "0t (2.106)

Man muss an dieser Stelle beachten, dass z(t) € R, aber dass e*™“o! € C. Mit Hilfe der
Eulerschen Formel (2.96) fiithrt dies zu einer zusétzlichen Bedingung fiir die Konstanten
Ay und A_:

x(t) = (A + A_) cos(wot) + (AL — A_) sin(wpt) .

Um z(t) reell zu machen, miissen wir also fordern, dass A, = A_. Dann hat die allgemeine
Losung aber nur einen freien Parameter anstatt zwei, wie es fiir eine Differentialgleichung
zweiter Ordnung sein muss. Der korrekte Ansatz ist, auch die Konstanten A, als komplex
anzusehen. A priori gibt es dann vier unabhéngige Parameter, von denen man zwei mittels
der Bedingung, dass z(t) € R, eliminieren kann:

z(t) = (Ay+ A_) cos(wot) + (AL — A_) sin(wpt)
= [(ReA; +ReA_) cos(wot) — (Im Ay —Im A_) sin(wot)]
+ i[(ImA; +ImA_) cos(wot) + (Re Ay —Re A_) sin(wot)] .

Da die Sinus und Cosinus linear unabhéingig sind, verschwindet der Imaginérteil dieses
Ausdrucks nur, wenn

ImA;, =—-ImA_ A ReA; =ReA_. (2.107)

Dies bedeutet, dass
A=A, A=A .

Mit den Bedingungen (2.107) erhalten wir als Losung
x(t) =2Re Ay cos(wot) +2Im A_ sin(wpt) .

Mit den Definitionen B = 2Re A, A = 2ImA_, w = wy, ¢ = 7 haben wir also die
wohlbekannte allgemeine Losung (2.79) reproduziert:

x(t) = A sin(wot) + B cos(wpt) . (2.108)
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Die Konstanten A, B werden durch die Anfangsbedingungen fiir (¢) und 2(t) festgelegt.
Dazu berechnen wir noch

2(t) = wo [A cos(wot) — B sin(wpt)] . (2.109)
Damit gilt 2(0) = zp = B und #(0) = vy = Awy, d.h. A = vy/wy. Wir erhalten also

x(t) = xo cos(wot) + ) sin(wot) . (2.110)
Wo

Beispiele:

1. 2(0) = xo, #(0) = vy = 0. Der Oszillator wird also anfinglich aus der Ruhelage
ausgelenkt, aber nicht zusétzlich angestofien, sondern einfach nur losgelassen. Die
spezielle Losung fiir diese Anfangsbedingungen lautet geméfl Gl. (2.110)

x(t) = zg cos(wot) .

2. 2(0) =0, #(0) = vy. Der Oszillator wird also anfénglich nicht ausgelenkt, sondern
nur angestoflen. Die spezielle Losung fiir diese Anfangsbedingungen lautet geméf

Gl. (2.110)

z(t) = o sin(wot) .
Wo

2.3.7 Linearer harmonischer Oszillator mit Dampfung

Jedes reale System, welches der Bewegungsgleichung des harmonischen Oszillators geniigt,
wird aufgrund von Reibungskriften zur Ruhe kommen. Mit Stokesscher Reibung lautet
die Bewegungsgleichung

mi+at+kr=0. (2.111)

Dies 1488t sich fiir das im letzten Abschnitt diskutierte mechanische System der zwischen
zwei Federn eingespannten Masse realisieren, indem man die Masse in ein Bad mit einer
viskosen Fliissigkeit eintaucht, vgl. Abb. 2.20.

Der elektrische Schwingkreis kann ebenfalls geddmpft werden, indem man einen elek-
trischen Widerstand einfiigt, vgl. Abb. 2.21. Die Bewegungsgleichung lautet dann

. |
LI+RI+51=0. (2.112)

Wir wollen im folgenden Gleichungen vom Typ (2.111) oder (2.112) lésen. Wir dividie-
ren Gl (2.111) durch m,
P+2Bi+wiz=0, (2.113)

mit 3 = a/(2m) und w? = k/m. Dies ist wiederum eine homogene lineare Differen-
tialgleichung fiir die Funktion x(¢). Ein vielversprechender Losungsansatz ist wieder
die Exponentialfunktion,

z(t) =M = @(t)=AeM, i) =NeM. (2.114)
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k/2 m k/2

0

Abbildung 2.20: Eine zwischen zwei Federn eingespannte Masse, deren Bewegung durch
eine viskose Fliissigkeit geddmpft wird.

> X

I

Abbildung 2.21: Der gedédmpfte elektrische Schwingkreis.

Eingesetzt in Gl. (2.113) ergibt die Bedingung
M 4+28A+wi =0.

Diese quadratische Gleichung hat die Losungen

Ae=—B+4/82— k. (2.115)

Die beiden linear unabhéngigen Losungen sind
r4(t) = !
und die allgemeine Losung der Differentialgleichung (2.113) lautet
w(t) = Ay M 4 At (2.116)

Zur Diskussion der Losung unterscheiden wir drei Félle.

119



2 Mechanik des freien Massenpunktes

1. Schwache Dampfung (Schwingfall): 3 < wy.

120

In diesem Fall ist das Argument der Wurzel in Gl. (2.115) negativ, d.h. mit Hilfe
der imagindren Einheit gilt

AM=-f+i\Jwi-F=-f+iw, (2.117)

mit der gegeniiber wy verringerten Eigenfrequenz w = /w2 — % < wy. Eingesetzt
in die allgemeine Losung (2.116) erhalten wir

a(t) =e P (AL e + A_e ™) . (2.118)

Der Term in Klammern ist von der Form identisch mit der allgemeinen Losung
(2.106) eines ungeddmpften harmonischen Oszillators, allerdings mit der Eigen-
frequenz w < wy. Der Vorfaktor e~ sorgt dafiir, dass die Amplitude der Schwingung
mit der Zeit exponentiell abklingt. Mit den gleichen Uberlegungen wie im vorange-
gangenen Abschnitt bringen wir den Imaginérteil von Gl. (2.118) zum Verschwinden
und erhalten die rein reelle Losung

z(t) = e "' [A sin(wt) + B cos(wt)] , (2.119)
mit A=2ImA_, B=2ReA,.

Die Konstanten lassen sich an die Anfangsbedingungen anpassen. Da
i(t) = —e P [(AB + Bw) sin(wt) — (Aw — B 3) cos(wt)]

erhalten wir

t0)=a0=B, do=w—Aw-Bf — A= 0TI%
w
Wir erhalten damit aus Gl. (2.119)
z(t) = e P |2 cos(wt) + Yo+ Ao sin(wt) | . (2.120)

w

Dies geht fiir verschwindende Reibung, # = 0, in Gl. (2.110) iiber.
Die Losung (2.119) 148t sich auch wieder in Form einer phasenverschobenen Sinus-
schwingung schreiben, vgl. Gl. (2.83),

x(t) = Age " sin(wt + 0) = A(t) sin(wt +0) , (2.121)

mit Ay = VA2 + B2, A(t) = Ape P und cosd = A/Ay. In dieser Form ist die
exponentiell abklingende Amplitude der Schwingung besonders offensichtlich. Die
Form der Losung (2.121) ist in Abb. 2.22 graphisch dargestellt.

Fiir die Periode der Schwingung gilt

2 2 2
_m__ W

w 1/@8—52 0%

d.h. die Dampfung verlangert die Schwingungsdauer.
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2.3 Einfache Probleme der Dynamik

Abbildung 2.22: Die Losung des geddmpften harmonischen Oszillators fiir den Schwing-
fall.

18.6.2013

2. Kritische Ddmpfung (aperiodischer Grenzfall): 8 = wy.

In diesem Fall ist w = y/wg — 32 = 0. Der Losungsansatz (2.114) liefert nur eine
spezielle Losung,
z(t) =e P,

Wir benoétigen aber eine zweite, linear unabhéngige Losung. Wir erweitern daher
den Losungsansatz wie folgt:

z(t) = ot
i(t) = ot ‘ﬂt—ﬁs@(t) = [p(t) - ﬁs@(t)] e
it) = [pt)—Bet)] e [so(t) Beo(t) e

[B(t) —284(t )+52 (0)] e

Einsetzen in die Bewegungsgleichung liefert

B(t) = 2B@(t) + B2 p(t) + 28 [p(t) — Be(t)] +wpet) = 0
= Pt) + (wy — B elt) = 0.

~— ~—
[

Fiir den aperiodischen Grenzfall ist der zweite Term auf der linken Seite null, also
gilt
Pt)=0 = §(t) =const. =ay = ¢(t) =a; +ast.

Damit lautet die allgemeine Losung in diesem Fall
z(t) = (ay + ast) e Pt (2.122)

Es findet keine Schwingung mehr statt. Dennoch héngt der Losungsverlauf stark
von den Anfangsbedingungen ab. Wir bestimmen die Konstanten a;, as aus den
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Anfangsbedingungen:
z(0) = zp=ay,
2(0) = v=as—Pag=ay—LFrg = ay=1vg+ Pxg.

Dies ergibt
w(t) = [z0 + (vo + Bwo) t] ™. (2.123)

Wir betrachten eine gegebene Anfangsauslenkung xy > 0. Die Anfangsgeschwindig-
keit mag null sein, vy9 = 0, oder aber auch von null verschieden sein. Im letzteren
Fall kann sie in Richtung der Auslenkung zeigen, vy > 0, oder auch ihr entgegen-
gesetzt, also in Richtung der Ruhelage zeigen, vy < 0. Solange vy > —[( xq, ist
x(t) >0 V¢ > 0. Falls jedoch vy < —f ¢ < 0, so gibt es einen Nulldurchgang bei
der Zeit ty = xo/(Jvo| — B xp). Dies bedeutet, dass man den Oszillator stark genug
in Richtung der Ruhelage angestossen hat, so dass er in der Lage ist, durch die Ru-
helage durchzuschwingen, bevor er ihr sich wieder von der anderen Seite annéhert.
Die beiden verschiedenen Losungstypen sind in Abb. 2.23 veranschaulicht.

x(t)

_’(]0:0
—v,<-pBx
X 0 0]
0 ~—
tN
0 t

Abbildung 2.23: Die Losung des geddmpften harmonischen Oszillators fiir den aperiodi-
schen Grenzfall.

3. Starke Dampfung (Kriechfall): 3 > wy.
Wir definieren v = /3% — w? < 8 und schreiben Gl. (2.115) als

)\i = —ﬁ + v -
Offenbar gilt A_ < Ay < 0 und A+ € R. Die allgemeine Losung lautet, vgl. Gl.
(2.116),
a(t)=e (AL + A_e ) . (2.124)

Die Geschwindigkeit ist dann

#(t) = e [Ar (=B +7) " + A (=B =) e ] .
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Die Konstanten A, sind nun rein reell und kénnen wieder mit Hilfe der Anfangsbe-
dingungen bestimmt werden:

1‘(0)51‘0:A++A_ _1 m
f(0)5v0=—A+(ﬁ—v)—A_(ﬁ+7)} = A= (xoi )

2
Eingesetzt in die Losung (2.124) erhalten wir mit coshz = (e + e77)/2, sinhz =
(e —e ™)/2:

z(t) = e P {:po cosh(~t) + Yo £ Ao

sinh(yt)} . (2.125)
Beachte, dass man mit der Ersetzung v — iw und den Identitdten cosh(iz) =
(€ +e7) /2 = cos z und sinh(iz) = (" — ™) /2 =i sinz die Losung (2.120) des
Schwingfalls erhalt.

Die Form der Losung ist ganz dhnlich der des aperiodischen Grenzfalls, vgl. Abb.
2.23. Sie besitzt allerdings keinen Term ~ te? sondern ist stets rein exponen-
tiell abklingend. Interessanterweise ist dieser exponentielle Abfall fiir grofie Zeiten
~ e~ 0=t (die zweite Exponentialfunktion ~ e~(#*7 klingt schneller auf null ab).
Damit ist der Riickgang der Auslenkung in die Ruhelage langsamer als beim ape-
riodischen Grenzfall, wo er ~ e #* < e~ (3= ist. Wenn man also einen Oszillator
haben mochte, der moéglichst rasch ohne zu schwingen in die Ruhelage zuriick-
kehrt, muss man den aperiodischen Grenzfall § — wq anstreben, d.h. die Reibung so
einstellen, dass sie mit der Eigenfrequenz wy des ungedampften Oszillators moglichst
gut iibereinstimmt (sie aber nicht unterschreitet).

Auch im Kriechfall kann es, wie beim aperiodischen Grenzfall, vgl. Abb. 2.23, einen
Nulldurchgang geben, ndmlich wenn man den Oszillator nach Auslenkung aus der
Ruhelage um z( geniigend stark in Richtung der Ruhelage anstoft. Dies geschieht
zu einer Zeit ty, die durch die Gleichung

7 Zo
—vp — B Zo
gegeben ist. Damit die Zeit ¢y im physikalischen Bereich 0 <ty < oo liegt, fiir den
0 < tanh(yty) < 1, muss also gelten

v xo cosh(ytn) = —(vo + B xg) sinh(yty) <= tanh(yty) =

7 Zo
—vg — B o
Damit die linke Seite der Ungleichung gilt, muss —vy — Sxg > 0 sein, also vy <
—fxy < 0. Damit auch die rechte Seite gilt, muss (nach Multiplikation mit der
positiven Zahl —vy — B xq) gelten

0< <1.

—vg— Bxg >vT9 = v9 < —(0+ 7)o -

Dies setzt eine obere Grenze fiir die Anfangsgeschwindigkeit (bzw. eine untere Gren-
ze fur ihren Betrag |vg|), fir die ein Nulldurchgang erreicht wird. Dann dauert es
gerade unendlich lange, bis ein Nulldurchgang geschieht, ty — oo. Fiir kleinere
Werte von vy (bzw. betragsméfig grofere Werte) wird die Zeit ¢ immer kleiner
und geht fiir |vg| — oo gegen null.
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2.3.8 Der geddampfte lineare Oszillator unter dem Einfluss einer
auBeren Kraft

Reibung ist in realen physikalischen Systemen unvermeidlich. Daher ist jeder Schwin-
gungsvorgang exponentiell geddmpft, es sei denn, eine duflere Kraft kompensiert die
Reibung. Der geddmpfte harmonische Oszillator unter dem Einflul einer zeitabhingi-
gen duBeren Kraft Fi.(t) folgt der Bewegungsgleichung

mi+at+kr=F,.
Wir nehmen an, dass die duflere Kraft periodisch ist,
Fexi(t) =m f cos(wt) ,
und dividieren durch m. Wir erhalten mit 8 = «/(2m), w@ = k/m:
i+2Bi+wiz=f cos(wt) . (2.126)

Fiir das in den beiden vorangegangenen Abschnitten diskutierte mechanische System der
zwischen zwei Federn eingespannten Masse ist in Abb. 2.24 eine mogliche Realisierung
dargestellt.

y k/2 m k/2

0

Abbildung 2.24: Realisierung einer periodischen &dufleren Kraft fiir die zwischen zwei Fe-
dern eingespannte Masse.

> X

Eine der beiden Federn ist nicht an einer festen Wand befestigt, sondern wird durch eine
mit einem Schwungrad verbundene Pleuelstange angetrieben. Die Winkelgeschwindigkeit
des Schwungrads betréigt w.

Fiir den elektrischen Schwingkreis ist die Realisierung durch Anlegen einer Wechsel-
spannung Uy (t) = Uy sin(wt) gegeben, vgl. Abb. 2.25. Die Bewegungsgleichung fiir den
elektrischen Strom lautet wegen I = Ust

3} .1
LI+ RI+ 5] = Upw cos(wt) .
Mit I =z, 8= R/(2L), wi = 1/(LC), f = Uyw/L ergibt dies genau Gl. (2.126).
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R

? ext(t)

L — C

I

Abbildung 2.25: Realisierung einer periodischen &ufleren Kraft fiir den elektrischen
Schwingkreis.

Die zu l6sende Differentialgleichung (2.126) ist eine inhomogene lineare Differenti-
algleichung zweiter Ordnung. Bekanntlich ist die allgemeine Losung die Summe aus
der allgemeinen Losung der homogenen Differentialgleichung und einer speziellen Losung
der inhomogenen Differentialgleichung, vgl. Gl. (2.57). Die allgemeine Losung der homo-
genen Differentialgleichung ist schon bekannt; dies ist Gl. (2.116). Wir benétigen also nur
noch eine spezielle Losung der inhomogenen Differentialgleichung. Diese beschaffen wir
uns wie folgt. Wir erweitern zunéchst die Differentialgleichung (2.126) ins Komplexe,

428 +wiz=fe*'. (2.127)

Natiirlich sind physikalische Kréifte, Auslenkungen einer Masse aus der Ruhelage oder
Strome reellwertige Groflen. Es 148t sich jedoch bei periodischen Bewegungen wegen der
einfachen Differentiationsregeln besser mit der (komplexen) Exponentialfunnktion rech-
nen als mit den trigonometrischen Funktionen. Am Schlufl der Rechnung muss man den
Realteil der Losung nehmen, um das physikalisch relevante Resultat zu erhalten. Wegen
der Linearitat der Differentialgleichung mischen Real- und Imaginérteile der Losung nicht
miteinander.

Um die spezielle Losung der inhomogenen Differentialgleichung (2.127) zu erhalten,
argumentieren wir, dass der Oszillator nach einer gewissen Einschwingzeit der periodi-
schen duBeren Kraft F.y(t) folgen und mit der gleichen Frequenz @ schwingen wird. Wir
machen daher den Losungsansatz:

2(t) = Ae™t . (2.128)
Einsetzen in die Differentialgleichung (2.127) ergibt
[(—&* +2ifw+wi) A= f] €F =0
f 0 —wi+2ifw

— A = — = —
W02 —wi—2ifw f(w2—w§)2+4ﬁ2@2’
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o2 — w2
A= — 0
ImA = — 2/ 5% <0,

@ -+ 4P
_ (@2 — wp)? 4 f2 32 2
|A‘ - \/f2 [(@2 _ wg)z + 452 @2]2 + [<@2 _ WS)Q 4 452 @2]2
V(P — W)+ 420 f

- (2 -2 +402? S w2+ 40 (2.129)

Der Betrag |A| der komplexen Amplitude A ist in Abb. 2.26 als Funktion von w fiir
verschiedene Werte des Reibungskoeffizienten 3 dargestellt.

| Al

flux

0 W, W, @

Abbildung 2.26: Der Betrag |A| der komplexen Amplitude A der speziellen Losung der
inhomogenen Differentialgleichung fiir verschiedene Werte des Reibungs-
koeffizienten (3.

Wir diskutieren die Losung fir |A|.

1. Zunéchst ist zu bemerken, dass wir nur den Bereich & > 0 betrachten miissen, da
die Funktion |A| symmetrisch in w ist, d.h. |A|(w) = |A|(—w).

2. Fir w — 0 ist der Wert von |A| von [ unabhéngig,

w—0 : |A|—>i2
“o

Fiir verschwindende Kreisfrequenz der antreibenden Kraft (stillstehendes Schwung-
rad) ist die Auslenkung des Oszillators konstant.
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3. Fiir o — oo wird |A| ebenfalls unabhéngig von g:

w— 00 : \A|H_iQ—>O.
w

Der Osrzillator schwingt nicht; die duflere Kraft &ndert sich so schnell, dass er ihr
nicht mehr folgen kann und weder in die eine noch in die andere Richtung ausgelenkt
wird.

4. Die Extremwerte der Funktion |A|(w) berechnen sich aus der Bedingung:

0 = d'f” = - / = [4(@* — w))w + 8 5% 0]
dw 2y/(@2 — w2)? + 4320
= 0 = w(@-w+25).

Die Nullstellen dieser Gleichung, d.h. die Extrema der Funktion |A|(®), sind also

WOIO,

Oy = Fw., G=y/wi—-2p2<uwp.

(i) wo < V2 3: @, ist imagindr und @, entfallen als mogliche Extrema der reell-
wertigen Funktion |A|(w). Die verbleibende Lésung ist wy = 0. Dies ist ein
Maximum, da |A| > 0 fiir & — +o00o gegen null strebt.

(i) wo > V2B: Daw_ = —w, < @ = 0 < @; = &, und die Funktion |A| fiir
w — Fo0o gegen null geht, ist &y ein Minimum und @, sind zwei symmetrisch
zum Ursprung angeordnete Maxima.

Fallunterscheidung:

Die Maxima im zweiten Fall bedeuten, dass das System eine Resonanz aufweist:
es gibt eine Anregungsfrequenz w, < wy, bei der die Schwingungsamplitude beson-
ders grofl wird. Fiir kleiner werdendes 3 néhert sich w, der Eigenfrequenz wy des
ungeddmpften harmonischen Oszillators an und die zugehérigen Maxima werden
immer hoher. Die Hohe der Maxima ist durch die rot gestrichelte Kurve in Abb.
2.26 gegeben. Fiir verschwindende Reibung geht w, — wp und die Funktion |A| hat
einen Pol bei wy (blau gestrichelte Kurve in Abb. 2.26):

S
0: |A —_— .
SRR I
Fiir w = wy, also fiir eine Antriebsfrequenz, die mit der Eigenfrequenz des un-
geddampften Oszillators iibereinstimmt, kommt es zur sog. Resonanzkatastrophe:
die Amplitude der Schwingung geht gegen unendlich (was nichts anderes bedeutet,

als dass die Federn reiflen, oder der Schwingkreis verschmort).

Mittels der Exponentialdarstellung der komplexen Amplitude, A = |A| ¢ definiert man

ihre Phase,
Im A 204
¢ = arg A = arctan <Pi2A> = arctan <w2 ?L:)g) : (2.130)
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Abbildung 2.27: Die Phase ¢ der komplexen Amplitude A der speziellen Losung der inho-
mogenen Differentialgleichung fiir verschiedene Werte des Reibungskoef-
fizienten (3.

Da Im A < 0, liegt die Phase ¢ zwischen 7 und 27, bzw. wegen der Periodizitdt der
komplexen Zahlen zwischen —m und 0. Die Phase ist in Abb. 2.27 fiir verschiedene Werte
von (3 als Funktion von w dargestellt.

Die spezielle Losung des Oszillators lautet

Z(S) (t) _ Aeiazt _ ‘A| ez’aﬁ eiwt _ ‘A| ez’(thr@) ) (2.131)

Ihre Phase wt + ¢ “hinkt” wegen —m < ¢ < 0 der Phase wt der treibenden Kraft hinter-
her. Das Maximum der Auslenkung wird erst nach dem Maximum der treibenden Kraft
erreicht.

Der physikalisch relevante Anteil der Losung (2.131) ist der Realteil dieser Gleichung,

29 (t) = |A| cos(@t + @) .

Die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung (2.126) lautet nun
() = z®(t)+ 29 (1), (2.132)
z®(t) = Re (AyeM' + A_eM') ~ e Pt

Da die allgemeine Loésung der homogenen Differentialgleichung immer exponentiell ge-
dampft ist, unabhéngig davon, ob der Schwingfall, der aperiodische Grenzfall oder der
Kriechfall vorliegt, wird nach einer gewissen Einschwingzeit ¢ > 1/5 diese Losung
ausgedampft sein und die allgemeine Losung folgt der speziellen Losung der inhomogenen
Differentialgleichung,

z(t) ~z®@), t>1/6.
Die homogene Losung spielt also lediglich wahrend des Einschwingvorgangs eine Rolle.
Sie wird nur bendotigt, um die Anfangsbedingungen zu erfiillen. Fiir groe Zeiten t > 1/

schwingt das System mit der Kreisfrequenz w der dufleren treibenden Kraft und ist von
den Anfangsbedingungen unabhéngig.
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2.4 Fundamentale Begriffe und Erhaltungssaitze

2.4.1 Arbeit

Gegeben sei ein beliebiges Kraftfeld F (7, 7 t). Um einen Kérper beim Punkt 7 um eine
infinitesimale Wegstrecke dr’ zu verschieben, ist die infinitesimale Arbeit

SW = —F . di (2.133)
aufzuwenden.
Bemerkungen:

1. 6W ist nicht notwendigerweise ein totales Differential, daher benutzen wir das Sym-
bol 0W anstelle von dW.

2. Zum Vorzeichen in Gl. (2.133):

(i) Geschieht die Verschiebung dr’ entgegen der Richtung der Kraft, d.h. F-dr <
0, so muss Arbeit von auflen am Korper verrichtet werden. Diese wird positiv
gezihlt, oW > 0.

(ii) Geschieht die Verschiebung in Richtung der Kraft, F-di > 0, so verrichtet der
Korper selbst Arbeit. Diese wird negativ gezihlt, W < 0.

3. Falls F L dr, also wenn die Verriickung senkrecht zum Kraftfeld geschieht, so wird
keine Arbeit verrichtet, 0W = 0.

4. Die Einheit der Arbeit ist Joule, [W] = Nm = kgm?/s* = J.

Falls die Wegstrecke nicht infinitesimal klein, sondern endlich grof ist, gilt
W (C) = — / dF - F(F.7.1) . (2.134)
c

Hierbei ist C eine Kurve, die vom Punkt 77 zum Punkt 75 verlauft, vgl. Abb. 2.28. Das
in Gl. (2.134) auftretende Integral ist ein sog. Weg-, Kurven- oder Linienintegral. Es
héngt ab von

1. der Form des Kraftfeldes F(7,7,t).

2. dem zeitlichen Bewegungsablauf. Diese Abhingigkeit entfillt, falls F = F(7),
also nur vom Ort, nicht aber von Geschwindigkeit und Zeit abhéngt.

3. dem Anfangs- und Endpunkt 7 bzw. 75 der Kurve C.

4. der Form der Kurve C, auf der man von 7 nach 7, gelangt. La. ist die Arbeit auf
unterschiedlichen Wegen verschieden, selbst wenn Anfangs- und Endpunkt der
Wege iibereinstimmen,

W (Cy) = —/ Ar- F(7,7t) # — | dF- F(7,7t) = Wai(Cy) |
C1 62
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sl

=

Abbildung 2.28: Zur Definition des Wegintegrals (2.134).

Sy

Abbildung 2.29: Zwei unterschiedliche Wege C; und Cs, die von 7} nach 75 fiihren.

wobei C; und Cs unterschiedliche Wege sind, um von 7 zu 75 zu gelangen, vgl. Abb.
2.29.

Wir haben solche Linienintegrale schon berechnet, und zwar im Zusammenhang mit der
Bogenlinge in Abschnitt 1.2.3. Zur Berechnung benéttigt man lediglich eine geeignete
Parametrisierung der Kurve C,

C={ra), sy <a<a}.

Beispielsweise kann man die natiirliche Parametrisierung der Kurve wihlen, « —a; =
s, wobei s die Bogenldnge der Kurve vom Anfangswert «; bis zu einem gegebenen o >
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oy ist. Die gesamte Bogenldnge der Kurve C ist s¢ = as — ay. Eine weitere sinnvolle
Parametrisierung ist durch die Zeit gegeben, o = t.
Nach Anwendung der Kettenregel

dr(«)

dr = W do
wird aus Gl. (2.134)
o2 d'F(Oé) =N N
Wau(C) =— do o - F(fa), ma), t(a)) . (2.135)

Dies ist ein gewdhnliches Integral iiber eine skalare Funktion der Integrationsva-
riablen . Die Form des gewahlten Weges C manifestiert sich im Term dr(«)/da. Man
beachte, dass man neben der Parametrisierung der Kurve 7(a) auch den Zusammenhang
zwischen der Zeit ¢t und dem Parameter a kennen muss, ¢(«), also welche Position der
Korper auf der Kurve zu welchem Zeitpunkt innehat. Diese zusétzliche Information wird
nicht benotigt, wenn die Zeit selbst der Kurvenparameter ist, oder wenn die Kraft nicht
explizit von der Zeit abhéngt.

Als Anwendung und um die Wegabhéngigkeit des Arbeitsintegrals zu demonstrieren,
betrachten wir das folgende einfache

Beispiel: Gegeben sei das Kraftfeld
F(7) = ¢ (4,0,0)" (2.136)

wobei die Konstante ¢ dafiir sorgt, dass die Kraft F die korrekte Dimension besitzt,
und y die kartesische y—Koordinate ist. Das Kraftfeld hat die in Abb. 2.30 dargestellte
Form: es zeigt ausschliellich in z—Richtung und sein Betrag wéchst quadratisch mit y an.
Wir berechnen die Arbeit auf den in Abb. 2.30 dargestellten Wegen C; und Cy, um vom
Ursprung (0,0,0)7 zum Punkt (1,1,0)7 zu gelangen.

Eine geeignete Parametrisierung fiir C; ist:

C = {rla) = (a,a,0)", 0 < a < 1},

woraus wir sofort

dr(a)
do

dr(«)
do

F=ca?

=(1,1,0)7, F(f(@)) =c(a?0,0)",
berechnen. Damit ist das Arbeitsintegral auf dem Weg Cy:
! c

W(C) = —/ daca? = —= .
0 3

Eine geeignete Parametrisierung fiir C, ist:

Cy = {F(a) = (,0,0)", 0 <a <1} U {fla) = (1,a - 1,007, 1 <a < 2}.
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Y
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(0,0,0) 1

Abbildung 2.30: Zur Wegabhéngigkeit des Arbeitsintegrals.

Daraus folgt

df@)  { (1,0,0)7, 0<a <1

dae 0,,007, 1<a<2 7
= B (0,0,0)7, 0<a<l1
F(T(Oz)) - C{ ((a_1)2’070>T’ 1<Oé<2 )

woraus wir

erhalten. Dieses Resultat wird sofort klar, wenn wir bedenken, dass die Kraft auf dem
ersten Teilstiick des Weges Cs, fiir 0 < v < 1, verschwindet, wihrend sie auf dem zweiten
Teilstiick stets senkrecht zum Weg steht, also das Skalarprodukt zwischen d7 und F
verschwindet. Offensichtlich erhalten wir fiir das Kraftfeld (2.136) zwei unterschiedliche
Werte fiir das Arbeitsintegral, je nachdem welchen Weg wir wéhlen.

2.4.2 Leistung

Die Leistung ist die pro Zeiteinheit verrichtete Arbeit,

SW
p=""" 2.1
dt (2.137)

Wenn wir die infinitesimale Arbeit (2.133) einsetzen, erhalten wir

=y

P=—F. —F.7. (2.138)

SE
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Abgesehen vom Vorzeichen ist die Leistung also das Skalarprodukt aus Geschwindigkeit
und Kraft. Damit ist die Leistung unabhéngig vom Kraftfeld, also fiir alle Kraftfelder,
vom zeitlichen Ablauf der Bewegung abhingig.

Die Einheit der Leistung ist Watt, [P] = J/s = Nm/s = kgm?/s® = W.

2.4.3 Kinetische Energie

Wir multiplizieren die Newtonsche Bewegungsgleichung skalar mit der Geschwindigkeit,

5o d 1\ s
mr-r:a<§mr)—F-r——P. (2.139)
Die Grofle 1
T=3 m i (2.140)

bezeichnet man als kinetische Energie. Gleichung (2.139) schreibt sich dann kompakt
als

P=-T, (2.141)
d.h. Leistung ist mit einer Anderung der kinetischen Energie als Funktion der Zeit ver-
kniipft. Positive Leistung entspricht dabei einer Abnahme der kinetischen Energie und
negative Leistung einer Zunahme. Nach der Definition (2.137) der Leistung gilt aber

auch
4%

dt
d.h. die Ab- bzw. Zunahme der kinetischen Energie ist mit einer Zu- bzw. Abnahme
von Arbeit verkniipft. Integrieren wir Gl. (2.142) nach der Zeit, so erhalten wir

oW o : dr(t)
dt — = — dt F(r(t),r(t),t) - =W
|y = - [ aFew .y G =w

~T =+ (2.142)

1

t2 dT m - .
= — dt — _T T — |:—»t 2 —»t 2
/t1 1 2+ 13 5 7(t1)” — 7(t2)

Hier haben wir in der ersten Zeile die Parameterdarstellung (2.135) des Arbeitsintegrals
verwendet, mit der Zeit ¢ als Parameter. Geleistete Arbeit W5 # 0 ist damit mit einer
Anderung des Bewegungszustandes verkniipft, i"(t1) # #(ts).

Aus der letzten Gleichung wird aulerdem sofort ersichtlich, dass kinetische Energie und
Arbeit dieselbe Einheit besitzen, [T] = [W] = Nm = kgm?/s? = J.

2.4.4 Potentielle Energie und konservative Krafte

In den letzten beiden Abschnitten haben wir besondere Sorgfalt darauf verwendet, die

infinitesimale Arbeit 6W nicht als totales Differential dW zu schreiben. Dies ist in der

Tat nur unter bestimmten Bedingungen moglich, die in diesem Abschnitt erlautert werden.
Falls eine Funktion V(7) existiert, die

dv (r)
dt

=

=F.

=P (2.143)

2§
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erfiillt, so nennt man diese Funktion das Potential oder die potentielle Energie der
Kraft F'. Multiplikation von Gl. (2.143) mit dt und Vergleich mit GL. (2.133) ergibt, dass
oW = dV, d.h. in diesem Fall gibt es ein totales Differential der Arbeit W, welches
identisch ist mit dem totalen Differential der potentiellen Energie, dW = dV. Krifte, fiir
die dies zutrifft, nennt man konservative Krifte. Die Einheit des Potentials bzw. der
potentiellen Energie ist mit der Einheit der Arbeit bzw. der kinetischen Energie identisch,
[V]=[W]=[T] = Nm = kgm?/s? = J.

Konservative Krifte lassen sich direkt aus der potentiellen Energie berechnen. Das
totale Differential der potentiellen Energie lautet

AV (r) = i W—@ dz; = VV(7) - dF . (2.144)

=VV(7)-7. (2.145)

Der Vergleich mit Gleichung (2.143) ergibt den gesuchten Zusammenhang zwischen Kraft
und Potential
F(r)=-VV(F). (2.146)

Da V(7) lediglich eine Funktion des Ortes 7 ist, kann auch die Kraft F(7) nur vom Ort,
nicht aber von der Geschwindigkeit oder explizit von der Zeit abhdngen. Eine implizite
Zeitabhéangigkeit besteht dagegen schon, denn wenn wir die Kraft entlang der Bahnkur-
ve 7(t) eines Korpers berechnen, so taucht die Zeitabhéngigkeit der Bahnkurve implizit
in der Kraft auf, F(7(t)). Aus der Tatsache, dass konservative Krifte nicht von der Ge-
schwindigkeit abhéngen diirfen, folgern wir, dass Reibungskrifte nicht konservativ
sind. L.a. gibt es fiir nicht-konservative Kréfte kein Potential, aus dem man sie ableiten
konnte.

Die Bedingung, dass die Kraft nur vom Ort abhédngt, ist eine notwendige Bedin-
gung dafiir, dass sie konservativ ist, d.h. dass ein Potential existiert. Sie ist aber nicht
hinreichend, denn nicht alle Felder, die nur vom Ort abhéngen, lassen sich automatisch
auch als Gradient einer skalaren Funktion darstellen. Eine hinreichende Bedingung fiir die
Existenz eines Potentials und damit dafiir, dass die Kraft konservativ ist, ergibt sich aus
folgender Uberlegung. La. ist das Potential V() wenigstens (fast) iiberall zweimal stetig
differenzierbar, d.h.

PV(F) 0V (F)

— =1,2.3.
8372‘6.1’]' 6:6]8:132 » b T
Dies bedeutet aber mit F; = —0V/dx;, dass
OF; _ 9 oF; _ 9 =0, 7,7=1,2,3.

&xi N &xj — al‘l B al‘j N

Daraus ergibt sich der folgende
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Satz: Ein Kraftfeld ﬁ(f’) ist genau dann konservativ, falls
VxF()=0. (2.147)

Beweis: “Genau dann” bedeutet, dass man die Behauptung in beide Richtungen beweisen
muss, d.h.

1. Wir nehmen an, dass F/(7) konservativ ist. Zu zeigen ist, dass V x F(7) = 0. Fiir kon-
servative Kraftfelder existiert per Definition ein Potential V (7) mit F'(7) = —=VV (7).
Die Rotation eines Gradientenfeldes verschwindet aber immer geméf Gl. (1.85).

2. Wir nehmen an, dass die Rotation von ﬁ('F) verschwindet. Es ist zu zeigen, dass
die Kraft dann konservativ ist, d.h., dass ein Potential V (7) existiert mit F(7) =
—ﬁV(f’). Der Beweis stiitzt sich auf den sog. Helmholtzschen Zerlegungssatz,
den wir hier aber nicht beweisen werden, sondern erst in der Vorlesung “Theoretische
Physik III: Elektrodynamik”. Der Zerlegungssatz besagt, dass man jedes Vektorfeld
F (7) als Summe eines Gradientenfeldes und eines Wirbelfeldes schreiben kann,

F(f) = Vo(P) + V x f(7), (2.148)

wobei das skalare Feld (7) und das Vektorfeld f(7) eindeutig aus F(7') berechen-
bar sind (die entsprechenden Formeln sind aber hier nicht weiter von Bedeutung,
weshalb wir sie nicht explizit angeben). Die Bedingung V X ﬁ(f’) = 0 fiihrt wegen
V x Vo(7) = 0 auf

Vx F(7) =V x [V x (7] = V[V (7] - a 77 =0,

wobei wir Gl. (1.89) benutzt haben. Diese Gleichung ist i.a. nur fiir konstantes

Ji erfiillbar. Konstante Vektorfelder haben aber ein verschwindendes Wirbelfeld,
V x f =0, und der Zerlegungssatz (2.148) liefert

F(f) = V(7).
Mit ¢(7) = =V (7) folgt die Behauptung, q.e.d.

Wir leiten nun einen wichtigen Zusammenhang zwischen der Arbeit und der potentiellen
Energie her. Wir formen das Arbeitsintegral (2.135) fiir konservative Krifte F(7(t)) mit
der Zeit als Parameter und unter Zuhilfenahme von Glgen. (2.145) und (2.146) in folgender
Weise um:

- dr(t R dr (¢
Wy = —/ th('F(t))-%:/ dt VV (7(t)) - g(t)
t1 t1
to o Vs
:(/dﬂﬂﬂD:/(wzw_m, (2.149)
i dt v

wobei wir V; = V(7(t;)), i = 1,2, definiert haben. Gleichung (2.149) besagt, dass die bei
Verschiebung eines Kérpers von 7} = 7(¢1) nach 7 = 7(t5) geleistete Arbeit identisch mit
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der Potentialdifferenz 1, — V] ist. Da dieses Ergebnis nur vom Anfangs- und Endpunkt
des Weges der Verschiebung abhéngt, nicht aber von der Form des Weges selbst, ist fiir
konservative Krifte die Arbeit vom gewidhlten Weg unabhingig. Wir wollen
diese Tatsache im folgenden genauer untersuchen.

Wir integrieren den Gradienten des Potentials iiber einen geschlossenen Weg, vgl.
Abb. 2.31. Dann gilt:

C

O

Abbildung 2.31: Zum Arbeitsintegral {iber einen geschlossenen Weg.

forovir = [0 s = [7as VD

Vo
- / AV =Vy— V=0, (2.150)

Vo

wobei wir Gl. (2.144) fiir das totale Differential und Vy = V(7(s,)) = V(7(s.)) benutzt
haben. Auf dieser Tatsache beruht der folgende

Satz: Eine Kraft ist genau dann konservativ, wenn das Arbeitsintegral iiber einen
geschlossenen Weg verschwindet,

%dF- F(@)=0. (2.151)

c

Beweis: Es gilt wieder, Hin- und Riickrichtung getrennt zu beweisen.

1. Falls die Kraft konservativ ist, gilt F/(7) = —VV (), und damit folgt die Behauptung
sofort aus Gl. (2.150).

2. Wir nehmen an, dass Gl. (2.151) gilt. Nun gilt fiir jedes beliebige, hinreichend oft
differenzierbare Vektorfeld d(r) das sog. Stokessche Theorem, welches wir erst in
der Vorlesung “Theoretische Physik I1I: Elektrodynamik” beweisen werden:

fédf- a(r) = /Sd§- V x d(F) (2.152)

wobei das Integral auf der rechten Seite iiber die von der Kurve C eingeschlossene
Flidche zu fithren ist und dS der Normalenvektor auf dieser Fliache ist. Angewendet
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auf Gl. (2.151) folgern wir, dass
0:/d§-6xﬁ(F).
S

Da die geschlossene Kurve C beliebig war, kénnen wir sie auch zu einem Punkt
zusammenziehen, woraus

VxF([r)=0
folgt. Dies war aber gerade das vormals bewiesene Kriterium dafiir, dass die Kraft
konservativ ist, q.e.d.

Mit Gl. (2.134) bedeutet der gerade bewiesene Satz, dass eine konservative Kraft
auf einem geschlossenen Weg keine Arbeit leistet. Die schon oben diskutierte Weg-
unabhingigkeit des Arbeitsintegral fiir konservative Krifte 148t sich ebenfalls leicht aus
diesem Satz ableiten. Dazu betrachten wir zwei Wege C; und Cs,, die die zwei Punkte P;
und P, verbinden, vgl. Abb. 2.32.

C
: B

e

G

Abbildung 2.32: Zur Wegunabhéngigkeit des Arbeitsintegrals fiir konservative Kréfte.

Die Parametrisierung fiir den Weg C; laute:
Cr={r(s),0<s <1},

wobei 71 = 7(0) und 7 = 7(1) die Ortsvektoren der Punkte P; und P, darstellen. Fiir den
Weg Cy schreiben wir
Co ={r(t), -1 <t <0},

wobei 7 = 7(—1) und 75 = 7(0) die Ortsvektoren der Punkte P, und P, darstellen.

Nun betrachten wir den geschlossenen Weg C, der sich dadurch ergibt, dass wir C;
von P; nach P, und C, in umgekehrter Richtung, also von P, nach P; durchlaufen.
Wir parametrisieren diesen Weg wie folgt:

C={rs),0<s<1}U{r(s), 1 <s<2},

wobei 7 = 7(0), 7 = 7(1) und 7, = 7(2) ist. Auf dem zweiten Teilstiick ersetzen wir nun
den Parameter s durch t = 1 — s. Der Parameter ¢ lduft von 0 bis —1, wenn s von 1 bis 2
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lauft, also entlang des umgekehrten Weges C,. Fiir konservative Krifte gilt dann

o:Lﬁwﬁmzldfiwﬁwm+[dfiﬂﬁwm
_ A<hdif-ﬁw@»+ZTdﬁi?-ﬁ@u»
_ L(B%SWFV@»_/¥m%$)ﬁwm)
— té dsdﬁf).ﬁuxg)::/lddef).ﬁ@«w)
— /C dr- F(F) = /C dr - F(7) . (2.153)

Fiir konservative Kréifte hat das Arbeitsintegral zwischen den Punkten P, und P; also
immer den gleichen Wert, unabhéngig vom durchlaufenen Weg.

Die Wegunabhéngigkeit des Arbeitsintegrals liefert ein konstruktives Kriterium zur
Berechnung des Potentials V(7) bei vorgegebener konservativer Kraft F(7). Gleichung
(2.149) besagt, dass das Potential im Punkt P (charakterisiert durch den Ortsvektor 7)
den Wert

V() = —/P dr - F(7) (2.154)

I0)

annimmt, falls der Punkt P (charakterisiert durch den Ortsvektor 74) so gewé#hlt wird,

dass V(1p) = 0.

Beispiel: Eindimensionaler harmonischer Oszillator

In einer Dimension gibt es nur einen méglichen Weg, um von Py = xg zu P = x zu
gelangen. Wir wihlen xy = 0 und erhalten mit dem Hookeschen Kraftgesetz F'(z) = —kx

xX x 1
V(z) = —/ do’ F(2') = k/ do’ 2’ = 3 ka? . (2.155)
0 0

In der Tat ist V' (0) = 0, so dass keine weitere Integrationskonstante im Potential auftritt.

Zur Berechnung von V() bei mehrdimensionalen Problemen kann man den rechnerisch
giinstigsten Weg wihlen, da das Wegintegral fiir konservative Kréfte unabhéngig vom
Weg immer denselben Wert annimmt.

2.4.5 Energieerhaltungssatz

Wir zerlegen die Gesamtkraft in einen konservativen und in einen nicht-konservativen,
d.h. einen sog. dissipativen Anteil,

ﬁ:ﬁkons—i_ﬁdiss-
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Mit den Glgen. (2.139), (2.141), (2.145) und (2.146) fiir den konservativen Anteil der
Kraft gilt dann

T = —P:?'F_’):?'(_ﬁ‘/—'—ﬁdiss)
d
+

— E V) =7 Fis - (2.156)

I
Ak
~

Dies ist der sog. Energiesatz. Hier haben wir die totale mechanische Energie als
1 .
EET+V:§mF2+V(F) (2.157)

eingefiihrt.

Da dissipative Kréfte der Bewegung eines Korpers entgegenwirken, ist 7 Fre < 0.
Dissipative Krifte sorgen damit gem#fl dem Energiesatz (2.156) fiir einen Verlust an
mechanischer Energie, E < 0. Falls alle Kriifte konservativ sind, d.h. falls der dissi-
pative Anteil der Kraft verschwindet, Fi = 0, so folgt aus Gl. (2.156) der Energieer-
haltungssatz

E=0 < E=T+V = const. (2.158)
Dissipative Kréfte wie z.B. Reibungskréfte fithren mechanische Energie in eine andere
Energieform, z.B. Warme, iiber. Erweitert man die Definition der Energie um diese Ener-
gieformen, dann bleibt die Gesamtenergie (d.h. inklusive der Warmeenergie bzw. ande-
rer Energieformen) wieder erhalten. Wir werden uns damit in der Vorlesung “Theoretische
Physik V: Statistische Mechanik und Thermodynamik” néher beschéftigen.

2.4.6 Drehimpuls, Drehmoment

Wir definieren den sog. Drehimpuls als
L=FxXp=mixT7 (2.159)

und das sog. Drehmoment als

M=7xF. (2.160)
Wir kénnen einen Zusammenhang zwischen Drehimpuls und Drehmoment herleiten, in-
dem wir die Newtonsche Bewegungsgleichung vektoriell (von links) mit dem Ortsvektor
multiplizieren,

mExXr=rxF. (2.161)

Nun ist die linke Seite dieser Gleichung identisch mit der Zeitableitung des Drehimpulses,
dE_ (;'x;'+_’><:’>— 2 B
3 = MATXTHTXT) =me X,

da das Kreuzprodukt identischer Vektoren verschwindet. Die rechte Seite von Gl. (2.161)
ist dagegen identisch mit dem Drehmoment (2.160), so dass wir den sog. Drehimpulssatz
erhalten,

=N (2.162)
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2 Mechanik des freien Massenpunktes

Falls das Drehmoment verschwindet, M = 0, ist der Drehimpuls erhalten,

M=0 = L=0 = L=const. . (2.163)
Dies ist der Drehimpulserhaltungssatz.

Ein verschwindendes Drehmoment erreicht man nach Gl. (2.160) entweder durch ver-
schwinqdende Krifte, F' = 0, oder aber durch Krifte, die parallel zum Ortsvektor gerichtet
sind, F' || 7. Dies sind aber die schon in Gl. (2.25) eingefiihrten Zentralkraftfelder. Wir
schlieBen daraus, dass der Drehimpuls in Zentralkraftfeldern eine Erhaltungsgrisfle
ist.

Die kriftefreie Bewegung ist geradlinig gleichformig, vgl. Abb. 2.33. Der dieser Bewe-
gung zugeordnete Drehimpuls hat den Betrag L = |L| = mvd. Wie kann es sein, dass
einer geradlinigen Bewegung iiberhaupt ein Drehimpuls zugeordnet werden kann?

Abbildung 2.33: Geradlinig gleichférmige Bewegung. Der dieser Bewegung zugeordnete
Drehimpuls zeigt in die Papierebene hinein.

Offenbar ist L = 0, falls 7 I 7, also wenn die Bewegung entlang einer Geraden erfolgt, die
durch den Ursprung des Koordinatensystems geht. Es wird damit offensichtlich, dass der
Drehimpuls von der Wahl des Bezugssystems abhéngt. Verschiebt man den Ursprung
um einen konstanten Vektor @ = const., so dass

S

r=r+d, 7r'=r,
so dndert sich auch der Drehimpuls,
L' =mr' xr/'=mrxr+maxr=L+dxp.

Aus dem Verschwinden des Drehimpulses in einem bestimmten Bezugssystem,
folgt also i.a. nicht das Verschwinden des Drehimpulses in einem anderen System,
Die Drehimpulserhaltung folgt nur, wenn auch der Impuls erhalten ist, da

L =0,
L'+0.
_—

L'=L+axp+ixp=L+axp = L'=L=0 nur,falls =0, dh. p= const. .

95.6.2013 (2.164)

Die Drehimpulserhaltung schrinkt die Bewegung eines Massenpunktes stark ein. Of-
fenbar gilt allgemein

F-E:mF-(Fx F) ~0, (2.165)

140



2.4 Fundamentale Begriffe und Erhaltungssétze

da das Spatprodukt mit zwei identischen Vektoren Verschwindet;Dies bedeutgt, dass_de)r
Drehimpuls immer senkrecht auf dem Ortsvektor steht, 7 L L. Falls nun L = const.,
dann muss die Bewegung stets in einer Ebene stattfinden, auf der L senkrecht steht.
7.B. ist fir L = L&, die Bewegung auf die (z,y)—Ebene beschriankt, vgl. Abb. 2.34.

Az .
L

[e) m

X

Abbildung 2.34: Im Fall der Drehimpulserhaltung findet die Bewegung eines Korpers stets
in einer Ebene statt, auf der der Drehimpuls senkrecht steht.

Es gilt auflerdem der sog.

Flachensatz: Der Ortsvektor iiberstreicht in gleichen Zeiten gleiche Fléichen.

Beweis:

O

H(t+dt)
dr(t)

Abbildung 2.35: Zum Flachensatz.
Wir betrachten Abb. 2.35. Es gilt (¢t 4+ dt) = 7(t) + dr(t) und dr(t) = [dr(t)/dt] dt =

7(t) dt. Die Fliche dS ist gerade gleich der Hilfte der Fliche des durch die Vektoren 7(t)
und 7(t + dt) aufgespannten Parallelogramms, d.h.

L) x =~ Lre x (7 + 7 ~ My x| ar = 1L
48 = 5 |7(t) x 7t + dt)| = 5 |7(6) x (7(8) + 71 dt)| = 5 |7(e) x 7(0) | at = - | L]t
also ds I
= = — 2.1
5 dt  2m (2.166)

Falls L = const., so ist S = const., also ist die zeitliche Anderung der vom Ortsvektor
iiberstrichenen Flédche konstant. Dies ist gerade die Behauptung.
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2 Mechanik des freien Massenpunktes

2.4.7 Zentralkraftfelder

Zentralkraftfelder zeigen an jedem Punkt des Raumes in Richtung des Ortsvektors, vgl.
Gl. (2.25)

F(7,7t) = f(F, 7)€, . (2.167)
Fiir Zentralkraftfelder gilt, wie im vorangegangenen Abschnitt gezeigt, Drehimpulser-
haltung. Es gilt der folgende

Satz: Ein Zentralkraftfeld F ist genau dann konservativ, falls

F(7) = f(r)é,, (2.168)
also wenn die Funktion f in Gl. (2.167) lediglich vom Betrag r des Ortsvektors abhéngt.

Beweis:

1. Wir nehmen an, dass die Zentralkraft F = f €, konservativ ist. Dann kann sie nicht
von der Geschwindigkeit und explizit von der Zeit abhéngen kann, d.h. f = f(7). Die
Funktion f(7) kann im Prinzip von Betrag und Richtung des Ortsvektors abhéangen.
Es bleibt zu zeigen, dass keine solche Richtungsabhingigkeit besteht, also f(7) =
f(r). Dies geht wie folgt. Aus der Tatsache, dass F konservativ ist, folgt

0=V xF@=VxI[f(AM&]=V {(ﬁ } <"?> +{6@}XF.
Der erste Term verschwindet wegen Gl. (1.88) (man setze die Funktion f(r) in
dieser Gleichung gleich 7). Damit miissen die Vektoren V(f(7)/r) und 7 parallel
zueinander stehen. Das Gradientenfeld V(f(7)/r) steht aber per Definition iiberall
senkrecht zu den Flachen f(r)/r = const.. Damit stehen diese Fldchen iiber-
all senkrecht zum Ortsvektor 7 (da dieser parallel zum Gradientenfeld V(f(7)/r)
steht). Damit dies erfiillt ist, miissen die Flachen f(7)/r Kugelflichen mit kon-

stantem Radius 7 um den Ursprung sein. Aufgrund der Symmetrie der Kugelfléiche
kann aber f(7) nicht von der Richtung von 7 abhéngen, sondern nur vom Betrag,

f(r) = f(r).
2. Wir nehmen an, dass F(7) = f(r) .. Nach Gl (1.88) gilt dann V x F() = 0, d.h.
F(7) ist konservativ.
Es gilt auBlerdem der folgende
Satz: Eine konservative Kraft F ist genau dann eine Zentralkraft, wenn V (7) = V (r).

Beweis:

1. Wir nehmen an, dass F(7) konservativ ist, und dass V(7) = V(r). Es ist zu zeigen,
dass F(7) eine Zentralkraft ist. Es gilt
dV(r) = dV (r)

F(i)=-VV(r) = — V=

wobei wir GL. (1.81) benutzt haben. Damit zeigt F(7) in Richtung des Ortsvektors,
ist also eine Zentralkraft.
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2.5 Das Keplerproblem

2. Wir nehmen an, dass die konservative Kraft F(7) eine Zentralkraft ist. Es ist zu
zeigen, dass V(7) = V (r). Es gilt

F(?) = f(r)é& = —VV(F),
d.h.

oV (r r or

wobei wir GL. (1.73) ausgenutzt haben. Sei nun f(r) so, dass f(r) = df(r)/dr, dann

ist -
ov(r) __9f(r)
Da dies fiir alle Richtungen ¢« = 1, 2, 3 gilt, kann V" nicht auch noch von der Richtung

des Ortsvektors abhingen, sondern wie auch die Funktion f (r) lediglich vom Betrag
r, also V(r) = V(r), q.e.d.

2.5 Das Keplerproblem

2.5.1 Bewegung in konservativen Zentralkraftfeldern

Im letzten Kapitel haben wir gesehen, dass fiir konservative Krifte die Energieerhal-
tung gilt,

1 .
E=T+V = §mF2+V(F) = const. .
Auflerdem gilt fiir Zentralkraftfelder die Drehimpulserhaltung,

L =m7x i =const. . (2.169)
Man spricht bei F und L von den sog. ersten Integralen der Bewegung, da sie aus
einmaliger Integration der Bewegungsgleichungen folgen. Die Erhaltungsgrofien enthalten
nur noch die ersten Zeitableitungen des Ortsvektors, im Gegensatz zur Bewegungsglei-
chung, die die zweite Zeitableitung enthélt. Mit den Erhaltungsgrofien 1483t sich ein allge-
meines Verfahren zur Losung der Bewegungsgleichungen formulieren. Dies wollen wir im
folgenden besprechen.

Im letzten Kapitel haben wir gesehen, dass konservative Zentralkraftfelder die Form

F(F) = -VV(r) (2.170)
haben. Wir wihlen das Koordinatensystem so, dass

L=Lé., (2.171)

d.h. aufgrund der Drehimpulserhaltung (2.169) findet die Bewegung zu allen Zeiten in
der (z,y)—Ebene statt. Wir wihlen zur Beschreibung dieser Bewegung ebene Polarko-
ordinaten,

re,,

!

=y
|

7e +1Pe,,

143



2 Mechanik des freien Massenpunktes

vgl. Glgen. (1.164) und (1.165). Der Drehimpuls berechnet sich dann zu
L=m7xrF=mré x (Fé,+rpé,)=mripe,, (2.172)
wobel wir €, x €, = €, benutzt haben. Die Gleichungen (2.169) und (2.171) liefern nun
L=mnr*¢ = const. . (2.173)

Dies liefert die Relation mr?¢* = L?/(mr?), die wir gleich benutzen werden. Es gilt
néamlich fir die Energie (2.170)

E = %m?2+\/(r) = %m (7’“2+r2gb2) + V(r)
= 1m7'“2 + L7 +V(r) = 1m7’“2 + U(r) = const. , (2.174)
2 2mr? 2
wobei wir das effektive Potential
12
Ur) = STl V(r) (2.175)

fiir die eindimensionale Bewegung in Radialrichtung eingefiihrt haben.

Die Losung der Bewegungsgleichung ist die Bahnkurve 7(t) = r(¢)(cos ¢(t), sin ¢(t), 0)T.
Zur Bestimmung der Bahnkurve miissen wir also die Funktionen r(¢) und ¢(t) berechnen.
Dies geht direkt aus den Erhaltungssidtzen (2.173) und (2.174), ohne Zuhilfenahme der
Newtonschen Gleichung.

Aus Gl. (2.174) leiten wir die folgende Differentialgleichung erster Ordnung fiir r ab:

mo.

—7* = E-U(r)
.2 2

= (B - U(r)
= i = i,/%[E_Um]. (2.176)

Diese Differentialgleichung 16st man mit Hilfe der Methode der Variablentrennung. Wir
schreiben 7 = dr/dt und schreiben den t— und den r—abhéngigen Anteil auf getrennte
Seiten der Gleichung,

dt = + dr . (2.177)
Vi [E=U(r)]
Integration von t bis ¢, bzw. von ro = r(ty) bis r = r(t) ergibt
(2.178)

t r 1
/dt’zt—tozi/ dr’ )
t v EE-UW)

Fiir t > ¢ ist die linke Seite dieser Gleichung stets positiv, deswegen ist das positive
Vorzeichen zu wihlen, wenn r mit der Zeit anwéchst, r > rg, bzw. das negative, wenn r
mit der Zeit kleiner wird, r < rg. Gleichung (2.178) bestimmt die Funktion () und die
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2.5 Das Keplerproblem

Umkehrung dieser Funktion liefert die gesuchte Funktion r(¢). Damit ist die Bewegung in
Radialrichtung bekannt.

Fiir die Bewegung in p—Richtung wenden wir die Methode der Variablentrennung auf
Gl. (2.173) an,

, = L
YOS AT me
L L L
— dp = —dt=t— & —+ dr (2.179)
mr mr* 2B U] 2 \/2m[E — U(r)]

wobei wir im letzten Schritt Gl. (2.177) benutzt haben. Integration von ¢q bis ¢ bzw. von
ro = 1(p0) bis r = r(¢) liefert

/@d = —iL/rdTJ ! (2.180)
o T AmE - U] |

Dies bestimmt die Funktion ¢(r) und mit der Funktion r(¢) erhdlt man durch Einsetzen
die Funktion ¢(r(t)) = ¢(t). Damit ist auch die Bewegung in ¢—Richtung bestimmt und
das Problem gelost.

Bemerkungen:

1. Man beachte, dass wir zur Losung des Problems die Newtonschen Bewegungsglei-
chungen nicht beno6tigt haben, sondern ausschliefllich die Energie- und Drehimpuls-
erhaltung. Letztere folgen jedoch auch aus den Newtonschen Bewegungsgleichungen.
Um dies zu sehen, betrachten wir die Newtonschen Bewegungsgleichungen in ebenen
Polarkoordinaten, vgl. Gl. (1.166),

mi = m (i —r @) é +m(rd+27p)E,

-, =~ dV(r) = dVi(r) _
= F = — — —
(7) VV(r) o Vvr o o
. ) dV (r)
—r¢?) = — 2.181
= m(i—r¢’ o ( )
rg+27g = 0 (2.182)
Gleichung (2.181) schreibt sich mit ¢ = L/(mr?) und Gl. (2.175) in
. L dV(r) L2 av(e)  L* dv(r)
e 2 _— = —_ g —_
mro= mre dr T e dr mr3 dr
a1 12 AU

um. Die Bewegung in Radialrichtung entspricht also einer eindimensionalen Be-
wegung im effektiven Potential U(r). Multiplizieren wir diese Gleichung mit 7,
so ergibt sich mit Gl. (2.174)

dms*  dU(r)dr _ dU

dt 2~ dr dt _  dt
— (mt L y) 2 4B
2 oAt

mrr
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2 Mechanik des freien Massenpunktes

d.h. die Energieerhaltung.
Wir multiplizieren Gl. (2.182) mit mr und erhalten mit Gl. (2.173)

2.y _ 4L
Sp)_dta

0=mri@g+2mrip=— (mr

dt
d.h. die Drehimpulserhaltung.

2. Offenbar muss stets £ > U(r) gelten, ansonsten ist die Radialgeschwindigkeit
(2.176) nicht reell. Wir definieren

(i) Klassisch erlaubte Bereiche: alle r, fiir die E > U(r).

(ii) Klassisch verbotene Bereiche: alle r, fiir die £ < U(r).
(iii) Umkehrpunkte der Bewegung: alle r, fiir die 7 = 0, also £ = U(r).
Dies wird in Abb. 2.36 an einem Beispiel verdeutlicht.

U(r)
A

N\

\ o
7’1\/ ) F3 \_/”4

Abbildung 2.36: Ein Potential mit klassisch erlaubten und klassisch verbotenen Bereichen.

E=const.

Fiir einen vorgegebenen Wert von F = const. sind die klassisch erlaubten Bereiche
die Intervalle [ry, ro] und [r3, 4. Die klassisch verbotenen Bereiche sind die Intervalle
[0,71), (re,r3) und (ry,00). Umkehrpunkte der Bewegung sind 1, rq, 73 und r4. An
den Minima und Maxima von U(r), also wo dU(r)/dr = 0, verschwindet die Kraft
in Radialrichtung.

2.5.2 Planetenbewegung
Ein Planet der Masse m bewegt sich im Gravitationspotential

m M
r

V(r)=—v (2.184)
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2.5 Das Keplerproblem

der Sonne, welche die Masse M habe. Das Zentrum der Sonne liegt hierbei im Ursprung
des Koordinatensystems und das Zentrum des Planeten bei 7, hat also den Abstand r
vom Koordinatenursprung. Die Newtonsche Gravitationskonstante v ~ 6,674 - 10711 N
(m/kg)? hatten wir schon nach Gl. (2.26) eingefiihrt. In der Tat liefert dieses Potential
die Gravitationskraft aus Gl. (2.26),

Da es sich um eine Zentralkraft handelt, ist der Drehimpuls erhalten und die Bewegung
des Planeten um die Sonne findet ausschliellich in einer Ebene, der sog. Ekliptik, statt.
Wir konnen die Diskussion aus dem vorangegangenen Abschnitt direkt ibernehmen.
Das im vorangegangenen Abschnitt eingefiihrte effektive Potential fiir die Bewegung
in Radialrichtung hat die Form
2 2
Uiy = -2 pvey =L _,mM (2.185)

2mr? 2mr? r

Es besitzt also einen negativen, attraktiven Anteil, das Gravitationspotential (2.184),
sowie einen positiven, repulsiven Anteil, die sog. Drehimpulsbarriere L?/(2m1?).
Beide Anteile sowie ihre Summe (2.185) sind in Abb. 2.37 dargestellt.

N

— L2/2mr
— V()
— U(r)

7

Abbildung 2.37: Das effektive Gravitationspotential fiir die Bewegung in Radialrichtung,
welches sich aus dem eigentlichen Gravitationspotential und der Drehim-
pulsbarriere zusammensetzt.
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2 Mechanik des freien Massenpunktes

Man beachte, dass sich die Form von U(r) in Abhéngigkeit des Wertes von L quan-
titativ, aber nicht qualitativ dndert. Fiir gegebenes L gibt es in Abhéngigkeit von
der Gesamtenergie F mehrere Moglichkeiten fiir die Bahnformen des Planeten um die
Sonne. Die entsprechenden Werte bzw. Bereiche fiir die Gesamtenergie sind in Abb. 2.38
eingezeichnet.

Abbildung 2.38: Das effektive Gravitationspotential und die Werte bzw. Bereiche der Ge-

(a)
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samtenergie, die den moglichen Bahnformen entsprechen.

E < FEg: Da Ex = U(Rg) der Wert der Energie am Minimum des effektiven
Potentials U(r) ist, gilt E < U(r) fiir alle r, d.h. wir befinden uns im klassisch
verbotenen Bereich. Dort gibt es keine Bahnform, die klassisch realisiert werden
kann.

E = FEk: Man befindet sich am Minimum des effektiven Potentials. Der einzige
klassisch erlaubte Wert fiir r ist r = Ry, den wir wie folgt berechnen:

0 — dU(r) o N m M
T A |, mRL T R%
2 2 L2
M = L Ry =——7+—. 2.186
<= ym?M Ry < Rg oY (2.186)

Offensichtlich gibt es nur einen einzigen Wert fiir den radialen Abstand r des Pla-
neten von der Sonne, ndmlich Rg. Es handelt sich also um eine geschlossene
Bahnkurve mit festem radialem Abstand, also um eine Kreisbahn mit Radius
Rg.

FEx < E < Ep = 0: Es handelt sich ebenfalls um geschlossene Bahnkurven, aller-
dings mit variablem radialen Abstand r, der zwischen r; und ry (den Umkehrpunk-
ten der Radialbewegung) variiert. Wir vermuten (und werden diese Vermutung im
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folgenden bestétigen), dass es sich hierbei um Ellipsenbahnen handelt, vgl. Abb.
2.39.

Abbildung 2.39: Ellipsenbahn.

Hierbei befindet sich die Sonne in einem der beiden Brennpunkte der Ellipse. Die
Ellipse 148t sich als Funktion r(y) darstellen, s. unten. Der sonnennéchste Punkt
ist bei ¢ = 0, r(0) = rq, der sog. Perihel. Der sonnenfernste Punkt ist bei ¢ = 7,
r(m) = 79, der sog. Aphel.

(d) E = Ep = 0: Es gibt nur einen Umkehrpunkt » = R,, aber keinen zweiten. Dies
bedeutet, dass es sich um eine offene Bahnkurve handelt. Wir werden im folgenden
sehen, dass es sich um eine Parabelbahn handelt, vgl. Abb. 2.40.

Y
\
r(¢)

M
/ R

Abbildung 2.40: Parabelbahn.
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Der Umkehrpunkt R, bestimmt sich aus der Bedingung

L? mM
= U(R,) = —
0 () 2m R? " R,
— 29ym’MR, = IL* @R—L:& (2.187)
K o Y 2ymiM T 2 '

() E > Ep = 0: Auch hier gibt es nur einen Umkehrpunkt r, < R,, d.h. es handelt
sich wiederum um offene Bahnkurven. Wir werden sehen, dass es sich um Hyper-

belbahnen handelt, s. Abb. 2.41.

r ()

w\yig

U

27.6.2013 Abbildung 2.41: Hyperbelbahn.

Wir zeigen nun, dass die Bewegungsgleichungen tatséchlich diese Bahnkurven liefern.
Dazu gehen wir von Gl. (2.180) aus, setzen das effektive Potential (2.185) ein und substi-
tuieren die Variable s = 1/r, ds = —dr’/r'?,

iL/T 7 1 q:L/Wd 1
Y—¥o = — = S .
0 o T2 \/Qm [E— L2 +,ymr_/M] 1/ro \/QmE—L232+2fym2Ms

2mr’2
(2.188)
Dieses Integral ist ein Standardintegral vom Typ

/d:p ! ,
vax? +bx +c

mit a = —L? < 0, b = 2ym?M, ¢ = 2mE. Die Stammfunktion hingt ab vom Vorzeichen
von ¢ und dem der Grofle

A=dac—b =-8LmE— (2ym’M)*> = -4 [2L°mE + (ym*M)?] .
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Dies ist nicht automatisch negativ, denn E kann ebenfalls negativ werden. Eine obere
Grenze fiir A erhélt man aber offensichtlich aus der unteren Grenze fiir £. Diese ergibt sich
aus folgender Uberlegung. Da die Kreisbahn als Bahnform fiir £ = Ex = U(R) gesichert
erscheint und daher keiner weiteren Klarung bedarf, betrachten wir £ > Ex = U(R).
Fiir klassisch erlaubte Bahnen muss E > U(r) gelten,
L? mM  L? ~*m*M? ym2M v2m3 M?
5 = —ymM = - ;
2m Ry, Ry 2m LA L? 212
wobei wir Gl. (2.186) fiir Ry benutzt haben. Fiir A erhalten wir daraus die obere Grenze
2,3 /2

EZU(T)>U(RK):

A< —4 {—QLQm7 + (ym*M)?*| =0.

2 L2
Fiir A < 0 und a < 0 erhalten wir nach Konsultation einer gingigen Integraltafel (s. z.B.
Ref. [7], G1. 1.1.3.3.241)

2 b
arcsin 22212 (2.189)

1 1
/dx\/—ax2+bx+c J—a VA

Nun miissen wir noch die Integrationsgrenzen in Gl. (2.188) festlegen. Wir wéhlen ¢q = 0,
also 79 = r(0). Dies ist nach den vorangegangenen Uberlegungen (vgl. Abbildungen 2.39,
2.40 und 2.41) stets der Punkt des kleinsten Abstands zwischen den Massen m und
M, also der Umkehrpunkt der Bewegung bei kleinen r (r, im Fall der Hyperbel,
R, im Fall der Parabel und r; im Fall der Ellipse). Er 148t sich aus folgender Gleichung
bestimmen:

L? m M
2mr} T
— 2mEr +2ym*Mro— L* =0.

Fiir £ = 0 folgt daraus

E:U(TQ):

LQ
= =R,
=3 ym?2M
wie es sein muss. Die Stammfunktion (2.189) an der unteren Integralgrenze 1/r ist dann
1 . =2L%/rg+2ym*M 1 o —4ymEM +2ym2M
—— arcsin = —— arcsin
L vV—A L 2ym2M
1 T
= —— in(—1) = — .
7 arcsin(—1) 5T
Fiir F # 0 erhalten wir durch Losen der quadratischen Gleichung
o  ymM L
TR T onE
das Resultat
7 m M 7 m M L?
ra =
0 2 mkE
= 29m*M % /(29 m? M) + 8 L’m E )
4mE< ym \/fym )2 +8L%m
1

T E (—27m2M:i: \/I) .
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Fir E > 0 ist das obere Vorzeichen zu wahlen, um ry > 0 zu erhalten. Fiir £ < 0 ist
fiir 7y als sonnennédchster Punkt der Bahn ebenfalls das obere Vorzeichen zu wéhlen (das
andere entspriache dem sonnenfernsten Punkt). Die Stammfunktion (2.189) an der unteren
Integralgrenze ist

1 . =2L%/rg+2ym*M 1 o 2L+ 2ym Mg
—— arcsin = —— arcsin
7 VA D rovV/ A
1 . —8LPmE+2ym?M (—=2ym*M ++/—A)
= —— arcsin
L 4mET0 vV —A
1 . —(=A)+2ymEM V/-A
= —— arcsin
L (=2ym2M + V/—A)vV—-A
1  —V=A+2ym*M 1 ) T
= —— arcsin = —— arcsin(—1) = 57

—2vym2M ++/—=A L
wie auch im Fall £ = 0. Die Berechnung des Integrals in Gl. (2.188) fiihrt also auf
1 -2 2 2ym*M
p(r) = FL|—— arcsin [re2ym -
L 2v/2L2mE + (ym2M)? 2L

_L2 2M
= Zarcsin /ream +Z
V2P E + (ym2M)?2 2
L*/r —ym*M
= +arccos fr—ym (2.190)

V2L2mE + (ym2M)? '

wo wir im letzten Schritt arcsin(—z) + m/2 = arccos z ausgenutzt haben. Nun miissen wir
noch nach r(y) auflosen. Da cos(—¢) = cos ¢, erhalten wir

L2
— = ym’M +cosp /2 L2m E + (ym2M)?
”
1 7m2M+ 2mE+ ~vm2M\°
= - = cos
r 12 N\ T I
1 1
= - =7 (1+€cosyp) (2.191)
r
k
r(e) 1+ €cosp ( )

wobei wir die Abkiirzungen

L? 21°mFE
eingefithrt haben. Offensichtlich ist der sog. Halbparameter k = Ry gleich dem Radi-
us der Kreisbahn. Man bezeichnet € als numerische Exzentrizitéit. Gleichung (2.192)
beschreibt Kegelschnitte in Polarkoordinaten, vgl. Abb. 2.42. Hier betrachtet man die
(eindimensinale) Schnittmenge einer (zweidimensionalen) Ebene mit einer (zweidimensio-
nalen) Kegelfliche. Diese Schnittmenge ergibt eine Kurve, die je nach Neigung der Ebene,

die den Kegel schneidet, identisch mit einem Kreis, einer Ellipse, einer Parabel, bzw. einer
Hyperbel ist.
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2.5 Das Keplerproblem

Parabel i Hyperbeln

Abbildung 2.42: Kegelschnitte.

Wir unterscheiden vier Falle:

1. € = 0: In diesem Fall ist 7(¢) = k = Rg. Dies entspricht einer Kreisbahn mit
Radius Rg. Der Abstand der Masse m (Planet) von der Zentralmasse M (Sonne)
bleibt konstant, also gibt es keine ¢—Abhéngigkeit.

2. 0 < e < 1: In diesem Fall handelt es sich um eine Ellipse, vgl. Abb. 2.43.

vy
A

- >

a e

Abbildung 2.43: Ellipse.

Die grofie Halbachse der Ellipse ist a, die kleine Halbachse ist b, und die sog. li-
neare Exzentrizitit ist e. Es gilt offensichtlich folgender Zusammenhang zwischen
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2 Mechanik des freien Massenpunktes

a, e und k, €

7’(0):1+€:a—e, r(ﬂ)zl_e—a—l—e
Daraus folgt
1 k. ymM
“ T3 T1-e 2E
1 ke
e = = = —— =uac¢
2 1—¢?
_ymM 2L°mE 1
- 1 _ 2 L°mE 2 )2
2F +(7m2M) 2mE\/ mE+ (ymM)

Die kleine Halbachse 148t sich aus der Ellipsennormalform berechnen,

a2 P b2
= , k
<~ b_2 = 1l—c¢ :E
M L2 2
= B = ak=-12 _— (2.194)

3. € = 1: Dies entspricht der Parabel. Wir sehen dies am schnellsten, indem wir die
Darstellung (2.192) in ebenen Polarkoordinaten in kartesische Koordinaten zuriick-

transformieren:
k
r = rcoswzicosw )
1+ cosep
) k+/1—cos?p i 1 —cosyp
= rsing=———=- = — .
Y 4 1+ cosp 1+ cosp

Daraus ergibt sich

k(1+cosg 1—cosp)
2\1+cosp 14cosg)

k' kl—cosp k
2 21+cosgp 2

2
Y
R, 57

;‘L"— _y_
k

In der (x,y)—Ebene ist dies eine auf der Seite liegende, nach links geéffnete Parabel,
vgl. Abb. 2.44.
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2.5 Das Keplerproblem

T
\

R, = k/2

Abbildung 2.44: Parabel.

Abbildung 2.45: Hyperbel.

4. € > 1: Dieser Fall entspricht der Hyperbel. Die Hyperbel ist die typische Trajekto-
rie fiir eine Streuung einer kleinen Masse m an einer groflen Masse M, bzw. eines
Stofles einer kleinen Masse mit einer grofien. Die kleine Masse kommt aus dem Un-
endlichen und wird durch das Potential der grofen Masse von ihrer urspriinglichen
Trajektorie abgelenkt. Wir betrachten dazu Abb. 2.45.

Hier bezeichnet der Winkel ¢ den sog. Streuwinkel und b den sog. Sto3parame-
ter. Nach Gl (2.191) gilt fiir r — oc:

1
COS Poy = —— .
€

Auflerdem gilt aufgrund von Abb. 2.45
T—10=2(T— Q) <=

. T
g P
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2 Mechanik des freien Massenpunktes

Daraus folgt

v 1
sin§ = sin (gpoo — g) = =085 Pa0 = -, (2.195)

wobei wir sin(z — y) = sinz cosy — siny cosz und cos(7/2) = 0, sin(7/2) = 1
benutzt haben. Sei 7, die Geschwindigkeit der Masse m bei r — oo, wo das Potential
verschwindet. Dann ist die Gesamtenergie durch die kinetische Energie gegeben,

1 . 1 [2F

wobei wir ausgenutzt haben, dass fiir gegebenes L. = const. < co der Drehimpuls-
term L?/(2mr?) in der kinetischen Energie fiir 1 — oo verschwindet. Die Drehim-
pulserhaltung liefert

L=m|FX 7] =m|fe X | =mbie =bV2Em. (2.197)

wobei wir Gl. (2.196) benutzt haben und die Tatsache, dass die Projektion von
Tao senkrecht zur Richtung von 7, gerade der StoSparameter ist. Gleichung (2.197)
besagt, dass der Stofiparameter eindeutig durch L und FE festgelegt ist,

b= (2.198)
2Em
Auflerdem gilt mit den Glgen. (2.193), (2.195) und (2.198)
1 1 — sin®(0/2 2(9/2
-1 = ———1= 's;n(ﬁ/):c?sz(ﬁ/)zcotz_
sin®(9/2) sin”(1¥/2) sin”(1¥/2) 2
_ 21’mE  APm2E? | AVE?
- (ym*M)? (ymPM)? (ym M)
— taml = 1mM (2.199)
ang = oo :

Dies bedeutet, dass der Streuwinkel durch b und F festgelegt ist.

2.5.3 Die kosmischen Geschwindigkeiten

Wir betrachten die Bewegung eines Satelliten der Masse mg,; um die Erde mit Masse
MEg. Der Satellit bewege sich auf einer elliptischen Bahn mit Gesamtenergie £ und mit
Drehimpuls Lg. Das dazugehorige effektive Potential ist in Abb. 2.46(a) dargestellt.

Offensichtlich gibt es bei der Satellitenbahn Werte fiir den radialen Abstand r, die
innerhalb des Erdradius Rg liegen. Dies bedeutet nichts anderes, als dass der Satellit ir-
gendwann auf der Erdoberfliche aufschlagt. Dies kann verhindert werden, indem man den
Drehimpulsanteil der kinetischen Energie erhoht. Dies ist in Abb. 2.46(b) fiir einen aus-
reichend groflen Drehimpuls L3 dargestellt. Die Satellitenbahn hat zwar dieselbe Gesamt-
energie F wie vorher, liegt aber nun vollstédndig aulerhalb des Erdradius, d.h. oberhalb
der Erdoberfliche, so dass ein Zerschellen des Satelliten ausgeschlossen ist.

156



2.5 Das Keplerproblem

U(r) U(r) o
L3/2mr

(@) (b)

Abbildung 2.46: Das effektive Potential fiir (a) zu geringen Drehimpuls Lo, (b) fiir aus-
reichend groflen Drehimpuls Ls.

Der minimal erforderliche Drehimpuls L; ist gerade derjenige, bei dem der erdnéchste
Punkt, das sog. Perigdum (in Analogie zum Perihel bei der Bewegung der Erde um die
Sonne) 1 = (¢ = 0) mit dem Erdradius Rg {ibereinstimmt. Dann streift die Satelliten-
bahn gerade an ihrem erdnéchsten Punkt die Erdoberfliche. Da am Perigdum 7 und 7
senkrecht aufeinanderstehen, gilt

Ly = mgy REv1

wobei vy die zum Wert von L; passende Geschwindigkeit ist. Andererseits gilt mit GIl.
(2.193)

Y S S R N T AR T o
l+e ymi Mpl+e ymi Mpl+e ~yMpl+e
M M
= 2 = P> 18 (2.200)
R R

Der Ausdruck auf der rechten Seite bildet die untere Grenze fiir v; und entspricht dem Fall
e = 0, also der Kreisbahn. Nun ist der Betrag der Gravitationskraft an der Erdoberfliche
gegeben durch

Mgar M,
Fg(RE) = fVSRi;E =Mgat g ,
E
was einen Ausdruck fiir die Erdbeschleunigung g liefert,
v Mg
= 2.201

Eingesetzt in Gl. (2.200) ergibt sich die sog. erste kosmische Geschwindigkeit

k
v > /g Ry~ 17,91 ?m . (2.202)
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2 Mechanik des freien Massenpunktes

Dies ist die Mindestgeschwindigkeit, die ein Objekt in einer Erdumlaufbahn haben
muss.

Um den Bereich der Erdanziehung zu verlassen, ist eine groflere Geschwindigkeit not-
wendig. Die nicht geschlossene Bahn geringster Energie ist die Parabel, mit £ = 0. Wir
nehmen an, dass der Umkehrpunkt der Parabelbahn des Satelliten gerade auf der Erdober-
fliche liegt, R, = Rg. Dort stehen Geschwindigkeit und Ortsvektor senkrecht aufeinander,
so dass

Ly = mgay Ry v2 = mgay Rpvs .

Andererseits ist nach Gl (2.187) mit Gl. (2.201)

N SR . T
" 2ym3 Mg 2ymi Mr 2yMg 2g
k
— v = 2gRp=V2u ~11,22 (2.203)
S

Dies ist die sog. zweite kosmische Geschwindigkeit, die ein Objekt braucht, um den
Bereich der Erdanziehung zu verlassen.

2.5.4 Die Keplerschen Gesetze

Zum Abschluss dieses Kapitels zitieren wir noch die Keplerschen Gesetze:

1. Planeten bewegen sich auf Ellipsen, in deren einem Brennpunkt die Son-
ne steht.

Dies folgt aus der Energie- und Drehimpulserhaltung. Ellipsen (und, als Spezialfall,
der Kreis) sind die einzig moglichen geschlossenen Bahnformen im Gravitationspo-
tential.

2. Der Fahrstrahl von der Sonne zu einem Planeten iiberstreicht in gleichen
Zeiten gleiche Fliachen.
Dies ist der schon oben bewiesene Fldchensatz, vgl. Gl. (2.166). Er folgt aus der
Drehimpulserhaltung.

3. Die Quadrate der Umlaufzeiten zweier Planeten verhalten sich wie die

dritten Potenzen der grofien Ellipsenhalbachsen.

Beweis: Die Flache einer Ellipse ist

: L
S=rmab=TS=T—,
2m
wobei 7" die Umlaufzeit eines Planeten ist und wo wir den Flichensatz (2.166)
benutzt haben, der besagt, dass die Flichengeschwindigkeit S den konstanten Wert
L/(2m) annimmt. Nun ist mit den Glgen. (2.193) und (2.194)

T? 72?4 m? B 41°m? b Am*m? L2 B 472
@ a L2 L2 L2 ym2M M

= const. , q.e.d.
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2.6 Zwei-Teilchen-Systeme

2.6 Zwei-Teilchen-Systeme

Das Zwei-Teilchen-System ist ein Spezialfall eines Mehrteilchensystems, in dem eine voll-
stdndig analytische Losung moglich ist. Die Idee ist, die Schwerpunkts- und Relativ-
bewegung der beiden Teilchen zu trennen. Wir werden sehen, dass — zumindest fiir
abgeschlossene Systeme — die Relativbewegung der beiden Teilchen dann effektiv der Be-
wegung eines einzelnen Teilchens entspricht.

2.6.1 Relativbewegung
Die Schwerpunktskoordinate der beiden Teilchen ist definiert als

= My T+ MaTh my . Mg
R = = = 2.204
my + mo .Z\4T1_'_]\4,r27 ( )

wobei wir die Gesamtmasse M = m; + my des Systems eingefiihrt haben.
Die Relativkoordinate der beiden Teilchen ist

Die Umrechnung der Koordinaten 77, 75 in Schwerpunkts- und Relativkoordinate lautet

— =g m —
— =g m —
7 = R— MI 7, (2.207)
wie man sich leicht durch Einsetzen der Glgen. (2.204) und (2.205) iiberzeugt.
Wir transformieren nun die Bewegungsgleichungen fiir 7, 75,
mii = F=F% 4+ F,, (2.208)
mo 7':.’2 = ﬁg = F_;(ex) + ﬁgl s (2209)

in solche fiir R, 7. Unter Zuhilfenahme des dritten Newtonschen Axioms (2.20) lautet die
Bewegungsgleichung fiir R )

MR =F®)
wobei F(®) — ﬁl(ex) + ﬁz(ex) die Summe der auf die beiden Teilchen wirkenden externen

Krifte darstellt. Die Bewegungsgleichung fiir 7" erhalten wir aus folgender Rechnung, die
auf den Glgen. (2.208), (2.209) basiert,

— —

) Fq’l(ex) F;(ex) . F’lz F’Ql

7? = T'1 —T9 = - - —
my mo my mo
F(ex) F(ex) F12
1 2
= — _|_ —_—,
my mo 2

wobel wir —ﬁzl = ﬁ12 benutzt haben und die sog. reduzierte Masse

my mg mi My 1 1 1
— — = —=—+4 — 2.210
. my + Mo M H my o ( )
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2 Mechanik des freien Massenpunktes

definiert haben. .
Fiir abgeschlossene Systeme gilt ﬂ(ex) = 0, und daher

MR = 0, (2.211)
ui = Fi. (2.212)

Die erste Gleichung besagt, dass der Gesamtimpuls erhalten ist, P = Z?Zl miT, =

M R = const.. Nach dem zweiten Newtonschen Axiom unterliegt die Schwerpunktsbewe-
gung also keinen &ufleren Kriften, ist daher geradlinig gleichf6rmig. Man kann daher

immer in ein Inertialsystem transformieren, in dem der Schwerpunkt ruht, R = 0, oh-
ne die Relativbewegung, die durch die Zweikorperkraft Fis bestimmt wird, zu dndern.
0.B.d.A. kann man den Schwerpunkt auch in den Ursprung dieses Systems legen, R =0.
Man spricht vom sog. Schwerpunktsystem. In diesem System braucht man lediglich die
Relativbewegung zu bestimmen.

Wir betrachten diese nun genauer. Es ist Fis || (7, — 7%) = 7. Gleichung (2.212) besagt
also, dass die Relativbewegung der Bewegung eines Massenpunktes mit der reduzier-
ten Masse u in einem Zentralkraftfeld entspricht. Damit haben wir fiir abgeschlos-
sene Systeme die Zweiteilchenbewegung auf die Einteilchenbewegung in einem
Zentralkraftfeld zuriickgefiihrt.

Wir zerlegen auch die kinetische Energie in einen Schwerpunkts- und einen Relativ-
anteil, wobei wir die Glgen. (2.206), (2.207) und (2.210) benutzen:

1 . 1 5 A2 1 5 N
T, - §m1F12:§m1(R+%F) :§m1R2+;l—AZﬂF2+uR-F,
1 N 1 Somy -2 1 5 my 55
T = §m2T22:§m2(R—Mr) :§m2R2+mu 2—,uR T
Daraus folgt
1 - 1 -
T:T1+T2:§MR2+§/,L'F25TS+T,,, (2.213)

wobei Tg = M R? /2 der Schwerpunkts- und 7, = u P2 /2 der Relativanteil der kinetischen
Energie sind.
Fiir konservative Krifte gilt

2 2

V(L ) = Y VEUE) 4+ 5 ) Vig(r) = VI () + Vi (7) + Vas(r) |

i=1 ij=1

wobei V;; nur vom Betrag r der Relativkoordinate 7 abhéngt, da die Zweikorperkraft
konservativ ist. Wir ordnen die beiden externen Potentiale der Schwerpunktsbewegung zu
und das Zweikorperpotential der Relativbewegung,

Vs = VIUm) + Vi (%), V= Vaa(r)
Dann schreibt sich die Gesamtenergie als

E=T+V =FE¢+FE, mit BEg=Ts+Vg und E, =T, +V, . (2.214)
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2.6 Zwei-Teilchen-Systeme

Fiir abgeschlossene Systeme gilt Vl-(ex) =0, so dass Eg = Tg, d.h. die Schwerpunkts-
bewegung hat lediglich kinetische, aber keine potentielle Energie. Im Schwerpunktsystem
gilt Ts = 0.

Der Drehimpuls berechnet sich wie folgt:

=y (5 7) = o [( 87) (7 o)
= M(Rx )+Zml (a7 x &%) + R x (me> + <gmiAﬁ> x

Der dritte Term verschwindet aufgrund der Definition des Gesamtimpulses,

L =

||Mw

und der vierte aufgrund der Definition des Schwerpunkts,

2 2 2
ZmiA'FZ- :Zmiﬁ—Zmiﬁ:Mﬁ—MﬁEO.
i=1

i=1 i=1
Der Drehimpuls 1&8t sich daher in Schwerpunkts- und Relativanteil zerlegen,
[ = Loil,.

- —

Iy = M(éxﬁ):Rxﬁ,

~ 2 ) 2 )
L, = Zm,(Arlem): 1(—2> FXF‘l‘mQ(ﬂ) X T

= <m2 4+ ) FX = WX T
= (Gput ) ixr=prxi,
wobei wir gemaf den Glgen. (2.206) und (2.207) ausgenutzt haben, dass Aﬁ =7 —R=

moT /M und A7y = 7 — R = —my7/M ist. In einem Inertialsystem, in dem L verschwin-

det (z.B. aufgrund von R = 0), also z.B. auch im Schwerpunktsystem, ist der gesamte
Drehimpuls allein durch den Relativanteil L, gegeben. Dieser entspricht dem Drehim-
puls eines Teilchens mit der reduzierten Masse p bei der Bewegung um den Ursprung
des Systems der Relativkoordinate.

Beispiel: Planetenbewegung als Zweikorperproblem

Wir betrachten ein abgeschlossenes System zweier Massen my, mo, die gravitativ mitein-
ander wechselwirken,

my Ms w M

Vie(|ri = 7)) = — o = Via(r) , (2.215)
, . M7
= I = —V,Vip(r)=-— Iur,»—2£ : (2.216)
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2 Mechanik des freien Massenpunktes

Hierbei haben wir die Definition (2.210) der reduzierten Masse ausgenutzt. In einem
abgeschlossenen System koénnen wir uns, wie gerade gezeigt, auf die Betrachtung der
Relativbewegung beschrinken, da der Schwerpunktsimpuls erhalten ist, mithin wir also
das Schwerpunktsystem als Inertialsystem wéhlen kénnen, ohne die Relativbewegung zu
andern. In diesem System ist Fg = Es =0, also £ = F, und L= Er.
Die Newtonsche Bewegungsgleichung fiir die Relativbewegung (2.212) lautet mit der
Kraft (2.216)
pi=Fy= —7%2. (2.217)
Dies ist die Bewegungsgleichung fiir das Keplerproblem, bei dem sich ein Massenpunkt
der Masse p im Schwerefeld der im Ursprung befindlichen Masse M bewegt. Die Losung

konnen wir sofort hinschreiben, vgl. Gl. (2.192)

k,
- 2.218
(@) E— ( )
wobei
12 202 FE
k= —"— e =4/1+—L—"_ .
v p2M (y p2M)?

Hier treten der Betrag des relativen Drehimpulses L, und die relative Gesamtenergie F,.

auf,
. 1 L? w M
L, = p|7 B, =~ pur? T — .
plrx T LRIy Rt
Die Relativbewegung ist damit eindeutig gelost. Wie aber bewegen sich die urspriinglichen
Massen my und ms? Wir bleiben im Schwerpunktsystem, R = 0. Mit den Glgen. (2.206),

(2.207) erhalten wir

ma ma 5 T my
M M M M
Fiir eine Ellipsenbahn (mit 0 < ¢, < 1) ergibt sich also das folgende Bild: 7} beschreibt die
mit dem Faktor my/M gestauchte Ellipse fiir die Bahnkurve #() und 7% beschreibt die
mit dem Faktor m; /M gestauchte und gleichzeitig (wegen des umgekehrten Vorzeichens)
gespiegelte Ellipse (), vgl. Abb. 2.47.

Der Umlaufsinn aller Ellipsen ist der gleiche. Die gespiegelte Ellipse hat ihren anderen
Brennpunkt im Ursprung (Schwerpunkt) des Koordinatensystems.

Falls eine Masse, sagen wir mo, viel grofler als die andere ist, ms > mq, z.B. falls die
Sonne die Masse ms und die Erde die Masse my darstellt, dann gilt

F1:§+

1
my M2 _ :1_&+___:1+0(m)21,
M my+me 14+ my/my Mo Mo
1 2
meo o om 1 me
M my+me mol4+my/me My Mo Mo
Die Mitbewegung 75 = —my 7/M der Sonne kann daher in “nullter Naherung”, also unter

Vernachlédssigung von Termen, die von erster oder hoherer Potenz in der kleinen Grofie
my/my < 1 sind, vernachlissigt werden, 7 ~ 0. In derselben Ordnung entspricht die
Bewegung der Erde 7} = my7/M genau der Relativbewegung, 7 ~ 7.
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N

@) =

¢ x

Abbildung 2.47: Die Relativbewegung und die tatsédchliche Bewegung der Massen m; und
ms fiir den Fall der Ellipsenbahn. Im gezeigten Fall ist m; = my/2 und
entsprechend der Stauchungsfaktor fiir die erste Ellipse mo/M = 2/3,
wihrend der fiir die zweite Ellipse m; /M = 1/3 betrégt.

2.6.2 Zweikorperstol3

Wir betrachten ein abgeschlossenes System von zwei Massenpunkten, die miteinander sto-
Ben oder aneinander streuen. Das Wechselwirkungspotential V5 sei hinreichend kurz-
reichweitig, so dass die Bewegung der Massenpunkte hinreichend lange vor und nach
dem Stof} kriftefrei, d.h. geradlinig gleichférmig erfolgt, vgl. Abb. 2.48.

mq

g - ml
p] pl

)
pz \\\N

m2 l_g'/
2
mj

Abbildung 2.48: Der Stofl zweier Teilchen.

Die Anfangsimpulse py, ps der beiden Teilchen seien bekannt, gesucht sind die Endim-
pulse p, pj.
In der Betrachtung des Zweikorperstofles finden zwei Bezugssysteme Anwendung:
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2 Mechanik des freien Massenpunktes

1. Das Laborsystem Y ;: Ein Stofpartner, 0.B.d.A. die Masse mo, ruht vor dem Stof,
ﬁQ(L) = 0, der andere Stoflpartner bewegt sich ﬁl(L) #0.

2. Das Schwerpunktsystem >5: Dieses haben wir schon im letzten Abschnitt kennen-

gelernt. Der Massenmittelpunkt ruht, R® =0. 0.B.d.A. kann man den Ursprung
des Koordinatensystem in den Schwerpunkt legen, so dass auch R ) = 0.

Da die Berechnung im Schwerpunktsystem einfacher ist, wéhlen wir im folgenden dieses

Koordinatensystem und lassen den Index “(S)” weg. Offensichtlich gilt wegen R =0 und
damit P = 0, dass der Gesamtimpuls erhalten und fiir alle Zeiten gleich null ist,

P=p+n=0=0+7 < Hh=-P, i=-7. (2.219)
Die Impulse der beiden Stofpartner sind also vor und nach dem Stofl umgekehrt
gleich grof.

Es gilt auch der Energieerhaltungssatz, ¥ = const.. Hinreichend lange vor dem Stof3
kann die potentielle Energie vernachléssigt werden und die Gesamtenergie ist gleich der
kinetischen Energie, £ = T'. Hinreichend lange nach dem Stof} gilt dies auch, allerdings
schreibt sie sich jetzt als E =T + @), wobei T" fiir die kinetische Energie nach dem Stof3
und (@ fir die wiahrend des Stofiprozesses dissipierte Energie steht. Man unterscheidet

1. elastischer Stof3: ) = 0.

2. inelastischer Stof3: ) # 0. Hier wiederum unterscheidet man
(i) endothermer Stof3: ) > 0. Es erfolgt eine Anregung der Stofipartner auf
Kosten der kinetischen Energie, 77 < T.

(ii) exothermer Stof3: ) < 0. Es erfolgt eine Abregung der Stofipartner zugun-
sten der kinetischen Energie, 7" > T.

Die kinetischen Energien vor und nach dem Stof sind (wir benutzen v; = p;/m;, also
m; v} = p;/m;)

2 2
T = T+h=2 1+ 2 -7
2m1 2m2
/2 /2
T/ — T/ TI: pl p2 ET/
1_'_ 2 2m1+2m2 r

wobei sich die rechten Seiten aus der Tatsache ergeben, dass wir uns im Schwerpunktsy-
stem befinden, wo Ts = 0. Die Energieerhaltung lautet also

E=T=T,=T+Q=T +Q. (2.220)

Wegen der Impulserhaltung (2.219) gilt aber in diesem System auch p? = p2, p|? = p,?,

also
2
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Daraus ergibt sich mit der Energieerhaltung (2.220)

p’ = 2pT=2p(T, - Q) =pi —2uQ
= 9] = \/pP-2uQ. (2.221)

Damit ist der Betrag p| = p,, des Endimpulses durch den Anfangsimpulsbetrag p; = p
und die dissipierte Energie @) festgelegt. Die Richtung des Impulses p] = —pj ist dagegen
nicht festgelegt, sie wird von den Details des StofSpotentials V5 bestimmt. Zur Richtungs-
angabe benotigt man zwei Winkel, den Streuwinkel ¢ und den Azimutalwinkel ¢. Den
Streuwinkel hatten wir schon bei der Diskussion der Hyperbel kennengelernt. Er gibt an,
wie stark das Teilchen der Masse m; (und aufgrund der Impulserhaltung auch das Teilchen
der Masse my, vgl. Abb. 2.49) aus seiner Anfangsrichtung abgelenkt wurde. Der Azimu-
talwinkel gibt die Neigung der “Kreisscheibe” an, die durch die moglichen Richtungen
von p} und py definiert ist, vgl. Abb. 2.49.

Abbildung 2.49: Der Stof8 zweier Teilchen im Schwerpunktssystem.
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3 Spezielle Relativitatstheorie

3.1 Die Einsteinschen Postulate

3.1.1 Atherhypothese

In der klassischen Mechanik haben Zeit und Raum absoluten Charakter:

1. Der absolute Raum ist unbeweglich und unverénderlich. Er setzt Bewegungen
materieller Kérper keinen Widerstand entgegen. In ihm gelten die Grundgesetze der
Mechanik. Man bezeichnet ihn auch als Weltéther.

2. Die absolute Zeit beschreibt den Verlauf der Zeit im absoluten Raum.

Aus Kapitel 2.2 wissen wir, dass die Grundgesetze der Mechanik nicht nur im absoluten
Raum, sondern auch in allen gegeniiber dem absoluten Raum geradlinig gleichférmig
bewegten Systemen, den sog. Inertialsystemen, gelten. Sei ¥ ein Inertialsystem, beziiglich
dessen sich ein System Y’ geradlinig gleichféormig mit Geschwindigkeit v = veé,, v =
const., bewege, vgl. Abb. 3.1.

m

2 2'

Abbildung 3.1: Zwei relativ zueinander bewegte Inertialsysteme.

Der Koordinatenursprung von ¥’ moge mit dem von ¥ zum Zeitpunkt ¢ = 0 iiberein-
stimmen. Die sog. Galilei-Transformation

¢ o= t,
7= Pt (3.1)
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3.1 Die Finsteinschen Postulate

vermittelt die Transformationen der Zeit und der Ortskoordinaten zwischen den beiden
Systemen. Es gilt fiir die Geschwindigkeit und Beschleunigung der Zusammenhang

., dr’ d :
—/ __ . — —»_ — — —»_ —
=% = I (Fr—vt) =7 -1,
-, dr ez -
r = 7 = @(r—vt):'r’. (3.2)

Hierbei haben wir ausgenutzt, dass t = ¢, also auch d¢ = dt’. Aufgrund von Gl. (3.2)
ist die Newtonsche Bewegungsgleichung fiir den Massenpunkt m im System Y’ identisch
mit der in X,

F'=mi#' =mr=F.
Also ist ¥/ ebenfalls ein Inertialsystem. Dies gilt natiirlich nicht mehr, wenn Y’ relativ zu
Y rotiert, denn dann treten Scheinkrifte auf, Kapitel 2.2.

Mit Hilfe von mechanischen Versuchen kann man also offenbar nicht entscheiden, ob
man sich relativ zum Weltdther bewegt, denn die Gesetze der Mechanik sind in allen
Inertialsystemen identisch. Es stellt sich jedoch die Frage, ob es andere Naturkréfte gibt,
mit denen eine solche Unterscheidung moglich ist.

3.1.2 Das Michelson-Morley-Experiment

Falls die Ausbreitung von Licht, also von elektromagnetischen Wellen an den Welt-
ather gekniipft ist, so konnte ein optisches Experiment vielleicht entscheiden, ob man
sich relativ zum Weltidther bewegt. Dies ist die Motivation fiir das berithmte Michel-
son-Morley-Experiment, vgl. Abb. 3.2.

__SZ —>
0
fi
S, 5|1
X o AR
L j A

Abbildung 3.2: Michelson-Morley-Experiment.

Der Versuchsaufbau stehe im Inertialsystem ', welches sich mit Geschwindigkeit o =
v €, relativ zum System Y des Weltdthers bewege. Im System Y’ sendet eine Lichtquelle
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3 Spezielle Relativititstheorie

L monochromatisches Licht der Wellenldnge A in x—Richtung aus. Dieses féllt auf einen
halbdurchlissigen Spiegel S, welcher einen Teil des Lichtstrahls zum Spiegel So re-
flektiert, einen anderen Teil dagegen zum Spiegel S; durchlafit. Der von S, reflektierte
Strahl wiederum wird von Sy teilweise durchgelassen und gelangt zum Beobachter B.
Der von S reflektierte Strahl wird von Sy teilweise reflektiert und gelangt ebenfalls zum
Beobachter.

Der Lichtstrahl, der die Strecke Sy S7 .Sy durchlauft, interferiert dabei mit demjeni-
gen, der die Strecke Sy .Sy .Sy durchlauft. Es tritt konstruktive Interferenz auf, wenn
die Wegldngendifferenz 6 auf den beiden Wegen ein ganzzahliges Vielfaches der Wel-
lenldnge des Lichtes betrégt.

d=mA, m € Z.

Wir berechnen nun diese Wegléangendifferenz unter der Annahme, dass sich das Licht mit
konstanter Geschwindigkeit ¢, der Lichtgeschwindigkeit, relativ zum Weltéther
bewegt und dass die Galilei-Transformation (3.1), (3.2) anwendbar ist.

Sei tg; die Zeit, die das Licht auf dem Hinweg von Spiegel Sy zum Spiegel S; benotigt
und t1o die Zeit, die es fiir den Riickweg braucht. Entsprechend sind die Zeiten ¢y, und to
definiert. Da das Licht sich relativ zum Weltédther stets mit konstanter Geschwindigkeit ¢
bewegt, gilt im System des Athers fiir die Weglingendifferenz

5 =C [tog + tQQ - (t01 + th)] . (33)

Wir setzen nun die Laufzeiten ¢y, und ¢;9 mit Strecken im System ¥’ des Versuchsaufbaus
in Verbindung. Dabei nehmen wir an, dass sich die Zeiten bei der Galilei-Transformation
(3.1) nicht dndern, also das Konzept der absoluten Zeit Giiltigkeit besitzt. Aufgrund der
Galilei-Transformation (3.2) erscheint die Lichtgeschwindigkeit ¢’ im System Y’ um die
Geschwindigkeit v des Systems verringert, ¢ = ¢— v, wenn sich das System in Richtung
des Lichtstrahls bewegt, und um die Geschwindigkeit v vergréflert, wenn es sich gegen
die Richtung des Lichtstrahls bewegt. Fiir die Laufzeit tq; gilt daher
2 6 1 - b

tOl = — =
C/

(3.4)

c—v cl—vjc” ¢’

da Lichtstrahl und System sich in die gleiche Richtung bewegen. Anschaulich gesprochen

hat sich der Spiegel S; wiahrend der Laufzeit des Lichtes von Sj ein Stiick fortbewegt, und

die Laufzeit verldngert sich relativ zur Situation, in der der Versuchsaufbau im System

des Athers ruhen wiirde. Fiir die Laufzeit t;o gilt entsprechend

2 2 61 0y
_ <t

t = — = = —
P T

: (3.5)

denn Lichtstrahl und System bewegen sich in entgegengesetzte Richtungen. Anschaulich
gesprochen ist der Spiegel Sy dem Lichtstrahl wiahrend der Laufzeit des Lichtes von S
ein Stiick entgegengekommen, und die Laufzeit verkiirzt sich relativ zur Situation, in der
der Versuch in X ruht.

Wir berechnen nun die Laufzeiten von Spiegel Sy zu Sy und zuriick, nun allerdings im
System 3. Dabei miissen wir beriicksichtigen, dass sich wéhrend dieser Laufzeiten der
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3.1 Die Finsteinschen Postulate

A
Y

0(ty, +)

Abbildung 3.3: Zur Berechnung der Laufzeiten tgpo und toq.

Versuchsaufbau (das System ') in x—Richtung weiterbewegt hat, vgl. Abb. 3.3. Aus
Symmetriegriinden muss tge = t9o sein. Fiir die wiahrend der Laufzeit tg; im System 3
zuriickgelegte Strecke gilt nach dem Satz des Pythagoras

2
toe +1 /
CtOQECtQOZ\/ES—i_’UQ <%) = €§+v2t(2)2.

Aufgelost nach tgy ergibt sich

1% l 1
2 2 2
tOQ—m < t02——

¢ /1 —v2/c? .

Wir setzen nun die Glgen. (3.4), (3.5) und (3.6) in Gl. (3.3) ein,

d = c[2toe — (to1 + t10)]

20 AR
VT "\14v/e  1-v/c
20y 20

V1 —v2/c? e

Nun wird die gesamte Versuchsapparatur in ¥’ um 90° gedreht, so dass die Strecke ¢; senk-
recht zur Bewegungsrichtung und die Strecke ¢, in Bewegungsrichtung zu liegen kommt.
Auch jetzt ergibt sich eine Wegldngendifferenz ¢’ zwischen den Laufwegen, allerdings muss
man in der obigen Formel die beiden Nenner vertauschen,

o 20 24,

T1-E TogjE
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3 Spezielle Relativititstheorie

Falls der Beobachter im ersten Fall aufgrund der Wegléngendifferenz konstruktive Interfe-
renz beobachtet hat, d = m A, so tut er dies nun nicht mehr, da sich die Weglangendifferenz
verandert hat. Der Unterschied ¢’ — § betragt unter der Annahme, dass v < ¢:

20, 1 20, 1
§ -0 ~ 1] = 1 —
V1—0v%/c? (N/l—vZ/c2 ) V1—0v%/c? ( \/1—2}2/02)

2 (0 + Ls) 1 1
V1—=0v%/2 \ /1 —0v%/c?

2 2 2
wobei wir die Wurzeln bis zur ersten Ordnung nach Taylor entwickelt und nur Terme bis
zur Ordnung O(v?/c?) beriicksichtigt haben.

Im ersten Versuch von Michelson (1881) war ¢ + /¢ = 2.4 m. Der Versuch war stationir
in einem Labor auf der Erde aufgebaut. Die Bahngeschwindigkeit der Erde um die Sonne
betrigt v ~ 3-10 m /s und, vorausgesetzt die Sonne ist stationir im System des Weltiither,
so kann man diese Geschwindigkeit auch fiir die Geschwindigkeit v des Versuchsaufbaus
¥’ in ¥ ansetzen. Die Lichtgeschwindigkeit ist ¢ ~ 3 - 10® m/s. Also war

3104
3-108

Die Wellenldange des fiir den Versuch benutzten monochromatischen Lichts betrug A ~ 500
nm, also wurde die konstruktive Interferenz um ca. 5% einer Wellenlénge aus der Phase
gebracht. Dies war auch zum damaligen Zeitpunkt ein durchaus me3barer Effekt. In einem
zweiten Versuch (1887) hat Michelson gemeinsam mit Morley ¢; + ¢5 durch Vielfachre-
flexion an mehreren Spiegeln um einen Faktor 10 vergréflert, so dass nun bei Drehung
des Versuchsaufbaus die erwartete Phasenverschiebung 50%, d.h. eine halbe Wellenlénge
betrug. Dies hitte dann zu destruktiver Interferenz fithren miissen! Beobachtet wurde
jedoch ein Effekt von 1%, also (im Rahmen der Mefigenauigkeit) nichts!

Der Michelson-Morley-Versuch widerlegt eindrucksvoll die Hypothese, dass die Licht-
ausbreitung an den Weltéther gekoppelt ist. Lichtwellen breiten sich offensichtlich in allen
Inertialsystemen mit der gleichen Geschwindigkeit aus. Dann ist die Weglidngendifferenz
0 ganz einfach im System Y zu berechnen,

(5:2€2—2£1,

2
5’—5:2.4( ) m=24-10"%m=24nm .

und daran #éndert sich auch bei Drehung des Versuchsaufbaus nichts. Diese Erkenntnis
fithrt direkt auf die Einsteinschen Postulate, die wir im néchsten Abschnitt besprechen.
Es sei noch angemerkt, dass Michelson 1907 den Nobelpreis fiir Physik fiir “seine optischen
Préazisionsinstrumente und die damit ausgefiihrten spektroskopischen und metrologischen
Experimente” erhielt.

3.1.3 Die Einsteinschen Postulate

Einstein schlug seine berithmt gewordenen Postulate zur Erklarung des experimentellen
Befundes von Michelson und Morley vor:

170



3.2 Lorentz-Transformationen

Postulat 1. Alle physikalischen Gesetze sind in allen Inertialsystemen
gleich.

Postulat 2. Die Lichtgeschwindigkeit hat im Vakuum in allen Inertialsyste-
men den konstanten Wert c.

Postulat 1 ist schon in der klassischen Mechanik bekannt. Einstein erweitert dies auf alle
bekannten physikalischen Theorien, seinerzeit also noch auf den Elektromagnetismus.

Postulat 2 ist das bahnbrechend Neue: es besagt ndmlich, dass die Geschwindigkeit des
Lichtes nicht geringer wird, wenn man sich von der Lichtquelle wegbewegt (¢ = ¢ — v),
oder groBer wird, wenn man sich auf die Lichtquelle zubewegt (¢ = ¢ + v). Stattdes-
sen nimmt sie immer den konstanten Wert ¢ an. Damit ist die Galilei-Transformation
nicht die korrekte Transformation zwischen Inertialsystemen. Wir werden im néchsten
Abschnitt die richtige Transformation kennenlernen, die den Wert der Lichtgeschwindig-
keit erhélt.

3.2 Lorentz-Transformationen

3.2.1 Der Minkowski-Raum

Wir betrachten zwei sich relativ zueinander bewegende Inertialsysteme X, >'. O.B.d.A.
sei Y das ruhende System und ¥’ bewege sich mit der konstanten Geschwindigkeit . Zum
Zeitpunkt ¢t = t' = 0 mogen die Urspriinge von % und ¥’ zusammenfallen. Am Ursprung
von Y befinde sich eine Lichtquelle, die zum Zeitpunkt ¢ = ¢’ = 0 ein Lichtsignal aussendet.

Im ruhenden System 3 breitet sich das Signal in Form einer Kugelwelle radial nach
auBen aus. Die Geschwindigkeit der Wellenfront ist

F=cé, .
Die Wellenfront selbst befindet sich also bei
r=cté,,

d.h.
r? =2ty 4+ A=At

Weil aber die Urspriinge von ¥ und ¥’ bei t = ¢’ = 0 zusammenfallen, wird das Lichtsignal
in > auf die gleiche Weise wie in ¥ ausgesendet. Das zweite Einsteinsche Postulat bedingt,
dass die Wellenfront in 3 gemessen die Gleichung

T/Z — l‘,Q +y/2 +2/2 = 02t12

erfiillt, also
R R B R S L S SV e (3.7)
Wir fiithren die folgende Notation ein:

P =ct, dt=x, =y, ¥==z2. (3.8)
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3 Spezielle Relativititstheorie

Hierbei sind die Ziffern Indizes und keine Potenzen. Warum sie oben stehen, wird spéter
klar werden. Gleichung (3.7) nimmt nun folgende kompakte Form an:

3 3
() =3 (@) = (@) = D (@) = 0. (3.9)
i=1 i=1
Dies sieht fast so aus wie die Invarianz des Betrages eines vierdimensionalen Vektors
Xg = (:EOEa xlE'v xQEa x%)T

unter Drehungen im vierdimensionalen Euklidschen Raum. Die Drehung des Vek-
tors Xg wird durch eine Drehmatrix D bewirkt,

3
X, =DX ¥ = d" ¥,
E — E E E
v=0

Die Drehmatrix D ist eine Darstellung eines Elements der Gruppe SO(4), der spezi-
ellen orthogonalen Transformationen in vier Dimensionen. Etwas anschaulicher
(in der Sprache der Physik ausgedriickt) bedeutet dies, dass D eine (4 x 4)—Drehmatrix
mit detD = +1 ist. Die Orthogonalitit der Drehmatrix, DT = D~!, bedingt, dass das
Betragsquadrat des Vektors Xg sich unter Drehungen nicht dndert,

X2 =XIX,=XLD'"DXp=XLED'DXp=XLXp=X%.

In Komponenten ausgeschrieben lautet diese Gleichung
3 3

D @)= () + 3 ()" = (28) + D (ak) = > () = X (3.10)

pn=0 i=1 i=1

X5

Dies ist aber nicht ganz identisch mit Gl. (3.9), wo ein zusétzliches Minuszeichen vor den
Raumkomponenten z°, i = 1,2, 3, auftritt. Bei Gl. (3.9) kann es sich also nicht um die
Invarianz eines Vektors unter Drehungen mit orthogonalen Matrizen im vierdimensionalen
Raum handeln. Aber um was handelt es sich dann?

Dazu machen wir folgende Zwischeniiberlegung. Das Betragsquadrat des Euklidschen
Vektors Xg 148t sich auch wie folgt schreiben,

3
Xp=XpXp=X[1Xp= > afd™ay, (3.11)
p,v=0
wobei
1 000
0100
_ (SHVY
1=(0") = 0010
0001

die vierdimensionale Einheitsmatrix ist, deren Elemente gerade durch das Kronecker-Delta
ausgedriickt werden kénnen. Dies bringt uns auf die Idee, (2°)2 — 372 (27)? wie folgt zu
schreiben:

() =Y (@) = g, (3.12)

i=1 p,v=0
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wobel
X = (2") = (2% 2", 2%, 2%)" = (ct, 7)"

der sog. kontravariante 4-Ortsvektor im sog. Minkowski-Raum ist. Die Matrix (g, )
in Gl (3.12) ist der sog. metrische Tensor des Minkowski-Raumes,

1 0 0 0
0 -1 0 0
0o 0 0 -1

Der vierdimensionale Minkowski-Raum ist identisch mit der physikalischen Raum-Zeit.
Wir merken an, dass der metrische Tensor des vierdimensionalen Euklidschen Raumes
gerade die (4 x 4)—Einheitsmatrix ist, vgl. Gl. (3.11).

Neben den kontravarianten 4-Vektoren gibt es auch sog. kovariante 4-Vektoren, bei
denen der Vektorindex unten steht. Man erhélt sie durch Multiplikation der kontravari-
anten 4-Vektoren mit dem metrischen Tensor, z.B. fiir den Ortsvektor

3
x, = Zg,w x” . (3.14)
v=0

Man iiberzeugt sich leicht, dass der kovariante 4-Ortsvektor die Komponenten

z,) = (20, 1, T2, x3) = (2°, —a', =2, —2%) = (ct, —xz, —y,—z2) = (ct,—r 3.15
o

hat. Multiplikation eines kontravarianten Vektors mit dem metrischen Tensor “zieht” also
den Vektorindex “herunter” und macht den Vektor zum kovarianten Vektor. Dabei dreht
sich aufgrund des metrischen Tensors (3.13) das Vorzeichen der raumlichen Komponenten
um.

Man kann den metrischen Tensor auch nutzen, um Indizes “heraufzuziehen”. Dazu
definiert man zunéchst den metrischen Tensor mit gemischten kontra- und kovarianten
Indizes iiber die Relation ,

Juw = Zgﬂ)\ 9 -
A=0

Als Matrixgleichung interpretiert, bedeutet dies, dass dieser gemischte metrische Tensor
identisch mit der Einheitsmatrix sein muss,

1000

w0100

@WHN=10010l" (3.16)
000 1

da der metrische Tensor, multipliziert mit dem gemischten metrischen Tensor, wieder den
metrischen Tensor selbst ergibt. Da die Einheitsmatrix sich unter Transposition selbst
reproduziert, gilt auch
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Mit dem gemischten metrischen Tensor kénnen wir den metrischen Tensor mit ausschlief3-
lich kontravarianten Indizes iiber folgende Gleichung definieren,

3
9= 9" 9w -
A=0

Da auf der linken Seite ein Element der Einheitsmatrix steht, vgl. Gl. (3.16), kann man
diese Gleichung nach den Gesetzen der Matrixmultipikation so interpretieren, dass der
metrische Tensor mit kontravarianten Indizes, (¢g*”), das Inverse des metrischen Tensors
mit kovarianten Indizes, (g, ), ist. Das Inverse der durch Gl. (3.13) definierten Matrix ist
aber leicht zu bestimmen; es ist die gleiche Matrix:

1 0 0 0
0 -1 0 0

Y

@=10 o -1 o
00 0 -1

Das “Heraufziehen” von Indizes erfolgt mit diesem metrischen Tensor, z.B. fiir den Orts-

vektor
3
ot = E gz, .
v=0

Das Skalarprodukt zweier 4-Vektoren A = (a*), B = (b*) im Minkowski-Raum ist
stets definiert als

3 3 3 3
A-B= Za“gwb”:Za“ (Zgwb”>52a“bu, (3.17)
pn=0 v=0 pn=0

w,v=0

wobei wir im letzten Schritt das “Herunterziehen” des kontravarianten Vektorindex von
b” geméafl Gl. (3.14) ausgenutzt haben. Man kann den metrischen Tensor auch benutzen,
um den Index von a* herunterzuziehen,

3

3 3 3
A-B= Z a“gu,,b”zz <Za“gw> b”:Za,,b”.
pn=0 v=0

w,v=0 v=0
Das Betragsquadrat eines 4-Vektors A = (a*) im Minkowski-Raum ist definiert als
das Skalarprodukt dieses Vektors mit sich selbst,

3
A=AA=> aa,.
n=0

Fiir den Ortsvektor gilt dann

3 3
X% = X~X:Z:L’“:cuz Z " g, ¥
pn=0 w,v=0
- (xO)Q—zg:(xi)QZCQtQ—xz—y2—22202t2—F2. (3.18)

i=1
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Man beachte den Unterschied zum Betragsquadrat (3.10) des Euklidschen Vektors Xp
im vierdimensionalen Euklidschen Raum. Bei der physikalischen Raum-Zeit, also dem
Minkowski-Raum, handelt es sich eben nicht um den vierdimensionalen Euklidschen
Raum. Gleichung (3.9) schreibt sich also kompakt wie folgt:

X?=X-X=X-X'=X?=0. (3.19)

Diese Gleichung besagt, dass bei der Transformation vom System ¥ zum System ¥’ das Be-
tragsquadrat des 4-Ortsvektors einer Lichtwellenfront erhalten bleibt. Da der 4-Ortsvektor
einer Lichtwelle sich aber nicht von anderen 4-Vektoren auszeichnet, sollte auch das Be-
tragsquadrat beliebiger 4-Vektoren A = (a*) bei dieser Transformation erhalten
bleiben,

A=A A=A A=A4"7. (3.20)

Diese Gleichung bildet die Grundlage zur Bestimmung der Transformation zwischen zwei
Inertialsystemen ¥, ', die mit den Einsteinschen Postulaten in Einklang ist. Wir werden
diese Transformation im folgenden Abschnitt diskutieren.

Zum Abschluss wollen wir noch fiir das Nachfolgende unsere Notation vereinfachen. Wir
vereinbaren die sog. Einsteinsche Summenkonvention: {iber doppelt vorkommende
kontra- und kovariante Indizes wird implizit immer summiert, z.B.

3
Z a'b, =d"d, .
n=0
Das Summenzeichen ist damit {iberfliissig, es wird stets impliziert.

3.2.2 Die Lorentz-Transformation IR
Die Transformation zwischen Inertialsystemen, welche die Betragsquadrate von 4-Vektoren
in der Raum-Zeit (im Minkowski-Raum) erhélt, s. GL. (3.20), und damit das Analogon
zu Drehungen im vierdimensionalen Euklidschen Raum darstellt, ist die sog. Lorentz-

Transformation,
X' =AX, (3.21)

oder in Komponenten geschrieben,
PP =A 2", pu=0,...,3. (3.22)

Man beachte, dass geméfl der Einsteinschen Summenkonvention iiber v zu summieren ist.
Die Matrix A = (A*) ist eine (4 x 4)—Matrix, die die Transformation eines (kontravari-
anten) 4-Vektors X = (z¥) im System ¥ in einen (kontravarianten) 4-Vektor X' = (a'#)
im System Y’ vermittelt. Sie soll im folgenden bestimmt werden. Wir machen zunéchst
jedoch einige

Vorbemerkungen:

(i) Die Menge der méglichen Lorentz-Transformationen zwischen zwei Bezugssystemen
¥, ¥ mit der Eigenschaft (3.20) bildet vom mathematischen Standpunkt eine Grup-
pe, die sog. Lorentz-Gruppe L. Die (4 x 4)—Matrix A = (A*) aus Gl. (3.22) ist
eine Darstellung eines Elementes dieser Gruppe, A € L.
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(ii) Die Lorentz-Gruppe enthélt als Untergruppe die der orthogonalen Transfor-
mationen in drei Dimensionen, O(3). Darstellungen dieser Gruppe sind ortho-
gonale (3 x 3)—Matrizen D, DT = D! welche Drehungen in drei Raum-
dimensionen vermitteln. Es geniigt, orthogonale Matrizen mit detD = +1 zu
betrachten. Diese bilden wiederum eine Untergruppe der O(3), die der speziel-
len orthogonalen Matrizen in drei Dimensionen, SO(3). Der Unterschied zwischen
SO(3) und O(3) ist eine zusétzliche diskrete Transformation, die der Raumspiege-
lung am Ursprung (oder einer der drei Koordinatenachsen). Aus Kapitel 1.1.3 wissen
wir, dass eine solche Transformation aus einem rechtshandigen ein linkshéndiges Ko-
ordinatensystem macht. Da wir uns stets auf rechtshédndige Systeme beschrinken,
geniigt es also, fiir Raumdrehungen spezielle orthogonale Matrizen D € SO(3) zu
betrachten. Es gilt SO(3) C L.

Um eine (3 x 3)—Drehmatrix D als Lorentz-Transformation (3.22) zu schreiben,
miissen wir sie passend zu einer (4 x 4)—Matrix erweitern,

Ap = (AD,)

(3.23)

wobei D = (d';) eine orthogonale (3x3)—Untermatrix ist. Die Lorentz-Transformation
(3.22) lautet nun explizit in Komponenten geschrieben:

70 =ct =2"=ct,

3
?P =) da) =123,
j=1

Wegen

x'“:p;:CQt'Z—F@:x“xu:CZtQ—FQ

und ¢’ = ¢ gilt auch

Pt =72,
Die Transformation Ap erhalt also die Zeit und das Betragsquadrat von 3-Vektoren.
Dies sind die Eigenschaften einer Drehung im Raum.

(iii) Eine weitere Klasse von Transformationen aus der Lorentz-Gruppe sind die sog.
Boosts, die Transformationen zwischen relativ zueinander bewegten Bezugssyste-
men vermitteln. Diese bilden keine echte Untergruppe der Lorentz-Gruppe, d.h.
eine Abfolge von Boosts kann unter geeigneten Bedingungen eine Drehung ergeben.
Es gilt, dass die Darstellung jedes Elementes A € L in der Form

A= Ap, A Ap, (3.24)

geschrieben werden kann, wobei Ap eine Boost-Matrix und Ap,, Ap, € SO(3)
Drehmatrizen sind.
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Wir wollen nun die explizite Form der Darstellung Ap eines Boosts bestimmen. Wir
gestalten die Situation so einfach wie moglich, indem wir annehmen, dass die Koordina-
tenachsen von ¥ und ¥’ stets in die gleiche Richtung zeigen, €; = €/,i = 1,2, 3, und dass
zum Zeitpunkt ¢ = ¢ = 0 die Urspriinge von ¥ und ¥’ iibereinstimmen. Ferner bewege
sich ¥’ relativ zu ¥ mit konstanter Geschwindigkeit ' = v €. Dies ist genau die in Abb. 3.1
dargestellte Situation. Man spricht von einem Boost in z—Richtung. Der allgemeine Fall
eines Boosts in einer beliebigen Raumrichtung 148t sich dann geméf Gl. (3.24) durch eine
(vor- bzw. nachgeschaltete) Drehung aus diesem speziellen Fall ableiten. Der Einfachheit
halber lassen wir im folgenden den Index “B” an der Boostmatrix Ag weg.

Bestimmung von A fiir einen Boost in z—Richtung:
(i) Da kein Punkt in der transversalen (z,y)—Ebene ausgezeichnet ist, diirfen 2/ und

2’3 nicht von z! und 2% abhingen. Umgekehrt diirfen 2/! und 2’2 nicht von z° und
23 abhingen:

A% 0 0 A%
0 .. 0
A=) =1 , (@) |
A0 0 AY

Die (2 x 2)—Untermatrix A = (a’;) muss eine Diagonalmatrix sein, da die (z,y)—
Ebene und die (2/,y’)—Ebene beim Boost nicht gegeneinander verdreht werden,

a 0
A= < 0 a ) '
(ii) Aus der Erhaltung der Betragsquadrate unter Lorentz-Transformationen, Gl. (3.20),

erhalten wir, indem wir die Lorentz-Transformation (3.22) einsetzen:

rw o v AR A vV 0 _ AN v o — _\ o __ A
x“xu—x“gw,x =N 2 g N, 27 =2 N\ g N, 27 = 2" gro 27 = 2" ),

also
Io =N g N = (AT) guw N,

bzw. in Matrixnotation geschrieben:

1 0 0 0 A% 0 0 A3 1 0 0 0 A% 0 0
0 -1 0 0 B 0 a 0 0 0 -1 0 0 0 a 0
00 -1 0 - 0 0 a 0 00 -1 0 0 0 a
00 0 -1 A% 0 0 A 00 0 -1 A3 0 0
A 0 0 —A3 A% 0 0 AY
B 0 —a 0 0 a0 0
- 0 0 0 0 a 0
A% 0 0 —A3 A3 0 0 A3
(A%)? — 0 A00A03 — AN
B 0 —a2 0 0
- 0 0 —a? 0

AOBAOO - A33A30 0 0 (AO3)2 - (A33)2
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(i)
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Durch Vergleich der Matrixelemente auf beiden Seiten erhalten wir die folgenden
Bedingungen:

(a) a®> =1, also a = +1. Dies bedeutet, dass die transversalen Koordinaten x,y bei
einem Boost in z—Richtung weder gestaucht noch elongiert werden. Wir wahlen
das positive Vorzeichen, a = +1, da a = —1 eine Spiegelung (Inversion) der
transversalen Koordinatenachsen bedeuten wiirde. Da zwei Achsen gleichzeitig
gespiegelt wiirden, dndert sich die Handigkeit des Koordinatensystems nicht,
aber diese Spiegelung ist nicht notwendig.

(b) Wir erhalten desweiteren drei Gleichungen fiir die verbleibenden vier Unbe-
kannten Matrixelemente A%, A%, A3, A%;:

I = (A00)2 - (A30)2 )
-1 = (A03)2 - <A33)2 )
0 = AQA%G — A3A% . (3.25)

Dies ist nicht eindeutig losbar, die Losung enthélt noch einen freien Parameter.

Wir machen den Losungsansatz
A% =A% =coshy, A%=A%=—sinhy.

Dieser Ansatz erfiillt aufgrund der Eigenschaft cosh? y — sinh? y = 1 der hyperboli-
schen Funktionen ganz offensichtlich die Gleichungen (3.25). Der freie Parameter x
ist die sog. Rapiditat. Wir werden bald sehen, wie dieser Parameter physikalisch zu
interpretieren ist. Wir fassen aber zunéchst das bislang Erhaltene zusammen. Fiir
einen Boost in z—Richtung, also fiir eine Lorentz-Transformation vom System
Y ins System X', wobei sich ¥’ relativ zu ¥ mit der konstanten Geschwindigkeit
U = v e, bewegt, lautet die Transformationsmatrix

coshy 0 0 —sinhy
0 1 0 0
A= (A") = 0 0 1 0 (3.26)
—sinhxy 0 0 coshy

Es ist klar, dass die Rapiditdt x mit der Relativgeschwindigkeit v zwischen > und
Y zusammenhéngen muss. Es gilt jetzt, diesen Zusammenhang zu ermitteln.

Der Ursprung von ¥ hat von 3 aus gesehen die z—Koordinate

)
2=vt=-2".
c

Mit der Lorentz-Transformation (3.22) fiir 4 = 3 gilt dann von ¥’ aus gesehen fiir
den Ursprung

0=2'3 = —sinh y 2° 4 cosh y 2* = 2° (—sinhx+E coshx) ,
c
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also

tanhy = - =0, (3.27)

ol

wobei wir die neue Variable /3 eingefiihrt haben. Diese Gleichung stellt einen ein-
deutigen Zusammenhang zwischen der Rapiditdt y und der Relativgeschwindigkeit
v der beiden Bezugssysteme her. Wegen 1 — tanh? xy = 1/ cosh® x gilt

1 1
\/l—tanhQX_ V11— 32

wobei wir die neue Variable v, den sog. Lorentz-Gamma-Faktor eingefiihrt haben.
Es gilt auflerdem

cosh y = v,

sinh y = tanh y coshxy =3~ .

Da reelle 4-Vektoren X wiederum in reelle 4-Vektoren X’ transformiert werden, ist
zu fordern, dass die Lorentz-Transformationsmatrix (3.26) reell bleibt. Dies wie-
derum bedingt, dass v < c¢. Die Lichtgeschwindigkeit stellt also eine Grenzge-
schwindigkeit fiir die Relativgeschwindigkeit der Koordinatensysteme >, %’ dar.
Der Zusammenhang zwischen dem Bereich der erlaubten Geschwindigkeiten und der
zugehorigen Rapiditdten bzw. Lorentz-Gamma-Faktoren ist

0<v<e <= 0<xy<x0 <<= 1<v<.

Die Geschwindigkeit v (in Einheiten der Lichtgeschwindigkeit ¢), der Lorentz-Gamma-
Faktor v und sinh y = 37 sind in Abb. 3.4 als Funktion der Rapiditit y dargestellt.

4 T T
— vlc
— gamma
3 — beta*gamma

Abbildung 3.4: Geschwindigkeit (in Einheiten von c¢), Lorentz-Gamma-Faktor v und S~y
als Funktion der Rapiditat y.
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3 Spezielle Relativititstheorie

Eine alternative Darstellung der Boost-Matrix (3.26) ist

v 0 0 —fy
0 1 0 0
A= (A") = 0 0 1 o (3.28)
By 0 0 v

Bemerkungen:
(i) Nach dem Determinantenentwicklungssatz berechnen wir
det Ap =" 7?3 =1~ §%) =1,

also genau wie det Ap = 1. Wihrend aber Ap € SO(3), also AL = AL', so ist
AL = Ap # AZ', denn

vy 0 0 =8~ vy 0 0 =B~
T a2 0 1 0 0 0 1 0 0
ApAp=Ap = 0 0 1 0 0 0 1 0
-3y 0 0 v =By 0 0 v
V14+p% 0 0 —2892 1000
B 0 1 0 0 y 0100 |
- 0 0 1 0 0010]"
—2842 0 0 ~*(1+p3? 0001
die zu Boosts gehérenden Matrizen sind nicht orthogonal.
Es gilt aber
vy 0 0 B« vy 0 0 =8~
0 1 0 0 0O 1 0 0
Ap(=v) Ap(v) = 0 0 1 0 0 0 1 0
By 0 0 ~ By 0 0 vy
21— 0 0 0 1000
B 0 1 0 0 0100
- 0 0 1 0 “loo10]"
0 0 0 ~*(1-p?) 0001
also
v 0 0 B~
a0 10 0 T
AB (U) = AB( U) - 0 0 1 0 7& AB(U) )
By 0 0 ~

um einen Boost mit in ein mit v bewegtes System riickgédngig zu machen, muss
man noch einmal einen Boost mit Geschwindigkeit —v ausfiihren, was physikalisch
absolut plausibel ist.
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(ii) Mit der Boost-Matrix (3.28) schreiben wir den Lorentz-Boost (3.22) des Ortsvektors
explizit in den einzelnen Koordinaten aus:

10 1
t = x—:—(7x0—57x3)27<t—%z>,
c ¢ c
ZL‘, — :L‘ll:l‘lzx,
y/ — :c'2:x2:y,
7 = =By’ + v =7y(z—vt). (3.29)

Im Spezialfall v < ¢ gilt

also

T e )

Dies ist genau die Galilei-Transformation (3.1) fiir den Fall, dass die Geschwindigkeit
U = vé,. Diese ergibt sich also als Grenzfall eines Lorentz-Boosts fiir nichtrelati-
vistische Geschwindigkeiten v < c.

3.2.3 Zeitdilatation

Wir betrachten ein Zeitintervall At = t,—t; zwischen zwei Ereignissen zu den Zeitpunkten
t1, to am selben Ort z = 2y = 2o, d.h. Az = 25 — z; = 0, im System X. Dies kénnten z.B.
zwei aufeinanderfolgende Ticks einer in ¥ stationédren Uhr sein. In diesem Fall ist At = 1
s. Dann gilt im mit v > 0 relativ zu ¥ bewegten System ',

At =ty —t] =~ |ta — 14 —% (22—21)] = (At—%Az) =~vAt > At. (3.30)
Offenbar ist das Zeitintervall At um einen Lorentz-Gamma-Faktor v > 1 grofier als At.
Wenn man also von ¥’ aus die beiden Ereignisse betrachtet, so erscheint das Zeitintervall
zwischen diesen Ereignissen vergroflert. Das Zeitintervall 1 s im System X scheint also vom
relativ zu ¥ bewegten System Y aus betrachtet grofler als 1 s zu sein. Dieser Effekt ist als
Zeitdilatation bekannt: “in bewegten Systemen scheinen Uhren langsamer zu gehen”.

Beispiel: Zerfall instabiler Teilchen. Ein sog. p—Lepton zerféllt gemafl der schwachen
Wechselwirkung in ein Elektron und ein Neutrino-Antineutrino-Paar,

U —e +rv+ruv.

Fiir ruhende p—Leptonen kennt man die mittlere Zerfallszeit, die sog. Halbwertszeit 7.
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Nun fithrt man folgendes Experiment durch: man stelle einen Detektor D; auf einem
Berg in Hohe L iiber dem Meeresspiegel und einen zweiten Detektor D, auf Meereshohe
auf. Beide Detektoren messen die Zahl der in der kosmischen Strahlung pro Zeiteinheit
auftretenden p—Leptonen. Kennt man die Geschwindigkeit der p—Leptonen, so kennt
man auch die Zeit, die die u—Leptonen benotigen, um bei Detektor Dy anzukommen.
Vergleicht man diese mit der Halbwertszeit 7, so kann man bei Kenntnis der Zahl der bei
D; vorhandenen p—Leptonen die Zahl der noch bei Dy vorhandenen voraussagen.

Das Ergebnis des Experiments ist jedoch, dass man viel mehr p—Leptonen als erwar-
tet bei Dy beobachtet. Der Grund ist, dass die Zeit im Ruhesystem schnell bewegter
p—Leptonen viel langsamer vergeht als im System der beiden (relativ zueinander ruhen-
den) Detektoren. Dementsprechend zerfallen weniger p—Leptonen und es kommen mehr
beim Detektor Dy an.

3.2.4 Langenkontraktion

Wir fithren im System ¥ eine Langenmessung zur festen Zeit ¢ = t; = ty aus, d.h.
At =ty — t; = 0. Das Ergebnis ist offenbar

6222—21.

Nun fiihren wir die Langenmessung der Strecke ¢ vom relativ zu ¥ mit v bewegten System
Y durch. Die Langenmessung soll in 3’ ebenfalls zum gleichen Zeitpunkt ¢ = t| =
stattfinden,

=y (tam— ) =t = (ti— 2 2) = l—ti=—(n—2)= 2
2 =7 \1l2 022—1—71 24 2—hh =5 (2 V=34

Die Langenmessung zur festen Zeit ¢’ im System Y’ entspricht offenbar einer nicht gleich-
zeitigen Langenmessung im System Y. Der Beobachter in ¥’ nimmt die Langenmessung
zwischen den Punkten 27, 25 vor,

U = zp— 21 =7[zn—21—v(ta — t1)]

2 2
¢
- 7(6—2—26):67<1—Z—2)z;<£. (3.31)

Die Lénge ¢ erscheint vom bewegten System aus um einen Faktor 1/v < 1 verkiirzt. Dieses
Phénomen bezeichnet man als Langenkontraktion.

3.2.5 Das Additionstheorem der Geschwindigkeiten

Ein Massenpunkt m (Ruhesystem ;) bewege sich mit Geschwindigkeit v; in z—Richtung
eines Systems Y5, welches sich wiederum mit Geschwindigkeit vy relativ zu einem System
Y3 in z—Richtung bewege, vgl. Abb. 3.5.

Wie groff ist die Geschwindigkeit des Massenpunktes von >3 aus gesehen? Kann er
sich u.U. schneller als das Licht bewegen? Man betrachtet dieses Problem am besten als
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Sq S, mo

o—> ’Ul

Uyt

> f

/ e

Abbildung 3.5: Zum Additionstheorem der Geschwindigkeiten.

Abfolge von Lorentz-Boosts. Von Y5 gelangt man ins Ruhesystem >; des Massenpunktes
mittels eines Boosts

T 0 0 —Bim
0 1 0 0
By
(Alu) - 0 0 1 0
i 0 0 M

Von Y3 wiederum gelangt man ins System X, mittels eines Boosts

Y2 0 0 —fGaye

0 1 0 0

H _
(A2u) - 0 0 1 0
—B272 0 0 V2

Also gelangt man von Y3 ins Ruhesystem ¥; des Massenpunktes mittels

V3 0 0 —fs57v
0 1 0 0
By —
(A5,) = 0 0 1 0
—B3v3 0 0 V3
V2 0 0 —famye 71 0 0 —Gim
B 0 1 0 0 0 1 0 0
- 0 0 1 0 0 0 1 0
—B272 0 0 Y2 —Giyi 0O 0 7
Y1721+ 58182) 0 0 =778 + Ba)
B 0 10 0
o 0 0 1 0
—n72(B1+B2) 0 0 Y71+ B16)

Daraus folgt

v3 = MY (l+016),
B3z = M2 (B + Ba),
also
81+ Pa _ V1 + Vg
14+ 61062 1+vw/c®

vg=cf3=c (3.32)
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v ist die Geschwindigkeit des Massenpunktes von Y3 aus gesehen. Offenbar gilt fiir vy, vy <
¢ stets v3 < ¢, d.h. man kann die Lichtgeschwindigkeit nie iiberschreiten, sie bildet eine
Grenzgeschwindigkeit.

Den nichtrelativistischen Grenzfall des Additionstheorems (3.32) erhélt man fiir
v1, V9 < ¢. Dann kann man den Nenner entwickeln,

vy v2 2
v3 = (V1 + ) [1— 122+O< 142>] ~ v + vy,
c c

wobei wir Terme der Ordnung O(vyvy/c?) vernachlissigt haben. Man erhilt also wie er-
wartet im nichtrelativistischen Grenzfall die Galilei-Transformation (3.2) fiir Geschwin-
digkeiten.

Man darf diese aber nicht mehr anwenden, wenn entweder v; oder vy (oder beide) nicht
mehr klein gegeniiber der Lichtgeschwindigkeit ist. Z.B. erhalten wir fiir den Spezialfall
einer Lichtwelle, die sich im System ¥, mit Lichtgeschwindigkeit v; = ¢ bewegt, aus GI.
(3.32):

C + vy
= — = C
1+wv/c
Also bewegt sich eine Lichtwelle auch von Y3 aus gesehen mit Lichtgeschwindigkeit fort,
im Einklang mit dem zweiten Einsteinschen Postulat.

Mit Hilfe der zu den Lorentz-Transformationen A;, A, gehérenden Rapiditaten xi, xo
lautet das Additionstheorem (3.32)

U3

tanh y; 4+ tanh y»

tanh y3 = = tanh(x1 + x2) , (3.33)

1 + tanh y; tanh yo

wobei wir das Additionstheorem fiir den hyperbolischen Tangens, (tanh z + tanhy)/(1 +
tanh = tanh y) = tanh(xz+y), benutzt haben. Im Gegensatz zur Geschwindigkeit ist die Ra-
piditédt eine Variable, die sich additiv unter einer Abfolge von Lorentz-Transformationen
verhélt,

X3 = X1+ Xz - (3.34)

3.2.6 Das Raum-Zeit—Diagramm (Minkowski—Diagramm)

Wie lassen sich Ereignisse in der vierdimensionalen Raum-Zeit, d.h. im Minkowksi-Raum
darstellen? Hierzu betrachtet man das sog. Raum-Zeit— oder Minkowski-Diagramm.
Dies ist eine zweidimensionale Projektion der vierdimensionalen Raum-Zeit, mit der Zeit-
achse 2° = ct als y— und mit einer Raumrichtung, z.B. der z—Richtung, als z—Achse,
vgl. Abb. 3.6.

Ein Raum-Zeit-Ereignis P hat die Koordinaten % = ctp, 3 = zp. Der Lichtkegel ist
durch die Relation

sg=atz, = (ct)? —a* —y* =2 =0

gegeben. In der Projektion der Raum-Zeit auf die (z°, 23)—Ebene, Abb. 3.6, ist x = y = 0,
also (ct)? — 22 = 0, bzw. ¢t = +2; der Lichtkegel ist durch die beiden Winkelhalbieren-
den (rote Linien) gegeben. Vektoren z#, deren Betragsquadrat verschwindet, heiflen auch
Nullvektoren.
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Abbildung 3.6: Das Raum-Zeit— (Minkowski-)Diagramm.

Wir betrachten nun eine Lorentz-Transformation in ein gegeniiber > mit konstanter
Geschwindigkeit ¥ = v €, bewegtes System Y, dessen Ursprung mit dem von ¥ bei ¢t =
t' = 0 ibereinstimmt. Zu spéteren Zeitpunkten bestimmt sich die z—Koordinate des
Ursprungs von ¥’ im System X aus

0=2=~(z—0t),

also z = vt oder

w

X

ﬁ .

Also ist die 2/°—Achse, die durch die Bedingung 2’ = 0 definiert ist, in Abb. 3.6 durch eine
Gerade durch den Ursprung mit Steigung 1/5 > 1 gegeben, vgl. Abb. 3.7. Ganz &hnlich
ist die 2/3—Achse, also die Orte, an denen ct’ = 0 ist, durch die Gleichung

v
Ozt'z*y(t—;z) :

z
P =ct=cZ =

()

S @l

bzw. ,
P =ct=—-z2=02=p2"
c

gegeben. Dies entspricht einer Geraden mit Steigung 5 < 1, vgl. Abb. 3.7. Die neue Zeit-
skala 2'% im System Y’ liegt also im Minkowski-Diagramm zwischen der Zeitachse 2° im
System ¥ und dem Lichtkegel, wihrend die Raumachse 2’3 im System ¥’ im Minkowski-
Diagramm zwischen dem Lichtkegel und der Raumachse 2 im System X liegt. Obwohl
sich die Zeit- und Raumachsen beim Ubergang von ¥ nach ¥’ verschieben (und zwar so,
dass der Winkel zwischen z'°—Achse und z’3—Achse nicht mehr 90° betrigt), bleibt der
Lichtkegel stets der gleiche.

Bei der Lorentz-Transformation &dndert sich auch die Achsenskalierung. Man muss
die Achsen also neu eichen. Dies geschieht wie folgt. Das 4-Betragsquadrat

s =atz, = (ct)? —a* —y? = 2
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Abbildung 3.7: Verschiebung der Raum- und Zeitachsen bei einer Lorentz-Transformation
im Minkowski-Diagramm.

ist eine sog. Lorentz-Invariante, d.h. es ist invariant unter Lorentztransforma-
tionen. Da sich beim Ubergang vom System ¥ ins System Y, also einem Boost in
z—Richtung, die x— und y—Koordinaten nicht #ndern, 2’ = x, ¢y = vy, ist bei einem
Boost in z—Richtung auch die Grofe

52 = (ct)? — 2

eine Lorentz-Invariante. Der Langeneinheit ¢ (z.B. £ = 1 m) auf der z—Achse (also bei
t = 0) entspricht s? = —¢2. Dies legt die invariante Liingeneinheit fest. Alle Raum-Zeit-
Punkte (ct, ), die s? = —¢* entsprechen, sind durch die Gleichung (ct)? — 2% = s? = —(*
verkniipft, also

(ct)* = 2% — (*.

Dies entspricht einer Hyperbel im Minkowski-Diagramm, vgl. Abb. 3.8. Die Hyperbel
schneidet die z'—Achse in dem Punkt, der der gleichen Léngeneinheit ¢ im bewegten Sy-
stem Y entspricht. Im auf das ruhende System ¥ bezogene Minkowski-Diagramm ist diese
Lange aber offenbar ¢ > ¢. Wir werden gleich sehen, dass diese Tatsache in natiirlicher
Weise auf die Lorentz-Kontraktion fiihrt.

Auf die gleiche Weise i3t sich die Zeiteinheit festlegen. Wir betrachten die Zeiteinheit
c? (z.B. ¥ = 1) auf der 2°—Achse. Bei z = 0 haben wir dann

s = (c¥)*,

welches die invariante Zeiteinheit festlegt. Alle Raum-Zeit-Punkte (ct, z), welche s3 =
(c¥)? entsprechen, sind durch die Gleichung (ct)* — 22 = s? = (c19)? miteinander ver-

kniipft, also
(ct)? = (cV)* + 2.
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Abbildung 3.8: Invariante Léngeneinheit im Minkowski-Diagramm.

Auch dies entspricht einer Hyperbel im Minkowski-Diagramm, vgl. Abb. 3.9. Die Hyperbel
schneidet die 2/°—Achse in dem Punkt, der der gleichen Zeiteinheit 1 im bewegten System
Y entspricht. Im auf das ruhende System Y bezogene Minkowski-Diagramm ist diese
Lénge aber offenbar ¢’ > ¢1d. Wir werden gleich sehen, wie dies auf die Zeitdilatation
fiihrt.

Abbildung 3.9: Invariante Zeiteinheit im Minkowski-Diagramm.

Das 4-Betragsquadrat eines 4-Vektors a#, s? = (ct)? — 2? — y? — 22, ist nicht notwen-
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digerweise positiv definit. Man unterscheidet

(i) Zeitartige 4-Vektoren: s >0 <= |ct| > |7].

(i) Lichtartige 4-Vektoren oder Nullvektoren: s3 =0 <= |ct| = |F].
(iii) Raumartige 4-Vektoren: s> < 0 <= |ct| < |7].

Diese drei Moglichkeiten sind in Abb. 3.10 dargestellt.

x0  Weltlinie

~eita ichtartig
(Zuk (Lichtkegel)
— 3
raumartig raumartig

zeitaptig
(Vergangenheit)

Abbildung 3.10: Unterteilung der zeitartigen und raumartigen Bereiche im Minkowski-
Diagramm.

Die Bahnen physikalischer Objekte, die sog. Weltlinien, liegen wegen v < c stets
innerhalb des zeitartigen Lichtkegels (insofern die Weltlinie durch den Ursprung von
¥ fithrt). Die lokale Steigung der Weltlinie entspricht dem Inversen der momentanen
Geschwindigkeit (in Einheiten der Lichtgeschwindigkeit), 1/, und muss stets gréfer als
1 sein, sonst wére das Teilchen schneller als die Lichtgeschwindigkeit c. Die Weltlinien von
Photonen (Lichtquanten) liegen stets auf dem Lichtkegel (falls sie bei ¢ = 0 vom Ursprung
ausgesandt werden). Sie besitzen die Steigung 1.

Da s? lorentz-invariant ist, bleibt der Charakter eines 4-Vektors, also ob er zeit-,
licht-, oder raumartig ist, unter Lorentz-Transformationen erhalten. Das gleiche gilt auch
fiir den Abstand zweier Raum-Zeit-Ereignisse. Seien X; und X, die zu zwei Raum-
Zeit-Ereignissen P; und P, gehorenden 4-Vektoren. Das Betragsquadrat ihres Abstands
im Minkowski-Raum,

sy = (e — @) (w2 —x1), = Aty — 1) — (7 —71)?
= Aty =) = (x2—11)* = (2 —11)* — (2 — 21)*,
ist ebenfalls lorentz-invariant. Wir betrachten zwei Ereignisse, fiir die x1 = y; = x5 =

Yo, damit wir dies im Minkowski-Diagramm veranschaulichen kénnen. O.B.d.A. sei auch
ty > t; und 29 > z;. Wir unterscheiden
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(i) Raumartiger Abstand: s3, < 0, d.h. 2, — z; > ¢(ty — t;). Es folgt, dass P, und

P nicht durch ein Lichtsignal verbunden werden kénnen. Sei z.B. P; im Ursprung
von Y. Dann ereignet sich P, zu einem friitheren Zeitpunkt ¢5 als der Zeitpunkt ¢y,
zu dem das Lichtsignal (welches sich auf dem Lichtkegel bewegt) bei z, eintrifft, s.
Abb. 3.11. Mit anderen Worten, ein Signal miiffite mit einer Geschwindigkeit v > ¢
von P} nach P, gelangen, also auf einer Weltlinie mit Steigung < 1, um rechtzeitig
bei P, einzutreffen. Dies wiederum bedeutet, dass es keine kausale Verbindung
zwischen den Ereignissen P; und P, gibt.

x0
/

ctyf--------;

Chyr-=pf b

Sy

Abbildung 3.11: Veranschaulichung eines raumartigen Abstands im Minkowski-

Diagramm.

Fiir Ereignisse mit raumartigem Abstand kann man stets eine Lorentz-Transforma-
tion in ein Inertialsystem Y’ finden, in dem die beiden Ereignisse gleichzeitig statt-
finden. Dazu berechnen wir

©
g

Fiir raumartige Abstdnde gilt zo — z; > ¢(ty — t1), deshalb muss 1/8 > 1 sein,
um diese Gleichung zu erfiillen. Dies ist natiirlich immer méoglich, da 8 < 1. Wir
ziehen die Schlussfolgerung, dass die zeitliche Reihenfolge von raumartig verbun-
denen Ereignissen vom gewihlten Bezugssystem abhéngig ist. In unterschiedlichen
Bezugssystemen kann sie verschieden sein.

O=c(th—t])=vclta—t1) —B(za—21)] <= zm—21==(ta—t1).

Zeitartiger Abstand: s, > 0, d.h. ¢ (ty —t;) > 29 — z;. In diesem Fall kommt ein
Lichtsignal von P; stets vor der Zeit t5, zu dem sich P, ereignet, am Ort 25 an, vgl.
Abb. 3.12. Dies bedeutet, dass eine kausale Verbindung zwischen den Ereignissen
moglich ist.
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3 Spezielle Relativititstheorie

Abbildung 3.12: Veranschaulichung eines zeitartigen Abstands im Minkowski-Diagramm.

Es gibt zwar keine Lorentz-Transformation in ein System, in dem P; und P, gleich-
zeitig stattfinden, aber es gibt ein System, in dem 2} = zj, also in dem die Ereignisse
am gleichen Ort zu unterschiedlichen Zeiten stattfinden,

O=zy—2z1=7[a—21—v(ta—t)] <= zm—z1=v(ts—11).

Fiir zeitartige Absténde gilt ¢ (to — t1) > 29 — 21, also ist diese Gleichung erfiillbar,
dav<e.

Zum Schluss dieses Abschnitts kommen wir auf die Langenkontraktion und Zeitdilatation
zuriick, die wir im Minkowski-Diagramm verstehen wollen.

(i)
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Bei der Langenkontraktion wird eine Strecke ¢, die im System > ruht, vom be-
wegten System Y’ aus gemessen. Da die Strecke in 3 ruht, verlaufen die Weltlinien
des linken und rechten Endes von ¢ parallel zur °—Achse, vgl. Abb. 3.13. Die Mes-
sung in Y’ verlduft instantan, also bei t = 0. Anhand von Abb. 3.13 erkennt man,
dass die so gemessene Strecke kiirzer ist als die Strecke ¢/, die geméafl den oben
im Zusammenhang mit der Eichhyperbel gemachten Argumenten der Lénge ¢ im
bewegten System entspricht. Man beobachtet also von ¥ aus eine Verkiirzung der
Strecke ¢. Dies ist gerade die Langenkontraktion.

Bei der Zeitdilatation wird ein Zeitintervall ¢} zwischen zwei Ereignissen im System
Y vom bewegten System > aus gemessen, vgl. Abb. 3.14. Die beiden Ereignisse in
Y finden am selben Ort z = 0 statt. Der Beobachter befinde sich stets im Ursprung
von Y, also bei 2/ = 0. Das dem Zeitintervall ¢ im System Y entsprechende Zeit-
intervall ¥ in ¥’ ist durch den Schnittpunkt der Eichhyperbel mit der x’3-Achse
gegeben. Das in Y/ gemessene Zeitintervall ist aber durch den Schnittpunkt der



3.2 Lorentz-Transformationen

Abbildung 3.13: Veranschaulichung der Langenkontraktion im Minkowski-Diagramm.

(magentafarbenen) parallel zur z’3-Achse verlaufenden Geraden mit der a’%-Achse
gegeben. Dieses ist linger als das dem Zeitintervall ¥ im bewegten System entspre-
chende Zeitintervall 9. Also beobachtet man von Y aus eine Verlingerung von
Zeitintervallen 9. Dies ist gerade die Zeitdilatation.

Abbildung 3.14: Veranschaulichung der Zeitdilatation im Minkowski-Diagramm.
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3 Spezielle Relativititstheorie

3.3 Kovariante Formulierung der klassischen Mechanik

Das Ziel dieses Abschnittes ist es, Naturgesetze wie z.B. das Newtonsche Gesetz der
klassischen Mechanik in kovarianter Form zu schreiben. Dies bedeutet, dass sie un-
ter Lorentz-Transformationen forminvariant bleiben, d.h. in allen Inertialsystemen die
gleiche Form annehmen, wie vom ersten Einsteinschen Postulat gefordert.

Wir wissen, dass das Newtonsche Gesetz invariant unter Galilei-Transformationen ist,
welche den nichtrelativistischen Grenzfall (v < ¢) der Lorentz-Transformationen dar-
stellen. Fiir physikalische Korper, deren Geschwindigkeit sich der Lichtgeschwindigkeit
annéhert, sollte man aber das Newtonsche Gesetz auch so schreiben kénnen, dass es form-
invariant unter Lorentz-Transformationen ist. Dies ist fiir die Naturbeschreibung nicht
unbedingt von grofler Konsequenz, da lediglich Objekte von der Gréfle von Elementarteil-
chen oder maximal von Atomkernen relativistische Geschwindigkeiten erreichen kénnen.
Solche Objekte unterliegen aber nicht den Gesetzen der klassischen Mechanik sondern der
Quantenmechanik. Dennoch ist es zweckméflig, sich anhand wohlbekannter Gesetze mit
der kovarianten Formulierung vertraut zu machen.

Fiir die Ausbreitung von Licht, die durch die Gesetze der Elektrodynamik beschrieben
werden, ist es jedoch wegen v = ¢ unabdingbar, von Anfang an eine relativistisch kovarian-
te Formulierung finden zu kénnen. Die Gesetze der Elektrodynamik miissen forminvariant
unter Lorentz-Transformationen sein, Galilei-Transformationen sind, wie wir am Beispiel
des Michelson-Morley-Experimentes gesehen hatten, unbrauchbar.

3.3.1 Lorentz-Tensoren

Fiir eine forminvariante Formulierung von Naturgesetzen ist es zunéchst erforderlich, alle
physikalischen Gréflen in Form von sog. Lorentz-Tensoren zu schreiben. Man unter-
scheidet

(i) Tensoren nullter Stufe, bzw. Lorentz-Skalare, a. Dies sind Groflen, die in al-
len Inertialsystemen den gleichen Wert annehmen, also invariant unter Lorentz-
Transformationen sind. Man sagt, sie sind lorentz-invariant. Beispiele sind z.B.
das 4-Betragsquadrat des Ortsvektors, s* = 2/ z,.

(ii) Tensoren erster Stufe, bzw. (kontravariante) 4-Vektoren,
A= (a") = (a° a',a? a®)" .

Diese Grofien, die man als vierdimensionale Spaltenvektoren auffassen kann, sind
nicht invariant unter Lorentz-Transformationen, ihr Transformationsgesetz ist durch
die Gleichung

A'=ANA, d*"=Aa",

gegeben. Weil dies auch fiir den Ortsvektor gilt,

X' =AX, a/"=A2",
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3.3 Kovariante Formulierung der klassischen Mechanik

konnen wir die Komponenten A*, der Lorentz-Transformationsmatrix auch wie folgt

schreiben: ey
T
AV = —— 3.35
Yo Oxv ( )
bzw. nach Invertieren
8 v
= (AT = S = (AT, (3.36)

Man beachte, dass ein kontravarianter Index im Nenner einem kovarianten Index
entspricht.

Neben kontravarianten 4-Vektoren gibt es auch kovariante 4-Vektoren. Formal gilt

,  O0x"

[T axlu

a, = (AN a, =a, (A7) (3.37)

a

denn dann ist das 4-Betragsquadrat in der Tat lorentz-invariant,

/AN TR —1\ A wovo_ AN v v
a,at =ax(A77), A a" =arg,a" =a,a”.

Aus der Stellung der Indizes in Gl. (3.37) wird ersichtlich, dass es sich bei den
kovarianten 4-Vektoren um Zeilenvektoren handelt.

Beispiel: 4-Gradient einer skalaren Funktion:

dp. — (9,0) = dp Op Oy Oy

dar ) — ) T\ 920 921 922 923 )
Der 4-Gradient transformiert sich wie ein kovarianter 4-Vektor, denn es gilt geméafl
der Kettenregel (man beachte die Einsteinsche Summenkonvention)

_ dp  Op 0Ox”
= 00n  Qav o'k

0, =0, (A1), . (3.38)

I

(iii) Tensoren zweiter Stufe. Hier gibt es wiederum drei verschiedene Klassen:

(a) kontravariante 4-Tensoren, A*. Ihr Transformationsgesetz lautet

a /1 8 v
A = N AT A = axxa % A (3.59)

Jeder Index eines kontravarianten 4-Tensors transformiert sich wie der eines
kontravarianten 4-Vektors.

Beispiel: Die Komponenten des Tensorproduktes zweier 4-Vektoren A =
(a"), B = (b") lauten

AW = at b .
Aus dem Transformationsgesetz (3.37) fiir 4-Vektoren wird das Transformati-

onsgesetz (3.39) fiir das Tensorprodukt als kontravarianter 4-Tensor unmittel-
bar ersichtlich.
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3 Spezielle Relativititstheorie

(b) kovariante 4-Tensoren, A,,. Ihr Transformationsgesetz lautet

ox® OxP
-1\« -1
A=A (A (A, = Ao PRTI TR (3.40)
jeder Index transformiert sich wie der eines kovarianten 4-Vektors.

(c) gemischte 4-Tensoren, A* . Ihr Transformationsgesetz lautet
5 Ox'r 02l

v oz T P v
Kontravariante Indizes transformieren sich wie die von kontravarianten 4-Vek-
toren, kovariante Indizes wie die von kovarianten 4-Vektoren.

At = AR A% (AT (3.41)

(iv) Ganz analog kann man Tensoren hoherer Stufe und verschiedener Art (kon-
travariant, kovariant, gemischt) definieren.

3.3.2 Kovariante Formulierung von Naturgesetzen

Die kovariante Formulierung von Naturgesetzen bedeutet, dass linke und rechte
Seiten einer Gleichung sich wie Lorentz-Tensoren der gleichen Stufe transformieren,
also

a = b Lorentz-Skalar ,
a* = b"  Lorentz-Vektor ,
A = BM  Lorentz-Tensor zweiter Stufe ,

3.3.3 Rechenregeln
(i) Addition: Tensoren gleicher Stufe werden komponentenweise addiert, z.B.

t=al W, O =AM LB

(ii) Multiplikation mit einer Zahl: Das Produkt eines Tensors mit einer Zahl ergibt
sich aus Multiplikation jeder Komponente des Tensors mit dieser Zahl, z.B.

bA=10b(a")=(bd").

(iii) Verjiingung eines Tensors: Darunter versteht man die Kontraktion zweier In-
dizes mit Hilfe des metrischen Tensors, z.B.

Al =AY 590 - (3.42)
Ein verjiingter Tensor k—ter Stufe transformiert sich wie ein Tensor (k — 2)—ter
Stufe, z.B.
o oz’ A dz* 0x7 9z° Oz Ox'H A 027 9z
nal T ggv TN gare ggre Q!B dx'm v T M0 Qale da B
oxrr 07 0x° \ ., 017 020 ,  0xY 010
T Qar M Qg guB v gpra gpiB T 0 uia gurh
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Spezialfall 1: Die Spur eines gemischten Tensors zweiter Stufe,

A LAY

3
Al = ZAMM = Sp(A”,) = Sp DT ;
=0 A3 LAY

transformiert sich wie ein Lorentz-Skalar.

Spezialfall 2: Das 4-Skalarprodukt zweier Vektoren A = (a*), B = (b"), a*b
kann als Spur eines gemischten Tensors zweiter Stufe,

o

Ab = a"b,

aufgefafit werden. Dieses ist als Lorentz-Skalar invariant unter Lorentz-Transforma-
tionen.

3.3.4 Differentialoperatoren:

@JEG%J:(%%ﬁ). (3.43)

Wir hatten schon in Gl. (3.38) gesehen, dass sich der 4-Gradient wie ein kovarianter
Vektor transformiert. Es gibt auch eine kontravariante Version des 4-Gradienten,

()t

(ii) 4-Divergenz: Die 4-Divergenz eines 4-Vektors A ist ein Lorentzskalar,

(i) 4-Gradient:

10a® —
@M:E%+V@zw%. (3.44)

(iii) d’Alembert (Quabla-)Operator: Der d’Alembert-Operator ist das 4-Betrags-
quadrat des 4-Gradienten,
19 =, 106

0=0,0"=0"0, = -~ —V

2 =22 A, (3.45)

wobei A der Laplace-Operator ist. Auch der d’Alembert-Operator ist ein Lorentz-
Skalar.

3.3.5 Kinematische GrundgroBBen

Die Weltlinie eines physikalischen Korpers hatten wir im Zusammenhang mit Abb. 3.10
diskutiert. Ahnlich wie die Konfigurationsbahn im Konfigurationsraum stellt sie die Menge
aller 4-Ortsvektoren X = (z#) = (ct, x,y, 2)T in einem vorgegebenen Zeitintervall dar. Das
Problem ist aber, dass die Zeit selbst eine der Koordinaten des 4-Ortsvektors ist und sich
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3 Spezielle Relativititstheorie

unter Lorentz-Transformationen éndern kann. Wir sollten also zur Parametrisierung der
Weltlinie eine andere Gréfle wéhlen, die von der Wahl des Bezugssystems unabhéngig ist.
Daher muss es sich dabei um einen Lorentz-Skalar handeln.

Wir betrachten zuniichst die differentielle Anderung des 4-Ortsvektors,

dX = (dz") = (cdt, dz, dy, dz)" .
Das 4-Betragsquadrat dieser Grofle,
ds® = datdx, = 2 dt* — (d7)?,
ist ein Lorentz-Skalar. Wir definieren nun das sog. differentielle Eigenzeitintervall
1 1
d7'2 = ; d82 == dt2 — g (df‘)2 s (346)

welches ebenfalls ein Lorentz-Skalar ist, da ¢ nach dem zweiten Einsteinschen Postulat in
allen Bezugssystemen den gleichen Wert annimmt.
Im System >’ des Korpers, seinem sog. Ruhesystem, ist stets dr’ = 0, also

dr? = di'?.

Das Eigenzeitintervall d7 ist also das Zeitintervall im Ruhesystem des Korpers. Die Grofle

T= / dr (3.47)

bezeichnet man als Eigenzeit. Diese eignet sich als Lorentz-Skalar zur Parametrisierung
der Weltlinie,

X(1) = (a"(1)) = (ct(r), x(7), y(7), 2(7))" . (3.48)
Es gilt auflerdem

/ 1 1 (di)? [ 02
dr = dt2——2(df')2:dt\/1——2<d—:;> =dt 1—U—Q:dt 1—-2=~"tdt <dt,
c c c

wobei wir die 3-Geschwindigkeit ¢ = di’/dt des Korpers im System ¥ benutzt haben. Man
sieht, dass das Zeitintervall d¢ gegeniiber dem Eigenzeitintervall dr gedehnt ist,

dt = ydr > dr.

Dies ist die Zeitdilatation in einem gegeniiber dem Ruhesystem Y’ des Korpers bewegten
System ..

Die 4-Geschwindigkeit eines Korpers ist definiert als die Ableitung des 4-Ortsvektors
nach der Eigenzeit,
_daz*
Codr
Sie transformiert sich wie der kontravariante 4-Vektor da*, da dr ein Lorentz-Skalar ist.
Es gilt mit der Kettenregel und dt/dr = ~:

ut (3.49)

dzt dt dz# d(ct) d\" .
py _ (dzm Aty fdaty ary - _ .
)= () o () = (M) <o o
Das 4-Betragsquadrat der 4-Geschwindigkeit ist
uu, =y (A =v?) =1 =) = (3.51)
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18.7.2013

3.3.6 Die Newtonsche Grundgleichung in kovarianter Formulierung

Um das zweite Newtonsche Axiom in relativistisch kovarianter Form zu schreiben, beno-
tigen wir zunédchst den 4-Impuls,

pr=mu". (3.52)

Dieser transformiert sich wie ein 4-Vektor, falls die Masse m des Korpers ein Lorentz-
Skalar, also lorentz-invariant ist. Dies ist eine plausible Forderung, da die Masse eine
Materialeigenschaft ist, die sich bei einem Wechsel des Bezugssystems nicht dndern sollte.
Mit Gl. (3.50) lauten die Komponenten des 4-Impuls

P’ =myc, P=m~yU.
Im nichtrelativistischen Grenzfall ist v = 1 + O(v?/c?) ~ 1, so dass der 3-Impuls
P=myU=miv = Py

in die nichtrelativistische Definition des Impulses iibergeht. Das 4-Betragsquadrat des
4-Impulses ist
P = mi 2 (2= %) = m2 A2 (1 — §) = m? P (3.53)
Die Newtonsche Grundgleichung in nichtrelativistischer Form lautete
- dﬁnr dv

Fo— —m
N Y

Die naheliegende relativistische Verallgemeinerung der Newtonschen Grundglei-

chung ist
dp* dut
Kh— 2 =
dr  dr
wobei auf der linken Seite die sog. Minkowski-Kraft oder 4-Kraft auftritt. Die Kom-
ponenten der 4-Kraft lauten mit dt/dr = ~,

dp® dy - dp d(~?)
KO — R=~L_ .
Tar at Ta T T w

(3.54)

Diese hat den korrekten nichtrelativistischen Grenzfall

dp d(Vﬁnr) ~ dﬁnr _ =1

F = ~ F
dt ~ dt dt m

Dann schreiben sich die rdumlichen Komponenten der Minkowski-Kraft als

K=~F. (3.55)
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3.3.7 Die relativistische Energie-lmpuls-Beziehung
Wie ist die Zeitkomponente K° der 4-Kraft zu interpretieren? Zunichst ist

du m d (w ) m dc?

U, = — — (U Uu = — — =

dr " 2dr a 2 dr ’

wobei wir Gl. (3.51) benutzt haben. Diese Gleichung besagt, dass die 4-Kraft 4-ortho-
gonal zur 4-Geschwindigkeit ist. Andererseits ist mit Gl. (3.55)

Ktu, =m

v

O:K“uu:Kofyc—f?~(fyﬁ):fyc<K0—[?~%) :70<K0—7ﬁ~c> ,

also ~
F.@
K=~ Y (3.56)
C

d.h. . ,
K= (K" =~ (F , ﬁ) . (3.57)

C

=1

In der nichtrelativistischen Mechanik war das Produkt aus Kraft und Geschwindigkeit
(bis auf ein Vorzeichen) gerade die Leistung, also die pro Zeiteinheit geleistete Arbeit.
Mit den Glgen. (3.54) und (3.57) erhalten wir die Identitét

~ c c dt du® ¢ d(ye) d
_P:F'_):—KOI— _— = — _ L = — 2 X
! y 7md7' dt 7m7 dt dt (mfyc)
Andererseits war die Leistung (bis auf ein Vorzeichen) identisch mit der zeitlichen Ande-
rung der kinetischen Energie, P = —T'. Es ist also naheliegend, die Grofie
T=m~yc? (3.58)

als relativistische Verallgemeinerung der kinetischen Energie zu definieren, weil

dann T
—P=F.¢g=—=T.
dt

Die relativistische kinetische Energie T" hat den nichtrelativistischen Grenzfall

T 3 PRy S 24T (3.59)
=mc — — )| @mc+ -mv*=mc nr :

2 c? ct 2
wobei Ty, = %va die nichtrelativistische kinetische Energie ist. Offenbar gibt es

in der relativistischen Verallgemeinerung einen zusétzlichen konstanten Beitrag, die sog.
Ruheenergie des Korpers
Ey=mc*. (3.60)

Die 4-Kraft (3.57) schreibt sich nun als

1d7 =\* 1dT dp\* d /T N\ d /T \*
K=y (- F) =~ (25, L) =S (2. 5) =2 (2, 7) . 361
(KF) 7<cdt’ ) 7(cdt’dt) 7dt(c’p) dT(C’p) (3:61)
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Aus dem Vergleich mit Gl. (3.54) schlielen wir, dass

T
P =myc="~—, (3.62)
c

d.h. die Zeitkomponente des 4-Impulses ist (bis auf einen Faktor 1/c) mit der kinetischen
Energie identisch. Wegen Gl. (3.53) gilt nun

T? }
S =) ==+,

also

T’ =p*+m?c — T=+p>+m2c, (3.63)

die sog. relativistische Energie-Impuls-Beziehung.

Bemerkungen:

(i) Das negative Vorzeichen in Gl. (3.63) deutet darauf hin, dass die spezielle Rela-
tivitdtstheorie neben Teilchen mit positiver (kinetischer) Energie auch solche mit
negativer Energie zulafit. Es wird sich herausstellen, dass dies nicht nur mathe-
matisch zuldssig, sondern auch physikalisch sinnvoll ist: es ist das erste Indiz fiir die
Existenz der sog. Antiteilchen.

(ii) Der 3-Impuls 148t sich schreiben als
P=9Pu=my0=m()7,

wobel
m

V1—v?/c?
Dies sieht so aus, als ob die Masse eines Korpers in einem bewegten Bezugssystem
zundhme, man spricht von der relativistischen Massenzunahme. Das ist aber

streng genommen nicht korrekt, da die Masse als Lorentz-Skalar in allen Bezugssy-
stemen denselben Wert annimmt. Was aber zunimmt, ist die kinetische Energie:

m(v) =m~y =

To=0)=E,=mc<Tw#0)=myc*.

(iii) Die relativistische Impulserhaltung bedingt die relativistische Energieer-
_
haltung, denn aus p'= m~v = const. folgt wegen

2 2 1 T ~2 T T2
const. =m-c” =p'p,=— —p- = —5 —const.”,
c

dass auch T" = const. sein muss. Dies sieht zunédchst unschuldig aus, hat aber weit-
reichende Konsequenzen, wie wir im néchsten Abschnitt sehen werden.
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3.3.8 Einsteins Aquivalenz von Masse und Energie

Betrachten wir z.B. eine explodierende Bombe. Vor der Explosion ist die nichtrelativi-

stische kinetische Energie
N
a 1 a\2 —
T¢ = azz;mz(vz) =0,

weil U, = 0V i. Nach der Explosion gilt aber

N
e 1 e\2
an:§;mi<vi) #07

weil die Bestandteile der Bombe in alle Richtungen davonfliegen, 0, # 0. Offenbar ist
eine andere Energieform in kinetische Energie umgewandelt worden.

Da auch bei einer explodierenden Bombe die Impulserhaltung gilt, wiirden wir fiir die
relativistische kinetische Energie nun nach dem im vorangegangenen Abschnitt Gesag-
ten folgern, dass

T =T° = const. .

Aus dieser Gleichung wiirden wir naiv schlieffen, dass

N
OzTe—T“:Z(mifych—mi% Zml (v —1)
i=1
da am Anfang v, = 0, also 7% = 1. Nun erhalten wir einen Widerspruch, da diese

Gleichung nur fiir vf = 1 V i erfiillbar ist, also auch v, = 0, d.h. die Bombe wire gar
nicht explodiert!

Bei dieser naiven Rechnung haben wir implizit davon Gebrauch gemacht, dass sich
die Massen der einzelnen Bombenbestandteile nicht &ndern. Diese Annahme ist aber zu
restriktiv. Wir erlauben, dass m§ # m{ und erhalten mit ¢ = 1:

0 = T°—17°
N
= Y (mivic —miaie)

=1

N
= Y [ (1) (mf S mE )]

=1

bzw., mit den Definitionen Am; = m¢ — m¢ und AE; = Am, 2,

ﬁ;AE Zm (7 — 1) i ((f4)4)>0.

Dies bedeutet, dass wenigstens fiir ein Teilchen, z.B. das j-te unter den Bombenbestand-

teilen
AE; = Am; = (m? — mj) >0
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gelten muss. Offenbar ist ein Massenverlust des Teilchens aufgrund der Explosion aufge-
treten, Masse ist in Bewegungsenergie umgewandelt worden. Dies ist die beriihmt
gewordene Beziehung zwischen Masse und Energie,

E=mc. (3.64)

Aber wo kommt diese Energiedifferenz tatsichlich her? Natiirlich hat sich die Masse der
elementaren Konstituenten der Materie nicht verindert, wohl aber ihre Bindungs-
energie, die angibt, wie stark die einzelnen Konstituenten aneinander gebunden sind.
Diese ist im Grunde genommen eine Form der potentiellen Energie. Bei einer konven-
tionellen Bombe wird chemische Bindungsenergie der Molekiile, bei einer Atombombe
nukleare Bindungsenergie der Nukleonen im Atomkern freigesetzt. Dabei wird ein ener-
getisch schwécher gebundener Zustand in einen energetisch stiarker gebundenen iiberfiihrt.
Die Differenz in der Bindungsenergie, also in der potentiellen Energie, wird in kinetische
Energie umgewandelt.

Es gibt jedoch auch einen Prozess, bei dem die komplette Masse der beteiligten Reak-
tionspartner in Energie umgewandelt wird. Dies ist die sog. Vernichtung von Teilchen
und Antiteilchen. Betrachten wir z.B. die Reaktion

e +et =27,

d.h. ein Elektron und sein Antiteilchen, das Positron, vernichten sich und erzeugen zwei
Lichtquanten (es miissen aufgrund der Impulserhaltung zwei sein, da ein einzelnes Licht-
quant in Ruhe keine Energie trigt). Wenn wir annehmen, dass Elektron und Positron vor
der Vernichtung in Ruhe waren, so lautet die Energiebilanz wie folgt:

Bt =Me- 4+ mer & =2mc? =2-511keV = 1,022 MeV = B, .

Da Lichtquanten keine Ruheenergie besitzen, m. ¢* = 0, liegt die komplette Energie als
kinetische Energie vor.
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