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1 Der starre Korper
18.4.2017

Im ersten Teil der Vorlesungsreihe “Theoretische Physik” haben wir die Mechanik eines
einzelnen Massenpunktes, sowie die Mechanik eines Systems von IN Massenpunkten
diskutiert. Der erste und — fiir N = 2 — der zweite Fall haben sich als analytisch 16sbar
herausgestellt. Im Fall N > 2 ist i.a. keine analytische Losung angebbar. Es gibt aber eine
Ausnahme, den sog. starren Korper, den wir in diesem Kapitel besprechen.

1.1 Definition des starren Korpers

Ein sog. starrer Korper ist ein System von N Massenpunkten, deren Absténde unterein-
ander stets konstant bleiben,

|7 — 7| = |Fij| = riyy = const. Vi,j€{l,...,N}, (1.1)

vgl. Abb. [I.1] Der starre Korper ist also per Definition nicht deformierbar.

Abbildung 1.1: Der starre Korper.

Wieviele Freiheitsgrade hat ein starrer Korper? Ein einzelner Massenpunkt hat
drei Freiheitsgrade, namlich die drei kartesischen Koordinaten seines Ortsvektors, | =
(1,91, 21)7. Zwei Massenpunkte haben demnach sechs Freiheitsgrade, ndmlich jeweils
die drei kartesischen Koordinaten ihrer Ortsvektoren, 7} = (21,91, 21)7 und 7 = (22, y2,
25)T. Falls diese zwei Massenpunkte jedoch einen starren Kérper bilden, so gibt es
die Zwangsbedingung (1.1), also | — 72| = r12 = const., d.h. der Abstand der bei-
den Massenpunkte voneinander bleibt stets konstant. Damit kann man einen der sechs
Freiheitsgrade eliminieren, indem man die Zwangsbedingung nach einer der kartesischen
Koordinaten auflost, also diese durch den vorgegebenen Wert von ri5 und die anderen
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fiinf ausdriickt, z.B.

7=z E \/7”%2 — (1 —22)? — (11 —12)% .

Es bleiben also fiinf Freiheitsgrade.

Ein starrer Korper aus drei Massenpunkten hétte demnach 5 4+ 3 = 8 Freiheitsgrade,
die fiinf fiir zwei der Massenpunkte plus die drei Freiheitsgrade 75 = (3,3, 23)7 fiir
den dritten. Es gibt aber zwei zusatzliche Zwangsbedingungen der Form , namlich
|7y — 73] = ri3 = const. und |y — 73| = 193 = const., mit denen man zwei der acht
Freiheitsgrade eliminieren kann. Damit verbleiben sechs Freiheitsgrade.

Jeder weitere Massenpunkt j wiirde mit den kartesischen Koordinaten seines Ortsvek-
tors 7; = (z;,y;,2;)" drei zusétzliche Freiheitsgrade beitragen, aber im starren Koérper
gébe es auch drei weitere Zwangsbedingungen der Form (I.1)), ndmlich dass die Abstéinde
zwischen dem neuen Massenpunkt und den drei schon vorhandenen stets konstant bleiben
miissen,

|7; — 71| = rj1 = const., |F; — | =1rjo = const., |Fj — 73| =13 = const. .
Mit diesen Zwangsbedingungen kann man die zusétzlichen Freiheitsgrade z;,y;, z; durch
die schon vorhandenen ausdriicken. Damit erhcht sich die Zahl der Freiheitsgrade des
starren Korpers nicht weiter; ein starrer Korper hat also genau sechs Freiheitsgrade.
Dies bringt eine enorme Vereinfachung mit sich: man kann also auch makroskopische
Korper, die aus N ~ 10%® Atomen bestehen, beschreiben, wenn man die Modellvorstellung
des starren Korpers zu Hilfe nimmt. Allerdings sei an dieser Stelle gleich gesagt, dass alle
makroskopischen Korper deformierbar sind, wenn man geniigend Kraft aufwendet. Und
selbst in einem als hinreichend starr erscheinenden Korper wie ein Tisch oder ein Stuhl
fithren die Atome Schwingungen aus, dndern also ihre Abstédnde. Auf makroskopischen
Langenskalen spielt diese mikroskopische Bewegung aber keine Rolle, man darf also in
guter Ndherung die Modellvorstellung des starren Korpers anwenden.

[0
¢

ga

O

Abbildung 1.2: Die sechs Freiheitsgrade des starren Korpers.

Die sechs Freiheitsgrade des starren Kérpers kann man wie folgt festlegen:



1.

2.

1.2 Mehrfachintegrale

Drei Freiheitsgrade der Translation eines fest vorgegebenen Punktes P. Es spielt
keine Rolle, ob er im oder aulerhalb des starren Korpers gelegen ist, solange er
relativ zu ihm durch Bedingungen der Form fixiert ist. Dieser Punkt P ist
i.a. nicht identisch mit dem Schwerpunkt S des Korpers. Er wird durch seinen
Ortsvektor Rp = (Xp,Yp, Zp)T festgelegt und seine Translationsbewegung durch
die Trajektorie Rp(t).

Drei Freiheitsgrade der Rotation des starren Korpers um diesen Punkt, vgl. Abb.
. Hierbei ist & = (w,,w,,w,)’ der Drehvektor, der diese Rotation beschreibt.
Er hat drei Komponenten, also ebenfalls drei Freiheitsgrade. Diese sind Funktionen
der Zeit, o = d(t).

Spezialfille:

1.

Kreisel: Hierbei findet keine Translationsbewegung des Punktes P statt. Es ver-
bleiben also nur noch die drei Freiheitsgrade der Rotation um diesen Punkt.

Physikalisches Pendel: Hierbei wird nicht nur der Punkt P, sondern auch noch
die Drehachse durch diesen Punkt in ihrer Richtung (aber nicht notwendigerweise
in ihrem Betrag) fixiert, v = &d/w = const, , @ = 0. Es verbleibt lediglich ein Frei-
heitsgrad, ndmlich der Drehwinkel ¢ um diese Achse. Die Winkelgeschwindigkeit
ist gerade gleich dem Betrag des Drehvektors, ¢ = w. Diese muss nicht zeitlich
konstant sein.

1.2 Mehrfachintegrale

Wichtige Groflen fiir N —Teilchensysteme sind

1.

2.

3.

4.

N
die Gesamtmasse M = 5 m;,

=1

N
- 1
der Schwerpunkt R = — m; 75,
punkt =37 2
N .
der Gesamtimpuls P = Z m; T,
i=1

N
der Gesamtdrehimpuls L= Zmi T X 77,

=1

Fiir N ~ 10?3, wie bei typischen makroskopischen Kérpern, ist es zweckmiiBig, zum Kon-
tinuumslimes N — oo iiberzugehen. Dazu zerlegen wir den Korper in kleine Teilvolu-
mina AV;(7;) mit Masse Am;(7;) an der Position 7}, vgl. Abb. .
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Abbildung 1.3: Zerlegung des starren Korpers in Teilvolumina.

Die Gesamtmasse schreiben wir als

Nun gehen wir zum Kontinuumslimes N — oo iiber. Dabei bleibt das Gesamtvolumen V'
und die Gesamtmasse des Korpers natiirlich unverdndert, also muss V i AV;, Am; — 0
gehen. Wir definieren die Massendichte

lim Am(T)
AV=0 AV(7)

—

p(r)

(1.2)

Da wir zum Kontinuumslimes {ibergehen, brauchen wir die einzelnen Teilvolumina und
Teilmassen nicht mehr mit ¢+ kennzeichnen: sie werden alle verschwindend klein und ihre
Position ist durch den Vektor 7 festgelegt, der kontinuierliche Werte annimmt.

Die im infinitesimalen Volumenelement dV = d37 = daxdydz an der Position 7
befindliche Masse ist dann p(7) d*7. Die Gesamtmasse des Kérpers erhalten wir, wenn wir
iiber das Volumen integrieren,

M:/&mm. (1.3)
1%
Ganz analog erhalten wir fiir den Schwerpunkt und den Gesamtimpuls
B= o [ eronr (1.4)
Y 7 p(r)r, )

‘Ad%mmmm. (1.5)

oL
Il

Die hier auftretenden Integrale sind sog. Mehrfachintegrale, mit deren Berechnung wir
uns im folgenden beschéftigen wollen.
Der einfachste Typ von Mehrfachintegrale ist der, bei dem alle Integrationsgrenzen
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konstant sind. Dann kann man die Integrale einfach nacheinander ausfiihren, z.B.:

c2 b2 as
M = / dz/ dy/ dz p(x,y, 2)
c1 b1 a1l
c2 b2
= / dz/ dy F(y, z; a1, az)
c1 b1

= / dz G(z; a1, az, by, bs)

C1

= M(al,ag,bl,bg,cl,CQ) . (16)

Hierbei haben wir die funktionalen Abhéngigkeiten (y, z) von den parametrischen Abhéng-
igkeiten (Integrationsgrenzen aj, as,...,) durch ein Semikolon getrennt. Falls der Inte-
grand stetig ist und die Integrationsgrenzen konstant sind, spielt die Reihenfolge der
Integrationen keine Rolle, man darf sie auch vertauschen.

Beispiel: Masse einer rechteckigen Luftsdule der Grundfliche F' = ab und Hohe h iiber
der Erdoberfliache, vgl. Abb. [I.4] -

X

Abbildung 1.4: Rechteckige Luftsidule der Grundfliche F' = ab und Hohe h.

Aufgrund der Schwerkraft nimmt die Massendichte der Luft exponentiell mit der Hohe
ab,
p(z) = poe
wobei py die Massendichte an der Erdoberfliche (bei z = 0) ist und h, die Hohe {iber
der Erdoberfliche, bei der die Massendichte 1/e—tel ihres Wertes an der Erdoberfliche

annimmt. Dann folgt aus Gl. (1.6))

M = /dz/ dy/ dxpez/hﬁ—/ dz/ dyapez/he—/ dzabpye ?/he

_ F/ dze /e = —po Fhy (7" — 1) = My (1— e~M/") (1.7)
0
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wobei wir die Masse einer unendlich hohen Luftsiule (h — oo0) mit Mo, = po F he
bezeichnet haben. Die Masse einer unendlich hohen Luftsdule mit realistischer, expo-
nentiell abklingender Massendichte ist also gleich der einer Luftsdule der Hohe h, mit

konstanter Massendichte py. Die Masse (1.7)) ist als Funktion der Héhe h in Abb.
dargestellt.

T
|
|
|
|
|

9
1
|
|
|
|
|
|
|
1
1
|
|
|
|
|
1

0 ke h

Abbildung 1.5: Masse einer Luftsdule als Funktion der Hohe h.

Beim zweiten Typ von Mehrfachintegralen, der von uns von Bedeutung ist, sind die
Integrationsgrenzen nicht alle konstant, z.B.

g2(z f2(y,2)
M:/dz/ dy/ dz p(x,y, 2)
(2) f1(y,z)
92(2)
c1 91(z
— [ @:GEaG) )

Cc1

= M(c,c) . (1.8)

Man integriert zunéchst {iber die Variable, die in keiner anderen Integralgrenze vorkommt,
in der obigen Gleichung also z. Dann integriert man iiber die Variable, die als néchstes in
keiner anderen Integralgrenze vorkommt, etc. Zum Schlufl sollte wenigstens ein Integral
mit festen Grenzen {ibrig bleiben, das man direkt ausfithren kann.

Die funktionalen und parametrischen Abhéngigkeiten lassen sich nicht exakt trennen,
da die Integrationsgrenzen nun Funktionen der Integrationsvariablen sind. Nichtdestotrotz
haben wir die entsprechenden Argumente der Funktionen F' und G wieder mit Semikola
voneinander getrennt.

Als Beispiel fiir diesen Typ von Integral verweisen wir auf die Berechnung des Fliachen-
inhalt des Kreises in Abschnitt 1.5.2 der Vorlesung “Theoretische Physik I: Mathematische
Methoden”. Berechnet man diesen in kartesischen Koordinaten, so héngt die erste (innere)
Integration von der Integrationsvariablen der zweiten (dufileren) Integration ab. Berechnet
man den Fldcheninhalt dagegen in Polarkoordinaten, so entféllt diese Abhéngigkeit und
man erhélt wieder ein Mehrfachintegral vom ersten Typ.
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1.3 Rotation um eine Achse

Wir untersuchen im folgenden zunéchst die einfachste Bewegungsform des starren Korpers,
ndmlich die Rotation um eine in ihrer Richtung festgelegte Drehachse. Dann gibt
es lediglich einen einzigen Freiheitsgrad, ndmlich den Drehwinkel ¢ um diese Achse.
Dieses System hatten wir oben als physikalisches Pendel bezeichnet.

1.3.1 Tragheitsmoment
Als N —Teilchensystem hat der starre Korper die kinetische Energie

1 N

Wir wéahlen das Koordinatensystem so, dass & durch den Ursprung geht. Fiir die Ge-
schwindigkeit eines Massenpunktes bei einer Drehbewegung um eine Achse durch den
Ursprung gilt Gl. (2.15) der Vorlesung “Theoretische Physik I: Mathematische Metho-
den”, nun allerdings fiir jeden Massenpunkt ¢ im starren Korper, vgl. Abb.

Fo=@ X T (1.9)

Q)
¢

Abbildung 1.6: Drehbewegung des starren Koérpers um eine feste Achse, die durch den
Ursprung geht.

Daraus folgt fiir die kinetische Energie

(1.10)

Il
| —
3
&
Do
©
X
33
h®
Il
N | —
<
&
no

L N
T—§;1mz(wxn) 5 -
wobei wir das sog. Trigheitsmoment

J=>"mi (@ x ) (1.11)
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um die durch @ definierte Achse eingefiithrt haben. Das Trégheitsmoment ist zeitlich
konstant, da sich weder m; noch @ &ndern (die Richtung der Drehachse ist fest vorgege-
ben). Es ist damit, fiir eine vorgegebene Drehachse, eine kdrperspezifische Eigenschaft,
wie auch die Gesamtmasse M = Zf\il m,; des Korpers.

Im Kontinuumslimes lautet das Tragheitsmoment fiir eine Drehung um die durch @
vorgegebene Achse

J::/Qd%ﬁmm(@><62. (1.12)

Auch hier sieht man, dass J eine “Materialkonstante” darstellt, genau wie die Masse,
da w = const., das Integral J also einfach eine skalare Grofle mit konstanter Mafizahl
darstellt.

Fiir eine Drehung um die 2—Achse gilt & = (0,0,w)” und

€r € €, —y
wxr=|0 0 1 |= x ,
T Yy =z 0

also (W x 7)? = 2? 4+ y%. Dies ist gerade das Quadrat des transversalen Abstands von der
Drehachse.
Als Beispiele berechnen wir die Trigheitsmomente einiger Korper um feste Achsen:

1. Kugel mit homogener Massenverteilung. Es empfiehlt sich, aufgrund der Sym-
metrie des Problems in Kugelkoordinaten zu rechnen. Wir nehmen die z—Achse als
Drehachse, aber aufgrund der Kugelsymmetrie ist das Tragheitsmoment um alle
Achsen dasselbe. Die Massendichte ist

_ pQ,TSR,
Mﬁ_{o,r>R.

Der transversale Abstand von der z—Achse ist
2+ y* = r¥sin® ¥ cos® o + r?sin? ¥ sin? p = r?sin® 4 .

Mit dem infinitesimalen Volumenelement in Kugelkoordinaten, Gl. (1.169) der Vor-
lesung “Theoretische Physik I: Mathematische Methoden”, erhalten wir (z = cos ¥,
dz = —sind dv)

7= [ e e

R ™ 2
= / dr r2/ dd sinﬁ/ dy por? sin® 9
0 0 0
R 1 21
= po/ drr4/ dx(l—xQ)/ de
0 -1 0
R5

23\ ! 8T
= 9 - - = — oo R°
TPy (m 3)_1 157
A 2 2
= —RpR’=ZMR? 1.13

wobei wir die Gesamtmasse der Kugel, M = poV = po(47 R?/3), benutzt haben.
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2. Zylinder mit homogener Massenverteilung. Der Zylinder habe die Lénge L
und den Radius R. Nicht alle Drehachsen haben das gleiche Trigheitsmoment. Wir
berechnen dasjenige fiir die Drehung um die Léngsachse des Zylinders, vgl. Abb.

L7 5

S

4 /y

X

Abbildung 1.7: Koordinatensystem zur Berechnung des Tragheitsmoments des Zylinders
bei Drehung um seine Léngsachse.

Wir rechnen zweckméfligerweise in Zylinderkoordinaten, vgl. Gl. (1.148) der Vorle-
sung “Theoretische Physik I: Mathematische Methoden”,

R 2T L
J = / dpp/ ds@/ dz po p°
0 0 0
R 4

R
= 27TLp0/ dpp3:27TLpOI
0

1 1
= §7TR2L,00R2:§MR2, (114)

wobei wir die Gesamtmasse des Zylinders, M = poV = pom R? L, benutzt haben.

1.3.2 Energiesatz

Wir nehmen an, dass alle &ufleren Krifte konservativ sind, also ein Potential V (7, ..., 7y)
existiert, aus dem diese Kréfte berechnet werden konnen. Da das System aber nur einen
einzigen Freiheitsgrad, den Drehwinkel ¢, besitzt, kann das Potential auch nur von diesem
Freiheitsgrad abhéngen, V(¢). Es gilt der Energieerhaltungssatz

1 1
E:T—l—V:§Jw2—|—V(g0):§J¢2+V(gp):const.. (1.15)

Mit der Ersetzung ¢ — x, J — m entspricht dies der Gesamtenergie bei der eindi-
mensionalen Bewegung eines Massenpunktes. Fiir eindimensionale Systeme lassen sich
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die Trajektorien direkt aus dem Energieerhaltungssatz ableiten, ohne die Newtonschen
Bewegungsgleichungen benutzen zu miissen. Wir haben davon schon beim Keplerproblem
Gebrauch gemacht, um die Bewegung der Planeten in Radialrichtung zu bestimmen. Nach
Variablentrennung, vgl. Gl. (2.177) der Vorlesung “Theoretische Physik I: Mathemati-
sche Methoden”, lautet der Energieerhaltungssatz (|1.15)

d
df = + 1 ,

2[E-V(p)]

wobei wir gegeniiber besagter Gl. (2.177) die Ersetzungen r — ¢, m — J und U(r) —
V' (¢) machen miissen. Die Losung ¢(p) ist damit durch Integration sofort erhéltlich,

t—to— /d(p 5
,/jE V(e

Fiir t > ¢ ist die linke Seite dieser Gleichung stets positiv, deswegen ist das positive
Vorzeichen zu wihlen, wenn ¢ mit der Zeit anwichst, ¢ > g, bzw. das negative, wenn
© mit der Zeit kleiner wird, ¢ < ¢y. Durch Invertieren erhélt man dann den Drehwinkel
als Funktion der Zeit, o(t).

1.3.3 Drehimpulssatz

Im allgemeinen ist der Drehimpuls L nlcht parallel zur Drehachse . Wir betrachten im
folgenden jedoch die Komponente von L parallel zu &, vgl. Abb. |1

Lo=L-0&. (1.16)

>

Abbildung 1.8: Relative Orientierung von L und & und der Vektor L.
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1.3 Rotation um eine Achse

Es gilt mit der zyklischen Vertauschbarkeit des Spatprodukts und mit Gl. ([1.9)

N N
Lo = Loao=3Ymi(fixii)-o=3 m@x7)-7

= Ju=Jgp, (1.17)

wobei wir die Definition des Tréagheitsmoments benutzt haben.

Wir konnen daraus eine Bewegungsgleichung fiir den Drehwinkel ¢ ableiten, wenn wir
den allgemeinen Drehimpulssatz fiir ein beliebiges N —Teilchensystem, Gl. (3.7) der Vor-
lesung “Theoretische Physik I. Mathematische Methoden”, und die Tatsache, dass die
Richtung der Drehachse konstant ist, & = 0, zu Hilfe nehmen:

%(@-Z) — fu=J¢

N
= Y (@xr) B (1.18)

Den letzten Ausdruck kénnen wir unter Beachtung von Abb. [L.9|noch vereinfachen, wenn

®

Abbildung 1.9: Zum Drehimpulssatz.

wir die Drehachse in z—Richtung legen und Zylinderkoordinaten verwenden. Dann gilt

O x 7 = (—yi, 2:,0)T = p;(—sing;, cos ¢;, 0)7 = p; oy

und wir erhalten N

N
Jg=> (@x7) F =3 p e, (1.19)
=1

i=1

11



1 Der starre Kérper

Falls das d&uflere Drehmoment verschwindet, gilt
Jp=0 = Jp=Jw=1L, =const., (1.20)
die Drehimpulskomponente in Richtung der Drehachse ist erhalten. Ebenso ist
$ = w = const. , (1.21)

also ist nicht nur (nach Voraussetzung) die Drehrichtung @ sondern auch die Winkelge-
schwindigkeit ¢» = w erhalten. Damit ist auch & = const. und T' = J w?/2; die kinetische
Energie der Rotation bleibt ebenfalls erhalten.

Offenbar gibt es eine enge Analogie zwischen der Translation und der Rotation, die
wir in Tabelle [L1l noch einmal zusammenfassen.

Translation Rotation

Ort x Drehwinkel ¢

Masse m Trégheitsmoment J
Geschwindigkeit v = @ Winkelgeschwindigkeit w = ¢
Impuls p=mwv Drehimpuls L, = Jw

Kraft F Drehmoment M™

kinetische Energie T' = %va kinetische Energie T' = % J w?
Bewegungsgleichung F' = m 2 | Bewegungsgleichung Mf,ex) =J¢

Tabelle 1.1: “Ubersetzungsregeln” zwischen Translation und Rotation.

1.3.4 Physikalisches Pendel

Das physikalische Pendel ist ein starrer Korper, der sich im Schwerefeld der Erde
befindet und um eine feste Achse dreht, vgl. Abb.

Die Drehachse sei mit der z—Achse identisch. Die auf das i—te Teilchen wirkende
Schwerkraft ist
ﬁ‘(eX) - (migv 0, O)T )

1

so dass F\™ . €, = —m; g sing;. Der Drehimpulssatz 1} liefert

N N
J = —g Y pimising =—gy my
i=1

i=1

= —gMY =—-gMRsingp, (1.22)

wobei wir p; sinp; = y; und die Definition des Schwerpunkts, M R = Zf\il m; T;, also
fiir die y—Komponente ¥ = R siny von R entsprechend MY = Zf\il m; y;, benutzt
haben. Durch Vergleich mit der Bewegungsgleichung des Fadenpendels oder sog. mathe-
matischen Pendels, Gl. (2.75) der Vorlesung “Theoretische Physik I: Mathematische
Methoden”, schliefen wir, dass sich das physikalische Pendel wie ein mathematisches Pen-

del der Fadenlidnge ¢ = J/M R verhilt.

12



1.3 Rotation um eine Achse

Abbildung 1.10: Das physikalische Pendel.

Fiir kleine Pendelausschlédge, sin ¢ ~ ¢, erhalten wir wieder die Bewegungsgleichung
fiir den harmonischen Oszillator und kénnen die Losung sofort angeben,

@(t) = A sin(wt) + B cos(wt) , w= g MR . (1.23)

J
25.4.2017
Die Bewegungsgleichung (1.22) 148t sich auch iiber den Energieerhaltungssatz ((1.15))

herleiten. Die potentielle Energie des i—ten Teilchens im Schwerefeld der Erde lautet

{/;(e") = —m; g x;, so dass das gesamte Potential die Form

N N
V:ZVi(eX) = —Zmigxi =—-gMX =—-gMR cosy
i=1 i=1

annimmt, mit der x—Komponente des Schwerpunkts X = R cosp. In der Tat ist das
Potential lediglich eine Funktion des Winkels, V (), wie in Abschnitt diskutiert.
Der Energieerhaltungssatz (|1.15]) lautet also

1
E:T+V:éjgbz—gMRcoscp:const..
Ableiten nach der Zeit ergibt
0=Jop+gMRpsinpg=¢p(JPp+gMR singp) , (1.24)

wobei wir fiir die Pendelbewegung R = const. ausgenutzt haben. La. ist ¢ # 0, so dass
wir aus Gl. ([1.24)) wieder die Bewegungsgleichung (1.22)) erhalten.

13



1 Der starre Kérper

1.3.5 Der Satz von Steiner

Der Satz von Steiner erlaubt die Bestimmung des Trégheitsmoments J um eine be-
liebige Achse, wenn das Triagheitsmoment Js um eine dazu parallele Achse durch den
Schwerpunkt bekannt ist,

J=Js+MS*, (1.25)

wobei S der senkrechte Abstand des Schwerpunkts von der Drehachse ist, vgl. Abb. [1.11]

Abbildung 1.11: Zum Satz von Steiner.

Beweis: Die Drehachse, um die das Trégheitsmoment J bestimmt werden soll, zeige in
Richtung der z—Achse. Die Drehachse durch den Schwerpunkt, um die das Trigheits-
moment des Korpers gleich Jg ist, ist identisch mit der z’—Achse eines um S in der
(z,y)—Ebene verschobenen Koordinatensystems mit Koordinaten 2, ¢/, 2, vgl. Abb.[L.11]
Es gilt

N
J:Zmi(xf+yi2), Js—Zmzx +yi?)
i=1
Die Koordinaten 7/ des i—ten Massenpunktes im Verschobenen Koordinatensystem héngen
mit den Koordinaten 7; im urspriinglichen System wie folgt zusammen:
ri=2;+ S, yi=y+S,, un=7z.

Wir berechnen damit
N

N
Jo= Y milal ) = my (2 + 22,8, + S+ 7+ 20 S, + S))

i=1

N N N
=1 =1 =1
= Js+MS*+2 (S, MX'+S,MY")
= Js—I—MSZ,

wobei wir im letzten Schritt ausgenutzt haben, dass der Schwerpunkt R = (XY 72T =
ﬁ Zf\il m; 7 im verschobenen System mit dem Ursprung identisch ist, R’ = 0, q.e.d.

14



1.3 Rotation um eine Achse

Korollar: Man betrachte die Tragheitsmomente eines Kérpers um einen Satz von par-
allelen Achsen. Dann ist das kleinste Tragheitsmoment dasjenige, fiir das die Achse durch
den Schwerpunkt geht oder ihm am néchsten kommt.

1.3.6 Rollbewegung

Wir betrachten einen auf einer schiefen Ebene abrollenden Zylinder, vgl. Abb.[1.12
Da der Zylinder sowohl eine (eindimensionale) Translationsbewegung wie eine Rotati-
onsbewegung (um eine im System des Zylinders feste Drehachse) ausfiihrt, konnte man
zunichst denken, dass das System zwei Freiheitsgrade besitzt. Dies ist aber nicht rich-
tig, da der Zylinder abrollt und nicht gleitet. Die Translationsbewegung ist eindeutig
mit der Rotationsbewegung verkniipft. Das System besitzt also nach wie vor nur einen
einzigen Freiheitsgrad.

X

R cosa

[ sino

Abbildung 1.12: Der auf einer schiefen Ebene abrollende Zylinder. Die z— und z’—Achsen
zeigen in die Zeichenebene hinein.

Im ungestrichenen Koordinatensystem setzt sich die Bewegung jedes einzelnen Mas-
senpunktes aus einem Rotationsbeitrag infolge der Drehung um die Zylinderachse und
einem Translationsbeitrag, der fiir alle Punkte gleich ist und in Richtung von €, zeigt,
zusamien:

i = Tir + Tir -

Fiir die Drehbewegung gilt G1. (1.9)):

Fr=@& X7/ .
Hierbei ist zu beachten, dass der Ortsvektor im gestrichenen Koordinatensystem zu neh-
men ist. Fiir die Translation miissen wir die Abrollbedingung betrachten. Jedes zuriick-
gelegte infinitesimale Wegstreckenelement ds ist mit einer infinitesimalen Drehwinkelén-
derung verkniipft:

ds = Rdyp .

15



1 Der starre Kérper

Also gilt .
7| =5=R¢=Ruw.

Die kinetische Energie ergibt sich damit zu
1 X . 1 N
b 5;%@2 - 5;’”@‘ (@ x )P+ 52256, (@ x )]

N N
1 1
- §§:mi(¢3><F,L.’)2+§MR2w2+Rw€s- <c3><§ mF> .
=1 ;

Der erste Term ist identisch mit der kinetischen Energie der Drehbewegung, Jw?/2, wie
wir sie schon in Abschnitt Gl. (L.10), kennengelernt haben. Der zweite Term ist
die kinetische Energie der Translationsbewegung des Schwerpunkts. Der dritte Term ver-
schwindet, da der Schwerpunkt R = % vazl m; 77 im gestrichenen Koordinatensystem

mit dem Ursprung iibereinstimmt, R’ = 0. Wir erhalten also

1 1
T:§Jw2+§MR2w2. (1.26)

Fiir den Fall eines homogenen Zylinders ist das Trédgheitsmoment um seine Langsachse
durch Gl. (1.14)) gegeben, J = M R?/2, so dass
3 3

1 1
T = ZJw}z%%rgjwz%%2 = ZMRQWZE ZMSQ'

Die potentielle Energie ergibt sich aus der Tatsache, dass auf jeden Massenpunkt des
Zylinders die Schwerkraft wirkt,

N N
V=YV = miga=gMX,
=1

=1

wobei X die xr—Komponente des Schwerpunkts im ungestrichenen System darstellt. Aus
Abb. ist ersichtlich, dass

X ={(sina+ Rcosa—ssina= ({—s)sina+ R cosa .
Also haben wir fiir die potentielle Energie
V=gM({—s)sina+gMR cosa . (1.27)

Der Energieerhaltungssatz lautet
3
E=T+V = ZMS2 +gM (£ —s)sina+ gMR cosa = const. . (1.28)

Die Bewegungsgleichung 148t sich durch Ableiten der Energieerhaltung nach der Zeit
herleiten,

3
:§Méé—gMé sin v

2
Mé(é—ggsinoz) :

Nl W m

16



1.4 Tragheitstensor

Dai.a. § # 0, lautet die Bewegungsgleichung also

.2
§=ggsina. (1.29)
Fiir einen unter dem Einflul der Schwerkraft reibungsfrei gleitenden Korper lautet die
Bewegungsgleichung dagegen
s=gsina.

Dies folgt aus der Newtonschen Bewegungsgleichung mit der Hangabtriebskraft Fy =
Fy és, Fg = m g sin a. Der rollende homogene Zylinder wird also um ein Drittel weniger
stark beschleunigt als ein reibungsfrei gleitender Korper.

1.4 Tragheitstensor

Bislang haben wir den Fall betrachtet, bei dem Drehachse festgehalten wurde, also
die Richtung des Drehvektors konstant blieb, w = const., und sich lediglich sein Betrag
anderte, w # 0. In diesem Fall gibt es nur einen einzigen Freiheitsgrad, den Drehwinkel.

Nun wollen wir auf allgemeine Drehbewegungen zu sprechen kommen, bei denen also
auch @ # 0. Es ist klar, dass zur Festlegung der Richtung von &, d.h. von &, zwei weitere
Freiheitsgrade benotigt werden, so dass das System insgesamt drei Freiheitsgrade besitzt
(z.B. die kartesischen Komponenten von &). Dieses System haben wir vormals als Kreisel
bezeichnet.

Da sich die Richtung der Drehachse mit der Zeit &ndert, reicht die Angabe des Trég-
heitsmoments beziiglich einer festen Drehachse nicht aus. Wir werden somit auf den
Begriff des Tragheitstensors gefiihrt.

1.4.1 Kinematik des starren Korpers

Wir hatten gesehen, dass die allgemeine Bewegung des starren Korpers sich aus einer
Translation eines bestimmten, relativ zum Korper fixierten Punktes P und einer Ro-
tation um einen Achse durch diesen Punkt zusammensetzt. Wir fithren zwei kartesische
Bezugssysteme ein:

1. Raumfestes Bezugssystem .. Hierbei handele es sich um ein Inertialsystem. Der
Punkt P habe in diesem System den Ortsvektor 7(t), vgl. Abb. [1.13]

2. Korperfestes Bezugssystem Y. Der Ursprung von ¥/ liege im Punkt P und der
Korper rotiere von Y aus gesehen um eine Achse durch P, vgl. Abb. [1.13]

Fiir die Ortsvektoren von m; in ¥ und Y’ gilt die Relation
F(t) =7o(t) + 7/ (t) . (1.30)

Fiir die Geschwindigkeit wenden wir Gl. (2.48) der Vorlesung “Theoretische Physik I:
Mathematische Methoden” an,
dry(t)| _ dro(t)
at |, dt

dry/ (1)
T a

by

17



1 Der starre Kérper

Abbildung 1.13: Definition der beiden Bezugssysteme fiir die kinematische Beschreibung
des starren Korpers.

. . . - — ..
Der zweite Term auf der rechten Seite verschwindet, da 7] = const. vom korperfesten
System Y aus betrachtet. Wir erhalten also

Fit) = () + () x 7 (1) (1.31)

Da Mifverstédndnisse ausgeschlossen sind, haben wir die Zeitableitung in ¥ wieder mit
einem Punkt {iber der abzuleitenden Funktion gekennzeichnet.

Die Bewegung des starren Korpers lé3t sich also in eine Translationsbewegung des
Ursprungs des korperfesten Systems und eine Drehung um die momentane Drehachse
&(t) durch den Ursprung des korperfesten Systems zerlegen.

1.4.2 Kinetische Energie des starren Korpers

Die kinetische Energie lautet mit Gl. (1.31):
1 X . 1 . 2
L N _ | N N .
- §Zmﬁ§ + §Zmi (@ x 7))+ mi - (@ x 7))
i=1 i=1 i=1

@ X (Zmiﬁ.’ﬂ . (1.32)

=1

N

1 ., 1 .

— EMF02+§§:mi(aU><Fi’)2+FO.
=1

Wir kénnen zwei typische Spezialfélle unterscheiden:
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1.4 Tragheitstensor

1. Fiir den Fall, dass der Korper ausschlieflich rotiert, aber keine Translationsbewe-
gung ausfiihrt, ist 7y = 0 und die kinetische Energie besteht nur aus dem Rotati-
onsanteil

)

N
1
T= TR = 5 Zmz ((Ij X 7’~,)2 . (133)
=1

2. Fiir den Fall, dass der Korper translatiert und um eine Achse rotiert, die durch
den Schwerpunkt geht, ist 7, = R und Y.~ m;7/ = M R’ = 0. Dann ver-
schwindet der dritte Term in GI. , und die kinetische Energie besteht aus
einem Translations- und einem Rotationsanteil,

N
1 - 1
TETT+TR:§M32+§;W(@M')2. (1.34)

Wir betrachten den Rotationsanteil ((1.33) genauer:

N N
T _ 1 — —/ 2 _ 1 — —/ — —/
R = 55 m; (W0 X 7)) —55 m; (WX 7)) - (0 x 7))
=1 i=1
N 3 3 3
_ 1 / /
- 5 m; Enlm Wi T, €Enrs Wr L4
i=1 n=1 \l,m=1 r,s=1

1 N 3 3
§ : § : § : / /
- 5 m; EnlmEnrs | Wi Wy Ly Tig

=1 I,m,r,s=1 \n=1

3

N
1
= 5 Z m; Z (517« 5ms - 5!3 67“m) Wi Wy xim x;s

=1 l,m,r,s=1
L 3
_ § : 2 : 2 2
- 5 my [wl (xzm) Wi Wm Ly mzm]
i=1 I,m=1
1 3 3
— 2 =212
= 3 m; wy T — Wi Wi Ty Tim
=1 Li=1 l,m=1
1 X ro3 3
— (5 2
= 3 m; Wy W, O, T5 Wi Wiy Ty T
=1 LI,;m=1 l,m=1
L 3
_ (5 12 A
= 3 m; Wy Win ( Im T Ty xlm)
i=1 l,m=1
1 o 1 o
—/2 / / —
=3 E wy E m; (5zm i xm) W = 5 E wi Jym wm ,  (1.35)
Il,m=1 i=1 l,m=1
wobei wir den sog. Trégheitstensor
N
— —/2 1o
Jim = E m; (O 77 — 2y ) (1.36)
i=1
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1 Der starre Kérper

eingefithrt haben. Der Trégheitstensor ist ein Tensor zweiter Stufe und 148t sich als
(3 x 3)—Matrix darstellen. Diese lautet explizit

Zmi(y?—sz) —Zmzx;yg —Zmzm; z;
J= Z—Zmz‘ Yi 7 Zmzi(ff?%?) —i:mi Vi 2 : (1.37)
—Zmzz;x; —Zmizgy; Zm,x + ;%)

Offenbar handelt es sich um eine symmetrische Matrix. Fiir eine kontinuierliche Mas-
senverteilung lautet Gl. (|1.36])

Jim /d 7 p(T) (5lm — 2 mm) , (1.38)

wobei wir im Kontinuumslimes die Positionen 7/ der Massenpunkte durch die Integrati-
onsvariable 77 ersetzt haben. In Matrixschreibweise lautet die Rotationsenergie ((1.35))

Tr=-&"Ja. (1.39)

N | —

1.4.3 Eigenschaften des Tragheitstensors

Tensorbegriff

Der Tensorbegriff ist eine Erweiterung des Vektorbegriffes. Unter einem Tensor k—ter
Stufe in einem n—dimensionalen Raum versteht man ein Zahlentupel von n*
Zahlen

F=(Fii.i), j=1....n

Die Zahlen F; ;, ;. heiflen Komponenten des Tensors F. Sie tragen k Indizes, von
denen jeder von 1 blS n lauft. Es gilt

1. Tensor nullter Stufe: (eindimensionale) Zahl, also ein Skalar.
2. Tensor erster Stufe: n—dimensionaler Vektor.
3. Tensor zweiter Stufe: (n X n)—Matrix.

Ein Tensor zeichnet sich durch sein Transformationsverhalten aus. Ein Tensor k—ter
Stufe muss sich beziiglich jedes seiner k Indizes wie ein Vektor transfomieren. Z.B. gilt
bei Koordinatendrehungen fiir einen

1. Tensor erster Stufe: 7; = Z djk T,

3
2. Tensor zweiter Stufe: ij = Z dji A, Fim,

I,m=1
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1.4 Tragheitstensor

wobei dj; die Komponenten der Drehmatrix D sind, die die Koordinaten 7" in die
Koordinaten 7 iiberfithren. In Matrixschreibweise lautet das Transformationsgesetz fiir
einen

1. Tensor erster Stufe: 7 = D,

2. Tensor zweiter Stufe: F' = D F DT,

wobel wir d,, = d%k und die Gesetze der Matrixmultiplikation benutzt haben.

Obwohl man alle Tensoren zweiter Stufe als (n x n)—Matrizen darstellen kann, sind
nicht automatisch alle (n x n)—Matrizen Tensoren zweiter Stufe, denn das Transforma-
tionsverhalten einer beliebigen (n x n)—Matrix ist nicht festgelegt. Die Frage ist nun,
warum J ein Tensor sein muss (und nicht eine beliebige (n x n)—Matrix). Die Komponen-
ten des Trégheitstensors hingen offenbar von der Wahl des Koordinatensystems X’
ab. Dreht man das Koordinatensystem, ¥’ — ¥, so dndert sich J, J — J. Wir berech-
nen den Zusammenhang zwischen J und J. Von der Form her kann sich J nicht von J
unterscheiden, wir miissen aber die Komponenten x;j durch die gedrehten Komponenten

- 3
Ty =) ._, diy 2}, ersetzen:

N 3

7 =22 - —/2 1o

Jim = E mz T — T xim) = E m; | Oum ry— § diy dims Lip Lis | s
=1

r,s=1

wobei wir ausgenutzt haben, dass sich der Betrag von Vektoren unter Drehungen nicht
dndert, 7.2 = 7/2. Nun sind Drehmatrizen orthogonal,

3 3
m — Zdlr dmr = Z dlr dms 5’/‘8 )
r=1

r,s=1

vgl. Gl. (1.95) der Vorlesung “Theoretische Physik I: Mathematische Methoden”. Also
erhalten wir

3
jlm = Z my <Z diy dpns 57“8 Z i dyns x;r x;s)

r,s=1 r,s=1

3
— Z dlr dms Zml rs Ty — iL’ iL’ = Z dlr dms Jrs . (140)

r,s=1 r,s=1

Dies ist das korrekte Transformationsverhalten fiir einen Tensor zweiter Stufe. In Matrix-
schreibweise lautet dies
J=DJD". (1.41)

Eine Drehung des Koordinatensystems darf die kinetische Energie natiirlich nicht &ndern.
Dies ist auch nicht der Fall, wie wir uns sofort iiberzeugen kénnen, wenn wir beriicksichtigen
dass sich auch der Drehvektor unter einer Koordinatendrehung éndert, w; = Zz L djwp:

1< SR
Tr = 5 Z wj Jjp Wy = B Z djiwy djy dis Jys A Wi,
j,k=1 7.k, lm,r;s=1
3

3
1
Zl Wi 5lr Jrs 5sm Wm = 5 Z wi Jlm Wm = TR )

I,m=1

N | —
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1 Der starre Kérper

wobei wir zweimal die Spaltenorthonormalitdt der Drehmatrix ausgenutzt haben. Dies
148t sich in Matrixschreibweise viel einfacher zeigen:

TJo==-"D'DID"DE=-3"3a3,
wobei wir (D&)T = &" DT, DT D =1 und Gl. (1.41)) benutzt haben.
Zusammenhang zwischen Tragheitsmoment und Tragheitstensor
Fiir Drehungen um eine feste Achse, @ = const., gilt Gl. |D
1
TR = 5 Jw2 .
Andererseits gilt auch Gl. ((1.39)), welche wir mit o = w @& wie folgt schreiben:

Th== (0"JQ)w”.

1
2
Durch Vergleich der beiden Gleichungen ergibt sich

3
T=0"Io=Y" @y Jimom - (1.42)

Das Tragheitsmoment J beziiglich einer beliebigen Drehachse @ 148t sich also aus
dem Tragheitstensor J berechnen.
Fiir © = (0,0, 1)T gilt dann

J = J33—Zmz$ + %),

wie schon frither gefunden. Die Diagonalelemente des Tragheitstensors J;,,, geben also
die Tragheitsmomente fiir Drehungen um die kartesischen Koordinatenachsen an.
Fiir beliebige Drehungen ordnet der Tragheitstensor J iiber Gl. einer Drehung um
die durch @ gegebene Achse ein Tragheitsmoment J zu.

Haupttragheitsachsen

Der Trégheitstensor ist eine symmetrische (3 x 3)—Matrix. Solche Matrizen lassen sich
aufgrund des folgenden Satzes in Diagonalform bringen.

Satz: Sei A eine symmetrische (n X n)—Matrix, A = AT, bzw. a;,, = a,y. Dann
existiert eine orthogonale Matrix O, OT = O~!, mit der Eigenschaft

O AOT = diag(\y, ..., \),

wobei A\;, i = 1,...,n, die Eigenwerte der Matrix A sind. Fiir symmetrische Matrizen
sind die Eigenwerte reell, \; € R.

22



1.4 Tragheitstensor

Da orthogonale Matrizen in drei Raumdimensionen synonym fiir Drehmatrizen ste-
hen, gibt es also eine Drehmatrix D mit der Eigenschaft

A0 0
J=DJD" =diag(A,B,C)=[ 0 B 0 | . (1.43)
0 0 C

Eine solche orthogonale Transformation bzw. Drehung bezeichnet man als Hauptachsen-
transformation. Die Eigenwerte A, B, C' von J heiflen Haupttrigheitsmomente. Die
Koordinatenachsen é;, die sich aus den urspriinglichen Koordinatenachsen ¢€; durch Dre-
hung mit der Drehmatrix D ergeben, heiflen Haupttrigheitsachsen. In diesem Koor-
dinatensystem, dem sog. Hauptachsensystem, ist der Tragheitstensor durch die Diago-
nalmatrix gegeben, mit den Eigenwerten von J, also den Haupttriagheitsmomenten,
auf der Hauptdiagonalen.

Tragheitsellipsoid

Man kann sich den Tragheitstensor mit Hilfe einer geometrischen Konstruktion graphisch
veranschaulichen. Man ordnet dazu J eine Fliche im dreidimensionalen Raum zu. Die
Bedingung

3
1 = FTJT?: E JlmZL’lfL’m
I,m=1

= JH l’% + J22 ng -+ J33 l’g + 2 J12 xr1 o+ 2 J13 T1 T3+ 2 J23 To I3 (144)

definiert mathematisch ein sog. Ellipsoid und in unserem speziellen Fall das sog. Trag-
heitsellipsoid, vgl. Abb.

Abbildung 1.14: Das Trigheitsellipsoid.

Der normierte Drehvektor @ durchstof3t das Tragheitsellipsoid am Punkt P. Dieser liegt
auf der durch Gl. (1.44]) definierten Fliiche, also erfiillen seine Koordinaten p’'= (p, pa, p3)*
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1 Der starre Kérper

die Bedingung

1=p1Jp

Andererseits gilt wegen Gl. (|1.42))
A~ T ~
_ w

= ﬁ J ﬁ .

Der Vergleich beider Gleichungen ergibt fiir die Koordinaten des Durchstoungspunktes
LW
b= ﬁ .

Der Abstand des DurchstoBungspunkts P vom Ursprung ist gleich dem Betrag des Vektors

b,

(1.45)

1
p=1pl=—. 1.46
= (140
Durch eine geeignete Drehung des Koordinatensystems, 7 = D #, kann man das Trig-
heitsellipsoid in die sog. Normalform bringen,

1= Jn 2]+ Joo @5+ J3375 (1.47)

d.h. man bringt die Nichtdiagonalelemente von J zum Verschwinden. Dies entspricht einer
Diagonalisierung von J, also genau der oben besprochenen Hauptachsentransforma-
tion:

1=7"Jr=f"D'DID"Di=7"JF=A%?+Ba5+C73, (1.48)

wobei Wir_DTD = 1 und GL (1.43) ausgenutzt haben. Mit der Identifizierung A =
J11, B = Jog, C' = J33 erhalten wir in der Tat die Normalform (|1.47]).

Abbildung 1.15: Das Tragheitsellipsoid im Hauptachsensystem.

24



1.4 Tragheitstensor

Die Koordinatenachsen |, Ty, T3 des Koordinatensystems, in welchem das Tragheits-
ellipsoid die Normalform annimmt, sind die schon oben eingefithrten Haupttrigheits-
achsen. Im folgenden bezeichnen wir diese mit z; = £, T9 = 1 und z3 = (. Im Hauptach-
sensystem lautet die Bedingungsgleichung fiir das Tragheitsellipsoid also

1=A&+Bny*+0¢. (1.49)

Abbildung veranschaulicht das Tragheitsellipsoid im Hauptachsensystem.

Die Lénge der Achsen des Tragheitsellipsoids lassen sich aus dieser Abbildung un-
ter Zuhilfenahme von Gl. (1.49) sofort ablesen. Die Linge in {—Richtung ist 1 /VA, in
n—Richtung 1/v/B und in (—Richtung betrigt sie 1/v/C'.

Diesen Zusammenhang kann man auch aus GI. erhalten. Diese Gleichung be-
sagt, dass der Abstand des Durchstofungspunkt der Drehachse durch die Oberfliche des
Trégheitsellipsoids vom Ursprung gerade 1/ V/J betrigt, wobei J das Trigheitsmoment
um diese Drehachse ist. Wir betrachten nun den Spezialfall einer Drehung um eine der
Haupttrigheitsachsen. Dann muss man in GI. lediglich das entsprechende Haupt-
tragheitsmoment einsetzen und erhélt sofort den Zusammenhang zwischen den Léngem
der Achsen des Tragheitsellipsoids und den Haupttrigheitsmomenten.

Wir unterscheiden drei Fille:

1. unsymmetrischer Kreisel: alle Achsen sind verschieden lang, A # B # C' # A.

2. symmetrischer Kreisel: zwei Achsen sind gleich lang, A = B # C (oder A =
C # B oder B =C # A). Hier wiederum unterscheidet man
(i) oblater Kreisel: C' > A = B, vgl. Abb.[1.16(a).

(ii) prolater Kreisel: C' < A = B, vgl. Abb.[1.16(b).

(a) (b)
Abbildung 1.16: Trigheitsellipsoide fiir (a) den oblaten Kreisel und (b) den prolaten

Kreisel.

3. Kugelkreisel: A = B = C'. Das Trégheitsellipsoid ist eine Kugel.
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1 Der starre Kérper

Die Rotationsenergie ([1.39) nimmt im Hauptachsensystem eine besonders einfache Form
an:

— 1 — T = ]-

=-0"Jo==

Tg = 5 5 (Aw? + Bw? + Cwp) , (1.50)

wobei fiir die Komponenten des Drehvektors im Hauptachsensystem die Bezeichnungen
w = (we, wy, we)T eingefithrt wurden.

1.4.4 Drehimpuls des starren Korpers

Der Drehimpuls ist definiert durch Gl. (3.4) der Vorlesung “Theoretische Physik I: Ma-
thematische Methoden”,

N
i=1

Wir transformieren nun ins korperfeste Koordinatensystem gemifi Glgen. ((1.30) und

(131,
H=rbT =T d X
Damit ergibt sich
N .
L= Y mi(i+7)x (FO L@ X F) (1.51)
=1

N

N N
— N — — —/ —/ N —/ — —/
= M7y XT1y+ Ty X <w>< g miri)+<§ miri) X To + g m; T X (WD x 7).
i=1 i=1

=1

Der erste Term ist der Drehimpuls aufgrund der Translationsbewegung. Nehmen wir an,
dass der Korper ausschliellich rotiert, so ist 75 = 0 und der erste und der dritte Term
verschwinden. Da angenommen wurde, dass der Kérper keine Translationsbewegung voll-
zieht, konnen wir zudem den Ursprung des raumfesten ungestrichenen Koordinatensy-
stems in den des korperfesten gestrichenen Systems legen, so dass auch 7, = 0. Dann
verschwindet auch der zweite Term. Damit bleibt lediglich der vierte Term {ibrig, der den
Drehimpuls des starren Koérpers aufgrund der Rotationsbewegung um die momentane
Drehachse & darstellt,

Lp=Y_ mii x (@& x ) . (1.52)

m

Lp=Y_m; (@7 —7a&-7) (1.53)

Man erkennt daraus, dass Ly nicht notwendigerweise parallel zum Drehvektor & steht. In
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1.4 Tragheitstensor

Komponenten geschrieben lautet Gl. ((1.53)

212 = )
Lr, = E m; wlr lw-rz)
3
_ 5 /
= ml wm lm — LC Wm xim
m=1
= g E mz 5lm - ’le’Lm) Wm
m=1 i=1

> i @i (1.54)
m=1

wobei wir die Definition ((1.36]) des Trégheitstensors benutzt haben. In Matrixschreibweise

lautet Gl. ((1.54)

Lp=3&. (1.55)
Damit folgt fiir die Rotationsenergie (|1.39))

1

Th=-"Jo=-&"Lp

l\')
|

1 & Lp . (1.56)
2
Obwohl ER und & nicht parallel zueinander stehen miissen, muss die Rotationsenergie
stets positiv semi-definit sein, T > 0. Also muss cos(d, ER) > 0 sein, d.h. der Betrag des
Winkels zwischen L und & darf nicht grofer als /2 sein.

Im Hauptachsensystem lautet der Drehimpuls der Rotationsbewegung

B Aw§
Lh=DLr=DID"D3=35= Buw, |, (1.57)
OWC

wobei wir GL. (1.43), DD =1 und & = (wg, wy, we)T benutzt haben.

Wir konnen nun einen Zusammenhang zwischen dem Drehimpuls L r im Hauptachsen-
system und dem Tragheitsellipsoid herleiten. Wir betrachten zunéchst die Definitionsglei-
chung (1.49) des Tragheitsellipsoids im Hauptachsensystem,

1= A&+ B +CC=F(En,0) .

Der Gradient (im Hauptachsensystem, also beziiglich der Koordinaten &, n und () der
Funktion F'(§,n,() lautet
2A¢
VF=| 2By | ;
2C¢

er steht per Definition senkrecht auf der Oberflache des Trégheitsellipsoids. Am Punkt
P der Oberflache, der durch den Ortsvektor ((1.45) gegeben ist (also am Schnittpunkt
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1 Der starre Kérper

des Drehvektors @ mit der Oberfliche des Trigheitsellipsoids), p = &/vJ = @/(@VJ),
betragt der Gradient von F' dann mit Gl. ((1.57)

AWE

2 | pu =2
oV sz oV

ltl

VF|p=

R -

Der Drehimpuls L r im Hauptachsensystem steht also im Punkt P senkrecht auf dem
Trigheitsellipsoid, vgl. Abb. . Der Drehimpulsvektor Li kann natiirlich auch in den
Ursprung des Hauptachsensystems verschoben werden, s. Abb. [[.17} Aus Abb. wird

=
(Y

Abbildung 1.17: Zur Orientierung des Drehimpulses im Hauptachsensystem.

ersichtlich, dass @ und I::R nur dann parallel zueinander stehen, wenn & parallel zu
einer der drei Haupttrigheitsachsen ausgerichtet ist, denn nur dort steht auch @ ienk—
recht auf der Oberfliche des Trigheitsellipsoids. Sei z.B. @ = (0,0,©)”. Dann ist Ly =
(0,0,C@)T = C&, also Lg || @.

Dies gilt iibrigens nicht nur im Hauptachsensystem, sondern in jedem beliebigen Koor-
dinatensystem. Wir konnen nédmlich die Drehung des Koordinatensystems, die ins Haupt-
aqchsensystem gefithrt hatte, riickgdngig machen, indem wir beide Seiten der Gleichung

Ly = const. @ mit dem Inversen D! der Drehmatrix multiplizieren,

Lr=D"1'Lr=const. D713 = const. &,

also auch in diesem System gilt Ly | &
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1.4 Tragheitstensor

Die Tatsache, dass Ly || &J, falls & in die Richtung einer Haupttriagheitsachse zeigt, 148t
sich ausnutzen, um die Haupttriagheitsmomente, A, B, C, und die Haupttragheitsachsen,
Wa, WB, We, zu bestimmen. Es muss dann ndamlich gelten

Lp=Jo=Ja, (1.58)

wobei J das Tragheitsmoment um die Drehachse & ist. J steht dabei stellvertretend fiir
A, B oder C' und & entsprechend fiir &y, & oder We.

Vom mathematischen Gesichtspunkt betrachtet ist Gl. eine sog. Eigenwertglei-
chung. Sie legt die Eigenwerte J der Matrix J und die dazugehorigen Eigenvektoren
& fest. Wie geht man dabei praktisch vor? Zunéchst bringen wir die rechte Seite auf die
linke,

J-J1)&=0,

und schreiben dieses Gleichungssystem in Komponenten,

(Jii — J)wi + Jipgwa + Jizws = 0,
Jopwr + (Jog — J)wo + Jogwz = 0,
ng w1 + J32 wo + (J33 — J) w3y = 0. (159)

Nichttriviale Losungen & # 0 existieren nur, falls die Determinante der Koeffizienten-
matrix verschwindet, s. Abschnitt 1.4.6, Punkt 6., der Vorlesung “Theoretische Physik I:
Mathematische Methoden”,

Ju—J  Jip Jis
0 = det (J - J].) = J21 J22 —J J23
J31 J32 J33 -J

= (Ju—J) [(Joo = J)(Jss — J) — J35] — T2 [J12(Js3 — J) — Juz Jos]
+J13 [J12 Jog — Ji3(Joz — J)] (1.60)

wobei wir die Symmetrie des Trédgheitstensors ausgenutzt haben, J;,, = J,,;. Gleichung
ist die sog. charakteristische Gleichung. In unserem Fall ist dies ein Polynom
dritten Grades in J, welches i.a. drei Losungen hat, die Eigenwerte J;, J; und J;3 der
Matrix J.

Aus dem oben Diskutierten ist klar, dass es sich bei den Eigenwerten um die Haupt-
tragheitsmomente handelt, also J; = A, J, = B und J3 = C. Man kann dies aber auch di-
rekt sehen, indem man benutzt, dass fiir orthogonale Matrizen detD = det DT = 1 gilt und
dass detAdetB = det(AB). Wir nehmen an, dass die im folgenden auftretende Drehma-
trix D diejenige ist, die den Triigheitstensor J diagonalisiert, D J DT = J = diag(A, B, O):

0 = det(J—J1)=detDdet(J —J1)detD" =det [D(J - J1)D"]
= det (DID" — JDD") =det (J — J1)
A-J 0 0

— | 0 B-J 0 |=A-DB-IC-J). (1.61)
0 0 c—-J

Diese Gleichung hat ganz offensichtlich die Losungen J; = A, Jo, = B und J; = C, q.e.d.
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1 Der starre Kérper

Die Eigenvektoren &,, &g und & bestimmt man nun, indem man nacheinander die
Losungen J; = A, Jo, = B und J3 = C' in die Eigenwertgleichung einsetzt. Es ergibt
sich jeweils ein Gleichungssystem von drei Gleichungen fiir die drei Komponenten der
Eigenvektoren, vgl. Gl. (1.59). Allerdings sind wegen det(J—.J 1) = 0 nicht alle Zeilen bzw.
Spalten der Koeffizientenmatrix J — J 1 linear unabhéngig, vgl. Abschnitt 1.4.6, Punkt
6., der Vorlesung “Theoretische Physik I: Mathematische Methoden”. Dies bedeutet, dass
die Eigenvektoren &4, &Wp und e nicht eindeutig festgelegt werden kénnen. Allerdings
sind ihre Richtungen eindeutig festgelegt und stimmen wegen J 4 = A W4, etc. mit den
Haupttragheitsachsen iiberein.

1.5 Kreiseltheorie

1.5.1 Eulersche Gleichungen

Ziel dieses Abschnittes ist es, Bewegungsgleichungen fiir den Kreisel abzuleiten. Wir gehen
dabei vom Drehimpulssatz, Gl. (3.7) der Vorlesung “Theoretische Physik I: Mathemati-
sche Methoden”, aus,

= M)

dt
Wir sind am Drehimpuls Ly der Rotationsbewegung interessiert, also an einem Vektor,
der beziiglich des Ursprungs des korperfesten Systems Y definiert ist. Die Zeitableitung
solcher Vektoren 148t sich mit Hilfe von Gl. (2.47) der Vorlesung “Theoretische Physik I:
Mathematische Methoden” vom Inertialsystem 32, in dem der Drehimpulssatz gilt, in das
korperfeste System >’ umschreiben:

L dL
M= —
dt

_dL

Codr
x

—

—i—wxE.

Zl

Die Indizes “R” (am Drehimpuls) und “(ex)” (am &ufleren Drehmoment) haben wir der
Ubersicht halber weggelassen. Da Mifiverstdndnisse ausgeschlossen sind, bezeichnen wir
die Zeitableitung in ¥’ im folgenden mit einem Punkt iiber der abzuleitenden Grofe,

— -

M=L+dxL. (1.62)

Fiir das korperfeste Koordinatensystem wéhlen wir nun das Hauptachsensystem
{€, €,, ec}. Traditionell bezeichnet man die Komponenten des Drehvektors in diesem
System mit p,q und r,

W=peé+qé,+rec.

(Hier und im folgenden lassen wir der Ubersicht halber den Querstrich, der GréBen im
Hauptachsensystem kennzeichnet, weg.) Im Hauptachsensystem ist der Trégheitstensor
diagonal und vor allem zeitunabhingig, da die Haupttriagheitsmomente korperspezifi-
sche Eigenschaften sind,

J = diag(A, B,C) = const. .
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1.5 Kreiseltheorie

Fiir den Drehimpuls ergibt sich damit
L=J&=Apé& +Bqé&,+Cré. (1.63)

Da sowohl A, B, C wie auch €, €,, € (letztere zumindest im System X') zeitunabhéngig
sind, folgt .
L=Apé + Bqé,+Cré..
Fiir das Kreuzprodukt aus & und L errechnen wir
L& & &
xL=| p q 1 |=¢eC-B)qr+e,(A-C)pr+ée(B—-A)pq.
Ap Bq Cr

&l

Setzt man all dies in den Drehimpulssatz ((1.62)) ein, so ergeben sich die Bewegungsglei-
chungen des starren Korpers, die sog. Eulerschen Gleichungen:

Mg = Ap+(C—B)qr,
M, = B¢+ (A-C)pr, (1.64)
M, = Cr+(B—-A)pq.

Um diese Bewegungsgleichungen zu 16sen, miissen wir das &uflere Drehmoment im Haupt-
achsensystem kennen. Ublicherweise wird dieses Drehmoment aber durch Krifte verur-
sacht, die im Inertialsystem > gegeben sind. Man benétigt also auch eine Beziehung
zwischen dem raumfesten System Y und dem korperfesten Hauptachsensystem Y, die
die Umrechnung dieser Krifte bzw. des Drehmoments erlauben. Diese Beziehung erlaubt
dann auch, von der Losung p, ¢, r des Systems gekoppelter Differentialgleichungen (|1.64))
auf die Position des Korpers in X zu schlieBen. Dies wird im folgenden Abschnitt genauer
ausgefiihrt.

1.5.2 Eulersche Winkel

Die sog. Eulerschen Winkel geben an, wie ein korperfestes System Y gegen ein
raumfestes System X gedreht ist. Das raumfeste System sei durch die Koordinaten x,y, 2

definiert, das korperfeste durch die Koordinaten «/,%/, 2/, vgl. Abb. [1.18|
Die Knotenlinie K bildet die Schnittlinie der (z,y)— mit der (z/,3')—Ebene. Die Eu-
lerschen Winkel sind wie folgt definiert:

(i) ¢: Winkel zwischen der x—Achse und der Knotenlinie K.
(ii) ¥: Winkel zwischen der z— und der z’'—Achse.
(iii) : Winkel zwischen der Knotenlinie K und der a’'—Achse.

Die Definition der Eulerschen Winkel motiviert sich aus der Tatsache, dass man die
Systeme ¥ und ¥’ durch die folgenden drei Einzeldrehungen (in nicht vertauschbarer
Reihenfolge!) zur Deckung bringen kann:
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1 Der starre Kérper

Abbildung 1.18: Zur Definition der Eulerschen Winkel.

(i) Man drehe das System 3 um den Winkel ¢ um die z—Achse, bis die z—Achse mit
der Knotenlinie K zur Deckung kommt.

(ii) Man drehe nun das so erhaltene System um den Winkel ¥ um die Knotenlinie K,
bis die z—Achse mit der z’—Achse zur Deckung kommt. Die Lage der im ersten
Schritt gedrehten z—Achse verdndert sich dadurch nicht, allerdings wird die (durch
den ersten Schritt gedrehte) y—Achse nun in die (2/,y")—Ebene “gekippt”.

(iii) Man drehe letztlich das so erhaltene System um den Winkel ¢ um die z’—Achse, bis
die Knotenlinie (die durch den ersten Schritt gedrehte xz—Achse) mit der 2’—Achse
zur Deckung kommt. Da sowohl ¥ wie ¥ kartesische Koordinatensysteme sind,
bringt dies automatisch die (durch den ersten und zweiten Schritt gedrehte) y— Achse
mit der y'—Achse zur Deckung.

Bezeichnen wir den Einheitsvektor in Richtung der Knotenlinie mit €, so gilt:
oS =6, € , cosd=E¢€,-€ , cosh=¢ex-E, . (1.65)
Die Knotenlinie liegt sowohl in der (x, y)— wie auch in der (z/, y') —Ebene. Daher kann man
€x durch die entsprechenden kartesischen Einheitsvektoren €, €, bzw. €, €, ausdriicken.
Wir benotigen im folgenden nur den Zusammenhang mit den letztgenannten,

€x = costp €, —sinié, (1.66)

wie man sich anhand von Abb. [[.I8 leicht klarmacht.
Wir benétigen ferner den Zusammenhang zwischen €, und €;, €, und €. Dieser wird

ebenfalls aus Abb. [LI§ ersichtlich:

€. = sind sine €, + sin®) cosy €, +cosv e, . (1.67)
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Die z’—Komponente von €, ergibt sich aus GI. . Also miissen die anderen beiden
Komponenten proportional zu sin ¢ sein. Die Abhéngigkeit der letztgenannten vom Euler-
Winkel ¢ versteht man am einfachsten, indem man sich klarmacht, dass €, fiir ©» = 0 in
der (¢, z')—Ebene liegt, also keine Komponente in 2'—Richtung besitzt.

Wir suchen nun den Zusammenhang zwischen den Eulerschen Winkeln und den Kom-
ponenten des Drehvektors. Drehungen des starren Korpers im raumfesten System X ent-
sprechen Drehungen des im starren Korper verankerten, korperfesten Systems Y/ relativ
zu 2. Dies bedeutet aber auch, dass sich die Fulerschen Winkel, die den Zusammenhang
zwischen ¥ und ¥’ vermitteln, zeitlich &ndern. Aus den entsprechenden Winkelge-
schwindigkeiten ¢, 9 und @/} lassen sich durch Multiplikation mit den entsprechenden
Einheitsvektoren €,, €x und €, Drehvektoren konstruieren:

(i) Drehung um die z—Achse:
Q€. = ¢ (sind sintp €, + sinv cosyp €, + cos¥€;) ,
wobei wir Gl. benutzt haben.
(ii) Drehung um die Knotenlinie:
Ve =1 (cosy ) —sintp )
wobei wir Gl. benutzt haben.

(iii) Drehung um die z’'—Achse:

Der gesamte Drehvektor & 148t sich als Summe der aufgefithrten Einzeldrehungen dar-
stellen,

G = pé+véx+yél (1.68)
= (gbsinﬂsinw—l—ﬁcoszﬂ)eﬁ—i—(gbsinﬁcoszb—ﬁsinzp)e“;—i—((pcosﬁ%—lb)e:’

Zum Schluss identifizieren wir das korperfeste System Y’ mit dem Hauptachsensystem,
€, = €, €, =€, €, = ¢, in dem & = pé + q &, + e ist. Dies liefert den gesuchten Zu-
sammenhang zwischen den Komponenten des Drehvektors und den Eulerschen Winkeln:

= ¢sind siny + 9 cosv
= ¢ sindg costp — I sin (1.69)
= ¢cost+1.

Falls man p, ¢, r aus den Eulerschen Gleichungen bestimmt hat, kann man mit Hilfe dieses

Gleichungssystems die Eulerschen Winkel bestimmen. Damit ist die Lage des starren
Korpers in ¥ festgelegt.
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1.5.3 Kraftefreier Kreisel

Wir nehmen an, dass das duflere Drehmoment verschwindet, M = 0. Dann werden aus den
Eulerschen Gleichungen ((1.64)) die Bewegungsgleichungen fiir den kriftefreien Kreisel,

0 = Ap+(C—-B)qr,
= B¢+ (A-C)pr, (1.70)
= Cr+(B-A4)pq.

Multiplizieren wir die erste Gleichung mit p, die zweite mit ¢ und die dritte mit » und
addieren alle Gleichungen, so erhalten wir mit Gl. (1.50) und we = p, w, = ¢, we =7 den
Energieerhaltungssatz,

dTr

1d
O:App+qu+C'7“7":——(Ap2+Bq2+C'T2):T.

2 dt

Multiplizieren wir die erste Gleichung mit A p, die zweite mit B ¢ und die dritte mit C'r
und addieren alle Gleichungen, so erhalten wir mit Gl. (1.57)

OzAQpp—i-BQqq'—i-CQTf:li(A2p2+32q2+02r2) :ldfg«z
2 dt 2 dt
d.h. der Betrag des Drehimpulses der Rotationshewegung ist erhalten.
Da keine dufleren Kréfte wirken, ist aber dariiberhinaus zu fordern, dass auch die Rich-
tung des Drehimpulses erhalten bleibt, d.h.

0=Lp=Apé + Bgé,+Cré.,

was auf Ap = B¢ = C'r = 0 fithrt. Damit vereinfachen sich die Bewegungsgleichungen
(1.70) zu
(C—=B)gr=(A-C)pr=(B—-A)pq=0. (1.71)

Im allgemeinen, also ohne speziellere Bedingungen an die Haupttriagheitsmomente zu stel-
len, ist A # B # C # A und dies kann nur erfiillt werden, wenn entweder ¢ = r = 0 oder
p =1 =0 oder p =g = 0 ist. Dies bedeutet aber, dass entweder & = pé; oder & = q¢,
oder & = r €, d.h. der Drehvektor zeigt in Richtung einer der drei Haupttrégheitsachsen.
Damit zeigt auch der Drehimpulsvektor in eine der drei Haupttragheitsachsen. Da der
Drehimpuls konstant ist, ist auch der Drehvektor konstant. Dies gilt nicht nur im Haupt-
achsensystem, sondern auch im raumfesten System. Man nennt diesen Zustand eine Ro-
tation um eine freie Achse.

Rotationen um freie Achsen kénnen stabile oder instabile Bewegungszustéande sein.
Um dies zu untersuchen, fithren wir eine Stabilititsanalyse durch. O.B.d.A. nehmen
wir an, der Korper rotiere mit konstanter Winkelgeschwindigkeit um die £ —Achse, &y =
Po €¢, po = const., und wird nun so gestort, dass die neue Drehachse ein wenig von der
urspriinglichen Achse abweicht,

&l
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mit |Apl|, |Aql, |Ar| < |po|. Wir setzen dies in das Gleichungssystem ((1.70)) ein und
vernachlassigen Terme von quadratischer Ordnung in den kleinen Groflen,

AAp = 0,
BAG+(A-C)Arp, = 0, (1.72)
CAr+(B—A)Agqpy = 0.

Die erste Gleichung besagt, dass Ap = const.. Wir leiten die letzten beiden Gleichungen
nach der Zeit ab und setzen die unabgeleiteten Gleichungen ein, um die Variablen zu
trennen

B—-A

C
CAi+(B—A)pyA¢ = CAT—(B—A)poTArzo.

BAG+ (A—C)ppAr = BAG— (A-C)p} Aqg=0,

Definieren wir )

2 _ Do
D’=p5A-B)(A-0),

so vereinfachen sich diese Gleichungen:
Aj+D*Ag=0, AF+D*Ar=0.

Fiir D? > 0 ist dies die Bewegungsgleichung des harmonischen Oszillators: der Drehvektor
oszilliert um die urspriingliche Drehachse, aber die Stéramplituden |Ap|, |Aq|, |Ar| blei-
ben klein, wenn sie anfangs klein waren. Dies ist ein stabiler Rotationszustand. D? > 0
bedeutet, dass (A > B AN A>C) V (A< B A A< () sein muss. Die Rotation um die
Achse mit dem gréften oder mit dem kleinsten Haupttrigheitsmoment ist also
stabil.

Fiir D? < 0 findet man exponentiell ansteigende oder abfallende Losungen,

Aqe(t) = Aq(0) e P Ary(t) = Ar(0) Pl

Dies liefert einen instabilen Rotationszustand, da die Storung exponentiell anwéchst
und aus der Richtung der urspriinglichen Drehachse herausfiihrt. D? < 0 bedeutet, dass
(A>BANA<C)V (A>C N A< B)seinmuss, also (B<A<C)V (B>A>(0).
Damit ist die Rotation um die Achse mit dem mittleren Haupttrigheitsmoment
instabil.

1.5.4 Kraftefreier symmetrischer Kreisel

Fiir den symmetrischen Kreisel sind zwei Haupttriagheitsmomente gleich, z.B. 0.B.d.A.
A=B#C.

Die (—Achse ist damit ausgezeichnet, man bezeichnet sie als Figurenachse. Im Fall
verschwindender duflerer Kriifte nehmen die Eulerschen Gleichungen (|1.70]) die folgende
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1 Der starre Kérper

Form an:

0 = A¢+(A-C)pr, (1.73)
0 = Cr.

Aus der letzten Gleichung folgt, dass r(t) = r(0) = ro = const..
Wir wéhlen die (—Achse nun so, dass 7y > 0 ist. Dann ist die Grofie

A-C >0 firA>C,

=" T°{<o fitr A < C . (1.74)

Mit € lassen sich die verbleibenden Bewegungsgleichungen ((1.73)) wie folgt schreiben:
p—Qq=0, ¢+Qp=0. (1.75)
Differentiation nach ¢t und Einsetzen der urspriinglichen Gleichungen liefert
P=Qi=p+QLp=0, §+Qp=G+92¢=0.

Dies sind wieder die Bewegungsgleichungen fiir den harmonischen Oszillator. Die Losungen,
welche die Glgen. ((1.75)) erfiillen, lauten

9.5.2017 p(t) =asin(Qt+p5) , q(t)=acos(Qt+5) , (1.76)
mit zwei Konstanten «, §, welche an die Anfangsbedingungen angepasst werden miissen.

Wir ziehen die folgenden Schliisse:

(i) die (—Komponente des Drehvektors, r, d.h. die Projektion von & auf die Figuren-
achse (, bleibt fiir alle Zeiten konstant.

(i) w =13 = /P2 + ¢ + 12 = /a2 + 12 = const.

(iii) die Projektion von & auf die (£, n)—Ebene, also auf die Ebene, auf der die Figuren-
achse senkrecht steht, beschreibt im Laufe der Zeit einen Kreis mit Radius «a.

Die sich ergebende Situation ist in Abb. dargestellt.
Der Drehvektor & beschreibt im Laufe der Zeit einen Kreiskegel, den sog. Polkegel,
um die Figurenachse. Der Polkegel hat einen Offnungswinkel ~, der durch

Q@
tany = —
T'o
gegeben ist. Die Winkelgeschwindigkeit, mit der & um die Figurenachse lauft, ist 2, Gl
(11.74)).

Beispiel: Die Erde hat am Aquator einen groBeren Durchmesser als am Pol, sie ist also
ein abgeplattetes Rotationsellipsoid. Die Rotationsachse ¢, die durch den kinematischen
Nordpol geht, fillt nicht mit der Figurenachse ¢, die durch den geometrischen Nord-
pol geht, zusammen. Der kinematische Nordpol beschreibt einen Kreis mit einem Radius
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1.5 Kreiseltheorie

Abbildung 1.19: Lage des Drehvektors im Hauptachsensystem fiir den kréftefreien sym-
metrischen Kreisel.

von etwa 10 m um den geometrischen Nordpol. Die Umlaufzeit 7' = 27w /Q) ~ 433 Tage
nennt man Chandlersche Periode.

Letztlich miissen wir noch vom korperfesten (Hauptachsen—)System ¥’ ins raumfeste
System ¥ transformieren. Dazu benétigen wir die Eulerschen Winkel als Funktion der
Zeit. Mit den Glgen. ([1.69)) und den Losungen ((1.76)) sowie r = rg = const. erhalten wir

= asin(Qt+8) = ¢ sind siney + 9 cosy
= acos(Qt+ B) = ¢ sind cosh — I sinep (1.77)
= rg=pcost+ 1.
Wir miissen dieses gekoppelte System von Differentialgleichungen aber nicht in dieser
Form 16sen. Vielmehr lohnt es sich auszunutzen, dass der Drehimpuls fiir die kréftefreie
Bewegung erhalten bleibt, L = const.. O.B.d.A. wéhlen wir die Orientierung des raumfe-
sten Systems X so, dass L = L €,. Der Einheitsvektor €, 148t sich mit Hilfe von GI. 1)
in das Hauptachsensystem > transformieren. Wir erhalten also einerseits
Le = Lsindsing,
L, = Lsind cos, (1.78)
L = Lcos?.

Andererseits hat L im Hauptachsensystem die einfache Form (A = B fiir den symmetri-
schen Kreisel)

Le = Ap=A (gbsinﬁ sin@b—i—ﬁcoszb) ,
L, = Aqg=A (¢ sind cos¢—19sin¢>, (1.79)

(
L. = Cr:C(gbcosﬁ—i-z/}),
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1 Der starre Kérper

wobei wir Gl. (1.63)) und die Glgen. ([1.77) benutzt haben. Der Vergleich von Gl. ([1.78)
mit (1.79) ergibt

A sind sing) + A cosyp = L sind sine) ,
A sind cost) — A singy = L sind costp (1.80)
Cpcosd+Cop = Lcost .

Multiplizieren wir die erste Gleichung mit cost und die zweite mit sinv und bilden die
Differenz, so folgt _

V=0 = ¥ =1y=const.. (1.81)
Multiplizieren wir die erste Gleichung dagegen mit sinvy und die zweite mit cosvy und
addieren, so folgt

L

, L
b= = o(t) = Zt—l— 0o, o= const. . (1.82)

Der Betrag des Drehimpulses ist L = \/A2p? + A2¢2 + C%r2 = \/A2a2 + C?rd, also durch
die Konstanten « und ry ausdriickbar.

Setzen wir Gl. (1.82)) in die letzte Gleichung ((1.80)) ein, ergibt sich mit der Definition
(1.74) von €2

. L L A-C LQ
) = <5 — Z) costy = L c cos vy = C’_ro cos vy . (1.83)

Andererseits erhalten wir aus der letzten Gl. (|1.77)

- L L L
¢:r0——cosﬁoz< ——) cos vy ,

A c A
also
ro = L cos v (1.84)
0= & 0 - )
Eingesetzt in Gl. ([1.83)) ergibt sich
v=0 = (t) =Qt+ 10y, thy = const. . (1.85)

Die Konstante v 148t sich wie folgt bestimmen. Wir setzen Glgen. ((1.81)) und (|1.82))
in die Glgen. (|1.77) ein und erhalten

L
asin(Qt+p) = 1 sin g sin® |
L
acos(t+ ) = " sin ¥y cos . (1.86)
Nach Division der beiden Gleichungen folgt

tant = tan(Qt + f) ,
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1.5 Kreiseltheorie

also durch Vergleich mit Gl. (1.85]) ¥y = f.
Die Konstante ¥y 18t sich durch a und ry ausdriicken. Einsetzen der Losung ([1.85)) in

die erste Gl. (|1.86) liefert

s

L
a sin(Qt+y) = a siny = 1 sindg sinyY = —a =sinvy. (1.87)

Dividieren wir dies durch Gl. (1.84)), so erhalten wir

h

A
tanﬁo = 52 .
To

Wir haben also vier unabhéingige Integrationskonstanten, «, g, ro und . Alternativ
konnen wir wegen Gl. (1.87), 8 = ¢ und Gl (1.84) auch die Anfangswerte fiir die
Eulerschen Winkel, ¢q, 99, 1o und den Betrag des Drehimpulses, L, benutzen.

Diskussion der Kreiselbewegung:

—

(i) ¥ ist der Winkel zwischen €, (d.h. der Richtung des Drehimpulses L) und é; (der
Richtung der Figurenachse). ¥ = ¥y = const. bedeutet, dass dieser Winkel fiir alle
Zeiten konstant bleibt, vgl. Abb. [1.20] ¢ ist die Winkelgeschwindigkeit, mit der sich
die Figurenachse um €, (also um L) dreht, vgl. Abb. (2 = (!). Der dabei von
der Figurenachse beschriebene Kegel heiit Nutationskegel, vgl. Abb.

\

Y AR

Abbildung 1.20: Lage der Figurenachse relativ zum Drehimpuls und Nutationskegel.

(ii) v ist die Winkelgeschwindigkeit, mit der sich der Kérper um die Figurenachse dreht.
Wir unterscheiden zwei Fille, (a) 1 = Q =1r¢(A—C)/A >0, also A > C, und (b)
¥ <0, also A < C, vgl. Abb. [1.21]
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1 Der starre Kérper

(a) (b)

Abbildung 1.21: Lage des Drehvektors 4 & fiir (a) A > C und (b) A < C.

(iii) Die Winkelgeschwindigkeit ist geméfl den Glgen. 1} und | B =@, +1 éc.

40

Sie liegt also stets in der (z,()—Ebene und rotiert mit der Figurenachse um die Rich-
tung des Drehimpulses. Dabei durchlduft sie den sog. Spurkegel, vgl. Abb. [1.22]
Geméf Abb. schlieft & mit der Figurenachse den Winkel v ein. Dies definiert
den sog. Polkegel, vgl. Abb. Fiir A > C rollt dieser mit seiner Auflenfléiche
auf der Aulenflache des Spurkegels ab, vgl. Abb. (a), fiir A < C rollt er dagegen
mit seiner Innenfléiche auf der Aufenfliche des Spurkegels ab, vgl. Abb. [1.22[b).
Beim Abrollen fiithrt der Polkegel die Figurenachse auf dem Nutationskegel mit.
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(a)

Abbildung 1.22: Lage des Spurkegels (rot) und des Polkegels (cyan) fiir (a) A > C' und
(b) A< C.
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2 Lagrange-Mechanik

2.1 Zwangskrifte, Zwangsbedingungen und generalisierte
Koordinaten

In der Vorlesung “Theoretische Physik I: Mathematische Methoden” hatten wir gese-
hen, dass ein NN-Teilchensystem i.a. durch 3N Differentialgleichungen zweiter Ordnung
beschrieben wird,

JF

Oft ist es aber nicht nétig, alle 3N Bewegungsgleichungen zu losen, da die freie Bewe-
gung der N Teilchen Einschrankungen unterliegt. Man unterscheidet zwischen Zwangs-
kriften und Zwangsbedingungen. Diese wollen wir im folgenden néher erldautern.

2.1.1 Zwangskrifte

Ein Beispiel fiir eine Zwangskraft ist beispielsweise die Fadenspannung beim Faden-
pendel. Nehmen wir z.B. an, das Pendel schwinge in der (z,y)—Ebene, vgl. Abb. Im
Prinzip gébe es damit die beiden Freiheitsgrade z, y, um die Bewegung des Pendels zu
beschreiben. Da aber die Fadenlidnge ¢ bei der Pendelbewegung stets konstant bleibt,
wirkt eine Zwangskraft auf die Masse m, die Fadenspannung F r, die dafiir sorgt, dass
die Masse sich nicht frei in der (z,y)—Ebene bewegen kann, sondern ausschlielich auf
einer Kreisbahn mit Radius ¢. Zur Beschreibung der Bewegung geniigt dann ein Freiheits-
grad, z.B. der Winkel ¢ der Auslenkung des Pendels aus der Ruhelage.

Ein weiteres Beispiel fiir eine Zwangskraft ist die Auflagekraft, die ein sich auf einer
Tischplatte bewegendes Teilchen erfahrt. Diese kompensiert die Schwerkraft, so dass die
Bewegung nicht im dreidimensionalen Raum, sondern lediglich in einer zweidimensiona-
len Ebene stattfindet. Anstelle der drei Koordinaten x, y, z fiir die freie Bewegung des
Teilchens in drei Raumdimensionen geniigen zwei, z.B. z, y (die Tischebene), falls die
z—Achse senkrecht zur Tischoberfliache zeigt.

Zwangskréfte sind oft nicht in expliziter Form bekannt (s. z.B. die Fadenspannung beim
Fadenpendel), sondern machen sich lediglich durch ihre Auswirkungen bemerkbar. Eine
direkte Losung der Newtonschen Bewegungsgleichungen (unter Einbeziehung der Zwangs-
kréfte) ist daher im Prinzip gar nicht moglich. Das erste Ziel der Analytischen Mechanik
ist daher, die Bewegungsgleichung so umzuformulieren, dass die Zwangskréfte nicht
mehr auftreten.
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2 Lagrange-Mechanik

Abbildung 2.1: Das Fadenpendel.

2.1.2 Zwangsbedingungen

Zwangsbedingungen sind geometrische Bindungen, die in der Regel durch Zwangs-
krifte bewirkt werden und damit die freie Bewegung von Massenpunkten einschrénken.
Das Fadenpendel kann wieder als Beispiel herangezogen werden: anstelle die Fadenspan-
nung als Zwangskraft einzufiithren, kann man auch die konstante Fadenlénge, die die Masse
m auf eine Kreisbahn zwingt, als geometrische Bindung betrachten.

Ein weiteres Beispiel fiir ein System mit geometrischen Bindungen ist der starre Korper.
Dort gibt es die Abstandsbeziehungen

|7y — 7| = |Fij| = rij = const. Vi,j€{l,...,N}, (2.1)

zwischen den N Massenpunkten m; des starren Korpers. Wie wir in Kapitel [1| dieser Vor-
lesung gesehen hatten, sorgen diese dafiir, dass der starre Korper nicht 3N Freiheitsgrade
wie bei der freien Bewegung von N Massenpunkten im dreidimensionalen Raum, sondern
lediglich sechs Freiheitsgrade hat (drei der Translation und drei der Rotation).

Offenbar sorgen Zwangsbedingungen dafiir, dass nicht alle Teilchenkoordinaten un-
abhéngig voneinander sind. Das zweite Ziel der Analytischen Mechanik ist es, die ab-
hingigen Freiheitsgrade zu eliminieren, d.h. das Problem so umzuformulieren, dass
lediglich die unabhéngigen Freiheitsgrade auftreten.

Wie wir sehen werden, geschieht dies durch die Einfithrung sog. generalisierter Ko-
ordinaten. Das dritte (und letzte) Ziel der Analytischen Mechanik ist es sodann, Be-
wegungsgleichungen fiir die generalisierten Koordinaten aufzustellen und zu 16sen.
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2.1.3 Klassifizierung von Zwangsbedingungen
Holonome Zwangsbedingungen

Die sog. holonomen Zwangsbedingungen (griech. éloc=ganz, véyoc=Gesetz) ver-
kniipfen die Teilchenkoordinaten in Gestalt von p Gleichungen der Form
G,(Th,...,Tnv,t) =0, v=1,...,p. (2.2)
Wir unterscheiden ferner
(i) holonom-skleronome Zwangsbedingungen (griech. oxAnpéc = hart, fest).

Diese hingen nicht explizit von der Zeit ab,

oG,
=0 Vv=1,...,p.
8t v ? ) p
Beispiel: die Zwangsbedingungen (22.1)) fiir den starren Korper, die sich auch in der

Form
Gij:\f;—f'j\—n-jz(), Tij:COTLSt., Vi,je{l,...,N},

schreiben lassen.
(ii) holonom-rheonome Zwangsbedingungen (griech. péw = ich fliele).
Bei dieser hingt wenigstens eine der p Bedingungen explizit von der Zeit ab,

oG,

0.
ot 7
Beispiel: Masse auf einer schiefen Ebene mit zeitlich verédnderlicher Neigung, s.

Abb. 2.2] Die Zwangsbedingung lautet
G(x,z,t) = - tan(t) =0 .
x

Jved{l,...,p} mit

o(t) X

Abbildung 2.2: Schiefe Ebene mit zeitlich verédnderlicher Neigung.

Holonome Zwangsbedingungen sind dazu geeignet, abhingige Freiheitsgrade zu eli-
minieren, z.B. indem man sie nach diesen Freiheitsgraden auflost und die Losung in den
Bewegungsgleichungen fiir die verbleibenden, unabhéngigen Freiheitsgraden benutzt. Im
Beispiel mit der zeitlich verdnderlichen schiefen Ebene kann man z.B. z durch z aus-
driicken, z = x tan p(t).
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Nicht-holonome Zwangsbedingungen

Nicht-holonome Zwangsbedingungen sind all die, die sich nicht in der Form ([2.2))
schreiben lassen. In diesem Fall ist das Eliminieren von abhéngigen Koordinaten nicht
moglich. Wir unterscheiden in dieser Klasse von Zwangsbedingungen

(i) Ungleichungen.

Beispiel: Teilchen, das auf einer Kugel vom Radius R abrollt und sich dann von
der Oberfliche 16st, vgl. Abb. Die Zwangsbedingung lautet

Vi +yP+22-R>0,

wobei das Gleichheitszeichen fiir die Bewegung an der Kugeloberflache gilt und das
Ungleichheitszeichen, sobald es sich von der Oberfliche 16st.

z

v

Abbildung 2.3: Teilchen auf einer Kugeloberfliche.

(ii) Zwangsbedingungen in differentieller, nicht-integrierbarer Form.
Wir numerieren die Teilchenkoordinaten fortlaufend durch,

(771, cee ,FN) = (1151,1’27553, e 7x3N—2a373N—17373N) .

Dann sind diese Zwangsbedingungen vom Typ

3N
O:Zgymdxm—i—gutdt, v=1,...,p, (2.3)
m=1
wobei die rechte Seite kein totales Differential darstellt, d.h.

o, o,
Oy It = o

Ansonsten kénnten wir die Zwangsbedingung integrieren,

AG,(x1,...,23n5,t) mit g, =

3N
oG, oG,
0 = ;%dxnﬂr 5 dt = dG, |

<~ Gy(21,...,2375,1) = 7, = const.,
— G:,(m1,...,I3N,t) = Gy(xl,...,ng,t)—%:O.
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Dies ist aber gerade eine holonome Zwangsbedingung der Form (22.2)) fiir die Funktion
G;(.Z'l, ..., T3N, t)

Beispiel: Rollen eines Rades auf einer rauhen Fliche, vgl. Abb. [2.4] Die Radnabe
stehe stets parallel zur (z,y)—Ebene. Die rauhe Fliche verhindert ein Gleiten des
Rades.

Abbildung 2.4: Rollendes Rad.

Die Bewegung ist vollstandig beschrieben durch die Kenntnis des momentanen Auf-
lagepunktes (z,y) des Rades und der Winkel ¢, J. Aus der Zwangsbedingung “Rol-
len” ergibt sich fiir den Betrag der Geschwindigkeit

v=10=R¢.
Die Geschwindigkeit zeigt senkrecht zur Radachse, d.h.
r = v, =wvcost,
y = vy, =vsind.

Kombiniert man beide Bedingungen, so erhélt man
t—Rpcosd = 0,
y—Rosind = 0,
bzw. nach Multiplikation mit dt,
dr — Rcosddp = 0,
dy — Rsinddp = 0. (2.4)

Diese Bedingungen sind nicht integrabel, da man ¥(¢) kennen miisste. Diese Funk-
tion ist aber erst nach vollstdndiger Losung des Problems bekannt.

Nicht-holonome Zwangsbedingungen erlauben nicht, die abhéngigen Koordinaten zu eli-
minieren. Es existieren also im eigentlichen Sinne keine generalisierten Koordinaten.
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2.1.4 Generalisierte Koordinaten

Wir betrachten ein System von N Teilchen mit 3N Freiheitsgraden (z.B. den kartesi-
schen Komponenten der N Ortsvektoren 77;). Das System unterliege ferner p holonomen
Zwangsbedingungen. Prinzipiell lassen sich mit den p Zwangsbedingungen p Koordinaten
eliminieren. Es existieren also S = 3N — p unabhéngige Freiheitsgrade.

Man fithrt nun S generalisierte Koordinaten

qi, 42, - - -, 4s
ein. Diese erfiillen folgende Bedingungen:
(a) Sie legen den Zustand des Systems eindeutig fest, d.h.
i =7i(q1,...,qs,t) Yi=1,...,N. (2.5)

(b) Sie sind alle voneinander unabhéngig, d.h.

ﬁG(QIa"qu)t):O'

Mit anderen Worten, es gibt keine weitere holonome Zwangsbedingung, die die
generalisierten Koordinaten miteinander verkniipft, alle p existierenden Zwangsbe-
dingungen sind bereits ausgenutzt worden, um die generalisierten Koordinaten zu
definieren.

Bemerkungen:

(i) Der Konfigurationsraum ist ein S—dimensionaler Raum, der durch die generali-
sierten Koordinaten aufgespannt wird.

(ii) Der Konfigurationsvektor ¢ = (q1,...,qg) ist ein Punkt im Konfigurationsraum
und entspricht einem moglichen Zustand des Systems.

(iii) Die zur generalisierten Koordinate ¢; gehorende generalisierte Geschwindig-
keit ist ¢;, @ = 1,...,5. Alle generalisierten Geschwindigkeiten lassen sich zum
S—dimensionalen Vektor ¢ = (qi, ..., {s), der zum Konfigurationsvektor gehérenden
Geschwindigkeit im Konfigurationsraum, zusammenfassen.

(iv) Bei bekannten Anfangsbedingungen

qto) = (qito), ..., qs(t0)) = o ,

qto) = (qi(to),---,qs(to)) = ,

ist der Konfigurationsvektor ¢(t), d.h. der Zustand des Systems im Konfigurations-
raum, fiir beliebige Zeiten t > ¢y aus noch zu bestimmenden Bewegungsgleichungen
berechenbar.

(v) Die generalisierten Koordinaten sind i.a. nicht eindeutig festgelegt, d.h. man be-
sitzt eine gewisse Wahlfreiheit bei ihrer Definition. Thre Anzahl S ist aber eindeutig
festgelegt.

(vi) Die generalisierten Koordinaten sind nicht unbedingt Gréfien mit der Dimension
“Léange”.
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Beispiele:

(a) Teilchen, das sich auf der Oberfliche einer Kugel mit Radius R bewegt. Im allge-
meinen hat dieses Teilchen drei Freiheitsgrade, z.B. die kartesischen Komponenten
seines Ortsvektors 7 = (x,y, z). Es gibt eine holonom-skleronome Zwangsbedingung,

r—R=+x?24+y2+22—-R=0, (2.6)

die sicherstellt, dass der Ortsvektor zu allen Zeiten auf der Kugeloberflache liegt.

Damit gibt es S = 3 — 1 = 2 unabhéngige Freiheitsgrade. Als generalisierte Koordi-
naten bieten sich Polar- und Azimutwinkel der Kugelkoordinaten an,

an=7, @=¢.

Daraus erhalten wir unter Beriicksichtigung der Definition der Kugelkoordinaten (s.
Vorlesung “Theoretische Physik I: Mathematische Methoden”) und der Zwangsbe-
dingung folgende Transformationsformeln zwischen kartesischen Koordinaten
und generalisierten Koordinaten:

xr = rcospsiny = Rsing cosq = x(q1, ) ,
= rsingsind = R sing singy = y(q1,¢2) ,

z = rcost=Rcosq = z(q1) -

(b) Ebenes Doppelpendel, vgl. Abb. .

y.z 1 y
’81 E l]
Bl e,
L !
: Y
X oo |
m,

Abbildung 2.5: Doppelpendel.

Dieses System hat sechs Freiheitsgrade, die sechs kartesischen Komponenten der
Ortsvektoren 7, 75 der beiden Massen m, ms. Es existieren vier holonom-skleronome
Zwangsbedingungen,

21 =0 ) 22:()7
By —6G=0, (2—z)’+@p-n)’-6=0.
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Es existieren somit S = 6 — 4 = 2 unabhéngige Freiheitsgrade, z.B. die beiden
Winkel 91 und ¥, vgl. Abb. 2.5 Die generalisierten Koordinaten sind also

=%, @p=1.
Die Transformationsformeln lauten

ry =0l cosq =x1(q1) , x2=1{1 cosq + ly cosqa = Ta(qu, q2) ,
p="Using =yi(qr) , yo="0sing — o sing = ya(q1, @) ,
0 s 29 = 0.

21

2.2 Das d’Alembertsche Prinzip

Wir verfolgen in diesem Kapitel das Ziel, Bewegungsgleichungen aufzustellen, in denen
die Zwangskrifte nicht mehr explizit auftreten.

2.2.1 Das Prinzip der virtuellen Arbeit

Definition: Eine virtuelle Verriickung 07; ist eine gedachte (virtuelle), infinitesimale
Anderung der Koordinaten 7; des i—ten Teilchens, welche mit den Zwangsbedingun-
gen vertriglich ist und instantan durchgefiihrt wird, also wiahrend des Zeitintervalls
ot =0.

Bemerkung 1: “Mit den Zwangsbedingungen vertréglich” bedeutet, dass die virtuelle
Verriickung so geschieht, dass sie die Zwangsbedingungen nicht verletzt.
Beispiele:

(i) Fadenpendel. Der Faden bleibt bei einer virtuellen Verriickung stets gespannt, reifit

aber nicht. Die virtuelle Verriickung geschieht also entlang des Kreisbogens, auf der
sich die Masse bewegt.

(ii) Teilchen auf Tischplatte in der (z,y)—Ebene. Die virtuelle Verriickung darf ebenfalls
nicht aus dieser Ebene herausfiithren, d.h. 6z = 0.

Bemerkung 2: 67; hat nichts mit dem Bewegungsablauf des i—ten Teilchens zu tun,
also der tatsichlichen Anderung d7; der Koordinaten 7 im Zeitintervall d¢. Daher be-
nutzen wir die Notation “0” anstelle von “d”. Dennoch werden virtuelle Verriickungen
07; mathematisch wie Differentiale dr; behandelt, d.h. es gelten die gleichen Regeln der
Differentialrechnung.

Beispiel: Teilchen im Aufzug, s. Abb. 2.6 Das Teilchen hat zwei Freiheitsgrade, x und
z. Es gibt eine holonom-rheonome Zwangsbedingung,

Z:ZQ+U0(t—t0) < Z—Zo—Uo(t—to) =0. (27)
Also gibt es S =2 — 1 = 1 generalisierte Koordinate, z.B.

r=q =4q.
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2.2 Das d’Alembertsche Prinzip

Die Zwangsbedingung ([2.7)) liefert dz = vy dt, und eine tatséchliche Verriickung ist damit
dr = (dz, dz) = (dg, v dt) .
Fiir eine virtuelle Verriickung gilt jedoch 6t = 0, also auch dz = vy dt = 0 und damit

or = (0x, §z) = (dq, 0) .

Abbildung 2.6: Teilchen im Aufzug.

Definition: Sei F’Z die auf das i—te Teilchen wirkende Kraft und d7; eine virtuelle
Verriickung der Koordinaten 7; des i—ten Teilchens. Dann ist die virtuelle Arbeit defi-

niert als

Die Kraft F, kann gemaf

Fi=K,+ Z (2.9)
zerlegt werden, wobei K; die treibende Kraft ist und Z; die Zwangskraft ist. Es gilt
die Newtonsche Bewegungsgleichung p; = E. Bringen wir die Kraft F; auf die linke Seite,

multiplizieren skalar mit der virtuellen Verriickung 67; und summieren iiber alle Teilchen,

so erhalten wir mit Gl. (2.9)

ﬁﬁ—o
(F,—p)-0F = 0
= (F — 1) - 07 =

S (K —pi) - 67+ Y Z;- 6 =0 (2.10)

Das Prinzip der virtuellen Arbeit besagt nun, dass die Zwangskréfte bei virtuellen
Verriickungen keine Arbeit leisten,

> Z o7 =0. (2.11)

Man beachte, dass nicht notwendigerweise jeder Term in der Summe verschwinden muss,
sondern nur die Summe als ganzes.
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2 Lagrange-Mechanik

Beispiele:

(i) Teilchen der Masse m auf Tischplatte in der (x,y)—Ebene. Die Zwangskraft ist die
Auflagekraft des Teilchens und kompensiert gerade die Schwerkraft, 7 = (0,0,2) =
(0,0,mg). Die virtuelle Verriickung muss mit den Zwangsbedingungen vertréiglich
sein (s.0.), also 07 = (dz, dy,0). Daraus ergibt sich zwangsldufig, dass Z-57=0,da
die beiden Vektoren senkrecht aufeinander stehen.

(ii) Atwoodsche Fallmaschine, vgl. Abb. [2.7]

Abbildung 2.7: Atwoodsche Fallmaschine.

Die Fadenspannungen Zl und Zg sind identisch, Zl = ZQ =7 = —(Z,0,0), an-
sonsten wiirde der Faden reiflen. Die virtuellen Verriickungen der Massen m; und
my miissen entlang der x—Achse geschehen, 07 = (6x1,0,0) und 675 = (09,0, 0).
Da die gesamte Fadenlinge stets konstant bleibt, gilt dx; = —dxy. Damit ist das
Prinzip der virtuellen Arbeit erfiillt,

7y - OF1 + Zo - 07y = —Z(821 4 023) =0 .

Aus GL und dem Prinzip der virtuellen Arbeit folgt das sog. d’Alem-
bertsche Prinzip,
> (K —pr) 07 =0 (2.12)
Ein erstes Ziel ist erreicht: die Zwangskrifte tauchen aufgrund des Prinzips der virtu-
ellen Arbeit nicht mehr auf, sind also aus der weiteren Betrachtung eliminiert worden.
Allerdings sind aufgrund der Zwangsbedingungen nicht alle in GI. auftretenden
virtuellen Verriickungen 07; unabhéngig, verschiedene Terme in der Summe beeinflussen
sich gegenseitig. Dies 148t sich beheben, indem man die Teilchenkoordinaten 7; durch ge-
neralisierte Koordinaten ersetzt. Dies wird im nédchsten Abschnitt erlautert und fithrt
dann letztlich auf die gesuchten Bewegungsgleichungen fiir die generalisierten Koordina-
ten.
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2.2 Das d’Alembertsche Prinzip

2.2.2 Holonome Systeme: Die Lagrange-Gleichungen zweiter Art

Geméfl Gl. (2.5) sind die Teilchenkoordinaten 7; Funktionen der generalisierten Koordi-
naten {q,...,qs} und der Zeit t. Das totale Differential lautet also

S
or, or,
dr; = —dg; + —dt . 2.13

j=1

Fiir die Teilchengeschwindigkeit erhalten wir (nach Division durch dt)
(2.14)

Die partiellen Ableitungen 07;/0q; und 07;/0t sind, wie auch 7, vgl. Gl (2.5), Funktionen
von ¢, . ..,¢gs und ¢, héngen aber nicht von den generalisierten Geschwindigkeiten ¢; ab.
Damit folgt aus Gl. (2.14)) durch Ableiten nach g;

(2.15)

Virtuelle Verriickungen werden wie gewohnliche Differentiale behandelt, geschehen jedoch
instantan, 6t = 0. Deshalb gilt analog zu Gl. (2.13))

or;
o7, = Za% : (2.16)

Die gesamte von den treibenden Kréaften K; geleistete virtuelle Arbeit ist dann

S N — S
—6Wk =Y K07 = ZZK => <Z K; - %) 8q; = 2@ dg; , (2.17)
i i=1 j=

=1 j=1 J=1

wobei wir die sog. generalisierten Krifte

- 01
Q; = Z K o (2.18)
definiert haben.
Bemerkungen:
(i) Da die generalisierte Koordinate g; nicht unbedingt die Dimension einer Lange hat,

muss die generalisierte Kraft auch nicht unbedingt die Dimension einer Kraft haben.
Das Produkt @); dg; hat aber stets die Dimension Energie.

53



2 Lagrange-Mechanik

(ii) Wir betrachten den Speziallfall eines konservativen Systems. Es gilt

Dann lautet Gl. (2.18)

- 87} 8V .
Qi=-> ViV o= "o =1,...,8, (2.19)

=1

wobei wir die Kettenregel auf die Funktion V(7 (q1,...,qs,t),...,7n(q1, ..., qs,1))
angewendet haben. Man beachte, dass aufgrund des Zusammenhangs bei Er-
setzen der Teilchenkoordinaten durch die generalisierten Koordinaten die Funktion
V(q,.-.,qs,t) auch explizit von der Zeit abhdngen kann.

Wir betrachten jetzt den zweiten Term im d’Alembertschen Prinzip, ), @ - or;. Wir
berechnen zunéchst

dOF, o~ P D [0 . oF) _ OF
dt Og; — 0q,0q; o0tdg;  0g; — dq ot dq;
wobei wir im ersten Schritt die Kettenregel fiir die Funktion gg? (q1,---,qs,t), im zweiten
J

die Unabhéngigkeit der generalisierten Koordinaten und der generalisierten Geschwindig-
keiten, 0¢;/0q; = 0, und im dritten Gl. (2.14) ausgenutzt haben. Es folgt mit den Glgen.
(E.15), (16) und (Z.20)

Sopi-on = > mr - 0

N S
1d 0 -, 10 42)

= mi | =——=—7" —-=—7; | g

;; <2dt8qj 20q; /

S

d or 6T)

_ il I PR (2.21)

;(dt@qj 9g;)

_ =2
T=3 Zm 72 (2.22)
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2.2 Das d’Alembertsche Prinzip

benutzt haben. Setzen wir die Glgen. (2.17) und (2.21)) in Gl (2.12)) ein, so erhalten wir

das d’Alembertsche Prinzip ausgedriickt durch generalisierte Koordinaten:

S
dor or
jzl (Ea_q'j e Qj> 6g; =0 (2.23)

Spezialfille:

(i)

Systeme mit holonomen Zwangsbedingungen. In diesem Fall sind die gene-
ralisierten Koordinaten ¢; voneinander unabhéngig, d.h. auch ihre virtuellen Ver-
riickungen d¢; sind unabhéngig. Dann muss aber jeder einzelne Term in der

Summe in Gl (2.23) verschwinden,

doT oT

a9 9 5 4 g 2.24
1194 o Qj, j=1,...,8 (2.24)

Konservative Systeme. Mit Gl. (2.19) und der Tatsache, dass das Potential V'
nicht von den Geschwindigkeiten 7;, also auch nicht von den generalisierten Ge-
schwindigkeiten ¢;, abhidngen kann,

Q
<

_— = O y
04,
wird aus Gl (2.23))
Z - )—i(T V)| dg; =0. (2.25)
= dt 8qj 0q; J

Wir definieren die sog. Lagrange-Funktion

L(q17"'7qS7C}17"'Jq'Sut> ET(Q17"'7QS7q.17'"7QS7t) —V(Q1,...,C]S,t) ) (226>

als Differenz von kinetischer und potentieller Energie. Sie hingt von den ge-
neralisierten Koordinaten, den generalisierten Geschwindigkeiten und der Zeit ab.
Man beachte, dass die kinetische Energie zwar lediglich eine Funktion der
Teilchengeschwindigkeiten 75 ist, aber aufgrund von Gl. 1) nicht nur von den ge-
neralisierten Geschwindigkeiten, sondern auch von den generalisierten Koordinaten
und der Zeit abhiingen kann, wenn man die Ersetzung der Teilchenkoordinaten
durch die generalisierten Koordinaten vornimmt. Wie oben schon erwéhnt, hingt
die potentielle Energie lediglich von den generalisierten Koordinaten und der Zeit

ab. Mit der Lagrange-Funktion (2.26|) wird aus Gl. (2.25)

d oL 0L
3 (o ) =0 -

j=1
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2 Lagrange-Mechanik

(iii) Konservative Systeme mit holonomen Zwangsbedingungen. In diesem Fall
sind alle ¢; unabhéngig voneinander und Gl. (2.27)) kann nur erfiillt werden, wenn
jeder einzelne Term in der Summe verschwindet,

Sl =0, j=1,...,5. (2.28)

Dies sind die sog. Lagrange-Gleichungen zweiter Art.

Die Lagrange-Gleichungen sind die gesuchten Bewegungsgleichungen fiir die generalisier-
ten Koordinaten ¢;. Wir zeigen nun, dass es sich um Differentialgleichungen zweiter
Ordnung in den generalisierten Koordinaten ¢; handelt. Fiir die Losung von S Lagrange-
Gleichungen fiir die Koordinaten {qi, ..., ¢s} ist also die Kenntnis von 25 Anfangsbedin-
gungen erforderlich.

Wir schreiben zunichst die kinetische Energie mit Hilfe von GI. um,

-2

L N
T = §;miri
S N oF - - N SN 2
1 or; . 87‘1 or; . 1 or;
SEY DI OTES LR TR S ¢y
Jl=1i=1 J=1 i=1 =1
15 S
= §Zﬂjz4j4z+z&j6ij+a;
=1 j=1
wobei wir die Groflen
N
or; or;
Mjl(%;---a%';t) = Zmz_ )

aj(Qla"‘)q57t)

I
Q)‘ Q
S

(o))
@ 3

=1
( y = iyom (Z)
alq, . .. = =) m|— ] ,
qi1, ,4s, 9 - ot

definiert haben. Damit schreibt sich die Lagrange-Funktion ({2.26]) als
L=T-V=Ly+1L1+ Ly, (2.29)

mit

LS
ézlujl%cﬁa

L2 =
J,1=1
S
Ll = Z(dej,
j=1
Ly = a—V. (2.30)
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2.2 Das d’Alembertsche Prinzip

Definition: Eine Funktion f(z, ..., 2,,) heift homogen vom Grad n, falls
flaxy, ..., axy)=a" f(z1, ..., xm) Ya€eR.

Damit sind die in GI. definierten Funktionen L,, homogene Funktionen der genera-
lisierten Geschwindigkeiten ¢; vom Grad n. Folglich ist der in den Lagrange-Gleichungen
zweiter Art auftretende Term OL/0¢; hochstens vom Grad 1 in den generalisier-
ten Geschwindigkeiten. Die Zeitableitung dieses Terms sorgt dann dafiir, dass die ge-
neralisierten Beschleunigungen ¢; in den Lagrange-Gleichungen auftreten, diese also
Differentialgleichungen zweiter Ordnung in den generalisierten Koordinaten sind, q.e.d..

Forminvarianz der Lagrange-Gleichungen gegeniiber Punkttransformationen

Wir hatten oben erwédhnt, dass die generalisierten Koordinaten nicht eindeutig festleg-
bar sind und dass lediglich ihre Anzahl S eindeutig ist. Wir zeigen nun, dass eine sog.
Punkttransformation

(q1s -y qs) — (G1y -+, Gs) (2.31)

die Form der Lagrange-Gleichungen ([2.28)) nicht &ndert. Mit anderen Worten, die Be-
wegungsgleichungen fiir die generalisierten Koordinaten g; haben die gleiche Form wie
die fiir die generalisierten Koordinaten g;. Es ist damit gleichgiiltig, welche Wahl wir fiir
die generalisierten Koordinaten treffen, d.h. ob wir den Satz (¢, ..., gs) oder den Satz
(¢1, - - -, qs) wéhlen, die zu losenden Bewegungsgleichungen sind immer die Lagrange-
Gleichungen fiir die entsprechenden generalisierten Koordinaten.

Die Punkttransformation legt den funktionalen Zusammenhang zwischen den
neuen und alten generalisierten Koordinaten fest,

QJ = Qj(qla"'yc_ZSat)) jzl,...,S,
q = ql((jh...,q_s,t), 121,75 (232)

Sei

L(7, 4. t) = L@@, @7, 4. 1), 1) (2.33)
die Lagrange-Funktion fiir die Variablen ¢, die aus der urspriinglichen Lagrange-Funktion
L folgt, wenn man die alten generalisierten Koordinaten ¢ gemaf Gl. (2.32) durch die
neuen Koordinaten g; ersetzt. Wir zeigen nun, dass aus den Lagrange-Gleichungen fiir die
Variablen g,

d oL L
AOL 0Ly j-1.s,
dt0q  Oq
die Lagrange-Gleichungen fiir die Variablen g; folgen,
d oL 0L
T, A A= — y J = 17 . 7S
dt 0g;  0g;
Zunéchst folgt aus Gl. (2.32)
s .
. oq . . Og O Oq
_ 4t 2 T 2.34
B ;" "o Jg;  0g (231
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2 Lagrange-Mechanik

Hier wurde ausgenutzt, dass, weil ¢ nicht von ¢; abhingt, auch dg;/0t nicht von g;
abhéngen kann. Desweiteren gilt mit der Kettenregel:

(2.35)

d 8(]1 . . e L 4L 4 _Ya
= 0y, " Ot og;’

doa N~ Pa .o Pa 0 g . Oq) _ g
dt 9g; 4= 03,0q; " 0tdg; 0

wobei wir die Unabhéngigkeit von generalisierten Koordinaten und generalisierten Ge-
schwindigkeiten, 0¢,,/0q = 0, und die Kettenregel angewendet auf die Funktion ([2.32)
benutzt haben.

Wir berechnen nun mit Hilfe der Kettenregel fiir die Funktion L aus Gl.

S

EE 0L 8ql 8[/ 0ql)
0q; Z (aCIz 0q;  0q 0g; ( )

oL 5 9L 84
Loy

Fiir die Zeitableitung des zweiten Terms gilt dann unter Zuhilfenahme der Glgen. ([2.34))
und (2:35):

[/ d oL E)q’l+6L d 0q

\dtdq ) 9q; O¢ \dtdg;

(doLY ou oL (dog
| dt 8ql aqj 8(]1 dt 8%

_ —— ) 24 === 2.37
Z _(dt 8ql) 0q;  90q 0g; ( )

=1

d oL
dt 9g;

1M 10

w0
—

Ziehen wir Gl. (2.37)) von Gl. (2.36)) ab, so heben sich die zweiten Terme unter der Summe

jeweils gegeneinander weg und wir erhalten

=0

d oL 8i_§:(daL 8L) da
9g;

At og;  0g; S \dtdg  dg

also mit Hilfe der Lagrange-Gleichungen fiir die generalisierten Koordinaten ¢; gerade die
Lagrange-Gleichungen fiir die generalisierten Koordinaten ¢;, g.e.d..

2.2.3 Anwendungen der Lagrange-Gleichungen zweiter Art

In diesem Abschnitt wollen wir zwei Anwendungen der Lagrange-Gleichungen zweiter Art
studieren. Wir betrachten also ausschliellich konservative Systeme mit holonomen
Zwangsbedingungen.
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2.2 Das d’Alembertsche Prinzip

Allgemeines Losungsschema

Das allgemeine Losungsschema besteht aus fiinf Schritten:
(i) Zwangsbedingungen formulieren.

(ii) Generalisierte Koordinaten ¢ festlegen, Teilchenkoordinaten durch diese ausdriicken,

vgl. Gl (2.5).
(iii) Lagrange-Funktion L({,¢,t) = T(q,q,t) — V(¢ t) aufstellen.
(iv) Lagrange-Gleichungen ableiten und lsen.

(v) Auf Teilchenkoordinaten zuriicktransformieren, vgl. Gl. (2.5)).

Atwoodsche Fallmaschine

Die Atwoodsche Fallmaschine hatten wir schon in Abb. kennengelernt. Sie hat sechs
Freiheitsgrade, z.B. die kartesischen Komponenten der Ortsvektoren 77, 75 der beiden
Massen m; und ms.

(i) Da die Fadenldnge konstant bleibt und auch das iiber das Rad verlaufende Stiick
stets dieselbe Lange besitzt, lauten die (holonom-skleronomen) Zwangsbedingungen:

T +axo=l=const., y1=yYs=2=2=0. (2.38)
Wir haben damit ein System von S = 6 — 5 = 1 unabhéngigen Variablen.
(ii) Als (einzige) generalisierte Koordinate wéhlen wir
T1=q.
Aus der Zwangsbedingung folgt dann zo = ¢ — q.

(iii) Die kinetische Energie lautet mit @7 = ¢, 2 = —¢:

. . 1 .
Tzi(mle—i-mgxg) :§(m1+m2)q2.

Die potentielle Energie ist
Vi=-migrs —magas=—glmiqg+ma(l—q)=—g(mi—ma)qg—gmal.

Damit ist die Lagrange-Funktion

1 )
L:§(m1+m2)q2—|—g(m1—mg)q—i—gmgﬁ.

Der letzte Term ist konstant und kann weggelassen werden, da in den Lagrange-
Gleichungen lediglich Ableitungen von L auftreten.
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2 Lagrange-Mechanik

(iv) Es gibt eine einzige Lagrange-Gleichung fiir die generalisierte Koordinate ¢q. Wir

berechnen
d 0L d . .
Ea—q = E[(m1+m2)Q] = (my1+ma)q,
oL

= g(my—my).

dq
Die Lagrange-Gleichung (12.28)) lautet

j="1"m2 (2.39)

my + me
Dies ist die Bewegungsgleichung fiir den freien Fall mit Beschleunigung

my — Mo <
mi + mo g 9

Die Losung dieser Bewegungsgleichung ist aus dem ersten Teil der Vorlesung wohl-

bekannt. Die Atwoodsche Fallmaschine simuliert also den freien Fall einer Masse

mit verringerter Beschleunigung.

(v) Wegen 21 = q, xo = £ — q ist die Riicktransformation auf physikalische Koordinaten
trivial.

Bemerkung: Uber die Newtonschen Bewegungsgleichungen

lassen sich nun die Zwangskrifte Z; bestimmen. (Wir haben hier beriicksichtigt, dass
Z; in (—x)—Richtung zeigt.)
Subtrahieren wir die beiden Bewegungsgleichungen fiir ¢ = 1,2, so erhalten wir mit
T1 = —9
mlil —mgli'g = (m1+m2)q: (m1 —mg)g—Zl+ZQ .
Aus der Bewegungsgleichung folgt daraus sofort Z; = Z, = Z, wie wir schon vorher

intuitiv mittels der Bedingung, dass der Faden nicht reissen soll, argumentiert hatten.
Addieren wir die beiden Bewegungsgleichungen, so folgt mit Gl. (2.39))

2
. . . (my—m
m1x1+m2x25(m1—mz)q=Mgz(mﬁrma)g—?l
my + Mo
bzw. ) )
Z:g(m1+m2) — (my —my) ZQQM- (2.40)
2 my + mo my + ms
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r

wt

X

Abbildung 2.8: Gleitende Perle auf gleichférmig rotierendem Draht.

Gleitende Perle auf gleichférmig rotierendem Draht

Wir betrachten eine gleitende Perle der Masse m auf einem mit konstanter Winkelge-
schwindigkeit w in der (z,y)—Ebene rotierenden Draht, s. Abb. . Das System hat drei
Freiheitsgrade, z.B. die kartesischen Komponenten des Ortsvektors 7 der Perle.

(i)

(iii)

Es gibt zwei Zwangsbedingungen, von denen eine holonom-rheonom ist:
z2=0, y=uxtan(wt) . (2.41)
Damit hat das System S = 3 — 2 = 1 unabhéngigen Freiheitsgrad.

Als generalisierte Koordinate kann man z.B. den Abstand der Perle vom Ursprung
wéhlen,

r=q.

Damit lauten die Transformationsformeln ([2.5]
x=gqcos(wt), y=gqgsin(wt), z=0.

Der Ausdruck fiir y folgt entweder aus trigonometrischen Uberlegungen oder aus
dem Ausdruck fiir  unter Anwendung der Zwangsbedingung (2.41)). Fiir die karte-
sischen Komponenten der Geschwindigkeiten ergibt sich

& = q cos(wt) — qw sin(wt) , ¥ = ¢ sin(wt) + qw cos(wt), 2=0.
Die kinetische Energie ist

T = —m(a*+75°+3?)

N =N =

m [¢* cos®(wt) — 2§ quw cos(wt) sin(wt) + ¢° w” sin®(wt)
+ ¢* sin*(wt) 4+ 2 ¢ qw cos(wt) sin(wt) + ¢° w? cos*(wt)]
1

= §m(42+q2w2)-

Die potentielle Energie verschwindet, V' = 0, deshalb ist L =T
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2 Lagrange-Mechanik

(iv) Wir berechnen
d oL . 0L )

Ea_q:mq’ a—qzmw q,
also ergibt sich aus der Lagrange-Gleichung die Bewegungsgleichung
§—w’q=0
fiir die generalisierte Koordinate ¢. Sie hat die allgemeine Losung
qit)=Ae" + Be ™ §(t)=Awe” — Bwe ™.
Mit der Anfangsbedingung
q(0) =79 >0, ¢(0)=0,
bestimmen wir die Konstanten A, B zu

A+B=ry, A—-B=0 — A:B:%".

d.h.
q(t) = % (e”t + €_°"t) =1 cosh(wt) , ¢(t) = wre sinh(wt) .

(v) Die kartesischen Komponenten des Ortsvektors der Perle sind

x = 1o cosh(wt) cos(wt) , y =ry cosh(wt) sin(wt), z=0.

Die Perle bewegt sich mit wachsender radialer Beschleunigung
= w’rg cosh(wt) = w?q(t) >0

nach auflen. Offenbar nimmt dabei auch die Gesamtenergie der Perle

2 2

= 3 mw?rg [14 2 sinh®(wt)]

1 1
E = T=-m({+¢w’) == m[wr] sinh®(wt) + w’ rg cosh®(wt)]
1

mit der Zeit stindig zu. Dies ist moglich, da Rotationsenergie aus der Drehbewegung des
Drahtes in kinetische Energie der Perle iibertragen wird. Dann muss allerdings an der
Perle Arbeit verrichtet worden sein, d.h. es muss eine Kraft auf die Perle wirken, die fiir
den Zuwachs an Energie sorgt.

Die auf die Perle wirkende Kraft ist die radial nach auflen gerichtete Zentrifugalkraft
K und eine Zwangskraft 7 , die senkrecht zu K steht und dafiir sorgt, dass sich die Perle
auf dem Draht entlangbewegt, vgl. Abb. [2.9]

Man beachte, dass die tatsichliche Verriickung di” = 7(t + dt) — 7(¢) nicht in dieselbe
Richtung zeigt wie die virtuelle Verriickung 7. Erstere geschieht ndmlich im infinitesima-
len, aber nichtverschwindenden Zeitintervall d¢, wahrend dessen sich der Draht um wdt
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2.2 Das d’Alembertsche Prinzip

odt

Abbildung 2.9: Auf die gleitende Perle wirkende Krifte und infinitesimale tatséchliche
und virtuelle Verriickungen.

weitergedreht hat, wihrend letztere instantan und (im Einklang mit den Zwangsbedin-
gungen) entlang des Drahtes geschieht. Die Zwangskraft leistet damit tatséchliche Arbeit
an der Perle,

AWy, = -7 -dF <0,
aber eben keine virtuelle Arbeit, da Z und 67 senkrecht aufeinander stehen,
Wy =—2-6F=0.

Das Prinzip der virtuellen Arbeit ist damit erfiillt.

2.2.4 Generalisierter Impuls und zyklische Koordinaten

Definition: Der zur generalisierten Koordinate ¢; gehorende generalisierte Impuls
p; ist definiert als partielle Ableitung der Lagrange-Funktion nach der generalisierten
Geschwindigkeit ¢;,

= 2.42
Definition: Eine generalisierte Koordinate g; heifit zyklische Koordinate, falls

oL

— =0. 2.43

- (243

Korollar: Die zu zyklischen Koordinaten ¢; gehérenden generalisierten Impulse p; sind
Erhaltungsgrofien.

Beweis: Die Lagrange-Gleichung fiir eine zyklische Koordinate ¢; lautet

d oL 0L doL d b aed
= = — —— = —D; = j — const.
dt aq] 8q] dt 8q] dt bi bi =
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Damit ist die Bewegungsgleichung fiir eine zyklische Koordinate nicht nur in besonders
eleganter Weise gelost, sie ist auflerdem identisch mit einem Erhaltungssatz fiir den aus
der Lagrange-Funktion einfach zu berechnenden generalisierten Impuls.

Beispiel: Kepler-Problem. Dieses Problem ist aus der Vorlesung “Theoretische Physik
I: Mathematische Methoden” wohlbekannt. Die sich im Zentralpotential

vy = -1mM (2.44)

r

der Masse M bewegende Masse m hat drei Freiheitsgrade, z.B. die kartesischen Kompo-
nenten ihres Ortsvektors 77 = (z,y, z). Wir folgen wieder dem allgemeinen Losungsschema
aus Abschnitt 2.2.3

(i) Es gibt keine Zwangsbedingung. Diese Tatsche kann allerdings auch als (triviale)
holonom-skleronome Zwangsbedingung interpretiert werden.

(ii) Als generalisierte Koordinaten wéhlen wir zweckméfigerweise Kugelkoordinaten,

r=q, V=¢q, ¢=q.

Der Ubersicht halber behalten wir die urspriingliche Notation 7,19, ¢ bei. Die Trans-
formationsformeln sind einfach die wohlbekannten Formeln fiir die Umrechnung von
kartesischen Koordinaten in Kugelkoordinaten.

(iii) Die kinetische Energie ist (vgl. Gl. (1.178) im Skript zur Vorlesung “Theoretische
Physik I: Mathematische Methoden”)
1

) 1 .
T:§m7ﬂ:§m<¢’2+7’2192+7’2 sinzﬁgbz) )

Mit der potentiellen Energie (2.44)) lautet die Lagrange-Funktion

1 .
Lzﬁm(f2+7‘2192+7“2 sin219<p2) +

ym M

(2.45)

Ganz offensichtlich ist ¢ eine zyklische Variable: die Lagrange-Funktion héngt zwar
von ¢ ab, nicht aber von ¢ selbst, dL/dp = 0.

Der zugehorige generalisierte Impuls ist

oL
23.5.2017 Po =55 = mr? sin® ) ¢ = const. (2.46)

Dies ist identisch mit der z—Komponente des Bahndrehimpulses,
L. = m(Fx7),
= m [r cos p sin (7’" sin o sind 4 r ¢ cos sind + rJ sinp cosﬁ)
— 7 sin ¢ sin ¥ (7" cos p sin® — r ¢ sin ¢ sind + 9 cos ¢ Cosﬁﬂ

= mr? sin219gbzp¢,.
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2.2 Das d’Alembertsche Prinzip
Da aber die z—Komponente aufgrund der Symmetrie des Problems durch nichts
ausgezeichnet ist, muss sogar der gesamte Drehimpuls erhalten sein,
L =m7 x 7= const. .

Zweckméfigerweise wahlt man das Koordinatensystem so, dass L=1L,¢ = Dy €.
Mit einer dhnlichen Rechnung wie fiir L, findet man

L, = m(Fxi)y=—mr? (ﬁsingp—l—gbcosgpsinﬂcosﬁ),
L, = m(Fx7),=mr’ (ﬁcosgp—gbsincpsinﬁcosﬁ).

Diese Komponenten des Bahndrehimpulses sollen aufgrund der Wahl des Koordi-
natensystems verschwinden, was durch geeignete Linearkombination auf folgende
Bedingungen fiir den Winkel 9 fiihrt:

L, . L :
0 = — 5 sing + y2 cosp =19 = v = const.,
mr mr
L, L, . .
0 = 5 Cosp + y2 sinyp = —¢ sind cosv .
mr mr

Diese Gleichungen werden im Definitionsbereich von ¢ durch ¥ = 0, 7/2, 7 erfiillt.
Der erste und letzte Wert ist aber auszuschlieen, da ansonsten p, = L, = ]E| =0
wére. Also muss stets ¥ = 7/2 sein, was bedeutet, dass die Bewegung ausschlieflich
in der (z,y)—Ebene stattfindet. Wir wissen aus der Vorlesung “Theoretische Physik
[: Mathematische Methoden”, dass dies eine Konsequenz der Drehimpulserhaltung
ist.

Die Lagrange-Gleichung fiir die generalisierte Koordinate ¢ ist trivial durch GI.
(2.46) gelost und die fiir ¢ brauchen wir aufgrund der Drehimpulserhaltung nicht
zu losen, da stets ¥ = /2 gilt. Die Lagrange-Gleichung fiir die verbleibende gene-
ralisierte Koordinate r lautet

d 0L 0L ; 9 .9 . 9 ymM
0 = aﬁ—gzmr—mr(ﬁ + p° sin 19)+T,
2
= mr — Pe +7mM7
mr3 72
dU
= P+ — 2.47
mi+ (2.47)

wobei wir im vorletzten Schritt ¢ = 7/2 ausgenutzt und GI. benutzt haben,
um ¢ durch p, auszudriicken. Im letzten Schritt haben wir schlieflich noch das
effektive Potential )

P ym M
2mr? r
fiir die Radialbewegung eingefiihrt. Die Losung der Bewegungsgleichung ist
aus der Vorlesung “Theoretische Physik I: Mathematische Methoden” wohlbekannt.

U(r)

Eine Riicktransformation auf kartesische Koordinaten ist nicht nétig.
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2.2.5 Nicht-holonome Systeme: Die Lagrange-Gleichungen erster Art

Fiir nicht-holonome Systeme liegen die p Zwangsbedingungen nicht in einer Form vor,
die es erlaubt, die Zahl der Freiheitsgrade von 3N um p auf S = 3N — p unabhingige
Freiheitsgrade zu reduzieren. Man kann zwar nach wie vor generalisierte Koordinaten
q; einfiihren, die sich u.U. von den Teilchenkoordinaten unterscheiden, aber sie sind nicht
mehr unabhéngig voneinander (und damit im strengen Sinne der Definition keine gene-
ralisierten Koordinaten). Im Prinzip ist die Diskussion aus Abschnitt bis GI.
nach wie vor giiltig, aber da die dg; nicht unabhéngig voneinander sind, kann man keinen
Satz von Bewegungsgleichungen dhnlich GI. fir die ¢; ableiten.

Falls die Zwangsbedingungen jedoch in differentieller (und i.a. nicht-integrabler) Form
vorliegen, so gibt es ein Losungsverfahren, die Methode der Lagrange-Multiplikato-
ren.

Wir betrachten ein System mit p’ Zwangsbedingungen, von denen p < p’ in der Form

Zgym(xl,...,ng,t) Az, + gue(xy, .. o3y, t)dt =0, v=1,...,p, (2.48)

vorliegen. Ferner gebe es p’ — p holonome Zwangsbedingungen,
Gy(r1,... 237, ) =0, v=p+1,....p . (2.49)
Das allgemeine Losungsschema lautet wie folgt:

(i) Nutze die p’ —p holonomen Zwangsbedingungen, um die Zahl der Freiheitsgrade von
3N auf S = 3N — (p' —p) zu reduzieren. Man wihlt dann S Koordinaten ¢y, ..., gs,
die aber im strengen Sinne keine generalisierten Koordinaten sind, da sie nicht un-
abhéngig voneinander sind, sondern iiber die p nicht-holonomen Zwangsbedingungen
miteinander verkniipft sind. Dennoch bezeichnen wir sie im folgenden weiterhin als
generalisierte Koordinaten. Die Transformationsformeln lauten wie GL. (2.5)).

(ii) Schreibe die p nicht-holonomen Zwangsbedingungen (12.48)) mit Hilfe der Transfor-
mationsformeln auf generalisierte Koordinaten um. Dabei geht man wie folgt vor:
mittels Gl. (2.13)) fiir die totalen Differentiale der Teilchenkoordinaten lassen sich
die dz,, in GI. - ) durch die dg; ausdriicken,

3N

0 = Z Jum A, + gy dt
3N S
oz, me
= m —dg; dt e dt
S 3N a
= Z gum dq] Z ng + Gut dt

ayjdg; + b, dt, v=1,...,p, (2.50)
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(iv)

2.2 Das d’Alembertsche Prinzip

wobei wir die Koeffizienten a,,; und b,, eingefiihrt haben. Fiir virtuelle Verriickun-
gen lauten diese Zwangsbedingungen

S
0=> aydg, v=1...p. (2.51)
j=1

Wir definieren p sog. Lagrange-Multiplikatoren )\,, v = 1,...,p. Diese sind un-
abhingig von den generalisierten Koordinaten ¢y, . . ., ¢g, konnen aber von der Zeit
t abhéingen. Wir multiplizieren jede der p Gleichungen mit dem entsprechen-
den A\, und summieren,

P S S

p
0= Z )\V Qy 5 (qu = Z (Z )\u CL,,j) 5(]] . (252)
v=1 1 1 =1

J= J=

Fiir konservative Systeme hatten wir in Abschnitt das d’Alembertsche Prin-
zip in der Form (2.27) abgeleitet. (Dies gilt, selbst wenn die ¢; nicht unabhéngig
voneinander sind.) Wir subtrahieren Gl. (2.27)) von Gl. (2.52)) und erhalten

S p
oL d oL
_ _ 4 E : . . 2.
0=2 (aqj at og; " 2™ “'”) %% (25

Von den S Koordinaten ¢y, ...,qs sind im Prinzip S — p = 3N — p’ unabhingig,
withrend p Koordinaten den nicht-holonomen Zwangsbedingungen (2.50]) unterliegen

und daher abhéngig sind. O.B.d.A. seien
qQi, ---, ¢s—p  unabhingig,
qs—p+1s ---, ¢s  abhingig .

Wir wahlen die p Lagrange-Multiplikatoren nun so, dass

oL d oL &
gL _ 49 Na,, =0, j=8-— 1,...,S. 2.54
5 dtaqj+§ yj J p+ (2.54)

Dies sind p Gleichungen fiir p Unbekannte \,, das Gleichungssystem ([2.54]) ist also
eindeutig 16sbar. Mit Gl. (2.54) verschwinden nun aber die Terme in der Summe
tiber j in Gl ({2.53)), die zu den abh#ngigen Koordinaten gs_,11, ..., ¢s gehoren.

Gleichung ([2.53)) wird zu

S—p p
oL d oL
= - — = § , . 2.
0 <8qj dt 0q; i - & a,,]> %% (2:55)

Die in dieser Gleichung noch auftretenden ¢; sind aber unabhéngige Koordinaten,
also muss jeder einzelne Term in der Summe verschwinden. Zusammen mit GI.
(2.54) erhalten wir die Lagrange-Gleichungen erster Art,

__——:ZAVCLV]7 jIl,,S (256)
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Dies sind S Gleichungen fiir S + p Unbekannte, die generalisierten Koordinaten
¢, ---,qs und die Lagrange-Multiplikatoren Aq,...,\,. Um das Gleichungssystem
eindeutig zu losen, bendtigen wir noch p weitere Bestimmungsgleichungen. Dies sind

die Zwangsbedingungen (12.50]), die wir in der Form

S
0=> ayg+by, v=1...,p, (2.57)

=1
schreiben.

Worin besteht die physikalische Bedeutung der Lagrange-Multiplikatoren? Benutzen
wir L =T — V, so kann man Gl. (2.56) als

d oT oT dov oV &
A T A T Ao AT Ay Qyj
dt Gq] 8% dt aqj 8(]] ; J
P
= Qj +Z)\1/auj
v=1
= Q;+3,

wobel wir 0V/d¢; = 0 und Gl. (2.19) fiir generalisierte Kréfte in konservativen Systemen
benutzt, sowie die generalisierte Zwangskraft

p
3= May (2.58)
v=1

definiert haben. Diese Definition erlaubt, Gl. (2.52) als das Prinzip der virtuellen
Arbeit fiir generalisierte Zwangskrifte anzusehen:

p S
0=>" (Z Ay auj) dq; =y 3045 . (2.59)
=1

s
j=1 j=1
vgl. Gl. (2.11)) fiir dieses Prinzip, ausgedriickt in gewohnlichen Teilchenkoordinaten.
26.5.2017
2.2.6 Anwendungen der Lagrange-Gleichungen erster Art

Es besteht prinzipiell kein Problem, die Methode der Lagrange-Multiplikatoren auch
auf Systeme mit holonomen Zwangsbedingungen anzuwenden. Man kann nédmlich jede
holonome Zwangsbedingung (2.49)) auch in differentieller Form schreiben,

GV<I1,...,$3N,t) = Gl/('rl(q17"'7QS7t)7"‘7$3N(q17'"JQS7t)7t)EGV(q17"'7QS7t>:O
S S
0G, G,
dG, = —dg; + ——dt = vidg; +b,,dt =0.
— dG 2. 94, qj + 5 jzla] q; + b 0

Dies ist Gl. (2.50]), wobei die Koeffizienten a,;, b,; jetzt explizit durch die partiellen Ab-
leitungen der Funktion G,(q, ..., qs,t) gegeben sind.
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2.2 Das d’Alembertsche Prinzip

Dieses Verfahren hat gewisse Vorteile: (a) man muss die abhéngigen Koordinaten nicht
explizit mit Hilfe der Zwangsbedingungen eliminieren und (b) die Zwangskréfte erschei-
nen explizit in Form von GI. . Der Nachteil ist, dass man anstelle von 3N — p
Gleichungen fiir 3N — p unabhéngige Variable nun S + p = 3N — p’ 4+ 2p Gleichungen
fiir S voneinander abhéngige Variable und p Lagrange-Multiplikatoren l6sen muss. Im
folgenden verdeutlichen wir dies anhand von zwei Beispielen.

Atwoodsche Fallmaschine

Die Atwoodsche Fallmaschine ist eigentlich ein holonomes System. Wir schreiben das
Problem aber so um, dass es mit der Methode der Lagrange-Multiplikatoren lésbar ist.
Dies liefert dann automatisch einen Ausdruck fiir die Zwangskraft. Die nachfolgenden
Schritte folgen der Numerierung des vorangegangenen Abschnitts.

(i)

(iii)

Zunéchst folgern wir aus Gl. (2.38)), dass es p’ = 5 Zwangsbedingungen gibt. Wir
fassen

N=Y=2=2=0
als p’—p = 4 holonome Zwangsbedingungen auf, wihrend wir das totale Differential

von 1 + w9 = ¢ = const.,
d[El + dl’g =0 s (260)

als die verbleibende (p = 1) Zwangsbedingung in differentieller Form annehmen.
Die Zahl der generalisierten Koordinaten ¢; betrdgt nach Ausnutzen der holonomen
Zwangsbedingungen S = 6 — 4 = 2. Wir wéhlen z.B.

ri=q1, T2=4¢q2.

Die Zwangsbedingung ([2.60)) in differentieller Form erlaubt durch Vergleich mit der
allgemeinen Gl. (2.50)), die Koeffizienten a,; und b,; zu identifizieren (da wir lediglich
eine differentielle Zwangsbedingung haben, ist der Index v iiberfliissig):

alzagzl, bt:O

Da wir nur eine Zwangsbedingung in differentieller Form haben, wird lediglich ein
Lagrange-Multiplikator A bendtigt. Die generalisierten Zwangskréfte lauten
daher

JI=dAa1=), J=Az=)2=3=3.

Die beiden generalisierten Zwangskréfte sind identisch. Dies war nach der vorange-
gangenen Diskussion der Atwoodschen Fallmaschine auch nicht anders zu erwarten.

Die Lagrange-Funktion des Systems lautet

1 o 1 :
L= imqu+§qu§+g(m1ql +ma q2) .
Daraus folgen die Lagrange-Gleichungen erster Art,
d OL 0L
a9 g B TITT A ST
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Diese beiden Bewegungsgleichungen sind zusammen mit der Zwangsbedingung

G1+¢ =0,
vgl. Gl. (2.57)), zu lésen.
Subtrahieren wir die beiden Bewegungsgleichungen und benutzen §; = —do, so folgt
.. .. .. .. .. my — Ma
M1y —maGo = (M1 +ma)di = g(mi —my) <= G=—hp=—"4g,
mi + Mo

also das schon vorher erhaltene Resultat (2.39)).

Addieren wir die Bewegungsgleichungen, so folgt

mi G +maGo — glmy +ma) = (M1 —ma)G — g(my +my)
(ml—m2)2
= ~—— = g—qg(mi+my) =2\
s g(my + my)
Vo g(ml—m2)2—(m1+m2)2:_29 mims
2 mi + me mi + me

Dies ist bis auf das Vorzeichen (welches sich aus der Richtung der Zwangskraft
erklart) identisch mit dem vormals erhaltenen Ausdruck (2.40)) fiir die Zwangskraft,

A=3=—7.

Rollen eines Rades auf rauher Flache
Dieses Beispiel kennen wir schon aus Abb. 2.4]

(i) Als generalisierte Koordinaten nehmen wir die kartesischen Komponenten (z,y) des
Auflagepunktes des Rades sowie die beiden Winkel ¢, 1:

T=q, Y=q@, v=4q, V=10q.
(ii) Es gibt p = 2 Zwangsbedingungen in differentieller Form, vgl. Gl. (2.4)),
dg1 — Rcosqudqs = 0,
dga — R singsdgs = 0,
aus denen durch Vergleich mit Gl. (2.50]) die Koeffizienten a,;, b,; abgelesen werden
konnen,
an =1, a2=0, a3=—-Rcosq, anu=0, by =0,
0,2120, CLQQZ]_, a23:—Rsinq4, 0,2420, bgt:O.
(iii) Wir benotigen zwei Lagrange-Multiplikatoren, \;, A2, aus denen sich die generali-

sierten Zwangskrifte geméf Gl. (2.58|) berechnen,

31 = Aan+ Aan = A,

32 = Mapp+Aan =X\,

33 = Maiz+Aaz=—A Rcosqs— A Rsingy,
30 = Mayg+Xay=0.
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2.2 Das d’Alembertsche Prinzip

(iv) Da sich das Rad stets in der (z,y)—Ebene bewegt, kann die potentielle Energie
gleich null gesetzt werden, V' = 0. Die kinetische Energie hat zwei Anteile, fiir die
Translationslationsbewegung und die Rotationsbewegung. Letztere ist unabhéngig
vom Koordinatensystem, also konnen wir sie im Hauptachsensystem angeben, vgl.
Gl . Der Drehvektor hat zwei Komponenten, eine, die in Richtung der Rad-
nabe zeigt, und eine, wenn das Rad eine “Kurve” fahrt. Hierbei dreht das Rad um
eine Achse, die vom Auflagepunkt (z,y) durch den Radmittelpunkt geht. Da das
Rad ein symmetrischer Kreisel ist, handelt es sich bei der Radnabe um die Figuren-
achse, also eine der drei Hauptachsen, und bei der zweiten genannten Achse um eine
der beiden anderen Hauptachsen. Die Winkelgeschwindigkeit fiir Drehungen um die
Radnabe ist ¢ und die fiir eine “Kurve” ist 9, vgl. Abb. . Insgesamt erhalten wir
also fiir die Lagrange-Funktion

L = T=Tr+Ty

1 1 .
— —M(¢2+92)+§J1¢2+§J2192
o e 11

= M@ +@)+ 50"+ 5kt

— N =

[\

wobei M die Masse des Rades, J; das Haupttriagheitsmoment fiir eine Drehung um
die Figurenachse und .J; dasjenige fiir eine Drehung um die Hauptachse ist, die vom
Auflagepunkt durch den Radmittelpunkt geht.

Die Lagrange-Gleichungen erster Art lauten

d 0L 0L

W oq o - =M

d oL L

Wi o~ VB

%g_q[;_g_é; = Jigs=—- M Rcosqs— A Rsingy,
%%_% =0, (2.61)

Zusammen mit den Zwangsbedingungen in der Form

@1 —Rcosqsgs = 0,
o —Rsingsqgs = 0, (2.62)

sind dies sechs Gleichungen fiir sechs Unbekannte, die generalisierten Koordinaten
qi,--.,qs und die beiden Lagrange-Multiplikatoren Ay, As.

Aus der letzten Gl. (2.61]) folgern wir sofort, dass
Gy = wy = const. = qu =1 = wyt + g . (2.63)

Dies entspricht dem Durchfahren einer Kurve mit konstanter Winkelgeschwindigkeit
wy. Fiir wy = 0 fiahrt das Rad geradeaus.
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Differenzieren wir die Zwangsbedingungen ([2.62)) nach der Zeit, so erhalten wir

Gi = Rgzcosqy— Rq3qasingy ,
Go = Rgssings + Rqg3qs cosqy .

Damit und mit der Losung (2.63|) lauten die ersten beiden Bewegungsgleichungen
(2.61))

A = M R[G5 cos(wgt + Vo) — G3 wy sin(wyt + Jo)]
/\2 = MR [Q3 sin(wlgt + 190) + Q3 Wy COS(wlgt + 190)] .

Eingesetzt in die dritte Bewegungsgleichung (2.61)) ergibt sich

JiGs = —M R? cos(wgt + ) [G3 cos(wgt +Pg) — 3wy sin(wgt + Jo)]
—M R? sin(wgt + 09 [G3 sin(wgt + Do) + 3wy cos(wyt + Vo)
= —M R2 q‘3 )

also
(H+MR)j3=0 = j3=0 = {G3=w,=const. = @=¢= Wyt -
Damit sind die Zwangskréfte vollstandig bestimmt,

31 = M =-—-MRuw,wy sin(wyt + ) ,

32 = X=M Rw,wy cos(wygt + V) ,

33 = —A1 R cos(wyt+ Jg) — Ag R sin(wyt +99) = J1G3 =0,
3 = 0.

Diese Zwangskrifte sorgen dafiir, dass das Rad senkrecht auf der (z,y)—Ebene rollt.
Fahrt das Rad geradeaus, wy = 0, so verschwinden sie.

Es bleibt, die Gleichungen fiir ¢;, g zu losen. Sie lauten mit den bislang gewonnenen
Resultaten

Mg = M =—-MRuw,wy sin(wgt +vy) ,
Mg, = d=MRw,wy cos(wyt + ) .

Dies 148t sich sofort integrieren,

¢ = Ruw, cos(wyt + o) + oy
G2 = Ruw, sin(wyt + Jy) + coy , (2.64)

wobei ¢, coy Integrationskonstanten sind. Die Abrollbedingung des Rades,

RC%EU:\/U:%‘*‘UEE \/Cﬁ‘f’qg,

ist aber am einfachsten mit der Wahl ¢, = ¢oy, = 0 zu erfiillen, weshalb wir diese
Konstanten im folgenden weglassen.



2.3 Das Hamiltonsche Prinzip

Im Fall, dass das Rad geradeaus lauft, wy = 0, vereinfachen sich die Glgen. (|2.64))
zZu

¢ = Ruw, cosdy = vy, = const.

G2 = Ruw, sinty = vy, = const.

mit der Losung
1 =T =Vt +To, 2=y =Voyt+ Yo,

mit zwei weiteren Integrationskonstanten z,yo. Das Rad lauft mit konstanter Ge-
schwindigkeit vy geradeaus.

Im Fall, dass das Rad eine Kurve fahrt, wy # 0, liefert eine weitere Integration der

Clgen. (2:69)

w
g=r = R-2 sin(wgt + 1Y)+ 20,
Wy

w
p=y = —R=2 cos(wyt + Jo) + yo -
Wy
Vom Aufpunkt (z¢,yo) beschreibt diese Losung eine “Kurve” in Form eines Segmen-
tes eines Kreises mit Radius R w,/wy. Die Kurve wird mit der Winkelgeschwindigkeit
wy durchlaufen.

2.3 Das Hamiltonsche Prinzip

Es gibt in der Analytischen Mechanik zwei Arten von Variationsprinzipien. Wir ken-
nen bereits das d’Alembertsche Prinzip. Es handelt sich hierbei um ein Differen-
tialprinzip. Dabei wird der momentane Zustand des Systems verglichen mit einem
Zustand, der sich aus diesem durch Variation der Koordinaten unter Beriicksichtigung
der Zwangsbedingungen, also der virtuellen Verriickungen, ergibt. Daraus resultieren
dann die Bewegungsgleichungen in Form der Lagrange-Gleichungen erster bzw. zweiter
Art.

In diesem Kapitel lernen wir ein weiteres Variationsprinzip kennen, das Hamilton-
sche Prinzip. Es handelt sich hierbei um ein Integralprinzip. Dabei wird die gesamte
Trajektorie eines Systems im Konfigurationsraum zwischen zwei festen Zeiten ¢, und ¢,
verglichen mit einer anderen Trajektorie, die sich aus der urspriinglichen durch virtuelle
Verriickungen der Koordinaten zu allen Zeiten ¢, t, < t < t., ergibt. Auch hieraus lassen
sich Bewegungsgleichungen ableiten, die identisch mit den Lagrange-Gleichungen sind.
Das Hamiltonsche Prinzip ist damit dquivalent zum d’Alembertschen Prinzip. Dennoch
ist es lehrreich, sich mit diesem Prinzip auseinanderzusetzen, denn es bildet einen direk-
ten Zugang zur Quantenmechanik, wenn man diese mit Hilfe des Feynmanschen
Pfadintegralformalismus formuliert.

2.3.1 Das Wirkungsfunktional

Wir betrachten den S—dimensionalen Konfigurationsraum K, der durch die genera-
lisierten Koordinaten gy, ..., qs aufgespannt wird. Jeder Punkt im Konfigurationsraum

73



2 Lagrange-Mechanik

beschreibt einen moglichen Zustand des Gesamtsystems. Der Konfigurationsvektor
q(t) = (q1(t), ..., qs(t)) beschreibt den Zustand des Systems zum Zeitpunkt t. Das System
folgt im Laufe der Zeit einer Trajektorie im Konfigurationsraum, der sog. Konfigurati-
onsbahn,

K={qt) ek, t,<t<t},
die bei der Zeit t, beginnt und bei ¢, endet, vgl. Abb. [2.10|
13
K

) \Gw
1

q(t)

1
Abbildung 2.10: Konfigurationsbahn im Konfigurationsraum.

Wir betrachten zunéchst holonome, konservative Systeme. Dann existiert eine La-
grange-Funktion L(q,7,t). Wir berechnen L auf der Konfigurationsbahn £, d.h.
fiir alle Konfigurationsvektoren ¢(t) € IC,

L@®), ), ) = L(t), t.<t<t,.

Damit wird eine Abbildung ¢ — L(t) definiert, die jedem Zeitpunkt ¢ auf der Konfigu-
rationsbahn eine Zahl f/(t), namlich gerade den Wert der Lagrange-Funktion zu diesem
Zeitpunkt, zuordnet. Diese Abbildung definiert die Funktion L(t), die damit nur noch eine
Funktion der Zeit ¢ ist.

Definition: Das sog. Wirkungsfunktional, oder kurz die Wirkung ist gegeben durch

S[g(t)] = /t "t L) = /t "t L. .8 (2.65)

Jeder moglichen Konfigurationsbahn K = {q(t) € K, t, <t < t.}, die aus dem gesamten
Funktionsverlauf des Konfigurationsvektors ¢(t) zwischen Anfangs- und Endzeitpunkt
to, bzw. t. besteht, wird auf diese Weise eine einzige Zahl S[q(t)] zugeordnet. Der Wert
dieser Zahl hiangt von Anfangs- und Endzeitpunkt ¢, bzw. t. und der vom System zwi-
schen diesen Zeiten durchlaufenen Konfigurationsbahn K ab. Eine solche Zuordnung von
Funktionen zu Zahlen bezeichnet man als Funktional.

Die Dimension der Wirkung S bezeichnet man iiblicherweise auch mit Wirkung. Sie
ist das Produkt von Energie und Zeit, [S] = [L][t] = [T][t] = Js.
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2.3 Das Hamiltonsche Prinzip

2.3.2 Das Hamiltonsche Prinzip

Wir fithren nun fiir jeden Punkt ¢(¢) auf der Konfigurationsbahn eine virtuelle Ver-
riickung 0¢(t) durch. Dadurch erhalten wir eine neue, “variierte” Konfigurationsbahn

K'={qt)+0qt) e K, t, <t <t.}.
Definition: Die sog. Konkurrenzschar
M = {IC €K, J(ta) = q_;m (T(te> :(76} )
ist die Menge aller Konfigurationsbahnen K mit folgenden Eigenschaften:
(i) Die Konfigurationsvektoren ¢{t) aller Konfigurationsbahnen I € M nehmen bei
t = t, stets den gleichen Wert ¢(t,) = ¢, und bei t. den gleichen Wert ¢(t.) = ¢, an.
Mit anderen Worten, virtuelle Verriickungen der Anfangs- und Endpositionen sind

ausgeschlossen, dq(t,) = dq(t.) = 0.

(ii) Alle Konfigurationsbahnen K € M besitzen gleiche Anfangs- und Endzeiten t,
bzw. t.. Damit sind auch die Durchlaufzeiten fiir alle Konfigurationsbahnen in der
Konkurrenzschar gleich.

(ili) Jede Konfigurationsbahn K € M ist stetig differenzierbar und lafit sich duch virtu-
elle Verriickungen d¢(t) stetig in eine andere Bahn K’ € M {iberfiihren.

Qo [T 1K, 04,

a

Abbildung 2.11: Drei Elemente einer Konkurrenzschar. Die Konfigurationsbahn Iy ent-
steht aus K durch die virtuelle Verriickung dq; (), die Bahn ICy entspre-
chend durch eine andere Verriickung d¢gs(t). Beide Verriickungen sind auf
dem Zeitintervall t, < t < ¢, definierte Funktionen.

Abbildung veranschaulicht die Konkurrenzschar in einer eindimensionalen Projektion
des Konfigurationsraums.
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2 Lagrange-Mechanik

Das Hamiltonsche Prinzip besagt nun, dass die Bewegung des Systems im Kon-
figurationsraum so erfolgt, dass das Wirkungsfunktional S[g(t)] fiir die tatséchliche,
physikalisch durchlaufene Konfigurationsbahn Ky € M ein Extremum annimmt,

te )
4S = 5/ dt L(q(t), q(t),t) =0 fir q(t) € Kpnys - (2.66)
t

a

Das Symbol “0” bedeutet hier Variation. Fiir Funktionale ist es die Entsprechung des
Differentiales “d” fiir Funktionen. Mit anderen Worten ausgedriickt lautet das Hamilton-
sche Prinzip: auf der tatséchlichen Konfigurationsbahn KCppys ist die Wirkung stationér,
d.h. ihre Variation verschwindet.

Die Konkurrenzschar hat immense Bedeutung im Feynmanschen Pfadintegralformalis-
mus der Quantenmechanik. Die Resultate der Quantenmechanik lassen sich ndmlich unter
der Annahme ableiten, dass man zuldfit, dass ein quantenmechanisches Teilchen nicht nur
die klassische Konfigurationsbahn Kyp.ss = Kpnys durchlduft, sondern mit einer gewis-
sen komplexen Wahrscheinlichkeitsamplitude auch jede andere Bahn K € M. Diese
komplexe Amplitude lautet exp{iS[q(t)]/h}, wobei S[q(t)] die zu der jeweiligen Bahn K
gehorende Wirkung ist und A = h/(27), mit dem Planckschen Wirkungsquantum
h = 6.62606896 - 10~3* Js. Die gesamte Amplitude fiir den Ubergang von einem Zustand
mit Koordinaten ¢, zum Zeitpunkt ¢, in einen Zustand mit Koordinaten ¢, zum Zeitpunkt
t. ist

AlGorta = Gt x 3 exp {% smn} .

Die Wahrscheinlichkeit fiir den Ubergang ist dann | A%,

2.3.3 Aquivalenz des Hamiltonschen Prinzips zum d’Alembertschen
Prinzip

Wir zeigen nun, dass das Hamiltonsche Prinzip dquivalent zum d’Alembertschen Prinzip
ist. Letzteres ist durch Gl. (2.12)) gegeben,

N
0= (mr; — K;) - 07; .

=1

Fiir holonome, konservative Systeme gilt, vgl. Glgen. (2.17) und (2.19)),

S

2l > oV
D Ki-dti=) Qidg==) 5-0q;=-V, (267)
i=1 j=1

j=1 "

wobei wir im letzten Schritt ausgenutzt haben, dass mit virtuellen Verriickungen “6” wie
mit totalen Differentialen, “d”, gerechnet wird, wobei aber ¢ = 0 zu beachten ist. Ferner
gilt

o= S (7eon) - o= (7 om) - La () |
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2.3 Das Hamiltonsche Prinzip

also

Y LS — d /. 57 e 5 (72
;miri- T, = Zm,a(rl Z>_§Zmz <TZ>

d [ .
= &<me.aﬂ>—w, (2.68)

wobei wir im letzten Schritt die Definition der kinetischen Energie ausgenutzt haben. Wir
setzen die Zwischenergebnisse (2.67) und (2.68) in das d’Alembertsche Prinzip ein und

integrieren iiber ein Zeitintervall [t,,t.],

te d N .

N te
= Y w67
i=1

wobei wir die Definition der Lagrange-Funktion, L. = T — V, ausgenutzt haben. Der
erste Term verschwindet, da die Anfangs- und Endpunkte der Konfigurationsbahn keinen
virtuellen Verriickungen unterzogen werden,

te
—/ dtoL , (2.69)
tq

ta

S N
67'1'

OT; ’t:ta,te = g, 4a;
j=1 =Y

=0.

t=tq,te

Wenn wir nun in Gl. die Verriickung ¢ der Lagrange-Funktion vor das Zeitintegral
ziehen, erhalten wir gerade das Hamiltonsche Prinzip . Dieser letzte Schritt bedarf
streng genommen noch einer mathematischen Begriindung. Da wir aber noch nicht wissen,
wie wir mit Variationen zu rechnen haben, soll an dieser Stelle das heuristische Argument

geniigen, dass bei virtuellen Verriickungen Zeiten nicht verdndert werden, 6t = 0, also
dass man das “0” in Gl. (2.69)) vor das Zeitintegral ziehen darf.

2.3.4 Variationsrechnung

In diesem Abschnitt werden wir lernen, wie man mit Variationen rechnet. Wir werden
das Gelernte anwenden, um diejenige Konfigurationsbahn Kpys zu bestimmen, fiir die die
Wirkung S[q(t)] extremal wird, welche also gerade das Hamiltonsche Prinzip erfiillt.
Wir betrachten zunéchst ein eindimensionales Problem, d.h. die Funktion y(z). Die
“Konfigurationsbahn” sei der Kurvenverlauf der Funktion y(x) zwischen x, und zy,

K={y(z) eR, z, <z <x},
und die “Konkurrenzschar” aller “Konfigurationsbahnen” ist

M ={K, y(z) mind. 2 x diffbar. , y(z4) = ya, y(xs) = ¥} ,
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2 Lagrange-Mechanik

Abbildung 2.12: Zwei Elemente yo(z), yo(x) der Konkurrenzschar M fiir das eindimen-
sionale Problem.

vgl. Abb. [2.12]
Wir definieren das Funktional

Tiy(a)] = / Y fo,y,y) = / Y ) | (2.70)

wobei ¢y = dy/dz und )

f(@) = [z, y(@),y'(2))
diejenige Funktion von z ist, die sich aus der Funktion f(z,y,y’) durch Einsetzen von
y =y(x) und ¢y = ¢/ (x) ergibt.

Die Frage ist nun, fiir welches y(z) das Funktional J[y(x)] extremal bzw. stationér
wird. Dazu miissen wir die Konfigurationsbahnen I € M in geeigneter Weise “durchnu-
merieren”. Dies geschieht wie folgt: wir charakterisieren jede der méglichen Funktionen
y(x) € M mit Hilfe eines sog. Scharparameters «,

y() = yalz) |
wobel
Yo(T) = Ya=o(T)

eine bestimmte, vorgegebene Funktion aus der Konkurrenzschar sei. Da sich alle Konfi-
gurationsbahnen aus der Konkurrenzschar durch stetige Verschiebung aus einer vorgege-
benen generieren lassen, gilt

ya(x) = yo(l'> + Va(x) ) (2'71>

mit einer mindestens zweimal differenzierbaren Funktion ~,(z), welche

’Ya(ma) = ’)/a(l’b):() Va
und Y (r) = Ya—o(z)=0 Vz (2.72)
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2.3 Das Hamiltonsche Prinzip

erfiillt. Die Abhéngigkeit von 7, (z) vom Scharparameter « sei so, dass man 7,(z) in eine
Taylorreihe beziiglich a um den Punkt a = 0 entwickeln kann,

8’}@(%) o aQ’Va(x>

3
— . 2.
da | _ T2 o + O(a”) (2.73)

a=0

Ya(r) = 70(7) + a

(Der Scharparameter ist also kein Element einer abzidhlbar unendlichen Menge, sondern
einer iiberabzdhlbar unendlichen, also kontiniuerlichen Menge. Dies stellt keine nennens-
werte Schwierigkeit dar.) Der erste Term auf der rechten Seite von Gl verschwindet
aufgrund der Definition von 7, (z). Eingesetzt in Gl. ergibt sich

Na
Yol ) = yo(7) + %—(I) +0(a?) . (2.74)
@ a=0
Die Variation der Funktion yy(z) ist definiert als
070 (1)

, (2.75)

3o (2) = Yaa(x) — yo(x) = dav o |,
also gerade die Differenz zwischen der vorgegebenen Funktion yo(x) und einer Funktion
Yda (), die sich durch eine infinitesimale Verschiebung da aus dieser entsprechend Gl.
(2.74) ergibt. Man beachte, dass die Verschiebung bei festgehaltenem = durchgefiihrt wird
und die Variation fiir jedes x auf dem Funktionsverlauf von yy(x) zwischen x, und =z
definiert ist. Die Variation dyo(x) entspricht also der virtuellen Verriickung 04(t) der
generalisierten Koordinaten bei festgehaltenem ¢ (5t = 0).
Fiir die Variation der Ableitung der Funktion yo(z) gilt

dyo(x) _ dyna(e)  dyo(x) _ d

d d | 9alo) d 9a(2)
= — = —da —/— =do ————— 2.
dx o) dx da oo |, dz da |, (276)
Wir definieren nun die Variation des Funktionals,
0Jyo(2)] = J[yaa(@)] = J[yo(z)] = / dz [f(2,Ya0 Vo) = (@90, 90)] - (2.77)

Mit Hilfe von Gl. (2.75|) 1a8t sich der Integrand weiter auswerten, indem wir f(x, Yda, ¥, )
nach Taylor um vy, y;, entwickeln. Da dyp, dy; ~ da infinitesimal sind, geniigt es, Terme
bis zur Ordnung O(d«) mitzunehmen:

! ! a / a ! !
F(7, Ydar Yaa) = F(@,90,Y0) + a—i(x,yo,yo) 0y + a—j,(x,yo, Yo) 0y + O((da)?)

Of 97 af d 9y, >da
a=0

dy da |, " oy dvda

wobel wir die Glgen. (2.75)) und (2.76) benutzt und die Argumentliste bei den partiellen
Ableitungen der Ubersicht halber unterdriickt haben. Einsetzen in Gl. (2.77) liefert

[T Of 0V  Of d Oy
5 Tyo ()] = / L ( e aa)da, (2.78)

= f(xay(by(l)) + (

(e}
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wobei die Ableitung von 7, nach a bei o = 0 auszuwerten ist. Nun wird der letzte Term

im Integranden partiell integriert,
[ Of) e
— dr (| — =) —. 2.79
2 /xa o (dx 8y’) (oo’ ( )
Der erste Term verschwindet, weil die Funktion 7, () fiir alle a bei x = x,, 2, verschwin-

det, s. ihre Definition (2.72), d.h. auch ihre Ableitung nach « muss verschwinden,

Ma (x)
Oa

/””e gp 2 49 0f e
. oy’ dz da Oy’ O«

0
= %%(%,b) =0.

T=Ta,Tp

Einsetzen von Gl. (2.79) in Gl. (2.78) liefert fiir die Variation des Funktionals J[yo(x)]:

[ (YO [ (0 4o
dJ{yo(x)] _/xa dz <8y dz Oy’) dac |, da= o dr (0?/ dz 5?/) oo

Der erste Teil dieser Gleichung erlaubt mit der Definition

/ Y (9f -4 0f) 0a
= z|l=——-—=)—=—
00 - Jdy dx 0y’ ) O«
folgende Interpretation: Man kann J[yo(z)] anstelle als Funktional von yo(z) auch als

Funktion des Scharparameters o ansehen, J(«). Damit ist die Variation 6J[yo(x)] als
Ableitung nach « ausgedriickt worden,

dJ(a)
da

a=0

dJ(«)

5lo()) = 5

a=0

Die vorgegebene Funktion yo(z) sei nun 0.B.d.A. gerade diejenige, fiir welche J[y(x)]
extremal wird, also

0J[yo(z)] = 0.
Da die Variation dyg, bzw. die Funktion v,(x) in Gl. (2.80) beliebig war, kann dies nur

dann erfiillt werden, wenn

— 2 _ZL_9. (2.81)

Dies ist die sog. Eulersche Gleichung der Variationsrechnung. Wegen der Kettenregel

dof _@f L @p, Pf
de Oy 0xdy  Oyoy Y oy'? 4

ist dies eine Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir die (mindestens zweimal differen-
zierbare) Funktion y(x).
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2.6.2017
Beispiele:

(i) Kiirzeste Verbindung zweier Punkte in der Ebene. Wir betrachten die in
Abb. gegebene Kurve, die die beiden Punkte (z,,,) und (zy, y,) in der (z,y)—
Ebene miteinander verbindet.

y

Yp

Abbildung 2.13: Verbindungskurve zwischen den Punkten (z,,y,) und (xp, yp).

Ein Element der Bogenlénge ist

ds = /da? +dy? = /1 +y/'2dz . (2.82)

Die gesamte Lénge der Kurve ist

(zb,Yb) p
J[y(x)]:/ ds:/ de1+9y'2.

(%a,Ya)

Die kiirzeste Verbindung zwischen (z,,y,) und (xp,ys) ergibt sich aus dem Mi-
nimum des Funktionals J[y(z)], also fiir 6./ = 0. Damit dies erfiillt ist, muss die

Eulersche Gleichung 1) mit f(z,y,y) = /1 +y'? gelten:

of g dof Ay 4
oy dxoy dx 1+y'2 /1+ 42

Diese Differentialgleichung erster Ordnung fiir y(z) hat die Losung ' = a = const.,
also

0

= const. .

y(x) =ax+0b.

Dies ist die Gleichung fiir eine Gerade mit Steigung vy’ = a. Die Integrationskon-
stanten a, b werden durch die Forderung festgelegt, dass die Gerade durch die beiden
Punkte (z,,y,) und (z,y,) gehen muss.
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(ii) Brachistochronenproblem (griech. Bpoyic = kurz, Bedyiotoc = am kiirzesten,

82

yeovoc = Zeit). Auf welchem Weg y(z) gelangt ein reibungslos gleitender Masse-
punkt m unter dem Einfluss der Schwerkraft am schnellsten von (x,,y, = 0) nach

(xp, yp), vgl. Abb. ? Die Anfangsgeschwindigkeit sei v, = 0.

Xq

- X

Yy prmmmmmmmmmmmm e

Yy

Abbildung 2.14: Zum Brachistochronenproblem.

Die Masse m legt im Zeitintervall dt¢ die Strecke ds = v dt zuriick, wobei sich die
Geschwindigkeit v am einfachsten aus dem Energiesatz bestimmen [48t:

1 1
T+V:§m02—mgy:const.:§mvg—mgya20 = v =1+/29Y.

Die Gesamtzeitdauer fiir das Durchlaufen der Kurve ist

ty (@b,90) 4 T /1 12 1 T 1 12
J[y(zv)]zf dt:/ —5:/ de YY" _ du [
ta (@a0) U Ta V29y V24 Ja, Yy

wobei wir den Ausdruck ([2.82)) fiir die Bogenldnge aus dem vorangegangenen Beispiel
benutzt haben. Die kiirzeste Laufzeit ergibt sich, wenn die Funktion

1_|_y/2
Yy

die Eulersche Gleichung (2.81)) erfiillt. Wir berechnen

of _ JiTy?

flx,y,y) =

oy~ e
of 1 ¢
ay/ o \/y /1+y/2 ’

iﬁ _ B y/2 + yl/ B y/2yll

dz oy’ 2y3/2\/1 + 2 \/y(l +y'?) VY (1 +y/2)3/2
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und setzen in die Eulersche Gleichung (2.81)) ein,

_\/ry/z B y/2 y// y/2y//

= — _l’_ _
2y3/2 2y3/2\/l—|—y’2 \/y(1+y’2) \/@(1+y’2)3/2
y/2y//
_ 1 12 — _ 12 2 " _ 2
= —(1+y") Y +2yy Y11,
12 .1 zyy//
+ vy yl—l—y/2 +1_|_y/2
— 0 = 1+y?+2yy" .
Offenbar muss 3’ # 0 sein, da ansonsten auch y” = 0 und die Gleichung nicht

erfiillbar wére. Fiir ¢’ # 0 ist obige Gleichung aber identisch mit

Ly =0,

dx
wie man sich durch Ausfithren der Ableitung leicht iiberzeugt. Wir schlieffen also,
dass
a a —
y(1+y'?) =a=const. <= y*=—-—-1= y
Y Y

Separation der Variablen und anschliefende Integration mit der Substitution y =
a sin? ¢, dy = 2a sin ¢ cos ¢ dy ergibt

dr = 4/ i dy
a—y
Yo Pb 1
= T, — T, = / dy 4/ i :2a/ dgosin2g0:a[gpb——sin(2g0b)} .
0 a—y 0 2

Das Ergebnis lautet also

2

1 .
Ty =a [% —3 Sln@%)} +x,, Y= 5 1 —cos(2¢s)] -

Wenn wir den Anfangswert z, = R setzen, wobei R = a/2, und wenn wir den Win-
kel geméf ¢ = 2pp+m umdefinieren, so ergibt sich die gingige Parameterdarstellung
der Zykloidenbahn, vgl. Abb.

rp = R(Y +sinv) , y, = R(1 + cosv)) .

2.3.5 Euler-Lagrange-Gleichungen

Die bislang vorgestellte Variationsrechnung ldsst sich leicht auf Funktionale mehrerer
Funktionen verallgemeinern,

J[m)]zJ[y1<x>,...,ys<x>1:/ bdxf(x,yl,...,ys,ya,...,yg>E/ “de £, §,7)
’ " (2.83)
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0 Rm 2Rt 3R~ x

2R

Abbildung 2.15: Zykloidenbahn.

wobei ¥ = (y1, ..., ys) ein S—dimensionaler Vektor ist. Die Bedingung, dass die Variation
von J[y(z)] extremal wird, liefert einen Satz von Differentialgleichungen, mit denen man
die Funktion g(z), welche J[y(z)] extremal macht, bestimmen kann. Dies sind die sog.
Euler-Lagrange-Gleichungen.

Analog zur obigen Diskussion fiir den eindimensionalen Fall fithren wir Konfigurations-
bahnen ein, jetzt aber fiir vektorwertige Funktionen im S—dimensionalen Raum,

K={jz) eR%, z, <x <},
und die entsprechende Konkurrenzschar aller Konfigurationsbahnen,
M ={K, y(z) mind. 2 x diffbar., §(x,) = ¥, y(xp) = U} -

Wir charakterisieren die Funktionen ¢(z) € M wieder mit Hilfe eines Scharparameters «,
7(z) = Yo(z), und definieren

Yo () = Go(x) +Fa(z) , (2.84)

mit ¥o(z) = Ya=o(z). Die Komponenten der auf diese Weise eingefithrten, mindestens
zweimal differenzierbaren, vektorwertigen Funktion 7, (z) erfiillen die Eigenschaften

Yia(Za) = Yjalzs) =0 Ya
und  950() = Yja=o(r) =0 V. (2.85)

Dieselben Schritte wie im vorangegangenen Abschnitt fithren auf die Variation der vek-
torwertigen Funktion (),

Oa(x)
oo ’

a=0

050(%) = Yaa () = Ho(z) = dov (2.86)
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und entsprechend fiir ihre Ableitung,

d d 97a(x)
YT = — [Ygu () — U =da — —~2
i(2) = g i) — ofa)] = do =50
Die Variation des Funktionals ist definiert als
Tp
6J[50(2)] = J[Jaa(2)] — J[Fo ()] =/ dz [f(2, Yaas Uaa) — [ (2, 30, Tp)] - (2.87)
Die Taylorentwicklung der Funktion f(z, ¥4, ¥,,) lautet nun
L Of 0V of d 07ja
/ J» Js
) — ) TN d
(@ s Gaa) = (2,0, 60) Z <8?JJ da |,og  Oyj dz da |, )

Einsetzen in Gl. (2.87)), partielles Integrieren und Ausnutzen der Eigenschaften ([2.85))
ergibt ganz analog zum Resultat (2.80)

i(ﬁ—iaf)éyo. (2.88)

Tp
0J [go(x)] :/ dz o 3 oy
Ta J

j=1
Sei nun gy(z) diejenige Funktion, welche J[y(z)] extremal macht,
dJ[Go(x)] =0. (2.89)

Da alle 0y, in Gl (2.88) unabhéngig voneinander sind, miissen alle ihre Koeffizienten
verschwinden, damit auch das Integral iiber x verschwindet,

— L =0, j=1,...,5. (2.90)

Dies sind die gesuchten Euler-Lagrange-Gleichungen. Mit den Ersetzungen

rT—=1t, Yo =G, y},o—>dj, j=1,...,9,
f(@, %0, 95) — L(t,4,9) , (2.91)

sind sie identisch mit den Lagrange-Gleichungen zweiter Art, Gl. (2.28)). Das
Hamiltonsche Prinzip ergibt sich aus Gl. (2.89)) mit der Ersetzung

Jlgo(@)] = Sla(®)]

wobei ¢(t) der Konfigurationsvektor der tatséchlich durchlaufenen, physikalischen Konfi-
gurationsbahn Ky ist, der sich als Losung der Euler-Lagrange-Gleichungen ergibt.

Die Voraussetzungen fiir die Giiltigkeit der Lagrange-Gleichungen zweiter Art sind, dass
es sich um ein konservatives System handelt (ansonsten kénnte man keine Lagrange-
Funktion definieren) und dass das System holonomen Zwangsbedingungen unterliegt
(ansonsten sind die d¢; nicht unabhéngig voneinander). Letzteres beeinflusst auch die
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Herleitung der Euler-Lagrange-Gleichungen (2.90), denn ansonsten ist der Schritt von GL.
71 nicht moglich, da die dy; nicht unabhiingig voneinander sind.

Fiir den Fall, dass die dy;o voneinander abhéngig sind kommt man jedoch wiederum
mit der Methode der Lagrange-Multiplikatoren weiter. Wir nehmen an, dass die
Variationen dy,o der Komponenten von g iiber p Bedingungen (Zwangsbedingungen)
miteinander verkniipft sind, welche die Form

S
0=> aydy0, v=1...,p, (2.92)
j=1

haben moégen. Multiplizieren wir diese Gleichungen jeweils mit einem Lagrange-Multiplikator
A, und summieren iiber alle v, so erhalten wir

14 S S 14
0= Z )\1/ Z Qyj (Syjﬁ = Z (Z )\,/ a,,j> (Syjﬁ .
v=1 j=1 1 =1

j=

Addieren wir dies zu Gl. (2.88) und nehmen an, dass die Funktion %, das Funktional
J[y(z)] extremal macht, Gl. (2.89)), so erhalten wir

n o (af  dof &
0= / dx Z <— — @ 8—?/ -+ Z )\y Qyj 5%‘,0 . (293)
Ta i=1 v=

‘]:
Legen wir nun fest, dass die letzten p Funktionen y;o(x), 7 = S —p+1,...,5 die
abhéngigen Funktionen sind und die ersten S — p Funktionen y;o(z), j =1,...,5 —p
die unabhingigen, dann kénnen wir die p Lagrange-Multiplikatoren so wihlen, dass

d af of Zp .
—_— —_——_— = Al/ V‘) = -_— ]_’...7 . 2' 4
dz 9y Oy, Qi J=5=pF o (2.94)

Damit wird Gl. (2.93) zu
w2 laf d of &
0:/ dz — - — 4 Ay | 00 -
e Z(@y dz 9y, Z ) 7

Diese Gleichung enthélt aber nur die Variationen dy;, der unabhéingigen Funktionen
yjo(x). Damit muss Gl. (2.94)) auch fiir j = 1,...,5 — p gelten. Insgesamt erhalten wir

d of of <« .

dxay} 3yj_;)\yaw’ j=1,...,95.

Mit der Ersetzung ist dies identisch mit den Lagrange-Gleichungen erster
Art, Gl. (2.56). Die Variationsrechnung ist also auch fiir den Fall anwendbar, dass die
Funktionen y; o iiber Zwangsbedingungen miteinander verkniipft sind. Falls diese die
Form haben, kénnen wir sie fiir nicht-holonome Systeme mit Zwangsbedingun-
gen in differentieller Form anwenden.
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2.3.6 Erweiterung des Hamiltonschen Prinzips auf nicht-konservative
Systeme

Das Hamiltonsche Prinzip 148t sich auf nicht-konservative Systeme erweitern. Hierzu de-
finiert man eine modifizierte Wirkung

S = [ (- W) |

mit der von den treibenden Kréften geleisteten Arbeit

N
—Z/dﬁ--fé.
=1

Das erweiterte Hamiltonsche Prinzip lautet nun

0S[q(t)] =0,
bzw. t
0= / dt (6T — 5W) . (2.95)
ta
Nun ist

N S
Wi ==Y K;-oF ==Y Q;dq
i=1 j=1
vgl. GL (2.17), und
oT > LT d
5T = 5 — 6q;
Z (8% G ) Z (0(]] 0 dt ]) 7

j=1 7=1

wobei wir 0t = 0 und, im letzten Schritt, die Vertauschbarkeit der Zeitableitung mit der
Variation ausgenutzt haben. Eingesetzt in Gl. (2.95) erhalten wir nach einer partiellen
Integration und Ausnutzen der Tatsache, dass dg;(t,) = dg;(t.) = 0:

t S
¢ or dorT
ta Jj=1 8% 3 ’ ’

Fiir holonome Systeme sind die dg; voneinander unabhéngig und wir erhalten die Bewe-
gungsgleichungen ([2.24)), wie vormals schon aus dem d’Alembertschen Prinzip.

2.4 Erhaltungssatze

2.4.1 Integrale der Bewegung
Die Bewegung eines mechanischen Systems wird durch 2S5 Variablen beschrieben,

die generalisierten Koordinaten ¢(t) = (qi(t), ... ,qs(t)),
die generalisierten Geschwindigkeiten q(t) = (¢(2), ... ,ds(t)) -
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Definition: Ein Integral der Bewegung ist eine Funktion
F, = F.(q(t),q(t) = C, = const., r=1,...,R.

Da F, = C, = const. = F,(q(0), (f(())), ist der Wert eines Integrals der Bewegung durch
die Anfangsbedingungen ¢(0), ¢(0) eindeutig festgelegt. Umgekehrt kann man die An-
fangsbedingungen durch die Integrale der Bewegung festlegen,

¢;(0) = ¢;(Cy,...,Cr; t =0) - .
Qz‘(U):q‘i(C’l,...,CR;t:g) gy D .

Falls R = 2S5, so kann man die Anfangsbedingungen sogar eindeutig durch die Integrale
der Bewegung festlegen. Das Problem selbst ist eindeutig gelost, wenn man die ¢;(t), ¢;(t)
durch Losen der Euler-Lagrange-Gleichungen bestimmt hat.

Beispiel: Die zyklischen Koordinaten zugeordneten generalisierten Impulse sind
Integrale der Bewegung,

oL 0 0= doL 0L d
o~ T dog og @

Fiir zyklische Koordinaten braucht man keine Bewegungsgleichung zu losen, da diese
dquivalent zu einem Erhaltungssatz fiir den zugehorigen generalisierten Impuls sind. Die
Idee ist daher, durch geschickte Wahl der generalisierten Koordinaten moglichst viele
Koordinaten zu zyklischen Koordinaten zu machen. Dieses Ziel wird durch die sog. kano-
nischen Transformationen erreicht und wird in der sog. Hamilton-Jacobi-Theorie

formalisiert.
6.6.2017

Beispiel: Zweikorperproblem. Wir betrachten zwei Massen my, my mit Ortsvektoren
™ = (21,91, 21), T2 = (X2, Ys, 22), die durch ein Zweikorperpotential V (|7} —5|) miteinan-
der wechselwirken. Die Lagrange-Funktion des Systems in kartesischen Koordinaten
lautet

mq
L=— 5 ( +y +z )+7(I2+y2+2’2) V(\/($1—$2)2+(y1—y2)2+(21—2’2)2).

Offensichtlich ist keine Koordinate zyklisch.
Nun betrachten wir das System in Schwerpunkts- und Relativkoordinaten,

¢; zyklisch <= —p;i = p; = const. .

R o= oo (mifi+maih) = (X,Y.2),

= 71—y =r(sind cosy, sind sinp, cos?)

=l

wobei M = m; + my die Gesamtmasse des Systems ist. Aus der Vorlesung “Theoretische
Physik I: Mathematische Methoden” wissen wir, dass das Problem in diesen Koordina-
ten auf ein effektives Einkdrperproblem fiir die reduzierte Masse u = mymso/M
im Zentralkraftfeld V(i) = V(r) abgebildet wird. In diesen Koordinaten lautet die

Lagrange-Funktion

L = —V(r)

Ay
T3
+

Mliwli

(

) —l-g (7"2—1—7“2192—1-7‘2 sin219¢>2> —V(r),
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wobei wir aus der Vorlesung “Theoretische Physik I: Mathematische Methoden”, GI.
(3.34) fiir die kinetische Energie in Schwerpunkts- und Relativkoordinaten und Gl. (1.178)
fiir die Geschwindigkeit in Kugelkoordinaten benutzt haben. Es ist ganz offensichtlich,
dass X,Y,Z und ¢ zyklische Koordinaten sind. Damit gibt es vier Integrale der
Bewegung, nidmlich die zu diesen Koordinaten gehérenden generalisierten Impulse,

oL

= —_:MX:const.,
Px axX
OL -
= — =MY = const.
by a9y
OL .
= — =MLZ = const. ,
bz 97
oL :
Py = ?:MTQ sin®d ¢ = pu (¥ x 7), = const. ,
¥

die drei Komponenten des Gesamtimpulses
P=MR=const. ,
und die z—Komponente des Relativdrehimpulses,
L,,=p(rx F)z = const. .

Da keine Raumrichtung ausgezeichnet ist, muss auch der gesamte Relativdrehimpuls L,
ein Integral der Bewegung sein, vgl. die Argumentation zum Keplerproblem in Abschnitt
2.2.4

Ublicherweise folgt die Existenz von Integralen der Bewegungen aus bestimmten Sym-
metrien des Problems. In unserem Beispiel hdangt das Potential nur vom Relativabstand
r der beiden Massen ab. Damit bewegt sich der Schwerpunkt automatisch kréftefrei. In
(Relativ-)Kugelkoordinaten ist auflerdem das Zweikorperpotential kugelsymmetrisch,
héngt also nicht von den Winkeln ¥ und ¢ ab. Diese Symmetrie des Problems fiihrt letzt-
lich auf die Drehimpulserhaltung. Wir werden diese heuristische Uberlegung im néchsten
Abschnitt in Gestalt des Noether-Theorems formalisieren.

2.4.2 Das Noethersche Theorem

Definition: Ein physikalisches System besitzt eine Symmetrie, wenn seine Wirkung
invariant unter einer Koordinatentransformation

Y

t — t'(¢)
qt) — q'(qt),1) .
ist. Eine solche Transformation heifit dann Symmetrietransformation.

Satz (Noethersches Theorem):

Aus einer Symmetrie eines physikalischen Systems folgt ein Integral der Be-
wegung.
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Beweis: Um die Notation zu vereinfachen, vereinbaren wir fiir das folgende, dass ein
Punkt iiber einer ungestrichenen Koordinate Zeitableitung nach ¢ bedeutet und ein Punkt
iiber einer gestrichenen Koordinate Zeitableitung nach ¢/,

di Py dql

qg=— =

a’ =

Da man jede (endliche) Transformation als Folge (unendlich vieler) infinitesimaler Trans-
formationen betrachten kann, geniigt es, infinitesimale Transformationen

t'(t) = t+dt(t),
q'(qt),t) = qt)+0q(q(t).t) (2.96)
zu betrachten. (Achtung: das Symbol “0” bedeutet hier nicht “virtuelle Verriickung, son-

dern steht lediglich fiir eine infinitesimale Anderung der entsprechenden GroBe.) Daraus
folgt

dt’ d
— = 1+ —6t 2.

dt TR (297)
: dg’ dt d 1 o d

—/ — _ — 5 — N el 5—»

1 aw ~ap il ?toD T+ aa \UT @ q)

.d .d . .
= 0+ 5 00— 03 0t + O(0F) = ¢+ 67+ O(6t?) (2.98)

wobei wir im vorletzten Schritt die Taylor-Entwicklung 1/(1+x) = 1 — 2 + O(2?) ausge-
nutzt und im letzten Schritt die Grofle

. d
oq 00 — q— Ot 2.
q ig (2.99)

d
dt
definiert haben. Ganz offensichtlich ist

7'=q'a.q.1),
wobei die Abhéngigkeit von ¢ iiber die der Funktion 04(q,t), vgl. Gl. (2.96)), zustande-

kommt.
Die Wirkung transformiert sich wie folgt:

tl, . te dt’ .
dt' L(q", q',t") z/ dt — L(7",q",t)
t dt
(2.100)
wobei die Form der Lagrange-Funktion unverindert bleibt und lediglich die alten (unge-
strichenen) Variablen durch die neuen (gestrichenen) ersetzt werden. Im letzten Schritt
wurde lediglich die Integrationsvariable ¢ — ¢ substituiert. Bei der infinitesimalen Trans-

formation (2.96]) &ndert sich die Lagrange-Funktion um einen infinitesimalen Betrag 0L,
d.h. GlL. (2.100)) 148t sich schreiben als

te _
S[cﬂz/ LTG5 1) — S’[q-"]=/
ta t!

a

—/ te dt/ — ;»/ ! tE — .—) — ;»
st = [ a @i = [ [L@in+ouain) = sia+osia . @
ta ta
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wobei .
Slq = / dt 6L(7, . 1) - (2.102)
ta

Da t,, t. beliebig sind, kénnen wir auch ¢, — t. gehen lassen. Dann aber miissen die
Integranden in den beiden Integralen gleich sein, bzw.

dv . .
n L(q',q 7 A = L(q,q,t) + 0L(q, ¢ t) . (2.103)

Fiir eine Symmetrietransformation gilt, dass sich die Wirkung nicht dndert, also
te )
S'q' = S[q] oder 4S[q] = / dtdL(q,q,t) =0. (2.104)
ta

Damit muss 0L entweder verschwinden, 0L = 0, oder identisch mit der totalen Zeitablei-
tung einer (infinitesimalen) Funktion 6€(¢q, t) sein,

Lo d oo
OL(T, ;1) = 0T T) (2.105)

wobei die Abhéngigkeit von J auf der linken Seite ausschliellich von Zeitableitungen von ¢
auf der rechten Seite zustandekommt. Eine totale Zeitableitung ist erlaubt, da eine solche
in den Bewegungsgleichungen nicht auftritt, vgl. Ubungsaufgabe 4.1. Dies sehen wir wie
folgt. Mit

d 000 060
3 PUat) = g, U o

dt

d 5L OSL 050 . 959 050 . 000

dt o dq dt 94, (Z o, U ot > dq; (Z >
d 950 Z 5250 i 525

dt Jg; quﬁqj @ 0q;0t

gilt

0%6Q) . 9%6Q) 0%6Q) . 92000
Z QJ Z ] . J . -
8qj 0q; otog; 0q;0q; 0q; 0t

d.h. L taucht in den Bewegungsgleichungen nicht auf.
Nun berechnen wir mit Gl. (2.103])
dt’

LG at) = T ) = L(dd,1)

_ (”a‘”) L(G+ 6,6+ 64t + 5t) — L(3.G.1)

S
d oL oL oL :
(.4 N oL 0L\ Ol o
( + 4 5t) t) + E‘Zl (aqj 5q; + 23, 5%) + 5 0t (7,4,1t)
oL oL oL d
_ 5q; + ——64; ) + — 6t + L(7, 4, t) — ot
]21 (aqj q; + 4, %) 5 0t + L@ )dt :
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wobei wir im zweiten Schritt GI. ( (2.97) benutzt, im dritten Schritt eine Taylor-Entwicklung
von L(q+ 0q,q+ 5q,t + 0t) durchgefiihrt und im letzten Schritt quadratische Terme in
0q, 6¢ und dt vernachléssigt haben.

Benutzen wir nun Gl. (2.99)), sowie die Euler-Lagrange-Gleichung, um im ersten Term

auf der linken Seite g—; durch %g—; zu ersetzen, erhalten wir
J J

S
. d oL oL d oL
SL(G,q.t) = §j(-—5 + 2 g — dét)+a—6t+L( Lot

>\ a0, %+ og, @Y og, Y ot at
j=1 J
s
= 2_ 5\ 9,94 L(G,qt) =Y ——dj| — ot +—dt. 2.1
Nun ist
S S
d OL OL aL OL
— L@ qt) -y — _ oL . L ok ) L oL
s
d oL oL oL
- —= |4+ 5 = —=— 2.1
;Kdtaq)qﬁaqg qﬂ} or 210D

wobei wir im letzten Schritt wieder die Euler-Lagrange-Gleichung benutzt haben. Damit
konnen wir nun die rechte Seite von Gl. (2.106)) als totale Zeitableitung schreiben,

£

-y d oL

dt Tt 6
bzw <
d oL . oL
0=— —0q; + | L(q,q,t) — —,qj] 5t—6Q(c7,t)} ,
dt {jl an = 8qj
oder 5 <
oL . L
> o 0g+ L@t - ) oL g; | 6t — 6Q(q,t) = const. . (2.108)
j=1 045 j=1 045

Man beachte, dass dies ein konstruktiver Beweis ist, d.h. es wird nicht nur die Existenz
eines Integrals der Bewegung bewiesen, sondern dieses in Form von Gl. (2.108]) gleich
explizit angegeben! Dabei muss die Funktion 0Q2(q, t) bei vorgegebenem L(q, ¢, t) tiber die
Glgen. und berechnet werden. Wir werden dies im folgenden an einigen
wichtigen Beispielen erlautern.

2.4.3 Homogenitat in der Zeit

Wir betrachten Zeittranslationen,

t — t'=t+dt, dt = const. ,
i — =3, 5G=0. (2.109)
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Falls das System, d.h. seine Wirkung invariant unter dieser Transformation ist, dann
spricht man von Homogenitét in der Zeit. Zeittranslationen sind dann Symmetrie-
transformationen des betrachteten Systems. Physikalisch bedeutet dies, dass es keine
Rolle spielt, wann das System eine bestimmte Konfigurationsbahn durchlauft, dass also
die Randbedingungen

qt) = @, dt) =,

dieselbe Konfigurationsbahn /C liefern wie die Randbedingungen
(ta+0t) =G, qlte+6t) =q. .

Da 6t = const., ist gemifl Gl 1) dt’/dt = 1. AuBlerdem ist nach Gl. 1) 7 =q
Daher muss nach GI. (2.103|) gelten
R at ., - R R IR oL
OL(q.4.t) = 7 L(q", 4" ¢) = L(q.4:t) = L(§. 4,1 + 01) — L(. ;1) = 59t .

wobei wir im letzten Schritt L(,q,t 4+ 6t) nach Taylor in der infinitesimalen GréBe ot
entwickelt haben und héhere Ordnungen in §t vernachléssigt haben. Man erkennt, dass
0L = 0, falls L nicht explizit von der Zeit abhingt. In diesem Fall ist also geméif3
Gl. (2.104) die Zeittranslation eine Symmetrietransformation, weil sie die Wirkung
invariant lésst.

Beispiel: Eindimensionale Bewegung in konservativem Kraftfeld. Die Lagrange-Funktion

lautet

L= %m:tQ —V(z) = %m (i—f) —V(z). (2.110)

Offensichtlich héngt L nicht explizit von der Zeit ab, ist also invariant unter Zeittransla-
tionen,

L(z,&,t+0t) = L(x,%,t) <= O0L(z,%,t) = %5Q(m,t) =0.

Damit ist 0€2 = const. und kann in Gl. (2.108]) zur Konstanten auf die rechte Seite ge-
schlagen werden. Daher kann man auch 0.B.d.A. 62 = 0 wéhlen.

Fiir zeittranslationsinvariante Systeme, also solche, deren Lagrange-Funktion nicht expli-
zit von der Zeit abhédngen und damit 02 = const., liefert das Noether-Theorem (2.108])

mit Gl. (2.109) die Erhaltungsgréfe

S oL S
sza_qu_L:ijqj—L:const.. (2.111)
j=1 =Y

=1

H ist die sog. Hamilton-Funktion. Sie 14t sich folgendermafien physikalisch interpre-
tieren. Falls die kinetische Energie ausschlief3lich eine quadratische Funktion der ge-
neralisierten Geschwindigkeiten ist,

1 S
— § 42
T—§jlﬂjqj'7
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dann gilt
S
2
Zaq G = ;quj — 2T .

Das System ist auerdem konservativ (sonst kénnte man keine Lagrange-Funktion defi-
nieren), also gilt

8(]]' 0 ’
so dass
or orT-v) oL _
d¢; 9 9 — b
Also gilt

S S 8T
— =1

fiir konservative Systeme, bei denen die kinetische Energie ausschliefllich eine quadrati-
sche Funktion der generalisierten Geschwindigkeiten ist, ist die Hamiltonfunktion mit der
Gesamtenergie des Systems identisch. Die Homogenitéit in der Zeit fiihrt also auf
die Energieerhaltung!

Bemerkung: Gemafl Gl. (2.107) gilt

s
dH d oL oL
H= . e =Yg =5 =
const. —> pp 0 «— dt( ) 0,

was wiederum bestétigt, dass die Lagrange-Funktion nicht explizit von der Zeit abhéngen
darf.

2.4.4 Homogenitdt im Raum

Wir betrachten Raumtranslationen,

t — t'=t, ot=20,
Po— 7=+, i=1,...,N, O = const. . (2.112)

Falls das System, d.h. seine Wirkung invariant unter dieser Transformation ist, dann
spricht man von Homogenitidt im Raum. Raumtranslationen sind dann Symmetrie-
transformationen des betrachteten Systems. Physikalisch bedeutet dies, dass es keine
Rolle spielt, ob die Teilchen eines Systems bei den Orten 7; oder bei den um 07 verschobe-
nen Orten 7} lokalisiert sind, sofern alle Teilchen um den gleichen Vektor i verschoben
werden.

In diesem Fall gilt d¢’ = d¢t. Weil mit (57" = const auch die generalisierten Koordinaten
dq; = const. sind, gilt aufgrund von Gl. , dass ¢’ = ¢. Daher folgt geméaf Gl. m

oL
« Dq;

o5 dt" q o 5 o e o 5
OL(q,q,t) = — L(q",q" ’)—L(q7q,t)=L(q+5q7q7t)—L(q7q,t)—

ZZs 2.11
& q; , (2.113)
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wobei wir im letzten Schritt L(G+ 8¢, ¢,t) nach Taylor in den infinitesimalen Grofien 0q;
entwickelt haben und héhere Ordnungen in den dg; vernachldssigt haben. Falls L nicht
explizit von den ¢; abhéngt, also 0L/Jdq; =0Vj =1,...,5,s0ist L = 0, also gemif
GL eine Raumtranslation eine Symmetrietransformation, weil sie die Wirkung
invariant 1a8t. (Man beachte aber, dass dies nur eine hinreichende Bedingung ist; i.a. muss
nur die gesamte Summe in GI. verschwinden, nicht jeder einzelne Term.)

Beispiel: Die Lagrange-Funktion ist nicht invariant unter Raumtranslationen, da
L explizit iiber V(x) von der Koordinate x abhéngt. La. gilt natiirlich V' (z + dx) # V (z).
In einer Raumdimension ist Invarianz unter (beliebigen) Raumtranslationen nur fiir ein
konstantes Potential, V' (z) = const., gewéhrleistet, also wenn L gerade nicht explizit von
x abhdngt. In diesem Fall ist wieder §L(z, &,t) = 0 und §Q2 = const., d.h. 0.B.d.A. kann

0Q) wieder gleich null gesetzt werden. 9.6.2017

Fiir raumtranslationsinvariante Systeme mit 6€2 = const. liefert das Noether-Theorem

(2.108]) mit Gl. (2.112)) die Erhaltungsgrofie
oL
Z —— 0q; = const. . (2.114)

Wir miissen nun den Zusammenhang zwischen den dg; und 47 bestimmen. Es gilt aufgrund
der Kettenregel

— —

0F =7 — 73 = Ti(q+ 6¢,t) — 7i(q, ) =Zar’5 - (2.115)

Andererseits gilt fiir konservative Systeme, 0V/9¢; = 0,

oL 8T N . o7 N : (97“
— = o mi7e | =Y Myt = e — 2.116
i = = o () = S = Som 2110

wobei wir im letzten Schritt Gl. (2.15)) benutzt haben. Setzen wir Gl. (2.116)) in G1. (2.114])
ein und benutzen GIl. (2.115)), so erhalten wir

S

oL Moo (Sor
const. = 0 0q; = Zmif} . ( G_Z ) z:mZ 7 0r=P. o7, (2.117)
4 i=1

d.h., die Komponente des Gesamtimpulses,

N
= E m;r;,
i=1

die in Richtung der Translation §7 zeigt, bleibt erhalten!

Falls 07" in beliebige Richtungen zeigen darf, ohne die Invarianz des Systems zu ver-
letzen, so bleibt auch der Gesamtimpuls erhalten, die Homogenitit im Raum fiihrt
also auf die Impulserhaltung! Falls die Symmetrie nur bei Raumtranslationen in eine
bestimmte Richtung besteht, so bleibt gemif Gl. lediglich die Impulskomponente
erhalten, die in diese Richtung zeigt.
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2.4.5 Isotropie des Raumes
Wir betrachten Drehungen im Raum,

t — t'=t, ft=0,
P T =74 0F, 0F=0¢xT, i=1,...,N, ¢ =const., (2.118)

wobei wir den Vektor 6(5 geméfl Abb. eingefiithrt haben.

Y

Abbildung 2.16: Zur Drehung der Teilchenkoordinaten.

Falls das System, d.h. seine Wirkung invariant unter dieser Transformation ist, dann
spricht man von Isotropie des Raumes. Drehungen sind dann Symmetrietransfor-
mationen des betrachteten Systems. Es gilt wiederum GI. , allerdings mit einem
anderen 0¢, welches nun Raumdrehungen entsprechenden Transformationen der generali-
sierten Koordinaten entspricht.

Beispiel: Kepler-Problem. Die Lagrange-Funktion hat die Form

Lzlm?Q—l—ﬁymM
5 .

r

Raumdrehungen lassen den Betrag r = |7] des Ortsvektors und das Quadrat 72 des Ge-
schwindigkeitsvektors invariant, daher ist die Lagrange-Funktion invariant unter Raum-
drehungen. Damit ist L(7,7,t) = 0 und 0Q(7,t) = const., kann also wieder 0.B.d.A.
gleich null gesetzt werden.

Das Noether-Theorem liefert dieselbe Erhaltungsgrofie wie im Fall der Raumtrans-
lationen. Allerdings gibt es nun nicht nur einen einzigen Verschiebungsvektor 67 fiir alle
Teilchen, sondern jedes Teilchen wird um einen anderen Vektor §7; = 55 X T; verschoben.
Dieser lautet jedoch analog Gl.

37“1

ory =} — 1 = Ti(q+ 04, t) — 73 Zaq
J

(2.119)
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2.4 Erhaltungssétze

Deshalb kénnen wir die vorangegangene Rechnung bis zu Gl. (2.117)) iibertragen, die nun
lautet

s N s
oL . or;
const. = —0q; = m;T; - - 0g;
0g; ; ( 94 J)

j=1 j=1
N N

= Y omidieon =Y midi- (96 x 7)
i=1 i=1

N
= §¢- (me xﬁ) =d¢-L, (2.120)

=1

wobei die zyklische Vertauschbarkeit des Spatproduktes und die Definition des Gesamt-
drehimpulses des Systems,

N
LZE miFiXFia
=1

ausgenutzt wurde. Gleichung sagt also aus, dass die Komponente des Gesamtdreh-
impulses in Richtung des Vektors 6(5 erhalten bleibt!

Fiir den Fall, dass der Raum isotrop ist, also (55 in beliebige Richtungen zeigen darf,
ohne dass die Invarianz des Systems verletzt wird, ist auch der Gesamtdrehimpuls erhal-
ten, die Isotropie des Raumes fiihrt also auf die Drehimpulserhaltung! Falls diese
Symmetrie nur fiir eine bestimmte Drehachse gilt, so ist nur die Drehimpulskomponente
in Richtung dieser Achse erhalten.
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3 Hamilton-Mechanik

Die Mechanik nach Hamilton stellt eine formale Weiterentwicklung der Lagrange-Mechanik
dar. Sie ist vollkommen dquivalent zu dieser und bietet daher keine neuen physikalischen
Erkenntnisse. Sie ist aber besonders zweckméafig fiir die Erweiterung der klassischen Me-
chanik zur Quantenmechanik.

Die Idee, die der Hamilton-Mechanik zugrundeliegt, ist, die generalisierten Geschwindig-
keiten ¢;, die in der Lagrange-Mechanik unabhéngige Variablen neben den generalisierten
Koordinaten ¢; sind, durch die generalisierten Impulse p; zu ersetzen. Desweiteren werden
die Bewegungsgleichungen, welche im Fall der Lagrange-Mechanik S Differentialgleichun-
gen zweiter Ordnung fiir die Funktionen ¢;(¢), ndmlich die Euler-Lagrange-Gleichungen,
sind, durch 2S Differentialgleichungen erster Ordnung fiir ¢;(¢) und p;(¢) ersetzt. Die Zahl
der Anfangsbedingungen éndert sich dabei natiirlich nicht; im Fall der Lagrange-Mechanik
benotigt man 25 Anfangsbedingungen fiir ¢(0), ¢(0) und im Fall der Hamilton-Mechanik
die gleiche Anzahl fiir ¢(0), p(0). Die Unterschiede zwischen der Lagrange- und Hamilton-
Mechanik sind in nachfolgender Tabelle noch einmal zusammengestellt.

Lagrange-Mechanik Hamilton-Mechanik
Variablen 7. q,t q,p,t
S Differentialgleichungen 2S5 Differentialgleichungen
Bewegungsgleichingen zweiter Ordnung fiir ¢(¢) erster Ordnung fiir ¢(t), p(¢)
2S5 Anfangsbedingungen 2S5 Anfangsbedingungen

Tabelle 3.1: Unterschiede zwischen Lagrange- und Hamilton-Mechanik.

3.1 Legendre-Transformation
Der fiir die Hamilton-Mechanik notige Wechsel von generalisierten Geschwindigkeiten zu

generalisierten Impulsen wird mathematisch durch die sog. Legendre-Transformation
vermittelt.
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3 Hamilton-Mechanik

Gegeben sei eine Funktion f(z), mit totalem Differential

df = %dx =udr, u(r)= d];i:@ :

Gesucht ist die sog. Legendre-Transformierte der Funktion f(z), d.h. eine Funktion
g(u) mit
dg dg(u)

dg:@du:—xdu, au

Behauptung: Die gesuchte Funktion g(u) berechnet sich aus der Funktion f(z) und ihrer
Ableitung v = df /dx wie folgt:

= —x(u) .

_ _ 4
g=[f—uzr= el (3.1)

Bemerkungen:

(i) Auf der rechten Seite von Gl. (3.1)) ist = als Funktion von u aufzufassen, also unter
Ausschreiben samtlicher funktionaler Abhédngigkeiten

g(u) = f(z(w) —uw(u) .

Die funktionale Abhéngigkeit z(u) bestimmt man durch Invertieren von u(z) =
df(z)/dz.
(ii) Es muss gelten
d2
_f 7£ 0 )

dz?

weil ansonsten u = df/dz = const., also keine echte Variable ist.

Beweis von Gl. (3.1)): Einerseits ist

dg
dg = -2 du. 2
9= du (3.2)

Andererseits ist aufgrund der Produktregel
df
dg=d(f—uz)=df—-d(ux) = e dr—rxdu—udr =udr—zrdu—udr = —xdu . (3.3)

Der Vergleich von Glgen. (3.2) und (3.3 ergibt

dg _

Tu —x, q.e.d.

Es stellt sich die Frage, warum man den Variablenwechsel  — w nicht einfach durch
Invertieren von u(z) = df/dx, was z(u) liefert, und nachfolgendem Einsetzen,
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3.1 Legendre-Transformation

vollzieht. Der Grund ist, dass dies keine eindeutige Funktion g(u) liefert. Z.B. haben die
Funktionen fi(z) = 2% und fy(z) = (z + ¢)? die gleiche Funktion g(u):

d 2
R (O ) e
2
w= Losure = a=lc = )= pe) = (5 -cte) =aw.

Dagegen liefert die Legendre-Transformation (3.1)) immer ein eindeutiges g(u), z.B. fiir
das obige Beispiel:

dfi w? o u? u?
T P g =howr=pog =g
d 2 2
u = d—‘sz(:c—i-c) = ¢ = ﬁ—uxz%—u(%—c)z—uz—l—uc#gl.

Die Legendre-Transformation ist auch eindeutig umkehrbar, d.h. bei Kenntnis der
Legendre-Transformierten g(u) 148t sich f(z) aus g(u) und seiner Ableitung dg(u)/du =
—x(u) berechnen,

d
f—g—l—ux—g—u—g.
du
Hierbei ist v auf der rechten Seite als Funktion von x aufzufassen. Diesen Zusammenhang

erhélt man durch Invertieren von x(u) = —dg(u)/du.
Das Konzept der Legendre-Transformation 148t sich auf Funktionen mehrerer Varia-
blen verallgemeinern. Gegeben sei eine Funktion f(z,y), mit totalem Differential

0f of _ 9f(z,y) _ Of(z,y)
df = d +a dy=udr+ovdy, ulz,y) = or |, , v(z,y) = o |
Gesucht wird die Funktion g(z,v) mit
dg . 0g _ 9g(z,v) _ 9g(z,v)
dg = e dz +8 dv =udz—ydv, wu(z,y(z,v))= or | y(x,v) = |,

Hierbei nennt man x die passive und y die aktive Variable der Legendre-Transformation.
Die gesuchte Funktion berechnet sich aus f und seiner partiellen Ableitung nach der
aktiven Variablen,

of

ng—vyzf—a—yy. (3.4)

Dies ist die Legendre-Transformierte der Funktion f(x,y) beziiglich y. Man beach-
te, dass y auf der rechten Seite eine Funktion von x und v ist, mit allen funktionalen
Abhéngigkeiten explizit ausgeschrieben also gilt

g(l’,v) = f(x,y(x,v)) - vy(x,v) :

Den funktionalen Zusammenhang y(x,v) erhédlt man durch Invertieren von v(z,y) =

Of (x,y)/0yle
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3 Hamilton-Mechanik

Der Beweis von Gl. (3.4)) folgt analog dem oben diskutierten Fall von Funktionen einer
Variablen. Einerseits gilt nach der Regel fiir das totale Differential

dg dg
dg=—der+ —dv. .
9=, dz + 5, 1V (3.5)
Andererseits gilt mit der Produktregel
dg = d(f —vy) =df —d(vy)
= gdx%—gdy—vdy—ydv =udr+vdy —vdy —ydv
ox dy
= wudr—ydv. (3.6)

Vergleich der Koeffizienten in Glgen. (3.5)) und liefert die Behauptung.

Auch diese Legendre-Transformation ist eindeutig umkehrbar. Die Funktion f(z,y)
errechnet sich aus ihrer Legendre-Transformierten g(z,v) gemé8

f=g+vy=g—v?7
v

wobei v auf der rechten Seite als Funktion von z und y aufzufassen ist. Diesen Zusam-
menhang erhélt man durch Invertieren von —y(x,v) = dg(x,v)/0v|,.

Fiir Funktionen mehrerer Variablen kann man die Legendre-Transformation auch wie-
derholt ausfithren, um mehr als eine Variable zu ersetzen. Sei z.B. eine Funktion f(x, y1, y2)
gegeben mit

af af af

df = —do+=—dy; + =—dy, = udx + vy dy; + v dy, ,
Ox oy ys
0 T, Y1,
u(x7ylay2) = f( ayl y2) )
X Y1,Y2
0 Z, )
U1 (I) Y1, 92) = W ’
Z,Y2
0 z, )
,02<x7y17y2) = W 5
T,Yy1

und wir wollen die Variablen y; und ys durch v; und v, mittels Legendre-Transformationen
ersetzen. Man kann zunéchst y; durch die Legendre-Transformation

- 8f
n
ersetzen. Die Funktion § hdngt von den Variablen x, v,y ab, wobei
07 oG o6
dg — —gdx+—gdvl+—gdy2:udx_yldv1+1}2dy2’
(91’ a'Ul 8y2
0g(x, vy,
u(z,yi(z,v1,92),¥2) = % 7
x
V1,Y2
0g(x,v1, 92
_y1<x,vl,y2) = % ’
Ul z,Yy2
0g(x, vy,
va (2, (@, 01, 92), 92) - = %
Y2 -
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3.2 Kanonische Gleichungen

In einer zweiten Legendre-Transformation ersetzt man dann ys,

Es gilt

u(z, y1(x, v1, v2), Ya(x, v1,02))

—U1 (I’, U1, U?)

—y2<l‘, (%0 ,02)

T,v]

=udr —y; dv; — yoduy

Man kann aber beide Legendre-Transformationen auch in einem Schritt ausfiihren, was

aus folgender Identitét ersichtlich wird

2
9:§—U2y2:f—vly1—U2y2:f—zviyi:f—
i=1

3.2 Kanonische Gleichungen

2

2

i=1

a .,
ayl yl M

3.2.1 Herleitung der kanonischen Gleichungen

Wir wenden nun das im vorangegangenen Abschnitt {iber die Legendre-Transformation

Gelernte an, um in der Lagrange-Funktion

Ligi,...

>QS791>~--QS>t>

alle generalisierten Geschwindigkeiten ¢; durch die generalisierten Impulse,

oL

pjzﬁ_cjj

zu ersetzen. Wir suchen also die Legendre-Transformierte von L beziiglich der ge-
neralisierten Geschwindigkeiten ¢;, 7 = 1,...,5. Die generalisierten Geschwindigkeiten
sind die aktiven Variablen, die generalisierten Koordinaten und die Zeit sind die passi-
ven Variablen der Legendre-Transformation. Nach Gl. berechnet sich die gesuchte

Legendre-Transformierte geméafl

S oL S
L= 5r6=L=) pi=-H,
= 04 =1

(3.7)
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3 Hamilton-Mechanik

wobei wir die Definition der Hamilton-Funktion benutzt haben. Die Hamilton-
Funktion ist also gerade die (negative) Legendre-Transformierte der Lagrange-
Funktion! Sie hingt damit von den generalisierten Koordinaten g;, den generalisierten
Impulsen p; und der Zeit ab,

H(Q17"‘JQS7PIJ"'7p57t)

Ebenso wie aus der Lagrange-Funktion L Bewegungsgleichungen fiir das System ableit-
bar sind, kann man auch aus der Hamilton-Funktion H Bewegungsgleichungen ableiten.
Das totale Differential von H lautet

S
oH oOH oH

Jj=1

Andererseits ist aufgrund der Definition (2.111f) von H
s
dezd(Z)%%—L)
j=1

S
o oL 0L .\ 0L
= Z(pjdqj—{—q]'dpj)—z (a—qjd%—i-a—q.jd%’) _adt

1 7=1

B

S
) ) oL
= (—=p;jdg; + ¢;dp;) — 5 dt, (3.9)
=1

<

wobei wir die Definition (2.42)) des generalisierten Impulses und die Euler-Lagrange-
Gleichung,
oL doL d

8_%_&8_@:&%:%’
benutzt haben. Der Vergleich der Koeffizienten der Differentiale dg; und dp; in den Gl-

gen. (3.8) und (3.9) liefert die sog. kanonischen Gleichungen oder Hamiltonschen
Bewegungsgleichungen

oH . OH

) = ——— =—, j=1,...,8. 3.10
pj aqj’ QJ apj? ..7 Y ? ( )

Man bezeichnet ¢, p als kanonische Variablen, oder kanonisch konjugierte Varia-
blen.
Eine weitere Gleichung erhélt man aus dem Vergleich der Koeffizienten des Differentials

dt in den Glgen. (3.8)) und (3.9),
OH OL

ot ot
Dies ist keine Bewegungsgleichung im eigentlichen Sinne. Sie liefert jedoch ein Kriterium,
um zu entscheiden, ob die Hamilton-Funktion eine Erhaltungsgrofie darstellt. Berechnen

(3.11)
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3.2 Kanonische Gleichungen

wir nach Gl. (3.8)) die totale Zeitableitung von H, so erhalten wir mit Hilfe der kanonischen

Gleichungen ([3.10) und Gl. (3.11)

A~ (0F, OH N 9
@ =\ G op, ) T o
.. 0H
= Z(—quj+quj)+5
j=1
OH oL
-z (3.12)

Totale Zeitableitung und partielle Zeitableitung der Hamilton-Funktion sind also iden-
tisch. Falls die Lagrange-Funktion nicht explizit von der Zeit abhéngt, OL/0t = 0, so
héngt auch die Hamilton-Funktion nicht explizit von der Zeit ab, und dann verschwindet
auch die totale Zeitableitung von H, d.h. H = const..

3.2.2 Der Phasenraum A
Die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen stellen 2S5 Differentialgleichungen er-
ster Ordnung in der Zeit fiir die generalisierten Koordinaten ¢; und die generalisierten
Impulse p; dar. Sie sind dquivalent zu den Euler-Lagrange-Gleichungen, die S Differenti-
algleichungen zweiter Ordnung in der Zeit fiir die generalisierten Koordinaten sind.

Wie wir gesehen hatten, beschreiben die Euler-Lagrange-Gleichungen die Bewegung
des Systems im S—dimensionalen Konfigurationsraum K. Dagegen beschreiben die
Hamiltonschen Gleichungen die Bewegung im 2S—dimensionalen Phasenraum
P. Der Phasenraum wird durch die generalisierten Koordinaten und die generalisierten
Impulse aufgespannt. Wir definieren den sog. Phasenraumvektor

7?:((7,]7) E(QIa"'7q57p17"'7pS) .

Offenbar ist der Konfigurationsraum ein S—dimensionaler Unterraum des Phasenraums,
KcP.

In Analogie zur Konfigurationsbahn im Konfigurationsraum durchlauft der Phasen-
raumvektor 7(¢) im Laufe der Zeit die sog. Phasenraumbahn

P={R(t)eP, t,<t<t}.

Im Fall von zyklischen Variablen liefert der Hamiltonsche Formalismus eine rechen-
technische Vereinfachung gegeniiber dem Lagrange-Formalismus. Sei ¢; eine zyklische Va-
riable, d.h. die Lagrange-Funktion héngt nicht explizit von g; ab,

oL
— =0 fiir g; zyklisch .
8qj J

Wir wir gesehen hatten, ist dann der zugehorige generalisierte Impuls

p; = C; = const. .
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3 Hamilton-Mechanik

Aus der Hamiltonschen Gleichung ([3.10)) fiir p; folgern wir

d.h. auch die Hamilton-Funktion héngt nicht explizit von der zyklischen Koordinate g;
ab. Der Unterschied zur Lagrange-Funktion, die immer noch von der generalisierten Ge-
schwindigkeit ¢; abhingt,

L(Ql? s di-1,4541, - - 7q‘57(jla SR )Qj—h(jja(jj-f-h s 7q.5'7t> y
ist, dass der zugehorige generalisierte Impuls stets konstant bleibt, also keine echte Va-
riable mehr ist. Er wird schon durch die Anfangsbedingungen festgelegt. Die Hamilton-

Funktion héngt dann nicht mehr von 2S5 Variablen (und der Zeit), sondern nur noch von
2S5 — 2 Variablen (und der Zeit) ab,

H(qh---,C]j—laC]j+17---,Qs,ph---,Pj—l,pj+1,---,psat |pj = Cj) )

wobei wir den Wert des zur zyklischen Variable gehorenden generalisierten Impulses p;
explizit angegeben haben.

Fiir die Bewegung des Systems im Phasenraum bedeutet dies, dass sie lediglich
auf einem durch die Bedingung p; = C; = const. definierten (25 — 1)—dimensionalen
Unterraum von P stattfindet. Die Bewegung auf diesem Unterraum wird durch Losen von

2S — 2 kanonischen Gleichungen fiir die verbleibenden Variablen ¢, ..., ¢;-1,¢;41,---,s,
Ply--sDj—1,Dj+1, - - -, Ps, sowie der Gleichung
. 0H
q; = 53—
Op; pj=C;j

fiir die zyklische Variable ¢; bestimmt.

Falls es gelingt, die generalisierten Koordinaten so zu wéhlen, dass alle zyklisch sind,
und falls die Hamilton-Funktion nicht explizit von der Zeit abhéngt, 0H /0t = 0, dann ist
das Problem automatisch gelost. In diesem Fall gibt es S Integrale der Bewegung,

p=C, ... ,ps=0Cs.
Die Bewegung findet auf einem durch diese Bedingungen definierten S—dimensionalen
Unterraum des Phasenraums statt. Die Hamilton-Funktion bleibt auf diesem Unterraum
stets konstant, .
Hpr=0C,...,ps=Cs)=H(p=C) = const. .
Die Bewegung auf diesem Unterraum wird durch die S Bewegungsgleichungen

_OH
Ip; p=C
bestimmt, welche die triviale Losung
qj<t):€jt+D], jzl,s,

haben, wobei die D; Konstanten sind, die wie die C; durch die Anfangsbedingungen be-
stimmt sind. Zu einem solchen geeigneten Satz generalisierter Koordinaten gelangt man
mit Hilfe von sog. kanonischen Transformationen. Das Ziel der Hamilton-Jacobi-
Theorie ist es, diejenige kanonische Transformation zu bestimmen, die gerade alle gene-
ralisierten Koordinaten zyklisch macht.

q; =¢{ =const., j=1,...,5,
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3.2 Kanonische Gleichungen

3.2.3 Einfache Beispiele

Das allgemeine Losungsschema des Hamilton-Formalismus ist das folgende:

(i) Festlegen der generalisierten Koordinaten, ¢ = (qi, . . ., ¢s) und Aufstellen der Trans-
formationsformeln,

B=7q, n=r@a, i=1...,N.

(ii) Bestimmen der Lagrange-Funktion als Funktion der generalisierten Koordinaten
und Geschwindigkeiten,

(iii) Berechnen der generalisierten Impulse,

_OL(@d.1)

- —

pj (Q> q, t)

(iv) Auflosen nach den generalisierten Geschwindigkeiten,
Qj:%(q_:p;t)a ]:1578

(v) Berechnen der Hamilton-Funktion als Legendre-Transformierte der Lagrange-Funk-
tion,

S
H(Gp,t) =Y pi (7, 5.t) — L(G, @, B, 1), 1) -
j=1

(vi) Aufstellen der kanonischen Gleichungen,

OH OH
p':__7 q':_a .:17"'757

und Losen dieser Gleichungen.

Wir werden dieses allgemeine Schema jetzt anhand von zwei prominenten Beispielen
erldutern.

1. Eindimensionaler harmonischer Oszillator.

(i) Der Oszillator moge sich in der kartesischen z—Richtung bewegen. Wir wéhlen
diese auch als generalisierte Koordinate, so dass die Transformationsformel

r=q

lautet.

107



3 Hamilton-Mechanik

108

(ii) Gemé&B Gl. (2.155) der Vorlesung “Theoretische Physik I: Mathematische Me-

thoden” lautet die Lagrange-Funktion

1

. 1 .
L(q,q)Zquz—ﬁqz-

Sie hingt nicht explizit von der Zeit ab. Aus Gl. (3.11]) wissen wir, dass die
Hamilton-Funktion dann auch nicht explizit von der Zeit abhédngen wird.

(iii) Der generalisierte Impuls ist

pq) = ang D _ g,

Er héngt nicht von ¢ oder t ab.

(iv) Die generalisierte Geschwindigkeit ist

q(p) = %
(v) Die Hamilton-Funktion lautet
H(q,p) = pq(p) — L(g,d(p))
= p%—%mfl—;r%kfz %Jr%kcfz %Jr%mw(?qZ? (3.13)

mit der Eigenfrequenz wy = /k/m des Ozillators.

Da 0H/0t = 0, folgt aus Gl. (3.12)), dass die Hamilton-Funktion eine Erhal-
tungsgrofle ist. Weil die kinetische Energie ausschliefilich eine quadratische
Funktion der generalisierten Geschwindigkeiten ist, ist sie auflerdem mit der
Gesamtenergie F identisch, vgl. Diskussion nach Gl. (2.111)),

2 P e

p _ N
2mE  2E/(mw})

1
H=F=_"—+-muwlq¢ =const. < 1
2m 2

. (3.14)

Diese Gleichung ist die Normalform einer Ellipse,

mit den Halbachsen a = /2 E/(mw?), b = +v2m FE in der (g, p)—Ebene, vgl.
Abb. B.1l Diese Ebene ist fiir den eindimensionalen harmonischen Oszillator
identisch mit dem Phasenraum. Fiir gegebene Gesamtenergie F bewegt sich
der Phasenraumvektor 7@ = (¢, p) des Systems also stets auf den durch GI.
definierten Ellipsen. Man kann sich zudem leicht klar machen, dass die
Bewegung stets im Uhrzeigersinn erfolgt. Lenkt man den Oszillator zum
Anfangszeitpunkt aus, z.B. in die positive ¢—Richtung, aber st6f3t ihn dabei
nicht an, so startet man genau am Punkt ¢ = /2F/(mw3), p = 0 in Abb.
B.1] Die weitere Bewegung erfolgt aufgrund der Riickstellkraft zunéchst in die
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V2E/(me)

4

o E=const.

Abbildung 3.1: Phasenraum des eindimensionalen harmonischen Oszillators und Ellipsen

konstanter Energie.

negative ¢—Richtung mit negativem Impuls, also genau im Uhrzeigersinn. Stof3t
man den Oszillator aus der Ruhelage z.B. mit positivem Impuls an, so startet
man am Punkt ¢ = 0, p = vV2Em. Dann bewegt sich der Oszillator zunéchst
in die positive g—Richtung, also wieder im Uhrzeigersinn. Ahnlich kann man
auch fiir andere Anfangsbedingungen argumentieren.

Die kanonischen Gleichungen lauten

. OH p ) oH )

= — = — s = —— = —M Ww, .

q ap m p 09
Differenzieren wir die erste Gleichung noch einmal nach der Zeit und setzen
die zweite ein, .

. p .

q:E:—w(Z)q — q+w§q:0,
so erhalten wir die altbekannte Bewegungsgleichung des harmonischen Oszil-
lators, deren Losung ebenfalls wohlbekannt ist,

q(t) = A cos(wpt) + B sin(wot) ,

mit Konstanten A, B, die aus den Anfangsbedingungen bestimmt werden miis-
sen.

2. Geladenes Teilchen im elektromagnetischen Feld. Die Bewegung eines Teil-
chens der Ladung q in einem elektromagnetischen Feld wird durch die Lorentzkraft

—

F:q(E+Ux§>

bestimmt, wobei E das elektrische Feld, U die Geschwindigkeit des Teilchens und
B die magnetische Induktion sind. £ und B lassen sich durch das skalare Po-
tential ¢(7,¢) und das Vektorpotential A(7,¢) ausdriicken,

. . 04
E:_VSO_EJ

o

=VxA, (3.15)
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3 Hamilton-Mechanik

so dass

. . 0A L
F=qg —V@—EjLUx(VxA) (3.16)

Aufgrund der Geschwindigkeitsabhéngigkeit ist dies keine konservative Kraft. Bei
holonomen Zwangsbedingungen lauten die Euler-Lagrange-Gleichungen in diesem

Fall

d o oT

____:Qja jzla"'7Sa

dt 9¢;  dg;
vgl. GL. (2.24). Fiir gewisse geschwindigkeitsabhéngige Krifte 148t sich der Lagrange-
Formalismus jedoch verallgemeinern, und zwar wenn sich die generalisierten Krifte
(); aus einem generalisierten Potential U(q, q,t) geméafl

ableiten lassen. Dann kann man namlich eine verallgemeinerte Lagrange-Funk-
tion

L(7,4,t) = T(q.4,t) = U(Z.4.1)
definieren, mit der Gl. (2.24) die Standardform der Euler-Lagrange-Gleichungen

annimmt,

Wir zeigen nun, dass fiir die Lorentzkraft genau so ein generalisiertes Potential
existiert. Wir wéahlen als generalisierte Koordinaten die kartesischen Koordinaten,
so dass die generalisierte Kraft (); aufgrund von Gl. mit 0r/0q; = 0r/0x; = €,
identisch mit der j—Komponente F; der Lorentzkraft ist. Das gesuchte generalisierte
Potential lautet

In der Tat ist

@ =BT qos, o

o . oA
- dt al’j 813]'

B Bp  0A; = [0A,  OA; |
- q[ or, 0t +Z(axj 9z ) TE| (3:17)

k=1

wobei wir im letzten Schritt die totale Zeitableitung von A; benutzt haben. Der
letzte Term in dieser Gleichung ist offenbar gerade die j—Komponente des letzten



3.2 Kanonische Gleichungen
Terms in Gl. (3.16)),
3

3
s L 9A
[U X (V X A)] = E €kl Uk (V X A) = E €kl €lmn Uk a—n
j l i
J k=1 k,lm,n=1 m
3 3

B A, 04y, 0A;
= Z (5]m (S]m — (5]71 (Skm) Vg (%m - ;Uk (81'] N al'k) ‘

kmmn=1

Der Vergleich von Gl. (3.17) mit Gl. (3.16)) liefert die Behauptung, q.e.d.

Wir wenden nun das allgemeine Losungsschema an, um die Hamilton-Funktion und
die kanonischen Gleichungen abzuleiten.

(i) Die generalisierten Koordinaten sollen identisch mit den kartesischen Koordi-
naten des Teilchens sein, 7 = ¢. Der Einfachheit halber bleiben wir bei der
Notation 7 anstelle von ¢.

(ii) Wie gerade erldutert, lautet die verallgemeinerte Lagrange-Funktion

.. . . 1 . N
L(r,rt)=T() - U(F,7t) = Equ +q7- A7, t) —qe(T,t) . (3.18)
(iii) Der generalisierte Impuls ist nicht mehr identisch mit dem mechanischen Im-
puls m 7, o
- 5 8L /’:’7 7:’7t . —
pj(T,Tat)Z%:mxj +qA,(71) . (3.19)
J

(iv) Die j—Komponente der Geschwindigkeit lautet

G A7t
fﬂﬁﬁﬂ=:&—iLing. (3.20)
m
(v) Die verallgemeinerte Hamilton-Funktion als Legendre-Transformierte der ver-

allgemeinerten Lagrange-Funktion (3.18)) lautet

— _E[ﬁ_quwﬂ2+qwﬁﬁ), (3.21)

wobei wir im vorletzten Schritt die Definition der Geschwindigkeit ein-
gesetzt haben. Diese Form der Hamilton-Funktion wird uns in der Quantenme-
chanik als Hamilton-Operator fiir die Bewegung eines quantenmechanischen
Teilchens im elektromagnetischen Feld wiederbegegnen. Die Form, in der das
Vektorpotential im generalisierten Impuls auftaucht, bezeichnet man als
minimale Kopplung.
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3 Hamilton-Mechanik

(vi) Die kanonischen Gleichungen lauten

oH pj—a4;

, OH 9 /. N 04  dp
L= — — fr— _ —_ A ¢« —_— _
im0, — m (=0 4) oz, | o

_ [z A 0\ _ U
-9 8:@ 8:cj o al‘j
3.3 Moadifiziertes Hamiltonsches Prinzip

Man kann die kanonischen Gleichungen auch aus dem Hamiltonschen Variationsprinzip
ableiten, welches wir in diesem Zusammenhang als modifiziertes Hamiltonsches Prin-
zip bezeichnen,

te ) te S
02552(5/ dtL((f,cf,t):5/ dt [ijqj—H((f,ﬁ,t)] . (3.22)
ta ta 1

Jj=

Hierbei haben wir im letzten Schritt die Lagrange-Funktion durch die Definition der
Hamilton-Funktion als deren (negative) Legendre-Transformierte ersetzt.

Da die rechte Seite neben dem Konfigurationsvektor ¢ auch vom Vektor p'der generali-
sierten Impulse abhéngt, muss das Variationssymbol “0” entsprechend erweitert werden.
Es wird nicht ldnger nur die Konfigurationsbahn IC variiert, sondern die Phasenraum-
bahn P. Alle méglichen Variationen der Phasenraumbahn liefern wieder eine Konkur-
renzschar,

M={P eP, #mind. 2 x diffbar., ¢(t,) =G, ¢(t.) = 7.} .

Hier ist zu beachten, dass lediglich die Konfigurationsbahnen vom selben Punkt
Ja bei t, starten und am selben Punkt ¢, bei ¢, enden. Dagegen gibt es keine solche
Beschréinkung fiir die Werte der generalisierten Impulse p(t,), p(t.). Fiir diese sind alle
moglichen Werte zugelassen. Dies ist in Abb. veranschaulicht.

Warum ist dies so? Zunéchst ist zu bemerken, dass vormals bei der Variation der Kon-
kurrenzschar der Konfigurationsbahnen die Anfangs- und Endwerte der generalisierten
Geschwindigkeiten ¢;(t,), g;(te) auch nicht festgelegt waren, sondern alle méglichen Wer-
te annehmen konnten. Dies liegt daran, dass die Geschwindigkeit der Grenzwert eines
Differenzenquotienten der Koordinaten ist,

o o 4+ AY) —gi(2) o e @) — gt — At)
B =4 A b =M

Wenn wir bei ¢, den vorwérts genommenen Differenzenquotienten betrachten, hangt sie
nicht nur von ¢;(t,), sondern auch von ¢;(t,+At), also vom Wert der Koordinate bei einem
spiteren Zeitpunkt t, + At ab. Dieser Wert wird aber im Rahmen der Konkurrenzschar
mitvariiert. Entsprechendes gilt fiir den Endzeitpunkt ., wenn wir dort den riickwérts
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3.3 Modifiziertes Hamiltonsches Prinzip

Abbildung 3.2: Konkurrenzschar im Phasenraum.

genommenen Differenzenquotienten nehmen. Hier ist zwar ¢;(t.) fest, aber ¢;(t. — At)
wird mitvariiert. Da zwischen generalisiertem Impuls und generalisierter Geschwindigkeit
ein eindeutiger Zusammenhang besteht (z.B. p; = mg;), wird nun klar, warum die Werte
von p; bei t, und ¢, mitvariiert werden miissen.

Wir charakterisieren nun die Phasenraumbahnen aus der Konkurrenzschar wieder mit
Hilfe eines Scharparameters «. Eine bestimmte Phasenraumbahn aus der Konkurrenzschar
kann man daher wie folgt schreiben:

Talt) = (1), Pa(t)) . Gult) = Bt) +Falt) . Balt) = Polt) + Balt) |

mit einer fest vorgegebenen Phasenraumbahn 7y (t) = (¢o(t), po(t)), vel. Gl. (2.84). Hierbei
ist

Viate) =Yialte) =0 Ya, v0t)=0 Vtelty,t], j=1,...,5, (3.23)
wahrend fiir die Funktionen 3 ,(t) lediglich die Bedingung
5j70(t):0 Vte[taate]v j:17"'a57

gilt. Wir iibertragen nun die vormals im Rahmen der Variationsrechnung diskutierte Re-

lation (2.87) und erhalten
te . .
SRt = [t [£(FaasfinsPiart) — Fldin i )] (3.24)
ta

wobel

S
F(@,q.5.t) =Y pjd;— H( D, t)
j=1
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3 Hamilton-Mechanik

ist. Taylor-Entwicklung liefert ganz analog wie vormals

s Of o, OF A 9, OF o
f<QdO¢7quc7pdom )—fq07q07p07 ‘I’Z( f i, f_ 03, _I__f BJ? )dOé7

Jdq; Oa aqj dt da  Op; O«
wobei die Ableltungen nach a bei @ = 0 zu nehmen sind und die Ableitungen nach g;, ¢;

und p; bei ¢, ¢ und py. Einsetzen in Gl - liefert mit Hilfe von

of _om of _ or . oH
0q; dg; ~ 04; Toop Y op;

das Resultat (wir lassen den Index “0” im folgenden weg, es ist klar, dass sich alle Gréen
auf die vorgegebene Phasenraumbahn beziehen)

t S
- . © _aH 67]}& ) d a7j,a o o0H aﬂj,a
5S[W(t)]—/ta dtZ{ 5 oo g et (g, ) oo

J=1

Der mittlere Term wird wieder partiell integriert. Mit den Bedingungen (3.23) erhalten

wir
t S
¢ 0H 0H
o= [ a5 (- )i (5 )] o
Fo) = [ a3 | (-5, ) o= (i 5y ) oo (3.25)
wobei wir analog zu Gl. (2.86) die Variation der Phasenraumbahn,
5quagj’a da, 0p; = 6Nda j=1,...,8, (3.26)
a

benutzt haben. Die Phasenraumbahn 7(t) = (¢(t),p(t)), to < t < t., sei nun diejenige,
welche das modifizierte Hamiltonsche Prinzip erfiillt, also die Wirkung extremal
macht, S = 0. Da die Variationen unabhéngig sind, miissen ihre Koeffizienten in
Gl. verschwinden, also

oOH : OH

Qj:a_pju pj:_a_qj’

Dies sind wieder die kanonischen Gleichungen.

3.4 Poisson-Klammern

3.4.1 Definition der Poisson-Klammer

Wir betrachten eine beliebige Funktion des Phasenraumvektors 7 = (¢, p) und der Zeit,
f(7,t) = f(q,p,t). Ihre totale Zeitableitung ist

of of
Z (3% dp; p”) T
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3.4 Poisson-Klammern

die wir mit Hilfe der kanonischen Gleichungen (3.10)) in

(3.27)

dt dq; dp;  Op; dq;) ot

af & (af OH  Of 8H) of
— \9q; Op;  Op; Og;

umschreiben konnen.

Definition: Seien f(q,p,t) und g(q, p, t) skalare Funktionen von ¢, p'und der Zeit ¢t. Dann

15t
s
of 99 Of ag>
" _0f 99 3.28
{f.9}as ]Zl (aqj dp;  Op; Oq; (3.28)

die Poisson-Klammer von f mit g.
Mit der Poisson-Klammer lautet die totale Zeitableitung ({3.27)
af

df i

Es wird sich herausstellen, dass der Index ¢, p unnétig ist, da der Wert der Poisson-
Klammer von der Wahl der kanonischen Variablen unabhéngig ist.

Spezialfille:
. . g 5 (0q; OH dq; OH\ g
gy V.. % d¢; o 0gq; OH | 945
(1) q] {%7 }q,p+ 8t ;(8(]; apl apl aql + at
_ i(g OH  0g; _OH 0 _ ., Og
- =Vop ot op ot Y o
8%’ . _

wobei wir die Unabhéngigkeit der Variablen ¢; und p;, dq;/0p; = 0, und die kanonischen
Gleichungen ausgenutzt haben. Das Resultat bedeutet, dass ¢; und ¢ ebenfalls als
unabhéngige Variablen zu betrachten sind und dass dementsprechend die Zeitableitung
von g; gleich der Poisson-Klammer von ¢; mit H ist. Ganz analog zeigt man

.. Ip; .
(H) (9tj =0, p; = {pjv H}i,ﬁv
(3.31)

auch p; und ¢ sind unabhéngige Variablen.

3.4.2 Fundamentale Poisson-Klammern

Die néchsten drei Beziehungen bezeichnet man als fundamentale Poisson-Klammern:

{a:a:}a5 =0, {pipitasr =0, {¢ pitas=0i - (3.32)
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3 Hamilton-Mechanik

Beweis: Die erste Relation folgt sofort aus der Definition ((3.28)),

s
0¢i 0¢; _ 0gi 0g;

i 4isqp = aq - -
{9 4j}ar 121: (aql Opr Op Oq

da 0¢;/Op; = 0 und 0dq;/Op; = 0. Analog beweist man die zweite Relation. Die dritte

lautet < p
8qi 8p]~ 8q, Gpj
wDitar =D (e ot — ) NG =6, qed.
{q p]}Q:P — (8ql apl apl aql - 1 951 J g.e

Es stellt sich die Frage, ob die Poisson-Klammern unabhéngig von der Wahl der kano-
nischen Variablen sind. Dazu betrachten wir das Analog der Punkttransformation ([2.31|)
fiir den Phasenraum, die sog. Phasentransformation,

p — P=P(pt). (3.33)

Die neuen kanonischen Variablen C?, P kénnen i.a. von den alten Variablen ¢, p und der
Zeit abhiangen. Im folgenden betrachten wir allerdings nur zeitunabhingige Phasen-
transformationen Q((j’,ﬁ), ﬁ(cj’,ﬁ), bzw. ihre Umkehrung cf(@, ]3), ﬁ(@, ]3) Dies ist nicht
zwingend, vereinfacht jedoch die Beweisfiihrung der folgenden beiden Sétze.

Satz: Seien (7, 7) und (@, P) zwei kanonische Variablensitze, die miteinander iiber eine
zeitunabhéngige Phasentransformation (3.33]) in Beziehung stehen. Fiir beide gelten je-
weils die kanonischen Gleichungen mit der Hamilton-Funktion H (q, P, ) bzw. H(Q, P, 1).

Hierbei berechnet sich H(Q P ,t) durch Einsetzen von q(Q P) und p(Q P) in H(q,p,t),
also

H({(Q, P),5(@Q,P),t) = H(Q,P,t), baw. H(QP),P(qp)t)=H(Ppt).
Dann gilt
{Qi,Qi}as=0, {PPilap=0, {Qi,Pilgs= - (3.34)

Dies bedeutet, dass die fundamentalen Poisson-Klammern nicht von der Wahl der
kanonischen Variablen abhingen.

Beweis: Da die @); nicht explizit von der Zeit abhéngen sollen, gilt

S
. N~ (0Qi 0H  0Q; OH
Q: = {Qm H}q,p - ; (aqk Opx Opk 8Qk>

"aQZ-ZS: 0H 0Q: , 0H 0P, _aQZZS: 0H 0Qi , 0H OF\|
| 9qr = \OQu Opr, OB, Ipy, Qi Oqr IR, Og, ]

'aﬁi(a@ 0Q  0Q; a@)+_ﬁf§:(a@ OB 0Q; @)
|0Q1 s \Oqr. Ipr Ipr. g — \ I Opr. Opr, O

I
]

i
I

Il
]

N
Il
—

I
E

(—PZ {Qi, Qu}ap+ Qu{Qi, Pl}é'ﬁ) ’

N
Il
—
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3.4 Poisson-Klammern

wobei wir von der ersten auf die zweite Zeile die Kettenregel fiir die Funktion H(q, p,t) =
H(Q({.7), P(7,7),t) benutzt haben und im letzten Schritt die kanonischen Gleichungen
fiir Q;, P, und die Definition der Poisson-Klammern benutzt haben. Damit die rechte und
die linke Seite iibereinstimmen, muss gelten

{Qi,Qitgr=0, {Qi Plgp=0u.
Berechnet man ganz analog P, so findet man auch, dass
{Pi, Pl}qjﬁ =0 5 q.e.d. .

Der nédchste Satz besagt, dass auch der Wert einer beliebigen Poisson-Klammer von der
Wahl der kanonischen Variablen unabhéingig ist.

Satz: Seien (7,5) und (@, P) zwei Sitze kanonischer Variablen, die iiber eine zeitun-
abhéngige Phasentransformation miteinander in Beziehung stehen. Seien F(q, p,t)
und G(q, p,t) zwei beliebige skalare Funktionen der kanonischen Variablen und der Zeit
und ﬁ(@, P, t), G(Cj, P, t) die Funktionen, die durch Einsetzen von J(Cj, ]3), ﬁ(@, ]3) aus
F und G resultieren,

F(@@Q.P),p(@.P),t) = F(G,P,t), G@Q,P),pq,P)t)=G(q,P1,
baw.  F(Q(7.9), P(q,p).t) = F(@pt), GQ@G 0, P75t =G, Pt.

Dann gilt
{F, G}q_',ﬁ ={F, G}Q,ﬁ

Beweis: Der erste Teil des Beweises folgt denselben Rechenschritten wie der Beweis des
letzten Satzes,

(8F oG OF 5G>
0qr Op, ~ Opi, Ogy,

{F7G}§,’ﬁ = Z

_y '8_F§ 0G 0@y 9G on _@Fi 0G 0Q:  9G on
— | O 0Q Opr, OB, Opy Opr; 0Qi dqr, ~ OB, Oqy
_ v |ee Z(aF 0Q _ OF a@z> +_§(6_F@_8_F@>
— _(9Q Oqx. Opr. Op Dar.) O <= \ O Op  Opy. Dai
S
oG
- lzl a_Ql {F’ Ql}tﬁﬁ—i_ 8_Pl {F7Pl}lﬁﬁ> : (335>

Fiir die spezielle Wahl F' = Q;, ergibt sich mit den fundamentalen Poisson-Klammern
(3.34) daraus das Resultat

G
{Qle}qp Z apl
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3 Hamilton-Mechanik

Da die Poisson-Klammern per Definition, Gl. (3.28)), antisymmetrisch unter Vertauschung
ihrer Argumente sind, {F, G}z;5; = —{G, F}z5, gilt auch

0G

opP,’

wobei wir Q) durch @); ersetzt haben. Da die Funktionen F' und G durch nichts ausge-
zeichnet sind, muss auch gelten

{G7 Ql}lﬁﬁ ==

oF
{F,Qi}er = 9B

Analog erhalten wir, wenn wir in Gl. (3.35)) die spezielle Wahl F' = P} treffen und die
fundamentale Poisson-Klammer { Py, Q;}75 = —0m, vgl. Gl (3.34)), benutzen

(3.36)

oG
P, Glop=——,
{ k }QJJ an
bzw. mit den gleichen Argumenten wie oben
OF
F. P}esr=—. 3.37
{ ) l}‘LP an ( )

Setzen wir die Glgen. (3.36) und (3.37) in Gl. (3.35)) ein, so erhalten wir

S ~ ~ ~ ~
0G OF 0G OF IS
{F>G}<Zﬁzz <_3_Qz@_Pl+5_Pl@_Ql> ={F,G}sp, qed..
I=1

Dieser Satz berechtigt uns, im folgenden die Indizes an den Poisson-Klammern wegzulas-
sen.

3.4.3 Formale Eigenschaften

In diesem Abschnitt fithren wir einige formale Eigenschaften der Poisson-Klammer ((3.28))
auf.

(i) Antisymmetrie: f,g seien Funktionen der kanonischen Variablen und der Zeit.

Dann gilt
{f,9y =9, /}.

Dies folgt unmittelbar aus der Definition (3.28]). Als Korollar folgt daraus
{f,f}=0V/f. (3.38)

Dies folgt auch direkt aus der Definition ((3.28]).

(ii) Linearitit: ¢, cy seien zwei Konstanten und f;, fo und g Funktionen der kanoni-
schen Variablen und der Zeit. Dann gilt

{ar fi+ca fo, 9} = ai{f1, 9} + c2{fa, g} -
Der Beweis folgt unmittelbar aus der Definition ([3.28)).
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3.4 Poisson-Klammern

(iii) Nullelement. Sei ¢ = const. und f eine Funktion der kanonischen Variablen und
der Zeit. Dann gilt

{e.fy=0Y7.

Der Beweis folgt unmittelbar aus der Definition ([3.28)).

(iv) Produktregel. Seien f,g und h Funktionen der kanonischen Variablen und der
Zeit. Dann gilt

Beweis: Mit der Definition (3.28)) und der Produktregel berechnen wir

5. (0f d(gh)  Of dlgh)
{f:9h} = Z(a_% op;  9p; Og )

B i( of oh , of 8gh of oh  of agh>
0qj Op;  0Oq; Op;j 8pJ 0q;  Op; Og;

j:l
of oh  of E)h) (af 99 of ag)
— R S — — ——— | h, qed..
g; (6’qj dp;  9Op; Jg; ; dq; Op;  Op; Og; 4

(v) Jacobi-Identitét. Seien f, g und h Funktionen der kanonischen Variablen und der
Zeit. Dann gilt

{f 49, h3} +Hg.4h, f1} +{h.{f, 93} = 0.

Beweis: Durch Ausrechnen.

{fi{g,h}} +{g,{h f}}

_ Z'af a(agah agah) af a(@@_@@)}

_a% ap] a_Qk a_pk B a_pk a_(]k apj aQJ g, Opy, Opr, Oqy,

P[RRy oy oo (o o))
) |94k apk dq; Op;  Op; 0g; apk an dq; Op;  Op; 0g;
s 'ﬁ( g Oh 0y Oh _ g Oh 09 O )
_aqj Op;Oqy, Opy,  Oqy, Op;0py; 0p]8pk Oqi  Opy. Ip;0qy,

9q;0q1, Op 8Qk 9q;0px  9q;0p Oq  Op ;0
(0% of , oh 0*f  *h 0of oh a2f>

(82g oh 8g 0%h 9% Oh Og (92h)

dprdq; Op; 8% dpkdp; Oprdp; Oq;  Op; Oprdg;
()2h of . oh Rf  0*h Of  oh f )}

apj
3%
8pk dqrdq; Op; 8qj dqdp;  Oqr.0p, Dq;  Op; ey,
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0%g Oh 0%g Oh
Op;Oqw Opr. Op;0pk Oy

0%g Oh 0%g Oh
3%0% Opy, (9(1]5’1% 3%

af
Ip;

S rof
N Z {3%‘

Op;Oqy Opr.  Op;0px Oy, apy 9q;0q, Opx  Dq;0px Oy,
oh O*f oh 0*f

oh oh 9f  oh Of
dqr Op;Opr  Oprx Op; Oy dqr 0q;0pr  Opr Dq;0q
S

q;
ahz(g Py of Py an o9 Of @)

+@(ah 0*f  on 9 ) ag<@ 0*f  oh 0*f )}
dqw \dq; Oprdp;  Op; Oprdy; dq; 0qi0p;  Op; 0qi0g;

9%g Oh 0%*g Oh 0%g Oh 0%g Oh

0q; OpkOp;  Op; Oprdq;  OpipOp; Og;  Oprdq; Op;

1

.

S T = o e B
0q; dqxOp;  Opj 0qx0q;  OqrOp; Oq;  0qr0q; Op;

Q| @
ES‘v

<.

- —Z(S—jka%{f,g}—a—hi{f NERTI

wobei sich die farbig gekennzeichneten Terme gegenseitig wegheben und wir von der
mit (x) gekennzeichneten Zeile zur mit (k%) gekennzeichneten die Summationsindizes
7, k vertauscht haben, q.e.d.

3.4.4 Integrale der Bewegung

Sei F'(q,p,t) eine Funktion der kanonischen Variablen und der Zeit. F' ist genau dann

ein Integral der Bewegung, falls

dF
E_O'

Aus Gl. (3.29) folgern wir, dass F' genau dann ein Integral der Bewegung ist, falls

oF oF
{F.H} + — Y =0 <= N ={H,F}. (3.39)

Obwohl die totale Zeitableitung von F' verschwindet, muss die partielle nicht verschwin-
den, sie muss nur gleich der Poisson-Klammer von H mit F' sein.

Falls ' = H, so liefert Gl. (3.29) mit Gl. (3.38))

dH OH OH
dt = {1} + ot ot

Diesen Sachverhalt haben wir schon in Gl. (3.12)) abgeleitet. Falls die Hamilton-Funktion
nicht explizit von der Zeit abhéngt, 0H /0t = 0, so ist H ein Integral der Bewegung,.

Poissonscher Satz: F'(q,p,t) und G(q, p,t) seien Integrale der Bewegung. Dann ist auch
{F,G} ein Integral der Bewegung.
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3.4 Poisson-Klammern

Beweis: Die Jacobi-Identitéit fiir F,G und H lautet nach Umordnen der Terme und
Ausnutzen der Antisymmetrie der Poisson-Klammer

{H> {F7G}} = {Fa {H7G}} - {Gv {H’F}} .

Fiir Integrale der Bewegung gilt Gl. (3.39)), also

{H,{F,G}} = {F,aa—?} + {%—f,G} = %{F, G},

wobei wir im letzten Schritt die Produktregel benutzt haben. Dies ist aber gerade GI.
fur {F, G}. Damit ist auch {F, G} ist Integral der Bewegung, q.e.d.

Der Poissonsche Satz erlaubt, aus der Kenntnis von zwei Integralen der Bewegung
eine ganze Reihe weiterer zu konstruieren: {F,{F,G}}, {G,{F,G}}, {F,{F,{F,G}}},
etc. Diese sind aber nicht immer nicht-triviale Grofien (sonst hétte jedes System mit
mindestens zwei Integralen der Bewegung automatisch unendlich viele).

3.4.5 Der Bezug zur Quantenmechanik

In der Quantenmechanik werden physikalische Observable durch Operatoren représen-
tiert, im folgenden durch “"” iiber dem entsprechenden Symbol gekennzeichnet. Z.B. gilt
fiir Ort und Impuls:

4G =4, pj—D;-
Die Poisson-Klammer zweier physikalischer Grolen A, B wird durch den sog. Kommu-
tator der diesen Groflen zugeordneten Operatoren ersetzt,
{A,B} —» —

LA B = <AB BA)

ih

th

wobei wir die Grofle A = h/(27) schon frither kennengelernt hatten. Die fundamentalen
Poisson-Klammern (3.32)) nehmen die Form

[(jianj] =0 s [ﬁzaﬁ]] =0 ) [ijﬁ]] = Zhézj 5

an. Generell gilt, dass physikalische Groéflen genau dann gleichzeitig scharf meflibar
sind, wenn der Kommutator der ihnen zugeordneten Operatoren verschwindet.
Angewendet auf die letzte Gleichung bedeutet dies, dass eine Ortskoordinate und der
ihr zugehorige Impuls, z.B. x und p,, nicht gleichzeitig scharf mefibar sind. Dies ist die
Kernaussage der Heisenbergschen Unbestimmtheitsrelation.

Die Hamilton-Funktion H({, p, ) wird, wie wir schon frither erwidhnt hatten, durch
den sog. Hamilton-Operator H (q p, t) ersetzt. Die Gl - nimmt dann fiir einen
Operator A die Form

dA 1 . - 0A
il [A, H] + wn

an. Dies ist die sog. Heisenbergsche Bewegungsgleichung fiir den Operator A.

121



3 Hamilton-Mechanik

3.5 Kanonische Transformationen

3.5.1 Definition

Wie wir in Abschnitt gesehen hatten, ist es zur Losung eines mechanischen Problems
im Rahmen des Hamilton-Formalismus zweckméfig, die Wahl der kanonischen Variablen
so zu treffen, dass es moglichst viele zyklische Variablen bzw. dazugehorige Integrale der
Bewegung gibt. Es stellt sich daher die Frage, wie man von einem Satz kanonischer Va-
riablen ¢, p’ zu einem anderen, moglicherweise in dieser Hinsicht giinstigeren Satz Q, p
transformiert. Fine Moglichkeit ist das Analog zur Punkttransformation (2.31f) im Kon-
figurationsraum, die Phasentransformation im Phasenraum. Wé&hrend jedoch
alle Punkttransformationen die Lagrange-Gleichungen von der Form her invariant lassen,
gilt dies fiir die kanonischen Gleichungen nicht fiir alle Phasentransformationen. Solche,
die dies tun, nennt man kanonische Transformationen.

Definition: Eine Phasentransformation (3.33) heit kanonisch, falls es eine Funktion
H(Q, P,t) gibt, fiir die die kanonischen Gleichungen

oo

8P47 -Pj:__vj:]-w"asv
J

9 0Q;

gelten. Falls H (Cj, P, t) durch Einsetzen der Phasentransformation (3.33|) aus H(q,p,t)
hervorgeht,

H(J(Q" ﬁ’ t)?ﬁ(é’ ﬁ? t)’ t) = ﬁ(@? ﬁ’ t) I

so nennt man die Transformation kanonisch im engeren Sinne.

Beispiele:
(i) Vertauschen von Orten und Impulsen. Die Phasentransformation

Q; = Q;(q,p,t) = Qi(p;) = —pj, Py=PFi(@:p,t) =Pi(¢j)=¢q;, j=1,...,5,
(3.40)
ist kanonisch im engeren Sinne. Es gelten ndmlich mit

H(Q, P,t) = H(@(P),5(Q),1)
die folgenden Bewegungsgleichungen

oP, - dg; op, - og P79
OH(Q,P,t) _ OH(@P),p(Q)t) op; _ OH(,71) _ i = b
an 8])] an 6pj J J

Offenbar spielt es in der Hamilton-Mechanik keine Rolle, welche Gréfie wir als Ko-
ordinate und welche als Impuls bezeichnen.
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3.5 Kanonische Transformationen

(il) Mechanische Eichtransformationen. Wir hatten gesehen, dass die Lagrange-
Gleichungen invariant bleiben, wenn man eine totale Zeitableitung zur Lagrange-
Funktion addiert,

- T 05 d
L(q,qt) — L(@q.t) = L(q.q, )+dt9( t).

Welchen Effekt hat dies auf die Hamilton-Funktion? Zunichst verandert sich da-
durch der generalisierte Impuls,

oL oL 0 (09 . 00 o0
=0 aqﬁa—qj(Za—qlWa)—pﬁa—qj-

=1

Wir betrachten also die Phasentransformation

00 (q,t
4;
mit der Umkehrung
- 00(q,t)

an ’

und berechnen die zu den kanonischen Variablen Q P gehorende Hamilton-Funktion
(Q P ,t) aus der Legendre-transformierten Lagrange-Funktion L,

S S
. . - o\ . dQ
H = E :Pij—LZE (pj+_8qj>Qj_L_E
Jj=1 j=1
S S
o) o) o)
= H+) —q'j—< —q'j+—>
= 8qj = 8qj ot
of)
- H-% (3.43)

Die Hamilton-Funktion H folgt aus H also nicht linger durch blofies Einsetzen der
Phasentransformation . Es kann sich also nicht um eine kanonische Transfor-
mation im engeren Sinne handeln. Wir miissen aber noch iiberpriifen, ob es sich
iiberhaupt um eine kanonische Transformation handelt. Dazu leiten wir die kanoni-
schen Gleichungen ab. Mit Hilfe der Kettenregel berechnen wir

OH(Q, P 1) _ OH(g.7(, Pt),1)
9 i % {qusid it
ESZ OH (3,54, P.1), 1) opi(7, Pi.t)
=1 Op G psiAt 94q; {as,i#5},Prt
og.1) . (3.44)
040t g2y
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3 Hamilton-Mechanik

Bei festem P ist gemafl Gl. (3.42))

Op(q, Pit) _ 9*q;t)
dq; 9q;0q,

und mit Hilfe der kanonischen Gleichungen wird aus Gl. (3.44))

OH(Q, P.t) Ezaﬂm UG L doaGt) 4
OQ] B 8q]8ql @ Gq]at i dt aq] = Jo

wobei wir im letzten Schritt die Definition von P; geméfl Gl. (3.41) benutzt haben.
Damit sind die kanonischen Gleichungen fiir die Impulse P; abgeleitet.

Fiir die kanonischen Gleichungen fiir die Koordinaten (); berechnen wir

U g R .
8H(Q,P,t) _ Z 8H(q,p(q,P,t),t) apl(Qaplat>
S
= D @d=4=0;,

=1

womit auch die iibrigen kanonischen Gleichungen abgeleitet sind. Die Transforma-
tion (3.41)) ist also eine kanonische Transformation.

Der Name “mechanische Eichtransformation” riithrt daher, dass in einem elektroma-
gnetischen Feld der generalisierte Impuls die Form ([3.19) annimmt und das skalare
sowie das Vektorpotential nur bis auf eine sog. “Eichtransformation”

OA(F, )

ot
Aty — AT t) + VAT 1)

90(7770 — 90(77@—

bestimmt sind. (Der zusétzliche Term taucht némlich in den elektromagnetischen
Feldern (3.15) nicht auf.) Wenn wir q A(7,t) = Q(r, t) setzen, dndert sich bei einer
solchen Eichtransformation des Vektorfeldes der generalisierte Impuls gerade wie bei
der mechanischen Eichtransformation (3.41)),

| . ON(F, 1) (7 t)
pj:mxj—i-ClAj(T»t) — Pj=pj+a a.’L'j =P 8.1']‘ ‘

23.6.2017 ]

3.5.2 Die erzeugende Funktion

Im vorangegangenen Abschnitt haben wir gesehen, dass eine kanonische Transformation
die Existenz einer Hamilton-Funktion H (@ , f’, t) fiir die neuen kanonischen Variablen @ , P
voraussetzt, mit der die kanonischen Gleichungen die Standardform annehmen. Aber wie
findet man diese Hamilton-Funktion?
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3.5 Kanonische Transformationen

Die Idee ist, dass das modifizierte Hamiltonsche Prinzip (3 auch fiir die neuen
kanonischen Variablen Q P mit der neuen Hamllton-Funktlon H (Q J2 ,t) gelten

muss,
0=05= 5/ dt
ta

Damit auch diese Variation verschwmdet, kann der Integrand sich nicht allzu sehr von
dem in Gl. (3.22) unterscheiden. Diese Idee fiithrt auf den folgenden

Satz: Eine Phasentransformation (3.33)) ist kanonisch, falls

ZP O, — H(G. B.1)

dF
ijqj H = ZPQJ H+—1. (3.45)

Dabei ist die sog. Erzeugende der Phasentransformation (|3.33|)
Py = F\(q,Q,1) (3.46)
eine hinreichend oft differenzierbare Funktion der alten und neuen Koordinaten und der

Zeit.

Beweis: Wir zeigen zunéchst, dass die Funktion F die Phasentransformation (3.33) und
die Form von H eindeutig festlegt, was den Begriff “Erzeugende” rechtfertigt. Einerseits
ist das totale Differential von F} durch ihre funktionale Abhéngigkeit festgelegt,

OF, OF, OF
dF1:Z(a —Ldg; +8QldQ)+a—tldt.

j=1

Andererseits gilt, wenn man Gl. (3.45) etwas umstellt,

S
dFy =) (pjdg; — P;dQ;) + (H — H)dt . (3.47)
j=1
Koeffizientenvergleich liefert
= OF(7,Q,t)
pj(Q7Q7t) = %7 ]:1)"'78) (348>
4q;
- ~ aF Ju@?t .
a(quﬂf) = _%7 ]:17"'757 (349>
J

8F1 (q_; Cja t)
ot ’

Diese Gleichungen legen die Phasentransformation bereits vollstdandig fest. Fiir vorge-
gebene ¢, p und F} liefert die Umkehrung der ersten Gleichung nédmlich die Funktionen
Q;(q.pt), j =1,...,5. Setzen wir dies in die zweite Gleichung ein, so erhalten wir

—

die Funktionen P;(q,Q(q,p,t),t) = P;j(¢.p,t), 7 = 1,...,S. Die Phasentransformation

H(Q,P.t) = H(Tpt)+ (3.50)

125



3 Hamilton-Mechanik

(3.33) ist also bei Kenntnis von F) festgelegt. Die Hamilton-Funktion H ist dann schlief-
lich durch Einsetzen der Umkehrung der Phasentransformation in die dritte Gleichung
eindeutig bestimmt,

(0. P = 5 = = OF(7(Q,P.1),Q
H(Q, P,t) = H({(Q, P,1),5(Q, P,t),t) + I(Q(Q7at7t)’Q’t) .

Wir zeigen nun, dass die von Fj erzeugte Phasentransformation auch kanonisch ist, d.h.
sich aus dem modifizierten Hamiltonschen Prinzip (3.22) auch die kanonischen Gleichun-
gen fiir die neuen Variablen (), P ableiten lassen. Es gilt mit Gl. 1)

o[ 25 5o, (301
S = /t dt _jzlquj— qp,t] /ta de ZP Q; — H(Q,P.t) + 1T
= /tedt ZP Q; — H(Q,P.t)| + Fi(q.,Q(t.). te) — Fi(du, Qlta) ta) . (3.51)
a | j=1

Hierbei miissen wir einen subtilen Punkt beachten. Zwar sind Anfangs- und Endkoordina-
ten fiir die ¢; fiir alle variierten Phasenraumbahnen identisch, ¢(t,) = G, ¢(t.) = G., aber
dies gilt nicht mehr fiir die neuen Anfangs- und Endkoordinaten, da diese auch von den
Impulsen abhéngen, die beim Anfangs- und Endzeitpunkt mitvariiert werden. Die Gréfen

Qlta) = Q@ lta) 1) . Qlte) = Q@ Blte), ) |
dndern sich also bei der Variation. Die Variation von Gl. (3.51)) lautet demnach

—

0= Fl( te) ) - 5F1(Qa7 Q( )7 ta)
S ~
OH OH
P;Q; + P; 4 Pl .
+ dtjz1 (5 Q;+ P 6Q; — aQ](SQJ ap5 )
Wir benutzen

5Fl(Qe7 Q(te)a te) - 5Fl<Qaa Q(ta)a ta) = Z w 5@] 9

j=1 =%

ta

integrieren partiell,

te X te
ta ta

te
jz —/1t dt P;6Q);

und erhalten

te S ) F
+/t dtZ[(Qj—gg>5P (PJ gg>5QJ].
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3.5 Kanonische Transformationen

Obwohl die Variation 0Q); bei ¢, und t. nicht verschwindet, ist der erste Term aufgrund
von Gl (3.49) null. Weil die Variationen 6();,6P; der neuen Variablen unabhéngig sind,

folgt,

dass ihre Koeffizienten verschwinden miissen. Dies liefert aber gerade wieder die

kanonischen Gleichungen, q.e.d.

Beispiele:

(i)

Vertauschen von Orten und Impulsen. Dieses Beispiel hatten wir schon im
vorangegangenen Abschnitt diskutiert. Die Erzeugende, die diese kanonische Trans-
formation bewirkt, lautet
s
-2 4Q;
j=1

Gemif den Glgen. (3.48)), (3.49) berechnen wir ndmlich

OF oF
pj=——=—Q;, ]Djz—afcquj'-
J

0q;
Dies sind aber gerade die Transformationsformeln (3.40[). Da Fj nicht explizit zeit-
abhéngig ist, folgt gemafl Gl. (3.50) die neue Hamilton-Funktion einfach durch Ein-
setzen der Transformationsformeln,

~ — —

H(G, P,t) = H((Q, P,t),5(Q, P,t),t) = H({(P),5(Q),1) .

Harmonischer Oszillator. Dieses Beispiel zeigt, dass man durch eine geeignet
gewihlte kanonische Transformation die Integration der Bewegungsgleichungen stark
vereinfachen kann. Die Hamilton-Funktion des harmonischen Oszillators ist durch

Gl. (3.13) gegeben. Wir wihlen nun die Erzeugende

1
Fi(q,Q) = =muwyq® cotQ .

2
Daraus ergibt sich mit den Glgen. (3.48)), (3.49)),
0F; oF, 1 1
= t P=——r=— LS
p= 8q =muwpq cot Q , 90 5 MWoq Sn20

Wir 16sen diese Gleichungen nach ¢ und p als Funktion von ) und P auf,

2P
q=1/ st p=+/2PmuwycosQ . (3.52)
mw

Wegen der Zeitunabhéngigkeit von F; folgt die neue Hamilton-Funktion einfach
durch Einsetzen dieser Formeln in die alte,

AQ.P) = H@@Q L@ P) =" Lz p)

= Puwycos’Q+ Puwysin?Q = Puwy = ]:I(P) )
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3 Hamilton-Mechanik

Ganz offensichtlich ist die neue Koordinate () eine zyklische Variable, d.h.
P(t) = Py = const. .
Die kanonische Gleichung fiir @) lautet

. oH
Qza—P:wozconst..

Die Losung dieser Differentialgleichung ist denkbar einfach,

Q(t) =wot+Qo, Qo= const. .
Wir setzen diese Losung in die Transformationsformeln (3.52)) ein und erhalten

q(t) = 20 sin(wot + Qo) , p(t) =v/2mwy Py cos(wot + Qo) -

m wo

Dies ist die wohlbekannte Losung fiir den harmonischen Oszillator. Die Anfangsbe-
dingungen ¢(0), ¢(0) legen die Konstanten @)y und Py eindeutig fest.

3.5.3 Aquivalente Formen der erzeugenden Funktion

Es ist nicht unbedingt zwingend erforderlich, dass die Erzeugende F; der kanonischen
Transformation von den alten und neuen Koordinaten abhéngt. Denkbar sind auch die
Erzeugenden . . .
F2(q_:P7t>7 FS(ﬁaQ7t)7 F4(Z77P7t)

Wichtig ist, dass die Erzeugenden jeweils eine alte Koordinate oder einen alten Impuls
mit einer neuen Koordinate oder einem neuen Impuls verkniipfen. Welche Erzeugende
man wahlt, hdngt von der jeweiligen Problemstellung ab. Die Erzeugenden héngen iiber
entsprechende Legendre-Transformationen miteinander zusammen.

(i) Fy(q, P, t): Wir ersetzen die Abhéngigkeit von Fj von Q per Legendre-Transformation
durch eine Abhéngigkeit von P,

S S
FZ(QJP7t) :Fl(Q7Q7t)_Za_CQIQ] EFl(Q?Qut)+ZP]Q]7
j=1 %7 3=1

wobel wir GL. (3.49)) benutzt haben. Mit Gl. (3.47) berechnen wir das totale Diffe-

rential von F5,

S
dFy = dFy+ )Y (PdQ; +Q;dP)

j=1
S s
= > (pydg; = P;dQy) + (H — Hydt+ 3 (PdQ; +Q;dF))
i=1 s
S ~
= D (pjdg; +@Q;dP;) + (H — H)dt . (3.53)
7j=1
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3.5 Kanonische Transformationen

Daraus folgt
(9F2 3F2 ~ aFQ
_ 72 22 H=H1+ =, 3.94
Invertieren und Auflosen liefert wieder die Transformationsformeln @ (@, p,t), P (@, P, t).

Um zu zeigen, dass auch Fj eine kanonische Transformation liefert, formt man

zundchst Gl. (3.45)) mit Hilfe von GI. (3.53) um,

S
> pig-H = ZPQJ ﬁ+@
j=1

S dF S
L 3 . .
=D PQj—H+—= - > :<Pij+Qij>
=1 j=1
S
dF:
= > QP -H+—".
2 dt

Man kann ganz analog zum Beweis fiir F} zeigen, dass diese Gleichung, eingesetzt
in das modifizierte Hamiltonsche Prinzip, wieder auf die kanonischen Gleichungen
fithrt. Den Beweis lassen wir als Ubungsaufgabe.

(ii) F3(p,@,t): Die Legendre-Transformation lautet nun

—

S L= OF
F3(p,Q,t) = Fi(q,Q,t) — By - q; = F(q ij qj -

Das totale Differential ist

S
dFy = =Y (q;dp; + P;dQy) + (H — H)dt ,

j=1
und fiihrt auf die Gleichungen

3F3 8F3 a}73
q] 8pj ’ J 8Q3 ’ 82?

Auch F3 vermittelt eine kanonische Transformation, wie man sich durch Nachrech-
nen analog zu obigem iiberzeugt.

(i) Fy(p, P,t): Die Legendre-Transformation lautet nun

L o= L o= OF: i
F4(p7Pat):F2(q7P7t>_ a_QQJEFQ((LP)t)_Zp]q]
—1 Y4 =1
J J
Das totale Differential ist
S ~
dFy == (q;dp; — Q;dP) + (H — H)dt ,
j=1
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3 Hamilton-Mechanik

und fithrt auf die Gleichungen

0F, 0F,

oF,
Qj__é?_pj’ Q=

— ., H=H+-—*.
op, A

Auch Fj vermittelt eine kanonische Transformation, Beweis wie oben.

Beispiel: Mechanische Eichtransformationen. Diese Phasentransformationen hatten
wir schon in Abschnitt kennengelernt und uns davon iiberzeugt, dass es sich um
kanonische Transformationen handelt. Sie werden durch die Erzeugende

S
Fy(, P t) =Y q; P = Qq:t)
j=1

vermittelt. Mittels Gl. (3.54) rechnen wir ndmlich nach, dass

OF, 90 OF, . OF, 90
Pi= gy T YT gp T U i ai

Dies sind genau die Glgen. (3.42)), (3.43)).
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4 Hamilton-Jacobi-Theorie

4.1 Motivation

Wie wir im vorangegangenen Abschnitt gesehen hatten, erlauben kanonische Transfor-
mationen, von einem Satz kanonischer Variablen zu einem anderen iiberzugehen. Es stellt
sich nun die Frage, wie man eine kanonische Transformation findet, mit der die Losung
eines mechanischen Problems besonders einfach wird.

Wir sind hierauf schon am Ende von Abschnitt eingegangen. Dort hatten wir
gesehen, dass, wenn die Hamilton-Funktion zeitunabhéngig ist,

0H
—— =90,
ot
und wenn man einen Satz kanonischer Variablen gefunden hat, bei dem alle generalisierten
Koordinaten zyklisch sind, so dass H lediglich eine Funktion der generalisierten Impulse
ist,
H=H(),

dass dann die Losung der kanonischen Gleichungen besonders einfach wird,
pj =Cj=const., q=§&t+D;, &, Dj=const., j=1,...,5.

Wir werden nun diese Idee zugrundelegend den allgemeineren Fall behandeln, bei dem
auch eine explizite Zeitabhangigkeit der Hamilton-Funktion zugelassen ist.
Wir suchen konkret nach derjenigen kanonischen Transformation, fiir die

Pi=a;=const., Q;=pfj=const., j=1,...,5. (4.1)

Wenn sowohl generalisierte Impulse wie Koordinaten einfach Konstanten sind, so sind sie
bereits durch die Anfangsbedingungen festgelegt, P;(0) = «;, Q;(0) = ;. Dann folgt die
Losung des mechanischen Problems durch Invertieren der Phasentransformation ((3.33)),

Da die Konstanten E und @ auch die Anfangsbedingungen fiir die urspriinglichen kanoni-
schen Variablen festlegen, ¢;(0) = g0 = ¢, (5, a,0), p;j(0) = pjo = pj(g, @,0), kann man
durch Invertieren dieses Zusammenhangs GI. auch so interpretieren, dass die kanoni-
schen Variablen durch ihre Anfangsbedingungen und die durch die Phasentransformation
(3.33) vorgegebene Zeitabhéngigkeit bestimmt sind,

QJ:q](q_E%ﬁ(ht)v p]:p](q_b7ﬁ07t)v ]:]—775

Die Frage ist, wie man diese spezielle kanonische Transformation findet.
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4.2 Die Hamilton-Jacobi-Gleichung

Wir bemerken zunéchst, dass eine spezielle kanonische Transformation, welche auf Gl.
fiihrt, automatisch diejenige ist, die auch die Hamilton-Funktion zum Verschwinden
bringt,

~ oF

HIH-FEIO. (43)

Die kanonischen Gleichungen und ihre Losung lauten dann nédmlich

. OH
Q]:a—PZO — szﬁjzconst., jzl,...7S,

j

: H
]3]-_—%_0 — Pj=a;=const., j=1,...,5.

J

Es ist fiir das folgende nicht zwingend, aber praktisch, die erzeugende Funktion vom Typ
Fy5(q, P, t) zu wihlen. Dann gilt gemifl Gl 1}

0B, OB
Pi= ¢, 7 op,

Eingesetzt in Gl. (4.3]) ergibt sich die sog. Hamilton-Jacobi-Gleichung,

OF, OF, 0Fy
H o —_— .., = —=0. 4.4
(qh » 4s, (9(]1 ) ) aqsat> + ot 0 ( )

Bemerkungen:

1. Die Hamilton-Jacobi-Gleichung ist eine nichtlineare, partielle Differentialglei-
chung erster Ordnung fiir die Erzeugende F5 in den S+ 1 Variablen ¢, ..., qg,t.
Sie ist nichtlinear, weil H i.a. eine quadratische Funktion der generalisierten Im-
pulse p; = 0F,/0q; ist. Sie ist erster Ordnung, weil nur erste partielle Ableitungen

0F,/0q;, 0F,/0t der Erzeugenden Fy({, P, t) auftreten.

2. Die Hamilton-Jacobi-Gleichung enthélt S + 1 erste Ableitungen von F,. Die Losung
héngt also von S + 1 Integrationskonstanten C', ..., Cgs,; ab,

FZ(q_'vp’vﬂcla"'aCS-‘rl) :

Da aber in Gl. nur erste Ableitungen von Fj auftreten, ist Fy lediglich bis auf
eine Konstante C' bestimmt. Mit Fj3 ist also auch F5 + C' eine Losung der Hamilton-
Jacobi-Gleichung. Da es aber nicht mehr als S + 1 Integrationskonstanten geben
kann, muss eine der S + 1 Integrationskonstanten additiv sein, z.B. die (S + 1)te,

Fy (3, P,t|Cy, ..., Cs) 4 Cypq -

Da H lediglich von den Ableitungen von Fy abhéngt, kénnen wir 0.B.d.A. Csy1 =0
setzen.
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3. Die Hamilton-Jacobi-Gleichung macht iiber die (konstanten) Impulse P; = «; kei-
ne Aussage. Es steht uns also frei, die Impulse mit den Integrationskonstanten
Ci,...,Cs gleichzusetzen, P; = a; = Cj. Die sog. vollstindige Lo6sung der
Hamilton-Jacobi-Gleichung hat dann die Form

F2<Q17--->QS7t|0417---7045) .

Behauptung: Die Losung der Hamilton-Jacobi-Gleichung ist
F2 - S 5 (45)

also gerade die Wirkung.
Beweis: Die totale Zeitableitung von F; ist gemafi Gl. ((3.53))

dFy  ~( N oA >
E:ZQ?J'QJ_'_QJPJ')_'_H_H:ijqj_Ha

J=1 Jj=1

wobel wir P; = «a; = const. und die Tatsache, dass [ die neue Hamilton-Funktion zum
Verschwinden bringt, H = 0, ausgenutzt haben. Die rechte Seite dieser Gleichung ist aber
gerade die Lagrange-Funktion L,

dFy

E:L — ng/dtL—i-const.ES—l—const.

Da eine additive Konstante in der Hamilton-Jacobi-Gleichung keine Rolle spielt, konnen
wir sie 0.B.d.A. gleich null setzen, d.h.

F,=95, qed..

Diese Erkenntnis dient lediglich der physikalischen Interpretation der Erzeugenden F5. Sie
hilft natiirlich nicht, F5 konkret zu bestimmen. Um das Wirkungsfunktional S = F; zu
berechnen, muss man némlich die Losung ¢(t) der Euler-Lagrange-Gleichungen kennen.
Dann ist aber das Problem bereits gelost.

4.3 Losungsmethode

Das allgemeine Losungsverfahren eines mechanischen Problems mit Hilfe der Hamilton-
Jacobi-Theorie stellt sich wie folgt dar:

1. Herleitung der Hamilton-Funktion H(q, p,t).

2. Ersetzen der Impulse p; durch die partiellen Ableitungen 0F,/0q; und Aufstellen
der Hamilton-Jacobi-Gleichung (4.4]).

3. Losen der Hamilton-Jacobi-Gleichung,

F2:S(Ql)'-'aq57t|a17"'7a5) ES(CT’HO_Z) :
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4 Hamilton-Jacobi-Theorie

4. Berechnen der neuen generalisierten Koordinaten,

_OF, _ 0S

Qj_a_PanT‘éjEQj((Lﬂa)Eﬁj’ j=1,...,9,

und Auflésen nach den alten generalisierten Koordinaten,

QjZQj(t|&7ﬂ)7 ]:1775

5. Berechnen der alten generalisierten Impulse,

oF, 0S8 .
= — = — = (. t o] - 1 e S
Dj aq]' aqj pj (Qa |a) y J ) )

und Einsetzen der Koordinaten g;,

p; (cf(tlo‘z,ﬁ),t 62) =p,(tld, f), j=1,...,5.

= =

6. Die Anfangsbedingungen zum Zeitpunkt ¢ = to, g0 = ¢;(to|@, 5), pjo = pj(told, B),
liefern

O{]:Oé](t0|%,ﬁg), szﬁj(td%’ﬁb)a ]:1775
7. Einsetzen der @, 5 in q;(t|a, 3), p;(t]a, 3) 16st das Problem vollstéindig.

Wir diskutieren dieses allgemeine Losungsverfahren nun am Beispiel des harmonischen
Oszillators:

1. Die Hamilton-Funktion des harmonischen Oszillators ist durch Gl. (3.13) gegeben.

2. Mit p = 0F;/0q = 0S/0q lautet die Hamilton-Jacobi-Gleichung (4.4)

0F, 1 (9S\* m ,, 0S
H+E_%<E)_q> —i—Equ +E—O.

3. Wir machen den folgenden Losungsansatz,
S(q,t|P) =W(q|P) + V(t|P) (4.6)
mit dem die Hamilton-Jacobi-Gleichung in der Form
1 <ﬂ)2+ Mg
2m \ dq 2 dt

geschrieben werden kann. Gleichung (4.6)) ist ein sog. Separationsansatz, denn
die g—Abhéngigkeit von S steht ausschliefSlich auf der linken Seite dieser Gleichung,

134



4.3 Lésungsmethode

wéhrend die t—Abhéngigkeit nur auf der rechten Seite auftaucht. Fiir beliebige ¢, t
konnen die beiden Seiten nur dann gleich sein, wenn sie konstant sind,

1 /dW\® m

ﬁ(d_q) towd = o, 4.7
av
dt

Dies sind zwei gewohnliche Differentialgleichungen fiir die Funktionen W (g|P) und
V (t|P). Die Losung der zweiten Gleichung ist besonders einfach,

= —«a, a=const..

V(t|P) =—at+Vy, Vi =const.,

wobei die Konstante V; irrelevant ist und 0.B.d.A. gleich null gesetzt werden kann,
da additive Konstanten in Fy = S = W + V keine Rolle spielen. Wir konnen die
Konstante o nach obiger Diskussion mit dem neuen generalisierten Impuls identifi-

zieren,
P=a«.

Da V' die Dimension einer Wirkung hat, hat o die Dimension einer Energie. Die
Differentialgleichung (4.7) konnen wir wie folgt schreiben,

dw m o, o\ 20
o 2m(a—§w0q>—mw01/m—wo—q, (4.8)

so dass nach Separation der Variablen und Integration (z.B. mit Hilfe von GI.
(1.1.3.3.157) in Ref. [13]) folgt

2c0
S(gq,tla) = mwo/dq” 5 —q* —at
mw3
2
) mwg
= Mmuwy |= —q + arcsin | ¢
2 mw3 mwi 200

wobei die Integrationskonstante W, = const. wieder 0.B.d.A. gleich null gesetzt
werden kann.

+W0—Oét,

. Die neue generalisierte Koordinate lautet (vgl. Gl. (1.1.3.3.164) in Ref. [13])

oS 1 1
Q- By 1
(0% Wo 2062_q2

mwo
1 2
= — arcsin (q mw0> —t= [ = const. . (4.9)
wo 2a

Diese Gleichung muss nun nach ¢ aufgelost werden,

0=\ g sinfen(t + 8) =t 5) (4.10)
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4 Hamilton-Jacobi-Theorie

Die neue generalisierte Koordinate () = [ hat offensichtlich die Dimension einer
Zeit.

5. Der alte generalisierte Impuls ist mit Gl. (4.8) und der Losung (4.10)) fiir ¢

p_aq dq_ 0

—¢2=V2am cos|wy(t + B)] = p(tle, 5) . (4.11)

2
mwg

6. Wir wihlen zum Zeitpunkt ¢ = t; = 0 die Anfangsbedingungen ¢y = ¢(0) # 0,
po = p(0) = 0. Dann ist nach Gl. (4.11)

2a m
0=—5—q¢ <= a=—wiqq=->+
mw3 %o g “0 o

d.h. der neue generalisierte Impuls P = « ist identisch mit der Gesamtenergie
des Systems. Energie und Zeit sind also kanonisch konjugierte Variablen. Die zweite

Konstante 5 = @ ergibt sich geméf Gl. (4.9) zu

1 [mwiq? 1
[ = — arcsin M% | — — arcsin 1 = T .
wo 2 wo 2wy

7. Mit den Anfangsbedingungen lautet die Lésung nun

q(t) = ”nifg cos(wot), p(t)=—vV2Em sin(wyt)

wie zu erwarten war.

4.4 Hamiltonsche charakteristische Funktion

Fiir den Spezialfall, in dem die Hamilton-Funktion nicht explizit zeitabhéngig ist, 0H /0t =
0, d.h. wenn H eine Erhaltungsgrofle ist, kann man die im vorangegangenen Abschnitt vor-
gestellte Losungsmethode fiir die Hamilton-Jacobi-Gleichung weiter konkretisieren. Diese
Gleichung nimmt dann die Form

oS oS oS
—_— ., — — = 4.
H <q17 » 48, aqlu 78(]5) + ot 0 ( 12)

an. Die Zeitabhéngigkeit kann nun, dhnlich wie im vorangegangenen Abschnitt am Beispiel
des harmonischen Oszillators gezeigt, jetzt allerdings ganz allgemein, mit dem folgenden
Ansatz separiert werden:

S(q,t|P) = W({|P) — E(P)t, (4.13)

was auf oW o
H(q,....q8,—,...,— | = E(P 4.14
(5. G o) = EP) (a.19)
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4.4 Hamiltonsche charakteristische Funktion

fithrt. Die Bezeichnung suggeriert, dass die Konstante F mit der Gesamtenergie des
Systems zu identifizieren ist. Dies ist zumindest in den Féllen, in denen die Hamilton-
Funktion mit der Gesamtenergie identisch ist, sofort ersichtlich. Die Funktion W(q|P)
heiit Hamiltonsche charakteristische Funktion und wird durch die partielle Diffe-
rentialgleichung festgelegt.

Anstelle von S = F5 kann man auch die Hamiltonsche charakteristische Funktion selbst
als Erzeugende einer nicht explizit zeitabhdngigen kanonischen Transformation vom Typ
F; ansehen. Zur besseren Unterscheidungﬁvom vorher Diskutierten nennen wir die neuen

Variablen Qj, ]5] Es ist also Fo, =W (J, P) und gemaf Gl. (3.54

~ ow
pi=—, Qi=—, j=1...,5. 4.15
J 3qj J a F)] J ( )
Da W nicht explizit zeitabhéingig ist, handelt es sich um eine kanonische Transformation
im engeren Sinne, d.h. die neue Hamilton-Funktion H folgt direkt aus der alten, H,
durch Einsetzen,

#(G.F) =1 (7(G.7) 5(3.7)) (116
Wir fordern nun, dass die durch W vermittelte kanonische Transformation alle neuen
generalisierten Koordinaten (); zyklisch macht, d.h. dass die neue Hamilton-Funktion

—

lediglich von den neuen generalisierten Impulsen abhingt, H = H <P), und dass diese
konstant sind,

P;=aj=const., j=1,...,5.
Dies bedeutet aber mit den Glgen. (4.15)) und (4.16)), dass

H(gﬁﬁ')zH(ql,...,qS,a@—qu,...%> :ﬁ<ﬁ> EE(E) = const. . (4.17)

Man wird also wieder auf die Hamilton-Jacobi-Gleichung gefiihrt, obwohl die durch
W vermittelte kanonische Transformation nun nicht mehr wie S alle Koordinaten und
Impulse konstant macht, sondern lediglich alle Koordinaten zyklisch und damit nur die
Impulse konstant macht.

Die kanonischen Gleichungen fiir die neuen generalisierten Koordinaten lauten

Qj:aizgj:const. — Qj(t) =¢&t+ 06, Bij=const., j=1...,5.
OP;

In der Tat sind die neuen generalisierten Koordinaten nun nicht mehr, wie noch bei
der durch S vermittelten Transformation, konstant, sondern besitzen eine (wenngleich
ausgesprochen einfache) Zeitabhéngigkeit.

Zum Schluss sei noch erwiahnt, dass man W so wihlen kann, dass einer der neu-
en, konstanten, generalisierten Impulse identisch mit der (ebenfalls konstanten) neuen
Hamilton-Funktion H sein soll, z.B.
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4 Hamilton-Jacobi-Theorie

Dann gilt aufgrund der Unabhéngigkeit der neuen generalisierten Impulse

~ _5’[:1_5’]51

.__N_—~:(5-’ ‘:1,...,5,
j an apj 1j J

mit der Losung

Qi(t) = t+pBi, B =const.,

Q; = Bj, Bj=const., j=2,...,5.

Diese durch W vermittelte kanonische Transformation hat also fiir j > 2 die gleiche
Wirkung wie die durch S vermittelte, ndmlich die generalisierten Koordinaten konstant
zu machen.
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5 Lagrange-Mechanik fiir Felder 30.6.2017

Die bisher betrachteten Systeme wiesen alle eine abzéhlbar endliche Zahl N < oo von
Freiheitsgraden auf. Es ist jedoch in einigen Anwendungen der Mechanik zweckméafig,
zu einer iiberabzédhlbar unendlichen Zahl, d.h. zu einem Kontinuum von Freiheitsgraden
iiberzugehen. Beispiele hierfiir sind die schwingende Saite oder die schwingende Membran.

In der Quantenfeldtheorie werden wir den Lagrange-Formalismus auf Felder an-
wenden, d.h. auf Funktionen (¢, 7), die von Zeit ¢ und Ort 7 abhéngen. In diesem Fall
reprasentiert der Wert ¢(¢,7) des Feldes zum Zeitpunkt ¢ am Ort 7 einen Freiheitsgrad
des Systems. Da die Raum-Zeit ein Kontinuum von Zeiten und Orten darstellt, handelt
es sich bei einer Feldtheorie um ein System mit {iberabzéhlbar unendlich vielen Freiheits-
graden.

5.1 Der Ubergang von einem diskreten zu einem
kontinuierlichen System

Wir betrachten zunéchst ein einfaches eindimensionales Beispiel. Gegeben sei eine in
r—Richtung ausgedehnte Kette aus N Teilchen der Masse m, die durch Federn mit Fe-
derkonstante k miteinander verbunden sind und longitudinale Schwingungen, d.h.
Schwingungen in Richtung der Ausdehnung der Kette ausfiihren, vgl. Abb. [5.1]

i—1 a i a i+1 X
m m m
(Pi—l (Pi (pi+1

Abbildung 5.1: Die longitudinal schwingende Kette.

In der Ruhelage haben die Massen den Abstand a. Beim Schwingen wird die i—te Masse
um eine Distanz ; aus ihrer Ruhelage ausgelenkt. Die kinetische Energie des Systems
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5 Lagrange-Mechanik fiir Felder

betrigt offensichtlich

1 N
i=1
Die potentielle Energie ist
N-1
1
V= 3 k Z (Piy1 — %‘)2 . (5.2)

Wir iiberzeugen uns davon, dass dieser Ausdruck korrekt ist, indem wir die auf die j—te
Masse wirkende Kraft berechnen,

ov .
Fj:—a—w:—k(@j—SOj—l)+k(¢j+1_90j)a Jj=2,....,N—-1. (5.3)
J

Der erste Term auf der rechten Seite entspricht gerade dem Hookeschen Gesetz fiir die
Feder auf der linken Seite der j—ten Masse. Wird diese Feder elongiert, also ¢; —¢;_1 > 0,
so zieht sie die j—te Masse in (—z)—Richtung zurtick. Wird sie dagegen komprimiert, ¢; —
@;—1 < 0, so driickt sie die Masse in (4+z)—Richtung. Daher muss dieser Term mit einem
negativen Vorzeichen auftreten. Der zweite Term auf der rechten Seite entspricht dem
Hookeschen Gesetz fiir die Feder auf der rechten Seite der j—ten Masse. Hier argumentiert
man ganz analog, aber da eine Elongation dieser Feder die Masse in (+x)—Richtung zieht
und eine Kompression sie in (—x)—Richtung driickt, ist das Vorzeichen des zweiten Terms
gerade das umgekehrte des ersten. Fiir j = 1 bzw. j = N erhalten wir die Kraft, indem
wir den ersten bzw. den letzten Term in Gl. weglassen.
Mit den Glgen. und lautet die Lagrange-Funktion des Systems
N—-1

L=T-V = [m¢?—k(90i+1—90i)2]

'F{

=1

N T N2
_INe, _ﬁ_ka(u)]
21,:1 a a
1N—1 B (70 ('D 2 N—-1
.9 +1 — 7 _
- - (P =Sy 5.4
I ( : )] > (5.4)

wobei wir die Masse pro Lingeneinheit ;. = m/a, das Elastizitidtsmodul x = ka und
die Lagrange-Funktion pro Lingeneinheit £; eingefithrt haben. Desweiteren haben
wir die kinetische Energie des N—ten Massenpunktes vernachlissigt. Falls N > 1, ist
dies eine gerechtfertigte Ndherung, da die Bewegung eines einzelnen Massenpunktes die
Bewegung des gesamten Systems nicht wesentlich beeinflussen kann.

Die Auslenkungen ¢; der Massen représentieren die Freiheitsgrade des Systems. Die
Euler-Lagrange-Gleichungen fiir diese Freiheitsgrade lauten

, _ doL oL
a dt d¢i D
_— 0 = M¢i_ﬁ(@i+12—%_%—2§0i1>
a a
i+1 — 20 + i
R S St A (5.5)

a?
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5.2 Lagrange-Formalismus fiir kontinuierliche Systeme

Wir betrachten nun den Limes, in dem N — oo und a — 0 gehen. Die Kette von
eindimensionalen harmonischen Oszillatoren geht dann {iber in einen kontinuierlichen
elastischen Stab. Wenn alle (unendlich vielen) Oszillatoren in der Ruhelage sind, neh-
me die Stabldnge den Wert ¢ an. Dieser Wert kann sich &ndern, wenn die Oszillatoren
Schwingungen ausfiihren; der Stab kann in z—Richtung elongiert oder komprimiert wer-
den. Der Positionsindex ¢ nimmt kontinuierliche Werte an; wir konnen ihn durch die
r—Koordinate ersetzen,

pit) — o(t,z).
Der Abstand a zwischen den Massen wird durch das infinitesimale Differential dz ersetzt,

so dass
i P —e® o ebhrtd) —elte) 0t e)
a—0 a dz—0 dx ox

Pir1(t) = 2pi(t) + @i 1(t) o(t,r +dr) = 2¢(t,7) + p(t,z — dz)

(111_% a2 - dlaglo da?
_ Pt )
o 0x?

Man beachte, dass aufgrund der Abhéngigkeit der Auslenkung (¢, x) von Zeit und Ort
nun partielle Ableitungen auftreten. Daher ist die Differentiation von ¢; nach der Zeit
ebenfalls durch eine partielle Ableitung zu ersetzen,

T
Die Lagrange-Funktion geht iiber in
N-1 ¢
L:(Ig%;aﬁiz/odxﬁ, (5.6)

wobei ¢ die Gesamtlinge des Stabes ist (wie oben erwihnt, ist diese nicht konstant, da
die Federschwingungen zur Elongation bzw. Kompression des Systems fiihren) und

=5 (%) -5 (%) &

die sog. Lagrangedichte. Die Bewegungsgleichung (/5.5)) nimmt die Form

2 82
0, LY 00

i oE (5:8)

all.

5.2 Lagrange-Formalismus fiir kontinuierliche Systeme

Die Uberlegungen des vorangegangenen Abschnitts lassen sich ohne weiteres auf ein drei-
dimensionales System verallgemeinern. Gleichung (/5.6)) lautet dann

Lz/dxdydzﬁz/d%’ﬁ, (5.9)
v v
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5 Lagrange-Mechanik fiir Felder

wobei V' das Volumen des betrachteten Systems ist. Anhand von GI. sehen wir,
dass die Lagrangedichte £ nicht nur eine Funktion von d¢/0t ist, sondern auch von
den rédumlichen Ableitungen d¢/0x. In drei Dimensionen treten dann i.a. auch partielle
Ableitungen nach y und z auf. Desweiteren kann die Lagrange-Dichte auch vom Feld ¢
selbst und (explizit) von Zeit und Ort abhéngen. L.a. treten also folgende funktionale
Abhéngigkeiten auf:

L=CL (go, %—f, W,t,f) : (5.10)

wobei wir die partiellen Ableitungen von ¢ nach den Ortskoordinaten durch den Gradi-
enten ausgedriickt haben, Vi = (9p/dx, d¢/dy, Do /dx).

Man beachte, dass im Vergleich zur Lagrange-Funktion L(¢, i, t) in der Lagrangedichte
das Feld ¢ die Rolle der generalisierten Koordinaten ¢; iibernimmt, seine Ableitungen
Op/0t, ﬁtp die der generalisierten Geschwindigkeiten ¢;, und dass die explizite Abhéngig-
keit von der Zeit ¢ um eine von Zeit ¢ und Ort 7 erweitert wird. Die Ortsvariable hat
nicht langer die Bedeutung der Koordinate eines Teilchens, sondern sie ist lediglich ein
kontinuierlicher Index, dhnlich wie der Index 7 bei den generalisierten Koordinaten g;.
In der Lagrange-Funktion waren ¢;, ¢; unabhéngige Freiheitsgrade des Systems. In der
Lagrangedichte sind die Freiheitsgrade des Systems das Feld ¢ und seine Ableitungen
Oy /0t, ﬁgp. Da diese Funktionen an jedem Punkt (¢,7) der Raum-Zeit unterschiedliche
und (prinzipiell) voneinander unabhéngige Werte annehmen konnen, stellt dies ein System
mit unendlich vielen Freiheitsgraden dar.

Fiir kontinuierliche Systeme spielt die Lagrangedichte dieselbe Rolle wie die Lagrange-
Funktion fiir diskrete Systeme. Daher muss es prinzipiell moglich sein, die Bewegungsglei-
chung (z.B. GL fiir das Beispiel im vorangegangenen Abschnitt) fiir das Feld (¢, )
aus der Lagrangedichte selbst abzuleiten. Dies werden wir im folgenden erlautern.

Zunéchst sollten die Bewegungsgleichungen prinzipiell aus dem Hamiltonschen Prin-

zip folgen, welches mit Gl. (5.10) lautet
5525/dtd3F£:O. (5.11)
Q

Die Integration lauft iiber ein Raum-Zeit-Volumen Q) = [t,,t.] x V. Die Variation o
auf der rechten Seite dieser Gleichung bezieht sich auf die Freiheitsgrade ¢, dp/0t, ﬁ(p
des Systems, nicht aber auf die Zeit- und Ortskoordinaten ¢, in der Lagrangedichte
(5-10). Auch das Raum-Zeit-Volumen 2 wird nicht mitvariiert. Es mag zwar, wie beim
elastischen Stab aus dem vorangegangenen Abschnitt, eine Funktion der Zeit sein, aber
Variationen entsprechen virtuellen Verriickungen, die bei konstant gehaltener Zeit,
ot = 0, (und nun zusétzlich bei konstanten Ortsvariablen, 7 = 0,) ausgefiihrt werden.
Ganz dhnlich wie die Konfigurationsbahnen, die am Anfangs- und Endzeitpunkt nicht va-
riiert werden, wird auch das Feld ¢(¢, 7) auf der Oberfléiche 0 des Raum-Zeit-Volumens
() nicht variiert,

op(t, 7) ’t,f’e o0 =0 (5.12)

Diese Einschrinkung gilt aber nicht fiir die partiellen Ableitungen des Feldes, ganz dhnlich
wie auch die generalisierten Geschwindigkeiten ¢; bei ¢, und ¢, nicht festgehalten werden
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5.2 Lagrange-Formalismus fiir kontinuierliche Systeme

diirfen, oder auch wie die generalisierten Impulse p; im modifizierten Hamiltonschen Prin-
zip bei t, und ¢, mitvariiert werden miissen, vgl. Diskussion nach Abb. [3.2]

Aufgrund dieser Vorbemerkungen kénnen wir die Variation in Gl. (5.11) unter das
Raum-Zeit-Integral schreiben und auf die Lagrangedichte anwenden. Mit Hilfe der Ket-
tenregel erhalten wir dann

oL oL [0y L oc dp
Oz/dtd3F = by —85(—)+Z—5<— : (5.13)
Q D 0(%) \ot — a((%%) Oz
Bei festgehaltenem ¢, darf man Variation und partielle Ableitung vertauschen, vgl. Gl.
(2.76),
5(20)_ 9 (00 _ 0%
Dann kénnen wir einige Terme in Gl. (5.13)) partiell integrieren, z.B.

te 9 0L
_/t dtata(aw)dgo

te

te
/dt oL oy L
w )7L

(5) ot o(5

Der erste Term verschwindet aber aufgrund der Bedingung , da das Feld auf der
Oberflache 0f2 des Raum-Zeit-Volumens nicht variiert wird und die Zeitpunkte t = ¢, und
t = t. zu 0f) gehoren. Ganz dhnlich verfihrt man mit den Termen, die die rdumlichen
Ableitungen des Feldes enthalten. Auch diese verschwinden, da das Feld auch auf dem
raumlichen Teil der Oberfliche 02 nicht variiert wird. Letztlich erhalten wir

oL o oc LN RV
0= [ atdPr | == -2 2= N2 9%
e |3 ~ s ~ 2o g ()

Da die Variation dp(t,7) des Feldes an jedem Raum-Zeit-Punkt (¢,7) unabhéngig ist,
muss der Term in eckigen Klammern verschwinden,

3

0 oL oL

87580*0 Z@xz < >_%

0 = (5.14)

Dies ist die Euler-Lagrange-Gleichung fiir kontinuierliche Systeme, d.h. fiir das Feld
¢, welches die (unendlich vielen) Freiheitsgrade eines solchen kontinuierlichen Systems
darstellt.

Wir {iberzeugen uns davon, dass Gl. die richtige Bewegungsgleichung fiir das Feld
 darstellt, indem wir sie auf das Beispiel der elastischen Stabes aus dem vorangegangenen
Abschnitt anwenden, also die Bewegungsgleichung mit der Lagrangedichte
berechnen und zeigen, dass wir daraus die Bewegungsgleichung erhalten.

Die Lagrangedichte enthélt nur Ableitungen des Feldes, also ist dL/J¢ = 0. Die
Ableitung von £ nach der partiellen Ableitung des Feldes nach der Zeit ergibt

oL Oy
o) Mo
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5 Lagrange-Mechanik fiir Felder

und die Ableitung nach der partiellen Ableitung des Feldes nach der Raumkoordinate x

ist
oL Ggp
0 (g—;’) N Gx

Da es sich um ein eindimensionales Problem handelt, treten keine Abhéngigkeiten oder
Ableitungen nach y oder z auf. Eingesetzt in die Euler-Lagrange-Gleichung (/5.14]) erhalten

wir
0_2 0o\, 0 (_ 00\ _ Ovo O
o \Mor ) T oz or ) — Mo T To2

was mit der vormals abgeleiteten Bewegungsgleichung (5.8) iibereinstimmt.
Falls wir ein System betrachten, in dem nicht nur ein einziges, sondern mehrere Felder
auftreten, so tragen diese einen weiteren Index,

0ot, 7)), a=1,2,....
Dann erfiillt jedes dieser Felder eine Euler-Lagrange-Gleichung vom Typ (5.14]),

3

0 oL oL
at a 8<pa Zl: x; (a_ﬁa ) &Pa

L a=1,2,.... (5.15)
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6 Spezielle Relativitatstheorie

6.1 Die Einsteinschen Postulate

6.1.1 Atherhypothese

In der klassischen Mechanik haben Zeit und Raum absoluten Charakter:

1. Der absolute Raum ist unbeweglich und unverénderlich. Er setzt Bewegungen
materieller Korper keinen Widerstand entgegen. In ihm gelten die Grundgesetze der
Mechanik. Man bezeichnet ihn auch als Weltéther.

2. Die absolute Zeit beschreibt den Verlauf der Zeit im absoluten Raum.

Aus der Vorlesung “Theoretische Physik I: Mathematische Methoden” wissen wir, dass
die Grundgesetze der Mechanik nicht nur im absoluten Raum, sondern auch in allen
gegeniiber dem absoluten Raum geradlinig gleichférmig bewegten Systemen, den sog.
Inertialsystemen, gelten. Sei X ein Inertialsystem, beziiglich dessen sich ein System '
geradlinig gleichformig mit Geschwindigkeit ¢ = v e, , v = const., bewege, vgl. Abb. [6.1]

m

2 2

Abbildung 6.1: Zwei relativ zueinander bewegte Inertialsysteme.

Der Koordinatenursprung von ¥’ moge mit dem von 3 zum Zeitpunkt ¢ = 0 iibereinstimmen.
Die sog. Galilei-Transformation

~
<~
I
~

(6.1)

|
=
|
<y
~
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6 Spezielle Relativititstheorie

vermittelt die Transformationen der Zeit und der Ortskoordinaten zwischen den beiden
Systemen. Es gilt fiir die Geschwindigkeit und Beschleunigung der Zusammenhang

LA d -
—/ — — _ —»_ — — —»_ —
=4 % (F—vt)=7—1,
/EW = @(T—Ut)zr. (62)

Hierbei haben wir ausgenutzt, dass ¢t = t/, also auch dt = dt’. Aufgrund von Gl. (6.2))
ist die Newtonsche Bewegungsgleichung fiir den Massenpunkt m im System Y’ identisch
mit der in X2,

Fl=mri' =mr=F.
Also ist X ebenfalls ein Inertialsystem. Dies gilt natiirlich nicht mehr, wenn ¥’ relativ
zu X rotiert, denn dann treten Scheinkréfte auf, s. Vorlesung “Theoretische Physik I:
Mathematische Methoden”.

Mit Hilfe von mechanischen Versuchen kann man also offenbar nicht entscheiden, ob
man sich relativ zum Weltdther bewegt, denn die Gesetze der Mechanik sind in allen
Inertialsystemen identisch. Es stellt sich jedoch die Frage, ob es andere Naturkrifte gibt,
mit denen eine solche Unterscheidung moglich ist.

6.1.2 Das Michelson-Morley-Experiment

Falls die Ausbreitung von Licht, also von elektromagnetischen Wellen an den Welt-
dther gekniipft ist, so konnte ein optisches Experiment vielleicht entscheiden, ob man
sich relativ zum Weltidther bewegt. Dies ist die Motivation fiir das berithmte Michel-
son-Morley-Experiment, vgl. Abb. [6.2]

__SZ —>
0
e
S, 5|1
X o VA
L j L

Abbildung 6.2: Michelson-Morley-Experiment.

Der Versuchsaufbau stehe im Inertialsystem ', welches sich mit Geschwindigkeit v =
v €, relativ zum System Y des Weltdthers bewege. Im System Y’ sendet eine Lichtquelle
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6.1 Die Einsteinschen Postulate

L monochromatisches Licht der Wellenlénge A in x—Richtung aus. Dieses fillt auf einen
halbdurchlissigen Spiegel S, welcher einen Teil des Lichtstrahls zum Spiegel S5 re-
flektiert, einen anderen Teil dagegen zum Spiegel S} durchlafit. Der von Sy reflektierte
Strahl wiederum wird von Sy teilweise durchgelassen und gelangt zum Beobachter B.
Der von S; reflektierte Strahl wird von Sy teilweise reflektiert und gelangt ebenfalls zum
Beobachter.

Der Lichtstrahl, der die Strecke Sy S; Sy durchlauft, interferiert dabei mit demjeni-
gen, der die Strecke Sy .S, .Sy durchlauft. Es tritt konstruktive Interferenz auf, wenn
die Weglédngendifferenz o auf den beiden Wegen ein ganzzahliges Vielfaches der Wel-
lenléinge des Lichtes betragt.

d=mA, m € Z.

Wir berechnen nun diese Wegléngendifferenz unter der Annahme, dass sich das Licht mit
konstanter Geschwindigkeit ¢, der Lichtgeschwindigkeit, relativ zum Weltéather
bewegt und dass die Galilei-Transformation (6.1)), anwendbar ist.

Sei to; die Zeit, die das Licht auf dem Hinweg von Spiegel Sy zum Spiegel S; benétigt
und tq¢ die Zeit, die es fiir den Riickweg braucht. Entsprechend sind die Zeiten tg und to
definiert. Da das Licht sich relativ zum Weltather stets mit konstanter Geschwindigkeit ¢
bewegt, gilt im System des Athers fiir die Weglingendifferenz

0=c [tog + tgo - (tm + th)] . (63)

Wir setzen nun die Laufzeiten tg; und ¢;¢o mit Strecken im System Y’ des Versuchsaufbaus
in Verbindung. Dabei nehmen wir an, dass sich die Zeiten bei der Galilei-Transformation
(6.1) nicht &ndern, also das Konzept der absoluten Zeit Giiltigkeit besitzt. Aufgrund der
Galilei-Transformation erscheint die Lichtgeschwindigkeit ¢ im System ¥’ um die
Geschwindigkeit v des Systems verringert, ¢ = ¢— v, wenn sich das System in Richtung
des Lichtstrahls bewegt, und um die Geschwindigkeit v vergroflert, wenn es sich gegen
die Richtung des Lichtstrahls bewegt. Fiir die Laufzeit ¢q; gilt daher

oL 61 0

tor = — = = —
d c—v cl—vfec” ¢’

(6.4)

da Lichtstrahl und System sich in die gleiche Richtung bewegen. Anschaulich gesprochen
hat sich der Spiegel S; wiahrend der Laufzeit des Lichtes von Sj ein Stiick fortbewegt, und
die Laufzeit verldngert sich relativ zur Situation, in der der Versuchsaufbau im System
des Athers ruhen wiirde. Fiir die Laufzeit t¢ gilt entsprechend

fl 61 . 61 1 el

to = — = = <
T T e+ cl+4vfe e

: (6.5)

denn Lichtstrahl und System bewegen sich in entgegengesetzte Richtungen. Anschaulich
gesprochen ist der Spiegel Sy dem Lichtstrahl wiahrend der Laufzeit des Lichtes von S
ein Stiick entgegengekommen, und die Laufzeit verkiirzt sich relativ zur Situation, in der
der Versuch in ¥ ruht.

Wir berechnen nun die Laufzeiten von Spiegel Sy zu Se und zuriick, nun allerdings im
System Y. Dabei miissen wir beriicksichtigen, dass sich wéhrend dieser Laufzeiten der
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6 Spezielle Relativititstheorie

A
Y

0(ty +4)

Abbildung 6.3: Zur Berechnung der Laufzeiten g, und to.

Versuchsaufbau (das System ¥') in z—Richtung weiterbewegt hat, vgl. Abb. [6.3] Aus
Symmetriegriinden muss tgo = t9g sein. Fiir die wiahrend der Laufzeit tp; im System
zuriickgelegte Strecke gilt nach dem Satz des Pythagoras

2
t t
ctog = ctyg = \/Eg—i—vQ (%) =1/ + 0283, .

Aufgelost nach g ergibt sich

& 0 1

2= =2— = tp=— —— .
02 CQ _ U2 02 c 11— Uz/cz
Wir setzen nun die Glgen. (6.4)), (6.5 und in GL. (6.3)) ein,

d = c[2tos — (tor + t10)]

- 26, 1o, 1
IV Ty "\14v/e  1-v/c
24y 204

V1—v2/c2 T

Nun wird die gesamte Versuchsapparatur in ¥’ um 90° gedreht, so dass die Strecke ¢; senk-
recht zur Bewegungsrichtung und die Strecke {5 in Bewegungsrichtung zu liegen kommt.
Auch jetzt ergibt sich eine Weglangendifferenz ¢’ zwischen den Laufwegen, allerdings muss
man in der obigen Formel die beiden Nenner vertauschen,

2/, 20,

- 1w/ V1—v2/2

5/
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6.1 Die Einsteinschen Postulate

Falls der Beobachter im ersten Fall aufgrund der Weglangendifferenz konstruktive Interfe-
renz beobachtet hat, § = m A, so tut er dies nun nicht mehr, da sich die Wegléngendifferenz
verandert hat. Der Unterschied ¢’ — § betragt unter der Annahme, dass v < ¢:

262 1 2gl 1
§—0 = —1] = 1—
V1—0v2/c? («/1—@2/02 ) \/1—1)2/02( \/1—212/02)
2(0) + b) ( 1 _1)
V1=0v2/c2 \ /1 —v2/c?

v? v? v?

~ 2L+ ¢ 14+ — 1+——-1) =1 4+4)—=
(1+2)(+2C2><+2C2 ) (1+2)02’

wobei wir die Wurzeln bis zur ersten Ordnung nach Taylor entwickelt und nur Terme bis

zur Ordnung O(v?/c?) beriicksichtigt haben.

Im ersten Versuch von Michelson (1881) war ¢; + {5 = 2.4 m. Der Versuch war stationér
in einem Labor auf der Erde aufgebaut. Die Bahngeschwindigkeit der Erde um die Sonne
betrigt v ~ 3-10* m/s und, vorausgesetzt die Sonne ist stationiir im System des Weltéither,
so kann man diese Geschwindigkeit auch fiir die Geschwindigkeit v des Versuchsaufbaus
¥ in ¥ ansetzen. Die Lichtgeschwindigkeit ist ¢ ~ 3 - 10® m/s. Also war

3-10*
3-108

Die Wellenlénge des fiir den Versuch benutzten monochromatischen Lichts betrug A ~ 500
nm, also wurde die konstruktive Interferenz um ca. 5% einer Wellenléinge aus der Phase
gebracht. Dies war auch zum damaligen Zeitpunkt ein durchaus mef3barer Effekt. In einem
zweiten Versuch (1887) hat Michelson gemeinsam mit Morley ¢; + ¢5 durch Vielfachre-
flexion an mehreren Spiegeln um einen Faktor 10 vergroflert, so dass nun bei Drehung
des Versuchsaufbaus die erwartete Phasenverschiebung 50%, d.h. eine halbe Wellenlénge
betrug. Dies hitte dann zu destruktiver Interferenz fiithren miissen! Beobachtet wurde
jedoch ein Effekt von 1%, also (im Rahmen der Mefigenauigkeit) nichts!

Der Michelson-Morley-Versuch widerlegt eindrucksvoll die Hypothese, dass die Licht-
ausbreitung an den Weltéather gekoppelt ist. Lichtwellen breiten sich offensichtlich in allen
Inertialsystemen mit der gleichen Geschwindigkeit aus. Dann ist die Weglédngendifferenz
0 ganz einfach im System Y zu berechnen,

(5:2€2—2€1,

2
5’—5:2.4( ) m=24-10"%m=24nm .

und daran #dndert sich auch bei Drehung des Versuchsaufbaus nichts. Diese Erkenntnis
fithrt direkt auf die Einsteinschen Postulate, die wir im néchsten Abschnitt besprechen.
Es sei noch angemerkt, dass Michelson 1907 den Nobelpreis fiir Physik fiir “seine optischen
Préazisionsinstrumente und die damit ausgefiihrten spektroskopischen und metrologischen
Experimente” erhielt.

6.1.3 Die Einsteinschen Postulate

Einstein schlug seine beriihmt gewordenen Postulate zur Erklarung des experimentellen
Befundes von Michelson und Morley vor:
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Postulat 1. Alle physikalischen Gesetze sind in allen Inertialsystemen
gleich.

Postulat 2. Die Lichtgeschwindigkeit hat im Vakuum in allen Inertialsyste-
men den konstanten Wert c.

Postulat 1 ist schon in der klassischen Mechanik bekannt. Einstein erweitert dies auf alle
bekannten physikalischen Theorien, seinerzeit also noch auf den Elektromagnetismus.

Postulat 2 ist das bahnbrechend Neue: es besagt namlich, dass die Geschwindigkeit des
Lichtes nicht geringer wird, wenn man sich von der Lichtquelle wegbewegt (¢ = ¢ — v),
oder grofler wird, wenn man sich auf die Lichtquelle zubewegt (¢ = ¢ + v). Stattdes-
sen nimmt sie immer den konstanten Wert ¢ an. Damit ist die Galilei-Transformation
nicht die korrekte Transformation zwischen Inertialsystemen. Wir werden im néchsten
Abschnitt die richtige Transformation kennenlernen, die den Wert der Lichtgeschwindig-
keit erhélt.

6.2 Lorentz-Transformationen

6.2.1 Der Minkowski-Raum

Wir betrachten zwei sich relativ zueinander bewegende Inertialsysteme ¥, /. O.B.d.A.
sei Y das ruhende System und X’ bewege sich mit der konstanten Geschwindigkeit . Zum
Zeitpunkt ¢t = ¢/ = 0 mogen die Urspriinge von X und Y’ zusammenfallen. Am Ursprung
von X befinde sich eine Lichtquelle, die zum Zeitpunkt ¢ = ' = 0 ein Lichtsignal aussendet.

Im ruhenden System 3 breitet sich das Signal in Form einer Kugelwelle radial nach
auBen aus. Die Geschwindigkeit der Wellenfront ist

7= ce, .
Die Wellenfront selbst befindet sich also bei
r=cté,,

d.h.
=ty + 2=

Weil aber die Urspriinge von ¥ und ¥/ bei t = ¢/ = 0 zusammenfallen, wird das Lichtsignal
in X auf die gleiche Weise wie in ¥ ausgesendet. Das zweite Einsteinsche Postulat bedingt,
dass die Wellenfront in 3 gemessen die Gleichung

7,,12 — x/2 +y/2 +Z/2 = C2t/2

erfiillt, also
R B B L B YL R (6.7)
Wir fithren die folgende Notation ein:

P =ct, tt=x, =y, P==z2. (6.8)
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Hierbei sind die Ziffern Indizes und keine Potenzen. Warum sie oben stehen, wird spéter
klar werden. Gleichung (6.7) nimmt nun folgende kompakte Form an:

oy? _ SV2  (0)2 22— 0 (6.9)
LR

Um diese Gleichung mathematisch zu interpretieren, machen wir eine Zwischeniiberle-
gung. Wir betrachten einen Spaltenvektor Xy im vierdimensionalen Euklidschen
Raum

Xp = (Xg) = ($%,$}E,$%,$%)T .

Den dazu transponierten Vektor X7 fithren wir als Zeilenvektor ein,
XL =(Xg,) = (TR0, 2E1,TE2, TE3) -

Hierbei wurden die Komponenten des Spaltenvektors Xz durch obenstehende und die
des Zeilenvektors X. durch untenstehende Indizes gekennzeichnet. Im Euklidschen
Raum gilt

th =xg, . (6.10)

d.h. die Stellung der Indizes spielt eigentlich keine Rolle (wir werden aber sogleich sehen,
dass dies im Minkowski-Raum, also der Raum-Zeit, in der wir leben, anders sein wird).
Wir werden sie aber weiter zur Kennzeichnung von Zeilen und Spalten nutzen, d.h. eine
(4x4)-Matrix A im Euklidschen Raum hat die Komponenten a*,, wobei der obenstehende
Index p die Zeilen und der untenstehende Index v die Spalten kennzeichnet.

Genau wie Drehungen im dreidimensionalen Euklidschen Raum durch (3x3)-Drehmatri-
zen bewirkt werden, werden Drehungen von Xg durch (4 X 4)-Drehmatrizen D ver-
mittelt,

3
X,=DX = d" x’,
E — E :L‘E — V'IE'
v=0

Die Drehmatrix D = (d*) ist eine Darstellung eines Elements der Gruppe SO(4), der
speziellen orthogonalen Transformationen in vier Dimensionen, d.h. D ist eine
orthogonale Matrix, DT = D~!, mit detD = +1. Die Orthogonalitit der Drehmatrix
bedingt, dass das Betragsquadrat des Vektors Xz unter Drehungen invariant bleibt.

Nun schreiben wir das Betragsquadrat des gedrehten Vektors X7 als Produkt von
Zeilenvektor X7 mal Spaltenvektor X,

Xg =Xy Xp =Xt D"DXp=X,D"'DXp=X}Xp=X}.

In Komponenten ausgeschrieben lautet diese Gleichung

3

3
X = XiXxp= ZZUEM% = (:)3%)2 + Z (9335)2
©=0 i=1
3 3
— (a:']g)2+2(x']§)2EZ:B’Euf;EXjETX]’E:Xg : (6.11)
i=1 n=0

151



6 Spezielle Relativititstheorie

wobei wir GL. benutzt haben. Dies ist nicht ganz identisch mit Gl (6.9), wo ein
zusétzliches Minuszeichen vor der Summe iiber die Raumkomponenten ¢ = 1, 2, 3, auftritt.
Bei Gl. kann es sich also nicht um die Invarianz eines Vektors unter Drehungen mit
orthogonalen Matrizen im vierdimensionalen Euklidschen Raum handeln. Aber um was
handelt es sich dann?

Dazu bemerken wir zunéchst, dass sich Gl. als Invarianz des Betragsquadrates des
vierdimensionalen (Spalten-)Vektors

X = (2") = (2%, 2", 2%, 2T = (ct, 7)) (6.12)
auffassen liefle, falls der dazugehorige transponierte (Zeilen-)Vektor die Form
X" = (z,) = (x0, 71, 72, 73) = (2%, —2', —2°, —2%) = (ct, —7) (6.13)

hat, wenn also gilt ‘
ro=2", xi=-2', i=1273. (6.14)

Genau dann gilt ndmlich

3 3 3
X2=XTX = qua:“ = zoz’ + szx’ = (x0)2 — Z (x1)2 , (6.15)
i=1 '

n=0 i=1

und GI. schreibt sich kompakt als
3 3
X?=X"X=> o= /" =X"TX'=X"?=0. (6.16)
pn=0 pn=0

Das Betragsquadrat des Vektors X = (z*) ist also invariant unter einem Wechsel des
Bezugssystems > — Y. Aber dieser Wechsel des Bezugssystems ist nicht identisch mit
einer orthogonalen Transformation in der vierdimensionalen physikalischen Raum-Zeit,
dem sog. Minkowski-Raum. Wir werden im néchsten Abschnitt die sog. Lorentz-
Transformationen, unter denen das Betragsquadrat von X invariant bleibt, ndher un-
tersuchen.

Den Spaltenvektor bezeichnet man als kontravarianten 4-Ortsvektor im sog.
Minkowski-Raum. Den Zeilenvektor bezeichnet man als kovarianten 4-Orts-
vektor. Man erhilt ihn aus dem kontravarianten Vektor durch die Vorschrift ([6.14]). Diese
148t sich mathematisch wie folgt schreiben,

3
xuzzjz:wuﬁw> (617)
©n=0

wobei g, der sog. metrische Tensor des Minkowski-Raumes ist,
go=1, goi=g0=0, gj=—0;, 1,7 =12,3. (6.18)

Gleichung (6.17)) gilt allgemein fiir 4-Vektoren im Minkowski-Raum: Multiplikation eines
kontravarianten Vektors mit dem metrischen Tensor “zieht” den Vektorindex “herunter”
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und macht den Vektor zum kovarianten Vektor. Dabei dreht sich aufgrund des metrischen
Tensors ((6.18]) das Vorzeichen der raumlichen Komponenten um.

Vollig analog zu Gl. (6.17) kann man einen metrischen Tensor g"” definieren, der Indizes
“heraufzieht”,

3
at = Zg‘“’x,, . (6.19)
v=0
Mit Hilfe von Gl. (6.14) macht man sich sofort klar, dass auch gilt
9“0 =1, ¢"=9¢"=0, ¢7=-6;, i,j=1,23, (6.20)

d.h. ¢ = g,,,. Man beachte aber, dass diese Gleichung nur in geradlinigen Koordinaten
gilt, fiir die der metrische Tensor die Form ([6.18) annimmt. In krummlinigen Koordinaten
gilt dies i.a. nicht mehr.

Der allgemeine Zusammenhang zwischen ¢ und g,, &8t sich folgendermaflen bestim-

men. Aufgrund der Invarianz von X? gilt mit den Glgen. (6.17)), (6.19)

3

3 3 3
X? = qux“ = Z x’\g,\ug“'j% = Z Ty (Z g)\,ugwj> 'T)\ )
p=0 p=0

1,2, A=0 A,v=0

woraus folgt
3

> owg™ =64, (6.21)
pn=0
mit der (4 x 4)-Einheitsmatrix
1 000
. |lo1o00
L=00=109 01 0 (6.22)
0 001

Gleichung bedeutet, dass der metrische Tensor g*” das Inverse des metrischen Ten-
sors g, ist. Dies gilt in allen Koordinatensystemen, d.h. sowohl fiir geradlinige als auch
krummlinige Koordinaten. Insbesondere gilt dies auch in Situationen, wo die Raum-Zeit
aufgrund der Anwesenheit von Massen gekriimmt wird. Deren Beschreibung ist Gegen-
stand der Allgemeinen Relativitdtstheorie und soll hier nicht weiter vertieft werden.

Wir bemerken zum Abschluss, dass man auch einen metrischen Tensor mit gemischt
kontra- und kovarianten Indizes definieren kann. Verallgemeinert man die Regel mit dem
Heraufziehen der Indizes auf den metrischen Tensor, so gilt ndmlich

3
g => g\ gV (6.23)
A=0

Bei dem gemischten metrischen Tensor handelt es sich im Gegensatz zum metrischen
Tensor g"” bzw. g,, um eine echte Matrix, da er einen obenstehenden Zeilen- und einen
untenstehenden Spaltenindex besitzt. Wenn man die Indizes in Gl. (6.23]) alle moglichen
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Werte annehmen 148t, so erkennt man, dass (in geradlinigen Koordinaten, wo Gl. (/6.20))
gilt) der gemischte metrische Tensor identisch mit der Einheitsmatrix sein muss,

1 000

01 00
noy

0 001

Das Skalarprodukt zweier 4-Vektoren A = (a*), B = (b*) im Minkowski-Raum ist
stets definiert als

3
A-B = ATB= Zaub“ Z&“ <Zg“” )E Zaug’“’by

=0

3
- Sh (Z gwau> - Z ba'=BTA=DB-A, (6.25)

v=0 v=0

wobei wir die Symmetrie des metrischen Tensors, g"* = ¢g**, und die Glgen. (6.17)),
ausgenutzt haben.

Das Betragsquadrat eines 4-Vektors A = (a*) im Minkowski-Raum ist definiert als
das Skalarprodukt dieses Vektors mit sich selbst,

A2=A . A=ATA= Zaﬂa“

pn=0

Gleichung besagt, dass bei der Transformation vom System Y zum System Y
das Betragsquadrat des 4-Ortsvektors einer Lichtwellenfront erhalten bleibt. Da der 4-
Ortsvektor einer Lichtwelle sich aber nicht von anderen 4-Vektoren unterscheidet, sollte
auch das Betragsquadrat beliebiger 4-Vektoren A = (a*) bei dieser Transformation
erhalten bleiben,

A2=A A=A A =A?, (6.26)

Diese Gleichung bildet die Grundlage zur Bestimmung der Lorentz-Transformation zwi-
schen zwei Inertialsystemen X, Y, die mit den Einsteinschen Postulaten in Einklang ist.
Wir werden dies im folgenden Abschnitt diskutieren.

Zum Abschluss wollen wir noch fiir das Nachfolgende unsere Notation vereinfachen. Wir
vereinbaren die sog. Einsteinsche Summenkonvention: iiber doppelt vorkommende
kontra- und kovariante Indizes wird implizit immer summiert, z.B.

3

©o— I
g a, b =a, b" .
=0

Das Summenzeichen ist damit {iberfliissig, es wird stets impliziert.
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6.2 Lorentz-Transformationen

6.2.2 Die Lorentz-Transformation

Die Transformation zwischen Inertialsystemen, welche die Betragsquadrate von 4-Vektoren
in der Raum-Zeit (im Minkowski-Raum) erhilt, s. Gl (6.26]), und damit das Analogon
zu Drehungen im vierdimensionalen Euklidschen Raum darstellt, ist die sog. Lorentz-
Transformation,

X' =AX, (6.27)

oder in Komponenten geschrieben,
gt =A " p=0,...,3. (6.28)

Man beachte, dass geméfl der Einsteinschen Summenkonvention {iber v zu summieren ist.
Die Matrix A = (A*) ist eine (4x4)—Matrix, die die Transformation eines kontravarianten
4-Vektors X = (2¥) im System ¥ in einen kontravarianten 4-Vektor X’ = (2/#) im
System Y vermittelt. Durch Transponieren von Gl. (6.27) erhdlt man die entsprechende
Transformation fiir den kovarianten 4-Vektor X7 = (x,):

X'T = XTAT (6.29)
oder in Komponenten geschrieben
2\ =z, (A7), . (6.30)

Andererseits konnen wir den transformierten kovarianten 4-Vektor auch aus Gl. (6.28)
durch Herunterziehen des Index p mit Hilfe des metrischen Tensors bestimmen:

=2 g = A a" g =N, g7 x, g0 = 2, o A 977 (6.31)

v

wobel wir die Glgen. (6.17)), (6.19) und die Symmetrie des metrischen Tensors, g,\ = g,
benutzt haben. Vergleich der Glgen. (6.30)) und (6.31)) liefert

(AT)"\ = gau N, g7 = A (6.32)

wobei wir im letzten Schritt die Regeln fiir das Herauf- und Herunterziehen der Indizes auf
die Matrix A#, angewendet haben. Das Ergebnis ist intuitiv verstédndlich, da Transponieren
Zeilen und Spalten einer Matrix vertauscht. Man beachte aber, dass das Objekt auf der
rechten Seite nicht einfach das (Ap)-Element der Matrix A ist, da die Indizes an der
falschen Stelle stehen.

Im folgenden werden wir die Lorentz-Transformationsmatrix A explizit bestimmen. Wir
machen zunéchst jedoch einige

Vorbemerkungen:
(i) Die Menge der moglichen Lorentz-Transformationen zwischen zwei Bezugssystemen
¥, > mit der Eigenschaft (6.26)) bildet vom mathematischen Standpunkt eine Grup-
pe, die sog. Lorentz-Gruppe L. Die (4 x 4)—Matrix A = (A#) aus Gl (6.28)) ist

eine Darstellung eines Elementes dieser Gruppe, A € L.
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(ii) Die Lorentz-Gruppe enthilt als Untergruppe die der orthogonalen Transfor-
mationen in drei Dimensionen, O(3). Darstellungen dieser Gruppe sind ortho-
gonale (3 x 3)—Matrizen D, D" = D~!  welche Drehungen in drei Raum-
dimensionen vermitteln. Es geniigt, orthogonale Matrizen mit detD = +1 zu be-
trachten. Diese bilden wiederum eine Untergruppe der O(3), die der speziellen or-
thogonalen Matrizen in drei Dimensionen, SO(3). Der Unterschied zwischen SO(3)
und O(3) ist eine zusétzliche diskrete Transformation, die der Raumspiegelung am
Ursprung (oder einer der drei Koordinatenachsen). Aus der Vorlesung “Theoretische
Physik I: Mathematische Methoden” wissen wir, dass eine solche Transformation
aus einem rechtshéndigen ein linkshédndiges Koordinatensystem macht. Da wir uns
stets auf rechtshéandige Systeme beschrianken, geniigt es also, fiir Raumdrehungen
spezielle orthogonale Matrizen D € SO(3) zu betrachten. Es gilt SO(3) C L.

Um eine (3 x 3)—Drehmatrix D als Lorentz-Transformation (6.28)) zu schreiben,
miissen wir sie passend zu einer (4 x 4)—Matrix erweitern,

Ap = (Ah,) = (6.33)

1

O .

0 (dzj) )
0

wobei D = (d';) eine orthogonale (3x3)—Untermatrix ist. Die Lorentz-Transformation
(6.28) lautet nun explizit in Komponenten geschrieben:

7’ =ct =2 =ct,
3

PP=>"da), i=1,2,3.
=1

Wegen

—/2

),z =c2t? —F 72

— B n242
=zt =c't

und ¢’ = ¢t gilt auch

7—,»/2 — T—,»2
Die Transformation Ap erhélt also die Zeit und das Betragsquadrat von 3-Vektoren.

Dies sind die Eigenschaften einer Drehung im Raum. 11.7.2017

(iii) Eine weitere Klasse von Transformationen aus der Lorentz-Gruppe sind die sog.
Boosts, die Transformationen zwischen relativ zueinander bewegten Bezugssyste-
men vermitteln. Diese bilden keine echte Untergruppe der Lorentz-Gruppe, d.h.
eine Abfolge von Boosts kann unter geeigneten Bedingungen eine Drehung ergeben.
Es gilt, dass die Darstellung jedes Elementes A € LL in der Form

A = Ap, Ag Ap, (6.34)

geschrieben werden kann, wobei Ap eine Boost-Matrix und Ap,, Ap, € SO(3)
beliebige Drehmatrizen sind.

156
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Wir wollen nun die explizite Form der Darstellung Ap eines Boosts bestimmen. Wir
gestalten die Situation so einfach wie moglich, indem wir annehmen, dass die Koordina-
tenachsen von ¥ und Y’ stets in die gleiche Richtung zeigen, ¢; = €/,i = 1,2, 3, und dass
zum Zeitpunkt ¢ = ¢’ = 0 die Urspriinge von ¥ und ¥’ iibereinstimmen. Ferner bewege
sich ¥’ relativ zu ¥ mit konstanter Geschwindigkeit ¥ = v €. Dies ist genau die in Abb.
dargestellte Situation. Man spricht von einem Boost in z—Richtung. Der allgemeine Fall
eines Boosts in einer beliebigen Raumrichtung 148t sich dann gemafl Gl. durch eine
(vor- bzw. nachgeschaltete) Drehung aus diesem speziellen Fall ableiten. Der Einfachheit
halber lassen wir im folgenden den Index “B” an der Boostmatrix Ag weg.

Bestimmung von A fiir einen Boost in z—Richtung:

(i)

Da kein Punkt in der transversalen (z,y)—Ebene ausgezeichnet ist, diirfen 2/° und
2’3 nicht von z! und z? abhingen. Umgekehrt diirfen 2’! und 2’2 nicht von z° und
x® abhiingen:

0 , 0
A=(A") = 0 (a’j) 0

Die (2 x 2)—Untermatrix A = (a’;) muss eine Diagonalmatrix sein, da die (z,y)—
Ebene und die (2',y’)—Ebene beim Boost nicht gegeneinander verdreht werden,

A:(gg).

Aus der Erhaltung der Betragsquadrate unter Lorentz-Transformationen, Gl. (6.26]),
erhalten wir, indem wir die Lorentz-Transformationen (6.28]) und (6.30]) einsetzen:
:L‘;i 't =z, (AT)”” A o =x,00 2" =x, 2",

also

(AT)pMA“V =6, (6.35)

was man in Matrixnotation auch als
ATA =1 (6.36)

schreiben kann. Wir folgern daraus, dass A’ = A~!'. Fiir Drehmatrizen ist uns
diese Identitdt wohlbekannt. In der Tat hatten wir ja schon gesehen, dass fiir die
Raumdrehungen, welche eine Untergruppe der Lorentz-Gruppe darstellen, SO(3) C
L, die (4 x 4)-Lorentz-Transformationsmatrizen Ap einfach triviale Erweiterungen
der herkommlichen (3 x 3)-Drehmatrizen sind. Es ist klar, dass es sich bei Ap auch
um eine orthogonale Matrix handelt.

Dies ist aber bei Boosts aufgrund der Metrik des Minkowski-Raumes anders, d.h.
es handelt sich nicht um orthogonale Matrizen, jedenfalls nicht in dem Sinne, dass
zwei Zeilen bzw. zwei Spalten orthogonal zueinander sind.
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Wir wollen nun Gl. (6.35)) benutzen, um die Matrix A zu bestimmen. Dazu gehen wir
zunéchst zu Gl. rijck und berechnen die Elemente der Matrix AT mit Hilfe
der rechten Seite. Obwohl die metrischen Tensoren g,, und ¢*” streng genommen
keine Matrizen sind, die man von links und rechts an die Matrix A#, multiplizieren
darf, funktioniert dies in diesem Fall doch, weil sie lediglich Vorzeichen in Zeilen
und Spalten von A# umdrehen. Wir erhalten daher

1 0 0 0 AS 0 0 A 1 0 0 0
AT — 0 -1 0 O 0 a 0 O 0O -1 0 O
N 0 0 -1 0 0 0 a O 0 0 -1 0
00 0 -1 A3 0 0 A3 00 0 -1
A0 0 A 1 0 0 0
B 0 —a 0 0 0 -1 0 0
N 0 0O —a O 0 0 -1 0
—A3 0 0 —A3 00 0 -1
0 a 0 O
= 0 0a 0 (6.37)
“A3 0 0 A%

Es ist nun offensichtlich, dass es sich bei AT nicht um die gewthnliche Transponierte
von A handelt (die man durch Vertauschen von Zeilen und Spalten erhélt). Der
Grund ist die nicht-triviale Metrik des Minkowski-Raums. Einsetzen in Gl. ([6.36))
liefert

1000 A% 0 0 —A% A% 0 0 AY
0100]| 0 a0 0 0 a0 0
0010 ~ 0 0 a 0 0 0a 0
000 1 —A3 0 0 A3 A3 0 0 A3
(A00)2 - A03A30 02 0 A03 (AOO - A33)
0 az 0 0
—~ 0 0 o 0 . (6.38)
ASO (A33 - AOO) 0 0 (A33)2 - AO?;ASO

Durch Vergleich der Matrixelemente auf beiden Seiten erhalten wir die folgenden
Bedingungen:

(a) a? =1, also a = £1. Dies bedeutet, dass die transversalen Koordinaten x,y bei
einem Boost in z—Richtung weder gestaucht noch elongiert werden. Wir wihlen
das positive Vorzeichen, a = +1, da a = —1 eine Spiegelung (Inversion) der
transversalen Koordinatenachsen bedeuten wiirde. Da zwei Achsen gleichzeitig
gespiegelt wiirden, dndert sich die Héndigkeit des Koordinatensystems nicht,
aber diese Spiegelung ist nicht notwendig.

(b) Wir erhalten desweiteren vier Gleichungen fiir die verbleibenden vier Unbe-



(iii)
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kannten Matrixelemente A%, A%, A3 A%:

IS (A00)2 - AO3A30 )
IS (A33)2 - A03A30 )
0 = AO3(/\00 - A33) )
0 = A% (A% —A%). (6.39)

Es ist klar, dass die letzten beiden Gleichungen jeweils AY = A% bedingen,
aber es gibt dennoch keine eindeutige Losung, da man dann lediglich eine
unabhéngige Gleichung fiir drei Unbekannte (A%, A% und A%) hat.

Wir machen den Losungsansatz
A% =A% =coshy, A%=A%=—sinhy.

Dieser Ansatz erfiillt aufgrund der Eigenschaft cosh? y — sinh? x = 1 der hyperboli-
schen Funktionen ganz offensichtlich die Gleichungen ([6.39)). Der freie Parameter x
ist die sog. Rapiditat. Wir werden bald sehen, wie dieser Parameter physikalisch zu
interpretieren ist. Wir fassen aber zunéchst das bislang Erhaltene zusammen. Fiir
einen Boost in z—Richtung, also fiir eine Lorentz-Transformation vom System
Y ins System X', wobei sich Y’ relativ zu X mit der konstanten Geschwindigkeit
U = v e, bewegt, lautet die Transformationsmatrix

coshy 0 0 —sinhy
0 1 0 0

0 0 1 0
—sinhy 0 0 coshy

A= (A") = (6.40)

Es ist klar, dass die Rapiditdt xy mit der Relativgeschwindigkeit v zwischen ¥ und
Y zusammenhéngen muss. Es gilt jetzt, diesen Zusammenhang zu ermitteln.

Der Ursprung von ¥’ hat von 3 aus gesehen die z—Koordinate

P =ut= Y z¥
c
Mit der Lorentz-Transformation (6.28]) fiir 4 = 3 gilt dann von ¥ aus gesehen fiir

den Ursprung
0=2"%= —sinhy2° + cosh y 2® = 2° <—sinhx+ Y COShX) ,
c

also

tanh y = % =74, (6.41)

wobei wir die neue Variable 8 eingefithrt haben. Diese Gleichung stellt einen ein-
deutigen Zusammenhang zwischen der Rapiditéit y und der Relativgeschwindigkeit
v der beiden Bezugssysteme her. Wegen 1 — tanh? xy = 1/ cosh? y gilt

1 1
\/1—tanh2x_ V11— B2

cosh y = v,
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wobei wir die neue Variable v, den sog. Lorentz-Gamma-Faktor eingefiihrt haben.
Es gilt auflerdem
sinh y = tanh y coshy = 3 .

Da reelle 4-Vektoren X wiederum in reelle 4-Vektoren X’ transformiert werden, ist
zu fordern, dass die Lorentz-Transformationsmatrix reell bleibt. Dies wie-
derum bedingt, dass v < c. Die Lichtgeschwindigkeit stellt also eine Grenzge-
schwindigkeit fiir die Relativgeschwindigkeit der Koordinatensysteme 33, dar.
Der Zusammenhang zwischen dem Bereich der erlaubten Geschwindigkeiten und der
zugehorigen Rapiditdaten bzw. Lorentz-Gamma-Faktoren ist

0<v<e <= 0<xy<x0 <<= 1<v<x.

Die Geschwindigkeit v (in Einheiten der Lichtgeschwindigkeit ¢), der Lorentz-Gamma-
Faktor v und sinh y = 8~ sind in Abb. [6.4] als Funktion der Rapiditit y dargestellt.

4 w ‘

— v/c

— gamma
3 — beta*gamma =
27 —
1

! ! ‘

00 0.5 1.5 2

i

X

Abbildung 6.4: Geschwindigkeit (in Einheiten von c¢), Lorentz-Gamma-Faktor v und S~y
als Funktion der Rapiditat .

Eine alternative Darstellung der Boost-Matrix (6.40]) ist

vy 0 0 —8v
0 1 0 0
A=(A") = 0 01 0 (6.42)
=By 0 0 v

Bemerkungen:

(i) Nach dem Determinantenentwicklungssatz berechnen wir
detAp =~ =8> =7*(1-p*) =1,

also genau wie det Ap = 1.
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Die Transponierte AL = AZ' von Ap ist nicht einfach durch gewdhnliches Vertau-

schen von Zeilen und Spalten zu erhalten. Nach Gl. (6.37)) gilt
v 0 0 By

T 0 1 0 0
Ap = 0 0 1 0
By 0 0
Offensichtlich ist
AL(v) = Ag(—v), (6.43)
also
v 0 0 By vy 0 0 —-pBv
0 1 0 0 0 1 0 0
Ap(=v)Ap(v) = 0 0 1 0 0 0 1 0
By 0 0 v By 0 0 v
1—-62) 0 0 0 1 0 0 0
B 0 1 0 0 _|o 1 0oo0]_,
- 0 0 1 0 =lo o 1 0| ™
0 0 0 ~%(1—p?) 0 0 0 1

Um einen Boost in ein mit v bewegtes System riickgéngig zu machen, muss man noch
einmal einen Boost mit Geschwindigkeit —v ausfiithren, was physikalisch absolut
plausibel ist.

Mit der Boost-Matrix (6.42)) schreiben wir den Lorentz-Boost (6.28)) des Ortsvektors

explizit in den einzelnen Koordinaten aus:

01 v
A SO R G- D R
o= 2=t =2,
y/ — :C/2:£C2:y,
? = =By + vz =7(z—vt). (6.44)

Im Spezialfall v < ¢ gilt

1 v?
= =14+0|( —=
Ry el ()
also
2

¢ = (-5 ()] =ero(t) =t
r = x,

Y

2 = (z—vt) [1+O(2—z)] ~z—ut.

Dies ist genau die Galilei-Transformation ((6.1)) fiir den Fall, dass die Geschwindigkeit
U = v €,. Diese ergibt sich also als Grenzfall eines Lorentz-Boosts fiir nichtrelati-
vistische Geschwindigkeiten v < c.
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6.2.3 Zeitdilatation

Wir betrachten ein Zeitintervall At = t5—t; zwischen zwei Ereignissen zu den Zeitpunkten
t1, to am selben Ort z = 27 = 25, d.h. Az = 25 — z; = 0, im System X. Dies kénnten z.B.
zwei aufeinanderfolgende Ticks einer in ¥ stationédren Uhr sein. In diesem Fall ist At = 1
s. Dann gilt im mit v > 0 relativ zu ¥ bewegten System ',

—r ) / v — v
At =ty —t] =7 tZ_tl_c_Q (22—,21)] = <At—§Az> =vAt>At.  (6.45)

Offenbar ist das Zeitintervall A#’ um einen Lorentz-Gamma-Faktor v > 1 grofler als At.
Wenn man also von ¥’ aus die beiden Ereignisse betrachtet, so erscheint das Zeitintervall
zwischen diesen Ereignissen vergrofiert. Mit anderen Worten: das Zeitintervall 1 s im
System X scheint vom relativ zu X bewegten System X' aus betrachtet grofler als 1 s
zu sein. Dieser Effekt ist als Zeitdilatation bekannt: “in bewegten Systemen scheinen
Uhren langsamer zu gehen”.

Beispiel: Zerfall instabiler Teilchen. Ein sog. u—Lepton zerfillt geméafl der schwachen
Wechselwirkung in ein Elektron und ein Neutrino-Antineutrino-Paar,

W —e +rv+vu.

Fiir ruhende p—Leptonen kennt man die mittlere Zerfallszeit, die sog. Halbwertszeit 7.

Nun fiithrt man folgendes Experiment durch: man stelle einen Detektor D; auf einem
Berg in Hohe L iiber dem Meeresspiegel und eine zweiten Detektor Dy auf Meereshohe
auf. Beide Detektoren messen die Zahl der in der kosmischen Strahlung pro Zeiteinheit
auftretenden p—Leptonen. Kennt man die Geschwindigkeit der pu—Leptonen, so kennt
man auch die Zeit, die die p—Leptonen benétigen, um bei Detektor Ds anzukommen.
Vergleicht man diese mit der Halbwertszeit 7, so kann man bei Kenntnis der Zahl der bei
D, vorhandenen p—Leptonen die Zahl der noch bei Dy vorhandenen voraussagen.

Das Ergebnis des Experiments ist jedoch, dass man viel mehr p—Leptonen als erwar-
tet bei Dy beobachtet. Der Grund ist, dass die Zeit im Ruhesystem schnell bewegter
pu—Leptonen viel langsamer vergeht als im System der beiden (relativ zueinander ruhen-
den) Detektoren. Dementsprechend zerfallen weniger p—Leptonen und es kommen mehr
beim Detektor Dy an.

6.2.4 Langenkontraktion

Wir fithren im System ¥ eine Lingenmessung zur festen Zeit ¢ = t; = ¢y aus, d.h.
At =ty — t; = 0. Das Ergebnis ist offenbar

=20 — 2z .

Nun fiithren wir die Langenmessung der Strecke ¢ vom relativ zu X mit v bewegten System
Y durch. Die Léngenmessung soll in ¥’ ebenfalls zum gleichen Zeitpunkt ¢ = ¢} = t}
stattfinden,

=y (tam =) =t =y (ti— 22) == th—ti=—(n—2)= 2
2 =7 |12 C22—1—71 21 2~ h = 5= =20
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Die Léangenmessung zur festen Zeit ¢’ im System Y’ entspricht offenbar einer nicht gleich-
zeitigen Lingenmessung im System Y. Der Beobachter in ¥’ nimmt die Langenmessung
zwischen den Punkten 2], 2z} vor,

U = zp—21=7[2n— 21 —v(ta — t1)]
= (- e (1-E) =L oy (6.46)
= 5 2t =t 2) =7 : :

Die Lénge ¢ erscheint vom bewegten System aus um einen Faktor 1/v < 1 verkiirzt. Dieses
Phéanomen bezeichnet man als Ladngenkontraktion.

6.2.5 Das Additionstheorem der Geschwindigkeiten

Ein Massenpunkt m (Ruhesystem ;) bewege sich mit Geschwindigkeit v1 in z—Richtung
eines Systems X9, welches sich wiederum mit Geschwindigkeit v, relativ zu einem System

Y3 in z—Richtung bewege, vgl. Abb.

X3 Y, m

o—— ’U
—- 1
Uzt

e _

Abbildung 6.5: Zum Additionstheorem der Geschwindigkeiten.

Wie grof} ist die Geschwindigkeit des Massenpunktes von Y3 aus gesehen? Kann er
sich u.U. schneller als das Licht bewegen? Man betrachtet dieses Problem am besten als
Abfolge von Lorentz-Boosts. Von X5 gelangt man ins Ruhesystem >; des Massenpunktes
mittels eines Boosts

il 0 0 —Bim
0 1 0 0
By
(Alu) - 0 0 1 0
im0 0 "

Von Y3 wiederum gelangt man ins System X, mittels eines Boosts

V2 0 0 —famy
0 1 0 0
By
W=1"0 0 1 o
—Bava 0 0O Yo
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Also gelangt man von >3 ins Ruhesystem 3J; des Massenpunktes mittels

73 0 0 —f57v
0 1 0 0
T
(As.) = 0 0 1 0
B33 0 0 V3
o0 0 0 —Bim V2 0 0 —favye
- 0 1 0 0 0 1 0 0
o 0 0 1 0 0 0 1 0
—Bim 0 0 §é! —B2v2 0 0 V2
Y21+ B1B2) 0 0 —y72(Br + B2)
B 0 10 0
- 0 0 1 0
—1v(Br+B2) 0 0 yy(l+ 515)

Daraus folgt

¥3 = my2 (14 b1 62) .
B3vs = M2 B+ F2),

also
Bi+By vt

1+ 818 1+uvwe/c®’
v3 ist die Geschwindigkeit des Massenpunktes von Y3 aus gesehen. Offenbar gilt fiir vy, vy <
¢ stets v3 < ¢, d.h. man kann die Lichtgeschwindigkeit nie iiberschreiten, sie bildet eine
Grenzgeschwindigkeit.

Den nichtrelativistischen Grenzfall des Additionstheorems erhélt man fiir
v1, V9 < c. Dann kann man den Nenner entwickeln,

V1V U2U2
’U3:(U1+U2)|:].— 122+O(142):|2U1+U2,
C Cc

wobei wir Terme der Ordnung O(v;ve/c?) vernachlissigt haben. Man erhilt also wie er-
wartet im nichtrelativistischen Grenzfall die Galilei-Transformation fiir Geschwin-
digkeiten.

Man darf diese aber nicht mehr anwenden, wenn entweder v; oder v, nicht mehr klein
gegeniiber der Lichtgeschwindigkeit ist. Z.B. erhalten wir fiir den Spezialfall einer Licht-
welle, die sich im System >y mit Lichtgeschwindigkeit v; = ¢ bewegt, aus Gl. :

Cc+ v

US:—l—i-Ug/C:C

vg=cf3=c (6.47)

Also bewegt sich eine Lichtwelle auch von Y3 aus gesehen mit Lichtgeschwindigkeit fort,
im Einklang mit dem zweiten Einsteinschen Postulat.

Mit Hilfe der zu den Lorentz-Transformationen A;, Ay gehérenden Rapiditaten xi, xo
lautet das Additionstheorem (|6.47))

tanh 1 + tanh y»

tanh x3 = = tanh(x1 + x2) , (6.48)

1 + tanh y; tanh x»
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wobei wir das Additionstheorem fiir den hyperbolischen Tangens, (tanh x + tanhy)/(1 +
tanh z tanh y) = tanh(xz+y), benutzt haben. Im Gegensatz zur Geschwindigkeit ist die Ra-
piditdt eine Variable, die sich additiv unter einer Abfolge von Lorentz-Transformationen
verhélt,

X3 = X1+ Xz (6.49)

6.2.6 Das Raum-Zeit—Diagramm (Minkowski—Diagramm)

Wie lassen sich Ereignisse in der vierdimensionalen Raum-Zeit, d.h. im Minkowksi-Raum
darstellen? Hierzu betrachtet man das sog. Raum-Zeit— oder Minkowski-Diagramm.
Dies ist eine zweidimensionale Projektion der vierdimensionalen Raum-Zeit, mit der Zeit-
achse 2° = ct als y— und mit einer Raumrichtung, z.B. der z—Richtung, als z—Achse,

vgl. Abb. [6.6]

Abbildung 6.6: Das Raum-Zeit— (Minkowski-)Diagramm.

Ein Raum-Zeit-Ereignis P hat die Koordinaten 2% = ctp, 23 = zp. Der Lichtkegel ist

durch die Relation

sg=atz, = (ct)? —a* —y* =2 =0
gegeben. In der Projektion der Raum-Zeit auf die (2°, 23)—Ebene, Abb. , istz =y=0,
also (ct)? — 22 = 0, bzw. ¢t = %2z; der Lichtkegel ist durch die beiden Winkelhalbieren-
den (rote Linien) gegeben. Vektoren z#, deren Betragsquadrat verschwindet, heiflen auch
Nullvektoren.

Wir betrachten nun eine Lorentz-Transformation in ein gegeniiber > mit konstanter
Geschwindigkeit ¥ = v €, bewegtes System >, dessen Ursprung mit dem von ¥ bei ¢t =
t' = 0 iibereinstimmt. Zu spéateren Zeitpunkten bestimmt sich die z—Koordinate des
Ursprungs von ¥’ im System > aus

0=z =~v(z—vt),

also z = vt oder

x?)

z
BB
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Also ist die 2’°—Achse, die durch die Bedingung 2z’ = 0 definiert ist, in Abb. durch eine
Gerade durch den Ursprung mit Steigung 1/3 > 1 gegeben, vgl. Abb. [6.7 Ganz &hnlich
ist die 2/3—Achse, also die Orte, an denen ct’ = 0 ist, durch die Gleichung
, v
0=t :'y<t—§z> ,
bzw. ;
P =ct=-z2=p2=p2"
c

gegeben. Dies entspricht einer Geraden mit Steigung 5 < 1, vgl. Abb. [6.7 Die neue Zeit-
skala 2/° im System Y’ liegt also im Minkowski-Diagramm zwischen der Zeitachse 2° im
System ¥ und dem Lichtkegel, wihrend die Raumachse 2’3 im System Y’ im Minkowski-
Diagramm zwischen dem Lichtkegel und der Raumachse x® im System X liegt. Obwohl
sich die Zeit- und Raumachsen beim Ubergang von ¥ nach ¥’ verschieben (und zwar so,
dass der Winkel zwischen z’°—Achse und z’3—Achse nicht mehr 90° betriigt), bleibt der
Lichtkegel stets der gleiche.

Abbildung 6.7: Verschiebung der Raum- und Zeitachsen bei einer Lorentz-Transformation
im Minkowski-Diagramm.

Bei der Lorentz-Transformation édndert sich auch die Achsenskalierung. Man muss
die Achsen also neu eichen. Dies geschieht wie folgt. Das 4-Betragsquadrat

s =alz, = (ct)? — 2 —y* — 2

ist eine sog. Lorentz-Invariante, d.h. es ist invariant unter Lorentztransforma-
tionen. Da sich beim Ubergang vom System X ins System ¥Y', also einem Boost in
z—Richtung, die x— und y—Koordinaten nicht &ndern, 2/ = x, ¥y = y, ist bei einem
Boost in z—Richtung auch die Grofie

s2 = (ct)? — 2
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eine Lorentz-Invariante. Der Langeneinheit ¢ (z.B. £ = 1 m) auf der z—Achse (also bei
t = 0) entspricht s7 = —¢%. Dies legt die invariante Léingeneinheit fest. Alle Raum-Zeit-
Punkte (ct, 2), die s7 = —(? entsprechen, sind durch die Gleichung (ct)? — 2? = s7 = —(?
verkniipft, also

(ct)? = 2% — 1%

Dies entspricht einer Hyperbel im Minkowski-Diagramm, vgl. Abb. [6.8] Die Hyperbel
schneidet die 2’—Achse in dem Punkt, der der gleichen Lingeneinheit ¢ im bewegten Sys-
tem Y entspricht. Im auf das ruhende System Y bezogene Minkowski-Diagramm ist diese
Lange aber offenbar ¢ > ¢. Wir werden gleich sehen, dass diese Tatsache in natiirlicher
Weise auf die Lorentz-Kontraktion fiihrt.

Abbildung 6.8: Invariante Léangeneinheit im Minkowski-Diagramm.

Auf die gleiche Weise 1éf3t sich die Zeiteinheit festlegen. Wir betrachten die Zeiteinheit
c? (z.B. ¥ = 1) auf der x°—Achse. Bei z = 0 haben wir dann

sy = (c¥)*,

welches die invariante Zeiteinheit festlegt. Alle Raum-Zeit-Punkte (ct, z), welche s3 =
(c¥)?* entsprechen, sind durch die Gleichung (ct)? — 2% = s? = (c¢¥)? miteinander ver-
kniipft, also

(ct)® = (cV¥)* + 2%

Auch dies entspricht einer Hyperbel im Minkowski-Diagramm, vgl. Abb. Die Hyperbel
schneidet die 2'°— Achse in dem Punkt, der der gleichen Zeiteinheit 9 im bewegten System
Y entspricht. Im auf das ruhende System Y bezogene Minkowski-Diagramm ist diese
Lénge aber offenbar ¢9’ > ¢19. Wir werden gleich sehen, wie dies auf die Zeitdilatation
fithrt.

Das 4-Betragsquadrat eines 4-Vektors a#, s? = (ct)? — 22 — y* — 22, ist nicht notwen-
digerweise positiv definit. Man unterscheidet
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Abbildung 6.9: Invariante Zeiteinheit im Minkowski-Diagramm.

(i) Zeitartige 4-Vektoren: s >0 <= |ct| > |F].
(ii) Lichtartige 4-Vektoren oder Nullvektoren: s2 =0 <= |ct| = |F].
(iii) Raumartige 4-Vektoren: s < 0 <= |ct| < |7].

Diese drei Moglichkeiten sind in Abb. dargestellt.

0 Weltlinie

zeitayti ichtartig
(Zuk (Lichtkegel)
— 7
raumartig raumartig

zeitaptig
(Vergangenbheit)

Abbildung 6.10: Unterteilung der zeitartigen und raumartigen Bereiche im Minkowski-
Diagramm.

Die Bahnen physikalischer Objekte, die sog. Weltlinien, liegen wegen v < c stets
innerhalb des zeitartigen Lichtkegels (insofern die Weltlinie durch den Ursprung von
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Y fithrt). Die lokale Steigung der Weltlinie entspricht dem Inversen der momentanen
Geschwindigkeit (in Einheiten der Lichtgeschwindigkeit), 1/4, und muss stets gréfer als
1 sein, sonst wire das Teilchen schneller als die Lichtgeschwindigkeit c¢. Die Weltlinien von
Photonen (Lichtquanten) liegen stets auf dem Lichtkegel (falls sie bei ¢ = 0 vom Ursprung
ausgesandt werden). Sie besitzen die Steigung 1.

Da s? lorentz-invariant ist, bleibt der Charakter eines 4-Vektors, also ob er zeit-,
licht-, oder raumartig ist, unter Lorentz-Transformationen erhalten. Das gleiche gilt auch
fiir den Abstand zweier Raum-Zeit-Ereignisse. Seien X; und X5 die zu zwei Raum-
Zeit-Ereignissen P; und P, gehorenden 4-Vektoren. Das Betragsquadrat ihres Abstands
im Minkowski-Raum,

531 = (e —x)! (v — 1) = 02(t2 — t1)2 — (7 — F1)2
= Ala—t)’ —(r2—21)* — (2 —1)* — (22 — 21)?,

ist ebenfalls lorentz-invariant. Wir betrachten zwei Ereignisse, fiir die x1 = y; = x5 =
Y2, damit wir dies im Minkowski-Diagramm veranschaulichen kénnen. O.B.d.A. sei auch
ty > t; und 29 > z;. Wir unterscheiden

(i) Raumartiger Abstand: s3, < 0, d.h. 2z — 2z; > ¢ (ty — t1). Es folgt, dass P, und
P nicht durch ein Lichtsignal verbunden werden kénnen. Sei z.B. P; im Ursprung
von Y. Dann ereignet sich P, zu einem friitheren Zeitpunkt ¢, als der Zeitpunkt tg,
zu dem das Lichtsignal (welches sich auf dem Lichtkegel bewegt) bei z, eintrifft, s.
Abb. Mit anderen Worten, ein Signal miifite mit einer Geschwindigkeit v > ¢
von P, nach P, gelangen, also auf einer Weltlinie mit Steigung < 1, um rechtzeitig
bei P, einzutreffen. Dies wiederum bedeutet, dass es keine kausale Verbindung
zwischen den Ereignissen P; und P, gibt.

Fiir Ereignisse mit raumartigem Abstand kann man stets eine Lorentz-Transforma-
tion in ein Inertialsystem Y’ finden, in dem die beiden Ereignisse gleichzeitig statt-
finden. Dazu berechnen wir
c
O=c(ty—t) =7lclta—t) = B(n—2)] &= n-2n ZB(b—tl)-

Fiir raumartige Abstande gilt zo — z; > ¢(t3 — t1), deshalb muss 1/8 > 1 sein,
um diese Gleichung zu erfiillen. Dies ist natiirlich immer moglich, da g < 1. Wir
ziehen die Schlussfolgerung, dass die zeitliche Reihenfolge von raumartig verbun-
denen Ereignissen vom gewéhlten Bezugssystem abhéngig ist. In unterschiedlichen
Bezugssystemen kann sie verschieden sein.

(ii) Zeitartiger Abstand: s, > 0, d.h. ¢ (ty —t;) > 29 — 2;. In diesem Fall kommt ein
Lichtsignal von P; stets vor der Zeit o, zu dem sich P, ereignet, am Ort zy an, vgl.
Abb.[6.12] Dies bedeutet, dass eine kausale Verbindung zwischen den Ereignissen
moglich ist.

Es gibt zwar keine Lorentz-Transformation in ein System, in dem P, und P, gleich-
zeitig stattfinden, aber es gibt ein System, in dem 2] = zJ, also in dem die Ereignisse
am gleichen Ort zu unterschiedlichen Zeiten stattfinden,

O=z,—zi=7[n—z—v(ta—t)] <= z—z=v(ta—1t1).
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ctyf--------;

Chyr-=pf b

Sy

Abbildung 6.11: Veranschaulichung eines raumartigen Abstands im Minkowski-
Diagramm.

Abbildung 6.12: Veranschaulichung eines zeitartigen Abstands im Minkowski-Diagramm.

Fiir zeitartige Abstéande gilt ¢ (to — t1) > 29 — 21, also ist diese Gleichung erfiillbar,
dav<e.

Zum Schluss dieses Abschnitts kommen wir auf die Langenkontraktion und Zeitdilatation
zuriick, die wir im Minkowski-Diagramm verstehen wollen.

(i) Bei der Langenkontraktion wird eine Strecke ¢, die im System X ruht, vom be-
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wegten System Y aus gemessen. Da die Strecke in X ruht, verlaufen die Weltlinien
des linken und rechten Endes von ¢ parallel zur 2°—Achse, vgl. Abb. [6.13] Die Mes-
sung in X’ verlduft instantan, also bei ¢ = 0. Anhand von Abb. erkennt man,
dass die so gemessene Strecke kiirzer ist als die Strecke ¢/, die geméfl den oben im
Zusammenhang mit der Eichhyperbel gemachten Argumenten der Lénge von ¢ im
ruhenden System entspricht. Man beobachtet also von ¥ aus eine Verkiirzung der
Strecke £. Dies ist gerade die Langenkontraktion.

x 0 x’0

/

Abbildung 6.13: Veranschaulichung der Langenkontraktion im Minkowski-Diagramm.

(ii) Bei der Zeitdilatation wird ein Zeitintervall ¥ zwischen zwei Ereignissen im Sys-
tem ¥ vom bewegten System Y’ aus gemessen, vgl. Abb.[6.14] Die beiden Ereignisse
in ¥ finden am selben Ort z = 0 statt. Der Beobachter befinde sich stets im Ur-
sprung von Y, also bei 2z’ = 0. Das dem Zeitintervall ¢ im System X entsprechende
Zeitintervall ¢ in ¥/ ist durch den Schnittpunkt der Eichhyperbel mit der /% Achse
gegeben. Das in Y’ gemessene Zeitintervall ist aber durch den Schnittpunkt der
(magentafarbenen) parallel zur z'3~Achse verlaufenden Geraden mit der x’%-Achse
gegeben. Dieses ist langer als das dem Zeitintervall ¥ im bewegten System entspre-
chende Zeitintervall #'. Also beobachtet man von ¥’ aus eine Verlidngerung von
Zeitintervallen 9. Dies ist gerade die Zeitdilatation.

6.3 Kovariante Formulierung der klassischen Mechanik

Das Ziel dieses Abschnittes ist es, Naturgesetze wie z.B. das Newtonsche Gesetz der
klassischen Mechanik in kovarianter Form zu schreiben. Dies bedeutet, dass sie un-
ter Lorentz-Transformationen forminvariant bleiben, d.h. in allen Inertialsystemen die
gleiche Form annehmen, wie vom ersten Einsteinschen Postulat gefordert.
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Abbildung 6.14: Veranschaulichung der Zeitdilatation im Minkowski-Diagramm.

Wir wissen, dass das Newtonsche Gesetz invariant unter Galilei-Transformationen ist,
welche den nichtrelativistischen Grenzfall (v < ¢) der Lorentz-Transformationen dar-
stellen. Fiir physikalische Korper, deren Geschwindigkeit sich der Lichtgeschwindigkeit
annahert, sollte man aber das Newtonsche Gesetz auch so schreiben konnen, dass es form-
invariant unter Lorentz-Transformationen ist. Dies ist fiir die Naturbeschreibung nicht
unbedingt von grofler Konsequenz, da lediglich Objekte von der Gréfle von Elementarteil-
chen oder maximal von Atomkernen relativistische Geschwindigkeiten erreichen kénnen.
Solche Objekte unterliegen aber nicht den Gesetzen der klassischen Mechanik sondern der
Quantenmechanik. Dennoch ist es zweckméfig, sich anhand wohlbekannter Gesetze mit
der kovarianten Formulierung vertraut zu machen.

Fiir die Ausbreitung von Licht, die durch die Gesetze der Elektrodynamik beschrieben
werden, ist es jedoch wegen v = ¢ unabdingbar, von Anfang an eine relativistisch kovarian-
te Formulierung finden zu kénnen. Die Gesetze der Elektrodynamik miissen forminvariant
unter Lorentz-Transformationen sein, Galilei-Transformationen sind, wie wir am Beispiel
des Michelson-Morley-Experimentes gesehen hatten, unbrauchbar.

6.3.1 Lorentz-Tensoren

Fiir eine forminvariante Formulierung von Naturgesetzen ist es zunéchst erforderlich, alle
physikalischen Gréflen in Form von sog. Lorentz-Tensoren zu schreiben. Man unter-
scheidet

(i) Tensoren nullter Stufe, bzw. Lorentz-Skalare, a. Dies sind Gréfen, die in al-
len Inertialsystemen den gleichen Wert annehmen, also invariant unter Lorentz-
Transformationen sind. Man sagt, sie sind lorentz-invariant. Beispiele sind z.B.
das 4-Betragsquadrat des Ortsvektors, s* = 2 x,,.
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(ii) Tensoren erster Stufe, bzw. (kontravariante) 4-Vektoren,
A= (a") = (a° a',a? a®)" .

Diese Grofien, die man als vierdimensionale Spaltenvektoren auffassen kann, sind
nicht invariant unter Lorentz-Transformationen, ihr Transformationsgesetz ist durch
die Gleichung

Al=ANA, d"=MNad",

gegeben. Weil dies auch fiir den Ortsvektor gilt,
X' =AX, 2'"=AN 2",

konnen wir die Komponenten A* der Lorentz-Transformationsmatrix auch wie folgt

schreiben:
ox'H
A = —— 6.50
14 axl, Y ( )
bzw. nach Invertieren
a v
= (ATt = = (AT, (6.51)

I axl,u

Man beachte, dass ein kontravarianter Index im Nenner einem kovarianten Index
entspricht.

Neben kontravarianten 4-Vektoren gibt es auch kovariante 4-Vektoren. Formal gilt
denn dann ist das 4-Betragsquadrat in der Tat lorentz-invariant,

a, " =ay (A7), A 0" = ay 8 a =a,a”

Beispiel: 4-Gradient einer skalaren Funktion:

Do = (9,0) = dp Op Dy D¢
ozr ) = P T\ 929 9zl 922 058 )

Der 4-Gradient transformiert sich wie ein kovarianter 4-Vektor, denn es gilt geméf
der Kettenregel (man beachte die Einsteinsche Summenkonvention)

,  Op dp Oz”
0,0 = =

T o Ox 0wk Ouip (A7)’ - (6.53)

I

(iii) Tensoren zweiter Stufe. Hier gibt es wiederum drei verschiedene Klassen:
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(a) kontravariante 4-Tensoren, A*. [hr Transformationsgesetz lautet

ox'* o'
Z= A
ore OxP

Jeder Index eines kontravarianten 4-Tensors transformiert sich wie der eines
kontravarianten 4-Vektors.

AT = AR AV AP — (6.54)

Beispiel: Die Komponenten des Tensorproduktes zweier 4-Vektoren A =
(a*), B = (b") lauten

AW = at b .
Aus dem Transformationsgesetz (6.52)) fiir 4-Vektoren wird das Transformati-

onsgesetz (6.54) fiir das Tensorprodukt als kontravarianter 4-Tensor unmittel-
bar ersichtlich.

(b) kovariante 4-Tensoren, A,,. Ihr Transformationsgesetz lautet

/ N _ ox® 8355
A;J,V = Aaﬁ (A 1) <A 1)6 = A

a v 0 da'r G’V

jeder Index transformiert sich wie der eines kovarianten 4-Vektors.

(6.55)

(c) gemischte 4-Tensoren, A* . Ihr Transformationsgesetz lautet
g Ox'r - O2f
v oxe P o

Kontravariante Indizes transformieren sich wie die von kontravarianten 4-Vek-
toren, kovariante Indizes wie die von kovarianten 4-Vektoren.

At = AR A% (AT (6.56)

(iv) Ganz analog kann man Tensoren hoherer Stufe und verschiedener Art (kon-
travariant, kovariant, gemischt) definieren.

6.3.2 Kovariante Formulierung von Naturgesetzen

Die kovariante Formulierung von Naturgesetzen bedeutet, dass linke und rechte
Seiten einer Gleichung sich wie Lorentz-Tensoren der gleichen Stufe transformieren,
also

a = b Lorentz-Skalar ,
a*# = b  Lorentz-Vektor ,
A" = BM  Lorentz-Tensor zweiter Stufe ,

6.3.3 Rechenregeln

(i) Addition: Tensoren gleicher Stufe werden komponentenweise addiert, z.B.

=gt b, CM = AW L B
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(ii) Multiplikation mit einer Zahl: Das Produkt eines Tensors mit einer Zahl ergibt
sich aus Multiplikation jeder Komponente des Tensors mit dieser Zahl, z.B.
bA="b(a")=(ba").

(iii) Verjiingung eines Tensors: Darunter versteht man die Kontraktion zweier In-
dizes mit Hilfe des metrischen Tensors, z.B.

A =AY 59 (6.57)
Ein verjiingter Tensor k—ter Stufe transformiert sich wie ein Tensor (k — 2)—ter
Stufe, z.B.
. ox' 9z’ .\, 0xz° Ox” _ ox'* 9x'" 97\, Ox7
vA Oz Oxe 7T Ox'v Oz'P Ox* Oxr Ox'v 7T Ox'P

ox'* 9z .\, Ox7 O« - Ox7 o2’ 017
ar> azr " oToxB  apr T 0T gpB T 9 PT Ox'B

Spezialfall 1: Die Spur eines gemischten Tensors zweiter Stufe,

. A0 A
Al =N AL =Te(AR) =Te [ 0 ,
p=0 A3 LAY

transformiert sich wie ein Lorentz-Skalar.

Spezialfall 2: Das 4-Skalarprodukt zweier Vektoren A = (a*), B = (b"), a* b,,,
kann als Spur eines gemischten Tensors zweiter Stufe,

Al =d"b,

aufgefat werden. Dieses ist als Lorentz-Skalar invariant unter Lorentz-Transforma-
tionen.

6.3.4 Differentialoperatoren:

0= ()= (22:9) - (659

Wir hatten schon in Gl. (6.53|) gesehen, dass sich der 4-Gradient wie ein kovarianter
Vektor transformiert. Es gibt auch eine kontravariante Version des 4-Gradienten,

()¢5

(ii) 4-Divergenz: Die 4-Divergenz eines 4-Vektors A ist ein Lorentzskalar,

(i) 4-Gradient:

dua=-—+V-i=0a,. (6.59)

175



6 Spezielle Relativititstheorie

(ii) d’Alembert (Quabla-)Operator: Der d’Alembert-Operator ist das 4-Betrags-
quadrat des 4-Gradienten,

1 2 . 1 2
0=0,0"=0"9, = 2%—V2:CQ(§;—A, (6.60)

wobei A der Laplace-Operator ist. Auch der d’Alembert-Operator ist ein Lorentz-
Skalar.

6.3.5 Kinematische GrundgréBen

Die Weltlinie eines physikalischen Korpers hatten wir im Zusammenhang mit Abb.
diskutiert. Ahnlich wie die Konfigurationsbahn im Konfigurationsraum stellt sie die Menge
aller 4-Ortsvektoren X = (z*) = (ct, z,y, 2)T in einem vorgegebenen Zeitintervall dar. Das
Problem ist aber, dass die Zeit selbst eine der Koordinaten des 4-Ortsvektors ist und sich
unter Lorentz-Transformationen éndern kann. Wir sollten also zur Parametrisierung der
Weltlinie eine andere Grofie wihlen, die von der Wahl des Bezugssystems unabhéingig ist.
Daher muss es sich dabei um einen Lorentz-Skalar handeln.
Wir betrachten zunichst die differentielle Anderung des 4-Ortsvektors,

dX = (da*) = (cdt, dz, dy, dz)" .
Das 4-Betragsquadrat dieser Grofe,
ds* = da* dz, = ¢ dt* — (d7)?
ist ein Lorentz-Skalar. Wir definieren nun das sog. differentielle Eigenzeitintervall

1 1
dr’ = — ds* = dt* — = (d7)?, (6.61)

welches ebenfalls ein Lorentz-Skalar ist, da ¢ nach dem zweiten Einsteinschen Postulat in
allen Bezugssystemen den gleichen Wert annimmt.
Im System >’ des Korpers, seinem sog. Ruhesystem, ist stets di’ = 0, also

dr? =dt'?.

Das Eigenzeitintervall d7 ist also das Zeitintervall im Ruhesystem des Korpers. Die Grofle

— /dr (6.62)

bezeichnet man als Eigenzeit. Diese eignet sich als Lorentz-Skalar zur Parametrisierung

der Weltlinie,
X(r) = (a"(7)) = (ct(r), a(7), y(7), z(1))" . (6.63)
Es gilt auflerdem

1 _' ]_ dF2 U2 -1
at? — — (A7) = dt 1—0— o) mdnyf1- S =1 =q e <
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wobei wir die 3-Geschwindigkeit v = di’/dt des Korpers im System ¥ benutzt haben. Man
sieht, dass das Zeitintervall d¢ gegeniiber dem FEigenzeitintervall d7 gedehnt ist,

dt = ydr > dr.

Dies ist die Zeitdilatation in einem gegeniiber dem Ruhesystem Y’ des Korpers bewegten
System .

Die 4-Geschwindigkeit eines Korpers ist definiert als die Ableitung des 4-Ortsvektors
nach der Eigenzeit,

dat
=T
Sie transformiert sich wie der kontravariante 4-Vektor dz*, da dr ein Lorentz-Skalar ist.
Es gilt mit der Kettenregel und dt/dr = :

Das 4-Betragsquadrat der 4-Geschwindigkeit ist

ut

(6.64)

ut uy, = V(=) =1 - B =2 (6.66)
21.7.2017

6.3.6 Die Newtonsche Grundgleichung in kovarianter Formulierung

Um das zweite Newtonsche Axiom in relativistisch kovarianter Form zu schreiben, be-
notigen wir zunédchst den 4-Impuls,

P =mut . (6.67)

Dieser transformiert sich wie ein 4-Vektor, falls die Masse m des Korpers ein Lorentz-
Skalar, also lorentz-invariant ist. Dies ist eine plausible Forderung, da die Masse eine
Materialeigenschaft ist, die sich bei einem Wechsel des Bezugssystems nicht &ndern sollte.
Mit Gl. lauten die Komponenten des 4-Impuls

P =myc, P=m~yT.

Im nichtrelativistischen Grenzfall ist v = 1 + O(v?/c?) ~ 1, so dass der 3-Impuls

P=my0=muv = pn

in die nichtrelativistische Definition des Impulses iibergeht. Das 4-Betragsquadrat des
4-Impulses ist
P pu = m2A2 (2 —0?) =m? 2 (1 — %) = m2 2 . (6.68)

Die Newtonsche Grundgleichung in nichtrelativistischer Form lautete

N T
Fnr = = TR
a ra
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Die naheliegende relativistische Verallgemeinerung der Newtonschen Grundglei-
chung ist

Cdpt duf
“dar Mar
wobei auf der linken Seite die sog. Minkowski-Kraft oder 4-Kraft auftritt. Die Kom-
ponenten der 4-Kraft lauten mit dt/dr =+,

K" (6.69)

dp° d L dp d(yi
KOy KZ”Tf: (vd)

Wir definieren die 3-Kraft als Zeitableitung des 3-Impulses,
dp

F .
dt

Diese hat den korrekten nichtrelativistischen Grenzfall

dp' _ d(yPar) AP

F=%~""a @

- ﬁnr .
Dann schreiben sich die rdumlichen Komponenten der Minkowski-Kraft als

K=~F. (6.70)

6.3.7 Die relativistische Energie-lmpuls-Beziehung

Wie ist die Zeitkomponente K° der 4-Kraft zu interpretieren? Zunichst ist
du m d () m dc?

dr " 2dr . 2 dr ’

wobei wir Gl. benutzt haben. Diese Gleichung besagt, dass die 4-Kraft 4-ortho-
gonal zur 4-Geschwindigkeit ist. Andererseits ist mit Gl. (6.70)

Kfu, =m

OZK“W:KOW—K(W):70<K°—l?-%)zvc(KO—vﬁ%) 7

also =
F-v
KO=~r2 Y (6.71)

c

d.h. . ,
K= (K") =~ (F , ﬁ) . (6.72)

<y

C

In der nichtrelativistischen Mechanik war das Produkt aus Kraft und Geschwindigkeit
(bis auf ein Vorzeichen) gerade die Leistung, also die pro Zeiteinheit geleistete Arbeit.
Mit den Glgen. (6.69)) und (6.72) erhalten wir die Identitét

, c c dt du’ ¢ d(ye) d
p—F.g=ftgo-C, 8 _¢ _ < 2) |
ey S ar A" T T (my &%)
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Andererseits war die Leistung (bis auf ein Vorzeichen) identisch mit der zeitlichen
Anderung der kinetischen Energie, P = —T'. Es ist also naheliegend, die Grofie

T=m~vyc? (6.73)

als relativistische Verallgemeinerung der kinetischen Energie zu definieren, weil

dann

=3 =

Die relativistische kinetische Energie T" hat den nichtrelativistischen Grenzfall

_P=F.¢ T .

T=mc 1—1—02 + O v ~m62+1mv2—m02—|—T (6.74)
N 2 ¢? AJ| 2 N " '
wobei Ty, = %va die nichtrelativistische kinetische Energie ist. Offenbar gibt es

in der relativistischen Verallgemeinerung einen zusétzlichen konstanten Beitrag, die sog.
Ruheenergie des Korpers

Ey=mc*. (6.75)
Die 4-Kraft (6.72)) schreibt sich nun als

147 =\" 1dr  dp\”* d /T N d /T \*
K=y == F) =v|-~ 5] =15 |=.7) == (=.0) - (6
(K*) 7(0 dt ’ ) V(C dt’dt) ’th<c,p) dr (c’p> (6.76)

Aus dem Vergleich mit Gl. schlieflen wir, dass

T
P =myc=—, (6.77)
c
d.h. die Zeitkomponente des 4-Impulses ist (bis auf einen Faktor 1/c) mit der kinetischen

Energie identisch. Wegen Gl. (6.68) gilt nun

T> -

also

T’ =p*+m?ct = T=+p22+m2ct, (6.78)

die sog. relativistische Energie-Impuls-Beziehung.

Bemerkungen:

(i) Das negative Vorzeichen in Gl deutet darauf hin, dass die spezielle Rela-
tivitdtstheorie neben Teilchen mit positiver (kinetischer) Energie auch solche mit
negativer Energie zuldfit. Es wird sich herausstellen, dass dies nicht nur mathe-
matisch zuléssig ist, sindern auch physikalisch sinnvoll ist: es ist das erste Indiz fiir
die Existenz der sog. Antiteilchen.
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(ii) Der 3-Impuls 1a8t sich schreiben als
ﬁ: Vﬁnr = m’-)/ﬁ: m(v)ﬁ,

wobel
m

TS i

Dies sieht so aus, als ob die Masse eines Korpers in einem bewegten Bezugssystem
zundhme, man spricht von der relativistischen Massenzunahme. Das ist aber
streng genommen nicht korrekt, da die Masse als Lorentz-Skalar in allen Bezugssys-
temen denselben Wert annimmt. Was aber zunimmt, ist die kinetische Energie:

m(v) =m

Tw=0)=Ey=mc><Tw#0)=myc*.

(iii) Die relativistische Impulserhaltung bedingt die relativistische Energieer-
haltung, denn aus p'= m~v = const. folgt wegen

™ T —
const.:mZCQZp“p#:—2—p2:—2—const2
c c

dass auch T' = const. sein muss. Dies sieht zunéchst unschuldig aus, hat aber weit-
reichende Konsequenzen, wie wir im néchsten Abschnitt sehen werden.

6.3.8 Einsteins Aquivalenz von Masse und Energie

Betrachten wir z.B. eine explodierende Bombe. Vor der Explosion ist die nichtrelativi-
stische kinetische Energie
— > mn =0,

weil 7, = 0V . Nach der Explosion gilt aber

N
e 1 e\2
anzﬁizzl:mi<vi) 7£Oa

weil die Bestandteile der Bombe in alle Richtungen davonfliegen, 0, # 0. Offenbar ist
eine andere Energieform in kinetische Energie umgewandelt worden.

Da auch bei einer explodierenden Bombe die Impulserhaltung gilt, wiirden wir fiir die
relativistische kinetische Energie nun nach dem im vorangegangenen Abschnitt Gesag-
ten folgern, dass

T =T = const. .

Aus dieser Gleichung wiirden wir naiv schlieflen, dass

N
O:TC—T“:Z(mi'yfcz—mi’yi Zml (v —1)

i=1
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a —

da am Anfang ¢, = 0, also 7 = 1. Nun erhalten wir einen Widerspruch, da diese
Gleichung nur fiir 77 = 1 V i erfiillbar ist, also auch 7, = 0, d.h. die Bombe wére gar
nicht explodiert!

Bei dieser naiven Rechnung haben wir implizit davon Gebrauch gemacht, dass sich
die Massen der einzelnen Bombenbestandteile nicht &ndern. Diese Annahme ist aber zu
restriktiv. Wir erlauben, dass m{ # m{ und erhalten mit 7 = 1:

0 = T°-1°

bzw., mit den Definitionen Am; = m¢ — m¢ und AE; = Am, 2,

N N | N (ve)4
AFE; = (e —1)~ = CE2? 40— )>0.
; ;mzc (v = 1) 2lZ:;mz(vz) +0(~5
Dies bedeutet, dass wenigstens fiir ein Teilchen, z.B. das j-te unter den Bombenbestand-
teilen
AE; = Am; = (m;‘ — mj) >0

gelten muss. Offenbar ist ein Massenverlust des Teilchens aufgrund der Explosion aufge-
treten, Masse ist in Bewegungsenergie umgewandelt worden. Dies ist die berithmt
gewordene Beziehung zwischen Masse und Energie,

E=mc. (6.79)

Aber wo kommt diese Energiedifferenz tatséchlich her? Natiirlich hat sich die Masse der
elementaren Konstituenten der Materie nicht verédndert, wohl aber ihre Bindungs-
energie, die angibt, wie stark die einzelnen Konstituenten aneinander gebunden sind.
Diese ist im Grunde genommen eine Form der potentiellen Energie. Bei einer konven-
tionellen Bombe wird chemische Bindungsenergie der Molekiile, bei einer Atombombe
nukleare Bindungsenergie der Nukleonen im Atomkern freigesetzt. Dabei wird ein ener-
getisch schwécher gebundener Zustand in einen energetisch stérker gebundenen iiberfiihrt.
Die Differenz in der Bindungsenergie, also in der potentiellen Energie, wird in kinetische
Energie umgewandelt.

Es gibt jedoch auch einen Prozess, bei dem die komplette Masse der beteiligten Reak-
tionspartner in Energie umgewandelt wird. Dies ist die sog. Vernichtung von Teilchen
und Antiteilchen. Betrachten wir z.B. die Reaktion

e +et =27,

d.h. ein Elektron und sein Antiteilchen, das Positron, vernichten sich und erzeugen zwei
Lichtquanten (es miissen aufgrund der Impulserhaltung zwei sein, da ein einzelnes Licht-
quant in Ruhe keine Energie triagt). Wenn wir annehmen, dass Elektron und Positron vor
der Vernichtung in Ruhe waren, so lautet die Energiebilanz wie folgt:

Bt = Me- & + Mgt & =2m,- ¢ =2-511 keV = 1,022 MeV = E, .
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Da Lichtquanten keine Ruheenergie besitzen, m. ¢* = 0, liegt die komplette Energie als
kinetische Energie vor.

6.3.9 Kovariante Formulierung der Lagrange-Mechanik fiir Felder

Die Euler-Lagrange-Gleichung (/5.15)) fiir Felder 1d8it sich sehr leicht in eine relativistisch
kovariante Form bringen. Beriicksichtigen wir, dass ¢t = 2° die Nullkomponente und z, y, 2
die rdumlichen Komponenten des kontravarianten 4-Ortsvektors (z#) darstellen, so folgt

o . 0 oL N~0 oL o
a(ct) o <8%¢%) — ozt o (%) 0P,
0 oL oL
0o (GE) O
0 oL oL a=1,2,..., (6.80)

wobel wir die Einsteinsche Summenkonvention benutzt haben.

Die Wirkung
S = /d4X£: /dtdSFE

einer Feldtheorie ist stets invariant unter sog. Poincaré-Transformationen. Diese bil-
den eine Gruppe, die aus dem direkten Produkt der Lorentz-Gruppe und der Gruppe der
Raum-Zeit-Translationen besteht. Raum-Zeit-Translationen,

ot — H =2t +at,

wobei (a*) ein konstanter 4-Vektor ist, lassen aber das 4-Volumen in der Raum-Zeit
unverindert, d*X’ = d*X. Fiir Lorentz-Transformationen gilt

X — dX' =d'X7,

ox'*
(G )

der Betrag der Funktional-Determinante beim Wechsel der Variablen x# — 2'# ist,
vgl. GL. (1.128) der Vorlesung “Mechanik I”. Aufgrund von Gl. (6.50) ist aber

wobel

J =

J = |det (A")]| = |detA] =1,

weil die Determinante von Lorentz-Transformationen stets £1 ist. Also ist das infini-
tesimale Raum-Zeit-Volumen d*X eine Poincaré-Invariante. Damit folgt sofort, dass
die Lagrangedichte £ insbesondere ein Lorentz-Skalar ist, sie ist also invariant unter
Lorentz-Transformationen. Damit ergibt sich das Transformationsverhalten von Gl.
unter Lorentz-Transformationen aus dem Transformationsverhalten der Felder ¢,.
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