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1 Grundlagen der Elektrodynamik

Die Elektrodynamik ist die erste echte Feldtheorie, die uns in der Theoretischen
Physik begegnet. Sie wurde von James Clark Mazwell 1861 - 1864 entwickelt und stellt
eine vereinheitlichte Beschreibung aller Phdnomene dar, die von elektrischer bzw.
magnetischer Natur sind. Sie beschreibt auflerdem die Ausbreitung elektromagneti-
scher Wellen, also insbesondere von Lichtwellen. Es konnte gezeigt werden, dass die
Strahlenoptik als Spezialfall der Elektrodynamik anzusehen ist fiir den Fall, dass die
Wellenlénge des Lichtes klein im Vergleich zur Ausdehnung der Objekte ist, an denen das
Licht gestreut wird.

Als Theorie der Lichtausbreitung muss die Elektrodynamik den Gesetzen der Spe-
ziellen Relativitidtstheorie geniigen, also insbesondere mit den Einsteinschen Pos-
tulaten kompatibel sein. Mit anderen Worten: sie muss als relativistisch kovariante
Theorie formulierbar sein.

Die Elektrodynamik wird in dieser Vorlesung auf rein klassischem Niveau behan-
delt. Sie ist aber ohne weiteres zu einer Quantenfeldtheorie verallgemeinerbar, der sog.
Quantenelektrodynamik (QED).

Die zentralen Groéflen der Elektrodynamik sind elektrische und magnetische Fel-
der. Ein Feld ist eine Grofle, die an jedem Raum-Zeitpunkt einen wohldefinierten Wert
annimmt. Dies steht im Gegensatz zu mechanischen Massenpunkten, die sich lediglich
an einem speziellen Ort zu einer gegebenen Zeit befinden. Deren Dynamik haben
wir in den ersten beiden Vorlesungen “Theoretische Physik I: Klassische Mechanik” und
“Theoretische Physik II: Analytische Mechanik und Spezielle Relativitétstheorie” kennen-
gelernt. In dieser Vorlesung beschéftigen wir uns mit der Dynamik elektromagnetischer

Felder.

Wie in der Vorlesung “Theoretische Physik II: Analytische Mechanik und Spezielle Re-
lativitatstheorie” gesehen, kann man den Lagrange-Formalismus fiir Massenpunkte auch
auf Felder verallgemeinern. Dazu benétigt man anstelle der Lagrange-Funktion die sog.
Lagrange-Dichte. Aus der Lagrange-Dichte leitet man mit Hilfe der Euler-Lagrange-
Gleichungen die Bewegungsgleichungen fiir die Felder ab.

In diesem Kapitel rekapitulieren wir zunéchst den Lagrange-Formalismus fiir Felder, be-
vor wir ihn zur Herleitung der Bewegungsgleichungen fiir die elektromagnetischen Felder,
der sog. Maxwell-Gleichungen, anwenden. Dies wird, entsprechend den Anforderungen
der Speziellen Relativitédtstheorie, unter Beriicksichtigung der relativistischen Kovarianz
der auftretenden Grolen durchgefithrt. Zum Abschluss diskutieren wir noch Eichtransfor-
mationen der elektromagnetischen Potentiale.
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1.1 Lagrange-Formalismus fiir Felder

1.1.1 Lagrange-Mechanik eines N —Teilchen-Systems

In der Vorlesung “Theoretische Physik II: Analytische Mechanik und Spezielle Relati-
vitédtstheorie” haben wir die Mechanik nach Lagrange kennengelernt. Zentrales Objekt
der Lagrangeschen Mechanik ist die Lagrange-Funktion

L(@,q,t) = T(q,4,;t) = V(@ 1) , (1.1)

die die Differenz von kinetischer Energie T'(¢, J,t) und potentieller Energie V (¢, t) dar-
stellt und von den generalisierten Koordinaten ¢= (qi,...,qs), den generalisierten
Geschwindigkeiten ¢ = (¢i, . .., qs) und der Zeit ¢ abhéingt. Die Bewegungsgleichungen
fiir das mechanische System folgen (fiir den Fall holonomer Zwangsbedingungen) aus den
Euler-Lagrange-Gleichungen

doL oL
dt 8¢, 0q;

i=1,...,8, (1.2)

Als einfaches Beispiel mit einem einzigen Freiheitsgrad betrachten wir den eindimensio-
nalen harmonischen Oszillator, fiir den gilt
1 1 1 1
T(@)==-md¢*, V(Q)==kq¢, Ligq) ==-md¢*—=-kq’
(@) =5md*, Vig)=5ka Llga)=g5md —5ka
wobei die generalisierte Koordinate g die Auslenkung des Teilchens der Masse m aus der
Ruhelage ist. Aus der Euler-Lagrange-Gleichung (1.2) erhalten wir demzufolge

d 0L OL d( Ntk ik 4w 0 k
=—————=—(m =m — whq = wo =1\ —
also in der Tat die Bewegungsgleichung fiir den harmonischen Oszillator mit der Eigen-
frequenz wy. Die Losungen sind wohlbekannt,

q(t) = A cos(wot) + B sin(wyt) .

Als Beispiel fiir ein N—Teilchensystem betrachten wir die longitudinal schwingen-
de Kette (vgl. Abschnitt 4.1 aus der Vorlesung “Theoretische Physik II: Analytische
Mechanik und Spezielle Relativitétstheorie”), s. Abb. 1.1.

In der Ruhelage haben die Massen den Abstand a. Beim Schwingen wird die i—te Masse
um eine Distanz ; aus ihrer Ruhelage ausgelenkt. Die kinetische Energie des Systems
betrégt

1 N
_ 2
T—§mZg0j. (1.3)
7=1
Die potentielle Energie ist
[ Nl
2

V=gk ) (0in—g) (1.4)

j=1
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i—1 i i+1 X

q)i—l ¢i ¢i+1

Abbildung 1.1: Die longitudinal schwingende Kette.

Wir haben uns in Abschnitt 4.1 der Vorlesung “Theoretische Physik II” davon iiberzeugt,
dass dieser Ausdruck korrekt ist, weil er das Hookesche Kraftgesetz fiir die einzelnen
Massenpunkte liefert.

Mit den Glgen. (1.3) und (1.4) lautet die Lagrange-Funktion des Systems

I
IS
D

(1.5)

wobei wir die Masse pro Lingeneinheit © = m/a, das Elastizitdtsmodul k = ka
und die Lagrange-Funktion pro Lingeneinheit fiir den j—ten Massenpunkt, £;, ein-
gefithrt haben. Desweiteren haben wir die kinetische Energie des N—ten Massenpunktes
vernachléssigt. Falls N > 1, ist dies eine gerechtfertigte Ndherung, da die Bewegung eines
einzelnen Massenpunktes die Bewegung des gesamten Systems nicht wesentlich beeinflus-
sen kann.

Die Auslenkungen ¢; der Massen reprisentieren die Freiheitsgrade des Systems. Die
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Euler-Lagrange-Gleichungen (1.2) fiir diese Freiheitsgrade lauten

, _ doL oL
C dtdg; g
N-1 . N-1
1 d . 0, 1 Yit1— @ (Opjr1  Op;
- = Rl I WS - 9 J J i+l Y¥
2;adt< Mw]ﬁ@i)+2; e dp;  Op;
N—-1

) Pit1— @;
= a {M G055 + kK % (03541 — 5ij)}
1

.. i — Pi—1 Pit+1 — Pi
Yit1 — 20 + i1
— K 3 . (1.6)

= [
1.1.2 Lagrange-Mechanik eines kontinuierlichen Systems

Die Uberlegungen des vorangegangenen Abschnitts lassen sich auf ein Kontinuum von
Massenpunkten verallgemeinern. Wir betrachten dazu den Limes N — oo und gleichzeitig
a — 0, so dass die Kettenldnge ¢ = (N — 1)a konstant bleibt. Die Kette geht dann iiber in
einen kontinuierlichen elastischen Stab. Der Positionsindex ¢ nimmt kontinuierliche
Werte an; wir kénnen ihn durch die xr—Koordinate ersetzen,

pi(t) — ot x).

Der Abstand a zwischen den Massen wird durch das infinitesimale Differential dx ersetzt,

so dass
lim PO —wilt) o pbetde) —eltz) _ dltz)
a—0 a dz—0 dz ox
i P = 20i) o) et e+ de) = 20t ) + p(t z — da)
a—0 a,2 dz—0 dZL‘2
 dz—odx dx dx - 022

Man beachte, dass aufgrund der Abhéngigkeit der Auslenkung (¢, z) von Zeit und Ort
nun partielle Ableitungen auftreten. Daher ist die Differentiation von ¢; nach der Zeit
ebenfalls durch eine partielle Ableitung zu ersetzen,

doltr) . Pelta)
ot ¥ oz

o —
Die Lagrange-Funktion (1.5) geht iiber in

¢
L=1 aﬁjE/ dzx L, (1.7)
0
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die sog. Lagrangedichte ist. Die Bewegungsgleichung (1.6) nimmt die Form

D¢ P
V=roe ~ "o

wobei

(1.9)

an.
Die vorangegangenen Betrachtungen lassen sich auf ein dreidimensionales System ver-
allgemeinern. Gleichung (1.7) lautet dann

L:/dxdydzﬁz/dgfﬁ, (1.10)
1% 1%

wobei V' das Volumen des betrachteten Systems ist. Anhand von Gl. (1.8) sehen wir, dass
die Lagrangedichte £ nicht nur eine Funktion von d¢/0t ist, sondern auch von den
raumlichen Ableitungen dp/0z abhéngt. In drei Dimensionen treten dann i.a. auch par-
tielle Ableitungen nach y und z auf. Desweiteren kann die Lagrangedichte auch vom Feld
v selbst und (explizit) von Zeit und Ort abhéngen. L.a. treten also folgende funktionale
Abhéngigkeiten auf:

0y = .
- t 1.11
E(cp, 8t,V90, ,r) , (1.11)

wobei wir die partiellen Ableitungen von ¢ nach den Ortskoordinaten durch den Gradi-
enten ausgedriickt haben, Vo = (¢ /dz, /0y, dp /7).

Man beachte, dass im Vergleich zur Lagrange-Funktion L(¢, cj, t) in der Lagrangedichte
das Feld ¢ die Rolle der generalisierten Koordinaten ¢; tibernimmt, seine Ableitungen
O/ ot, ﬁgp die der generalisierten Geschwindigkeiten ¢;, und dass die explizite Abhéngig-
keit von der Zeit t um eine von Zeit t und Ort 7 erweitert wird. Die Ortsvariable hat
nicht langer die Bedeutung der Koordinate eines Teilchens, sondern sie ist lediglich ein
kontinuierlicher Index, dhnlich wie der Index 7 bei den generalisierten Koordinaten g;.
In der Lagrange-Funktion waren ¢;, ¢; unabhéngige Freiheitsgrade des Systems. In der
Lagrangedichte sind die Freiheitsgrade des Systems das Feld ¢ und seine Ableitungen
A /0t, V. Da diese Funktionen an jedem Punkt (¢,7) der Raum-Zeit unterschiedliche
und (prinzipiell) voneinander unabhéngige Werte annehmen konnen, stellt dies ein System
mit unendlich vielen Freiheitsgraden dar.

Fiir kontinuierliche Systeme spielt die Lagrangedichte dieselbe Rolle wie die Lagrange-
Funktion fiir diskrete Systeme. Daher muss es prinzipiell moglich sein, die Bewegungs-
gleichung (z.B. Gl. (1.9) fur das obige Beispiel des elastischen Stabes) fiir das Feld ¢(t, 7)
aus der Lagrangedichte selbst abzuleiten. Dies soll im folgenden erldautert werden.

Zunéchst sollten die Bewegungsgleichungen prinzipiell aus dem Hamiltonschen Prin-
zip folgen (vgl. Abschnitt 1.3 der Vorlesung “Theoretische Physik II”), welches mit GI.
(1.11) lautet

55:5/dtd3FL‘:0. (1.12)
Q

Die Integration lauft {iber ein Raum-Zeit-Volumen (2 = [t,, t.] x V. Die Variation ¢ auf
der rechten Seite dieser Gleichung bezieht sich auf die Freiheitsgrade ¢, dp/0t, Vi des
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Systems, nicht aber auf die Zeit- und Ortskoordinaten ¢, 7 in der Lagrangedichte (1.11).
Das Raum-Zeit-Volumen 2 wird nicht mitvariiert, ebensowenig wie das Feld o(t, ) auf

der Oberfliche 02 des Raum-Zeit-Volumens €2,

00(t,7) | reon =0, (1.13)

vgl. Diskussion in Abschnitt 4.2 der Vorlesung “Theoretische Physik II”. Diese Ein-
schrankung gilt aber nicht fiir die partiellen Ableitungen des Feldes.

Aufgrund dieser Vorbemerkungen koénnen wir die Variation in Gl. (1.12) unter das
Raum-Zeit-Integral schreiben und auf die Lagrangedichte anwenden. Mit Hilfe der Ket-
tenregel erhalten wir dann

3

oz oL (9 oL &p)
0= [ dtd? 0o+ ——0 | = — 0 =— ) 1.14
froe 15500 503 (at)*zla(%) (s (1

1=

Bei festgehaltenem ¢, 7 darf man Variation und partielle Ableitung vertauschen,

5(20) 000 (00 _ b

Dann konnen wir einige Terme in Gl. (1.14) partiell integrieren, z.B.

e 9 oL
— | A= 5.
/ta ot 0 (5)

Der erste Term verschwindet aber aufgrund der Bedingung (1.13), da das Feld auf der
Oberflache OS2 des Raum-Zeit-Volumens nicht variiert wird und die Zeitpunkte ¢t = ¢, und
t = t. zu 0f) gehoren. Ganz dhnlich verfihrt man mit den Termen, die die rdumlichen
Ableitungen des Feldes enthalten. Auch diese verschwinden, da das Feld auch auf dem
rdumlichen Teil der Oberfliche 0f2 nicht variiert wird. Letztlich erhalten wir

oL 0 oL ‘L9 oc
0= [ dtdr | == -2 = N 2 %= |5
i 5~ 2eon () |

le

e AL by oL
dt = )
/ta 0(2) o a(Z%)

ot

la

Da die Variation dp(t,7) des Feldes an jedem Raum-Zeit-Punkt (¢,7) unabhéngig ist,
muss der Term in eckigen Klammern verschwinden,

0 oL oL

5 5% Zax,ﬁ‘%-

0= (1.15)

Dies ist die Euler-Lagrange-Gleichung fiir kontinuierliche Systeme, d.h. fiir das Feld
¢, welches die (unendlich vielen) Freiheitsgrade eines solchen kontinuierlichen Systems
darstellt.

Wir iiberzeugen uns davon, dass Gl. (1.15) die richtige Bewegungsgleichung fiir das
Feld ¢ darstellt, indem wir sie auf das Beispiel der elastischen Stabes anwenden, also die
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Bewegungsgleichung (1.15) mit der Lagrangedichte (1.8) berechnen und zeigen, dass wir
daraus die Bewegungsgleichung (1.9) erhalten.

Die Lagrangedichte (1.8) enthélt nur Ableitungen des Feldes, also ist 0L/0p = 0. Die
Ableitung von £ nach der partiellen Ableitung des Feldes nach der Zeit ergibt

oL Op
S0y - Mo
o(%) o
und die Ableitung nach der partiellen Ableitung des Feldes nach der Raumkoordinate x
ist
oc &p
0 (g—f) BT

Da es sich um ein eindimensionales Problem handelt, treten keine Abhéngigkeiten oder
Ableitungen nach y oder z auf. Eingesetzt in die Euler-Lagrange-Gleichung (1.15) erhalten

Wir
09 &P L9 (.0 Po Py
T \"or) "oz \ o) T e T o

was mit der vormals abgeleiteten Bewegungsgleichung (1.9) iibereinstimmt.
Falls wir ein System betrachten, in dem nicht nur ein einziges, sondern mehrere Felder
auftreten, so tragen diese einen weiteren Index,

0o(t, 7)), a=1,2,....

Dann erfiillt jedes dieser Felder eine Euler-Lagrange-Gleichung vom Typ (1.15),

0 0L oL
ot X 8lpa Z&azz (a a) B a=1,2,.... (1.16)

1.1.3 Kovarianter Lagrange-Formalismus

Die Uberlegungen des vorangegangenen Abschnitts lassen sich sehr einfach in relativistisch
kovariante Form bringen (vgl. Abschnitt 5.3.9 der Vorlesung “Theoretische Physik II:
Analytische Mechanik und Spezielle Relativititstheorie”). Dazu erinnern wir uns an einige
wichtige Relationen aus der Speziellen Relativitéitstheorie.

Der kontravariante 4-Ortsvektor im Minkowski-Raum, also der vierdimensio-
nalen Raum-Zeit (vgl. Abschnitt 5.2.1 der Vorlesung “Theoretische Physik 117), ist
definiert als

X = (2") = (2%, 2%, 2%, 2*)T = (ct, 2, y, 2)* = (ct, )T, (1.17)

wobei ¢ die Lichtgeschwindigkeit ist. Neben den kontravarianten 4-Vektoren (mit hoch-
gestellten Indizes) gibt es auch die kovarianten 4-Vektoren (mit herkommlichen, tief-
gestellten Indizes). Den Zusammenhang zwischen beiden Arten von Vektoren liefert der
metrische Tensor

1 0 0 0
0 -1 0 0

@W)=10 0 -1 o (1.18)
00 0 -1
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Z.B. ergeben sich fiir die Komponenten des kovarianten 4-Ortsvektors
Ty =g’ (1.19)

wobei wir die Einsteinsche Summenkonvention benutzt haben, die besagt, dass {iber
paarweise gleiche kontra- und kovariante Indizes summiert wird. (In diesem Fall impliziert
dies eine Summe iiber v von 0 bis 3 auf der rechten Seite der Gleichung.) Mit Gl. (1.18)
berechnet sich der kovariante 4-Ortsvektor daher zu

() = (zo, 1, T2, T3) = (:1:0, —zt, —2?, —3:3) = (ct, —z, —y, —z) = (ct, —7) . (1.20)

Mit dem metrischen Tensor (1.18) lassen sich also kontravariante Indizes “herunterziehen”,
d.h. in kovariante umwandeln.

Mit der vollstdndig kontravarianten Version des metrischen Tensors,

1 0 0 0
0 -1 0 0

wy

W) =g o -1 o |- (1.21)
00 0 -1

lassen sich Indizes aber auch “heraufziehen”, d.h. kovariante in kontravariante umwandeln.
Z.B. gilt fiir den Ortsvektor

v
lﬂ:gﬂ T, ,

wobei wir wieder die Einsteinsche Summenkonvention benutzt haben.

In geradlinigen Koordinatensystemen ist der vollstdndig kontravariante metrische Ten-
sor (1.21) identisch mit dem vollsténdig kovarianten metrischen Tensor (1.18). In krumm-
linigen Koordinatensystemen ist dies i.a. nicht mehr der Fall. Die Form des vollstindig
kontravarianten metrischen Tensors (1.21) ergibt sich aus folgender Uberlegung. Zunéchst
ist der gemischte metrische Tensor

(guy) =

(1.22)

S O O
S O = O
O = O O
_ o O O

identisch mit der (4 x 4)—Einheitsmatrix, denn es gilt z.B.
Ty = guy Ly
d.h. Multiplikation eines 4-Vektors mit dem gemischten metrischen Tensor reproduziert

diesen 4-Vektor. Diese Eigenschaft hat aber nur die Einheitsmatrix. Weiterhin gilt nach
der Regel mit dem Herunter- bzw. Heraufziehen der Indizes

guu — g,u)\ g)\l/



1.1 Lagrange-Formalismus fiir Felder

Diese Gleichung bedeutet unter Beriicksichtigung der Form (1.22) des gemischten me-
trischen Tensors, dass der vollstdndig kontravariante metrische Tensor die Inverse des
vollstéandig kovarianten metrischen Tensors ist,

(90) = (8"

denn Multiplikation der beiden Tensoren ergibt die Einheitsmatrix. Nun muss man nur
noch nach den Regeln der Matrixrechnung die Inverse des metrischen Tensors (1.18) be-
stimmen. Man macht sich leicht klar, dass diese die Form (1.21) hat.

Da die Einheitsmatrix symmetrisch ist, gilt die fiir Rechnungen niitzliche Identitét

9, =49" - (1.23)

Um die Euler-Lagrange-Gleichungen fiir Felder (1.16) in relativistisch kovariante Form
zu bringen, bendtigen wir noch den 4-Gradienten,

oy= ()= (2 9 90 9\ (19 0 90 0)\_(10 g
W\ o ) \ 020 Oxl’ 022 0x3 )  \cot’ 0x’ Oy’ 0z)  \cot’ '
(1.24)

Der 4-Gradient ist der 4-Vektor, der sich aus den partiellen Ableitungen nach den Kom-
ponenten des kontravarianten 4-Ortsvektors ergibt. Er selbst ist aber ein kovarianter
4-Vektor, was durch die Stellung des Index auf der linken Seite der Gleichung verdeutlicht
wird. (Salopp gesprochen entspricht ein kontravarianter Index im Nenner eines Bruchs,
hier also der des Ortsvektors z*, einem kovarianten Index im Z&hler, und umgekehrt.)
Aber warum ist dies so? Der Unterschied zwischen kontra- und kovarianten Indizes
ergibt sich aus ihrem Verhalten unter Lorentz-Transformationen. Sei A = (A*) eine
Lorentz-Transformationsmatrix. Dann gilt fiir einen kontravarianten 4-Vektor A =

(a")

A=ANA — d"'"=AN"ad",
also insbesondere fiir den 4-Ortsvektor

X' =AX < 2/*=AN'a". (1.25)
Daraus folgt durch Ableiten nach z*, dass

oz _ Am ox”
oz Y Ox?
wobei wir im vorletzten Schritt die Glgen. (1.22) und (1.23) ausgenutzt haben. Die Kom-
ponenten der Lorentz-Transformationsmatrix ergeben sich also aus den partiellen Ablei-
tungen der Komponenten des transformierten 4-Ortsvektors X’ nach den Komponenten
des urspriinglichen 4-Ortsvektors X.
Kovariante 4-Vektoren transformieren sich jedoch mit der Inversen der Lorentz-
Transformationsmatrix,

= A g% = A% (1.26)

a, =a, (A7), (1.27)
Dies liegt daran, dass Lorentz-Transformationen das 4-Skalarprodukt
a,d" =a” g,,d" = (a0)2 - (a1)2 - (a2)2 - (a3)2 (1.28)
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eines 4-Vektors mit sich selbst per Definition invariant lassen, also

/ / — v
aﬂa“:a,,a }

Diese Gleichung bedingt, dass
a,d" =a,Na" =a,d" = a,,=a,.
Multiplikation von rechts mit der Inversen der Lorentz-Transformationsmatrix ergibt

aL A" (A’l)y)\ = a:L g\ =d\=a, (A’I)V/\ ,

womit Gl. (1.27) bewiesen wére. Wegen

X=A1X «— = (A’I)V/\ 2

gilt nach Ableiten beider Seiten nach x'#, dass

v _ Ox"
( )pzaxlu'

(1.29)

Nun koénnen wir uns sehr leicht davon iiberzeugen, dass der 4-Gradient (1.24) ein ko-
varianter 4-Vektor ist. Mit Hilfe der Kettenregel schreiben wir den 4-Gradienten einer
beliebigen skalaren Funktion ¢ nach dem transformierten 4-Ortsvektor X' als

y o 99 _0x¥ Qp g\ Op _ —1yv
8"@:837’“_8:5’“83:”:( )“@:@V@ (A )“’

wobei wir Gl. (1.29) benutzt haben. Durch Vergleich mit Gl. (1.27) stellen wir fest, dass
sich der 4-Gradient wie ein kovarianter 4-Vektor transformiert.

Durch Heraufziehen des Index mit Hilfe des metrischen Tensors 148t sich natiirlich auch
die kontravariante Version des 4-Gradienten konstruieren,

ON_(0 9o o 9N _(1o 9 o0 0\
oz,  \Ozy’ 01 Oxy’ Ox3)  \cot’ 0z’ Oy 0z

10 =\

S v/ . 1.30
(c ot ) (1.30)
Die funktionalen Abhéngigkeiten (1.11) der Lagrangedichte lassen sich mit dem 4-

Gradienten und dem 4-Ortsvektor sehr kompakt zu
L (Pa, Oupa, X) (1.31)

(9)

zusammenfassen. Wir benutzen nun den 4-Gradienten (1.24) und die Einsteinsche Sum-
menkonvention, um Gl. (1.16) in

B oL ‘.9 oC oL
0 = -+ -— —
J(ct) o <%) ; oxrt 9 (%) 0¥a
)
IRZRIDIE
) oL oL a=1,2,..., (1.32)

g a<au90a) - 0, ’

10



1.1 Lagrange-Formalismus fiir Felder

umzuschreiben, vgl. Gl. (5.65) des Skripts der Vorlesung “Theoretische Physik I1”.

Die blole Verwendung von 4-Vektoren ist natiirlich nicht ausreichend, um Naturgesetze
wie die Bewegungsgleichungen (1.32) fiir die Felder ¢, wirklich relativistisch kovariant
zu machen. Wir erinnern uns (Abschnitt 5.3.2 der Vorlesung “Theoretische Physik I1"),
dass die relativistisch kovariante Formulierung von Naturgesetzen sich dadurch
auszeichnet, dass sich linke und rechte Seiten einer Gleichung wie Lorentz-Tensoren
derselben Stufe transformieren, also z.B.

a =b (Lorentz-Skalar) , a" =10b" (4-Vektor), A" = B"” (Tensor 2. Stufe) , etc.

Was ist das Verhalten der Feldgleichung (1.32) unter Lorentz-Transformationen? Dazu be-
trachten wir zunéchst das Verhalten der Lagrangedichte unter Lorentz-Transformationen.
(Da sie keinen Lorentz-Index trigt, ist unsere Erwartung, dass sie sich wie ein Lorentz-
Skalar transformiert.)

In Abschnitt 5.3.9 der Vorlesung “Theoretische Physik II” hatten wir gesehen, dass die

Wirkung

1

S = —/d4X£:/dtd3F£

c
einer Feldtheorie stets invariant unter sog. Poincaré-Transformationen sein muss.
Diese bilden aus mathematischer Sicht eine Gruppe, die aus dem direkten Produkt
der Lorentz-Gruppe und der Gruppe der Raum-Zeit-Translationen besteht. Raum-Zeit-
Translationen,

o — 't =t at

wobei (a*) ein konstanter 4-Vektor ist, lassen aber das 4-Volumen in der Raum-Zeit
unverdndert, d*X’ = d*X. Fiir Lorentz-Transformationen gilt

d*X — dX'=d'X7T,

ox'#
det < D ) ‘

der Betrag der Funktional-Determinante beim Wechsel der Variablen x# — z'# ist,
vgl. Gl (1.128) der Vorlesung “Mechanik 1”. Aufgrund von Gl. (1.26) ist aber

wobel

J =

J = |det (A")]| = |detA| =1,

weil die Determinante von Lorentz-Transformationen stets £1 ist. Also ist das infini-
tesimale Raum-Zeit-Volumen d*X eine Poincaré-Invariante. Damit folgt sofort, dass
auch die Lagrangedichte £ ein Lorentz-Skalar ist, sie ist also invariant unter Lorentz-
Transformationen. Damit ergibt sich das Transformationsverhalten von GI. (1.32) unter
Lorentz-Transformationen ausschliefllich aus dem Transformationsverhalten der Felder ,.

Sind diese Felder Lorentz-Skalare, so sind auch die Feldgleichungen (1.32) Lorentz-
Skalare. Sind sie 4-Vektoren, ist der Index a also ein Lorentz-Index, ¢, = ¢, v =0,...,3,
so transformieren sie sich ebenfalls wie 4-Vektoren. Hierbei ist zu beachten, dass sich
die Feldgleichung fiir ein kovariantes 4-Vektorfeld ¢, wie ein kontravarianter 4-Vektor
transformiert, denn ¢, steht im Nenner der Feldgleichung (1.32). Entsprechendes gilt
fiir Lorentz-Tensoren hoherer Stufe.

11



1 Grundlagen der Elektrodynamik
1.2 Kovariante Formulierung der Elektrodynamik

1.2.1 4-Potential

Um die Bewegungsgleichungen fiir die Elektrodynamik, also die Maxwell-Gleichungen
abzuleiten, benotigen wir die Lagrangedichte der Elektrodynamik. Diese ist nach
(1.31) eine Funktion der Felder, ihrer partiellen Ableitungen, sowie ggfs. von der Raum-
Zeit, X. Aber was sind die der Elektrodynamik zugrundeliegenden Felder? Das funda-
mentale Feld der Elektrodynamik ist das sog. 4-Potential

(A = (%g% A)T | (1.33)

wobei man die 0-Komponente, ¢, gewohnlich als skalares Potential und die rdumlichen
Komponenten, ff, als Vektorpotential bezeichnet.

Aus Sicht der kovarianten Formulierung der Elektrodynamik ist die erste Bezeichnung
inkorrekt, da das “skalare” Potential kein Lorentz-Skalar sondern die 0-Komponente eines
4-Vektors ist. Diese transformiert sich unter Lorentz-Transformationen (genauer gesagt,
unter Lorentz-Boosts; Raumdrehungen lassen ¢ in der Tat invariant), wiahrend ein echter
Lorentz-Skalar (als Lorentz-Invariante) dies nicht tut. Wenden wir z.B. einen Lorentz-
Boost in z—Richtung auf (A*) an,

Al = N A

so ergibt sich mit der expliziten Form der Lorentz-Transformationsmatrix (vgl. Gl. (5.28)
der Vorlesung “Theoretische Physik 117)

v 0 0 -8By
0 1 0 0
A= (AF) = o o0 1 0 : (1.34)
By 0 0

wobei 8 = v/c, v = (1 — 3%)7Y2 und v die Relativgeschwindigkeit zwischen ruhendem
und geboostetem Inertialsystem ist, dass

¢ = v(p—vA),

AI:): — Am ,
AY =AY,
v
A? = v (AZ -2 gp) : (1.35)

Das “skalare” Potential ¢’ enthélt also im geboosteten System einen Anteil vom Vektorpo-
tential A im ruhenden System, und entsprechend das Vektorpotential A’ im geboosteten
auch einen Anteil vom “skalaren” Potential ¢ im ruhenden System.

12



1.2 Kovariante Formulierung der Elektrodynamik

1.2.2 Feldstarketensor 20,10.2010

Mit Hilfe des 4-Gradienten des 4-Potentials bildet man den sog. Feldstirketensor
=0t AY — 9" AF . (1.36)

Er ist ein Lorentz-Tensor zweiter Stufe und, wie man an seiner Definition sofort
erkennt, vollstdndig antisymmetrisch,

P = — v (1.37)

Dies bedeutet insbesondere, dass F = F! = 2 = 33 = (. In der Darstellung
des Feldstérketensors als (4 x 4)—Matrix sind die Elemente der Hauptdiagonale also alle
identisch null. Die iibrigen Komponenten des Feldstéirketensors sind

F° = —FE' i=uzy,z2, (1.38)
c

FI = —¢ikprk i j=uy 2, (1.39)

wobei E* die i—te Komponente des 3-Vektors des elektrischen Fgldes, E, und B* die
k—te Komponente des 3-Vektors der magnetischen Induktion, B, ist. Der vollstindig
antisymmetrische Levi-Civita-Tensor in Gl. (1.39) ist definiert als

+1, (ijk) gerade Permutation von (123),
¢* = ¢ —1, (ijk) ungerade Permutation von (123),
0, sonst,

vgl. Gl. (1.44) der Vorlesung “Theoretische Physik I”7. In Gl. (1.39) haben wir die Ein-
steinsche Summenkonvention erweitert, indem wir vereinbaren, dass auch iiber doppelt
vorkommende raumliche Indizes (in diesem Fall k) zu summieren ist (allerdings nur von
k = 1 bis 3). Dies gelte nicht nur, wenn einer ko- und einer kontravariant ist, sondern
auch, wenn beide kontravariant (wie hier) oder beide kovariant sind.

Wenn man kontravariante rdumliche Indizes in kovariante (durch Herunterziehen) um-
wandelt (und umgekehrt kovariante in kontravariante durch Heraufziehen), ist ein Vorzei-
chenwechsel aufgrund der Definition des metrischen Tensors (1.18) zu beachten, z.B.

T = g " = gio 2’ + Gij R —gij o= —2".
Hier haben wir im vorletzten Schritt benutzt, dass g;0 = 0 und g;; = —1 = —gij ist. Im
letzten Schritt haben wir ausgenutzt, dass ¢°; fiir 7 # j verschwindet. Fiir zeitliche Indizes
ist dies unproblematisch, sie konnen ohne Vorzeichenwechsel sowohl in kontra- als auch
in kovarianter Stellung geschrieben werden, z.B.

v 0 ‘ 0 0
To = gov T” = Goo T + Goj ¥’ = goox =T .

Also ergeben sich fiir die Komponenten des Feldstiarketensors die Beziehungen

F®= —Fy=Fy=—F%, Fi—_F.—F;j=—F,=F'=—F", (1.40)

13



1 Grundlagen der Elektrodynamik

Wir kénnen den Feldstérketensor nun als (4 x 4)—Matrix schreiben,
0 -—-ip= ipy _lp=

lgr= 0  -B B
Py =| s 1.41
() lpy B 0 B (141)
lp= —Bv B 0

In dieser Darstellung ist die Antisymmetrie des Feldstérketensors offensichtlich.
Die vollstindig kovariante Version des Feldstarketensors ergibt sich durch Herunterzie-
hen der Indizes mit Hilfe des metrischen Tensors,

FNV :guaguﬁFaﬁ .

Man berechnet dies entweder in Matrixschreibweise,

(FW) = (gua)(F 6)(9@)

1 0 0 0 0 —¢BE" —(BY —E° 1 0 0 0
o =1 0 o0 cE* 0 -B* DB 0 -1 0 0
N 0O 0 -1 0 %Ey B> 0 —B* 0O 0 -1 0

0 0 0 -1 lp: _pv  pe 0 0 0 0 -1

0 lp lpv 1lp-
“lpr 0 -B* B
“lpv B 0 -B" |’
~lp: _pv B* 0

oder direkt unter Beriicksichtigung der Beziehungen (1.40). Der vollstdndig kovarian-
te Feldstarketensor ergibt sich also aus dem Vollstandlg kontravarianten einfach durch
Andern des Vorzeichens des elektrischen Feldes, E — E wéhrend die magnetische In-
duktion ihr Vorzeichen nicht &ndert, B — B.

Man kann Gl (1.39) nach den Komponenten der magnetischen Induktion auflosen,
indem man beide Seiten mit €' multipliziert und iiber ¢ und j summiert. Benutzen wir
dann ndmlich den Konvolutionssatz (s. Vorlesung “Theoretische Physik I”, Gl. (1.47)),

il ik — 513 gk _ gk gl = 3.5tk _ gtk — 9 5tk (1.42)
wobei wir die erweiterte Einsteinsche Summenkonvention und §%7 = 2?21 897 = 3 benutzt
haben, so ergibt sich

il pi = _¢itdikpk — 9§k pk— 2B «— B'= —% e [ (1.43)

Die Ergebnisse dieses Abschnittes sind auf den zweiten Blick durchaus iiberraschend. In
der herkémmlichen, nichtkovarianten Diskussion der Elektrodynamik werden elektrisches
Feld und magnetische Induktion als 3-Vektoren, E bzw. B , eingefiihrt. Man wiirde nun
vermuten, dass es bei der kovarianten Formulierung der Elektrodynamik geniigt, diese
3-Vektoren in geeigneter Weise zu 4-Vektoren zu verallgemeinern, wie wir dies bei der
relativistischen Formulierung der Mechanik getan hatten (vgl. Vorlesung “Theoretische
Physik II”). Dies ist offenbar nicht der Fall. Das elektrische Feld und die magnetische
Induktion sind Komponenten eines Lorentz-Tensors zweiter Stufe. Dies hat weitreichende
Konsequenzen, wie wir im folgenden Abschnitt erldutern werden.
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1.2 Kovariante Formulierung der Elektrodynamik

1.2.3 Transformationsverhalten elektromagnetischer Felder
Unter Lorentz-Transformationen transformiert sich der Feldstérketensor wie folgt:
v v e e ™Y
F'" = N N FO% = N PP (A7)

bzw. in Matrixschreibweise, fiir einen Boost in z—Richtung:

7y 0 0 —fv 0 _%EQC _%Ey _%EZ
(P — 0 1 0 0 LE" 0 —B* BY
0 0 1 0 lpy  pe 0 —B°
By 0 0 9 lg: _Bv  B° 0
vy 0 0 -8~
S S WV
0 0 1 0
-~y 0 0 ~
—ByeB =y (BT -BBY) —y(¢EY+BBY) —vE
L e 0 —B* BY
N 1 B 0 —B°
Ve B (BB -DBY)  y(BLEY+BY) By B
v 0 0 —fv
X 8 (1] ? 8 3.11.2010
—6y 0 0 v
0 —y (LE*—BBY) —y(LEV+BBY) (3*-1)LFE"
v (2 E" - B BY) 0 B 7 (BY =B E)
| v(EE 4B B 0 —y (B*+ 3L EY)
V(A=) BF v (BY-BLE) (B + BB 0
0 —y (s E* =B BY) —vy(; B+ 3 B) — B
v (2B - B BY) 0 B 7 (BY =B E)
| vEE 4B B 0 —y (B + L Ev)
L p= —y (BY-BLE") ~y(B*+p3LEY) 0
(1.44)

Durch Vergleich mit der Definition (1.41) des Feldstérketensors lesen wir das Lorentz-
Transformationsverhalten fiir das elektrische Feld und die magnetische Induktion ab,

B =q(E*=vBY) . B =v(B"+5E) .

E"Y =~(EY+vB*), B zv(By—%E$>, (1.45)
E'* =E*, B'* =B*.

Wir stellen zwei iiberraschende Tatsachen fest:
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1 Grundlagen der Elektrodynamik

(i) Die Komponenten der Felder longitudinal zur Boost-Richtung bleiben unverin-
dert, wihrend sich die Komponenten transversal zur Boost-Richtung dndern. Dies
ist ein grofler Unterschied zum Transformationsverhalten von 4-Vektoren, bei denen
die transversalen Komponenten von einem Boost nicht beeinflufit werden und sich
lediglich die longitudinale und die zeitliche Komponente dndern.

(ii) Lorentz-Transformationen mischen elektrisches Feld und magnetische Induktion.
Ein elektrisches Feld (ein magnetisches Induktionsfeld) im geboosteten System ist
eine Linearkombination aus elektrischem Feld und magnetischer Induktion im Ru-
hesystem.

Durch Multiplikation der Komponenten der Felder mit den kartesischen Einheitsvektoren
kann man die Transformationsgleichungen (1.45) auch in vektorieller Form schreiben. Die
Komponenten der Felder parallel zur Boost-Richtung, also die longitudinalen Kompo-
nenten bleiben unveréandert,

Bret =B —B=Eer, Bret=Bl—B=per, (1.46)
wéahrend fiir die Komponenten senkrecht zur Boost-Richtung, also die transversalen
Komponenten gilt

Ei =FE'"e*"+E'"YeY = q[E°€*+ EYeY —v(BYE" — B*¢eY)]
~ _EL —v(BYe" —Bxé'y)} ,

Bl =Ber 4 B'vey = « BrguByéu%(Eyéx—Exéy)}
L C

[ 3 v ST T
= fy_BL—l—g(Eye - F ey)] .

Benutzen wir nun die Tatsache, dass der Geschwindigkeitsvektor des Lorentz-Boosts v =
(0,0, v) ist, so gilt per Definition des Kreuzprodukts
TxB = ¢&* (v B* —v* BY) +¢e¥ (v* B* —v*" B*) + €7 (v* BY —vY BY)
= —wv(e*BY—-¢€YB"),

und analog fiir v x E. Damit schreiben sich die transformierten transversalen E— und
B—Felder sehr kompakt als

— — — — — 1 —
Ei:fy(ENLUxB) : Bi:y(BL—gUxE) . (1.47)

Diese Transformationsgleichungen sind auch fiir Lorentz-Boosts in beliebiger Richtung
(nicht nur in z—Richtung) giiltig.
Mit den Identitédten . . L
E_:EE”—FEJ_, BEB||+§J_,

sowie

2 = = 2 e

=~ . o= CCUU YU U o

By = 00 E:—Q——-E: 5 - —.F,
v?c ¢ v —1cc

- N v vv 4

By = 9v-B=—---B=— ---B,
vécoc v —1ce
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1.2 Kovariante Formulierung der Elektrodynamik

wobel wir
72 1 1 B c?

72—1:1—7—2:1—1+02/02_?

benutzt haben, lassen sich die Gleichungen (1.46) und (1.47) wie folgt zusammenfassen:

E'=E +E| = 7(E—E||+z7xé>+ﬁﬂ
2 - —
L L AR TR T
- +(E B) 1— YR
Y (E+7xB) +( et bl
2 - -
O _ ¥ VU =
— ~(E B)-———-E, 1.48
7( T vy+1cc ( )
. ¥ E T AT
- B-Zx= 1— Y. B
7 cxc>+( 7)72—1 c
_ _ﬂx_>_L99.B. (149
c c vy+1lcc
1.2.4 Jacobi-ldentitat
Der Feldstiarketensor erfiillt die Jacobi-Identitat
PFW + OFFA + VFM™ =0 . (1.50)

Dies beweist man sehr einfach durch Einsetzen der Definition (1.36) und Umsortieren der

Terme

PE™ + F + P FM = 9 (O"AY — 9V A*) + O* (8”14)‘ — 8’\A”) + 0" (8)‘/1“ — 8“14)‘)
= (8)‘8“ — 8“8’\) AY — (8A8” — 8”8)‘) AF 4+ (0H0” — 0" 0M) A?
= 0,

wobei wir im letzten Schritt vorausgesetzt haben, dass das 4-Potential hinreichend oft
stetig differenzierbar ist, q.e.d.

1.2.5 Dualer Feldstarketensor

Mit Hilfe des Feldstiarketensors konstruiert man den sog. dualen Feldstéirketensor

~ 1
Fr o= 5 P Fog (1.51)
wobei
+1, (pvap) gerade Permutation von (0123),
v = —1, (urafB) ungerade Permutation von (0123), (1.52)
0, sonst,
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1 Grundlagen der Elektrodynamik

der vollstindig antisymmetrische Tensor vom Rang 4, also das Analogon des Levi-
Civita-Tensors fiir vier Dimensionen ist. Aufgrund der Definition (1.52) ist der duale
Feldstérketensor (1.51) ebenfalls antisymmetrisch,

o — e

Dies bedeutet, dass die Diagonalelemente wie beim gewohnlichen Feldstérketensor ver-
schwinden, F° = [l = 22 = 33 = (),

Die anderen Elemente des dualen Feldstarketensors berechnet man einfach durch Ein-
setzen:

FOZ: 560104517&6: §€ijF’]‘kE—BZ )

Hierbei haben wir ausgenutzt, dass die Indizes «, 3 in €*®” raumliche Indizes sein miissen,
a = j, B = k, da der erste Index bereits ein zeitlicher Index ist und der Tensor nach
Definition verschwindet, wenn ein weiterer Index ebenfalls ein zeitlicher ist, "8 = %k,
Ferner gilt nach Definition, Gl. (1.52), dass €*% = €% Tm letzten Schritt haben wir noch
Gl. (1.43) (mit Fj, = F’*) benutzt. Es gilt also explizit

FU' =¥ —_p* [2_p3—=_pByv FB_fF2—-_p*, (1.53)

Fiir die rdumlichen Komponenten des dualen Feldstarketensors erhalten wir das Zwi-
schenergebnis

~ .. 1 .. 1 .. 1 ..
P = 2 Fop = o % By 4 5 €9 B (1.54)

wobei wir ausgenutzt haben, dass, wenn ¢, j feste rdumliche Indizes sind, von den Indi-
zes «, 3 wenigstens einer ein zeitlicher Index sein muss, ansonsten kdme einer der drei
raumlichen Indizes 1, 2, 3 doppelt vor und der Tensor verschwinde geméf Definition (1.52).
Es ist also entweder @ = 0 oder 3 = 0. Im ersten Fall muss § dann wieder ein rdumlicher
Index sein, der von ¢ und j verschieden ist, im zweiten Fall muss « ein solcher Index sein.
Da iiber a@ und 3 geméfl der Einsteinschen Summenkonvention summiert wird, bleiben
als nichtverschwindende Terme von dieser Summe nur die beiden auf der rechten Seite
von Gl. (1.54) aufgefiihrten iibrig. Diese konnen nun wegen %% = —¢ik0 = (Vijk = ¢ijk
zusammengefaflt werden,

1

— ik gk (1.55)
C

Fi — Euk FOk = emk FkO =

wobei wir die Gleichungen (1.38) und (1.40) benutzt haben. Somit gilt explizit

N 1 - 1 ~ 1
F12 — F30 _ Ez ’ F13 — _F20 — _ Ey ’ F23 — FlO _ Ex ) (156)
c c c
In Matrixschreibweise erhalten wir demnach
0 —B* —BY —B*
- B* 0 lpz _lpy
() = R I . (1.57)
BY — E* 0 = E*

B> lpy —lpr 0

C
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1.2 Kovariante Formulierung der Elektrodynamik

Offenbar folgt der duale Feldstérketensor £# aus dem gewdhnlichen Feldstiirketensor F*
durch die Ersetzung

[

E—B, B— —-E. (1.58)

5.11.2010

Mit dem dualen Feldstérketensor 148t sich die Jacobi-Identitdt in kompakterer Form
schreiben. Wihlen wir beispielsweise die Kombination (A, u,v) = (0, 1,2), so lautet GI.
(1.50)

80F12 + 81F20 + 82F01 — 80F12 + 81F02 + 62F10 — 80}503 + 81F13 + 82F23
OoF" + 0 F" + 0,F* + 05F% = 9,F"* =0,

wobei wir & = —9;, die Antisymmetrie von F*, die Glgen. (1.53) und (1.56) und £33 = 0
benutzt haben. Ganz analog verfihrt man mit den Kombinationen (A, u,v) = (0,2,3),
(0,3,1) und (1,2, 3), die auf die Gleichungen

O F" =0, 9,F" =0, 9,F" =0
fithren. Zusammengefafit ist die Jacobi-Identitét also identisch mit den vier Gleichungen

0, F" =0, v=0,...,3. (1.59)

1.2.6 Lorentz-Invarianten des elektromagnetischen Feldes

Mit Hilfe des Feldstarketensors 148t sich folgende Lorentz-Invariante konstruieren:

ij FH = FOZ' FOi + EO FZ'O + E] FZ] - _9 FZ'O FZ'O + FZ_] FZ_]

2 o 2 4
= —SEE+e*e'" BB = —Z E? 4+ 25" BB’
C C

. 1 -
= 2(32—?/5”) : (1.60)
Hier haben wir Gl. (1.40) und den Konvolutionssatz (1.42) benutzt.

Eine weitere Lorentz-Invariante ergibt sich aus dem Produkt von Feldstédrketensor und
dualem Feldstérketensor,

\)

1
c

W

Fo i — 25 F-25

-= E=—--E-B. (1.61)
C

)

Dieses Resultat beweist man entweder durch explizites Nachrechnen oder, erheblich ein-
facher, durch Ausnutzen der Ersetzung (1.58) in Gl. (1.60).
Eine dritte Invariante wére formal

Die Ersetzung (1.58), angewandt auf Gl. (1.61), liefert aber bis auf das Vorzeichen die
gleiche Invariante wie Gl. (1.60).
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1 Grundlagen der Elektrodynamik

1.2.7 Elektrische Ladung und 4-Ladungsstromdichte

Wie hinlénglich (z.B. aus der Einfiihrungsvorlesung) bekannt, sind elektrische Ladun-
gen die Quellen elektrischer Felder. Bewegte Ladungen wiederum erzeugen magnetische
Induktionsfelder. Die elektrische Ladung spielt also eine zentrale Rolle in der Elektrody-
namik.

Wir bezeichnen die elektrische Ladung mit dem Symbol ¢q. Sie ist ein Lorentz-Skalar,
genau wie die Masse, denn die elektrische Ladung eines physikalischen Objekts kann sich
nicht dadurch dndern, dass man sich relativ zu diesem Objekt bewegt; man beobachtet
in allen Inertialsystemen dieselbe Ladung q.

Im Ruhesystem >3, eines geladenen Koérpers sei

dg = po dVj (1.62)

die in einem Volumenelement dV} befindliche elektrische Ladung; p, ist die Ladungs-
dichte im System 3. In einem relativ zu ¥y mit Geschwindigkeit v = —v €* bewegten
System X beobachten wir nach oben Gesagtem dieselbe Ladung

dg=pdV = pydVp , (1.63)

allerdings ist nun das Volumenelement dV aufgrund der Lorentz-Kontraktion

2
dvzdxdydzzdxodyodmh—% =%

kleiner als das entsprechende Volumenelement dV; im Ruhesystem des Korpers. Also ist
die Ladungsdichte im System > gegeben durch

_dg _ podVo
P=av ™ av

um den entsprechenden Lorentz-Gammafaktor grofler als im Ruhesystem. Die Ladungs-
dichte py im Ruhesystem des Korpers, die sog. Ruheladungsdichte, kann aufgrund
dieser Betrachtung als Lorentz-Skalar aufgefafit werden.

Vom System Y aus betrachtet bewegt sich die Ladung dg mit Geschwindigkeit v =
+v e€*. Diese Bewegung entspricht einer Ladungsstromdichte

— 7 py (1.64)

J=pT="7pot. (1.65)

Die GréBen p und 7, gegeben durch die Glgen. (1.64) und (1.65), lassen sich mit Hilfe der
schon aus der Vorlesung “Theoretische Physik II” (Gl (5.50)) bekannten 4-Geschwin-
digkeit

(") = (¢, v0) =7 (¢, )" (1.66)
zu einem 4-Vektor, der sog. 4-Ladungsstromdichte, kombinieren,
- L4 s T AT T n
(") = (Cp, J) = (v po, Ypo¥)" = polcy, 7)) = po (u") . (1.67)

Da die Ruheladungsdichte pg als Lorentz-Skalar aufgefat werden kann, transformiert sich
J* wie u*, also in der Tat wie ein 4-Vektor.
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1.2 Kovariante Formulierung der Elektrodynamik

Eine alternative Herleitung der 4-Ladungsstromdichte (1.67) ergibt sich mit Hilfe einer
Lorentz-Transformation vom System X, in das System X. Im System X gilt fiir die 4-
Ladungsstromdichte

(76) = (cp0,0,0,0)"

denn im Ruhesystem der Ladung ist v = 9 = 0. Das System ¥ bewegt sich relativ zu
Yo mit der Geschwindigkeit v = —wvée?®. Im System X bewegt sich dann der Ladungs-
strom mit Geschwindigkeit v = +wv €. Um von ¥ nach ¥ zu gelangen, muss man einen
Lorentz-Boost mit v = —v €'* durchfithren. Man beachte das Vorzeichen der Geschwin-
digkeit, welches dazu fiihrt, dass die (03)— und (30)—Komponenten der entsprechenden
Lorentz-Transformationsmatrix sich im Vorzeichen von den in Gl. (1.34) angegebenen
Komponenten unterscheiden. Die 4-Ladungsstromdichte im System ¥ berechnet sich mit
Hilfe dieses Lorentz-Boosts zu

(") = %) Uo)

)
v 0
3 0 1
a 0 0
By 0
(

was mit Gl. (1.67) iibereinstimmt.

0 (B~ € pPo CY Po

0 0 0 - 0 _fep\_ [ cp
IR EOROR
0 v 0 Y pov

1.2.8 Lagrange-Dichte der Elektrodynamik

Die Lagrange-Dichte der Elektrodynamik muss eine Funktion des 4-Potentials A* so-
wie seiner partiellen Ableitungen, 0¥ A*, sein. Auflerdem konnen elektrische Ladungen als
Quellen des elektromagnetischen Feldes auftreten. In Lorentz-kovarianter Schreibweise
erscheinen elektrische Ladungen in Form der im vorangegangenen Abschnitt eingefiihrten
4-Ladungsstromdichte j*. Da diese i.a. eine Funktion der Raum-Zeit sind, j# = j#(X),
sorgt dies fiir eine explizite Abhéngigkeit der Lagrange-Dichte von der Raum-Zeit-Variable
X. In Analogie zu Gl. (1.31) stellt sich die gesamte funktionale Abhéngigkeit der Lagrange-
Dichte der Elektrodynamik also wie folgt dar:

Lrp (A, 0" A", X) . (1.69)

Wie wir sehen, nimmt die p—Komponente des 4-Potentials, A, die Rolle des Feldes ¢, in
Gl. (1.32) ein. Der Lorentz-Index p ersetzt also den Index a, der die Felder durchnumeriert.

Wie wir in Abschnitt 1.1.3 gesehen hatten, muss die Lagrange-Dichte stets ein Lorentz-
Skalar sein. Daher miissen alle in Lgp auftretenden 4-Vektoren (A*, j#,...), sowie hohere
Lorentz-Tensoren (0" A*,...) in allen freien Lorentz-Indizes mit anderen 4-Vektoren
oder Lorentz-Tensoren zu Lorentz-Skalaren kontrahiert werden.

Diese Voriiberlegungen erlauben eine Vielzahl von Termen, die in der Lagrange-Dichte
auftreten konnen, z.B.

A/JAM Y j,U«AM 9 F;LVFMV 9 FMUFMV 9 AMFMVAV ;

Hierbei haben wir nur die antisymmetrische Kombination des Tensors der partiellen Ab-
leitungen, F* = 0FAY — O* A¥, beriicksichtigt. Im Prinzip gébe es aber auch Terme mit
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1 Grundlagen der Elektrodynamik

der symmetrischen Kombination 0" A” + 0¥ A*. Es stellt sich nun heraus, dass die Natur
eine relativ einfache Variante gewihlt hat:

1
Lyp=—"-F, F" —j,A" . 1.70
ED A " Ju ( )

Der tiefere Grund ist eigentlich erst im Rahmen der Quantisierung der Elektrodynamik
versténdlich. So stellen z.B. Terme der Form A, A" einen Massenterm fiir Lichtquanten
dar. Da Lichtquanten aber masselos sind, kann ein solcher Term nicht auftreten. Des-
weiteren sorgen Terme, die Felder und Ableitungen in hoherer als der vierten Potenz
enthalten, dafiir, dass die Theorie in vier Dimensionen nicht mehr renormierbar ist. Der
Term F, WF’ # verletzt eine diskrete Symmetrie, die Paritédtsinvarianz. Und schliefSlich bre-
chen Terme mit der symmetrischen Kombination der partiellen Ableitungen, 0* A +0" A,
die Eichinvarianz der Theorie (vgl. Abschnitt 1.3).

Die in Gl (1.70) auftretende Konstante p ist die sog. magnetische Feldkonstante
oder Permeabilitédtskonstante des Vakuums,

10.11.2010 o = 4 - 1072

Hierbei ist V die Einheit der elektrischen Spannung, Volt, und A die Einheit des elek-
trischen Stromes, Ampere. Die Permeabilititskonstante sorgt dafiir, dass die Lagrange-
Dichte die richtige Einheit (nimlich Energiedichte, J/m3= N/m?) hat. Die magnetische
Induktion B hat ndmlich die Einheit

so dass aufgrund von GI. (1.60)

Y

F,F™] [B*] V?*sAm _AVs J
Lo S lpel  m*Vs 0 m3 m?3

wobei wir ausgenutzt haben, dass das Produkt von Strom und Spannung mit der elek-
trischen Leistung identisch ist, welche die Einheit AV = W (Watt) hat, und dass die
Leistung die Einheit Energie pro Zeiteinheit hat, W = J/s.

Die Grofle . A
S
= ~ 8 854187 10712 — 1.71
bezeichnet man als Influenzkonstante oder Dielektrizititskonstante des Vakuums.

Mit Hilfe der Glgen. (1.33), (1.60) und (1.67) kann man Gl. (1.70) daher auch wie folgt

schreiben:
1 1 - - S o
»CED = —(—2E2—32>—Cp£+j14
2pp \ ¢ c
= —|elk"——B"|—pe+j-A. (1.72)
2 Ho
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1.2 Kovariante Formulierung der Elektrodynamik

Das elektrische Feld hat die Einheit

)

=2

so dass in der Tat
AsV?  AVs ]

[EOEQ} T Vmm?  m® m3

die Einheit Energiedichte tragt.
Wir tiberpriifen noch die Einheiten der iibrigen Terme in Gl. (1.72). Die Einheit der
elektrischen Ladung ist

[q] = C (Coulomb) .

Daher hat die Ladungsdichte die Einheit [p] =C/m3. Das skalare Potential ¢ hat dieselbe
Einheit wie die Spannung, [¢] = V. Also ist

A

[P@]:F=@

wenn wir benutzen, dass das Produkt aus Ladung und Spannung die elektrostatische
Energie ist, mit der Einheit CV = J. Schlieflich hat die Ladungsstromdichte die Einheit
[j] = (C/m3) m/s= C/(m?s) und das Vektorpotential [A] = Tm = Vsm/m? = Vs/m, so

dass

CVs J

U ]:mQSm_mi’"

1.2.9 Maxwell-Gleichungen

Die dynamischen Felder der Elektrodynamik sind die vier Komponenten des 4-Potentials,
A*. Um die Bewegungsgleichungen abzuleiten, miissen wir, wie zu Beginn des vorange-
gangenen Abschnitts diskutiert, in den Euler-Lagrange-Gleichungen (1.32) die Felder ¢,
durch die Komponenten des 4-Potentials ersetzen. Der Ubersicht halber withlen wir die
kovariante Form und benennen den Index in v um, weil der Index p schon als Summati-
onsindex in Gl (1.32) verwendet wird. Die Feldgleichungen transformieren sich dann wie
die Komponenten eines kontravarianten 4-Vektors (weil ein kovarianter Index im Nenner
einem kontravarianten Index im Z#hler entspricht),

OLgp OLgp
= — . 1.
0=95m@,A,) ~ o4, (1.73)

Zur Berechnung des ersten Term bemerken wir zunéichst, dass lediglich der erste Term
in der Lagrangedichte (1.70) von den Ableitungen des 4-Potentials abhéngt (iiber die
Definition (1.36) des Feldstérketensors), der zweite Term dagegen héngt nur von A,, aber
nicht von seinen Ableitungen ab,

egp 1D
0(0,4,)  4po 9(0,A,)

(Fag F7)
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1 Grundlagen der Elektrodynamik

Hier haben wir auch noch einige Summationsindizes umbenannt. Der néchste Schritt
besteht darin, alle kontravarianten Indizes mit Hilfe des metrischen Tensors in kovariante
umzuwandeln, damit beim Ableiten nach 9, A4, kein Term vergessen wird,

OLgp 1 0
= - Fa FJ ap Bo
0(8,A,) 4 110 a@Ay)( 5 Epr 9% 97)
1 OF .5 OF
= — ad Fo’ Fa _TpT ap Bo .
i (30,0t P 303,07 9
GeméB Definition des Feldstérketensors, Gl. (1.36), gilt
aFaﬁ o 8 v 2 v

- A — A = H —
BOpA,) A, OeAn — Fpda) =gl — 9

und eine entsprechende Relation, wenn wir die Indizes (o) durch (po) ersetzen. Dann
folgt

6£ED 1

50A] ~ i L9 =950 ot Fas (9 — 9%97)) 6% 6™
1
= _4_’u0 [(gup gua o g;w gup) Fpa + Faﬁ (gua guﬁ N g“ﬁ gya)}
L 1
= (P = F 4 P — P = —— 1.74
4;“0 ( ) Lo ( )

wobei wir im letzten Schritt die Antisymmetrie des Feldstéirketensors ausgenutzt haben.
Fiir die Berechnung des zweiten Terms in Gl. (1.73) bemerken wir, dass der zweite Term
in Gl. (1.70) von den Feldern A*, aber nicht von deren Ableitungen abhéngt,

OLwp 0
0A, 04,

Setzen wir die Resultate (1.74) und (1.75) in Gl. (1.73) ein, so erhalten wir

(o 9™ Ag) = ja g™ g9y =j" . (1.75)

0, ™ = 0, (0"AY — P A") = g ", v=0,...,3. (1.76)

Dies sind vier gekoppelte partielle Differentialgleichungen, die die Bewegungsgleichungen
fiir die vier Komponenten des 4-Potentials A* darstellen. Bei vorgegebener 4-Ladungs-
stromdichte (und vorgegebenen Randbedingungen im Minkowski-Raum) sind diese i.d.R.
eindeutig 16sbar. Diese Bewegungsgleichungen sind die Maxwell-Gleichungen fiir das
4-Potential A*.

In der Regel schreibt man aber die Maxwell-Gleichungen nicht fiir das 4-Potential,
sondern fiir das elektrische Feld E und die magnetische Induktion B. Diese Form ergibt
sich durch Betrachtung der einzelnen Komponenten von Gl. (1.76). Fiir v = 0 erhalten
wir

O F" = 0F"° = Z@E’ = p0j" = pocp

L 1
— V.-E = /LOCQpEgp, (1.77)
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1.2 Kovariante Formulierung der Elektrodynamik

wobei wir die Glgen. (1.38) und (1.71) benutzt haben. Fiir die rdumlichen Komponenten,
v =1=ux,y, 2 erhalten wir

‘ ‘ y 1 OFE° y 1 OF" o o\i ‘
i 01 i ik k __ _ -7
6MF“ = 80F + 8]F] = —g W — ¢ @B = —g 815 + (V X B) = Mo J
lo = OE .
<— —VXB-¢g— = 7j, (1.78)

Ho ot

wobei wir F% = —F® = —F'/c. Gl. (1.39) und die Definition des Kreuzprodukts (ausge-
driickt durch den Levi-Civita-Tensor, vgl. Vorlesung “Theoretische Physik I”) ausgenutzt
haben. Die Glgen. (1.77) und (1.78) bilden den Satz der sog. inhomogenen Maxwell-
Gleichungen im Vakuum.

Wenn man das elektrische Feld E und die magnetische Induktion B durch das 4-
Potential ausdriickt,

. . , ‘ Al
Bl = P =c(04 =P A) = o= aat
e B _ _§S0_%_1;1 ’ (1.79)
SOw1e
B - _% R — _% €% (0, Ay — OpAy) = R0, Ay, — €940, AF
<~ B = VxA, (1.80)

so bestimmen die inhomogenen Maxwell-Gleichungen (1.77), (1.78) das 4-Potential voll-
standig.

Oft ist man aber ausschliellich an einer Losung fiir E und B interessiert. Da diese beiden
3-Vektorfelder insgesamt sechs unabhéngige Komponenten besitzen, reicht der Satz der
vier inhomogenen Maxwell-Gleichungen (1.77), (1.78) nicht aus, £ und B eindeutig zu
bestimmen. In diesem Fall nimmt man die Jacobi-Identitét in der Form (1.59) zu den
inhomogenen Maxwell-Gleichungen hinzu. Fiir v = 0 lautet Gl. (1.59) mit der expliziten
Form (1.57) des dualen Feldstarketensors

N = B0 — 0B — 0

= —

<~ V.-B = 0. (1.81)
Fiir v =i = z,y, z erhalten wir dagegen mit Gl. (1.55)
Fopi F0i Fji 108" 1 5
O " = OgFY + 0;F7" = Sk "o, EF =0
. - 0B
— VxE+— = 0. (1.82)

ot
Die vier Gleichungen (1.81), (1.82) bilden den Satz der homogenen Maxwell-Glei-
chungen.

Zusammengenommen haben wir nun acht Gleichungen fiir die sechs Komponenten
von E und B. Man kénnte denken, dass das System von Maxwell-Gleichungen nun
iiberbestimmt sei. Dass dem nicht so ist, wird spéter bei der Diskussion des Helmholtz-
schen Zerlegungssatzes (Abschnitt 1.6.8) klar werden.
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1 Grundlagen der Elektrodynamik

1.2.10 Kontinuitatsgleichung

Aus den Maxwell-Gleichungen (1.76) fiir das 4-Potential folgt eine weitere wichtige Rela-
tion. Die 4-Divergenz dieser Gleichung,

0,0, F" = 1100, . (1.83)

verschwindet ndmlich aufgrund der Antisymmetrie des Feldstérketensors,

1
0,0, " = 2 0,0, (F" — F"") = = (0,0,F" — 0,0,F") =0,

1
2
wobei wir im vorletzten Schritt beim zweiten Term den Summationsindex p in v (und
umgekehrt v in x) umbenannt und angenommen haben, dass F'* hinreichend oft stetig
differenzierbar ist, so dass wir die Reihenfolge der partiellen Ableitungen vertauschen
konnen. Eine andere Moglichkeit, dieses Resultat zu erhalten, besteht darin, die Definition
(1.36) zu benutzen,

0,0, F" = 0,0, (0"A” — 9" A") = 9,0" 9,A” — 0,0" 0, A" =0,

wobei wir wieder angenommen haben, dass das 4-Potential hinreichend oft stetig diffe-
renzierbar ist, so dass wir die Reihenfolge der partiellen Ableitungen vertauschen diirfen.
Mit diesem Resultat lautet Gl. (1.83)

a,7" = 0
9 T PO
— "+ 0y = (Cp>+V-j:—p+V-j - 0. (1.84)

Dies ist die sog. Kontinuititsgleichung. Sie besagt, dass die elektrische Ladung erhalten
ist. Wir werden dies noch eingehender erldutern, wenn wir den Satz von Gauf} in Abschnitt
1.6.2 besprechen.

13.11.2010

1.3 Eichtransformationen

1.3.1 Eichinvarianz des Feldstarketensors

Das 4-Potential A" ist physikalisch nicht direkt beobachtbar. MeSbare GréBen sind le-
diglich die Feldstédrken E und B, d.h. die Komponenten des Feldstirketensors F*”. Dies
erlaubt eine gewisse Freiheit in der Wahl des 4-Potentials. Die sog. Eichtransformation

AR ATE = AR gy (1.85)

wobei xy = x(X) eine beliebige, Lorentz-skalare und hinreichend oft stetig differenzierbare
Funktion der Raum-Zeit ist, 148t den Feldstéarketensor invariant,

Fr — R = QEAY — QP A = OFAY — 9Py — (0" AP — V0" X)
oA — 0" AF = F* . (1.86)
Da aber lediglich der Feldstérketensor (bzw. der duale Feldstérketensor) in den Maxwell-

Gleichungen auftritt, sind auch die Maxwell-Gleichungen invariant unter der Eichtrans-
formation (1.85).
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1.3.2 Eichinvarianz der Wirkung

Man kann zeigen, dass auch die Wirkung der Elektrodynamik invariant unter der Eich-
transformation (1.85) ist. Dazu berechnet man die eichtransformierte Wirkung,

1 1 1
Sty = _/d4X,chD: _z/d‘*X (— M’VF’“”JFjHA’“)
Q Q

c 4 o
= —1/d4X {LF FM 4 (A“—&“X)}
¢ Jo Apo ™ "
1
= SED+z/d4XjM8“X, (1.87)
Q

wobel wir die Invarianz des Feldstarketensors unter Eichtransformationen und die Defini-
tion der untransformierten Wirkung,

1 1 1
Sgp = — / d*X Lgp = —— / d*x (— E, F" + j,ﬁl“) ,
¢ Jo ¢ Jo 4 po

benutzt haben. Im letzten Term in Gl. (1.87) schreiben wir die Summe {iber den Lorentz-
Index explizit aus,

/d4Xj“8u><E/d4X (7°00x + j*0ux + Y0, x + 570.X)
Q Q

und integrieren die einzelnen Terme partiell. Z.B. gilt fiir den Term mit der partiellen
Ableitung nach x

Te

/ de 7oy = i x| - / dz (9,7 x .

Der erste Term verschwindet, wenn wir das Raum-Zeit-Volumen 2 so wéhlen, dass die
4-Ladungsstromdichte j, auf dessen Oberfliche 0 verschwindet, j,(X) = 0 fir X €
9. Genauso verfahren wir mit den Ableitungen nach y,z und z° = ct. Wenn wir alle
verbleibenden Terme wieder zusammenfassen, erhalten wir

Ta

/d“Xj“@MX = —/ d*X (0,j")x =0
Q Q

aufgrund der Kontinuitatsgleichung (1.84). Damit ist die Wirkung in der Tat invariant
unter Eichtransformationen (1.85),

Man spricht von Eichinvarianz oder von der Symmetrie unter Eichtransforma-
tionen. Wir haben also gezeigt, dass, falls die Ladungserhaltung in Form der Konti-
nuitéitsgleichung gilt, daraus die Eichinvarianz der Wirkung folgt. Man kann den Beweis
aber auch umgekehrt fiithren: falls die Wirkung invariant ist, Sk, = Sgp, folgt daraus die
Kontinuitéatsgleichung, 9,j* = 0, also die Ladungserhaltung. Dies ist die Kernaussage des
Noether-Theorems: Symmetrien bzw. Invarianzen einer Theorie ziehen die Existenz
einer Erhaltungsgrofle nach sich.
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1 Grundlagen der Elektrodynamik

Da lediglich die Feldstérken, nicht aber das 4-Vektorpotential physikalisch beobacht-
bar sind, kénnen wir die Freiheit, die uns die Eichtransformation (1.85) erlaubt, nutzen,
um die Maxwell-Gleichungen fiir das 4-Potential (1.76) zu vereinfachen. Diesen Vorgang
bezeichnet man als Wahl einer Eichung. Wir werden im folgenden zwei prominente
Beispiele besprechen.

1.3.3 Lorenz-Eichung
Durch Einfithrung des d’Alembert- oder Quabla-Operators (vgl. Vorlesung “Theore-
tische Physik 117, Gl. (5.45))

= - - - = _
H=0.0 2ot 0xr  Oy: 022 2 ot? A, (1.89)

wobei A der Laplace-Operator ist (vgl. Vorlesung “Theoretische Physik I”, Gl. (1.83)),
und durch Vertauschen von partiellen Ableitungen schreiben wir die Maxwell-Gleichung
(1.76) um in

0, F" =0, (0"A” — 0" A") =0AY — 0" (0,A") = po j” . (1.90)
Falls wir nun die Eichung so wihlen, dass stets
0, A" =0 (1.91)
gilt, so vereinfacht sich die Maxwell-Gleichung (1.90) zu
OA” = peg”, v=20,...,3. (1.92)

Diese Gleichung ist von der Form her eine inhomogene Wellengleichung fiir das 4-
Potential A”. In zeitliche und rdumliche Komponenten getrennt geschrieben lautet diese

Op = cQMopzé, (1.93)

OA = poj. (1.94)

Die Wahl (1.91) der Eichung bezeichnet man als sog. Lorenz-Eichung.
Aber kann man die Wahl (1.91) tiberhaupt treffen? Gesetzt den Fall, das 4-Potential
erfiillt diese Bedingung nicht, also z.B.

9, AM(X) = [(X) #0,

wobei f(X) eine beliebige Funktion der Raum-Zeit-Koordinate X = (z#) ist. Dann gilt
fiir das eichtransformierte 4-Potential geméf Gl. (1.85)

0, A (X) = 8,AM(X) — 8,0"x(X) = F(X) ~ Ox(X) | (1.95)

Wenn wir also die zunéchst beliebige Funktion x(X) so wihlen, dass sie die inhomogene
Wellengleichung
Ox(X) = f(X) (1.96)
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1.3 FEichtransformationen

erfiillt (was im Prinzip immer méglich ist), dann ist die Eichbedingung (1.91) fiir das
eichtransformierte 4-Potential A’# nach Gl. (1.95) erfiillt. In der Tat ist es also moglich,
das 4-Potential A* so zu wéhlen, dass es die Lorenz-Eichbedingung (1.91) erfiillt.

Die Losung x(X) der inhomogenen Wellengleichung (1.96) bestimmt das eichtransfor-
mierte 4-Potential A’# allerdings nicht eindeutig. Wir kénnen nédmlich zu x(X) immer
eine Funktion ¥ (X) addieren, welche die homogene Wellengleichung erfiillt,

O(X) =0. (1.97)

Falls x(X) GL (1.96) und ¢ (X) Gl (1.97) erfiillt, gilt ebenfalls die Lorenz-Eichbedingung
fiir das eichtransformierte 4-Potential,

FpA(X) = 9,A"(X) — O [(X) + (X)] = D(X) = 0.

1.3.4 Coulomb-Eichung

Wir betrachten die inhomogene Maxwell-Gleichung (1.76) fiir v = 0, multipliziert mit —c,

—C auFHO = —C 82 (82140 — 6014@) = 8161 (2 + @ 80AZ
= A<p+8t§-g:—02uop:—€£, (1.98)
0
wobei wir cA = ¢, cdy = 0, cj® = *p benutzt und angenommen haben, dass A*

hinreichend oft stetig differenzierbar ist, damit die Reihenfolge partieller Ableitungen
vertauscht werden kann. Falls wir die sog. Coulomb-Eichung

V-A=0 (1.99)
wihlen, vereinfacht sich Gl. (1.98) zu
Ap=-L (1.100)
€0

Dies ist die sog. Poisson-Gleichung fiir das skalare Potential (.
Wiederum stellt sich die Frage, ob wir die Wahl (1.99) der Eichung treffen konnen.
Gesetzt den Fall, das 4-Potential erfiillt nicht die Eichbedingung (1.99), also

—

V- A(X) =g(X) #0,

mit einer beliebigen Funktion g(X) der Raum-Zeit-Koordinate X. Dann gilt gemafi Gl.
(1.85) fiir die rdumlichen Komponenten des eichtransformierten 4-Potentials (unter Be-
nutzung von 9;0° = —9,;0; = —A)

V-A'(X)=V-AX)+ V- -Vx(X) = g(X)+ Ax(X) . (1.101)
Falls also die Funktion x(X) der Poisson-Gleichung

A(X) = —g(X) (1.102)
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1 Grundlagen der Elektrodynamik

geniigt, dann ist die Eichbedingung (1.99) fiir die raumlichen Komponenten des eichtrans-
formierten 4-Potentials A'#, erfiillt. Wiederum ist x(X) nicht eindeutig bestimmt. Man
kann zu x(X) stets eine Funktion ¢ (X) addieren, die die Laplace-Gleichung

Ap(X) =0 (1.103)

(d.h. die homogene Version der Poisson-Gleichung) erfiillt. Dann gilt ndmlich unter Be-
nutzung von Glgen. (1.102) und (1.103)

V- A(X) = V- A 4+ V-V () + $(X)] = g(X0) + A [(X) + (X)) = Ap(X) = 0.

Man beachte, dass iiber die Zeitkomponente A° in der Coulomb-Eichung keine Aussage
getroffen wird. Es ist also im Prinzip moglich, eine weitere, unabhéngige Bedingung an
AY zu stellen. Dies wird z.B. in der sog. Strahlungseichung ausgenutzt, welche eine
Kombination aus der sog. temporalen Eichung

A’ =0

und der Coulomb-Eichung (1.99) darstellt.
Fiir die rdumlichen Komponenten, v =i = z,y, z, von Gl. (1.76) gilt in der Coulomb-
Eichung
0, 1 = 8, (" A’ + 9, A") = OA" + 9,00A° + 9,V - A = g j' .

Unter Ausnutzung der Coulomb-Eichung (1.99) und in Vektornotation erhalten wir also

— - 1 —’a e _’8
OA = pgj — = V—f = Lo (j — eova—f) . (1.104)

Dies ist wiederum eine inhomogene Wellengleichung fiir A. Den zweiten Term auf
der rechten Seite kann man weiter auswerten, wenn die Losung ¢ der Poisson-Gleichung
(1.100) bekannt ist. Wir werden spéter darauf zuriickkommen.

17.11.2010

1.4 Energie— und Impulssatz

1.4.1 Energie-lmpuls-Tensor

Der Energie-Impuls-Tensor des elektromagnetischen Feldes ist definiert als

1 1
™ = " (FWFa” +79" FagFO‘ﬁ) : (1.105)

Eine tiefere Begriindung fiir diese Form kann im Rahmen der Allgemeinen Relativitéts-
theorie gegeben werden, dies soll hier aber nicht weiter ausgefiihrt werden. Durch Vergleich
mit Gl (1.70) erkennt man, dass die Einheit des Energie-Impuls-Tensors offensichtlich
identisch mit der der Lagrange-Dichte ist, [T"] = [Lgp] = J/m?.
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1.4 Energie— und Impulssatz

Der Energie-Impuls-Tensor ist, wie man sich leicht iiberzeugt, ein symmetrischer
Lorentz-Tensor 2. Stufe,

1 1 1 1
™ = — <F”aFa“ + - 9" Fop Faﬁ) == (F’;F"“ +—g" FaﬁFaﬁ)

Ho 4 Ho 4

1 Qv 1 v af v

= — | FFE) + —g" FopF =T,

Ho 4
wobei wir die Symmetrie des metrischen Tensors, g = ¢"#, und die Antisymmetrie
des Feldstarketensors, F** = —F* ausgenutzt haben. Symmetrische Lorentz-Tensoren
2. Stufe konnen als symmetrische (4 x 4)—Matrizen dargestellt werden, besitzen also
zehn unabhingige Komponenten. Die (00)—Komponente des Energie-Impuls-Tensors
ist identisch mit der Energiedichte,

1 1 1 1 (E*
w = TOO:_<FOaFa0+_FaﬁFaﬁ):_FOsziO_ (__BQ>

Ho 4 Ho 200 \ €2
1 BB 1 (B> 1 (E*
- S S -B) =[5+
o C ¢ 2up \ ¢ 2up \ ¢
1( Byl EQ) (1.106)
= —|e — , :
2\ Ho

wobei wir die Glgen. (1.38), (1.40) und (1.60) benutzt haben.
Die (0i)—Komponente des Energie-Impuls-Tensors ist die Energiestromdichte,

S 1 1 1

= TOi - FOaFi I FOJFZ - _ P‘O]P‘JZ
c Lo ¢ Ho ! Ko
1 EJ g 1 .. A
= — — (=d*BF) = — ¢k i gk (1.107)
Ho C CHo

wobei wir Gl. (1.39) benutzt haben, oder, in Vektornotation geschrieben,

I
S=—FExDB. (1.108)
Ho

Der Vektor S ist der sog. Poynting-Vektor.
Letztlich ist der sog. Spannungstensor
ij 1 o Lo af
TV = — | F"F] — - 6" FopF
Ho 4

n)
Ho 2410 c

wobei wir Gl. (1.60) benutzt haben. Unter Benutzung von Glgen. (1.38), (1.39) und dem

Konvolutionssatz (vgl. Vorlesung “Theoretische Physik 17, G1. (1.47))

Eilkekjm = 5ij5lm o 5im5jl
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1 Grundlagen der Elektrodynamik

berechnen wir weiter

g T 1 . 1 .. (E> .
TH  — ——— EEI — — Ezklekijle 4+ 52] = - BZ
C* o o 2410 c
1 - 1 . (E2 .
= —q B'E 4+ — (096" — 5m") BB 4+ — 67 | = — B
Ho 2110 c

o (B L
= —€ EZE] — —BZB'] + —51‘7 <—2 + BQ>

o 2410 c
= —FE'E ——B'B +§w. (1.109)
Ho

1.4.2 Energie-lmpuls-Satz

Aus der Definition (1.105) des Energie-Impuls-Tensors erhélt man fiir dessen 4-Divergenz

14 1 (6% 14 167 14 1 14 lo} (6%
0, = %[(&LFW )E) + F'0,F, +Za (Fp gapgﬁoFﬁ)}

1 1
= RV 4 — [F“O‘@Fa” + 7 Yop 950 (FP70" F*P + Fo‘ﬁa”Fp")} ,
Ho

wobei wir die Maxwell-Gleichung (1.76) und die Produktregel der Differentiation benutzt
haben. Man erkennt, dass die letzten beiden Terme in der Klammer nach Umbenennen
der Summationsindizes (af3) < (po) identisch sind,

1 1
8MTH1/ _ _szaja i (FuaauFau + =F.3 81/Fa6)
Ho 2
1 1
= —F"j,+— [F“O‘@Fa” =5 Fog (" F™ + 8ﬁF”°‘)] ,
Ho
wobei wir im letzten Schritt die Jacobi-Identitit (1.50) benutzt haben. Durch Vertauschen

und geschicktes Umbenennen von Indizes erkennt man, dass der Term in der eckigen
Klammer verschwindet,

% Fop (0°F™ + 9°F) = % Fopg 0°F™ — % Fpo 0 F = % Fop (0°F™ — 0°F*P)

= F,p0°F" = FrQ,F)

nach Umbennen der Summationsindizes a« — p, # — a und wechselseitigem Herauf- und
Herunterziehen von paarweise gleichen Indizes.
Als Endergebnis erhalten wir also

8T = —F"j, . (1.110)

Dies ist der sog. Energie-Impuls-Satz. In den folgenden Abschnitten werden wir dieses
Resultat eingehender diskutieren.
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1.4.3 Energiesatz

Setzen wir den Index v = 0 in Gl (1.110), so erhalten wir den Energiesatz, auch unter
dem Namen Poyntingsches Theorem bekannt:

- 1 /0w = =
T = §T® +0T" == | — :
A, AT + 0, C<8t+v 5)

= —F%j,=-F"j;=-F'j'=—E.j,

wobei wir die Glgen. (1.38), (1.106) und (1.107) benutzt haben. Nach Multiplikation mit
c folgt

—+V-S=—j-E. 1.111

5 T J (1.111)
Diese Gleichung hat eine dhnliche Form wie die Kontinuitétsgleichung fiir die 4-Ladungs-
stromdichte, allerdings mit einem Quell- bzw. Verlustterm, —j- F. Was bedeutet dieser
Term? Er hat die Dimension

- = c v CV J
- Bl= s =2 =

m2s m mds mds’

also Energiedichte pro Zeit. Andererseits ist J/s = W, die Einheit der Leistung. Also
hat [ - E] die Dimension Leistungsdichte, W/m?. Der Energiesatz (1.111) besagt also,
dass die Energie des elektromagnetischen Feldes keine Erhaltungsgrofie wie die elektrische
Ladung darstellt, sondern dass Energie verlorengeht (wegen des Vorzeichens von —f E ),
indem das elektromagnetische Feld Arbeit an den elektrischen Ladungen, gegeben durch
die Ladungsstromdichte j, verrichtet.

Der Verlust an Energie fiir das elektromagnetische Feld fithrt andererseits zu einem Zu-
gewinn an Energie der elektrischen Ladungen. Diese Energie ist mechanische Energie,
da die Ladungen z.B. durch das elektromagnetische Feld beschleunigt werden und sich
demzufolge schneller bewegen. Die gesamte pro Zeiteinheit gewonnene mechanische
Energie, also das Negative der von den elektromagnetischen Felder an den Ladungen ver-
richteten mechanischen Leistung, ergibt sich aus dem Integral der Leistungsdichte
j- E iiber den gesamten Raum,

dEmec N 1
R b :/d3m~E. (1.112)
dt v

1.4.4 Coulomb-Kraft

Gesetzt den Fall, es handelt sich nur um eine einzelne Punktladung ¢, an der Arbeit
verrichtet wird. Dann ist die Ladungsstromdichte j(t,7) = p(t,7) #(t,7) fast iiberall null,
es tragt nur der Ort 7, an der sich die Punktladung momentan (zum Zeitpunkt ¢,)
befindet, zum Integral iiber den gesamten Raum in Gl. (1.112) bei. Wir kénnen also das
Volumenintegral auf einen infinitesimalen Raumbereich um 7, beschranken (im Laufe der
Zeit miissen wir diesen Raumbereich mit der Ladung mitbewegen), vgl. Abb. 1.2.
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1 Grundlagen der Elektrodynamik

Abbildung 1.2: Einschriankung des Volumenintegrals der mechanischen Leistung um eine

sich mit Geschwindigkeit v'im elektrischen Feld E bewegende Punktladung
q. Das Volumen muss mit der Ladung mitgefiihrt werden, so dass es diese
auch zu einem spéteren Zeitpunkt ¢, > t, vollstéindig umschliefit.

Wenn der Raumbereich hinreichend klein ist, so kénnen wir annehmen, dass das elektri-
sche Feld E(t,7) und die Geschwindigkeit ¢(¢, ) in diesem Raumbereich konstant bleiben,
so dass wir diese Groflen vor das Integral ziehen diirfen,

—Pmech:E-U/ Prp =qE -7, (1.113)
1%
wobei wir die totale Ladung ¢ als Integral iiber die Ladungsdichte geschrieben haben,

qE/ d3rp . (1.114)
v

Wir erinnern uns nun an die Definition der mechanischen Leistung aus der Vorlesung
“Theoretische Physik 17, Gl. (2.138),

Puech = —F - 7.
Durch Vergleich mit Gl. (1.113) erkennen wir, dass die Grofie

Fr=qE (1.115)

die Bedeutung einer Kraft hat. Es handelt sich um die sog. Coulomb-Kraft, die das
elektrische Feld E auf eine Ladung ¢ ausiibt.
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1.4.5 Impulssatz
Fiir v = i resultiert aus Gl. (1.110) der Impulssatz,

1 9 | )
- _ (FI Y J Rt Z] )
5oy~ O(EE) m a (B'B) — " d;w

— _FZMJM:_FZOJO_FUJJ:_Elp_EZ]kBk] ’

6MTW — (%Tm + 8]‘Tji —

wobei wir die Glgen. (1.38), (1.39), (1.107) und (1.109), sowie § = —g¥ benutzt haben.
Schreiben wir —¢"9; = —g*d,, = —9" = ;, so lautet diese Gleichung in Vektornotation:

1 8_’ = — —’ — - = 1 — — —» — - - - — — —
—za—f—eo (V-E)E+E-VE|-—[(V-B) B+ B-VB]+Vw =~ (pF+]x B) .
Ho
(1.116)
Die Einheit von [S/c?] ist 19.11.2010
S _AmVVss® VA  J ¢ kgm?s®  kgm 1
Al Vsmm?m?2 m2m? mPsm? m?s? m2 s md

wobei wir VA = J/s und J = kg m?/s? benutzt haben. Es handelt sich also um eine
GroBe mit der Einheit Impulsdichte. Der Impulssatz (1.116) beschreibt also die zeitliche
Anderung der Impulsdichte des elektromagnetischen Feldes. Der Impuls ist, wie auch die
Energie, keine Erhaltungsgrofie, sondern nimmt aufgrund des Quell—- bzw. Verlustterms
—(p E +J x B) ab. Die Dimension dieses Terms ist

P = T T T
also Kraftdichte. Dies ist sinnvoll, da gemafl der Newtonschen Grundgleichung die zeit-
liche Anderung des Impulses gleich der Kraft ist, die auf einen Korper ausgeiibt wird.
Dividieren wir die Newtonsche Grundgleichung durch das Volumen, so folgt, dass die
zeitliche Anderung der Impulsdichte gleich der Kraftdichte ist.

Die rechte Seite —(p E + j x B) von GL (1.116) ist also die Kraftdichte, die das elek-
tromagnetische Feld auf die elektrischen Ladungen ausiibt und deretwegen sich seine Im-
pulsdichte S /c? zeitlich verringert. Gemifs dem 3. Newtonschen Axiom (“Actio = Reac-
tio”) werden die elektrischen Ladungen dann aber durch die Kraftdichte +(pE +jx B)
beschleunigt. Die mechanische Kraft, die vom elektromagnetischen Feld auf elektrische
Ladungen ausgeiibt wird und aufgrund der sich der mechanische Impuls zeitlich dndert,
ergibt sich daraus durch Integration iiber den gesamten Raum,

dﬁmec = -4 i =y
bR — / 437 (pE+j X B) . (1.117)
dt Y

1.4.6 Lorentz-Kraft

Wir betrachten wieder den Fall, dass es sich bei den elektrischen Ladungen um eine
einzelne Punktladung ¢ handelt. Dieselben Argumente, die wir schon bei der Herleitung
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von Gl. (1.113) angewendet haben, fithren ausgehend von Gl. (1.117) nun auf

dﬁmech
dt
die sog. Lorentz-Kraft. Der erste Term in der Lorentz-Kraft entspricht der Coulomb-
Kraft (1.115). Positive Ladungen ¢ > 0 werden also in Richtung des elektrischen Feldes
E beschleunigt.
Der zweite Term in Gl. (1.118) beschreibt den Einflufl der magnetischen Induktion B
auf sich mit Geschwindigkeit ¢ bewegende Ladungen. Entgprechend der Definition des

Kreuzprodukts wirkt die Kraft senkrecht zur von v und B aufgespannten Ebene, vgl.
Abb. 1.3.

:q(E+Ux é>zﬁL, (1.118)

Iy

Abbildung 1.3: Richtung des magnetischen Anteils der Lorentz-Kraft fiir positive Ladun-
gen g > 0.

Die von der Lorentz-Kraft geleistete Arbeit pro Zeiteinheit, bzw. mechanische Leistung
ist
P =F-i=¢ [E-ma- (m é)} —gE -5=Fy 7= —Poean , (1.119)
wobei wir Gl. (1.115) ausgenutzt haben. Dieser Ausdruck ist identisch mit der Leistung
(1.113). Lediglich die Coulomb-Kraft leistet Arbeit an den elektrischen Ladungen, der

magnetische Anteil der Lorentz-Kraft leistet keine Arbeit, da er senkrecht zur Ge-
schwindigkeit steht, vgl. Abb. 1.3.

1.4.7 4-Lorentz-Kraft und 4-Lorentz-Kraftdichte

Wir erinnern uns an Gl. (5.57) der Vorlesung “Theoretische Physik H”, welche den Zu-
sammenhang zwischen einer 3-Kraft F ihrer mechanischen Leistung F - ¥ und der rela-
tivistischen Verallgemeinerung zu einer 4-Kraft (K*) angibt, und wenden diese auf die
Lorentz-Kraft (1.118) und ihre Leistung (1.119) an. Dies ergibt die relativistische Ver-
allgemeinerung der Lorentz-Kraft,

- T
Fr-v =
(KZ):’Y< LC 7FL> .
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Benutzen wir Gl. (1.119), so ergibt sich fiir die zeitliche Komponente

—

Kp=q— 0= qF% =qF%;=qF"u, (1.120)

wobei wir u/ = yv? ausgenutzt haben, s. Gl. (1.66). Ganz analog berechnen wir fiir die
raumlichen Komponenten
i E' ki i\ ok i0 0 ij, i0 ij iv
K; =q|lecy—+€"%(y’) B Eq(F u —Fjuj) :q(F u0+F]uj) =qF"u, .
c
(1.121)
In 4-Schreibweise zusammengefafit ergeben die Glgen. (1.120) und (1.121) die 4-Lorentz-
Kraft
K{ =qF"u, . (1.122)

Ersetzen wir den 4-Ladungsstrom qu, durch die 4-Ladungsstromdichte j,, so erhalten
wir daraus die 4-Lorentz-Kraftdichte,

kb=, (1.123)
Der Energie-Impuls-Satz (1.110) lautet damit
0, T = —kY .

Energie und Impuls des elektromagnetischen Feldes dndern sich aufgrund der Tatsache,
dass sie auf elektrische Ladungen Kréfte ausiiben, die an diesen Arbeit verrichten.

1.5 Punktladungen

1.5.1 Das Konzept der Punktladung

In Abschnitt 1.4.4 hatten wir eine Punktladung ¢ betrachtet, die sich auf einer Tra-
jektorie 7,(t) bewegt, vgl. Abb. 1.2. Die zur Punktladung gehérende Ladungsdichte
p(t,7) hat die Eigenschaft (1.114), d.h., dass das Raumintegral der Ladungsdichte iiber
ein Volumen V', welches die Punktladung einschliefft, den Betrag ¢ hat,

q:/d?’Fp(t,F). (1.124)
1%

Dabei kann das Volumen V infinitesimal klein sein. Es ist auf den ersten Blick iiber-
raschend, dass der Wert des Integrals nicht von der Grofie des Volumens V' abhéngt, aber
das liegt daran, dass die Ladungsdichte p(t,7) lediglich an einem einzigen Punkt, dem
Ort 7,(t) der Ladung von null verschieden ist.

Normalerweise héngt der Wert eines Integrals iiber einen gewissen Raumbereich aber
nicht davon ab, welchen Wert der Integrand an einem einzelnen Punkt hat. In der Regel
kann man sogar Punkte vom Integrationsbereich ausschlieffen, ohne dass sich der Wert
des Integrals dndert. In der Maf3theorie spricht man davon, dass Punkte Mengen vom
Maf3 null darstellen. Diese Betrachtungen sind richtig, sofern der Integrand am besagten
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Punkt einen endlichen Wert annimmt. Nehmen wir z.B. an, die Ladungsdichte in GI.
(1.124) ist nicht nur bei 7,(#) von null verschieden, sondern im gesamten Volumen V/,
welches 77(t) umschlieBt. Dort nehme sie einen konstanten Wert an und verschwinde
auflerhalb,

ps =const. <oo, revV,

pltT) = { 0 FEV .
Dann ist der Wert des Integrals in Gl. (1.124)

q:/dgfp(t,F):/d?’Fp*:p*V.
1% 1%

Lassen wir nun V' — 0 gehen, so verschwindet das Integral und damit auch die Ladung q.

Dies ist sicher unphysikalisch, denn die Punktladung ¢ existiert und hat einen von
null verschiedenen Wert. Der einzige Ausweg ist, der Ladungsdichte p(t,) bei kleiner
werdendem V' einen immer grofleren Wert p, zuzuordnen, so dass sie im Grenziibergang
V' — 0 am Ort der Ladung 7,(t) einen unendlich groflen Wert p, — oo annimmt. Dabei
wird das Produkt p,V stets konstant gehalten und gleich der gesamten im Volumen V
befindlichen Ladung ¢ gesetzt, vgl. Abb. 1.4. In der obigen Grenzwertbetrachtung wire
dann

lim lim p,V =q#0.

Px—00 V-0

B

1%

Abbildung 1.4: Veranschaulichung des Grenziibergangs V' — 0, p, — oo. Die Fléche p,V
des Quadrats bleibt konstant. Sie entspricht in drei Raumdimensionen der
gesamten im Volumen V' befindlichen Ladung q.

Diese Betrachtung kann man mathematisch formalisieren. Wir schreiben fiir die La-
dungsdichte einer Punktladung

p(t,7) = g6 (7 —7y(1)) , (1.125)

wobei
S (7 = 7y(1)) = 6w — m4(t)) 5y — yg(t)) 6(2 — 2(t))

die dreidimensionale Diracsche d —Funktion darstellt.
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Die Diracsche d—Funktion §(z) ist keine Funktion im eigentlichen Sinne sondern eine
sog. Distribution. Sie ist durch folgende Eigenschaften definiert

d(r—a) = 0 Vez#aeR, (1.126)
B
B 1, falls a <a < (3,
/a dzd(w—a) = { 0 falls @ < a oder 8 <a. (1.127)

In der Tat berechnen wir mit Gl. (1.125) das Integral in Gl. (1.124) wie folgt:
/ &P pt,7) = ¢ / 37 6O (7 — 7y (1))
1% 1%
— ¢ [ dedydzae - 2,(0) 80 - w(®) 5 - 5(t) =a.,
1%

sofern 7, (t) € V. Dabei haben wir Eigenschaft (1.127) fiir jedes der drei Integrale {iber
die Raumkoordinaten z, y, z benutzt.

1.5.2 Diracsche j—Funktion als Grenzwert einer Funktionenfolge

Wie kann man sich die funktionale Form der §—Funktion vorstellen? Einen guten ersten
Anhaltspunkt liefert Abb. 1.4, in der wir ein Quadrat konstanter Fliache ¢ betrachtet und
die Seite mit der Lénge p, immer lidnger und gleichzeitig die Seite mit der Léange V' immer
kiirzer gemacht haben. Es gibt aber auch andere Varianten, die ) —Funktion durch einen
dhnlichen Grenziibergang zu erhalten. Wiinschenswert wére natiirlich, dass die in Frage
kommenden Funktionen stetig differenzierbar sind (die quadratférmige Funktion aus Abb.
1.4 ist dies nicht).
Wir betrachten eine sog. Lorentz-Kurve
1

Ln(x—a):;m, n>0, (1.128)
vgl. Abb. 1.5. Das Maximum der Lorentz-Kurve liegt offensichtlich beim Minimum des
Nenners, also bei x = a. Die Hohe des Maximums ist

1

Ly(0)= .

Fiir kleiner werdendes 1 wird das Maximum also immer hdoher,

1
lim L, (0) = lim — — oo,
77—)0 n—»O 7'('7]

vgl. Abb. 1.6. Der halbe Wert des Maximums, 1/(27n) wird fiir folgende x—Werte ange-
nommen:

1 1 i
2w (o —a)? o
— 27° = (z—a)?+7n’
— (r—a)P = n?
= x = axn.
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Ln( x-a)
1/mn |

1/21inE

Abbildung 1.5: Die Lorentz-Kurve.

Ln( x-a)

a a B «x

Abbildung 1.6: Lorentz-Kurven fiir kleiner werdendes 7.
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1.5 Punktladungen

Die Breite der Kurve bei der halben Hohe, die sog. Halbwertsbreite (engl. “full width
at half maximum”, FWHM) ist daher 2 7. Fiir kleiner werdendes 1 wird die Lorentz-Kurve
also immer schmaler, so dass

liI%Ln<£L’—a) =0 Vz#a, (1.129)
n—)
Die Fliche unter der Lorentz-Kurve in einem Intervall [a, 3] ist

8 B 1 1 — —
/ da Ly(x —a) = ﬂ/ de ——— = — (arctan f-a_ arctan - a) :
a TJo (z—a)+n* 7 n n

Falls a < a < (3, so ist das Argument des ersten arctan positiv und das des zweiten
negativ. Im Limes n — 0 erhalten wir

—a 7 a—a T
lim arctan g = —, lim arctan =——, falls a<a<f.
n—0 Ui 2 7—0 Ui 2

Falls a < «, sind die Argumente beider arctan positiv und der Limes n — 0 liefert jeweils
+7/2. Fiir 8 < a sind beide Argumente negativ und der Limes  — 0 liefert jeweils —m /2.
Zusammengefafit erhalten wir

5 12— (-2)] =1, falls a<a<p,
lim de Ly(z —a) = % [—% — (—g)} =0, falls 6 < a,

=0 Jo %[%_E]zo, falls a < .

Mit anderen Worten, das Integral iiber die Lorentz-Kurve liefert im Grenziibergang n — 0
den Wert 1, falls das Zentrum (Maximum) der Kurve im Integrationsbereich liegt, und
ansonsten den Wert null,

B
lim | dzL,(z—a)= {

n—0 /,

Die beiden Eigenschaften (1.129) und (1.130) sind die gleichen, die auch die §—Funktion
erfiillt, s. Glgen. (1.126), (1.127). Wir haben also die 6 —Funktion é(x —a) als Grenzwert
einer Funktionenfolge, nédmlich der der Lorentz-Kurven L, (z—a) fiir n — 0 dargestellt,

1, falls a<a< g,

0, falls a < a oder f<a. (1.130)

dr—a) = %LnéLn(x—a) .

1.5.3 Eigenschaften der Diracschen §—Funktion

In diesem Abschnitt diskutieren wir einige wichtige Eigenschaften der d—Funktion.
(i) Sei f(x) eine stetige Funktion in der Umgebung von a. dann gilt
p fla), falls a<a< g,
/a dz f(z) oz —a) = { 0, falls a<a oder g<a. (1.131)

Aufgrund der Eigenschaft (1.126) der j—Funktion kann nur der Wert der Funktion
f(z) bei x = a, also f(a) eine Rolle spielen. Die J—Funktion selektiert also diesen
Wert. Aufgrund der Eigenschaft (1.127) 148t sie das Integral zusammenbrechen; f(a)
bleibt als multiplikativer Faktor iibrig.
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1 Grundlagen der Elektrodynamik

(ii) Sei f(x) eine differenzierbare Funktion mit einfachen Nullstellen z;, f(x;) = 0,
f'(x;) # 0. Dann gilt

1
S[f(x)] = oz — ;) . (1.132)
ZZ_: | ()]

Man beweist dies, indem man die Eigenschaften der d—Funktion fiir die linke und
rechte Seite dieser Gleichung nachpriift. Dabei muss man beim Integral iiber x eine

Variablensubstitution x — f(x) durchfiihren.

Spezialfille:
(@)  olax) = ﬁé(l«) | (1.133)
b) 5 —a®) = ﬁ 6(z —a) + 6z + a)] . (1.134)

(iii) Es gilt aufgrund von Eigenschaft (1.131)

9(2) (s — a) = g(a) (& — a) (1.135)
und insbesondere
zé(x)=0. (1.136)
(iv) Das Integral
Y 1, fir x>0,
O(x) = /OO dud(u) = { 0 fir <0, (1.137)

definiert die sog. Stufen- oder Heaviside-Funktion, vgl. Abb. 1.7.

(v) Die Ableitung der j—Funktion ist {iber ihr Integral definiert. Mit Hilfe partieller
Integration berechnen wir

B B
[ @ r@ie-a = f@)se-all- [ df@se-o

a

= 0= f0=~f(,

also

f(x)d'(x —a)=—f(z)d(x —a) = —f(a)d(x —a) . (1.138)

(vi) Die Ableitung der Stufenfunktion ist die j—Funktion,

d d [* ¢
LO6-a =g [ dus) = s —a). (1.139)

—00

wobei wir die Differentiationsregeln fiir Parameterintegrale angewendet haben.
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1.5 Punktladungen

O(x)

0

Abbildung 1.7: Die Stufen- bzw. Heaviside-Funktion.

(vii) Mehrdimensionale §—Funktion in krummlinigen Koordinaten (u, v, w). Beim
Koordinatenwechsel gilt nach Gl. (1.128) der Vorlesung “Theoretische Physik 17 fiir
das infinitesimale Volumenelement

oz, vy, 2)

dPr =dedyds = 2%
raes O(u, v, w)

dudvdw ,

wobei der erste Faktor die sog. Funktionaldeterminante ist. Wie lautet nun die
d0—Funktion in krummlinigen Koordinaten? Wir machen den Ansatz

5O (7 — ) = (1, 0,0) 81— o) (v — ) 8w — w)

wobei y(u, v, w) eine noch zu bestimmende Funktion der neuen, krummlinigen Ko-
ordinaten (u,v,w) ist. Falls der Punkt 7 im Volumen V liegt, gilt

1 = / 6B (7 — %)
|4

wobei wir die Eigenschaft (1.131) der d—Funktion ausgenutzt haben. Diese Glei-
chung 148t sich nun nach der Funktion v auflésen,

O(u, v, w)
d(z,y, z)

7 (o, vo, wo) = (1.140)

70
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1 Grundlagen der Elektrodynamik

Beispiele:

(a) Kugelkoordinaten (r,1, ). Die Funktionaldeterminante ist (vgl. GL. (1.169)
der Vorlesung “Theoretische Physik 17)

8(x,y,z) 2 .
it LA Ref A 9
ord,g)

also folgt

1

=) = g,
0

6(r —10) (9 = o) 6( — o) -
(b) Zylinderkoordinaten (p, ¢, z). Die Funktionaldeterminante lautet in diesem
Fall (vgl. Gl. (1.147) der Vorlesung “Theoretische Physik I7)

ow,y,z)

A(p, ¢, 2)

)

also folgt

1
5(3)(77— o) = % d(p — po) 6(¢ — @o) 0(z — 20) -

1.6 Elektrodynamik in Integralform

1.6.1 Flachenintegrale

Aus der Vorlesung “Theoretische Physik I” sind uns Linien- und Volumenintegrale be-
kannt. Als dritten Typ mehrdimensionaler Integrale lernen wir nun die sog. Flacheninte-
grale kennen. Ganz dhnlich wie Raumkurven lassen sich auch zweidimensionale Fléchen
im dreidimensionalen Raum mit Hilfe einer Parameterdarstellung festlegen,

S ={f(u,v) eR*®, uw,ve D} . (1.141)

Dabei ist D der Definitionsbereich der Parameter u, v. Man beachte, dass wir im Gegen-
satz zu Kurven, die durch eine einzige Variable parametrisiert werden kénnen (vgl. Ab-
schnitt 1.2.1 der Vorlesung “Theoretische Physik I”), nun zwei Parameter, u, v, benétigen.

Die Konstruktion von zweidimensionalen Flichen im dreidimensionalen Raum kann
man sich wie in Abb. 1.8 gezeigt vorstellen. Man fixiert zundchst u und variiert v. Dies
ergibt eine Raumkurve, parametrisiert durch die Variable v. Dann vergroflert man v —
1 + du und variiert erneut v. Dies ergibt eine zweite Raumkurve usw., so dass man eine
Kurvenschar erhélt. Eine zweite Kurvenschar erhélt man, indem man v fixiert und
variiert, dann v — v + dv setzt und erneut u variiert usw. Die beiden Kurvenscharen
spannen die Fliche S auf.

Es gilt offenbar

dd = rlu,v+dv) — r(u,v) = ? dv (1.142)
v

db = 7(u+ du,v) — (u,v) = ? du , (1.143)
u
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1.6 Elektrodynamik in Integralform

0

v+do

Mu+du,v) u+du

o)/ .-

¢ _-
/’ -
u,0+do)

Abbildung 1.8: Parameterdarstellung einer Fléche.

wobei wir jeweils im zweiten Schritt die Definition der partiellen Ableitungen 97/0v bzw.
O0r/Ou benutzt haben. Das Kreuzprodukt der Vektoren da, db definiert einen Vektor,

df =da x db, (1.144)

der senkrecht auf dem von da und db aufgespannten infinitesimalen Fldchenelement d f
(in Abb. 1.8 schraffiert gezeichnet) steht. Bei Flachen S, die ein Volumen V' umschlieflen,
also geschlossenen Oberflichen, werden wir vereinbaren, dass df von V' aus gesehen

stets nach auflen zeigt.
Mit den Glgen. (1.142), (1.143) lautet Gl. (1.144)

- or  or
Die Vektoren
ou’ Ov

spannen die sog. Tangentialebene zur Fliache S im Punkt #(u, v) auf. Der Normalen-
vektor auf dem bei 7(u, v) befindlichen Flichenelement df ist gegeben durch

S(7) — Ov_ Ou_
n(r) = 8_FX 7] (1.146)
v Ou
Fiir Gl (1.145) ergibt sich somit
>, |0 or L
df =n(r) 70 % u dudv =7(r)df (1.147)
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1 Grundlagen der Elektrodynamik

wobei fiir den Betrag df gilt
or or

_X_

7 % dudo .

df =

Beispiel: Kugeloberfliche

Wir parametrisieren die Kugeloberfliche zweckméfigerweise in Kugelkoordinaten,
S={r(r=R,¥,¢), 0<iV¥<m, 0<p<271},
wobei R = const. der Radius der Kugel ist. Mit
7= R(cosp sind, siny sind, cosv)

erhalten wir

a—)

a—; = R(cosg cos?, sinp cost, —sind) = Réy ,

8—}

8_T = R(—singsind, cosp sind, 0) = R sintd(—sinp, cosp, 0) = Rsinde, ,
¥

wobei wir die Definition der Einheitsvektoren €y, €, aus Gl. (1.170) der Vorlesung “Theo-
retische Physik I” iibernommen haben. Es gilt

g—gxg—;:RQSinﬁé’gx@ERQSinﬁa,
also
nr) = e,
df = R?*sindddde,
df = R*sinddddyé, . (1.148)

Die einzelnen Groflen sind in Abb. 1.9 graphisch dargestellt.

Gegeben sei nun ein Vektorfeld @(7). Der Fluf3 von d@(7) durch die Fléche S ist definiert
als

5[] E/Sdch(F) E/Sdfﬁm.a(f). (1.149)

Das Integral auf der rechten Seite ist ein Flachenintegral iiber die Fliche S. Wie ist
dieses Integral definiert? Gegeben sei eine Flache S, die wir in kleine (nicht notwendiger-
weise gleich grofle) Teilflichen Af; mit Normalenvektor 7(r;) = A ﬁ /A f; um geeignete
Positionen 7; € S unterteilen, s. Abb. 1.10.

Der Fluf von a@(7) durch die Teilfliche Af; an der Stelle 7; ist durch das Skalarprodukt

von d@(7;) mit dem der Fliche zugeordneten Vektor A f; gegeben,

oan (@) = Af; - d(7) = AfiA(R) - d(7) .
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1.6 Elektrodynamik in Integralform

Rsind ~_

Abbildung 1.9: Parameterdarstellung der Kugeloberflache.

()
P

§ o

> 7

Abbildung 1.10: Zur Definition des Fliachenintegrals.
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1 Grundlagen der Elektrodynamik

Der gesamte Flufl durch die Fldche S ergibt sich als Summe der Fliisse durch die
einzelnen Teilflachen,

Z@Afz ZAfZ ZAfz z z) .

Das Fléchenintegral aus Gl. (1.149) ist nun als Grenzwert dieses Ausdrucks fiir Af; — 0

zu verstehen,
= Al}frlOZ%f, = /Sdf-a(F) :

Fléchenintegrale iiber geschlossene Oberflichen S(V') eines Volumens V' bezeichnet
man gesondert mit folgendem Symbol:

wswlal = é(v) df -d(r) = %S(V) df n(r) - a(r) . (1.150)

Wie bereits oben erwihnt, zeigt der Normalenvektor 7(7) vom Volumen V' gesehen stets
nach auflen.

Beispiel: Flufl eines Zentralfeldes durch Kugeloberfliche
Wir betrachten das Zentralfeld

a(r) =a(r)é, .

Benutzen wir d f aus dem vorangegangenen Beispiel, Gl. (1.148), so ergibt sich wegen

e e =1
/dﬂ/ dy R? sind a(R) /dx/ do =47 R*a(R) ,

wobel wir = cos 9 substituiert haben.

1.6.2 Satz von Gaul}

Wir kommen nun zu einem der wichtigsten Integralséitze der Theoretischen Physik, dem
Satz von Gaufl. Wir betrachten zunéchst eine niitzliche Identitét, die sog. Integraldar-
stellung der Divergenz. Sei d(7) ein stetig differenzierbares Vektorfeld und AV ein
kleines Volumenelement. Dann gilt

= . psawld 1 .
Vs T A T AT i, YT .

Beweis:

Wir betrachten zunéichst die rechte Seite von Gl. (1.151). Da AV gegen null gehen soll,
spielt die exakte Form dieses Volumens keine Rolle. Der Einfachheit halber betrachten
wir daher ein quaderformiges Volumen AV = Az Ay Az mit Mittelpunkt in 7, s. Abb.
1.11.

48
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| Ly,
B, =t--- N TN

Ve -

— //// | Ax
Af1 . !

Ay l N

T

ra Z
6
Y
X

Abbildung 1.11: Zur Integraldarstellung der Divergenz.

Fiir die auf den Seitenflichen des Volumens senkrecht stehenden Vektoren gilt ganz
offensichtlich

Afi = AyAzé* =—Af,,
A:L’AzéyE—Aﬁ,
Afs = AxAyé*=—Afy.

>
o
I

Fiir die infinitesimalen Flachenvektoren d ﬁ , die im Oberflichenintegral auf der rechten
Seite von Gl. (1.151) auftreten, gelten analoge Gleichungen, wenn man die Seitenléngen
Ax, Ay, Az durch die infinitesimalen Langen dz, dy, dz ersetzt. Damit folgt z.B. auf der
zud fl gehorenden Seitenflache

- A
df; - @(7) = dy dz a® <a;0 + Txyz)
und entsprechend auf der gegeniiberliegenden Seitenfléche

- A
dfs-d(r) = —dy dza” <x0 — Tx,y,z) .
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Fiir das Oberfldchenintegral auf der rechten Seite von Gl. (1.151) folgt damit

5 yo+Ay/2 zo+Az/2 Ax
$ o dfan - dyas o (n0+ 5 ) o (=5 0e)]
S(AV) yo—Ay/2 Jzp—Az/2 2

)
xo+Ax/2 zo+Az/2 A A
+ / / dx dz [ay (:1: Yo + —y,z) (a: Yo — —y,z)]
zo—Ax/2 Jz20—Az/2 2 2

zo+Az/2  ryot+Ay/2 Az
+ / / dxdyl (x y,zo+— (x Y, 2o — —)} .
zo—Ax/2 Jyo—Ay/2 2

Nach Definition der partiellen Ableitung gilt im Limes Az — 0

- +A:c - Az _8@”6( )A
a Zo 2 Y, 2 a Zo 9 Y, 2 | = 837 Zo, Y,z x,

so dass wir das Oberflichenintegral weiter vereinfachen kénnen,

§ o afan -
S(AV) yo—Ay/2 Jzg—Az/2

zo+Axz/2 z0+Az/2 Oa¥
+ / / drdz Ay 8—(:U,y0,z)
X zZ0 y

0o—Ax/2 —Az/2
xo+Axz/2 yo+Ay/2 da?
/ dxdy Az 8—(:16,3/,20) )
T V4

yo+Ay/2  pzo+Az/2 a®
/ 8$ (l‘o, Y, Z)

+
0—Az/2 Jyo—Ay/2

Im Limes AV — 0 kann man die Integranden der Fliachenintegrale durch ihren Wert bei
7o = (X0, Yo, 20) ersetzen und vor die Integrale ziehen,

., yo+Ay/2 z0+Az/2
f df -ar) = A:z:/ dy dz
S(AV) Y

0—Ay/2 z0—Az/2
aay /xo—l—Ax/Q zo+Az/2
x

0—Azx/2 Jzog—Az/2

/IoJrAr/? Yo+Ay/2
x

Y

dxdz

dx dy

0o—Ax/2 yo—Ay/2
_ da* N 8i N da®
Jxr Oy 0z

= V-QAV .

) Ax Ay Az

Dividieren wir diese Gleichung durch AV und nehmen den Grenzwert AV — 0 (den wir
implizit schon im Verlauf des Beweises benutzt haben), so folgt Gl. (1.151), q.e.d.

Gleichung (1.151) 148t sich ganz entsprechend auch fiir andere Differentialoperatoren
erweiteren, z.B.

— —

L 1.152
Ve = lim <= ) df e(r) (1.152)

<
X
oy
|
o
k"a
X
o
3

lim — 1.153
AN AN (1.153)
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wobei ¢(7) ein skalares Feld ist. Der Beweis verlauft analog.
Nun betrachten wir ein Volumen beliebiger Grofle V. Dieses teilen wir in kleine Teilvo-

lumina AVj auf, s. Abb. 1.12.

Abbildung 1.12: Aufteilung eines Volumens V' in Teilvolumina AV;.

Betrachten wir nun die Grenzflache S; zwischen AV; und AV,,;. Aufgrund von A ﬁ =
—-A ﬁ“ ist der Fluf3, der aus AV, durch diese Fliche heraus und in AV;,; hineinstromt,
umgekehrt gleich grofl wie der, der aus AV;;; durch diese Fldche heraus und in AV
hineinstromt,

ps,ldl = Afi-d| = —Afig-al

denn @ nimmt auf der Grenzfliche S; dieselben Werte an, unabhéngig davon, ob wir das
Skalarprodukt mit A ﬁ oder A ﬁﬂ bilden. In der Summe der Oberflichenintegrale {iber
AV; und AV, wiirden sich diese Beitréige also gerade gegenseitig wegheben, so dass die
Summe der Integrale identisch mit dem Integral iiber die Summe der Teilvolumina ist,

jf df~a+j§ df-a*:jf df - a.
S(AV;) S(AVigr) S(AVi+AVi41)

Dieses Argument kann man auf die Summe aller Teilvolumina AV; des Volumens V'
erweitern, so dass wegen y AV, =V

27{ dfﬁz% df -a. (1.154)
RRLIING S(V)

Andererseits gilt mit Gl. (1.151) fiir die linke Seite dieser Gleichung im Limes AV; — 0

Z% d*-a*:ZAvﬁ.az/d?’fﬁa. (1.155)
— Js(AV;) : 1%

(2

Der Vergleich von Gl. (1.154) mit (1.155) ergibt den Satz von Gauf,

/d%ﬁ-&:f df-a. (1.156)
1% S(V)
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Entsprechend zeigt man die Verallgemeinerung von Glgen. (1.152) und (1.153) fiir belie-
bige Volumina V',

[ @rven = afem. (1.157)
1% S(V)

/d%?ﬁxa(f) = f df x @(r) = df i(7) - a(r) , (1.158)
v S(V) S(V)

Diese Resultate lassen sich auch auf vierdimensionale Raum-Zeit-Volumina 2
verallgemeinern. Z.B. lautet die vierdimensionale Version des Satzes von Gaufl mit einem

beliebigen 4-Vektorfeld A = (a*)

/ d*X d,a" = % do,at = % don,a" (1.159)
Q () ()

wobei do, = do n, der zum Flichenelelement do gehtrende Vektor ist; n, ist der vier-
dimensionale Normalenvektor auf der Oberfliche 3(€2) des Raum-Zeit-Volumens (2.
Entsprechend lassen sich auch die Resultate (1.157) und (1.158) auf vier Raum-Zeit-
Dimensionen verallgemeinern.

Der Satz von GauB (1.159) fiir vierdimensionale Raum-Zeit-Volumina  erleichtert
den Beweis der Eichinvarianz der Wirkung der Elektrodynamik aus Abschnitt 1.3.2. Wir
konnen namlich fiir den zweiten Term in Gl. (1.87) schreiben

/Qd4XjM8uX = /Qd4X [&A (jMX) - Xauju] = j{

do, " x
2(Q)
wobei wir den Satz von Gaufl (1.159) und die Kontinuitétsgleichung (1.84) benutzt ha-
ben. Vorausgesetzt, die 4-Stromdichte j* (oder die skalare Funktion y) verschwindet auf
der Oberflache 3(Q2) des vierdimensionalen Raum-Zeit-Volumens €2, dann ist auch die
rechte Seite dieser Gleichung null und die Wirkung der Elektrodynamik invariant unter
Eichtransformationen, S = Sgp.

1.6.3 Kontinuitadtsgleichung in Integralform

Als Anwendung des Satzes von GauBl betrachten wir die Kontinuitétsgleichung (1.84).
Wir integrieren diese iiber ein beliebiges, aber zeitlich konstantes Volumen V/,

/d?’F@:—/d?’fﬁjz—f df-j.
v ot v S(V)

wobei wir auf der rechten Seite den Satz von Gaufl (1.156) verwendet haben. Die rechte
Seite ist offenbar identisch mit dem gesamten Ladungsstrom durch die Oberfliche
S(V) des Volumens V. Die linke Seite konnen wir fiir zeitlich konstante Volumina auch

wie folgt schreiben,
/ dg—* @ _ 8 d3—* _ aQ
1%

"ot "ot ), T o
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1.6 Elektrodynamik in Integralform

wobei wir die gesamte im Volumen V' befindliche Ladung mit

QE/Vdgf’p (1.160)

bezeichnet haben. Die Kontinuititsgleichung in Integralform,
oQ 7{ > =
— = df -7, (1.161)

besagt also, dass die zeitliche Anderung der in einem Volumen V befindlichen Ladung
identisch ist mit dem Ladungsstrom durch die Oberfliche S(V') dieses Volumens. Da das
Volumen beliebig war, bedeutet dies, dass die elektrische Ladung eine Erhaltungsgrofle
sein muss. Dies ist aber auch die Grundaussage der Kontinuitétsgleichung.

1.6.4 Satz von Stokes

Wir kommen nun zu einem weiteren wichtigen Integralsatz der Theoretischen Physik, dem
Satz von Stokes. Wir fiihren zunéchst eine weitere Grofe ein, die sog. Zirkulation eines
Vektorfeldes @(r) entlang einer geschlossenen Kurve C,

Zeld] = fédf-d’(r”) | (1.162)

Als Beispiele betrachten wir fiir C einen Kreis und (a) ein Vektorfeld mit maximaler Zir-
kulation entlang C, s. Abb. 1.13(a), sowie (b) ein Vektorfeld mit minimaler Zirkulation,
s. Abb. 1.13(b).

. dr
dr /

(a) (b)

Abbildung 1.13: (a) Vektorfeld mit maximaler und (b) mit minimaler Zirkulation.

Im ersten Fall liegt @ stets tangential an C an, so dass d und d(7) parallele Vektoren
sind,

dr'- a(r) = dsla(r)|,
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1 Grundlagen der Elektrodynamik

wobei ds = |d7]. Im zweiten Fall steht @ stets senkrecht zur Kurve C, so dass
dr-a(r) =0.

Die Zirkulation dieses Vektorfelds verschwindet also.
Als niitzliche Identitédt beweisen wir nun die sog. Integraldarstellung der Rotation,

. 7 a
ﬁ-(ch?): lim Zeanld

AF—0 AF o A}'IEO E C(AF) dr- a(fj ’ (1163)

wobei AF' die von C(AF') umschlossene Fliche und 7i der Normalenvektor auf AF ist.
Beweis:

Da AF — 0, ist die Form des Flachenelements irrelevant. Wir betrachten daher der Ein-
fachheit halber ein quadratisches Flachenelement AF = Ax Ay parallel zur (zy)—Ebene
mit Mittelpunkt in 75 = (¢, Yo, 20), vgl. Abb. 1.14.

L Ay

p—
o

X, X

Abbildung 1.14: Zur Integraldarstellung der Rotation.

Auf den beiden Teilstiicken parallel zur x—Achse gilt

A A
dF-ﬁ(x,yoi%,zo) = Fdrad” <x,yoi7y,zo) ,

wobei das Vorzeichen die Richtung angibt, in der das entsprechende Teilstiick durchlaufen
wird. Entsprechend gilt fiir die beiden Teilstiicke parallel zur y—Achse

A A
dF-J(wOiTx,y,zo) = +dya’ <x0i7x,y,zo> .
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1.6 Elektrodynamik in Integralform

Fiir die Zirkulation von @(7) um das Flichenelement AF' erhalten wir demnach

Zearld = fé(AF) dr- a(r)

zo+Az/2 Ay Ay
[ e (e 30) (30
wo—Ax/2 2 2
vot+Ay/2 Ax Ax
+ / dy |:ay <$0+—>?/>ZO) —a¥ (xo_—ayazO)] .
yo—Ay/2 2 2

Mit der Definition der partiellen Ableitung gilt im Limes Ay — 0

. Ay - Ay oa®
a (xayo - 7720) —a (56’7190 + 7,2'0) = - By (IaZJo’Zo) Ay,

und entsprechend

A A oa¥
a’ <l’0 + TxayazO) —a¥ ("L‘O - TxayazO) = a%(x())y)ZO) Az .

Wir erhalten also fiir die Zirkulation

wotAz/2  gox Yo+Ay/2 gy
Zeamld] = —/ d!E—(!E,yo,Zo)Ay+/ dy ——(z0,y, 20) Az
xo—Ax/2 ay yo—Ay/2 ox

oa”® zo+Ax/2 da? yo+Ay/2

= ; (7o) Ay/m dz + %(Fo) Ax/y dy

0—Ax/2 0—Ay/2

wobei wir im zweiten Schritt die Integranden vor die Integrale gezogen haben, da diese
im Limes AF — 0 als konstant und gleich ihrem Wert bei 7y betrachtet werden kénnen.
Im letzten Schritt haben wir ausgenutzt, dass der Normalenvektor auf dere Flache AF in
z—Richtung zeigt, n = €*. Dividieren wir beide Seiten durch AF und nehmen den Limes

AF — 0, so ergibt sich Gl. (1.163), g.e.d. 1.12.2010

Wie im Fall der Integraldarstellung der Divergenz ergeben sich auch hier Verallgemei-
nerungen auf andere Differentialoperatoren, die wir ohne Beweis angeben,

R : 1 .
_ 1
(ﬁ x v) xd = lm <o ”» d7 x @(7) . (1.165)

Wir betrachten nun Fliachen S beliebiger Grofle. Diese teilen wir in kleine Teilflichen

AF; auf, s. Abb. 1.15.
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1 Grundlagen der Elektrodynamik

Abbildung 1.15: Aufteilung einer Fliache S in Teilflachen AF;.

Obwohl S keine ebene Fliache sein muss, kann man die Teilflichen AF; so klein wéhlen,
dass sie jede fiir sich als eben betrachtet werden kénnen. Benachbarte Flachen miissen
aber nicht gleich orientiert sein, d.h. AF; muss nicht in die gleiche Richtung wie AF}H
zeigen.

Bei der Zirkulation um das Flachenelement AF; wird das Wegstiick L; in umgekehrter
Richtung durchlaufen wie bei der Zirkulation um das Element AF; ;. In der Summe der
Zirkulationen um diese beiden Flachenelemente hebt sich dieser Beitrag also gerade weg
und es gilt

}’{ df@(fﬂf a7 - a() :f ar- ()
C(AF) C(AF41) C(AFi+AF; 1)

Dieses Resultat 148t sich auf die gesamte Fliche S = ), AF; verallgemeinern,

Z ffé ) dr - a(7) = A7 - @(7) . (1.166)

c(s)

Die linke Seite 148t sich aber mit Gl. (1.163) im Limes AF; — 0 auch schreiben als

> fém)dmm = Y AR [¥x )]
/SdFﬁ(fF)- [ﬁ X 6(?)} - /Sdﬁ [ﬁ x 6(7")} . (1.167)

Der Vergleich von Gl. (1.166) mit (1.167) ergibt den Satz von Stokes

/Sdﬁ- [ﬁ x a’(fﬂ - 7{(5) a7 () . (1.168)
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1.6 Elektrodynamik in Integralform
Die Glgen. (1.164) und (1.165) verallgemeinern sich entsprechend zu
/dF‘ X Vo(F) = f A7 o(7) (1.169)
S C(S)
/ (dﬁ X 6) x @(F) = f 47 x @(7) . (1.170)
S C(S)

1.6.5 Maxwell-Gleichungen in Integralform

Als Anwendung der Satze von Gaufl und Stokes betrachten wir nun die Maxwell-Glei-
chungen in Integralform. Die Maxwell-Gleichungen lauten (vgl. Glgen. (1.77), (1.78),
(1.81) und (1.82))

V-B = 0, (1.171)
. . 0B

VxE+—- =0, (1.172)

— — 1
V- E = —p, (1.173)

€0

- - 10E .
B-—-~——~ — C 1.174
V x Z 5 1o J ( )

Integrieren wir Gl. (1.171) iiber ein beliebiges Volumen V', so folgt mit dem Satz von

GauB, Gl (1.156)

/d?’Fﬁ-E:j{ df - B = psuB] =0, (1.175)

v S(V)
der Flufl der magnetischen Induktion durch eine geschlossene Oberfliche verschwindet.
Dies bedeutet natiirlich nicht, dass er iiberall auf der Oberfliche null ist, sondern le-
diglich, dass genausoviel Fluf} in das Volumen V' eindringt wie auch wieder heraus-
kommt, s. Abb. 1.16. Dies bedeutet auch, dass die magnetische Induktion B keine Quel-
len oder Senken besitzt. Diese Aussage ist dquivalent zum Verschwinden des Quellenfelds
von E, V - B = 0. Eine weitere dquivalente Aussage ist, dass es keine magnetischen
Monopole, d.h. keine “einpoligen” Magneten gibt.
Wir integrieren nun Gl. (1.172) iiber eine beliebige, zeitlich konstante Fléche,

. (- - OB ;) I . = Opg|B]
df - |V x E+ — :f - E + — df.Bzf ar- E + =0,

wobei wir fiir den ersten Term den Satz von Stokes (1.168) benutzt haben, oder

_ s [é]
ot

:% A7 B = Zes)| B - (1.176)
()

Dies ist das Faradaysche Induktionsgesetz. Es besagt, dass die zeitliche Anderung des
Flusses der magnetischen Induktion durch eine Flache S ein elektrisches Feld entlang des
Randes C(S) dieser Fldche induziert, s. Abb. 1.17.
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1 Grundlagen der Elektrodynamik

Abbildung 1.16: Zum magnetischen Flufl durch ein Volumen V.

C(S) B(t)

E

Abbildung 1.17: Zum Faradayschen Induktionsgesetz.

Wir integrieren Gl. (1.173) {iber ein beliebiges Volumen V|

/di”Fﬁ-E:j{ df-EEwS(V)[E]:l/dSFpEQ, (1.177)
1% S(V) € Jv €o

wobei wir den Satz von Gaufl und Gl. (1.160) fiir die gesamte im Volumen V befindliche
elektrische Ladung benutzt haben. Dies bedeutet, dass elektrische Ladungen die Quellen
des elektrischen Feldes sind, bzw. dass der Fluss des elektrischen Feldes durch die
Oberflidche eines Volumens V' bis auf einen Faktor 1/¢p identisch mit der im Volumen
befindlichen Ladung @) ist, s. Abb. 1.18.

Zum Schluf integrieren wir noch GIl. (1.174) iiber eine beliebige, zeitlich konstante
Flache S,

. = = = = o 1 . aE’
df - (Vx B 57{ dr-B = Z Bl = u/df-j+—/df-
[5 ( ) ) c(s)B] 0, e KU
Mo ([_'_[Maxwell) s (1178)
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1.6 Elektrodynamik in Integralform

Ty

Abbildung 1.18: Elektrische Ladungen als Quellen des elektrischen Feldes.

wobei wir den zweiten Term auf der linken Seite von Gl. (1.174) auf die rechte Seite
gebracht und den Satz von Stokes (1.168) fiir den verbleibenden Term auf der linken Seite
benutzt haben. Ferner haben wir den elektrischen Strom

Iz/df-j (1.179)
s
durch die Flache S und den sog. Maxwellschen Verschiebungsstrom
- OF
IMaxweH = 6O/df * Tag (].]_80)
s ot

definiert. Gleichung (1.178) ist das sog. Ampeéresche Gesetz. Es besagt, dass elektri-
sche Strome durch eine Fliche S ein Magnetfeld entlang des Randes dieser Fliche
induzieren, vgl. Abb. 1.19.

Abbildung 1.19: Zum Ampereschen Gesetz.
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1 Grundlagen der Elektrodynamik

Abbildung 1.20: Zum Maxwellschen Verschiebungsstrom.

Aber was hat es mit dem zusétzlichen Term, dem Maxwellschen Verschiebungsstrom,
auf sich? Um die Notwendigkeit dieses Terms zu verstehen, betrachten wir die in Abb.
1.20 dargestellte Situation. Der Plattenkondensator C' sei aufgeladen, d.h. es baut sich
aufgrund der Ladungsdifferenz zwischen den Platten ein elektrisches Feld auf. Der Kon-
densator werde nun iiber einen Leiterdraht entladen. Das Abflielen der elektrischen La-
dungen durch den Draht verursacht einen elektrischen Strom /. Gleichzeitig baut sich das
elektrische Feld im Innern des Kondensators ab, 8|E|/dt < 0.

Wir legen nun einen geschlossenen Zylinder (z.B. in Form einer “Konservendose”) wie
in Abb. 1.20 gezeigt in die Versuchsanordnung. Den Zylinder denken wir uns nun zerlegt
in eine der beiden Seitenflachen, S (in Abb. 1.20 rot gefiarbt, der “Deckel” der Dose), und
der Mantelflache plus der anderen Seitenflache, S’ (die “gedffnete Konservendose” ohne
Deckel). Wir betrachten nun zwei unterschiedliche Situationen:

(a) S’ wird entfernt. Der Leiterdraht durchdringt S, also wird nach dem Ampeéreschen
Gesetz ein Magnetfeld B entlang des Randes der Fldche induziert.

(b) S wird entfernt. Es fliet kein Strom I durch die Fléche S’, wohl aber durchdringt
das elektrische Feld £ (und damit insbesondere seine zeitliche Ableitung 0FE/0t)
den “Boden” der “Konservendose” 5.

Der Rand der Fliche S ist mit dem Rand der Fliache S’ identisch, also muss auch das
induzierte Magnetfeld in den beiden Fillen identisch sein. Der Maxwellsche Verschiebungs-
strom trigt dem im Fall (b) Rechnung: nun wird aufgrund der zeitlichen Anderung des
elektrischen Feldes ein Magnetfeld induziert, welches genauso grofl ist wie das aufgrund
des Stromes [ im Fall (a).
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1.6 Elektrodynamik in Integralform

Wir iiberpriifen noch die Richtung des vom Verschiebungsstrom induzierten Magnetfel-
des. Per Konvention zeigt der elektrische Strom immer in Richtung des Flusses positiver
Ladungen. Ebenfalls per Konvention zeigt das elektrische Feld immer weg von positi-
ven und hin zu negativen elektrischen Ladungen. Das elektrische Feld zeigt somit in
entgegengesetzte Richtung wie der Strom, s. Abb. 1.20. Aufgrund des AbflieSens der
Ladungen von den Kondensatorplatten wird das elektrische Feld jedoch schwécher, die
zeitliche Anderung des elektrischen Feldes zeigt demnach in dieselbe Richtung wie der
Strom. Wenn wir noch annehmen, dass das Fachenelement d f auf dem “Boden” der Do-
se S’ in die gleiche Richtung wie auf dem Deckel S zeigt, ist I|s = Iyaxwen|sr und das
magnetische Induktionsfeld B ist auf dem Rand von S bzw. S’ identisch.

1.6.6 Energie-lmpulssatz in Integralform

Als weitere Anwendung des Satzes von Gaufl betrachten wir den Energiesatz (1.111).
Bringen wir die Divergenz des Poynting-Vektors auf die rechte und die mechanische Leis-
tungsdichte auf die linke Seite und integrieren {iber ein beliebiges, zeitlich konstantes
Volumen V', so folgt mit dem Satz von Gauf (1.156)

ow - = 0 - =
EPr(—+j-E|=—= [ & &*rj-E
/v T(@t +7 ) 875/‘/ rw+/v 7

0Er, OF ec L= o - = -
= T h:—/di”rvsz—j{ df S = —psn[S], (1.181)
ot ot v S(V)
wobei wir die Gesamtenergie des elektromagnetischen Feldes im Volumen V' mit

Froq = / dBrw (1.182)
Vv

bezeichnet haben. Die Aussage des Energiesatzes (1.181) ist nun, dass die Summe aus
mechanischer und Feldenergie im Volumen V' in dem Mafle abnimmt, wie Energie durch
die Oberfliche von V stromt. Dieser Energiestrom ist physikalisch betrachtet elektro-
magnetische Strahlung durch die Oberfliche S(V).

In &hnlicher Weise kann man auch den Impulssatz (1.116) interpretieren. Durch Umstel-
len der Terme und Integration iiber ein beliebiges, zeitlich konstantes Volumen V' erhélt
man komponentenweise

1 0S¢ A L o g A
/ d3F < S +pEz + Eljkj]Bk) — _/ d3,'7_ + Frznech
v ot Jv

2 ot c?
= 0 Feld + 0 mech __ _/ d3F8jTU — _j{ df] Tv , (1183)
ot ot v S(V)

wobei wir Gl. (1.117) benutzt und den Gesamtimpuls des elektromagnetischen Feldes im
Volumen V' als Integral iiber die Impulsdichte,

—

P)FeldE/d:S_’é (1.184)
v

2’
definiert haben. Die Aussage des Impulssatzes (1.183) ist, dass die Summe aus mechani-

schem und Feldimpuls im Volumen V' in dem Mafle abnimmt, wie Impuls von der Ober-
flache S(V') abgestrahlt wird.
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1 Grundlagen der Elektrodynamik

1.6.7 Greensche Theoreme

Die sog. Greenschen Theoreme, bzw. Greenschen Sitze oder Greenschen Iden-
titdten sind direkte Konsequenzen des Satzes von Gaufl (1.156). Gegeben seien zwei
zweimal stetig differenzierbare skalare Felder ¢(7), ¥ (7) ein beliebiges Volumen V. Dann

gilt
/Vd3f(gko+ﬁgo-W)) - ﬁ(v)df- (W))go, (1.185)
[ areav—pag = f o (eVu-v9e) . o1s
/vd3m¢ = fg(v)dfﬁw. (1.187)
Beweis:

Wir definieren zunéchst das stetig differenzierbare Vektorfeld

a

PV .

Seine Divergenz lautet
V-d=@pAp+ Ve Vi .

Fiir dieses Vektorfeld lautet der Satz von Gauf
/d%fﬁ-a - /d?"F (¢A¢+%~W)
1% 14
_ f dfﬁ:f a7 (W)gp.
S(V) S(V)

Dies ist schon die erste Greensche Identitéat (1.185).
Zum Beweis der zweiten, Gl. (1.186) vertauschen wir in der ersten Identitdt (1.185) die
Rolle der Felder ¢, 1,

/Vd3f(sz<p+w : W) = ]i(v)df (W) v,
und ziehen dies von Gl. (1.185) ab,
[ @ (oav+ Ve Vo-vap-Yu¥o) = [ @Fas-vay
4 4
= A (V- uTe) .
S(V)

Die dritte Identitét (1.187) folgt schliefllich aus der ersten, indem wir ¢ = 1 setzen, q.e.d.
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1.6 Elektrodynamik in Integralform

1.6.8 Helmholtzscher Zerlegungssatz

Der Helmholtzsche Zerlegungssatz fiir Vektorfelder wird uns letztlich helfen, das Pa-
radoxon aufzulosen, dass die Maxwell-Gleichungen (1.77), (1.78), (1.81) und (1.82) acht
partielle Differentialgleichungen fiir die sechs unabhéngigen Komponenten des elektri-
schen Feldes E und der magnetischen Induktion B darstellen: es wird sich herausstellen,
dass die Maxwell-Gleichungen in der Tat nur Information iiber diese sechs Komponenten
liefern und nichts zusétzliches, welches zu einer Uberbestimmtheit fithren wiirde.

Als erstes beweisen wir jedoch eine wichtige Identitét:

ﬁ = —4n 5(3)<F— 7_’”) > (1.188)
wobei A, = Y, 9%/9(2")? der Laplace-Operator beziiglich der Koordinaten (z!, 2%, 23) =
(x,y, z) des ungestrichenen Ortsvektors 7 ist.

Beweis:

Wir bemerken zunéchst, dass

0 0 0 0

8xlf(|F_ FID mf(‘F_ F/D = auzf<u> = _81,1‘/

f(Fr=7") (1.189)

gilt, wobei f eine beliebige Funktion des Betrags u des Abstandsvektors @ = 77— 7’ ist.
Damit gilt

(1.190)

Wir machen eine Fallunterscheidung:

(i) 7# 7": Dies bedeutet, dass @ # 0. Dann gilt

1 - -1 - 1@
Au_:vu'vu_:vu' <__E> )
u u
wobei wir GL (1.73), V,u = @/u, aus der Vorlesung “Theoretische Physik I” benutzt
haben. Wir berechnen weiter,
u

1 —
Ay==-V, — =
u

3 U 3
w3 utu

— 3 — —
-u—ﬁzﬁ(eu-eu—l)EO, (1.191)
wobei wir die Produktregel und ein weiteres Resultat aus der Vorlesung “Theoreti-
sche Physik 1”7, V,, - @ = 3, benutzt haben. Da auch die rechte Seite von Gl. (1.188)
fiir 7 # 7’ verschwindet, ist diese Gleichung fiir diesen Fall bewiesen. Wir miissen
nur noch den zweiten Fall betrachten:

(ii) 7 = 7'. In diesem Fall ist ¥ = 0 und die obige Rechnung ist so nicht giiltig. Da
die rechte Seite von Gl. (1.188) aber formal auch nicht wohldefiniert ist (sie ist
unendlich), betrachten wir stattdessen ihr Integral iiber ein vorgegebenes Volumen

_ =/
_Ar / BB (7 — i) :{ dm, falls 7 €V, (1.192)
Vv

0, sonst.
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Andererseits gilt fiir das Volumenintegral {iber die linke Seite von Gl. (1.188)

1 1
/dgf’Arﬁ:/dgﬁAu—,
14 7= | 14 u

wobei wir die Integrationsvariable # = ¥ — 7/ substituiert und das Resultat (1.190)
benutzt haben.

Falls 7/ ¢ V', d.h. das Volumen V enthélt nicht den Ursprung « = 0, so verschwindet,
das Integral, weil aufgrund von GI. (1.191) aus Teil (i) des Beweises der Integrand
iiberall im Integrationsvolumen null ist.

Falls 7/ € V, also der Nullpunkt @ = 0 im Integrationsvolumen V' enthalten ist, de-
formiert man das Integrationsvolumen so, dass es einer Kugel mit Radius R und Mit-
telpunkt im Ursprung entspricht. Dies ist immer moglich, da der Integrand iiberall
mit Ausnahme des Ursprungs verschwindet, s. Teil (i) des Beweises. Also spielt es
keine Rolle, welche Form das Integrationsvolumen hat, da der Integrand im fragli-
chen Bereich null ist. Das Greensche Theorem (1.187) ergibt dann mit Gl. (1.148)

und @/u = €, = ¢,
1 - = 1 - e,
it f o] -f o ()
v u S(V) Ulu=r  JS(v) U/ u=r

s 27 1
= —/ dﬁsinﬁ/ d(pRQé;-é;ﬁ:—éLﬂ'.
0 0
Zusammenfassend gilt also
1 _ =/
/dgFAr b dm, falls 7 e V| (1.193)
v |7 — 7| 0, sonst.

Der Vergleich mit Gl. (1.192) ergibt die Behauptung, q.e.d.

Zerlegungssatz:

Sei @(r) ein im ganzen Raum definiertes Vektorfeld, das einschliefllich seiner Ableitungen
im Unendlichen hinreichend schnell gegen null strebt. Dieses Feld 148t sich stets in einen
longitudinalen und einen transversalen Anteil zerlegen,

Q(F) = @ (7) + () (1.194)
mit
. . . 1 IR VY (2l
a(f) = Va(r) , a(f) = 0 d3r |F_7£,|), (1.195)
VR T O S
a) = Vxio. B0 = o [ e (1.196)

Die Raumintegrale sind dabei iiber den gesamten Raum R? zu nehmen.
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1.6 Elektrodynamik in Integralform

Bemerkungen:

(i) Da die Rotation eines Gradientenfeldes verschwindet, gilt

VX =0 = VXa=VxXa+VXa§G=Vxad. (1.197)
(ii) Da die Divergenz eines Wirbelfeldes verschwindet, gilt
V.@,=0 = V-i=V-a@+V-aG=V-d (1.198)

Beweis des Zerlegungssatzes:
Mit der Identitét (vgl. Gl (1.89) aus der Vorlesung “Theoretische Physik I7)

ﬁx(ﬁxa)zﬁ(ﬁ@—m’

berechnen wir den Ausdruck

V, x |V, x i/d?’fF' f(rz
47 |77 — 7]

1 = . a1 a(i’)
= —V, d3—»/ . - d3_»/ .
e / A e 47?/ 7 — 7]
1 = .1 1 1
= —V, | &FaF") -V, —/d?”'* 7 A,
ir / P Ve m T ] T () &
1 = .1
= ==V [ &Fa) -V T / &P a(r") 6@ (7 — )
7T J—
1 = - a(r’) 1 =
= ——V, | & |V,.- — o a(r! a(r), (1.199
¥ [ o 9 ()~ B0 w0 00

wobei wir im vorletzten Schritt die Glgen. (1.189) und (1.188) ausgenutzt haben. Den
ersten Term berechnen wir mit Hilfe des Satzes von Gaufl (1.156),

—/ =) —/ =)
/d3f/vr/.(fle)zj[ df’- fff/ —0,
R3 |7 — 7| S(R3) |7 — 7|

da nach Voraussetzung @(7) im Unendlichen (der Oberfliche S(R?) von R?) hinreichend
schnell abfallen soll. Den zweiten Term in Gl. (1.199) identifizieren wir mit der Definition
(1.195) des skalaren Feldes «(r) als

1 - 1 = -
—Vr/d&’?/ —— V- d(i) = = Vo) = —a(7) .

47 |7 — 7|

Das vorlaufige Endresultat lautet also

a(7) = @y(F) + V, x [ﬁ X (%/d?’f' g(F:) )} .
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Den Term in eckigen Klammern werten wir mit Gl. (1.189) wie folgt aus

— alr’ — 1
v, x / w0 / & (Ve —— ) x @)
|77 — | 7 — 7

|
_ (s 1 L
= T ey x a(r'")

Den ersten Term wandeln wir mit der Verallgemeinerung (1.158) des Satzes von Gaufl in
ein Oberflachenintegral um,

=/ =/ =/ =/
/d3f'ﬁr,x<f(rjl):% df" x f(rfl ~0,
R3 |7 — 7| S(R3) |7 — 7|

da d@(7) im Unendlichen hinreichend schnell abfallen soll. Der zweite Term lautet mit der
Definition (1.196) des Vektorfeldes ()

1 - .
/ BV, x Qi) = 4x B(7)

|7 =]
Mit der Definition (1.196) des transversalen Anteils @; () haben wir als Endresultat
A7) = @(F) + V, x §(7) = @(F) + @(7) , qed.

Eindeutigkeit der Zerlegung:

Die Zerlegung (1.194) ist auch eindeutig, d.h. falls V 7 € R? das Quellenfeld von a(7),
V - d(r), und das Wirbelfeld von a(7), V x d(7), bekannt sind, dann ist d@(r) iiber die
Glgen. (1.194), (1.195) und (1.196) eindeutig bestimmt.

Nehmen wir an, es gebe zwei Vektorfelder @y, ds, die die gleichen Quellen- und Wirbel-
felder haben,

V-
V x

1

N
c U2,
.

X ay .

ST
|

< <

1 =

Fiir das Differenzfeld

-]l
Il
Q)
S

|
Su

gilt dann
6-526-61—6-6250, VXxD=Vxad—-Vxad=0.

Da das Wirbelfeld von D verschwindet, konnen wir D als Gradient eines skalaren Feldes
1 darstellen,

— —

D=Vy,
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1.6 Elektrodynamik in Integralform

das aufgrund der Quellenfreiheit von D die Laplace-Gleichung (1.103) erfiillt,
V-D= AP =0.

Da dy, d» und damit auch D hinreichend schnell im Unendlichen abfallen sollen, gilt dies
auch fir die skalare Funktion . Die erste Greensche Identitat (1.185) lautet mit ¢ = v

/Rgd?’F {QMQH (WJ)Z} :ﬁ(Rg)df- (@N@z)) _

da v im Unendlichen hinreichend schnell abfallen soll. Wegen Ay = 0 liefert diese Glei-

chung dann aber auch
L o\2
/ &7 (w) —0.

Da der Integrand positiv definit ist, kann dies nur erfiillt sein, wenn

Vi=D=0,

also ist d; = ds, q.e.d.
Eindeutigkeit der Maxwell-Gleichungen:

Wir wollen zum Abschlufl den Helmholtzschen Zerlegungssatz (1.194) anwenden, um die
Eindeutigkeit der Maxwell-Gleichungen (1.77), (1.78), (1.81) und (1.82) zu besprechen.

Jedes Vektorfeld @ hat drei unabhéngige Komponenten oder Freiheitsgrade, die man
mit Hilfe des Zerlegungssatzes (1.194) in einen longitudinalen Anteil @, und einen trans-
versalen Anteil @; zerlegt. Der longitudinale Anteil @, 148t sich aufgrund von GI. (1.195)
als Gradientenfeld einer skalaren Funktion o darstellen, entspricht also lediglich einem
unabhingigen Freiheitsgrad. Damit @ nicht iiberbestimmt ist, kann der transversale
Anteil d@; also nur zwei unabhéngige Freiheitsgrade besitzen. Obwohl a; also durch das
Wirbelfeld eines Vektorfeldes ﬁ ausgedriickt werden kann und B eigentlich drei Kompo-
nenten besitzt, konnen diese nicht alle unabhéngig voneinander sein. Die Tatsache, dass
dr quellenfrei ist, liefert im Prinzip eine zusétzliche Bedingung, mit deren Hilfe eine der
drei Komponenten von B eliminiert werden kann. Das Vektorfeld B bzw. der transversale
Anteil @; von a besitzen also nur zwei unabhingige Komponenten.

Wir zerlegen nun entsprechend Gl. (1.194) das elektrische Feld E und die magnetische
Induktion B in ihre longitudinalen und transversalen Anteile,

EEE}‘FE}, §E§€+§t

Die Maxwell-Gleichung (1.77) liefert aufgrund von Gl. (1.198) eine Bedingung fiir den
longitudinalen Anteil von E,

—

V- E=V B =2 (1.200)
€0
Die Maxwell-Gleichung (1.81) liefert entsprechend eine Bedingung fiir den longitudina-
len Anteil von B,

—

V-B=V-B,=0. (1.201)
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1 Grundlagen der Elektrodynamik

In der Maxwell-Gleichung (1.82) tritt aufgrund von Gl. (1.197) lediglich der transver-
sale Anteil von E auf,

ﬁxﬁzﬁxﬂ:—%—%. (1.202)

Der longitudinale Anteil By ist im Prinzip schon durch GI. (1.201) bestimmt. Obwohl es
sich also bei dieser Gleichung formal um eine vektorielle Gleichung mit drei Komponenten
handelt, werden lediglich zwei Freiheitsgrade des E —Feldes, ndmlich die von Et, mit zwei
Freiheitsgraden des B —Feldes, denen von gt, verkntipft.
Letztlich betrachten wir die Maxwell-Gleichung (1.78), die wir aufgrund von Gl. (1.197)
wie folgt schreiben kénnen,
VxBEVth:é(%+%>+uoj. (1.203)
Der longitudinale Anteil E, von E ist im Prinzip schon durch GI. (1.200) bestimmt. Fiir
vorgegebene Ladungsstromdichte j verkniipft diese Gleichung also lediglich zwei Frei-
heitsgrade des E—Feldes, die von gt, mit zwei Freiheitsgraden des E—Feldes, denen
von E;. Insgesamt liefern die beiden Vektorgleichungen (1.202), (1.203), die auf den ers-
ten Blick sechs Gleichungen darstellen, lediglich vier unabhéngige Bedingungen, um
die vier unabhéngigen Freiheitsgrade von Et, B, festzulegen. Zusammen mit den Gl-
gen. (1.200), (1.201) erhalten wir also sechs unabhingige Gleichungen, um die sechs
Freiheitsgrade der Vektorfelder E, B festzulegen. Die Maxwell-Gleichungen bestimmen

elektrisches Feld und magnetische Induktion also eindeutig, das Gleichungssystem ist
nicht iiberbestimmt.
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2 Elektrostatik

Im vorangegangenen Kapitel wurden die Grundlagen der Elektrodynamik diskutiert. In
den nachfolgenden Kapiteln werden wir Anwendungen der Maxwell-Gleichungen disku-
tieren. Wir beginnen zunéchst mit der Elektrostatik, d.h. solche Probleme, bei denen
das magnetische Induktionsfeld verschwindet, B = 0, und dariiberhinaus auch alle
Zeitableitungen null sind, z.B. 9E /0t = 0.

Fiir statische Probleme ist dariiberhinaus der Ladungsstrom null

J=0; (2.1)

es gibt allenfalls statische Ladungen und eine dazugehorige zeitunabhingige Ladungs-

dichte
p(t,7) = p(r) #0.

2.1 Grundgleichungen der Elektrostatik

2.1.1 Poisson-Gleichung

Im Fall verschwindender magnetischer Induktion ist die Maxwell-Gleichung (1.81) trivial
erfiillt. Wegen B = 0 und E /8t = 0, sowie Gl. (2.1) ist auch die Maxwell-Gleichung (1.78)
trivial erfiillt. Die verbleibenden Maxwell-Gleichungen (1.77), (1.82) lauten fiir statische
Probleme

V- E = 2, (2.2)
€0
VxE = 0. (2.3)

Die zweite Gleichung besagt, dass das elektrische Feld als Gradient einer skalaren Funktion
darstellbar ist. Dies ist in Ubereinstimmung mit Gl. (1.79), die fiir statische Probleme

(0A/0t = 0) lautet
E=-Vp. (2.4)

Eingesetzt in Gl. (2.2) erhalten wir die Poisson-Gleichung (1.100),
o).
Bl = (2.5)

die wir schon fiir allgemeine elektrodynamische Probleme im Falle der Coulomb-Ei-
chung (1.99) erhalten hatten. Wir brauchen jetzt aber die Coulomb-Eichbedingung (1.99)
nicht explizit zu fordern, da das Vektorpotential A in den Grundgleichungen (2.2), (2.3),
(2.4) der Elektrostatik gar nicht mehr auftritt.
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2 FElektrostatik

Die Gesamtheit der elektrostatischen Probleme reduziert sich also auf das Losen
der Poisson-Gleichung (2.5) fiir eine vorgegebene Ladungsdichte p(7). Da die Ladungs-
dichte als Inhomogenitét auf der rechten Seite der Poisson-Gleichung zeitunabhéngig ist,
und der Laplace-Operator auf der linken Seite lediglich Ortsableitungen enthélt, kann
das skalare Potential auch nur eine Funktion des Ortes, nicht aber der Zeit sein,

—

p(t,7) = o(7)
Um die Losung ¢(7) der Poisson-Gleichung (2.5) eindeutig zu bestimmen, muss man

aufler der Ladungsdichte p(7) noch Randbedingungen vorgeben.

2.1.2 Losung der Poisson-Gleichung

Die Losung der Poisson-Gleichung lautet

p(r) = 1/&pr) (2.6)

Areg |7 =7
Beweis:
Wir setzen Gl. (2.6) in die Poisson-Gleichung (2.5) ein,
, 1 L, p(r) 1/ I 1
Ar —_ A d3 / _ d3 / / Ari
2 () 47eg / |7 — 7| dmeg o) |7 — 7|
1 (7)

- / &5 p(i7') (—dm) 6O (7 — 7'y = — AL

47reg
wobei wir im vorletzten Schritt Gl. (1.188) benutzt haben, q.e.d.

Bemerkung:

Gl. (2.6) ist nicht die allgemeine Losung der Poisson-Gleichung, da wir immer eine

Losung ¢ (7) der Laplace-Gleichung (1.103) zu (2.6) dazuaddieren kénnen. Die Funktion
©(7) + ¢(7) erfiillt dann ndmlich ebenfalls die Poisson-Gleichung.

Beispiele:

(i) Feld einer Punktladung:
Die Ladungsdichte einer statischen Punktladung ¢ am Ort 7 ist gemafi Gl. (1.125)

p(7) = Q87 —7p) .

Eingesetzt in die Losung (2.6) der Poisson-Gleichung ergibt sich
1
/&*|Q SO (7 — 1) = @ (2.7)
T

— | 47T€0 |F— F0|
Fiir den Fall, dass 7y = 0, vereinfacht sich dies zu
1 Q

dmey T

ol =

4meg

() = o(r) =

(2.8)
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2.1 Grundgleichungen der Elektrostatik

— Q>0
—_ Q<0

0 r

Abbildung 2.1: Skalares Potential einer Punktladung Q.

Die Abhéngigkeit des skalaren Potentials einer Punktladung vom Abstand r ist
also mit der des Gravitationspotentials identisch, vgl. Gl. (2.184) der Vorlesung
“Theoretische Physik I”. Sie ist in Abb. 2.1 graphisch veranschaulicht.

Das zugehorige elektrische Feld berechnen wir gemifl Gl. (2.4),

E = _VT = - vr 5= = — Vu - =
() #(7) 4Teg |7 — 70| 41eg u
Q 7o

_ 9 (2.9)

47'('60 |77—770|3 ’

Q 14

4d7rey u?

S

—

wobei wir in den Zwischenschritten « = ¥—rj definiert haben. Fiir eine Punktladung
@ im Ursprung gilt
_, Q 1

E('F) = 47760 ﬁ €r .

(2.10)

Dieses Feld ist in Abb. 2.2 im Feldlinienbild (vgl. Abb. 1.40 der Vorlesung “Theo-
retische Physik I7) dargestellt. Fiir positive Ladungen, @) > 0, zeigt das elektrische
Feld von der Ladung weg (in €,—Richtung), fiir negative, Q) < 0, zeigt es zur Ladung
hin (in —é,—Richtung).

Die auf eine punktformige Testladung ¢ am Ort 7 durch dieses Feld ausgeiibte
Coulomb-Kraft (1.115) ist

w = qQ 1T —To
Fo(r) =aB(r) = 4 o

(2.11)

Diese Gleichung ist auch als Coulombsches Gesetz bekannt. Wir erkennen, dass
die Coulomb-Kraft dem 3. Newtonschen Axiom geniigt: die von der Testladung
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—
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(a) (b)

Abbildung 2.2: Elektrisches Feld einer Punktladung @, (a) fir @ > 0, (b) fiir @ < 0.
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g am Ort 7 auf die Punktladung @ am Ort 7, ausgeiibte Kraft ergibt sich ganz
natiirlich durch Vertauschen von q < Q, 7 1y,

= _ Qg mo—7 qQ T—170 = =
—d Tomt 9% TTT0 _ B = R
@4 47T€0 |'FO — ’FI?’ 47'('60 |’I7— ’I:’0|3 Q@ C(f‘)
Fiir 7y = 0 vereinfacht sich Gl. (2.11) zu
7 qQ 1
Fo(F) = —e.. 92.12
ol = 72 ¢ (2.12)

Wie bei der Gravitationskraft (vgl. Glgen. (2.25), (2.26) der Vorlesung “Theore-
tische Physik I") handelt es sich um eine Zentralkraft. Die Rolle der Zentralmasse
M iibernimmt die Punktladung () im Ursprung, die Rolle der sich im Gravitati-
onsfeld von M bewegenden Masse m die Testladung g. Die Gravitationskonstante
v wird durch den Vorfaktor 1/(4meg) ersetzt. Im Unterschied zur Gravitationskraft,
die stets anziehend wirkt, kann die Coulomb-Kraft aber sowohl anziehend, fiir
q @ < 0, als auch abstof3end, fiir ¢ ) > 0, wirken. Dieser Sachverhalt ist als Merkre-
gel “ungleichnamige Ladungen ziehen sich an, gleichnamige stoflen sich ab” bekannt.

Die Coulomb-Kraft ist auch eine konservative Kraft, denn es existiert ein Poten-

tial 01
_ _ 4% 1
Volr) = qolr) = o5

(2.13)

das sog. Coulomb-Potential, aus dem sich die Kraft berechnen 1&8t,
Fo(F) = =V Vo(r) = =gV ¢(r) = ¢ E(7)

wobei wir Gl. (2.4) benutzt haben. Das Ergebnis ist natiirlich konsistent mit GI.



2.1 Grundgleichungen der Elektrostatik

(1.115). Fiir konservative Krifte gilt die Wegunabhingigkeit des Arbeitsinte-
grals )
T2
ng = VC(FQ) — Vc(fi) = —ﬂ dF Fc(TT) s
d.h. fiir die geleistete Arbeit spielt es keine Rolle, auf welchem Weg man von 7
zu 75 gelangt. Da die Ladung ¢ lediglich ein multiplikativer Faktor in Gl. (1.115)
darstellt, muss auch das Wegintegral

Un = =2 = 2 (Vo) = Volri)) = () - o) = - | Car B, (214
q q 7

unabhéngig vom gewihlten Weg sein. Die Potentialdifferenz () — ¢(7) be-
zeichnet man auch als Spannungsdifferenz Us;, oder kurz Spannung. Aus der
Vorlesung “Theoretische Physik I” wissen wir, dass eine notwendige und hinreichen-
de Bedingung fiir die Wegunabhéngigkeit des Integrals (2.14) die Wirbelfreiheit des
elektrischen Feldes ist. Dies ist aber gerade durch die Maxwell-Gleichung (2.3) ga-
rantiert.

10.12.2010

Feld eines unendlich diinnen und langen, homogen geladenen Drahtes:

Wir legen den Draht entlang der z—Achse, so dass fiir die Ladungsdichte gilt

p(r) = K d(x)d(y) , (2.15)

wobei k die (konstante) Ladungsdichte pro Lingeneinheit ist. Die beiden J-
Funktionen sorgen dafiir, dass die Ladungsdichte nur bei x = y = 0, also entlang
der z—Achse, d.h. entlang des Drahtes nicht verschwindet.

Fiir das skalare Potential (2.6) erhalten wir dann

K / / / 1 / /
o0 = g [ 5(a') 81y

€0 y— y) (Z—ZV

K 1

> 1
= dz/
4mey /oo Vi +y2 + (2 — 2)? 47T€0 \/p2+u2
K o 1
dy —.
2meéo Jo VPP A+ u?

Hier haben u = 2’ — z substituiert, die Zylinderkoordinate p = /2 + y? eingefiihrt
und das Integral in zwei Teile aufgespalten, eines von —oo bis 0 und eines von 0
bis co. Da der Integrand aber symmetrisch unter v — —u ist, sind beide Integrale
gleich grof, also das gesamte Integral gleich zweimal dem von 0 bis oco.

Wie man sieht, hangt das Potential lediglich vom radialen Abstand p = /22 + y?
vom Draht ab, und nicht von z oder vom Polarwinkel ¢ = arctan(y/z). Dies muss aus
Symmetriegriinden auch so sein, da das Problem translationsinvariant entlang der
z—Achse und rotationssymmetrisch um diese Achse ist.
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Formal divergiert das verbleibende Integral an der oberen Integralgrenze logarith-
misch, du/u = dInu, deswegen miissen wir es zunéchst durch Einfiihren einer end-
lichen oberen Grenze “regularisieren”, die wir spéater gegen unendlich schicken,

" lim [ln (x/p2+L2+L> —lnp}

() . L d 1 K
= 1m u =
P 2mey L—oo J /p2 + 2 2mey L—oo

/T2 & 2 2
- " lim lnL+ L+ p - " iim ln1+ L+ (p/L)
2mey L—oo p 2mey L—oo p/L
K 2L 0> K 2L
= li h—+0|=)| = lim In—. 2.16
27eg P {n p + <L2)} 2meg oo p (2.16)

Hier haben wir das elementare Integral mit Hilfe einer Integraltafel gelost und In b—
Ina = In(b/a) sowie die Taylor-Entwicklungen 1+ 2z = 1+ x/2 + O(2?) und
n(2+x/2) =2(1+z/4)] =2 +1In(l+x/4) =In2+ /4 + O(2?) benutzt. Am
Ergebnis (2.16) wird die logarithmische Divergenz klar ersichtlich.

Potentiale sind aber nur bis auf additive Konstanten bestimmt. Physikalisch mef3-
bare Gréflen wie das elektrische Feld berechnen sich aus Ableitungen des Potentials,
vgl. Gl. (2.4), bei denen solche Konstanten keine Rolle spielen. Es spricht also nichts
dagegen, eine Konstante vom Ergebnis (2.16) abzuziehen, z.B. das Potential an ei-
nem vorgegebenen radialen Abstand p, = const.,

K 2L 2L K p
ren = - x) = li In— —1 = — | —, 2.17
Pren(p) = 9(p) — ¢(ps) Dme A ( n—- = ) 2mes (2.17)
wobei wir In(b/a) = —In(a/b) benutzt haben. Das renormierte Potential ¢,e,(p)

ist von L unabhéngig und endlich, vgl. Abb. 2.3. Der Nullpunkt liegt per Definiti-
on bei p = p,, wobei p, beliebig gewihlt werden kann, aber endich sein muss. Die
Regularisierung und Renormierung von Unendlichkeiten ist ein géngiges Ver-
fahren, welches insbesondere in der Quantenfeldtheorie Anwendung findet. Am
Beispiel des unendlich langen geladenen Drahtes sehen wir, dass solches auch in
der klassischen Feldtheorie notig sein kann. Wir werden im folgenden noch weitere
Beispiele diskutieren.

Wir berechnen nun das elektrische Feld:

2 = _ O ¢Pren(p) ko1
B = Vol =5, 2500 = 576

(2.18)

wobei wir d1n p/dp = 1/p, den Nabla-Operator in Zylinderkoordinaten,

(vgl. GL (1.151) der Vorlesung “Theoretische Physik I”) und die Tatsache, dass das
skalare Potential (2.17) von ¢ und z unabhéngig ist, benutzt haben. Das elektrische
Feld zeigt also in radiale Richtung (fiir k > 0 vom Draht weg und fiir kK < 0 zum

Draht hin) und féllt also mit wachsendem radialen Abstand vom Draht wie 1/p ab,
vgl. Abb. 2.4.



0 P. p

Abbildung 2.3: Renormiertes skalare Potential eines unendlich langen Drahtes, schwarze
Kurve fiir k > 0, rote Kurve fiir x < 0.

0 P. p

Abbildung 2.4: Elektrisches Feld eines unendlich langen Drahtes, schwarz fiir k > 0, rot
fiir K < 0.
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(iii) Feld einer unendlich diinnen, unendlich ausgedehnten, homogen gelade-

76

nen Ebene:

Wir legen die Ebene in die (xy)—Ebene bei z = 0, so dass die Ladungsdichte lautet

p(7) = 0 6(2). (2.19)

wobei o die (konstante) Ladungsdichte pro Flicheneinheit ist. Gemé$ Gl. (2.6)
lautet das skalare Potential

o(r) = 7 /dx’dy’dz' ( ! 5(2")

o > 1
= da’ dy’
dme /_oo Y \/(x—:c’)2+(y—y’)2—|—z2
o & 1

1 o0
- / dudv—:i/ dudy ————
drey J o Vu2+vi+ 22 Te Jy Vu? +v? + 22

wobei wir u = 2’ — z, v = ¢y — y und die Symmetrie des Integranden unter u — —u,
v — —v benutzt haben (was erlaubt, das Flachenintegral iiber die gesamte Ebene
als viermal das Flichenintegral tiber den ersten Quadranten darzustellen).

Man erkennt, dass das Potential nicht von 7, sondern nur vom Abstand z von der
geladenen Ebene abhingt. Dies muss aus Symmetriegriinden so sein, da das Problem
invariant gegeniiber Translationen in der (xy)—Ebene ist.

Fiir das verbleibende Flachenintegral bietet sich eine Berechnung in Polarkoordina-
ten an,

() o [~ d / /2 do 1 o / o q P
pz)=— PP TS 5. P

meo Jo 0 VR +22 o 260 Jo P2+ 22
wobei das Integral iiber den Polarwinkel ¢ direkt ausfithrbar ist, da der Integrand
nicht von ¢ abhéngt. Das verbleibende Integral divergiert linear an der oberen In-
tegralgrenze und muss, wie schon im vorangegangenen Beispiel, durch Einfiihrung

einer oberen Grenze regularisiert werden, die man spéter gegen unendlich schickt,

R
p(z) = 7 lim

p
dp —
260 R—oo J P /p2+22
2
= = lim (VR A2 [4]) = o~ lim [R—\z|+0(z—)] ,

260 R—oo €g R—oo R

wobei das Integral wegen d+/p? + 22 = pdp//p? + 2% elementar ausfiithrbar ist
und wir wieder die Taylor-Entwicklung /1 + 2z = 1 + z/2 + O(z?) benutzt haben.

Da das skalare Potential nur bis auf eine additive Konstante eindeutig bestimmt
ist, konnen wir eine (unendlich grofie) Konstante von obigem Ergebnis abziehen,
z.B. das Potential bei z = 0. Mit anderen Worten, wir renormieren das skalare
Potential,

0

feen(2) = 9(2) = (0) = =— lim (R—|2| — R) = 2] - (2.20)

260 R—o0 260
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Das elektrische Feld berechnet sich zu

~ > o 0|z o
E = — ren = _ 1% = — g * s 22]_
(1) = ~Fun(a) = o o &7 = T sga(a) e (2.21)
wobei
+1, 2>0,
sgn(z) = { 1 <o (2.22)

die sog. Signum- oder Vorzeichenfunktion ist.

Das elektrische Feld (2.21) einer unendlich ausgedehnten Ebene ist also konstant.
Bei positiver Flachenladungsdichte, o > 0, zeigt es von der Ebene weg und bei
negativer, o < 0, zur Ebene hin, vgl. Abb. 2.5.

l\y

X
- S
T
I oz = >
______ > ;Z
- i >
T
- >
—

Abbildung 2.5: Elektrisches Feld einer unendlich ausgedehnten, geladenen Ebene, fiir po-
sitive Flachenladungsdichte o > 0.

(iv) Coulomb-Eichung:
Mit dem Helmholtzschen Zerlegungssatz und der Losung der Poisson-Gleichung (2.6)
sind wir in der Lage, die Bewegungsgleichung (1.104) fiir das Vektorpotential in
Coulomb-Eichung in eine transparentere Form zu bringen. Zunéchst bemerken wir,
dass Gl. (2.6) die Poisson-Gleichung (2.5) selbst dann 16st, wenn die Ladungsdichte
und das skalare Potential eine Funktion der Zeit sind, d.h. die Poisson-Gleichung

+ 7
Ar@(taf) = _p( ’r)

€0

(1, 7) = — /d3f’7p(t’m (2.23)

7= 7|

wird durch
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gelost:
1 p(t,7") 1 / 1
App(t = P A, S = P p(t, ™) A,
P 4mo/ TR T e ) T AT AT
1

= / & plt, ) (=) 6O (7 — 1) = ~LET)

4meg

Der tiefere Grund ist, dass der Laplace-Operator keine Zeitableitungen enthalt und
die zusétzliche Zeitabhangigkeit der Ladungsdichte daher keine Auswirkung auf die
Form (2.23) der Losung hat. Die Zeitabhéngigkeit der Ladungsdichte fiihrt allerdings
zu einer Zeitabhéngigkeit des skalaren Potentials.

Wir berechnen nun mit Hilfe der Kontinuitétsgleichung (1.84)

dp(t, ) 1 5., Op(t, 7)1 1 / - - 1
) _ d —/ ) — d3 —/ o t =/
ot A7reg / " ot |Fr—r1" 47reg EANICUD

Dies setzen wir in Gl. (1.104) ein,

. . . 1 VAR e
AT = [jw—eovr (— [ T ))]
T T

4meg

-

= o [J(67) = Gu67)| = nodi(t.7)

wobei wir im vorletzten Schritt die Definition des longitudinalen Anteils der Strom-

dichte,
- - (1 Y, jt.7)
t,7) = - 37’ ’
Je(t,7) =V, ( 47T/ r 7 — 7| ’

vgl. GL. (1.195), und im letzten Schritt den Helmholtzschen Zerlegungssatz (1.194)
benutzt haben.

Die Bewegungsgleichungen fiir das skalare und das Vektorpotential in Coulomb-
Eichung lassen sich also in die kompakte Form

ASO = _ﬁ )
€0
0A = MOjt )

bringen. Die Bewegungsgleichung fiir das Vektorpotential ist, wie in der Lorenz-
Eichung, vgl. Gl. (1.94), eine inhomogene Wellengleichung, allerdings ist die
Inhomogenitét nicht, wie in der Lorenz-Eichung, die gesamte Ladungsstromdichte
j, sondern lediglich ihr transversaler Anteil .;t
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2.1.3 Elektrostatische Energie

Fiir den Fall verschwindender magnetischer Induktionsfelder, B = 0, lautet die Ener-
giedichte (1.106)
w = %0 E? . (2.24)
Die Gesamtenergie des elektrostatischen Feldes im gesamten Raum erhalten wir, wenn
wir die Energiedichte {iber R? integrieren, vgl. Gl. (1.182)

Eraq = 5 437 E2(7) . (2.25)

R3
Wir benutzen nun Gl. (2.4) und das Greensche Theorem (1.185) fiir ¢ = ¢,
€0 35 [& 2
Epaa = B d°r [VSO('F)}
R3

€o

- Af - [Vo@®)] o) — | &7 e(®) Ap( (2.26)
S f o 7 [Fo] 00 [ J

Das Oberflichenintegral verschwindet, weil vom Unendlichen aus betrachtet jede endliche
Ladungsverteilung in guter Ndherung als Punktladung im Ursprung betrachtet werden
kann. Das skalare Potential einer solchen Punktladung ist durch GIl. (2.8) gegeben, so
dass auf der Oberflache einer Kugel um den Ursprung mit Radius R

af- [%(R)] W(R) ~R? = — ~ = 0 (R— o).

Es bleibt also nur das Volumenintegral in Gl. (2.26) iibrig, das wir mit der Poisson-
Gleichung (2.5) wie folgt schreiben:

Braa = -2 [ dF () {—@] —5 [ #re o (2.27)

R3 €o

Benutzen wir noch die Losung (2.6) der Poisson-Gleichung, so lautet die elektrostatische

Feldenergie
8meq / / F F | (2.28)

Beispiel: Elektrostatische Energie zweier Punktladungen

E Feld —

Die Ladungsdichte zweier Punktladungen ¢, ¢o an den Orten 77, 75 lautet
p(r) = q 6P (F = ) + g2 6 (7 — 7%) .

Eingesetzt in Gl. (2.28) erhalten wir

Ere BraF (P —7) 6B (7 — 7,
Feld 87eo // 7 — ﬁ,| [ql (r'—71) (7 1)
+¢5 8D (F = %) 6O (F' = ) + 212 6 (F — 1) 6 (7' — 7y
1 2 2 2
= <ﬁqlq+ﬁ92q+ﬁthi)
87T€0 |7’1—T1‘ |7’2—T2| |7’1—T2|

= Fsebst,1 + Fseibst,2 + Bww
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wobel
1 g

—

8mey |7 — 77

Eselbst,i = — 00

die konstante, aber unendliche Selbstenergie der i—ten Ladung ist. Da Konstanten (ob
endlich oder unendlich) bei Energien (die immer relativ gemessen werden) keine Rolle
spielen, “renormieren” wir die Energie so, dass wir diese Konstanten von der Feldenergie
FEraq abziehen, so dass nur der Wechselwirkungsanteil Fww verbleibt,

1 q1 G2

EFeld,ren = EWW = = i
dmeq | — Th|

Diese Energie ist identisch mit der Arbeit, die Ladung ¢; im Feld der Ladung ¢», die bei
7y sitzt, vom Unendlichen zum Ort 7} zu verschieben,

41492
= Fww -

Wise = @1 [p(71) — ¢(00)] = A

Umgekehrt konnte man auch die Ladung ¢» im Feld der Ladung ¢, die bei 7] sitzt, vom
Unendlichen zum Ort 75 verschieben; dies ergibt dieselbe Arbeit.

2.2 Einfache elektrostatische Probleme

2.2.1 Felder an Grenzflachen

Es stellt sich die Frage, wie sich das elektrische Feld an geladenen Grenzflachen verhélt,
vgl. Abb. 2.6.

Abbildung 2.6: Elektrisches Feld beim Durchgang durch eine geladene Fliche und Gauf3-
sches Kiéstchen.

Das auf die Flache treffende elektrlsche Feld bezeichnen wir mit EZ, das von der Fliche
ausgehende mit E,. La. gilt E; #* E,. Wir wollen im folgenden den Zusammenhang zwi-
schen E; und E, ermitteln. Dazu legen wir um die Fléche ein sog. Gaufisches Késtchen
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mit dem Volumen AV = AF Azx. Die senkrecht zur Flidche stehende Kante Az werden
wir gegen null streben lassen. Der Satz von Gaufl (1.156) liefert

/ d37—3_’E_’)(,’7):% de(F) — AFﬁ(Ea_Ez) )
AV S(AV)

Az — 0

da d f auf der zu E; gehorenden Oberflache des Késtchens in umgekehrte Richtung zeigt
wie auf der zu E, gehorenden. Mit Hilfe der Maxwell-Gleichung (2.2) gilt andererseits

/ &PrV - E(F) = 7?0 _ L AR ,
AV AV €0 €0
wobei ¢ die Flachenladungsdichte auf der Oberfliche ist. Der Vergleich der beiden Glei-
chungen ergibt also
ﬁ(EM—E)zf. (2.29)
€0

Falls die Grenzflache geladen ist, o # 0, ist die Normalkomponente des elektrischen
Feldes beim Durchgang durch die Grenzfliche also unstetig. Der Sprung des elektrischen
Feldes entspricht genau der Flachenladungsdichte o (dividiert durch ).

Wir iiberpriifen Gl. (2.29) am Beispiel der geladenen Ebene aus dem vorangegange-
nen Abschnitt. Dort stand das elektrische Feld senkrecht auf der Ebene, es hat also
ausschliefllich eine Normalkomponente und keine Tangentialkomponente,

i-E=|E|=E, E=Ef.

Das Feld zeigt vor und hinter der Ebene in umgekehrte Richtungen, also gilt fiir 6 > 0
Ba-Bi=B(z=0)- Bl =0 = 3~ (5] = Z.

was mit Gl. (2.29) iibereinstimmt.

Gleichung (2.29) macht lediglich eine Aussage iiber die Normalkomponente des elek-
trischen Feldes. Um die Tangentialkomponente zu untersuchen, betrachten wir eine
sog. Stokessche Fliche, vgl. Abb. 2.7. Der Normalenvektor auf dieser Fldche (also aus
der Bildebene von Abb. 2.7 herauszeigend) liegt entlang der geladenen Grenzfliche, es
handelt sich um den zur Grenzfliche gehérenden Tangentialvektor ¢. Fiir den zur Fliche
AF gehorenden Normalenvektor gilt also

Af=AFTt.
Fiir die Vektoren entlang des Randes der Flache AF gilt
Al =AlEx 7= —AL .

Auch diese zeigen tangential zur Grenzfliche. Mit Hilfe des Satzes von Stokes (1.168)
erhalten wir

/dfﬁxﬁ(a:f ar- B(i) — AC((xd)- (B B)
AF C(AF)

Az — 0
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Abbildung 2.7: Stokessche Fléche.

weil die Beitrdge von den senkrecht zur Grenzfliche stehenden Wegstiicken im Limes
Az — 0 verschwinden. Andererseits gilt aufgrund der Maxwell-Gleichung (2.3)

/ df -V x E() =0.
AF
Der Vergleich der beiden Gleichungen liefert
(Fx i) - (Ba—Ei) =0, (2.30)

die Tangentialkomponente des elektrischen Feldes geht stetig durch die Grenzfléche.

2.2.2 Plattenkondensator

Als Anwendungsbeispiel betrachten wir den Plattenkondensator, d.h. ein System aus
zwei gleich groflen Platten der Fliche F', die im Abstand a parallel zueinander stehen,
vgl. Abb. 2.8. Die Dicke d der Platten sei vernachléssighar gegeniiber ihrem Abstand a,
der wiederum vernachlissigbar gegeniiber ihrer raumlichen Ausdehnung ~ /F sei. Auf
diese Weise ist sichergestellt, dass Randeffekte vernachlissigt werden konnen. Es gilt also

d<a< VF .

Die beiden Platten seien homogen geladen, mit identischem Betrag der Ladung, |Q)|,
allerdings umgekehrtem Vorzeichen; die Platte bei z = 0 sei positiv, ¢} > 0, und die bei
z = a negativ, —Q < 0, geladen. Die Fldchenladungsdichte auf der positiv geladenen
Platte ist
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a

Abbildung 2.8: Der Plattenkondensator.

fiir die auf der negativ geladenen gilt entsprechendes mit umgekehrtem Vorzeichen. Die
Platte bei z = 0 erzeugt ein elektrisches Feld

o —z
Ei(z) = 5sen(2) €7,

vgl. Gl. (2.21), wihrend die Platte bei z = a dementsprechend ein elektrisches Feld

E_(2) = —2160 sgn(z —a)e”

erzeugt. Der Sprung im elektrischen Feld bei beiden Platten ist

Ei(:=0)—E,(2= -0 =E (:=a-0)-E (:=a+8)=2-2=2,
260 €0
wie von der Sprungbedingung (2.29) gefordert. Die Vorzeichen ergeben sich daraus, dass
das elektrische Feld von der positiv geladenen Platte weg und zur negativ geladenen Platte
hin zeigt.
Das gesamte elektrische Feld ist eine Uberlagerung der von den Platten erzeugten elek-
trischen Felder,

0, a<z,
o

E(z)=FEi(2)+ E_(2) = 2160 [sgn(z) —sgn(z —a)] = g , 0<z<a, (2.31)
0, z<0

Offenbar ist das Feld nur zwischen den Platten von null verschieden, denn dort haben
die beiden Signum-Funktionen unterschiedliches Vorzeichen, sie heben sich also nicht ge-
geneinander weg, wie im Auflenraum des Plattenkondensators. Das elektrische Feld zeigt
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Abbildung 2.9: Das elektrische Feld des Plattenkondensators.

von der positiv geladenen Platte bei z = 0 zur negativ geladenen bei z = a, vgl. Abb. 2.9.

Das das elektrische Feld (2.31) generierende (renormierte) skalare Potential lautet of-
fensichtlich (vgl. Gl. (2.20))

oa -
e a<z
260 ) )
U oz + o4 0<z<
= = —— — |z = = -+ — z<a
‘Pren(z) 90+,ren(z) + ‘P—Jen(z) 20 (|Z| |Z a|) € 2% )
oa
+—, z<0.
260
(2.32)
Das skalare Potential besitzt also nur innerhalb des Kondensators eine nichttriviale Orts-
abhéangigkeit.
Die zwischen den beiden Kondensatorplatten herrschende Spannung ist
ca Qa
U= ¢ren(z =0) — ren(z = =—=—.
Prnlz = 0) = s =) = T2 = =2

Zwischen Kondensatorladung ) und Spannung U besteht also eine Proportionalitit,

Q=CU, (2.33)
wobei die sog. Kapazitit des Kondensators
F
C =€) — (234)
a

ist. Sie ist allein durch die Dimensionierung des Plattenkondensators (Fliache F, Abstand
a) gegeben und hat die Einheit Farad,
As m? As

€] Vm m A%
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Die Energiedichte im Inneren des Plattenkondensators betriagt nach Gl. (1.106)
w=—FE=—" "+ =", (2.35)

und die Gesamtenergie demzufolge

2
1
Epeld:/d?’Fw:wFa:iQ Fa= Q2 a —
174

Q* 1
2€0F2 2 EOF C

_ _ L
=SQU=5CU". (230)

2.3 Randwertprobleme
2.3.1 Poisson-Gleichung mit Randbedingungen

Eine nichttriviale Losung (2.6) der Poisson-Gleichung setzt voraus, dass der Ort 7, an
dem wir das skalare Potential ¢(7) bestimmen, innerhalb des Integrationsvolumens des
Integrals auf der rechten Seite liegt, ansonsten verschwindet die é—Funktion unter dem
Integral. Dies erreicht man einfach dadurch, dass das Integrationsvolumen stets mit dem
R3 gleichgesetzt wird. Dies ist deshalb immer moglich, weil die Ladungsdichte p(7’) i.d.R.
rdumlich begrenzt ist, so dass man das Raumintegral ohne weiteres auf alle Bereiche
ausdehnen kann, in denen p(7’) = 0 ist. Fiir » — oo kann man fiir die Losung (2.6) der
Poisson-Gleichung und das zugehorige elektrische Feld folgende Abschétzungen machen:

dreg 7 — 7
- g ] ) = 47?60% —0 (1 = 00), (2.37)
E() = —Vip(f) = - 47360 / &7 p(i") V', |F_1F,|
- 4;60 /d377’p(77’) ‘;__;/]3
ey F) G e G 0 ). (239)

An diesen Gleichungen erkennt man noch einmal explizit, dass jede rdumlich beschrénkte
Ladungsdichteverteilung vom Unendlichen aus betrachtet wie eine Punktladung aussieht.

Es gibt jedoch eine ganze Reihe von Problemen, in denen der betrachtete Raumbereich
V' endlich ist und man sucht das skalare Potential an allen Raumpunkten innerhalb
von V. Die Poisson-Gleichung (2.5) 148t sich auch fiir diesen Fall 16sen, allerdings muss
man neben der Ladungsdichte p(7') in V' entweder das skalare Potential, ¢, oder die
Normalkomponente des elektrischen Feldes, E - i, auf der Oberfliiche S(V) kennen.
Dies definiert ein sog. Randwertproblem, welches wir im folgenden néher erldutern
werden.

Wir benutzen zunéchst die Greensche Identitat (1.186) fiir die spezielle Wahl ¢(7') =
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L/|r =7,

d 1 1 —
j{ df’ [cp(F')ﬁ'.vr, - ﬁ’-wap(*’)}
S(V)

|7 — 7

— d3—»/ —/ A/ o A/ —/

/v ’ {“"(” " e S

= —dn / B (7 6 (7 — ') + — / 4’7
1% 1%

wobei wir im letzten Schritt Gl. (1.188) (mit A, f(|7 —7'|) = Ay f(|7— 7'])) und Gl
(2.5) benutzt haben. Das erste Integral liefert bis auf Vorfaktoren die gesuchte Losung
©(r). Wenn wir die Gleichung nach ¢(7) auflésen und auflerdem noch Gl. (2.4) und die
Identitit V,. |7 — 7|71 = +(F — 7')/|F — 7'|® benutzen, so erhalten wir

1 (7! 1 A (F=7) A B
o(7) —/dgT/7< ) 7{ df’ |p((r") H( _,,3)+ - <_, )
1% S(V) — 7|

" 47 7= 7| 4w |7 |7 — 7|

(2.39)

Bei vorgegebener Ladungsdichte p(7’) fiir 7/ € V und vorgegebenen o(7') bzw. E(7') =
—V, (7' fiir 7' € S(V), also auf der Oberfliiche von V| ist das skalare Potential fiir
7 € V, also innerhalb des betrachteten Raumbereichs, bestimmbar.

Der erste Term in Gl. (2.39) ist identisch mit Gl. (2.6). Es tritt aber nun mit dem
Oberflachenintegral ein zusétzlicher Term auf. Wir {iberpriifen, dass er im Grenzfall V' —
R? verschwindet. Fiir 7/ € S(R?), d.h. also 7’ — oo, gilt mit den Glgen. (2.37) und (2.38)

it (F=T) 1é -7 1
) T Y s T e
i’ E(F') 11 1
_ ~ _— = —
|,':’_7:’/| ,r/2 r! T'?’

Weil df’ ~ 1’2, verschwindet das Oberfliichenintegral also wie 1/’ fiir 7/ — oo und wir
erhalten wieder die urspriingliche Losung (2.6) der Poisson-Gleichung.

Eine wichtige Schluifolgerung aus Gl. (2.39) ziehen wir fiir den Fall, dass der betrachtete
Raumbereich V' frei von Ladungen ist, p(7’) = 0 fiir 7/ € V. In diesem Fall erfiillt ()
die Laplace-Gleichung (1.103) mit der Losung

fir p(7')=0. (2.40)

1 n'- .
- _ d / —/
@(F) A7 %S‘(V) f [@(T ) ‘7:’_ 7:’/‘3 + ‘f’_ 7:*/|

Das skalare Potential ist also vollstandig durch seine Werte ¢(7') bzw. die seiner Norma-
lableitung 7/ - V,.(7') = —i’ - E(7"’) auf dem Rand S(V') bestimmt.

2.3.2 Klassifizierung von Randbedingungen

-

Wir werden sehen, dass man nicht sowohl (7') als auch @’ - V,p(F') = —ii’ - E(F')
auf dem Rand vorgeben muss, es geniigt, entweder ¢(7’) oder 7’ - V,.¢(r’) zu kennen.
Man unterscheidet demzufolge
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(i) Dirichletsche Randbedingungen:
¢ ist auf S(V') gegeben.

(i) Neumannsche Randbedingungen:
it - Vi ist auf S(V) gegeben.

Man kann auch gemischte Randbedingungen betrachten, bei denen stiickweise entweder
Dirichletsche oder Neumannsche Randbedingungen vorgegeben sind.

Eindeutigkeit der Losung:

Wir zeigen nun zunéchst, dass fiir vorgegebene Randbedingungen die Losung (2.39)
der Poisson-Gleichung bis auf eine Konstante eindeutig bestimmt ist. Wir nehmen an,
es gibe zwei Losungen ¢ (7), ¢2(7) dieser Gleichung,

T
Aorafr) = 2D
€0
wobei die Randbedingungen fiir die beiden Losungen identisch sind, d.h.
01(r) = pa(r) Ve S(V) (Dirichlet)
oder B .
n-Voi(r)=n-Veo(r) VreS(V) (Neumann) .

Die Differenzfunktion
V(7)) = 01(7) — @a(7)

erfiillt dann offensichtlich die Laplace-Gleichung

Ap(r) =0
mit den Randbedingungen
P(r) =0 VreS(V) (Dirichlet) , (2.41)
bzw. )
n-Vi()=0 Vv7e S(V) (Neumann) . (2.42)

Das erste Greensche Theorem (1.185) lautet fiir ¢ = -

/Vd3f[¢Aw+ (W)Q} :ﬁ(v)dfwﬁ-%.

Die rechte Seite verschwindet fiir beide Typen von Randbedingungen. Da 1 die Laplace-
Gleichung erfiillt, erhalten wir also die Bedingung

/Vd?’F (W)Q —0,

die wegen der positiven Definitheit des Integranden nur fiir

6w =0 = Y = const.
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erfiillt werden kann. Wir erhalten also das Resultat, dass sich die beiden Losungen ¢y, o
lediglich um eine Konstante C' unterscheiden,

©1(7) = pa(r)+C VreV qed. (2.43)

Diese Konstante spielt natiirlich fiir physikalisch beobachtbare Gréflen wie die elektrische
Feldstérke keine Rolle. Fiir Dirichletsche Randbedingungen kann man sie noch genauer
festlegen, wenn man benutzt, dass @1, @9 hinreichend oft stetig differenzierbar in V' sind
(Voraussetzung fiir die Greenschen Theoreme), mithin also auch stetig in V' sind. Dies
gilt natiirlich auch fiir die Differenzfunktion /. Sie nimmt also auf dem Rand von V' den
gleichen (konstanten) Wert an wie in V. Gemaf Gl. (2.41) ist diese Konstante dann aber
null, d.h. fiir Dirichletsche Randbedingungen gilt tiber Gl. (2.43) hinaus, dass

p1(7) = () VTeV.

Fiir Neumannsche Randbedingungen 148t sich eine solche weitergehende Folgerung
nicht ziehen, da nach Gl. (2.42) lediglich die Ableitung von ¢ auf dem Rand S(V)
verschwindet. Dies erlaubt nach wie vor, dass sich ¢; und ¢2 um eine Konstante unter-
scheiden.

Da sowohl die Vorgabe von Dirichletschen wie auch von Neumannschen Randbedingun-
gen die Losung (2.39) bis auf eine (unwesentliche) Konstante eindeutig bestimmt, muss
man nicht gleichzeitig Randbedingungen fiir ¢ und 7i- 6@ fordern, es geniigt, entweder
Dirichletsche oder Neumannsche Randbedingungen festzulegen. Dies wird versténdlich,
wenn man bedenkt, dass ¢ und 7 - ﬁgp nicht unabhéngig voneinander, also auch nicht
getrennt voneinander festlegbar sind. Dies wiirde zu Widerspriichen fiihren.

Welchen Typ von Randbedingungen man fiir ein gegebenes Problem wéhlt, hangt von
der Problemstellung ab. Falls das skalare Potential ¢ auf dem Rand S(V') bekannt ist,
bieten sich Dirichletsche Randbedingungen an. Falls aber die Normalkomponente der
elektrischen Feldstirke 7 - E bekannt ist, wahlt man zweckméfigerweise Neumannsche
Randbedingungen.

2.3.3 Greensche Funktionen

Wir wollen die Poisson-Gleichung (2.5) mit Randbedingungen nun zunéchst formal 16sen.

Hierzu benutzen wir ein duflerst wirkungsvolles Verfahren zur Losung linearer inhomoge-

ner partieller Differentialgleichungen, die Methode der Greenschen Funktionen.
Gegeben sei eine lineare inhomogene partielle Differentialgleichung vom Typ

D, p(R) = 9(7) (2.44)
wobei D, ein beliebiger Differentialoperator ist. Z.B. gilt fiir die Poisson-Gleichung
@T =A,.

Die Greensche Funktion G(7,7") der Differentialgleichung (2.44) ist ganz allgemein
diejenige Funktion, die dieselbe Differentialgleichung mit einer §—Funktion als Inhomo-
genitét erfiillt,

A~

D, G(7,7') = ad®(F —7'),
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wobei a = const. eine unwesentliche Konstante ist. Z.B. lautet die Differentialgleichung
fiir die Greensche Funktion G(7,7') der Poisson-Gleichung

Aﬂﬂﬁﬁ):—iﬂﬁw—Fq. (2.45)

€o

Im Vergleich mit der Poisson-Gleichung ist also offenbar lediglich die Ladungsdichte p(7)
durch eine d—Funktion ersetzt worden. Physikalisch interpretiert man dies so, dass die
Greensche Funktion G(7,7") der Poisson- Glelchung identisch mit dem skalaren Poten-
tial ¢(7) einer Punktladung am Ort 7 der Stirke Q = 1 ist. Dieses hatten wir aber
schon berechnet, vgl. Gl. (2.7), also

1 1
dmeq |77 — 7|

G(F, ') =

+F(F 7). (2.46)

Durch Vergleich mit Gl. (1.188) erkennt man, dass bei Einsetzen der Losung (2.46) in Gl.
(2.45) schon der erste Term die rechte Seite von Gl. (2.45) liefert. Dementsprechend muss
F(7,7") eine Funktion sein, welche in V' die Laplace-Gleichung

A, F(77") =0

erfiillt. Es ist bereits erwéhnt worden, dass eine Losung der inhomogenen Differential-
gleichung (Poisson-Gleichung) nur bis auf eine Losung der homogenen Differentialglei-
chung (Laplace-Gleichung) eindeutig bestimmt ist. Daher kann eine Losung F'(7,7') der
Laplace-Gleichung stets zur Losung der Poisson-Gleichung addiert werden. Diese Funk-
tion ist zunéchst beliebig wéhlbar. Diese Wahlfreiheit werden wir spéter ausnutzen, um
spezielle Randbedingungen zu realisieren.

Fiir das folgende werden wir lediglich fordern, dass F(7,7’) symmetrisch unter Ver-
tauschung von 7 und 7/ sein soll, F\(7,7') = F(7',7). Aus Gl. (2.46) lesen wir ab, dass
dann auch die Greensche Funktion symmetrisch unter Vertauschung ihrer Argumente ist,
G(r,7") = G(r’,7). Damit gilt auch

A G(r,7') = Aw G, 7) = — 5“( —7) = —— 07 =) = A G(7,7), (247)

€0 60
wobei wir Gl. (2.45) mit vertauschten Argumenten 7 und 7’ sowie d(z) = d(—=z) benutzt
haben. Vergleichen wir die linke und rechte Seite von Gl. (2.47), so stellen wir fest, dass
es keine Rolle spielt, ob wir beim Laplace-Operator in Gl. (2.45) nach 7 oder nach 7’

differenzieren.
Wir benutzen nun die Greensche Identitét (1.186) fiir () = G(r, ),

/ A7 [p(7) A G(F 7)) — G(7,7') A (7))
\4
= = [ el 8O-+ = [ @G o)
\%4

€ Jv €0
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wobei wir im ersten Schritt die Glgen. (2.5) und (2.47) benutzt haben. Fiir 7 € V' kénnen
wir diese Gleichung nun nach ¢(7) auflésen,

—

df’ [@(F’) iV G P + G ) it - FJ(F’)] :
v)
(2.48)

o) = | T CE ) a0

wobei wir im letzten Term noch Gl. (2.4) benutzt haben.

Gleichung (2.48) ist vollig dquivalent zu Gl. (2.39), aber nun haben wir die Méglichkeit,
iiber die frei wahlbare Funktion F(7,7") (a) entweder den zweiten oder (b) den ersten
Term im Oberflachenintegral zu eliminieren, so dass (a) lediglich Dirichletsche oder (b)
Neumannsche Randbedingungen spezifiziert werden miissen.

(a) Dirichletsche Randbedingungen:

Falls p(7") auf S(V') vorgegeben ist, wihlt man F(7,7') so, dass der zweite Term
im Oberflachenintegral verschwindet,

7{ df Gp(F,7#)it' - E(F') =0 . (2.49)
S(V)

Dies kann man z.B. dadurch erreichen, dass die Greensche Funktion auf dem Rand
verschwindet,

Gp(r,7)y=0 Vvr'eSV). (2.50)
Dann lautet die Losung (2.48) der Poisson-Gleichung

o) = [ GO ) — o A )i GGl (251)
1% S(V)

Da () auf S(V) und p(7’) in V' bekannt sind, ist die Losung des Problems auf
die Bestimmung der Greenschen Funktion Gp(r,7") zuriickgefiihrt, wobei sie die
Bedingungen (2.49) und (2.50) erfiillen muss.

(b) Neumannsche Randbedingungen:

Falls 7’ - E(7) auf S(V) vorgegeben ist, so wiirde man in Analogie zum obigen
Fall versuchen, F(7,7") so zu wihlen, dass der erste Term im Oberflichenintegral
verschwindet,

7{ df (P i’V Gn(F7) =0,
S(V)

und wiirde dies dadurch zu erreichen suchen, dass man den Gradienten der Green-
schen Funktion auf dem Rand null setzt,

Ve Gy(F 7)Y =0 Vi eSV).
Dies fithrt aber zu einem Widerspruch mit Gl. (2.45). Einerseits gilt fiir 7€ V'

1 1
/ &P A G (77! = —— / e (e e e
\%4 %4

€o €o
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2.3 Randwertprobleme

Andererseits gilt mit dem dritten Greenschen Theorem (1.187)

1 — —
o E/ &7 A G (7 F) = 7{ AR MNGEOR
v S(V)

€o

Der Gradient der Greenschen Funktion kann also auf dem Rand nicht verschwinden,
sonst ergibt das Oberflichenintegral nicht den Wert —1/¢,. Wir versuchen stattdes-
sen den Ansatz .
i V. Gy(Fi)=—— Vi eSV), (2.52)
EQF
wobei F' die gesamte Oberfliche von V' ist. Dann gilt fiir den ersten Term im Ober-
flachenintegral in Gl. (2.48)

7{ df ()it - Vo Gu(7 ") = =22, (2.53)
S(V) €0
wobel .
Yo = — df" p(7") = const.
F Jso

der konstante Mittelwert des skalaren Potentials auf der Oberfliche S(V') ist. Die
Losung (2.48) lautet nun

wﬁ—wwi/ﬁﬁGMﬁWWWU—@% df Gn(F P i’ - E(F) . (2.54)
1% S(V)

Da E(7') auf S(V) und p(7’) in V bekannt sind, reduziert sich auch in diesem
Fall das Problem auf die Bestimmung der Greenschen Funktion G (7, 7"). Diese
Funktion muss nun die Bedingungen (2.52) und (2.53) erfiillen.

2.3.4 Methode der Spiegelladungen 220l
Als Anwendung der Methode der Greenschen Funktionen auf Randwertprobleme der Elek-
trostatik besprechen wir nun die sog. Methode der Spiegel- oder Bildladungen. Das
typische elektrostatische Problem, bei dem diese Methode zur Anwendung kommt, ist
die Berechnung des skalaren Potentials ¢(7), das von einer gewissen Ladungsverteilung
p(7) vor einer (im Idealfall unendlich) ausgedehnten, leitenden und geerdeten Platte er-
zeugt wird. O.B.d.A. liege die Platte in der (xy)—Ebene und die Ladungsverteilung sei
bei z > 0, vgl. Abb. 2.10. Gesucht wird das skalare Feld in der unendlichen Halbebene
V={reR%z>0}

Wir miissen zunéchst die Randbedingungen festlegen. Die Tatsache, dass die Plat-
te leitend und geerdet ist, bedeutet, dass das skalare Potential () auf der Platte
einen konstanten Wert annimmt. Denn wenn dem nicht so wére, dann bestiinde eine
Potentialdifferenz bzw. eine Spannung zwischen zwei Punkten 7, 75 auf der Platte,
(7)) — o(71) = Usy # 0, also ein nichtverschwindender Gradient Vo # 0 bei 7 bzw.
7. Aufgrund von Gl. (2.4) existiert dort auch ein elektrisches Feld E = —6@ # 0.
Dieses erzeugt aufgrund von Gl. (1.115) eine Coulomb-Kraft Fo = qE auf die bei 7
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2 FElektrostatik

Abbildung 2.10: Typische Situation bei einem Randwertproblem.

befindlichen Ladungen ¢ , welches zum Ladungsfluf fiihrt. Da die Platte leitend und
geerdet ist, verschieben sich die Ladungen so lange, bis auf sie keine Kraft mehr wirkt,
sie sich also im elektrostatischen Gleichgewicht befinden. Dann sind aber sdmtliche
Potentialdifferenzen auf der Platte ausgeglichen, mithin das skalare Potential auf der
Platte konstant.

Wir kénnen 0.B.d.A. den Wert des skalaren Potential auf der Platte gleich null setzen,

o(r)=0 V7= (z,v,0). (2.55)

Im Unendlichen, also V z > 0 und x,y — 400, muss das skalare Potential aufgrund seiner
Stetigkeit ebenfalls null sein,

lim ¢(F)=0 Vz>0. (2.56)

z,y—=+oo

Die Glgen. (2.55) und (2.56) legen die Randbedingungen des Problems vollsténdig fest.
Sie sind offensichtlich vom Dirichletschen Typ.
Die Greensche Funktion hat gemaf Gl. (2.46) die Form

1 1
P A
ColhT) = ey F=71

+ Fp(7,7") (2.57)

wobei die Funktion Fp(7,7') die Laplace-Gleichung
ATFD(F, 7_’”) =0
und die Greensche Funktion Gp(7,7') die Bedingung (2.49),

7{ df Gp(F, 7Y it - E(F')
S(V)

0,
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2.3 Randwertprobleme

erfiilllen. Wie im vorangegangenen Abschnitt besprochen, realisieren wir letztere Bedin-
gung durch die Wahl
Gp(r, 7 )y=0 Vr'eS(V), (2.58)

vgl. Gl. (2.50), also durch das Verschwinden der Greenschen Funktion auf der leitenden
Platte und im Unendlichen.

Wir betrachten zunéchst die leitende Platte bei 2/ = 0. Wie schon oben diskutiert, kann
man den ersten Term in der Greenschen Funktion (2.57) als skalares Potential ¢(7*’) einer
Punktladung der Stiarke () = 1 interpretieren, die sich am Punkt 7 € V befindet. Um die
Greensche Funktion bei 2 = 0 zum Verschwinden zu bringen, wéhlen wir die Funktion
Fp(7,7") so, dass sie dem skalaren Potential ¢ (7") einer Punktladung mit umgekehrter
Ladung, also der Stiarke ) = —1, entspricht, die sich am Punkt s = (x,y, —z) befindet,
also am an der (ry)—Ebene gespiegelten Punkt 7

1 1
/| '

Fo(rii) = = P — 7]

(2.59)

Genau dann heben sich das skalare Potential der Ladung (2 = 1 bei 7" und das der Ladung
@ = —1 bei g auf der Platte bei 2’ = 0 gegenseitig auf:

1 1
Gp(r:i2',y,0
PO = g Vie =22+ (y—y)?+ 2
1 1
Areo \f(x — /)2 + (y — )2 + (—2)?
= 0,

fiir beliebige 7 € V und 7’ = (2/,¢/,0), d.h. auf der Platte. Die Bedingung (2.58) ist also
auf der Platte (2/ = 0) erfiillt.
Im Unendlichen |7/| — oo verschwindet die Greensche Funktion (2.57) mit der Wahl
(2.59) fiir die Funktion Fp(7,7") ebenfalls. Also ist die Randbedingung (2.49) erfiillt.
Wir iiberpriifen noch, dass die durch Gl. (2.59) gegebene Funktion Fpp (7, 7") die Laplace-
Gleichung in V erfiillt. Wenden wir den Laplace-Operator auf Fp(7,7") an, so folgt wegen

0?/02* = 0%/9(—z)* und mit Gl. (1.188)

Ar FD(FaF,) = AT‘BFD(,F: F') = _4736 (—47’(’) 5(3)(773 —F,)
0
1 / / /
= Loty ) s - =0,

weil 7, 7/ € V, und daher z > 0 und 2’ > 0 sind. Damit ist —z — 2’ in V' niemals null
und die letzte d—Funktion verschwindet. Die Funktion Fp(r,7") erfiillt also in der Tat
die Laplace-Gleichung in V.

Die Greensche Funktion (2.57) fiir dieses Problem lautet also

G (7 7) = — ( ! ! ) (2.60)

T dme \[F =7 |Fg— 7|

1 1 1
e <¢<x—x'>2+<y—y'>2+<z—z'>2 B \/(x—x’)2+(y—y’)2+(Z+z’)2> |
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An dieser Form sieht man auch sofort, dass G p(7, 7’) symmetrisch unter der Vertauschung
7« 7" ist. Man kann daher auch im zweiten Term in Gl. (2.60) 75 und 7’ durch 75 =
(', y', —2") und 7 ersetzen und erhilt die dquivalente Form

G, 7') = — ( ! ! ) (2.61)

Cdmeg \[F 7| P74

Die Tatsache, dass man die Randbedingungen fiir diese Funktion durch Einfiihren ei-
ner an der (ry)—Ebene gespiegelten Ladung erfiillt, erklirt den Namen “Methode der
Spiegelladungen”.

Um das elektrostatische Problem in V' zu losen, setzen wir die Greensche Funktion
(2.61) in Gl. (2.51) ein. Aufgrund der Randbedingungen (2.55) und (2.56) verschwindet
der zweite Term und wir erhalten

1 1 1
= 37 p(7! — . 2.62
o0 = L7 (=~ ) (262

Diese Gleichung hat eine einfache Interpretation: das skalare Potential des Randwertpro-
blems ergibt sich durch Addition des durch die Ladungsverteilung p(7’) innerhalb von
V' erzeugten skalaren Potentials und eines skalaren Potentials, das durch eine bei 77}, al-
so auBerhalb von V', angesiedelte Spiegelladungsverteilung —p(7’) erzeugt wird. Die
Spiegelladungsverteilung hat die gleiche Form, aber umgekehrtes Vorzeichen wie die echte
Ladungsverteilung p(7”), vgl. Abb. 2.11.

Abbildung 2.11: Zur Methode der Spiegelladungen.

Der Vorteil der Methode der Spiegelladungen ist, dass die Losung (2.62) des Rand-
wertproblems bis auf den Spiegelladungsterm die gleiche Form hat wie die Losung (2.6)
eines elektrostatischen Problems ohne Randbedingungen auf der Oberflache S(V'), bzw.
mit Randbedingungen im Unendlichen. Der Spiegelladungsterm ist also genau so konstru-
iert, dass er die Randbedingungen auf S(V) ersetzt.
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2.3 Randwertprobleme

Beispiel: Punktladung iiber unendlich ausgedehnter, geerdeter Metallplatte

Diese Situation ist in Abb. 2.12 dargestellt. Das physikalische Randwertproblem, Abb.
2.12(a), wird durch ein Problem mit einer Spiegelladung, Abb. 2.12(b), ersetzt.

107
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(0,0,2)
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Abbildung 2.12: Punktladung iiber einer unendlich ausgedehnten, geerdeten Metallplatte.

Die Ladungsverteilung in diesem einfachen Beispiel ist durch
) = 00~ )

gegeben, wobei 7 = (0,0, zo) ist; zo ist der Abstand der Ladung ¢ von der Metallplatte.
Eingesetzt in Gl. (2.62) erhalten wir demnach

q 1 1
) = Ameq (|F—F0\ \F—FB\)

q L ! (2.63)
dmeo \ /22 +y2 + (2 — 20)2 V22 + 2+ (24 20)2) '

wobei wir g = (0,0, —zo) benutzt haben, vgl. Abb. 2.12(b). Die Methode der Spiegella-
dungen ersetzt das Randwertproblem einer Punktladung am Ort 7 iiber einer unendlich
ausgedehnten, geerdeten Metallplatte durch ein Problem mit einer Punktladung bei
und einer bei 7z befindlichen Spiegelladung der Stiarke —q. Ganz offensichtlich erfiillt das
skalare Potential (2.63) die Randbedingungen (2.55) und (2.56).

Das zum skalaren Potential (2.63) gehorende elektrische Feld berechnet sich nach Gl
(2.4) zu

n = —»): q (l’,y,Z—Zo) (l’,y,2+2’0)

B(f) = - - 2.64
)=~V = e | 7= roP |7 — 5]’ (2.64)
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Es steht senkrecht auf der Metallplatte,

E(l‘ y O) _ q (xvya _ZO) _ ("L‘aysz)
T 4reg /:E2+y2+z23 /22 + 2+223
0 Yy 0
q (070720) q 20 2

(2.65)

— — e”.
2meq /ff2+?/2+283 2meq /x2+y2+233

Dies erklart sich sofort daraus, dass die elektrische Feldstirke als Gradient des skalaren
Potentials, vgl. Gl. (2.4), stets senkrecht auf einer Aquipotentialfliche (in diesem Fall die
Metallplatte mit ¢(7) = 0) stehen muss. Der Feldlinienverlauf ist schematisch fiir ¢ > 0
in Abb. 2.13 abgebildet.

Abbildung 2.13: Feldlinienverlauf einer Punktladung ¢ > 0 iiber einer unendlich ausge-
dehnten, geerdeten Metallplatte.

Feldlinien der elektrischen Feldstédrke haben ihren Ursprung stets auf positiven Ladun-
gen ¢ > 0 und enden auf negativen Ladungen ¢ < 0. Im betrachteten Fall enden die auf
der Punktladung entspringenden Feldlinien auf der Metallplatte. Wir erwarten also, dass
diese eine negative Flichenladungsdichte o < 0 trigt. Diese wird durch die Punktladung
g > 0 iiber der Platte induziert oder, wie man sagt, influenziert. Es handelt sich um
eine sog. Influenzladung.

Die Influenzladung 148t sich aus der Sprungbedingung (2.29) fiir die Normalkomponente
des elektrischen Feldes bestimmen. Unterhalb der Metallplatte, fiir z < 0, verschwindet
das elektrische Feld vollstandig. Oberhalb, fiir z > 0, ist es durch Gl. (2.64) gegeben.
Da es auf der Platte senkrecht steht, hat es dort lediglich eine Normalkomponente. Die

96



2.3 Randwertprobleme

Sprungbedingung (2.29) impliziert damit eine Flachenladungsdichte

_1 <0
3
2T /22 + 42 + ZS

wobei E(x,y,0) der (negative) Betrag der elektrischen Feldstérke (2.65) auf der Metall-
platte ist. Wie erwartet, ist die Flachenladungsdichte negativ. Offensichtlich ist die Feld-
stdrke und damit auch die influenzierte Flachenladungsdichte nicht konstant auf der Me-
tallplatte: direkt unterhalb der Punktladung (z = y = 0) ist ihr Betrag am groéfiten

und fillt dann mit p = /22 + y? wie 1/4/p? + 22 ® ab. AuBerdem nimmt ihr Maximum
bei x = y = 0 mit zunehmendem Abstand 2, der Punktladung von der Metallplatte wie
1/23 ab. Die funktionale Form der Flichenladungsdichte als Funktion von p ist in Abb.
2.14 dargestellt.

o(x,y,0) = ¢ E(z,y,0) =

, (2.66)

o]

2Tz 2

0 20 2z, p

Abbildung 2.14: Betrag der von einer Punktladung ¢ bei (0,0, z9) auf einer unendlich
ausgedehnten, geerdeten Metallplatte in der (xy)—Ebene influenzierten
Flachenladungsdichte als Funktion des radialen Abstands vom Ursprung.

Die gesamte Influenzladung erhalten wir durch Integration der Fldchenladungsdichte
tiber die (xy)—Ebene, wobei wir dabei zweckméafigerweise Polarkoordinaten verwenden,

2 [e'e)
q =0 1
toa = /dxdya(x,y,m:—— d¢/ dpp—a
2m Jo 0 /p2+283
1 o0

> d 1
= —QZO/ dp | ———F—= | =120 57—
0 ( dp\/p2+z%> VPt

Die gesamte Influenzladung auf der Platte ist also identisch mit der Bildladung bei 7.

=—q. (2.67)
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Da die Influenzladung auf der Platte das umgekehrte Vorzeichen wie die Punktladung
tragt, besteht eine anziehende Kraft zwischen Ladung und Platte, die sog. Bildkraft.
Um zu berechnen, welche Kraft die Influenzladungsverteilung auf der Metallplatte auf die
Punktladung bei 7y ausiibt, ist es am einfachsten, wenn man ausnutzt, dass die Wirkung
der Influenzladung auf der Platte bei z = 0 mit der der Bildladung bei 75 identisch ist.
Dann ist die Bildkraft einfach durch die Coulomb-Kraft zwischen zwei Punktladungen
mit Abstand |7y — 75| = 2 2z gegeben,

- _ Q(_Q) 1 g% — — q2 &
dmeq (2 29)2 167eg 22

(2.68)

Wie bei entgegengesetzten Ladungen nicht anders zu erwarten, zeigt diese zur Platte hin.
14.1.2011
2.4 Orthogonale Funktionen und Multipolentwicklung

In diesem Abschnitt beleuchten wir die Losung der Poisson- bzw. der Laplace-Gleichung
noch von einem etwas mathematischeren Blickwinkel. Diese Losung 148t sich haufig da-
durch vereinfachen, dass man die gesuchte Losungsfunktion zunéchst nach einem Satz
von anderen, bekannten Funktionen entwickelt und dann die Koeffizienten dieser Ent-
wicklung bestimmt. Um dies zu verstehen, miissen wir zunéchst einige mathematische
Begriffe, wie z.B. die Vollstindigkeit von Funktionensystemen, einfithren. Viele Proble-
me der Theoretischen Physik weisen eine sphérische Symmetrie auf. Fiir solche ist ein
bestimmtes Funktionensystem, die sog. Kugelflaichenfunktionen, zur Entwicklung der
Losungsfunktion besonders geeignet. Dies fithrt dann letztlich zur sog. Multipolentwick-
lung. Die Kugelflaichenfunktionen spielen auch bei der Losung der Schrodingergleichung
fiir das Wasserstoffatom in der Quantenmechanik eine tragende Rolle.

2.4.1 Vollstdndige Funktionensysteme

Betrachten wir einen Satz von komplexwertigen Funktionen Uy (x), Us(z), ..., Un(x) mit

U: RD[a,b] — McCC
a,b] 52 — Ujlx)e M.

Der Satz kann dabei endlich (N < oo) oder unendlich (N — o00) sein. Im letzteren
Fall sprechen wir von einem Funktionensystem. Folgende Begriffe sind fiir die U; von
Bedeutung.

(i) Orthonormalitit:

Zwei Funktionen U, (z), U,,(z) heiflen orthonormal, falls

/b dz U} (z) Up(x) = Opm (2.69)

wobei U die zu U,, komplex konjugierte Funktion ist. Dies ist analog zur Ortho-
normalitat zweler kartesischer Einheitsvektoren in einem /N —dimensionalen reellen
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Vektorraum,
N

€n Em = E €niCm,i = 5nm .

i=1
In der Tat kann die linke Seite von Gl. (2.69) als Skalarprodukt fiir Funktionen
Un(x), Uy (x) aufgefait werden.

Vollstiandigkeit:
Fiir gegebenes M < N definieren wir die Funktion

fu(@) = aU), (2.70)

i=1

mit komplexwertigen Koeffizienten ¢; € C. Offensichtlich ist die Funktion fy(x)
eine Linearkombination der Funktionen U;. Sie hat damit denselben Definitions-
und Wertebereich wie die Funktionen U;. Wir betrachten nun eine beliebige andere
Funktion f(z) mit

f: Rola, b)) — McCC
[a,b] 22 +— f(z)eM,

also ebenfalls mit demselben Definitions- und Wertebereich wie die Funktionen U;.
Es stellt sich die Frage, inwieweit die Funktion f,; eine Approximation der Funk-
tion f ist. Dazu miissen wir ein geeignetes Maf fiir die Abweichung der Funktion
fu von der Funktion f definieren. ZweckméBig ist z.B. das mittlere Fehlerqua-
drat

Qu = /dxlf(fc)—fM(x)lzz/ de [f*(z) = fu @] [f(2) = far(2)]

a

= /abda:f*(:c)f(a:)—éci/abdxf*(l’)[fi(x)

M b

- ch / deU;(z) f(x) + Y ¢ej [ daUp(x) Uj(x)

_ / bdxf*(x)f(x)—ici / e () Uie)

_ ch/ dz U/ (z) f(x) + chci , (2.71)

i=1

wobei wir im letzten Schritt angenommen haben, dass die Funktionen U; ortho-
normal sind.

Die bestmogliche Approximation fj; der Funktion f ist nun diejenige, die das
mittlere Fehlerquadrat ()); minimiert. Dies kann man durch geschickte Wahl der
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100

Koeffizienten ¢; in Gl. (2.70) erreichen. Die Bedingung, dass ()5, als Funktion der
¢; ein Minimum annimmt, lautet

dQu b
0 = 5 :—/dxf*(:c)Uj(a:)+cj, 1<j<M,
Cj o
d@ b . |
- dciu:_/ dzUj(2) f(2) +¢5, 1<j<M,
J a

wobei wir ausgenutzt haben, dass Real- und Imaginérteil einer komplexen Zahl, oder
auch eine komplexe Zahl und die zu ihr komplex konjugierte Zahl, unabhéngige Va-
riablen sind. Die notwendige Bedingung dafiir, dass das Fehlerquadrat ()5, minimiert
wird, lautet also

Ci :/ dz U (z) f(z), ¢ :/ de f*(x)Uy(x), 1<i< M, (2.72)

a

Mit dieser Wahl der Koeffizienten lautet das minimale Fehlerquadrat

b M
QM,min = / dz f*(x) f(x) — ZC:CZ' .

Da andererseits per Definition @Qasmin > 0, gilt

Z\ciﬁg/ da | f(2))? . (2.73)

Dies ist die sog. Besselsche Ungleichung.

Nehmen wir nun an, wir hitten die Koeffizienten cq,...,cy in der Form (2.72)
angepaflt, also fiir gegebenes M die bestmogliche Approximation f); der Funktion f
gefunden. Es ist dann intuitiv klar, dass wir bei Hinzunahme einer weiteren Funktion
Upriq bei geeigneter Wahl des entsprechenden Koeffizienten ¢y, 1 das Fehlerquadrat
weiter minimieren kénnen, Q11 < @y (falls das nicht moglich sein sollte, kann man
immer noch ¢y = 0 setzen, um den Fehler wenigstens nicht zu verschlechtern).

Entsprechend 148t sich bei Hinzunahme noch weiterer Funktionen das Fehlerquadrat
weiter verkleinern. Generell erwarten wir, dass die Approximation der Funktion f
immer besser wird, je grofler M ist, also je mehr Funktionen U; zur Approximation
zur Verfiigung stehen. Falls M — oo, besteht die berechtigte Hoffnung, dass man
die Funktion f exakt als Linearkombination der Funktionen U; darstellen kann,

f(z) = Z ¢; Ui(x) . (2.74)

Dies ist genau dann der Fall, wenn das Funktionensystem Uy, Us,, ... vollstindig
ist.

Um den Begriff der Vollstédndigkeit eines Funktionensystems zu definieren, bend-
tigen wir eine weitere
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Definition: Die Reihe der in Gl. (2.70) definierten Funktionen f); konvergiert im
Mittel gegen die Funktion f,

lim fy(z) = f(x) Vaé€lab],

M—o0

falls
b

lim Qu = lim [ dz|f(z) = far()]" =0

M—oo M—o0 a

Nun koénnen wir den Begriff der Vollsténdigkeit definieren.

Definition: Ein Funktionensystem orthonormaler Funktionen Uy, U, , . .. heifit voll-
standig, falls fiir jede Funktion f die Reihe der Funktionen f3; im Mittel gegen f
konvergiert. Dann ist die Funktion f durch Gl. (2.74) gegeben.

Die Koeffizienten ¢; in der Entwicklung (2.74) von f nach einem vollstdndigen Funk-
tionensystem bestimmt man formal durch Multiplikation dieser Gleichung mit U ()
und Integration iiber x. Die Orthonormalitdt der Funktionen Uj;, U; liefert dann

o0

/de* Zc,/ dz U; (z) Us(z) = Zciéji:cj. (2.75)

=1

Diese Gleichung ist identisch mit Gl. (2.72) und bestétigt, dass wir das Fehlerquadrat
in der Approximation der Funktion f durch die Entwicklung (2.74) minimiert, bzw.
in diesem Fall sogar zum Verschwinden gebracht haben. In diesem Fall gilt also
unter Benutzung von Gl. (2.75)

b
Ozj\/lllinooQM:/(; dx

bzw.

o0
— E ¢ Ui(x
i=1

/ dr |f(a ZW

o0

Sl = [ dels@ (2.76)

i=1
Dies ist die sog. Parsevalsche Gleichung, die den Spezialfall der Besselschen Un-
gleichung (2.73) fiir M — oo repréisentiert. Die Vollstédndigkeit des Funktionensy-
stems der U; wird dadurch zum Ausdruck gebracht, dass nun das Ungleichheitszei-
chen durch ein Gleichheitszeichen ersetzt wird.

Setzen wir Gl. (2.75) in Gl. (2.74) ein,

0 b
=3 [t s - [ [

so erkennen wir, dass linke und rechte Seite nur dann {ibereinstimmen, wenn die
Funktionen U; die sog. Vollsténdigkeitsrelation

Z Ui (y) Ui(z) = 6(z — y) (2.77)
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erfiillen.

Wir merken noch an, dass die Entwicklung (2.74) vollig analog zur Zerlegung eines
beliebigen Vektors @ nach den kartesischen Einheitsvektoren eines N —dimensionalen
reellen Vektorraums ist,

N
:E a; €;
i=1

Dabei ist das vollsténdige Funktionensystem der U; mit der Basis {é7, ..., €y} zu
identifizieren, und die Koeffizienten ¢; in der Entwicklung (2.74) mit den Kompo-
nenten a; des Vektors @ in dieser Basis. Diese berechnen sich bekanntlich aus dem
Skalarprodukt

€ -a.

a;

Entsprechend 1d8t sich die linke Seite von Gl. (2.75) als Skalarprodukt der Funk-
tionen U; und f auffassen, vgl. auch die Diskussion zu Gl. (2.69). Die Parsevalsche
Gleichung ist auch einfach zu interpretieren. Ihre rechte Seite ist das Skalarprodukt
der Funktion f mit sich selbst und die linke Seite die Summe iiber die Quadrate der
“Komponenten”. Fiir einen Vektor @ in einem N —dimensionalen reellen Vektorraum

liest sich dies
N
2 _
> ai=
i=1

was identisch mit der Definition des Skalarprodukts ist.

In den folgenden beiden Abschnitten werden wir zwei wichtige Beispiele fiir vollstindige
Funktionensysteme besprechen.

2.4.2 Fourier-Reihen und Fourier-Integrale

Wir betrachten den Raum der reellwertigen Funktionen auf dem Intervall [—m, x]. Ein
vollstédndiges Funktionensystem beziiglich dieses Raums sind die trigonometrischen
Funktionen,

Up(z) = —=, Up(z)=—=cos(nz), V,(z)=-—sin(nz), n=1,2,.... (2.78)

Wir priifen zunéchst die Orthonormalitét des Funktionensystems (2.78):

/ideo(x)Uo(x) _ /ﬂd:p=1
da Uy(z) Uy (z) = /
i)

)
Y|

dz cos(nz) =0,

dz sin(nz) =0,

%‘ %‘H

/ " e Up(2) Vi(z) =

102



2.4 Orthogonale Funktionen und Multipolentwicklung

/ e Uy(@) Un(z) = 2+ / " dz cos(nz) cos(ma)

0, falls n #m
- L[ dx cos’(nz) =1, falls n=m

T 1
/ dz V,(z) Vin(z) = —/ dz sin(nx) sin(mx)
- T
- 0, falls n #m
- L[ dz sin’(nz) =1, falls n=m
= dum
s 1 ™
/ dz U, (z) Viu(z) = —/ dz cos(nx) sin(mz) =0, (2.79)
-7 T J_x

wobei wir eine Reihe von elementaren Integralidentitéten ausgenutzt haben [8].
Das Funktionensystem (2.78) ist vollstindig, weil man jede auf [—m, 7] definierte
Funktion in eine Fourier-Reihe entwickeln kann,

Qo

fz) =agUp(x +Z a, Up(z) + b,V (2)] = m+%2[an cos(nzx) + b, sin(nz)| .
"~ (2.80)

Es ist intuitiv klar, warum man sowohl Cosinus- als auch Sinusfunktionen benétigt:
der Cosinus ist eine gerade Funktion seines Arguments, d.h. cos[n(—z)] = + cos(nz),
wihrend der Sinus eine ungerade Funktion ist, sin[n(—x)] = — sin(nz). Mit den Cosinus-
Funktionen kann man also lediglich gerade und mit den Sinus-Funktionen ungerade Funk-
tionen darstellen. Fiir beliebige Funktionen bendtigt man beide. Die Funktion Uy = const.
bendétigt man schliefllich, um auch konstante Funktionen darstellen zu kénnen.

Die Fourier-Koeffizienten berechnet man mit Hilfe der Orthonormalitétsrelationen
(2.79),

™

w = [ dxf(x)Uo(x)=% s,

™

4y = /def() f/ d f(z) cos(nz) ,
b = [ def@) Vi) = - 7def( 7) sin(nz)

Mit Hilfe der trigonometrischen Funktionen 148t sich auch ein hinsichtlich des Raums

der auf dem Intervall [—7, 7] komplexwertigen Funktionen vollstindiges Funktionen-
system konstruieren. Wir definieren

Oy(a) = UO“”):%Q—W’
Un(o) +iVia) 1 | T

[cos(nx) + ¢ sin(nz)] =

:sz
=
I

V2 Vo
U(z) —iVi(z) 1

Ui(z) = = [cos(nx) — i sin(nz)] =

V2 V2r
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wobei wir die Euler-Gleichung ¢ = cos z+i sin x benutzt haben. Diese drei Gleichungen
lassen sich auch in der Form
- 1 )
Un(x) = e n=0,£1,+2 ... 2.81
(@) = (2:31)
zusammenfassen. Man zeigt mit Hilfe der Orthonormalitétsrelationen (2.79) fiir die tri-
gonometrischen Funktionen, dass die Funktionen U,, die Orthonormalitétsrelation

T B B 1 m '
/ dz U} (z) Uy (z) = %/ dgelm—me =5, (2.82)

—T —T

erfiillen. Die komplexe Fourier-Reihendarstellung einer beliebigen komplexwertigen Funk-

tion lautet
o0

N I — 4
flz) = Z ey Up(x) = Nz Z cp e (2.83)

n=—oo n=—oo

mit komplexwertigen Koeffizienten

- / " e U (2) f(z) = \/% " dp e f(z) (2.84)

Die Vollstindigkeitsrelation (2.77) fiir die Funktionen U, lautet

e}

S i) Tale) = 5= > e =5z — ). (2:5)

19.1.2011

Diese Betrachtungen lassen sich durch Reskalieren x — z7/L auf Intervalle beliebiger
GroBe [—L, L] verallgemeinern. Wir betrachten das orthonormale Funktionensystem

~ 1 nw
0, (z) = ex (z—x) Cn=0,+1,42, ... 2.86
(@) = o= e (i (2:80)
und die Fourier-Entwicklung
> ~ 1 > nmw
T) = ey Uplr) = — Cp €X (z—x) . 2.87
f0= 3 b=z 3 ao (i (287

Die Fourier-Koeffizienten lauten

.nm

Cp = /LL dz U (z) f(x) = \/% /LL dz exp (—ZT x) f(z) . (2.88)

Die Vollsténdigkeitsrelation (2.85) nimmt die Form

o0 (e 9]

S Unw) Uula) = 5= > exp [i% (2 — )] = 5z — ) (2.89)

n=—oo n=—oo

all.
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Wir sind nun in der Lage, die Fourier-Entwicklung auf Funktionen, die auf dem gesam-
ten R definiert sind, zu verallgemeinern. Dazu lassen wir L — oo gehen. Voraussetzung
ist allerdings, dass man sich auf sog. quadratintegrable Funktionen f beschriankt, d.h.
Funktionen f, fiir die

| sl <o

o0
Um die obigen Resultate auf quadratintegrable Funktionen zu iibertragen, muss man
zunéchst beachten, dass die diskreten Werte

nim
bn=—, n=0%+1,42 ...,
I n

die sich um Ak = 7/L unterscheiden, in ein Kontinuum von Werten iibergehen,

{knE%,n:O,il,iQ,...}ﬁ{keR}ER.

Die Funktionen U, (z) werden dann kontinuierliche Funktionen der Variable k, U(z, k).
Wir miissen ihre Normierung neu bestimmen, da der alte Normierungsfaktor der U, (z),
Gl. (2.86), fir L — oo gegen null geht. Wir betrachten dazu die Vollsténdigkeitsrelation
(2.89) und fithren die Summation tiber n durch die Identitéit 1 = (L/7)Ak — (L/7)dk in

ein Integral iiber k£ von —oo bis oo iiber,

[e.9]

oz —y) = i U (y) Up(z) = % % Z Ak exp (—z% y) exp (z% :c)

_ / Ak Ty, k) O, ) (2.90)

Die korrekt normierten Funktionen lauten also
0w, k) = —
x, k)=
V2T

Thre Orthonormalitét folgt aus der Vollstandigkeitsrelation (2.90) durch Umbenennen der
Variablen, k — =, v — k, y — q,

etk (2.91)

5k o0 q e—ixq eia:k [e8)
— f— l‘ f—
( 2 o0 V2T V2T o0

Auch die Fourier-Koeffizienten ¢, werden kontinuierliche Funktionen der Variable k,

de U*(x,q) Uz, k) . (2.92)

o(k) = /_ " 4w 0 (k) f(x) = \/%7 /_ " dwe it f(a) | (2.93)

[e.9]

Die Fourier-Reihe (2.87) wird zum Fourier-Integral

fx) = / " (k) U(a, k) = ¢L2_7r / T de(k) (2.94)

e}
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Diese Gleichung ist bemerkenswert symmetrisch zu Gl. (2.93). Es tritt kein weiterer Nor-
mierungsfaktor auf, wie man zunéchst vermuten wiirde, wenn man versucht, Gl. (2.87)
dhnlich wie die Vollstandigkeitsrelation (2.90) fiir kontinuierliche &k zu verallgemeinern. Es
gilt ndmlich mit Gl. (2.93) und der Vollsténdigkeitsrelation (2.90)

[ arewOery = [ ak [~ a0 s ) O
= /Oodyf(y)/oodk(?*(y,k)ﬁ(x,k)

_ /_°° dy f(y)o(z —y) = f(x)

wie es nach Gl. (2.94) sein muss.

2.4.3 Laplace-Gleichung in Kugelkoordinaten und
Kugelflachenfunktionen
Die Kugelflichenfunktionen bilden ein weiteres vollstéandiges Funktionensystem, das ins-

besondere bei Problemen mit Kugelsymmetrie zur Anwendung kommt. Betrachten wir
beispielsweise die Laplace-Gleichung (1.103) und schreiben diese in Kugelkoordinaten,

r2 Or

10 0 1
AD(r, 9, @) = {— — <r2 5) + = AWO} O(r,9,p) =0, (2.95)

wobei wir Gl. (1.174) der Vorlesung “Theoretische Physik I: Mechanik I” benutzt und den
Winkelanteil des Laplace-Operators als

19 0 1
A 9 (g L)y L 2.
%= Snd 99 <Sm"‘9 819) T 579 0g? (2.96)

geschrieben haben. Dann 148t sich die Laplace-Gleichung offenbar in der Form

0 0
g (r2 E) O(r, 0, p) = =Dy, (1,7, 0) (2.97)
schreiben. Zur Losung dieser Gleichung machen wir nun einen sog. Separationsansatz,
®(r, 0, ) = R(r) A, ¢) (2.98)

wobei die Funktion R(r) der sog. Radialanteil der Losung ist, der lediglich von der
Radialvariable r abhéngen soll, und Q(¢, ¢) der Winkelanteil der Losung ist, der lediglich
von Polar- und Azimutwinkel 9 und ¢ abhéngen soll. Setzen wir den Separationsansatz
(2.98) in GL. (2.97) ein, so erhalten wir

0. ¢) (ﬂ %) R(r) = —R(r) Mg, Q9. 0)
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2.4 Orthogonale Funktionen und Multipolentwicklung

wobei wir auf der linken Seite den Anteil der Losung, der nicht von r abhéngt, und
auf der rechten Seite den, der nicht von 1, ¢ abhingt, vor den jeweiligen Differential-
operator gezogen haben. Da die Funktion R(r) lediglich von einer Variable abhéngt,
konnen die partiellen Ableitungen durch gewohnliche ersetzt werden. Nach Division durch
O(r, 0, ) = R(r) Q, ¢) (# 0, da wir nach nichttrivialen Losungen ®(r, ¢, ) der Laplace-
Gleichung suchen) erhalten wir

1 d(,d 1
R(r) dr (T 5) R(r) = ) A Q9 0) - (2.99)

Wir erkennen nun den Vorteil des Separationsansatzes: die linke Seite dieser Gleichung
héngt ausschlief3lich von r und die rechte ausschlieflich von ¥, ¢ ab. Damit linke und
rechte Seite fiir beliebige r, v, ¢ identisch sind, miissen sie konstant sein, also

1 d 5 d _ d , d -
R(r) dr (T 5) Rr)=C < 5 (7“ 5) R(r) = CR(r), (2.100)
und
1
Q) 2ol 9) = =C = Lo, A 0) = —CA, ) (2.101)

mit derselben Konstanten C. Wir betrachten zunédchst Gl. (2.101) und machen einen
weiteren Separationsansatz,

Q0 ¢) = 0W) Z(y) , (2.102)

um die ¥— von der p—Abhéngigkeit zu trennen,

Z(0) [ L d (smﬂi) +c} ow) = 0w —— L 7
sind dd dv sin? 9 dp?
= {sinﬂ a4 (sinﬂ i) + C sin® 19} eW) = L& Z(p)=D
O(v) do do Z(p) dy? ’

mit einer Konstanten D € R. Die rechte Seite dieser Gleichung ist identisch mit
—Z(p)+ D Z(p) =0, (2.103)

d.h. der Bewegungsgleichung des harmonischen Oszillators. Die Losung dieser Bewegungs-
gleichung ist bekannt, Z(p) ~ eii\/ﬁ“’, allerdings ist die Konstante D nicht festgelegt.
Zur Konstruktion der allgemeinen Losung miiite man im Prinzip iiber alle méglichen
Werte von D € R integrieren, Z(¢) ~ [ dD z(D) ¢VD? mit einer noch zu bestimmenden
Koeffizientenfunktion z(D). Dies ist hier aber nicht notwendig, da der Winkel ¢ auf dem
kompakten Intervall [0, 27| definiert ist. Daher greift all das im Abschnitt 2.4.2 Gesagte
iiber auf einem kompakten Intervall [a, b] vollstindige Funktionensysteme. Die allgemeine
Losung von Gl. (2.103) kann wie in Gl (2.74) als Entwicklung nach einem vollsténdigen
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Funktionensystem angegeben werden. Fiir das Intervall [0, 27] (das dquivalent zum Inter-
vall [—7, 7] ist) bieten sich die Basisfunktionen (2.81) an. Die allgemeine Losung von
Gl. (2.103) hat dementsprechend die Form

- A
Z(@):E > ™, (2.104)

sie ist also eine Linearkombination der Funktionen U,,(z) aus Gl. (2.81) mit diskreten
Werten m € Z. Fiir eine spezielle Losung von Gl. (2.103) geniigt es, den Wert der
Konstanten D = m? zu setzen. Wir werden spiter, wenn wir die allgemeine Losung von
Gl. (2.101) konstruieren, iiber alle Werte von m summieren.

Da auch der Winkel ¢ auf einem endlichen Intervall, ndmlich [0, 7], definiert ist, 1483t
sich auch die Losung der Differentialgleichung (2.101) nach einem vollstdndigen Funktio-
nensystem entwickeln. Auch hier nimmt die Konstante C' € R nicht kontinuierliche Werte,
sondern lediglich die diskreten Werte C' = ¢(¢ 4+ 1) mit £ = 0,1,2,... an. (Warum es
genau diese diskreten Werte sind, werden wir im Detail erst in einer spéteren Vorlesung
kldren konnen.)

Mit D = m? und C' = (¢ + 1) sucht man also zunéchst die Losungen der Differential-
gleichung

oad o d . 9 2 B
[smﬁ‘@ <sm19@) +/4(0+1)sin®d —m*| O(W)=0.

Man erkennt, dass diese Gleichung nach Substitution x = cos, so dass

d ——sin"&‘i:— 1—3:21,

dy ~ dx dx

und mit ©(J) = P(z) in die sog. verallgemeinerte Legendresche Differentialglei-
chung iibergeht,

d m?

— {(1 — %) f—x} P(z) + {£(€+ )= 1= | Pl&)=0. (2.105)

dx

Weil ¢ € [0, 7], ist « € [—1,1]. Die Losungen dieser Differentialgleichung sind die zuge-
ordneten Legendre-Polynome,

dm
Pr(z) = (=1)™(1 — 22)™/? o Pl@) (2.106)
wobel
P)x) = 1 4o 1)* 2.107
Z(x)_Qé—ﬂ@(l‘_) (2. )

die sog. Legendre-Polynome sind. Sie sind Losungen der gewdhnlichen Legendre-
schen Differentialgleichung

d

i |a=a 5| P+ e+ vP@ -0, (2.108)

108



2.4 Orthogonale Funktionen und Multipolentwicklung

also der verallgemeinerten Legendreschen Differentialgleichung fiir den Fall m = 0.

Man iiberzeugt sich durch explizites Berechnen, dass die Legendre-Polynome Py(x)
Polynome vom Grad / in z sind, d.h. 2 ist die héchste auftretende Potenz von z. Explizit
lauten die ersten Legendre-Polynome

Py(z) = 1,
P(z) = x,
Pya) = §<3x2—1>,
Py(z) = ;(5x —3x),.

Bei den zugeordneten Legendre-Polynomen (2.106) wird die héchste Potenz ¢ durch die
m—te Ableitung um m reduziert, P;"(z) ist also ein Polynom der Ordnung ¢ — m. Es
ist daher klar, dass m hochstens den Wert ¢ annehmen kann, ansonsten leitet man eine
Konstante ab, was null ergibt. Neben den Polynomen zu positivem m gibt es auch solche
zu negativem m, die geméf

m (£ —m)!

By () = (1)

B ()
mit denen mit positivem m verkniipft sind. Daher durchlauft m die Werte

m=—0, —0+1,...,,-1,0,1,...,0—1,¢. (2.109)

Die Legendre-Polynome und die zugeordneten Legendre-Polynome erfiillen die Orthogo-
nalitédtsrelationen

1
2
/;1d.TPg(SL’) Pk(ﬂf) = 2€+15£k7
! 2 (L+m)!
P (x) P" =
/_1dx ¢ (v) B () 201 ((—my %

sie sind also urspriinglich nicht normiert, was man aber durch Hinzunahme entsprechender
Faktoren erreichen kann. Die Legendre-Polynome bilden dariiberhinaus auf dem Intervall
[—1,1] ein vollstindiges Funktionensystem mit der Vollstindigkeitsrelation

1

52 (204 1) Py(z) Py(y) = 6(z —y) .
=0

Wir kommen nun zur allgemeinen Losung der Differentialgleichung (2.101). Setzen
wir die gerade besprochenen Ergebnisse in den Separationsansatz (2.102) ein, so muss
eine spezielle Losung zu gegebenem ¢, m die Form

Q, p) ~ P"(cos V) ™

haben. Die normierten speziellen Losungen heiflen Kugelflichenfunktionen,

2041 (L—m)! _ im
ng(ﬁ‘,@):\/ ym E£+m§!Pg (cos ) ™% . (2.110)
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Die Kugelfldchenfunktionen fiir negative m sind mit denen fiir positive m iiber die Relation

Yiem(.6) = (=)™ Y5, (9, 9) (2.111)

verkniipft. Die Kugelflachenfunktionen zu niedrigem ¢, m lauten explizit

1
Yoo(d, ) = \/—4_7r’
Vil g) = —f s sinde,

3

Vil o) = 1 cosd,

1 /15 -
Yuldp) = 7 gsmz"ﬁ@m’
Yor (9, ) = — gsmﬁcosﬂe ,

1 /5
Yoo (9, 0) = 3 E(S cos9 — 1) . (2.112)

Fir Y; 4, Y5 o, Y51 benutze man Gl (2.111). Die Kugelflichenfunktionen bilden ein
vollstindiges Funktionensystem auf der Einheitskugel 0 < ¢ < 7, 0 < ¢ < 27. Die
Orthonormalititsrelation lautet

2 T
/ ng/ d sin ¢ Y;m/ (19, QO) }/gm("l?, (p) = 5g/g 5m’m s (2113)
0 0

und die Vollstindigkeitsrelation ist

[e.e]

Z Z Y (9,0 Yo (9, ¢) = d(p — @) 6(cos ) — cos ') . (2.114)

{=0 m=—¢
Fiir spitere Zwecke geben wir noch das Additionstheorem

V4
Z }/Zjn(ﬁla 90/) }/KM(ﬁv 90) =

m=—/{

20+1

Py(cos a) (2.115)

an, wobei o der Winkel zwischen den Vektoren 7' = 7'(cos ¢’ sin’, sin ¢’ sinv’, cos ')
und 7 = 7(cos p sin ¥, sin ¢ sin ¥, cos?) ist, d.h. mit cosx cosy +sinzx siny = cos(x —y),

—/ —

cosa = = sind’ sind cos(¢ — ') + cos V' cos? . (2.116)

rr

Die Kugelflichenfunktionen sind spezielle Losungen der Differentialgleichung (2.103),

Ay Yem(V,0) = =Ll +1) Yem (0, 0) - (2.117)
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Diese Gleichung hat die Form einer Eigenwertgleichung. Man sagt, die Kugelflichen-
funktionen Y4, (¥, ¢) sind Eigenfunktionen des Differentialoperators Ay, zum Eigen-
wert —(({ + 1). Da m alle 2/ + 1 Werte in den Grenzen (2.109) annehmen kann, ohne
an dieser Gleichung etwas zu dndern, ist der Eigenwert —¢(¢ + 1) genau (2/¢ + 1)—fach
entartet.

Fiir die allgemeine Losung von Gl. (2.101) miissen wir noch {iber alle £ und, zu gege-
benem ¢, iber m in den Grenzen (2.109) summieren,

[e9) 4
P) =D Wi Yo (9, 9) . (2.118)

=0 m=—¢

Die Entwicklungskoeffizienten wy,, berechnet man geméfl

2 T
= / dgp/ dd sinvY,, (9, ) QI, @) . (2.119)
0 0

Wir sind nun in der Lage, die allgemeine L&sung der Laplace-Gleichung (2.95) in
Form einer Entwicklung nach Kugelfichenfunktionen anzugeben. Der Separations-
ansatz (2.98) zusammen mit Gl. (2.118) liefert

(I)(Tv 197 @) = R<T> Q(ﬁ7 @) = ng erm 79 ()0)

WMg ] Mg

P) Y9, 9) (2.120)

2P
Sy

wobei wir Ry, (r) = R(r) we, definiert haben. Gleichung (2.120) wird auch als Entwick-
lungssatz bezeichnet. Die Koeffizienten Ry, (r) berechnet man aufgrund von Gl. (2.119)
gemaf

Ry (7 / dgp/ dd sinvY,,, (9, ) O(r, 9, ) . (2.121)

Die Funktion R(r) in GIl. (2.120) kann noch nédher festgelegt werden, wenn man die
Radialgleichung (2.100) 16st. Diese lautet mit C' = ¢(¢ + 1)

d d
— — | - 1 =0. 2.122
{dr (7’ dr) 00+ )] R(r)=0 ( )
Diese Differentialgleichung kann vereinfacht werden, indem wir
1
R(r) = > u(r)

substituieren. Es gilt ndmlich

L(adyun) _ () ) a0, P det

dr dr r dr dr dr " dr2 dr
d?u(r)

dr?

r
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Die Funktion u(r) erfiillt dann die Differentialgleichung

<d_2 0+ 1)) u(r) = 0. (2.123)

dr? r2

Wir suchen also eine Funktion von r, die bei zweimaligem Ableiten bis auf einen Fak-
tor (¢ + 1) um zwei Potenzen von r reduziert wird. Letzteres ist eine Eigenschaft der
Potenzfunktion, wir machen also den Potenzansatz

u(r) ~ 7P

Eingesetzt in Gl. (2.123) ergibt sich
BB =12 =+ 1)r"2
d.h.

(+1

—/

FoB-ll+1)=0 = po= = i+€(£+1):%i<£+%):{

Die allgemeine Losung der Differentialgleichung (2.123) lautet also
u(r) = Ar™ + Br=t,

und damit lautet die allgemeine Losung der Radialgleichung (2.122)
R(r) = Art+ Br~

Also lautet die allgemeine L6sung der Laplace-Gleichung in Kugelkoordinaten als
Entwicklung nach Kugelflichenfunktionen

9] J4

O(r, 0, 0) =Y > (Apn " + Bor ) V(9. 0) (2.124)
=0 m=—4

wobel wir Ay, = Awem, Bem = B wy,, definiert haben.

2.4.4 Multipolentwicklung

Ohne Angabe spezieller Randbedingungen lautet das skalare Potential ®(7), das von einer
beliebigen Ladungsverteilung p(7') erzeugt wird, vgl. Gl. (2.6),

() = — / g L) (2.125)

4meg |7 =77

Diese Losung kann man ebenfalls nach Kugelflichenfunktionen zerlegen. Dazu machen
wir folgende Zwischenbetrachtung. Den Betrag des lingeren der beiden Vektoren 7, 7’
bezeichnen wir mit 7~ und den Betrag des kiirzeren mit r.. Den Winkel zwischen den
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beiden Vektoren bezeichnen wir mit «, so dass Gl. (2.116) gilt. Dann kann man die
Funktion 1/|7— 7’| in eine Potenzreihe nach r./r- entwickeln,

1 1 B 1
r—r 2 —2r1 cosa+ 1’2 2
| | v T>\/1—2r—<cosoz+(r—<>
> r>
1 T 1 r< 2 T 3
= —<dl4+—cosa+ = (3cos a—l) +0 || —
r> r> 2 r> r>
1 r<
= — P0+P1(cosa)—+P2 cosa) [ —
r> S T~
-
= ZmPg(cosa).
—0 >

Es stellt sich heraus, dass die Entwicklungskoeffizienten dieser Potenzreihe gerade die
Legendre-Polynome (2.107) sind. Benutzen wir nun noch das Additionstheorem (2.115),
so gilt

= ,‘ Z Z o 7t Vin (02 #) Yen(0, ) (2.126)

T—T

Eingesetzt in Gl. (2.125) ergibt sich

_)_1 oo ¢
_a;m;ﬂﬂl

Nehmen wir an, dass die Ladungsverteilung rdumlich begrenzt ist und jeder ihrer Punkte
7' ndher am Ursprung liegt als der Punkt 7, an dem wir das Potential berechnen. Dies
entspricht der Betrachtung der Ladungsverteilung p(7’) aus der Ferne, vgl. Abb. 2.15.

Dann ist immer |7] = r = r~ und |7/| = ' = r- und wir konnen Gl. (2.127) weiter
vereinfachen,

rt
Yo (0, cp)/dgf’p(F) 4T Yo (9, ¢) . (2.127)

>

[e%S) l

_, 1 qgm

() = " 6 Z Z s You (¥, ) (2.128)
é —

wobel die Koeflizienten
o = / EF (7)Y (9,0, baw. g = / P o) Yo ¢) (2.129)

die sog. sphérischen Multipolmomente der Ladungsverteilung p(7’) sind. Geméf sei-
ner Definition stellt gg, den mit r'* gewichteten Anteil der Kugelflichenfunktion Y,
an der Ladungsverteilung p(7’) dar. Gleichung (2.128) ist die gesuchte Entwicklung des
skalaren Potentials nach Kugelflachenfunktionen, mit den sphérischen Multipolmomenten
(dividiert durch €(2¢ + 1) 7¢™) als Entwicklungskoeffizienten. Aufgrund von Gl. (2.111)
gilt

G = (1) o (2.130)
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p(¥’)

=Y

Y

Abbildung 2.15: Eine Ladungsverteilung p(7’), die man bei 7 betrachtet, mit |r] >
|7’| V7', die zur Ladungsverteilung gehoren.

man braucht fiir gegebenes ¢ also nicht 2 ¢+ 1 verschiedene Multipolmomente berechnen,
sondern lediglich ¢ 4+ 1 (die zu negativem m erhilt aus denen zu positivem m durch
komplexes Konjugieren).

Wir berechnen die ersten Multipolmomente:

1. Monopolmoment, ¢ = m = 0.
Mit Gl. (2.112) gilt

_ 1 /d3F/p(F/) = Q@ _ (2.131)

Das Monopolmoment ist also bis auf einen Faktor 1/v/4m mit der Gesamtladung )
der Ladungsverteilung p(7’) identisch.

2. Dipolmoment, /=1, m =0, £1.
Mit Gl. (2.112) gilt

/ /3 3
_ 32 / 3> — -
qio = 47T/d )r' cos v = /d = 47rp )
g = \/8 /d37"/) r’ sind e~
s

Q-1 = —qi (2.132)
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2.4 Orthogonale Funktionen und Multipolentwicklung

wobei wir das kartesische Dipolmoment

F= / & o) 7 (2.133)
definiert haben.

3. Quadrupolmoment, ¢ =2, m =0, +1, +2.
Mit Gl. (2.112) gilt

G0 = ~/4 / 37 p(7) r'? (3 cos Y — )
T
— —Q/— d* p(7") (32’2—7“'2)5—\/3@33
2V 47 2V drx ’
15 31 I\ 42 / ! =i
g1 = — 8_ d°7" p(7") r'2 sind’ cosd e¥
T
— a7 2 (2 - :_1 Q13 — Q) = —¢;
— 87r (' —iy) = ( 13— 1Qu) = —aq5_1,
G2 = / /d3—»/ sm 19/ —2i¢’ l /d?)—»l ZL‘ —Zy )2

(Qn —2iQ12—Qn)=q¢ 5, (2.134)

12

wobei wir das kartesische Quadrupolmoment

QijE/d3FIp< ") (B 2T — "2 ") (2.135)

definiert haben. Man beachte, dass

3 3

3
ZQii:/d?’F,P(F,) [32 ") 7“'221 =0. (2.136)

=1

Wir setzen die Ergebnisse (2.131), (2.132) und (2.134) fiir die niedrigsten Multipole in
Gl (2.128) ein und erhalten mit Gl. (2.112), sowie x = r cosp sind, y = r siny sinv,
z = r cos? und der Identitdt (2.136) nach langerer Rechnung (die wir als Ubungsaufgabe
stellen)

1 1 .
(I)('f’) Eo{qooyoo(ﬁ <P) W[Q11Y11(197<P)+Q103/10(19780)+Q11Y11(797<P)]
1

te3 [ga2 Yoo (0, 0) + g21 Yo1 (9, ) + qa0 Yoo (U, @) + @31 Y1 (0, ) + 55 Yo (9, )]
+0(r "}
1 (Q 77 1 | aiad

_ & pr 1 Ia i I 2.137
47T€0<T+ e +2@']Z:1Qj ot ) ( |
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il

q

Abbildung 2.16: Zwei entgegengesetzt geladene Punktladungen im Abstand a.

Diese Gleichung kann man wie folgt interpretieren. Fiir sehr grofle Absténde dominiert
der Monopolterm (da er am langsamsten mit r — oo abfillt). Die ausgedehnte La-
dungsverteilung erscheint wie eine Punktladung der Stiarke (). Dieses Ergebnis hatten
wir schon frither erhalten, vgl. Diskussion zu Gl. (2.37). Falls die Gesamtladung der La-
dungsverteilung jedoch verschwindet, () = 0, dann stammt der dominante Beitrag zum
skalaren Potential bei groffen Abstéinden vom Dipolterm. Falls auch das Dipolmoment
p = 0 ist, dann ist der dominante Beitrag der des Quadrupolterms.

Beispiel: Dipolfeld

Wir betrachten zwei im Abstand a befindliche Punktladungen mit entgegengesetzter La-
dung, vgl. Abb. 2.16. Die Ladungsverteilung ist

p(i') = q8¥ (7' — @) — g6 (") .
Damit verschwindet die Gesamtladung,
Q= / & p(i') = q / & [0 —a) - s ()] =0,

solange sowohl der Ursprung als auch der Punkt @ im Integrationsbereich liegen. Das
kartesische Dipolmoment (2.133) dagegen ist

p= / &7 p(i) = g / &' [§O(F — @) — s ()] = qa.
Die Ladungsverteilung hat auch ein kartesisches Quadrupolmoment,
Qij = /d?’F' (Bx’i:p’j —T'Qéij) p(r")
_ q/d?"F’ (3 2 2 5@']’) [5(3) (7' — @) — (5(3)@?/)]

= ¢(3ad'd’ —a*0") .
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2.4 Orthogonale Funktionen und Multipolentwicklung

Abbildung 2.17: Aquipotentialflichen (schwarz) und elektrische Feldlinien (rot) fiir ein
Dipolfeld in der (zx)—Ebene. Der Dipol zeigt in Richtung der z—Achse.

Das skalare Potential (2.137) in der Multipolentwicklung lautet also

s - 4 i 1 Qg 2 cijy T
@(’I") = 47T€0 (T—3+§Z(3aa]_a 5])7{» )

ij=1

a-v 3(@-r)?—a’*r?
q( L 3@ +)

dreg \ 13 2o

Fiir grole Absténde, |r] > |d|, dominiert der Dipolterm,

o) = LT 1o (9]~ i 0T

Ameg 13 r/l  4mwey 13

Die Aquipotentialflichen eines Dipolfelds fiir ein Dipolmoment § = gaé€* sind in Abb.
2.17 gezeigt. Das elektrische Feld eines Dipols berechnet sich zu

E(F) = V(i) ~ —L {3<5'W—§]. (2.138)

47eq o r3
Der Feldlinienverlauf ist ebenfalls in Abb. 2.17 dargestellt.
Beispiel: Quadrupolfeld

Wir betrachten drei Ladungen, die entlang einer Geraden im Abstand a aufgereiht sind,
vgl. Abb. 2.18. Die beiden dufleren Ladungen seien vom Betrag ¢, wihrend die mittlere
vom Betrag —2q ist. Die Ladungsverteilung ist

p(7') = q [6¥ (7 — @) — 209 (F) + 6O (' +a)] .
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q

Abbildung 2.18: Drei Ladungen entlang einer Geraden.

Damit verschwindet die Gesamtladung,

Q= / Er' p(F') = ¢ / & [0 (7 — @) — 269 + 6O +@)] =0,

solange sowohl der Ursprung als auch die Punkte +a im Integrationsbereich liegen. Das
kartesische Dipolmoment (2.133) verschwindet ebenfalls,

po= / &7 p(i) = g / &' [0 (7 — @) — 260 () + 60 (7 + @)
= q(@—20-a)=0.
Die Ladungsverteilung hat aber ein kartesisches Quadrupolmoment,
Qij = /d?’F' (Bx’ix'j —T'Qéij) p(7")
= ¢ / & (32’ a =12 67) [0 (7 — @) — 269 (F') + 6O (7' + @)]
= 2q(3d‘'a’ —a*6") .

Das skalare Potential (2.137) in der Multipolentwicklung lautet also

3 . .
o 2q (1 Py o iy T
o(r) = e, (5 E (3a'a’ —a 5])74_..)

ij=1

q 3(@-m?—a*?
47eq 7o

9

wobei wir im letzten Schritt die Naherung fiir grofe Absténde, |7] > |d]|, gemacht haben,
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2.4 Orthogonale Funktionen und Multipolentwicklung

Abbildung 2.19: Aquipotentialflichen (schwarz) und elektrische Feldlinien (rot) fiir ein
Quadrupolfeld in der (zz)—Ebene. Die Ladungen des Quadrupols sind
entlang der z—Achse aufgereiht.

wo der Quadrupolterm dominiert. Das zugehorige elektrische Feld ist

- q =3(@-r?*—ar?
E ~ \V4
() 47eg ro
3q (5(a-r)?—a*r? 2&’~7_”_,
= T — a
4meq r7 rd

Die Aquipotentialflichen und die elektrischen Feldlinien des Quadrupolfelds sind fiir @ =
a€” in Abb. 2.19 dargestellt.
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3 Magnetostatik

In diesem Kapitel diskutieren wir die Magnetostatik. Die Magnetostatik geht iiber
die Elektrostatik hinaus, indem sie jetzt zusétzlich zu einer nichtverschwindenden, aber
zeitunabhéngigen Ladungsdichte,

p(t,7) = p(F) # 0. (3.1)

auch eine nichtverschwindende, zeitunabhingige Ladungsstromdichte zulafit,

j(t,7) = j() #0. (3-2)

Diese Bedingung ist weniger restriktiv als die in der Elektrostatik geforderte Gl. (2.1), bei
der die Ladungsstromdichte nicht nur zeitunabhéngig, sondern gleich null sein sollte.
Wie aus der Diskussion der Maxwell-Gleichung (1.78) zu erwarten, induziert eine nicht-
verschwindende Ladungsstromdichte ein nichtverschwindendes magnetisches Induk-
tionsfeld,
B(t,7)= B(F) £ 0, (3.3)

das ebenfalls zeitunabhingig ist. Nach wie vor induziert die Ladungsdichte (3.1) ein
zeitunabhéngiges elektrisches Feld,

E(t,7) = E(f) #0. (3.4)

Es verschwinden also wie in der Elektrostatik alle Zeitableitungen, OF JOot = OB /ot = 0.

3.1 Grundgleichungen der Magnetostatik

3.1.1 Gesetz von Biot-Savart

Die Grundgleichungen der Magnetostatik folgen aus den Maxwell-Gleichungen (1.77),
(1.78), (1.81) und (1.82) durch Anwendung der Bedingungen (3.1) — (3.4),

V-E = & (3.5)
€0

§XB’ = :u(]ja (36)

V-B : (3.7)

VxE = 0. (3.8)

Wir machen drei wesentliche Beobachtungen:
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3.1 Grundgleichungen der Magnetostatik

(i) Die Gleichungen (3.5) und (3.8) fiir das elektrische Feld E und die Gleichungen
(3.6) und (3.7) fiir das magnetische Induktionsfeld B entkoppeln voneinander.
Man kann also £ und B separat betrachten.

(ii) Die Gleichungen (3.5) und (3.8) sind identisch mit den Grundgleichungen (2.2) und
(2.3) der Elektrostatik. Zur Berechnung des elektrischen Feldes kann man also die
Methoden aus dem vorangegangenen Kapitel anwenden. Das elektrische Feld muss
daher im folgenden nicht weiter betrachtet werden.

(iii) Wegen der Entkopplung (i) von E und B gentigt es, sich fiir die Berechnung von
B auf die Glgen. (3.6) und (3.7) zu beschriinken. GemiB Gl (3.6) erzeugt eine La-
dungsstromdichte j ein Wirbelfeld des magnetischen Induktionsfelds. Andererseits
besagt Gl. (3.7), dass das magnetische Induktionsfeld kein Quellenfeld besitzt.

Die Beobachtung (iii) 148t sich mit dem Helmholtzschen Zerlegungssatz (1.194)
folgendermaflen interpretieren. Der Zerlegungssatz besagt, dass

B(7) = By(F) + By(7) , (3.9)

mit

= - 1 N ﬁr/ * 3 F/

Bg('f’) = —VT (E/d3r/|_»77:(»/|)> s (310)
Vi B (!

Bu() = ﬁw<(£/&%6%5%¥2>- (3.11)

Setzen wir Gl. (3.7) unter dem Integral in G1. (3.10) ein, so erkennen wir, dass By(7) = 0.
Das magnetische Induktionsfeld hat also lediglich eine transversale Komponente,

S = B s I
B(F) = By(F) =V, x <47T/d |T_r/|> (3.12)

wobei wir Gl. (3.6) unter dem Integral in Gl. (3.11) eingesetzt haben. Aus dieser Gleichung
liest man mit Hilfe der Relation

B=VxA,
vgl. Gl. (1.80), sofort das 3-Vektorpotential ab,

A(P) = 47T/d3*’ G 2,| (3.13)

7=

Das Vektorpotential (3.13) ist das Analogon zur Losung ¢(7) der Poisson-Gleichung der
Elektrostatik fiir eine vorgegebene Ladungsdichte p,

o) = — /d3 7 A7) (3.14)

47eg GEd
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wie man durch Vergleich der Glgen. (3.13) und (3.14) sehr schon sieht. Mit Hilfe der
Identitét

= a

V, X

S i
Pl R
148t sich der Ausdruck (3.12) fiir das magnetische Induktionsfeld weiter vereinfachen,
wenn wir den Nabla-Operator V, unter das Integral zichen und beachten, dass j(7') fiir
diesen Operator wie ein konstanter Vektor a wirkt,

(3.15)

>3 Ho 31 =1 r
B(ry=— [d X ——— 3.16
R e R (O (3.16)
Dies ist das sog. Gesetz von Biot-Savart. Es stellt fiir eine vorgegebene Ladungs-
stromdichte j bereits die Losung des magnetostatischen Problems dar. Genau wie das
Vektorpotential (3.13) das Analogon zum skalaren Potential (3.14) darstellt, so ist das

Gesetz von Biot-Savart fiir das magnetische Induktionsfeld das Analogon zur elektrischen
Feldstérke, die aus Gl. (3.14) folgt,

— = ]_ = 1
E = -V, - _ d3 =/ —/ .
)= =Foel) = o [ G
1 -7
= &7 p(rF) =——= 3.17
e [ ) T (317)
wobel wir von der Identitat
= 1 7 -7
VT i — 9 3'18
|7 — 7| |7 — 7|3 (3.18)

vgl. GL (2.9), Gebrauch gemacht haben. Die Analogie zwischen B und E wird durch
Vergleich der beiden Ausdriicke (3.16) und (3.17) unmittelbar ersichtlich.

Beispiel: Magnetisches Induktionsfeld eines stromdurchflossenen Leiters

Wir betrachten einen unendlich langen stromdurchflossenen Leiter entlang der z— Achse.
Die Ladungsstromdichte ist

J(7) = p(P) 8(7) = w(x) d(y)ve? (3.19)

wobei k die (konstante) Ladungsdichte pro Langeneinheit, vgl. Gl. (2.15), und 9(7) = v é’*
die (konstante) Geschwindigkeit der Ladungstréger ist. Das Produkt kv = I ist der
Strom der Ladungen, die durch den Leiter fliefen. Dies folgt aus der Definition (1.179)
des elektrischen Stroms, fiir den wir mit der Stromdichte (3.19) erhalten

[:/df-f:ﬁv/dxdyé(x)é(y)zﬁv, (3.20)
S 5
vgl. Abb. 3.1. Aus Abb. 3.1 kénnen wir eine alternative Definition des Stromes ablesen.
Die Ladungsdichte pro Léngeneinheit entspricht der Zahl der Ladungstriager d(@) pro
Langeneinheit dz,

_do

K=
dz ’
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dz

Abbildung 3.1: Zur Definition des elektrischen Stroms I.

also ist

_dQ dz _ dQ
Codr At dt
der elektrische Strom ist die pro Zeiteinheit d¢ durch den Leiter flieBende Ladung d@. Eine
dritte Definition erhalten wir aus Gl. (3.20), wenn wir annehmen, dass die Stromdichte 7
iiber die Querschnittsfliche S des Leiters konstant ist,

I:/df52-jzjs, (3.22)
S

I=kv (3.21)

also ist der Betrag der Stromdichte j gerade der Strom pro Leiterquerschnittsflache, j =
1/S.

Mit der Stromdichte (3.19) kénnen wir nun das magnetische Induktionsfeld (3.16) be-
rechnen. Wir benutzen zweckméfligerweise Zylinderkoordinaten. Aufgrund der Zylinder-
symmetrie des Problems kénnen wir dabei 0.B.d.A. den Polarwinkel ¢ = 0 setzen. Dann
lautet der Vektor

F—r'=pef+(z—-2)e*,
vgl. Abb. 3.2. Sodann eliminieren die beiden d—Funktionen in der Stromdichte (3.19) die
Integration iiber dz’ und dy/, so dass

B(i) = “0““/“ Ay s x L (=)
A J_ o p2+(z—z’)23 '

Mit €% x €” = €% und Gl. (3.19) erhalten wir also

, I > 1 I
By =1 "Lge [ qr Po” ge (3.23)

4 - /7 1 (2 — z’)23 27p

wobei wir 2z’ — z = pu substituiert und das elementare Integral [§]

L L

1 U L
du = =2——2 (L—
/—‘L (1+U2>3/2 ‘/1+u2 _I ,/1+L2 ( )

benutzt haben. Das magnetische Induktionsfeld zeigt also in Richtung des Einheitsvektors
e'¥, vgl. Abb. 3.2. Es ist proportional zum Strom I, der durch den Leiter fliefit, und nimmt
wie ~ 1/p mit zunehmendem Abstand p vom Leiter ab.

123



3 Magnetostatik

B

Abbildung 3.2: Magnetisches Induktionsfeld eines stromdurchflossenen Leiters.

3.1.2 Kontinuitatsgleichung

Fiir den Fall zeitlich konstanter Ladungsdichte p(7), vgl. Gl. (3.1), also dp/0t = 0, lautet
die Kontinuitéitsgleichung (1.84)

ﬁ.j:()’ (3.24)

die Ladungsstromdichte besitzt also kein Quellenfeld. Mit Hilfe des Satzes von Gauf3 leiten
wir daraus sofort ab, dass

oz/d?’Fﬁj:jf af-7, (3.25)
1% S(V)

d.h. der durch die Oberfliche S(V') eines Volumens V' einstromende Ladungsstrom muf}
auch wieder hinausstromen, es kann innerhalb von V' keine Quellen (oder Senken) des
Ladungsstroms geben.

Eine unmittelbare Konsequenz aus dieser Tatsache ist die sog. Kirchhoffsche Kno-
tenregel: an einem Leiterknoten ist die Summe der zuflieBenden Strome gleich der Summe
der abflieBenden Strome,

N

M
> L= L. (3.26)
j=1

i=1

Dies beweist man, indem man das Volumen V' in Gl. (3.25) um den Knoten herumlegt,
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3.2 Ampeéresches Gesetz

Abbildung 3.3: Zur Kirchhoffschen Knotenregel.

vgl. Abb. 3.3, so dass

N
Ozﬁ(v)df'j:Z/s,df'j+Z/ df-jE—ZIi7zu+ZIjvab, (3.27)

wobei wir im ersten Schritt ausgenutzt haben, dass Strome lediglich durch die Leiterquer-
schnittsflichen S; in das Volumen V' ein- und durch die Leiterquerschnittsflachen S; aus
dem Volumen V' abflieen kénnen, aber nichts durch irgendeinen anderen Teil der Ober-
flache S(V') fliet. Im zweiten Schritt haben wir die Definition (1.179) des Stromes durch
eine Leiterquerschnittsflache benutzt, sowie die Konvention angewendet, dass d f immer
von der Oberfliche S(V) weg zeigen soll (also in Richtung der abflieBenden Strome).
Bringt man nun noch den ersten Term auf der rechten Seite auf die linke Seite, folgt Gl.
(3.26).

3.2 Amperesches Gesetz

Auf eine Ladung ¢, die sich mit Geschwindigkeit ¢’ in einem elektrischen Feld E und einem
magnetischen Induktionsfeld B bewegt, wirkt die Lorentz-Kraft

ﬁL:q(EJaré) , (3.28)

vgl. Gl (1.118). Zur Berechnung der Lorentz-Kraft auf eine Ladungsdichte p bzw. La-
dungsstromdichte j kann man GI. (1.123) fiir die rdumlichen Komponenten der Lorentz-
Kraftdichte benutzen,

. —gipij, =t (Fiocp_Fikjk) _ g (pEi_'_EikljkBl) —pE+]x B, (3.29)
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>

ds
df

Abbildung 3.4: Zur Definition des Stromfadens.

wobei wir F©© = E'/c und F* = —* B! benutzt haben, vgl. Glgen. (1.38) und (1.39).
Die dazugehorige Lorentz-Kraft ergibt sich durch Integration iiber den dreidimensionalen
Raum,

Fy - / EFEL(7) = / &7 [p(r) B + 507 x B (3.30)

In Abwesenheit elektrischer Felder vereinfacht sich dies zu
Fy = /d?’Fj('F) x B(7) . (3.31)

Dies ist die Kraft, die auf eine Ladungsstromdichte j(f) in Anwesenheit eines magnetischen
Induktionsfeldes B (7) ausgeiibt wird. Letzteres kann natiirlich aufgrund des Gesetzes von
Biot-Savart (3.16) durch eine andere Ladungsstromdichte j(7') erzeugt worden sein.
Setzen wir Gl. (3.16) in Gl. (3.31) ein, so erhalten wir

o
F12 = —//d3 d3r jl f) X |:]2< ) m s (332)

wobei wir die Ladungsstromdichten zur besseren Unterscheidung mit Indizes “1” und “2”
gekennzeichnet haben.

Wir betrachten nun den speziellen Fall, bei dem die Ladungsstromdichten 7, (7), jo(7")
auf zwei sog. Stromfiden C;, C; beschrinkt sind. Ein Stromfaden ist die Idealisierung
eines unendlichen diinnen Leiterdrahtes. Es gilt, vgl. Abb. 3.4,

Prj=dfdsjt=TItds =Id7, (3.33)

wobei df die infinitesimale Leiterquerschnittsfliche, ds ein infinitesimales Langenelement
entlang des Stromfadens, ¢ der Tangentialvektor entlang des Stromfadens (zeigt in dieselbe
Richtung wie die Ladungsstromdichte j) und d7 = tds der entlang des Stromfadens
gerichtete infinitesimale Ortsvektor ist. Hierbei haben wir die Definition (3.22) des Stromes
benutzt, wobei S = df gesetzt wurde, so dass I = jdf.

Wir ersetzen nun die Volumenintegrale in Gl. (3.32) mit Hilfe von GI. (3.33) durch
Kurvenintegrale entlang der beiden Stromfiden Cy, Co,

—» I I —
12 ,UO 172 / / dT’l X (dT’Q X Tl 7“23) . (334)
C1 JC |71 — 73]
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z
d
11 12
5 —
“ —
gl
X

Abbildung 3.5: Zur Berechnung der Kraft zwischen zwei parallelen Leitern.

Dies ist das sog. Amperesche Gesetz. Es beschreibt die wechselseitige Kraft, die zwei
stromdurchflossene Stromfaden aufeinander ausiiben.

Beispiel: Kraft zwischen zwei geraden, stromdurchflossenen Leitern

Wir betrachten zwei unendlich lange, gerade, stromdurchflossene Leiter parallel zur z— Achse,
die einen Abstand d zueinander haben, vgl. Abb. 3.5. Das Amperesche Gesetz lautet fiir
diesen speziellen Fall

- LI, [~ o —de* — (29— 2z1) €7
F12:M0 ! 2/ d21/ dZQ 5ZX gzx ¢ (22 Zl)i .
AT oo oo \/dQ T (22— 21)?
Mit €% x €¥ = €Y und €% x €Y = —¢'* erhalten wir nach Ausfithren der Kreuzprodukte

- L Iyd [~ o 1
F12 =e” M/ le / dZQ 3
4 —o0 —o0 \/d2 + (29 — 21)?

Das Integral iiber zy ist vom selben Typ wie in Gl (3.23), so dass gilt

Dieses Resultat divergiert aufgrund der Tatsache, dass es sich um unendlich lange Drihte
handelt. Wir kénnen aber auch die Kraft ausrechnen, die der Draht 2 auf ein infinitesimales
Wegléngenelement dz; des ersten Drahtes ausiibt. Das Resultat ist

dﬁ12 _ e po I I
dz ord

Die Kraft zwischen den Dridhten wirkt also anziehend, falls die Strome gleichgerichtet
flielen, und abstoflend, falls sie in umgekehrte Richtung flieflen.
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3 Magnetostatik

3.3 Ohmsches Gesetz

3.3.1 Herleitung des Ohmschen Gesetzes

Aufgrund der Coulomb-Kraft (2.11) werden Ladungen in elektrischen Feldern E beschleu-
nigt. Dies fiihrt zu einer nichtverschwindenden Ladungsstromdichte j In sog. ohmschen
Leitern ist der vom elektrischen Feld erzeugte Ladungsstrom linear proportional zu
diesem und zeigt in dieselbe Richtung,

j) = 57 E() . (3.35)

Die Proportionalitdtskonstante &(7) heifit elektrische Leitfahigkeit. Falls eine andere
Proportionalitiat als eine lineare besteht, so nennt man den Leiter nicht-ohmsch. Der
Kehrwert p(7) = 67 1(F) der elektrischen Leitfidhigkeit heifit spezifischer elektrischer
Widerstand, so dass

J(F) p(F) = E(7) . (3.36)

Wir integrieren Gl. (3.36) von einem Punkt 7} zu einem Punkt 7 entlang eines Strom-
fadens,

2

2 2
1 1 ©

1

wobei U5 die Spannungsdifferenz zwischen den Punkten 7 und 75 auf dem Stromfaden
ist. Auf der linken Seite benutzen wir, dass die Ladungsstromdichte j in Richtung von
d7 zeigt, so dass j - dF = jds. AuBerdem sei sie iiber den gesamten Stromfaden hinweg
konstant, j = /S, wobei S die Querschnittsfliche des Stromfadens ist, vgl. Gl. (3.22), so
dass
2 ~/
Up =1 / ds @ =1 Ry . (3.38)
1 S
Das Integral R;, auf der rechten Seite bezeichnet man als elektrischen Widerstand.
Er ist keine (ortsabhéngige) Materialkonstante, wie etwa die elektrische Leitfahigkeit oder
der sperzifische elektrische Widerstand, sondern hingt bei gegebenem () von der Lénge
des Stromfadens und von seinem Querschnitt ab. Gemeinhin wird Gl. (3.38) in der Form

U=RI (3.39)

geschrieben und als Ohmsches Gesetz bezeichnet. Der elektrische Widerstand hat die
Einheit Ohm,

R ==

0 =1Q.

> <
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Abbildung 3.6: Elektronengas im Metall.

3.3.2 Mikroskopische Betrachtung zur elektrischen Leitfahigkeit

Die Tatsache, dass j ~ E, vgl. Gl. (3.35), ist bei genauerem Hinsehen ein wenig iiberra-
schend. Ladungen ¢ werden in elektrischen Feldern E beschleunigt, d.h. ihre Geschwin-
digkeit ¥ muss linear mit der Zeit ansteigen. Dies wiirde aber bedeuten, dass auch die
Stromdichte j = p @ linear mit der Zeit ansteigt, also zeitabh#ingig wird, j = j(t) Im
Vakuum ist dies durchaus so, aber nicht in metallischen Leitern. Um dies zu verstehen,
leiten wir mit Hilfe eines einfachen mikroskopischen Modells fiir einen elektrischen Leiter
einen Ausdruck fiir die elektrische Leitfahigkeit her.

In einem elektrischen Leiter wie z.B. einem Metall iiberlappen die Valenzorbitale be-
nachbarter Atome. Dadurch kénnen die Elektronen in diesen Orbitalen nahezu ungehin-
dert von einem Atom zu einem benachbarten wechseln. Die tiberlappenden Valenzorbitale
bilden das sog. Leitungsband. In diesem bewegen sich Elektronen bis auf Stofle unter-
einander und mit den Atomriimpfen wechselwirkungsfrei, sie bilden ein Elektronengas,
vgl. Abb. 3.6.

Die Elektronen bewegen sich mit Geschwindigkeiten @ .., die zuféllig orientiert sind,
so dass ihre mittlere Geschwindigkeit null ergibt,

Tl

1 N
- 7 Z ’l_})i,zuf =0 ) (340)
N =1

wobel N die Gesamtzahl der Elektronen darstellt.
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3 Magnetostatik

Wird nun ein dufleres elektrisches Feld angelegt, so werden die Elektronen aufgrund der

Coulomb-Kraft beschleunigt,

. 1 = e =

Uo=—Ftec=——F,

m m

wobei m die Masse der Elektronen und —e ihre Ladung ist. Zur zufélligen Geschwindigkeit
U zuf des i—ten Elektrons im Gas addiert sich also eine gerichtete Geschwindigkeitskom-
ponente Ux(t) = —(e/m) E't, die linear proportional zur Zeit ansteigt, wie wir dies aus
der zu Beginn dieses Abschnitts gemachten Voriiberlegung auch erwartet haben. Die Ge-
samtgeschwindigkeit lautet also

e -
5i(1) = Tyt — — Bt 341
) = s — - (3.41)

Nach einer gewissen Zeit stofit das Elektron aber mit einem anderen oder einem Atom-
rumpf zusammen. Dieser Stof3 sorgt dafiir, dass die Geschwindigkeit des Elektrons wieder
zufillig orientiert wird. Die gerichtete Komponente aufgrund des elektrischen Feldes muss
sich erst wieder aufbauen, so dass bis zum néchsten Stofl die Geschwindigkeit des Elek-
trons wieder durch Gl. (3.41) gegeben ist, wobei t jetzt als Zeitspanne zu interpretieren
ist, die seit dem vorangegangenen Stofl vergangen ist.

Um diese Uberlegungen weiter voranzutreiben, kénnen wir natiirlich nicht die einzelnen
Trajektorien der Elektronen verfolgen, um ihre jeweiligen Geschwindigkeiten zu ermitteln.
Wir konnen aber weitergehende Aussagen treffen, wenn wir das Verhalten der Elektro-
nen im Mittel betrachten. Dazu sind einige Uberlegungen notwendig, auf die wir zu
einem spéteren Zeitpunkt im Rahmen der Vorlesung “Theoretische Physik V: Statistische
Mechanik und Thermodynamik” in groferer Detailliertheit zuriickkommen werden.

Wir bezeichnen mit P(t) die Wahrscheinlichkeit, dass ein Elektron eine Zeitspanne t
tiberlebt ohne zu stoBen. Offenbar ist P(0) = 1, denn fiir ¢ — 0 hat das Elektron einfach
keine Zeit gehabt, einen Stofl zu erfahren, es iiberlebt also mit Sicherheit ohne zu stoflen.
Auf der anderen Seite geht P(t) — 0 fiir t — oo, denn es wird fiir das Elektron fiir léngere
Zeitspannen immer schwieriger, ohne Stoff davonzukommen.

Wir bezeichnen mit I'd¢ die Wahrscheinlichkeit, dass das Elektron eine Kollision zwi-
schen ¢t und t 4 dt erfahrt, also ist I' die Wahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit, dass das
Elektron einen Stof3 erfahrt, bzw. die sog. Stofirate. Wir nehmen an, die Stofirate sei ei-
ne Konstante, also unabhingig von der Geschwindigkeit der Elektronen und der Historie
der Stofle, die das Elektron erfahren hat. Die Wahrscheinlichkeit, dass das Elektron im
Zeitintervall dt keinen Stof erfahrt, ist dann 1 — I"d¢.

Nun kénnen wir die Funktion P(t) bestimmen. Offenbar ist die Wahrscheinlichkeit, dass
das Elektron eine Zeitspanne ¢+ dt ohne Stof iiberlebt, das Produkt der Wahrscheinlich-
keit, eine Zeitspanne t iiberlebt zu haben, mit der Wahrscheinlichkeit, im Intervall dt¢
keinen weiteren Stof3 zu erfahren,

P(t+dt) = P(t) (1 —-Tdt) .
Eine Taylor-Entwicklung der linken Seite fiihrt auf eine Differentialgleichung fiir P(t),

P P
P(t)+(1—tdt:P(t)—P(t)th — C}i—t =-TP,
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mit der Losung
Pt)=e¢T", (3.42)

wobei wir mogliche konstante Vorfaktoren der Exponentialfunktion schon an die Anfangs-
bedingung P(0) = 1 angepaBt haben. Die Wahrscheinlichkeit P(t), eine Zeitspanne ¢ ohne
StoB zu iiberleben, nimmt also exponentiell ab.

Die Wahrscheinlichkeit, dass das Elektron einen Stof3 zwischen ¢ und ¢ + dt erfdahrt,
nachdem es die Zeitspanne ¢ ohne Stof {iberlebt hat, ist gegeben durch das Produkt von
['dt und P(t),

P(t)dt = P(t)Tdt = e T dt .

Diese Wahrscheinlichkeit ist korrekt normiert, denn es gilt

/ dtP(t) :/ dtDe :/ dre™=1. (3.43)
0 0 0

Dies bedeutet, dass das Elektron mit Sicherheit irgendwann einen Stof} erfihrt, wenn
man lange genug wartet (notfalls bis ¢ — 00). Wir sind nun in der Lage, die mittlere
Stof3zeit 7 des Elektrons zu berechnen. Sie ergibt sich als Mittelwert der oben betrach-
teten Zeitspanne t, die zwischen zwei Stoflen vergeht. Der Mittelwert wird dabei mit der
Wahrscheinlichkeitsdichte P(t) berechnet, denn diese gibt an, wie wahrscheinlich es ist,
dass nach einer gewissen Zeit ¢ der nédchste Stof3 stattfindet,

TE<t>:/ dttP(t):/ dttfe_rt:f/ dxxe_“”:f, (3.44)
0 0 0

wobei wir ein elementares Integral benutzt haben [8]. Dieses Resultat ist nicht weiter
iiberraschend: die mittlere Stoflzeit ist das Inverse der Stofirate. Je hoher die Stofrate,
also die Wahrscheinlichkeit, pro Zeitintervall einen Stofl zu erfahren, desto kiirzer ist die
Zeit zwischen den einzelnen Kollisionen, mithin die mittlere Stofizeit. Setzen wir dieses Er-
gebnis in Gl. (3.42) ein, so sehen wir, dass die Wahrscheinlichkeit, ohne Sto zu iiberleben,
exponentiell mit der Zeitkonstanten 7 abfillt.

Wir kehren nun zur Berechnung der Geschwindigkeit der Elektronen im Metall un-
ter Einflufl eines elektrischen Feldes zuriick. Wir mitteln den Ausdruck (3.41) iiber alle
moglichen Zeitspannen ¢, die zwischen zwei Kollisionen vergehen konnen,

o 1 [~ e = e =
5= [ aP® ) == [ dat (:ZU ——Et) g S Br (345
@) = [ aPOa0 =1 [t (= SE) =G = S Br, (349
wobei wir die Glgen. (3.43) und (3.44) benutzt haben. Wir haben ausBerdem ausgenutzt,
dass sich die zufillige Komponente der Geschwindigkeit wahrend der Zeitspanne ¢ zwi-
schen Kollisionen nicht &ndert. Mitteln wir zusétzlich noch iiber alle Elektronen im Metall,
so ergibt sich mit Gl. (3.40) die mittlere Elektronengeschwindigkeit zu

N
- 1 N e - e =
<U> = N ;21 (Uz',zuf — E ET) = —a Er. (346)

Die Ladungsstromdichte j(f') ergibt sich daraus durch Multiplikation mit der Ladungs-
dichte p() = —en(7), wobei n(r) die Teilchenzahldichte der Elektronen ist. Falls
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n(r) = n = const., gilt n = N/V, wobei N die Gesamtzahl der Elektronen im Metall
und V dessen Volumen darstellen. Wir erhalten also

77 = o) iy = 207 By (3.47)

woraus man durch Vergleich mit Gl. (3.35) sofort die elektrische Leitfahigkeit ablesen
kann,
e’ n(r) T

5(7) = — =L (3.48)

Bei dieser Herleitung wurde angenommen, dass das elektrische Feld E (7) nicht wesentlich

iiber die Langenskala, auf der Elektronen Stofle erfahren, variiert, so dass man bei der
Mittelung tiber Zeiten in Gl. (3.45) in guter Ndherung E = const. setzen konnte.

3.4 Magnetisches Moment

Wir betrachten eine auf einen Raumbereich begrenzte Ladungsstromdichteverteilung 3(77 "
aus einer Distanz 7, wobei || > |7/| fiir alle 7/, die zur Ladungsstromdichteverteilung

gehoren, vgl. Abb. 3.7.

i)

=Y

Y

Abbildung 3.7: Eine Ladungsstromdichteverteilung j('F "), die man bei 7 betrachtet, mit
|7 > || V7', die zur Ladungsstromdichteverteilung gehoren.
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3.4 Magnetisches Moment

Das von der Ladungsstromdichte j(7') erzeugte Vektorpotential lautet gemiB G1. (3.13)

1 MO 3 =/ I(F/)
A = — [d
() 47 " |77 — 7]

ngﬁQO) 31 =N 1l /
- M0222g+1 1 /d JE) " Y (0 )

wobei wir die Multipolentwicklung (2.126) fiir den Faktor 1/|7—7"'| benutzt haben. Explizit
lauten die ersten beiden Terme dieser Entwicklung

A = 2 vy, [ @)

[,L * * *
+ 37? 7)1 Y0, 9) Y (0 @) + Yio(9, ) Yio (9, ') + Y110, 0) Yu (9, )]
+

A7r

- o /d?’“’ (7") + -Ho /d?’F’]’(F’)F-F’+..., (3.49)
473

wobei wir die Symmetrierelation (2.111), die expliziten Ausdriicke (2.112) fiir die Kugel-
flichenfunktionen, sowie Gl. (2.116) benutzt haben. Der erste Term stellt den Monopol-
term fiir das Vektorpotential, der zweite den Dipolterm usw. dar.

Zur weiteren Auswertung dieses Ausdrucks beweisen wir das folgende

Theorem: Seien f(7), g(7) stetig differenzierbare skalare Funktionen von 7 und j(7) eine
Ladungsstromdichte, die Gl. (3.24) erfiillt. Dann gilt

/ d3f*<ffﬁg+gj'ﬁf>:0. (3.50)
R3
Beweis: Es ist aufgrund von Gl. (3.24)

Vo(f9)=FfgV-i+i-V(f9) =7 (fVg+gVf)=fj-Vg+gj-Vf.
Also gilt mit dem Satz von Gauf3

[ (179 97-95) = [ @79 (r90) = ¢ af-(rai) =0,

R3 R3 S(R3)
4.2.2011

da die Stromdichte im Unendlichen verschwindet, q.e.d.

Wir benutzen dieses Theorem nun fiir f = 1 und g = z,y, oder z, so dass V =e” evY,
oder €*. Das Resultat ist

/d3Fj~€iE/d3Fjl— , =2, T,

d.h. der Monopolbeitrag zum Vektorpotential verschwindet,
/ d&*F j(7) = 0.
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Fan, mit ¢, 2% € {x,y, 2},

0= /d3f(xijk+:ckji) = /d3Fa:ijk = —/d?’fx’ff'.

Damit berechnen wir fiir einen beliebigen Vektor @ = const.,
1 . ‘
/dB—»/ z( )&» 7:»/ — /dB—»/ z( )ZL‘Ik — 5ak:/vdfi,';»/ (]z IL‘Ik _]k ZL‘IZ)
_ 1 kil K 31 | =1 2= l_ l ikl k 3= | = 2= !
= ea d°r" |7 x g (1) =—g€a a’r’ | x g (")
_ 1 — 3= | =/ ’
= —519% BF" |7 x §(7) ,

wobei wir von der ersten zur zweiten Zeile die Definition des Kreuzproduktes (Z; x ¢) =
emlpmet und efilemnt = gkmgin — §kngim henutzt haben. Es gilt also die Vektoridentitit

/d3F/j'(F/)6-F/: —% {c’ix /d3F’ [F’ x j(7 )]} . (3.51)

Das magnetische Moment ist definiert als

Nun wenden wir das Theorem (3.50) fiir f = 2%, g ==

m

1 -

5/0137? ['FX j(f)] . (3.52)

Mit dieser Definition und Gl. (3.51) lautet das Integral im Dipolterm in Gl. (3.49)
/d?’F’f(F’)F- Fl=—Fxm=mxr.

Da der Monopolterm verschwindet, beginnt die Multipolentwicklung (3.49) fiir das Vek-
torpotential also mit dem Dipolterm und lautet

/ioT?lXF

Aty =4

47 73

(3.53)

Zur Berechnung des zugehorigen magnetischen Induktionsfelds sind folgende Identitédten
hilfreich,

ﬁx(&p) = @6 a 6@
ﬁx(@xZ?) = b-Vi-— ﬁl?ﬂ?ﬁ b—bV -d

die man wie gehabt mit der Definition des Kreuzprodukts und der schon oben erwahnten
Identitét fiir den Levi-Civita-Tensor beweist. Damit und unter Beriicksichtigung der Tat-

@l
Ql
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— — .
sache, dass m = const. berechnen wir nun

B _ ﬁxgzﬂﬁx<mxr)+

1 = - 1
- Z—;[ﬁVx(mxf)—('rﬁxﬁxVﬁ]vL
= — —[ vm —m-Vr+mV T—TV-m}+—(m><r)><r +
4 | r3 7o
B R R G
po [3(m -7 m
_ _m 3.54
4 [ 7o 7’3]+ (3:54)

Dieser Ausdruck ist identisch mit dem elektrischen Dipolfeld (2.138), wenn wir dort ¢d@/¢g
durch pgm ersetzen. Das magnetische Induktionsfeld hat dann ebenfalls den in Abb. 2.17
gezeigten Feldlinienverlauf. Aus der Ferne betrachtet liefert der Dipolterm den dominanten
Beitrag zum magnetischen Induktionsfeld. Hohere Multipole sind um mindestens eine
Ordnung || /r unterdriickt.

Beispiel: Magnetisches Dipolmoment einer Punktladung
Die Ladungstromdichte fiir eine Punktladung ¢ am Ort ﬁ(t), die sich mit Geschwindigkeit
U(t) bewegt, lautet

J(t,7) = qu(t) 69 (7 = R(1)) .

Das magnetische Moment (3.52) ist dann

7= g/d3f [7 x (t)] 6P (F — R(t)) = gﬁ(t) xi(t) =g -L=g.L

mit dem Drehimpuls L und der Masse m der Ladung. Das Verhiltnis g; von magneti-
schem Moment zu Drehimpuls bezeichnet man als gyromagnetisches Verhiltnis. Das
klassische Resultat ist g, = ¢/(2m). Wir werden sehen, dass dies auch fiir den Bahn-
drehimpuls quantenmechanischer Teilchen Giiltigkeit behélt. Falls diese jedoch Spin S
tragen, dann gilt (in ziemlich guter Ndherung)

—

s =gsS~ 3,

4
m
d.h. das zum Spin gehorende gyromagnetische Verhéltnis ist (ziemlich genau) einen Faktor
2 grofler als das zum Bahndrehimpuls gehorende.
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4 Elektrodynamik

In diesem Kapitel wenden wir uns der Elektrodynamik zu. In diesem Fall werden keine
zusitzlichen Annahmen gemacht, die die Maxwell-Gleichungen vereinfachen. Es ist al-
so der vollstdndige Satz dieser Gleichungen zu betrachten. Wir besprechen zunéchst die
Ausbreitung elektromagnetischer Wellen im Vakuum, d.h. in Abwesenheit von Ladungs-
dichte und Ladungsstromdichte, p(t,7) = j(t, 7) = 0, bevor wir uns der Erzeugung dieser
Wellen aufgrund bewegter Ladungen, p(t,7) # 0, j(t,7) # 0, zuwenden.

4.1 Elektromagnetische Wellen im Vakuum

4.1.1 Homogene Wellengleichung

Wir wollen die elektromagnetischen Felder E(t,7), B(t,7) aus den Maxwell-Gleichungen
im Vakuum bestimmen, also in Raumbereichen, wo die Ladungsdichte und die Ladungs-
stromdichte verschwinden,

pt,F) =0, 7 =0. (4.1)
In diesem Fall lauten die Maxwell-Gleichungen (1.77), (1.78), (1.81) und (1.82)

V-E = 0, (4.2)

- - 10E
B—- = = 4.
V x 25 0, (4.3)
V-B =0, (4.4)

. . 9B
E+=—= = 4,
V x +8t 0 (4.5)

Bilden wir die Rotation der letzten Gleichung (4.5) und benutzen
V x (ﬁxﬁ) :ﬁ(ﬁ-}f) ~ AE,

so erhalten wir

9
ot
Benutzen wir auf der linken Seite die erste Maxwell-Gleichung (4.2) und auf der rechten
Seite die zweite, Gl. (4.3), so erhalten wir

ﬁ(ﬁ-ﬁ)—AE:— VxB.

q 1 0°E (1 H?
= - =
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4.1 Elektromagnetische Wellen im Vakuum

d.h. das elektrische Feld erfiillt die homogene Wellengleichung (1.97). Ganz analog
erhalten wir, wenn wir die Rotation der zweiten Maxwell-Gleichung (4.3) bilden und die
dritte bzw. vierte Maxwell-Gleichung, Gl. (4.4) bzw. Gl. (4.5), benutzen, dass auch das
magnetische Induktionsfeld die homogene Wellengleichung erfiillt,

1 0? = ~

Wir hatten schon in Kapitel 1, Gl. (1.94), gesehen, dass im Falle der Lorenz-Eichung das
skalare Potential ¢ und das 3-Vektorpotential A in Abwesenheit von Ladungen homogene
Wellengleichungen erfiillen. Offenbar gilt dies im Vakuum auch fiir die elektromagneti-
schen Felder selbst, die selbstversténdlich von der Wahl der Eichung unabhéngig sind.

Man sieht anhand der Glgen. (4.6), (4.7) desweiteren, dass nicht nur E— und B—Feld
voneinander entkoppeln, sondern auflerdem noch alle Komponenten der jeweiligen Felder;
jede einzelne erfiillt fiir sich bereits die homogene Wellengleichung

82
(é o A) b(t,7) = (t,7) =0, (4.8)

die wir im folgenden Abschnitt 16sen wollen.

4.1.2 Ebene Wellen

Zur Losung der homogenen Wellengleichung machen wir den bereits bekannten Separa-

tionsansatz
P(t, 1) = ¢(t) £(7)

und erhalten, nachdem wir rdumliche und zeitliche Ableitungen auf unterschiedliche Seiten
der Gleichung gebracht haben,

1 1 1 d2
@Af(f} = g@@ﬂ@-

Beide Seiten der Gleichung koénnen fiir beliebige ¢, 7 nur dann identisch sein, wenn sie
gleich einer Konstanten x € R sind, d.h.

AL(r) = wE(T) (4.9)
d? :
YD (t) = k(L) . (4.10)

Als Losung der zweiten Gleichung bietet sich der Ansatz

C(t) =e"
an, welcher nach Einsetzen auf die Bedingung
2 _ 2

o =CK

fithrt. Es gibt nun prinzipiell drei Mo6glichkeiten:
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(i) k > 0. Dies fiihrt auf exponentiell mit der Zeit ansteigende bzw. abfallende Losungen
U(t,7) ~ etV Dieser Fall ist aber als unphysikalisch zu verwerfen, da sich elek-
tromagnetische Felder bekannterweise nicht so verhalten.

(ii) k& = 0. Dies fiithrt auf zeitunabhéngige (konstante) Losungen. Diese mag es zwar
geben, sind aber fiir die Elektrodynamik nicht sonderlich interessant.

(iii) x < 0. Dies ist der physikalisch interessante Fall. Er fithrt auf
a==xicy/—Kk=tiw,
wobei wir eine neue Konstante w = c¢+/—+ eingefiihrt haben.
Eine Losung der Differentialgleichung (4.10) lautet also
Ce(t) = et

Da die Differentialgleichung (4.9) in der Form ganz &hnlich der Differentialgleichung
(4.10) ist, erwarten wir, dass physikalisch interessante Losungen ebenfalls komplexe Ex-
ponentialfunktionen sein werden. Wir machen den Losungsansatz

)

g(r—’) — eiE-F — ei (k*z+kYy+k?z)

mit einem zunéchst beliebigen, konstanten 3-Vektor k= (k* kY. k*), K € R, i = x,y, 2.
In der Tat 16st dieser Ansatz die Differentialgleichung (4.9),
. < 82 82 82

T ikT 2 2 2\ ik _ 2 ik _ .
Ae'™" = @+8—y2+@)6 ——(kx—i-/{:y—l—kz)e = ke =re""

e
=
.
Bl
!

vorausgesetzt k = —k? < 0. Dies war aber auch gerade der physikalisch interessante Fall
bei der Losung der Differentialgleichung (4.10).
Eine Losung der homogenen Wellengleichung (4.8) hat also die Form

’l/}(t"f’j — A, e*i(wt*]g'f’) + A+ ei(Wt+E'F) . (411)

Durch Einsetzen in Gl. (4.8) findet man, dass

1 02 . 1 5 S
d.h. w und k miissen die sog. Dispersionsrelation

W=7k = w=ck (4.13)

erfiillen. Losungen der Form (4.11) heiflen ebene Wellen.
Die ebenen Wellen (4.11) besitzen zwei Anteile, die sich im Laufe der Zeit unterschiedlich
entwickeln. Wir betrachten zunéchst den ersten Term,

G_(t,7) = A_ e i@tk
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4.1 Elektromagnetische Wellen im Vakuum

Bei festgehaltenem t = ¢y sind Fldchen im Raum, bei denen ¢ _ (%o, 7) einen konstanten
Wert annimmt, solche, bei denen die Phase

o (to,7) = wty — k - 7 = const.
bzw. solche, fiir die k-7 = const. ist (weil wty = ckty = const. fiir festes ¢y und
vorgegebenes k). Offenbar sind dies alle Punkte 7, die die gleiche Projektion k - 7 auf den
vorgegebenen Vektor k besitzen, vgl. Abb. 4.1.

¢_( tr)=const.

Abbildung 4.1: Wellenfronten, d.h. Flachen konstanter Phase fiir ebene Wellen.

_ Diese Flachen konstanter Phase bilden Wellenfronten, die senkrecht zum Vektor
k stehen. Betrachten wir nun die zeitliche Entwicklung einer Wellenfront zu gegebener
Phase ¢_(t,7) = cp(,o) = const.. Dann gilt offenbar

@@):wt—E-F:wt—kT”,

wobei | die Komponente von 7 parallel zum Vektor 7 ist. Offenbar nimmt r| fiir alle

Punkte 7 auf der Wellenfront zu gegebener Phase 90(70)

alle diese Punkte gilt also die “Bewegungsgleichung”

= const. den gleichen Wert an. Fiir

_ k71
=T =g (er=e)

d.h. die Wellenfront bewegt sich mit der sog. Phasengeschwindigkeit

arl™
— w
_= = — 4.14
R TR (4.14)
im Laufe der Zeit fort. Die Ausbreitungsrichtung der Wellenfront ist durch die Richtung
von k gegeben, denn der Zuwachs drﬁ_ = u_dt von Tl(l_)(t) ist fiir alle Punkte auf der

Wellenfront der gleiche, vgl. Abb. 4.2.
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4 Elektrodynamik

o_(t+0 7= ¢

o_(t9= ¢

Abbildung 4.2: Zeitliche Entwicklung einer Wellenfront.

Aufgrund der Dispersionsrelation (4.13) gilt auflerdem
u_=—=c, (4.15)

d.h. im Vakuum breiten sich elektromagnetische Wellen mit Lichtgeschwindigkeit aus.
Wir betrachten nun den zweiten Anteil der ebenen Welle (4.11),

i (t,7) = Ay el @HED

Auch hier sind Flachen konstanter Phase ¢, (¢,7) = wt + k7= goﬁ?) = const. Wellen-

fronten, die fiir Vorgegebenes k so%ar die gleiche rdumliche Orientierung besitzen wie die
fiir konstante Phase ¢_ Jedoch lautet ihre “Bewegungsgleichung” nun

r(9() = % (~wt+el?)
d.h. sie breiten sich mit der Phasengeschwindigkeit u, = dr|(|+)/dt =—w/k=—-u_=—c
aus. Anhand von Abb. 4.2 erkennt man, dass dies gleichbedeutend damit ist, dass sie
sich mit der Phasengeschwindigkeit u_ = ¢ in (—lg) —Richtung ausbreiten, also mit der
gleichen Geschwindigkeit genau 111 d1e entgegengesetzte Richtung wie die Wellenfronten
zu konstanter Phase ¢_(t,7) = o

Ebene Wellen sind periodisch in Raum und Zeit:
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4.1 Elektromagnetische Wellen im Vakuum

(i) Zu festem t = t, wiederholt sich die funktionale Form der Funktion v (ty, ) im
raumlichen Abstand 7+ A7),

Vi (to, ™) = Yi(to, 7+ AT},)
wobei
k-Ar,=2rn, neZ.
Dies gilt, weil
eiE-(FJrAFn) _ ik ji2nn _ ilg-?.

(& (& =€

Den Abstand zwischen zwei benachbarten Wellenfronten mit demselben Funktions-
wert, 1y (tg,7) = ¥ (to, 7 + A7), bezeichnet man als Wellenlénge,

A= — 4.1
T (416)

vgl. Abb. 4.3. Der Vektor k wird als Wellenzahlvektor, oder kurz, Wellenvektor
bezeichnet.

t=0

T
4=

_on
M5

Abbildung 4.3: Ebene Welle zum Zeitpunkt ¢ = 0 (schwarz) und zum Zeitpunkt ¢t = 7'/2 =
m/w (rot). Die Wellenldinge A = 27/k entspricht dem Abstand zwischen
zwei Wellenbergen bzw. -télern.

(ii) Zu festem 7 = 7 wiederholt sich die funktionale Form der Funktion . (t,7) im
zeitlichen Abstand At,,,

wi<t7 FO) = ¢i(t + AtTH F) 5
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4 Elektrodynamik

wobei
wAt, =2rn, n€Z.
Dies gilt, weil

twt tw Aty twt _12mn Twt

et (tHAt) — giwt o =e'“le =e

Den zeitlichen Abstand zwischen zwei aufeinanderfolgenden Wellenfronten mit dem-
selben Funktionswert, ¢, (t,70) = 4 (t + Aty), bezeichnet man als Periode oder

Schwingungsdauer,

2T
T=—. 4.17
. (417)

In Abb. 4.3 ist eine ebene Welle zu einem Zeitpunkt ¢ = 0 und wenn sie eine halbe
Periode, t = T/2 = 7/w, weiter in der Zeit fortgeschritten ist, eingezeichnet. Zu
diesem Zeitpunkt ist gerade 1. (7/2,7) = —14(0,7). Es dauert eine weitere halbe
Periode, t = T/2 4+ T'/2 = T, bis die ebene Welle komplett mit der urspriinglichen
zum Zeitpunkt ¢ = 0 iiberlappt.

Das Inverse der Schwingungsdauer ist die Frequenz,
= = 4.18
v T ? ( )
und die Grofle w = 27 v bezeichnet man als Kreisfrequenz. Es gilt

w 2T w A

Eine spezielle Losung der Wellengleichung (4.6) fiir das elektrische Feld lautet also
E(t,7) = Bye i@tk (4.20)

mit festen, vorgegebenen w, /;, die iiber die Dispersionsrelation (4.13) miteinander ver-
kniipft sind, w = ck. Entsprechend lautet eine spezielle Losung der Wellengleichung (4.7)
fiir das magnetische Induktionsfeld

B(t,7) = By e i@tk (4.21)

mit festen, vorgebenenen @, k, die ebenfalls iiber die Dispersionsrelation (4.13) miteinan-

der verkniipft sind, @ = ¢ k. Natiirlich miissen E (¢, 7) und B(t,7) auch die urspriinglichen
Maxwell-Gleichungen (4.2) — (4.5) erfiillen. Setzen wir die Losungen (4.20), (4.21) z.B. in
Gl. (4.5) ein, so erhalten wir die Bedingung

0B
ot

—

V x E=ikx Eye @trn — _

Fu

t—

€l

— i Bye 1@tk (4.22)

Da dies fiir alle ¢, 7" gelten muss, muss die komplette Raum-Zeit-Abhéngigkeit der Funk-
tionen auf der linken und rechten Seite iibereinstimmen. Dies geht nur, wenn

Il
i}

o, k

w
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4.1 Elektromagnetische Wellen im Vakuum

Dann folgt aus Gl. (4.22)
E X EQ = w éo .
Aus Gl. (4.2) erhalten wir die Bedingung

ol
IS

[
)

V-E=ik Eye '@ F -0 —

Entsprechend erhalten wir aus Gl. (4.4)

— —

V-B=ik-Bye @) =0 = k.-By=0.

Letztlich folgt aus Gl. (4.3)

= o o = 1 OF wo=
_ —i(wt—k-F) - Y= —i(wt—k-T)
VxB=1kxBge 2 7 ZCQEOe
- EXE@ = _%EO
C

Die vier Bedingungen (4.23) — (4.26) implizieren, dass

kLE,, k1By, EylDB,,

(4.23)

(4.24)

(4.25)

(4.26)

(4.27)

die drei Vektoren Ey, By und k bilden also (in dieser Reihenfolge) ein rechtshindiges

Orthogonalsystem, vgl. Abb. 4.4.

-

\ E

>

|
=

-

B

Abbildung 4.4: Elektrisches Feld, magnetisches Induktionsfeld und der Wellenvektor bil-

den ein rechtshéndiges Orthogonalsystem.

Da sowohl E als auch B senkrecht zur Ausbreitungsrichtung k stehen, bezeichnet man

elektromagnetische Wellen im Vakuum auch als transversale Wellen.
Sei z.B. k = k&*. Dann ist aufgrund von Gl. (4.23)

kx Ey=—kE'e" +kEéY=wBy=wBle®+wBleY .
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4 Elektrodynamik

Daraus folgt fiir das elektrische Feld und die magnetische Induktion

—

E(t,7) = (EXé®+ EYev)et=wh (4.28)

3 | k k A
B(t,7) = (Bie® + Byev)et=t = (-- Eye" + ~ B¢ 5@/) ilk =)
w W

1 ,
= - (—EBYé® + Exey) izt (4.29)

Wir kénnen das Koordinatensystem immer so orientieren, dass Ef = 0. Dann folgt mit
E(J; = EO

E(t, ,':') — EO e ei(kz—wt) ’

_, 1 ;

B(t,7) = =Eye¥eh=—wt
C

Der rdumliche Verlauf der elektromagnetischen Felder fiir festes ¢ ist in Abb. 4.5 darge-
stellt.

Ax —

NMJ'
7\ 2

/ —>
y B

Abbildung 4.5: Orientierung des elektrischen Feldes und des magnetischen Induktionsfel-
des fiir einen Wellenvektor k = k &= bei fester Zeit ¢.

4.1.3 Polarisation ebener Wellen

Anhand von Gl. (4.29) sieht man, dass die Amplituden EJ, Ej des elektrischen Feldes die
Amplituden der magnetischen Induktion vollstdndig festlegen. Wir betrachten daher im
folgenden nur das elektrische Feld, welches fiir k = k€ die folgende Form hat,

—

E(t,7) = FE*(t,r)e*+ EY(t,r)eY, (4.30)
E:v<t’ 7—,*) — Eom ei(k z—wt) :
Ey(t’,,?) — Eé/ ei(kz—wt) )
Von physikalischer Bedeutung ist nur der Realteil von E (t,7). Um ihn zu bestimmen,

miissen wir beachten, dass auch die Amplituden EJ, Ef i.a. komplexe Zahlen sind,

B = |Ejle . BY = |EY e,
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4.1 Elektromagnetische Wellen im Vakuum

wobei wir den Unterschied der Phase von Ef relativ zu E§ mit § bezeichnet haben. Die
Realteile der z— und y—Komponente von E(¢,7) lauten dann

Re E*(t,7) = |E§| cos(kz—wt+ @),
Re EY(t,7) = |E§| cos(kz—wt+ ¢+9). (4.31)

Man unterscheidet nun geméafl dem Wert der relativen Phase § mehrere Fille:

(i) 0 =0 oder § = £7.

Wegen cos(x £+ m) = cosx cos(+m) = — coszx gilt
Re EY(t,7) = |EY| cos(kz —wt+ ¢+t m) = —|Ef| cos(kz —wt+ o),

so dass

—

Re E(t,7) = Eéi) cos(kz—wt+¢), (4.32)
wobei wir B
ES = |Ez|e® +|EY|éY

definiert haben. Hier steht das obere Vorzeichen fiir den Fall § = 0 und das untere
fiir den Fall 6 = +x. Der Amplitudenvektor Eéi) ist von Zeit und Ort unabhéngig

und hat die Lange .
B = V1B +E

Das elektrische Feld schwingt also stets in einer festen Richtung, der sog. Polari-
sationsrichtung, die durch die Richtung von Eéi) vorgegeben ist. Sie ist um den
Winkel 4+a;, mit

gegen die r—Achse geneigt, vgl. Abb. 4.6. In diesem Fall spricht man von einer
linear polarisierten Welle.

Yy

4

_E'O( +)

> X
—C()

(=)
&

Abbildung 4.6: Polarisationsrichtungen bei linear polarisiertem Licht.

145



4 Elektrodynamik

Der allgemeine Fall (4.28) kann als Linearkombination einer linear polarisierten
Welle Re E*€” in x—Richtung und einer linear polarisierten Welle Re EY €Y in
y—Richtung aufgefafit werden. Jede beliebig polarisierte ebene Welle 148t sich
also als Uberlagerung zweier unabhiingiger linear polarisierter ebener Wel-
len darstellen.

§ = +£7/2, |E¥| = |EY| = Ep.
Wegen cos(xz £ 7/2) = cosx cos(m/2) F sinz sin(7/2) = Fsinz gilt nun

Re EY(t,7) = |E§| cos (kz—wt+¢j: g) =FEysin(kz —wt+ ),

so dass
Re E(t,7) = Ey [cos(kz —wt + ¢) &% Fsin(kz —wt +¢) Y] | (4.33)

wobei das obere Vorzeichen fiir den Fall § = 47/2 und das untere fiir den Fall
§ = —m/2 gilt.
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x —> —> x
| “ E(Q/w
Eosm(%
B é’cb’s’%’ ””” E(0)

(a) (b)

Abbildung 4.7: (a) Links- und (b) rechts-zirkular polarisiertes Licht.

Betrachten wir nun Gl. (4.33) fiir festes z = 2y, also fiir k 2o+ ¢ = ¢¢ = const. Dann
ist

Re E(t, z9) = Ey [cos(wt — ¢g) €” £ sin(wt — ¢g) €Y]
gerade die Parameterdarstellung eines Kreises mit Radius Ey. Dementspre-
chend spricht man von zirkular polarisiertem Licht. Fiir 6 = 7/2 wird der Kreis
mit Winkelgeschwindigkeit w im mathematisch positiven, d.h. im Gegenuhrzeiger-
sinn durchlaufen, wéhrend er fiir § = —7/2 im Uhrzeigersinn durchlaufen wird, vgl.

Abb. 4.7.



(iii)

4.1 Elektromagnetische Wellen im Vakuum

Im ersten Fall, fiir § = w/2, Abb. 4.7(a), spricht man von links-zirkular polarisier-
tem Licht, und im zweiten Fall, fir § = —7/2, Abb. 4.7(b), von rechts-zirkular
polarisiertem Licht. Der Wellenvektor k = ké&* in Abb. 4.7 zeigt aus der Zeiche-
nebene heraus, daher hat der Vektor des elektrischen Felds fiir links-zirkular
polarisiertes Licht den Drehsinn einer Rechtsschraube. Man spricht von positi-
ver Helizitat. Umgekehrt hat der elektrische Feldstérkevektor fiir rechts-zirkular
polarisiertes Licht den Drehsinn einer Linksschraube und man spricht von nega-
tiver Helizitit.

§ = n/2, |5 # |E.
Gleichung (4.31) 148t sich schreiben als

Re E*(t,7) = |EJ| cos(kz—wt+¢),
Re EY(t,7) = F|E{| sin(kz —wt+ ¢) .
Offensichtlich gilt
. {ReEl‘(t,F)r {ReEy(t,F)r
| EG] | E6|
Dies ist die Normalform der Ellipsengleichung, die Ellipse hat die Halbachsen

|E¥| und |E{|, die in 2— bzw. y—Richtung orientiert sind, vgl. Abb. 4.8. Man spricht
von elliptisch polarisiertem Licht.

Yy

A
__ 0=-Ti/2
E

d=+T1/ E]|

IEg |

Abbildung 4.8: Elliptisch polarisiertes Licht fir § = 4m/2.

Mit den gleichen Argumenten wie beim zirkular polarisierten Licht kann man nun fiir
d = m/2 feststellen, dass der Vektor des elektrischen Feldes die Ellipse im Gegenuhr-
zeigersinn durchlauft, bzw. fiir § = —7/2, dass er sie im Uhrzeigersinn durchluft.
Im ersten Fall spricht man von linksdrehend elliptisch polarisiertem Licht (positive
Helizitét), im zweiten von rechtsdrehend elliptisch polarisiertem Licht (negative
Helizitét).
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4 Elektrodynamik

(iv) ¢ beliebig, |EZ| # |EY|.

148

Dies ist der allgemeine Fall beliebiger Polarisation. Man kann sich jedoch davon
iiberzeugen, dass es sich auch in diesem Fall um elliptisch polarisiertes Licht

handelt, dass jedoch nun die Ellipse gegeniiber dem vorangegangenen Fall noch in
der (xy)—Ebene gedreht ist, s. Abb. 4.9.

Abbildung 4.9: Elliptisch polarisiertes Licht fiir beliebiges 9.

Wir hatten schon gesehen, dass man beliebig polarisiertes Licht als Linearkom-
bination zweier linear polarisierter Wellen darstellen kann. Es ist aber alternativ
auch moglich, beliebig polarisiertes Licht als Linearkombination zweier entge-
gengesetzt zirkular polarisierter Wellen darzustellen. Dazu definieren wir die
komplexwertigen Vektoren

1
ey = — (€% +ieY) |
4 2( )
so dass
- g vy, ="l —é)
€' = — ), = — — e
N V2t

Damit gilt fiir den Amplitudenvektor in Gl. (4.28)

, 1

Wir schreiben die komplexen Vorfaktoren der Vektoren €. in Polardarstellung,

Ei +i Bl = B e

)



4.1 Elektromagnetische Wellen im Vakuum

wobei Eéi) € R, so dass fiir das raum-zeitabhéngige elektrische Feld aus Gl. (4.28)
gilt

9 = L [E0 et 5, 4 ) kst 2

Um den physikalischen Anteil dieses Ausdrucks zu bestimmen, nehmen wir den
Realteil,

= 1 -
Re E(t,7) = §Eé)[cos(kz—wt+7_)€$—sin(kz—wt+7_)€y]

1
+ §Eé+) [cos(kz —wt+yp) e +sin(kz—wt+vy4)€eY] .

Durch Vergleich mit Gl. (4.33) sehen wir, dass dies in der Tat eine Linearkombination

aus zwei entgegengesetzt zirkular polarisierten Wellen mit den Amplituden Eéf) und
Eéﬂ ist.
4.1.4 Allgemeine L6sung der homogenen Wellengleichung 220
Geméfl dem in Abschnitt 2.4.2 Gesagten bilden die Funktionen
T 1 ikx
Uz, k) = —¢€"", (4.34)

V21

vgl. Gl. (2.91), ein vollstindiges, orthonormales Funktionensystem auf R. Es ist nicht
weiter schwierig, dies auf ein auf dem Minkowski-Raum {t € R, 7 € R¥} = R x R?
vollstéandiges orthonormales Funktionensystem zu erweitern. Dazu interpretieren wir x als
die z—Komponente des Ortsvektors 7" und £ als die r—Komponente des Wellenzahlvektors
k. Die Verallgemeinerung von Gl. (4.34) ist dann das Produkt entsprechender Funktionen
fiir jede Raumrichtung und fiir die Zeit,

- - - 1 A 1 ~ 1 : 1 ,
UX.K)=U(t. 7 k — ikTx i kYy 1k*z —jwt
( ) ) ( 7T’ w? ) /27T € /27'(' € /27'(' € /27T €
_ 1 ei(E F-wt) _ 1 o—il(w/c) ct—k-7]
(2m)? 21
_ 1 —i KX
= (o) e , (4.35)
wobel wir den 4-Wellenvektor
oy — (0 T = (@ AT
K=Y =&, 5 = (=2 k (4.36)
c

definiert haben. Das negative Vorzeichen von wt im Exponenten ist dabei Konvention. Es
wird zweckméifBigerweise so gewihlt, dass der Exponent als 4-Skalarprodukt zwischen
K und X, K - X = ktz,, geschrieben werden kann. Damit sind die Funktionen (4.35)
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4 Elektrodynamik

Lorentz-invariant. Ihre Vollsténdigkeitsrelation lautet in Analogie zu Gl. (2.92)

L5k —K) = 6(w—w')d®F — i)
C

— 1 /OO dt | @3 eilw—w)t—(k—k")-7
(2m)* Joo
= 1 /d4X€Z(KK)X
(2m)te
—= (2n'dW(K-K') = / At X et H—KD-X (4.37)

Aus der Diskussion in Abschnitt 4.1.2 ist ersichtlich, dass es sich bei den Funktionen
U(X, K) um geeignet normierte ebene Wellen handelt.

Jede Funktion f(z) auf R kann mit Hilfe des Fourier-Integrals (2.94) nach den U(z, k)
entwickelt werden. Dies gilt auch in der Verallgemeinerung auf den Minkowski-Raum.
Eine beliebige Funktion f(X) = f(¢,7) kann also als vierdimensionales Fourier-Integral
geschrieben werden,

f(X) = [, 7

o0
dw
—00

PRl Fye 0 = o [ e
(4.38)

wobei wir das infinitesimale Volumenelement im Raum der 4-Wellenzahlvektoren,

K = dk0 Bk = dw Bk

definiert haben. Die Fourier-Koeffizienten f(K) = f(w,k) ergeben sich analog Gl.
(2.93) zu

F(K) = flw, !

4 iK-X
(27?)20/(1 X f(X)e :
(4.39)
Wenn dies fiir beliebige Funktionen gilt, so auch fiir die Losung ¢ (X) = ¢(¢,7) der
homogenen Wellengleichung (4.8). Wir setzen das Gl. (4.38) entsprechende Fourier-
Integral fiir ¢»(X) in die homogene Wellengleichung (4.8) ein,

dt

d37"f —» z(wt—EF) —

0=0Op(X) = /d4K (K)Qe KX

_ 1 = d dBE 7 ]; 1 o A —i(w t—k-7)
- (27T)2 3 w w(w7 ) g ﬁ - e
SRy

3070, T w? 2\ —i(wt—k-F)
kY(w, k) | —— + k) e

Il
|
o
3|0
Y
—
o
=
=
Do
=
=
®
%
S
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4.1 Elektromagnetische Wellen im Vakuum

Da die Funktionen U(X, K) = e~*%'X /(27)? orthonormal sind, kann das Integral auf der
rechten Seite dieser Gleichung nur dann verschwinden, wenn alle Koeffizienten null sind,

~ w? ~ -
K*)(K) = (C—2 — l<;2) Y(w,k)=0 VKeRxR®, (4.40)
Dieses Resultat ist insofern bemerkenswert, weil es uns durch die Fourier-Entwicklung der
Losung (X)) gelungen ist, die homogene Wellengleichung (4.8), die eigentlich eine partielle
Differentialgleichung fiir 1)(.X) ist, als Satz von algebraischen Gleichungen (4.40) fiir

die Fourier-Koeffizienten 1 (K’) zu schreiben. Leider bestimmen diese Gleichungen die
Fourier-Koeffizienten nicht eindeutig, es 148t sich aber zumindest die Bedingung

W=7k = w=dwk), wk)=ck (4.41)

ableiten, die uns als Dispersionsrelation schon von der Diskussion der ebenen Wellen
bekannt ist, vgl. Gl. (4.13). Diese Bedingung ist gleichbedeutend mit der Tatsache, dass
der 4-Wellenvektor K ein lichtartiger 4-Vektor ist, K? = 0, vgl. die Vorlesung iiber
“Theoretische Physik 2: Analytische Mechanik”.

In der Fourier-Entwicklung (4.38) waren die Kreisfrequenzen w beliebig, es mufite iiber
alle Werte von w integriert werden. Fiir die Losung ¢(X) der homogenen Wellenglei-
chung ist dies nicht mehr so, die Kreisfrequenzen miissen der Dispersionsrelation (4.41)
geniigen. Wir erzwingen dies, indem wir folgenden Ansatz fiir die Fourier-Koeffizienten
Y (K) machen,

D) = d(w, k) = as(k) 6w + w(k)] + a- (k) 6w — w(k)] (4.42)

mit Koeffizienten ai(/;), die ausschlieBlich vom 3-Wellenvektor k abhéingen. Setzen wir
den Ansatz (4.42) in die Fourier-Entwicklung (4.38) fiir die Losung ¢ (X) der homogenen
Wellengleichung ein, so erhalten wir

V) = (0.7) = oy [ {ay (B e (B R )

Der Integrand weist grofe Ahnlichkeit mit Gl (4.11) auf. Wie dort auch gibt es zwei
Anteile, die mit den Phasengeschwindigkeiten #w(k)/k in k—Richtung laufen. Fiir die
allgemeine Losung (4.43) muss man aber noch iiber alle moglichen Wellenzahlen inte-
grieren. Da die Amplitudenfunktionen nicht fiir alle k gleich sein miissen, hédngen die
Koeffizienten a (k) nun ebenfalls von k ab.

-,

Die Koeffizienten a. (k) lassen sich durch die Anfangsbedingungen fiir die Wellenglei-
chung,

W) = 600 = g [ CF [0+ a @] (4.44)
wr) = 20, = (2%)2 / PRak) [ae®)—a(®)] 7, (1.45)
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4 Elektrodynamik

bestimmen. Offensichtlich lassen sich nédmlich die rechten Seiten der Glgen. (4.44) und
(4.45) als Fourier-Entwicklungen der Funktionen (7)) und vo(7) auf dem Ortsraum in-
terpretieren, mit den Fourier-Koeffizienten

(B +a_(B)] = ¢21—7TB / By (F) e T
[a+(12)—a_(12)} - —m / Bvy(F) e

Diese Gleichungen lassen sich durch Addition bzw. Subtraktion nach ai(/;) auflosen,

ay(k) = ﬁ / 437 [@Z)O(f) T ﬁ vo(f)] e kT (4.46)

Setzen wir dies in die Losung (4.43) der homogenen Wellengleichung ein, so erhalten wir

v = 5 21@3 / &F / R {e“’(k)t [%(f’) _ ﬁ.k)vo('r?’)]
+ e Wikt [z/JO(F/) + ﬁf)v‘)(”w)” e (4.47)

Wir definieren die Funktion

; | A . o
D(t,7) = —— / P’k —— [t — i) gtk (4.48)

D(t,7) = = D(t,7) = /d?’/; [e“’(k)t + e*w(k)t] etk (4.49)
Damit 1a88t sich Gl. (4.47) schreiben als

b(t, 7) = / &7 [D(t,F— 7Y ho(i') + D(t, 7 — F’)vO(F’)] . (4.50)

Dies ist die allgemeine Losung der homogenen Wellengleichung, ausgedriickt durch die

dazugehorigen Anfangsbedingungen und die Funktion D(t, )

Wir kénnen die Funktion D(t, ) physikalisch interpretieren, indem wir sie explizit be-
rechnen. Dazu bemerken wir, dass die 7— Abhéngigkeit dieser Funktion lediglich im Ska-
larprodukt k - 7 auf der rechten Seite von Gl (4.48) auftritt. Dieses ist aber rotationsin-
variant, so dass wir fiir die E—Integration annehmen konnen, dass 7 in z—Richtung zeigt,
7 = (0,0,7). Dann 148t sich die E—Integration bequem in Kugelkoordinaten ausfiihren.
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4.1 Elektromagnetische Wellen im Vakuum

Mit der Substitution z = cosJ; erhalten wir

i *© 1 4 . ! ,
D(t.7) = — dka twk)t  —iw(k)t / d ikra
(t.7) /0 (k) [e e } » e
1

- _ t - E ickt _ _—ickt _— (_ikr _ _—ikr
BIC! )2/0 dh o (=) g (e =)

1 - ik(r+ct) ik(r—ct) —ik(r—ct) —ik(r+ct)
= _87T20r/0 dk (e —e —e +e )
1 o ) )
- _ dk tk(r+ct) _ ik(r—ct)
8r2er /oo (6 ‘ )
1
= — o t) —d(r—ct)] ,
T [80r + ef) — 8(r — c1)

wobei wir die Orthonormalitétsrelation (2.90) in der Form

2 d(r £ ct) = / dk etk(r£et)

benutzt haben. Da sowohl r = |r] > 0 als auch ¢ > 0 sind, gilt
1 o(r—ct) , t>0
D(t,7) = : 0 , t=0
TP =6(r4et) , t<0

o(r — c|t]) sgn(t) , (4.51)

der

mit der schon bekannten Vorzeichenfunktion, deren Definitionsbereich wir um ¢ = 0, mit
der Zuordnung sgn(0) = 0, erweitert haben. Die Funktion D(¢, ) liefert also fiir gegebenes
t lediglich auf einer Kugelschale um den Ursprung mit Radius r = c|¢| einen Beitrag,.

Betrachten wir nun den zweiten Term in Gl. (4.50). Er 148t sich wie folgt interpretieren.
Wir betrachten einen bestimmten Ort 7’ zum Zeitpunkt ¢ = 0, an dem die Anfangsbe-
dingung vy(r") gegeben ist. Dieser Anfangswert wird nun mit fortschreitender Zeit ¢t > 0
auf einer Kugelschale mit Mittelpunkt in 7" und Radius |/'— 7’| = ct, also einer sich mit ¢
linear vergroffernden Kugelschale um 7/, weitertransportiert, vgl. Abb. 4.11. Der gesam-
te Beitrag des zweiten Terms in Gl. (4.50) zur Losung ¢ (¢, 7) zum Zeitpunkt ¢ am Ort
7 stellt eine Uberlagerung dieser auf Kugelschalen weitertransportierten Anfangswerte
vo(r"") dar, die von allen mdoglichen Orten 7 ausgehen.

Es ist klar, dass zu gegebenem ¢ lediglich Beitrige von Orten 7' bei 7 einlaufen,
die einen Abstand ct von 7" haben, sich also auf einer Kugelschale mit Radius ¢t um 7
befinden, s. Abb. 4.10. Bis zum Zeitpunkt ¢ ist lediglich Information von Orten innerhalb
dieser Kugelschale bei 7 eingelaufen. Es kann keine Information von Orten angekommen
sein, die auflerhalb liegen, fiir die also |77 — 7’| > ct gilt. Die Kugelschale mit Radius ct
um 7 stellt also den Kausalitdtshorizont fiir den Ort 7 dar.

Der Beitrag des ersten Terms in Gl. (4.50) 148t sich dhnlich interpretieren, wenn man die
Zeitableitung der Funktion D(¢,7— 7'), also de facto die Zeitableitung der é—Funktion,
geméf

0 o7 =7" —ct) do(|F = 7" £ct)

—§(|F = 7' = ct)

0
:l: - —»_ —/ _
g c (|7 =7 — ct)

ot (=7 —ct) oF—7
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4 Elektrodynamik

g Bd g

Abbildung 4.10: Kugelschalen mit Radius ¢t (rot) um exemplarische Punkte 7, 7y, 7.
Information kann den Punkt 7 nur von Punkten innerhalb des Kausa-
litdtshorizonts (Kugelschale mit Radius ¢t um 7, schwarz gestrichelt) er-
reichen. Die Punkte 7 und 73 liegen zum Zeitpunkt ¢ innerhalb des
Kausalitatshorizontes von 7, der Punkt 7/ noch auBerhalb.

in eine Ortsableitung umwandelt und dann partiell integriert.

4.1.5 Wellenpakete

Als Anwendung der allgemeinen Losung (4.43) der homogenen Wellengleichung betrach-
ten wir den Fall eindimensionaler Wellenausbreitung in z—Richtung,

ax(k) = (2m)* 6(k") 3(k¥) a (k) .
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4.1 Elektromagnetische Wellen im Vakuum

und nehmen an, dass die Koeffizienten ay (k) lediglich in einem schmalen Bereich um
ko = ko €* von null verschieden sind. In diesem Fall kénnen wir die Dispersionsrelation
w(k) um den Wert kg entwickeln,

dw(k) 1 d*w(k)
1k (k — ko) + 5

w(k) = wlko) + S o

(k—ko)*+.... (4.52)

k=ko

k=ko

Bei Lichtwellen sind in dieser Entwicklung wegen w(k) = ¢k nur die ersten beiden Terme
von null verschieden, aber wir wollen dennoch den allgemeineren Ausdruck (4.52) betrach-
ten, da das Nachfolgende auch fiir Félle anwendbar ist, bei denen die Dispersionsrelation
w(k) nicht die einfache Form (4.41) hat. Die erste Ableitung der Dispersionsrelation

_ dw(k)
77 dk

v

(4.53)

k=ko

bezeichnet man aus Griinden, die gleich klar werden, als Gruppengeschwindigkeit.
Wir setzen die Entwicklung (4.52) nun unter Beriicksichtigung, dass k = ké'*, kg = ko €~*
in den Exponenten der ebenen Wellen ein,

k-mtwk)t ~ koz+ (k—ko)z % [w(ko) + vy(k — ko)t = koz £w(ko) t+ (k —ko)(z L v, t) .
Eingesetzt in die Losung (4.43) ergibt sich dann

Ut 7)) = Yt T) + Y- (6T,
el ) O [ () 0RO

[e o]

(2 + v, t) ehoz etk (4.54)

wobei wir die Funktion

Uy (ztuv,t) = / dk a (k) elk—ho)zEvst) = / dq ax (ko + q) e'9=Ev9Y (4.55)

—00 o

definiert haben. Die Losung (4.54) hat also die Form einer ebenen Welle mit der Frequenz
w(ko) und der Wellenzahl kg, aber sie wird mit einer raum-zeitabhingigen Ampli-
tude VU, (z &+ v,t) moduliert, vgl. Abb. 4.11. Man bezeichnet eine solche Losung als
Wellenpaket.

Die Modulationsfunktion bewegt sich i.a. nicht mit der gleichen (Phasen-)Geschwin-
digkeit ux = Fw(kg)/ko wie die ebene Welle, sondern mit der (Gruppen-)Geschwindigkeit
vy in (Fz)—Richtung. Konstante Werte der Modulationsfunktion fithren nédmlich auf die
“Bewegungsgleichung”

dz

zEtuv,t =const. = z(t) = Fu,t+ const., %5

= Ty .
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Abbildung 4.11: Wellenpaket ¢_(¢,7) (rot). Die Modulationsfunktion V_(z — v, t) ist
durch die gestrichelte Linie angedeutet. Die Phasengeschwindigkeit ist
u_ = 4w(ko)/ko, die Gruppengeschwindigkeit +uv,,.

Beispiel: Gaufisches Wellenpaket.
Wir nehmen als Gewichtsfunktion

ai(k)

2 M} . (4.56)

- o\ P [_ o2 /4

Offensichtlich handelt es sich um eine Gauf3-Funktion mit Mittelwert bei ky und der
Breite oy, vgl. Abb. 4.12.

Die Normierung ist so gewéhlt, dass

& & 2 2 2 1 & 2
/ dk ay (k) = / dkme“‘(’“"m) /%% =7 / due™ =1, (4.57)

wobei wir u = 2(k — kg) /oy, substituiert und ein elementares Integral [8] benutzt haben.
Wir bemerken, dass

lim as (k) = 6(k — ko) . (4.58)

o —0

In diesem Fall wird die Modulationsfunktion konstant und das Wellenpaket geht in eine

ebene Welle iiber,

'QZ):I: (t, ,':f) _ ei[koz:tw(ko)t] /Oo dk 5(]{: . k:O) ei(k_ko)(z:l:ygt) _ ei[koz:tw(ko)t} ) (459)

—00
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4.1 Elektromagnetische Wellen im Vakuum

a,(k)

121~
Z/GkT[ _________________

Z/Gan 77 P SR

kya/2 k, k+g/2 k

Abbildung 4.12: Gewichtsfunktion fiir ein Gaufisches Wellenpaket.

Wir setzen nun die Gausche Gewichtsfunktion (4.56) in die Modulationsfunktion (4.55)
ein und machen eine quadratische Ergénzung im Exponenten,

C i £ o) L (2 9igic + o
———+ig(z v = ——— |¢° —2iq(z £ yt)=
g2ja 1T o2/ |1 TN N
1 . 02]1? o2
= _—a,%/ll [q—z(z + vgt)g} - 1—6(2 + v,t)?,
so dass
U, (zE£v,t) = exp [—l—g(z + vgt)ﬂ / dk — exp ~2/1 [q —i(z £ vgt)gk} .
oo 2

Es handelt sich bei dem Integral um ein ins Komplexe verschobenes Gauf3-Integral. Man
kann aber zeigen, dass diese Verschiebung nichts am Wert des Integrals dndert, es ist nach
wie vor korrekt auf 1 normiert, vgl. Gl. (4.57). Das Ergebnis der Gaufischen Integration
liefert also

2

_ _ % 2| — 1 2
\Ili(zivgt)—exp{ 16(zj:vgt)}_exp{ 03/4(zivgt)] :

Die Modulationsfunktion ist also wie die Gewichtsfunktion eine GauB-Funktion, jetzt
allerdings im Ortsraum. Der Mittelwert liegt bei Fv, ¢t und die Breite ist o, = 8/0y.
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4 Elektrodynamik

Offenbar ist die Modulationsfunktion umso breiter, je schmaler die Gewichtsfunktion
ist, 0,0, = 8 = const., und umgekehrt. Fiir o, — 0 hatten wir schon gesehen, dass die
Gewichtsfunktion gegen die d—Funktion strebt, Gl. (4.58), und damit die Modulations-
funktion gegen eine Konstante geht. Das Wellenpaket wird unendlich breit und konvergiert
gegen die unmodulierte ebene Welle, vgl. Gl. (4.59).

Fiir o), — oo dagegen strebt die Gewichtsfunktion gegen eine (verschwindend kleine)
Konstante,

L2 1 (k — ko)? 2

oV oii/4 v
alle Wellenvektoren werden mit demselben (verschwindend geringen) Gewicht iiberlagert,
aber das Wellenpaket wird beliebig scharf an der Stelle z = Fv, ¢ im Ortsraum fokussiert,

a(k) + 0 (o;1)] ~

— 0,

Uy (zxv,t) = 6(zxv,t).

4.1.6 Aberration und Doppler-Effekt

Lichtwellen, die von einem bewegten Objekt ausgesendet werden, erscheinen je nach Be-
wegungsrichtung des Objektes in Frequenz v = w/(2r) = ¢/A und Wellenvektor &,
|l§ | = k = 2m/\, verschoben. Die Verschiebung der Frequenz bezeichnet man als Doppler-
Effekt, die Verschiebung des Wellenvektors als Aberration. Beide Effekte lassen sich sehr
einfach durch eine Lorentz-Transformation des 4-Wellenvektors ableiten.

Wir betrachten eine ebene Welle mit Kreisfrequenz w und Wellenvektor E, die von einer
im Ursprung eines Systems Y ruhenden Lichtquelle unter einem Winkel 6 zur z—Achse
ausgesendet wird und von einem im Ursprung des Systems Y’ ruhenden Beobachter ge-
messen wird. Das System Y bewege sich relativ zu ¥ mit der Geschwindigkeit v = v €>.
Der Beobachter wird diese ebene Welle mit einer anderen Kreisfrequenz w’ und mit einem
anderen Wellenvektor &’ messen, welcher mit der z’—Achse den Winkel 6 einschliefit, vgl.
Abb. 4.13.

Die Lorentz-Transformation des 4-Wellenvektors lautet
EH=ArEY

bzw. mit den Glgen. (1.34) und (4.36),

~

Yoy (f _ gkz) , (4.60)
c c
klx — k,:v ,
EY = kY,
Ko = o (k: 3 f) . (4.61)
c
Andererseits entnehmen wir der Abb. 4.13
K = kcosh=" cosd : (4.62)
cw/
K* = K cos® = — cosl', (4.63)
c
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4.1 Elektromagnetische Wellen im Vakuum

<y

Abbildung 4.13: Messung von in Y ausgesandten Lichtwellen in einem relativ dazu be-
wegten System Y.

wobei wir von der Dispersionsrelation w = ck, Gl (4.13), Gebrauch gemacht haben.
Setzen wir die erste Relation (4.62) in Gl. (4.60) ein, so erhalten wir

w'zy(u)—cﬁgcos@):wfy(l—ﬁcosﬁ) , (4.64)
c
bzw. ausgedriickt durch die Frequenzen v/, v,

V' =vy(1—p cosh) . (4.65)

Mit der zweiten Relation (4.63), eingesetzt in Gl. (4.61), ergibt sich andererseits

/

ol i (Y _3¥\ ¥ _
0080—7(0 cos ﬁc> Cv(cosﬁ B) , (4.66)

c
bzw. ausgedriickt durch die Frequenz
V' cos = vy (cosh— ) . (4.67)

Man kann die Frequenzen v/, v aus den Glgen. (4.65), (4.67) eliminieren,

, UV cos — f3
_v gy 80P 4,
cos 6 = 7 (cos B — 3) e (4.68)
bzw. nach cos 6 aufgelost
cost + 3
= ——-——. 4.
o8 1+ (3 cos b (4.69)
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4 Elektrodynamik

Die Glgen. (4.68), (4.69) sind die sog. Aberrationsgleichungen. Sie geben an, wie der
Winkel im System des Beobachters vom Winkel im System der Lichtquelle abhéngt und
umgekehrt. Abbildung 4.14 veranschaulicht den Zusammenhang zwischen cos 6 und cos ¢'.

cos®’

1

— B:O

— B=0.5

3=0.9

— B=0.99
0 cos0
17 0 1

Abbildung 4.14: Zusammenhang zwischen cos# und cos#'.

Aus Abb. 4.14 entnimmt man, dass V 3 > 0 der Winkel 0’ stets grofer ist als der Win-
kel 0. Z.B. wird Licht, welches in ¥ unter 90° ausgesendet wird, in >’ unter einem Winkel
0" > 90° registriert, scheint also von vorne zu kommen. Im Moment des Vorbeiflugs des
Beobachters an der Lichtquelle hat dies den Effekt, dass die Lichtquelle sich noch vor
dem Beobachter zu befinden scheint, vgl. Abb. 4.15(a). Der Effekt wird umso drastischer,
je groBer die Geschwindigkeit des Beobachters ist. Je schneller man sich relativ zur Licht-
quelle bewegt, desto stérker erscheint das Licht nach vorne fokussiert. Umgekehrt gilt,
dass Licht in ¥’ unter 8’ = 90° detektiert wird, also scheinbar direkt von der Seite kommt,
wenn der Beobachter die Lichtquelle schon lange passiert hat, vgl. Abb. 4.15(b).

Mit der Aberration geht auch eine Frequenzverschiebung einher. Setzen wir die zweite
Aberrationsgleichung (4.69) in Gl. (4.65) ein, um cos zu eliminieren, so erhalten wir

v cost + 3 1 — 32
— = Y\ 1B | =7V
v 1+ (3 cosf 1+ cosf

1 1
= - — 4.70
v 1+ 3 cosb ( )
Die relative Anderung der Frequenz v/ /v ist in Abb. 4.16 als Funktion von cos# darge-
stellt. Man erkennt, dass das Licht fiir groe ¢, also wenn man sich auf die Lichtquelle
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_ X X
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(a) (b)

Abbildung 4.15: (a) Licht, das in ¥ unter § = 90° ausgesendet wird, wird in ¥’ unter
0" > 90° registriert. Die Lichtquelle scheint noch vor dem Beobachter zu
liegen, obwohl er sie gerade passiert. (b) Licht kommt scheinbar direkt
von der Seite, unter #’ = 90°, obwohl man die Lichtquelle schon lange
passiert hat, § < 90°.

V'V

5

_ [3:0

— B=0.5
di B=0.9 | °

— B=0.99
3__ ]
2 ]
S

N —

0_1 0 ] cos©

Abbildung 4.16: Frequenzverschiebung 1/ /v als Funktion von cos€'.
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zubewegt, zu grofleren Frequenzen v/ /v > 1 verschoben ist. Dies ist die sog. Blauver-
schiebung. Der Effekt ist am groiten fiir den Wert cos @’ = —1; dort gilt

i/(COSH'Z—I):l 1 1-p \/(1_5)(1+ﬁ):\/1+5
Y v1-4 | (-pp (1-p5)? =3

Wenn man sich von der Lichtquelle wegbewegt, also fiir kleine Winkel 6, so ist das Licht
zu kleineren Frequenzen v/ /v < 1 verschoben. Dies nennt man Rotverschiebung. Der
Effekt ist am grofiten fiir cos @’ = 1; dort gilt

Vst =)= L L [1=F 1-p01+p) _ [1-5
A By R SRy R O ) 1+5°

Insgesamt bezeichnet man diese Verschiebung der Frequenzen in Abhéngigkeit der rela-
tiven Bewegung zur Lichtquelle als Doppler-Effekt. Man beachte, dass das Licht auch
rotverschoben ist, wenn man es unter #’ = 90° beobachtet. Dies ist der sog. relativisti-
sche Doppler-Effekt,

/
1
V;(COSQIZO):;:\/I—ﬁ2<1 VE>0.

Eigentlich wiirde man erwarten, dass sich transversal zur Boost-Richtung bewegende
Lichtwellen durch die Lorentz-Transformation unbeeinflufit bleiben. Dies ist zwar prin-
zipiell richtig, aber wie wir bei der Diskussion der Aberration gesehen haben, vgl. Abb.
4.15(b), wird Licht, das unter # = 90° in 3’ beobachtet wird, eigentlich unter einem
Winkel 6 < 90° in ¥ emittiert. Der Wellenvektor k hat dann sehr wohl eine Komponente
in Boost-Richtung, die durch die Lorentz-Transformation verdndert wird.

4.2 Erzeugung elektromagnetischer Wellen

4.2.1 Inhomogene Wellengleichung

Wir kommen nun zur Loésung der Maxwell-Gleichungen im Fall nichtverschwindender,
raum-zeitabhédngiger Ladungsdichte und Ladungsstromdichte

p(t,7) # 0, j(t,7) #0.

Dies ist der denkbar allgemeinste Fall. Es ist zweckméfig, zunéchst die Bewegungsglei-
chungen fiir die Potentiale o(t,7), A(t,7) zu l6sen und daraus dann das elektrische Feld
E(t,7) und das magnetische Induktionsfeld B(t,) zu berechnen. Natiirlich sind die Po-
tentiale nicht eindeutig bestimmt, man kann eine bestimmte Eichung wéhlen, um die Be-
wegungsgleichungen zu vereinfachen. Hier betrachten wir den Fall der Lorenz-Eichung,
die Bewegungsgleichungen fiir die Potentiale sind also die inhomogenen Wellenglei-
chungen

L 1 .
D@(tﬂ”) = %p(t,’l“) ’ (471)
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vgl. Glgen. (1.94). Wir bemerken zunéchst, dass die Gleichungen fiir ¢(t,7) und fir die
drei Komponenten von A(t, 7) entkoppeln. Generell sind diese Gleichungen vom Typ

Oy(t,7) = o(t,7) . (4.73)

Die allgemeine Losung einer inhomogenen linearen partiellen Differentialgleichung

setzt sich zusammen aus der allgemeinen Losung der homogenen linearen partiel-

len Differentialgleichung und einer speziellen Lésung der inhomogenen Differenti-

algleichung. Die Losung der homogenen Wellengleichung haben wir in Abschnitt 4.1.4

ausfithrlich diskutiert. Wir miissen uns also lediglich eine spezielle Losung der inhomoge-

nen Wellengleichung beschaffen. Dazu benutzen wir wieder die Methode der Green-

schen Funktionen, vgl. Abschnitt 2.3.3.
Per Definition ist die Greensche Funktion der Wellengleichung die Losung der inhomo-

genen Wellengleichung mit einer —Funktion als Inhomogenitit,

DGt =t 7 —7") = 0(t —t") 6O (F = 7). (4.74)

Hierbei haben wir mit Hilfe der Indizes am d’Alembert-Operator gekennzeichnet, beziiglich
welcher Variablen abzuleiten ist. Aulerdem haben wir angenommen, dass die Greensche
Funktion lediglich von der Differenz ¢ — ¢’ der Zeiten und der Differenz 7 — 7/ der
Ortsvektoren abhéngt. Dies gilt streng genommen nur fiir Probleme, die translationsin-
variant in der Raum-Zeit sind. Wir werden aber sehen, dass sich zumindest eine spezielle
Losung der inhomogenen Wellengleichung (4.74) fiir die Greensche Funktion konstruie-
ren 148t, die diese Forderung erfiillt. Wir merken noch an, dass sich Gl. (4.74) erheblich
kompakter in relativistisch kovarianter Notation schreiben 148t,

Ox G(X — X)) =céW(X - X'). (4.75)

Mit der Greenschen Funktion G(t — ¢/, 7 — ') lautet eine spezielle Losung der inhomo-
genen Wellengleichung (4.73)

U(t,7) = /dt’ PGt —t, 7 — 7)ot 7). (4.76)
Beweis: Wir setzen diese Gleichung in die inhomogene Wellengleichung (4.73) ein,
Oy rp(t,7) = /dt’ 'O Gt —t, 7 — 7)ot 7)
= /dt’ B 5t —t) s -7 o(t',7') = o(t,7)

vorausgesetzt, der Raum-Zeit-Punkt (¢, 7) liegt innerhalb des Integrationsvolumens, q.e.d.
Wir bestimmen nun die Greensche Funktion G(t —t',7—7"). Auch diese Funktion muss
nach einem vollstdndigen Funktionensystem entwickelbar sein, d.h. sie hat die Fourier-

Darstellung

1 & - x~ e . N_ (==
Gt —t, 7 —7') = ) / dw / Pk G(w, k) e~ lwt=t)=k-G=r1] (4.77)
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Setzen wir diese Darstellung in Gl. (4.74) ein, so folgt

0,-G(t—t,F—F") = dw 8Bk G(w, k) O, pe etttk

2 —
= / dw / —L p B2 ) el )R )
27r

E(S(t—t/) 5(3)(,'7_77/) _ 2 / dw/d3k6—z[w(t ) —k-(F—7")] :
7T

wobei wir im letzten Schritt die Vollsténdigkeitsrelation (4.37) benutzt haben. Da die ebe-
nen Wellen ein vollstandiges, orthonormales Funktionensystem bilden, kénnen die Aus-
driicke auf beiden Seiten der Gleichung nur dann gleich sein, wenn die Koeffizienten vor
den ebenen Wellen identisch sind, d.h.

(“’_2 - ;g) Gl B = - (4.78)

c? s

oder in kovarianter Notation .
K*G(K)=——;.
(K) =~
Wieder ist es uns gelungen, eine partielle Differentialgleichung mit Hilfe der Fourier-

Darstellung zu algebraisieren. Die Losung kann man sofort angeben,

S c? 1 c? [ 1 1 ]

Glw k) = At o 2k 8m2w(k) |w—wk)  w+w(k)

(4.79)

wobei wir die Dispersionsrelation w(k) = ck, vgl. Gl. (4.41), benutzt haben. Setzen wir
dies in Gl. (4.77) ein, so erhalten wir die Fourier-Darstellung einer speziellen Losung
der inhomogenen Differentialgleichung fiir die Greensche Funktion G(t — ¢/, 7 — '),

—

- 1 1 1 < / ny
d3]€ . —ilw(t—t")—k-(F—7")] )
20 (k) Lu Tok)  w- w(k)] ‘
(4.80)

Die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung erhélt man, indem man
noch die allgemeine Losung der homogenen Wellengleichung dazuaddiert. Als Green-
sche Funktion geschrieben lautet diese

/d?’/g{ (E) ilw(k)(t—t')+k-(F— T/)]—i—a (E) ilw(k) (t—t')—k-(F—7 )}}

Gt —t', F—7

o
dw
— 0

1
(27)?

Ghom(t—t', 7—T") =

vgl. Gl. (4.43). Die Funktion Gpom(t —t',7—7") zu Gl. (4.80) hinzu zu addieren, ist aber
nicht erforderlich, da wir auch nur eine spemelle Losung vom Typ (4.76) suchen.

Wir betrachten nun die w—Integration in Gl. (4.80) etwas genauer. Offenbar besitzt
der Integrand zwei einfache Pole auf der w—Achse, bei +w(k). Uber diese darf man
nicht einfach hinweg integrieren, es ist eine Vorschrift zur Umgehung der Pole nétig.
Verschiedene Vorschriften sind denkbar, z.B. die Berechnung des w—Integrals als Haupt-
wertintegral. Dies ist aber nicht die Vorschrift, die hier zur Anwendung kommt.
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4.2 Erzeugung elektromagnetischer Wellen

Zur Bestimmung der korrekten Vorschrift betrachten wir noch einmal Gl. (4.76). Diese
Gleichung kann man so interpretieren, dass die Inhomogenitét o(t',7’) eine Stérung
beim Raum-Zeit-Punkt (¢, 7”) symbolisiert, die mit Hilfe der Greenschen Funktion G(t —
t', 7 — 1) zum Raum-Zeit-Punkt (t,7) propagiert wird. In der Tat bezeichnet man den
Typ Greenscher Funktion, den wir hier betrachten, in der Quantenfeldtheorie auch als
Propagator. Um (¢, i) zu bestimmen, miissen wir dann noch iiber alle méglichen Raum-
Zeit-Punkte (¢',7"), an denen Stérungen o(t',7’) auftreten, integrieren; diese iiberlagern
sich also nach Propagation am Raum-Zeit-Punkt (¢, 7). Vgl. hierzu auch Abb. 4.10.

Offenbar kann keine Information iiber die Stérung o(t',7’) zu einem Zeitpunkt ¢ <
t" zum Punkt 7 gelangt sein. Mit anderen Worten, die Propagation der Stérung muss
kausal erfolgen, zuerst erfolgt die Ursache (die Stérung) bei (¢/,7’), dann die Wirkung
(die Storung wird propagiert). Dies erreicht man ganz einfach dadurch, dass man fordert,
dass die Greensche Funktion fiir t—¢' < 0 verschwindet. Dies definiert die sog. retardierte
Greensche Funktion,

Grt—t',F—7 =Gt —t,7F—=7"0{t—1). (4.81)

Das Pendant ist die sog. avancierte Greensche Funktion, die fiir ¢ —t' > 0 verschwin-
det,
Galt —t',F=7 =Gt —t,7F—7")o{H —1). (4.82)

Wegen 0(z) + 0(—x) = 1 gilt
Gt —t' .7 =) = Gr(t —t" .7 =) + Galt —=t',7 = 7).

Die retardierte Greensche Funktion 148t sich nun durch eine bestimmte Vorschrift, wie die
Pole bei +w(k) zu umgehen sind, bestimmen. Wir verschieben den Integrationsweg um
+i6 in die obere Halbebene der komplexen w—Ebene oder, was im Endresultat das
gleiche Ergebnis liefert, wir verschieben beide Pole um —id in die untere Halbebene der
komplexen w—Ebene, vgl. Abb. 4.17. Im folgenden werden wir allerdings nur Alternative
(a) weiter diskutieren.

Das w—Integral in Gl. (4.80) ist nun wohldefiniert und kann berechnet werden. Dies
geschieht mit Hilfe des aus der Funktionentheorie bekannten Residuensatzes:

Sei C eine geschlossene, im mathematisch positiven Sinn orientierte Kurve in der komple-
xen z—Ebene und f(z) eine mit Ausnahme von isolierten Singularitéiten zq, . . ., z, regulére
Funktion im Inneren von C, vgl. Abb. 4.18. Dann gilt

}’{ 02 F(2) = 271 Y Res(P, 2, (4.83)

¢ i=1

wobei Res(F, z;) das Residuum der Funktion F(z) an der Stelle z; ist.
Wir miissen fiir unsere Zwecke nur wissen, dass das Residuum einer komplexen Funktion
F(z) = f(2)/9(2) an einer Stelle z; sich wie folgt berechnet,

Res(F, z;) = (4.84)
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Imw Im®

(@ (@

Re Re w

® L
oik) +odk) —otk)—i & | +ogk)—i &

(a) (b)

Abbildung 4.17: (a) Verschiebung des Integrationsweges (rot) um +id. Der Integrations-
weg verlduft parallel zur reellen w—Achse. (b) Verschiebung der Pole um
—id. Der Integrationsweg verlduft entlang der reellen w—Achse.

Imz

AC \i

> Re z

Abbildung 4.18: Zum Residuensatz.

wobei f(z), g(z) reguldre Funktionen mit den Eigenschaften f(z;) # 0 und g¢(z;) = 0,
g'(z) # 0 sind.

Angewendet auf das w—Integral in Gl. (4.80) wiirden wir identifizieren
f2) — fl)=e™ 0 g(z) — gw)=w®—w’(k),

wobei wir die Faktorisierung (4.79) des Nenners riickgéngig gemacht haben. Das Residuum
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4.2 Erzeugung elektromagnetischer Wellen

des Integranden an den Nullstellen +w(k) des Nenners g(w) ist also

f 1 o B (bt
Loaw(k) )] = +—— Fiwk)(t=t) 4.
Res (g’ w(k) 2 e (4.85)

Um den Residuensatz anwenden zu kénnen, miissen wir allerdings das w—Integral, das
parallel zur reellen w—Achse verldauft, zu einem geschlossenen Konturintegral erweitern.
Wir erreichen dies dadurch, dass wir einen Halbkreis zum Integral hinzuaddieren, der im
Unendlichen verlduft. Natiirlich muss der Beitrag des Halbkreises zum Integral verschwin-
den, damit wir den Wert des Integrals nicht verdndern.

Damit dies der Fall ist, legen wir fiir t — ¢’ > 0 den Halbkreis in die untere Halbebe-
ne, schliefen die Kontur also in der unteren Halbebene, vgl. Abb. 4.19(a). Genau dann
ndmlich verschwindet die Funktion f(w) auf diesem Halbkreis. Um dies einzusehen, pa-
rametrisieren wir auf dem Halbkreis w = R(cos ¢ + isin ¢), wobei der Winkel ¢ von 0 bis
— lduft, dann gilt

f(w) — e—iR cos p (t—t')+R sinep (t—t') _ €_R sin(—¢) (t—t") 0 (R — o0, t— > 0) ’
da sin(—¢) > 0 fiir p € [—7,0].
Fiir t — ¢’ < 0 dagegen miissen wir die Kontur in der oberen Halbebene schlielen, vg.

Abb. 4.19(b), denn dann gilt mit der gleichen Parametrisierung auf dem Halbkreis (jetzt
lauft ¢ von 0 bis 7)

f((x)) — e*iR cos p (t—t')+R sinp (t—t") efR sing (t'—t) ___ | 0 (R — 00, t— < 0) :

da sin ¢ > 0 fiir ¢ € [0, 7).

|w (@
t—t">0 G
\ ® ® | Re ® ® Re w
—ugk) +ugk) —uik) +w(k)
C, t—t'<0

(a) (b)

Abbildung 4.19: (a) t —¢' > 0: Schlieflen des Integrationsweges in der unteren Halbebene.
(b) t —t < 0: Schlieen des Integrationsweges in der oberen Halbebene.
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4 Elektrodynamik

Nun kénnen wir den Residuensatz (4.83) auf das w—Integral in Gl. (4.80) anwenden.
Fiir t —t' > 0 gilt mit Gl (4.85)

0 1 . , 1 ) /
dy — —iw(t—t") _ % dy —— —tw(t—t")
/;>WM—w%m€ L) ¢
plwk)(t—t")  p—iw(k)(t—t")
2 | —
”Z{ 2w(k) 2w®>}

21 , / j !
_ iw(k)(t—t') _ —iw(k)(t—t )] 4.86
2w(k,) |:€ e ) ( )

wobei das zusétzliche Vorzeichen in der zweiten Zeile daher riihrt, dass die Kontur C, im
mathematisch negativen Sinn durchlaufen wird.
Fiir t — ¢ < 0 liefert der Residuensatz dagegen

o) 1 ) , 1 . ,
d —iw(t—t") _ % d —iw(t—t") = 4.
/ - w?(k) ‘ , - w?(k) ‘ ’ 457

[e.e]

denn der Integrand hat innerhalb der Kontur C, keine Singularitéten, vgl. Abb. 4.19(b).
Eingesetzt in Gl. (4.80) ergibt sich aufgrund der speziellen Vorschrift zur Umgehung

der Pole, d.h. aufgrund der Wahl der Integrationskontur die retardierte Greensche
Funktion,

. 2 —
Grlt -t 7—7) — _2(22’3 E /dglg% |:eiw(k)(t—t/) _ e—iw(k)(t—t’)] SR g )
™ w

= ED{t—t,7F—7)ot—1t), (4.88)

wobei wir die Definition (4.48) der schon aus der Diskussion der homogenen Wellenglei-
chung bekannten Funktion D(t, ) benutzt und die Tatsache, dass die Konturintegration
fiir t — ¢’ < 0 verschwindet, mit Hilfe der #/—Funktion beriicksichtigt haben. Wir merken
noch an, dass wir im Fall der avancierten Greenschen Funktion die Integrationskontur
um —9, also in die untere Halbebene verschieben miissen.

Durch Vergleich mit Gl. (4.81) iiberpriifen wir, dass wir mit Gl. (4.88) in der Tat die
retardierte Greensche Funktion berechnet haben. Benutzen wir noch das Resultat (4.51)
fiir die Funktion D(t, ), so ergibt sich

Gr(t—t,F—7") = ED{t—t,7F—7)ot—1t)

& — —/ / /
= —— — —c(t=t)] 8(t -t
e ST et = ) 6t — )
1 |7 — 7
= —— 4 |t— —t ) ot —-1t).
4|7 — 7| ( c ) ( )

Wir sehen, dass die #—Funktion eigentlich iiberfliissig ist, denn da |7—7"|/c > 0, liegt die
Nullstelle des Arguments der d—Funktion automatisch im Bereich, wo ¢ > t’. Definieren
wir noch die sog. retardierte Zeit

th=1— : (4.89)
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4.2 Erzeugung elektromagnetischer Wellen

so schreibt sich das Resultat fiir die retardierte Greensche Funktion sehr kompakt als

1

Grlt—t',F—7")= ——
wll =07 =) = CF =7

St —1t). (4.90)
Die spezielle Losung (4.76) der inhomogenen Wellengleichung lautet also

bt 7) = / dt' ' Gt —t', 7 = 7)o (t',7)

1 tr, 7!
_ L [l (4.91)

Die Interpretation dieses Resultats ist ganz &dhnlich wie im Zusammenhang mit Gl. (4.50)
erlautert, vgl. auch Abb. 4.10. Die retardierte Greensche Funktion propagiert Informati-
on iiber die Inhomogenitét o(t', ') auf Kugelschalen um 7/ mit Radius ¢(t —¢'). Am Ort
7 trifft zum Zeitpunkt ¢ Information iiber die Inhomogenitét am Ort 7/ zur retardierten
Zeit typ < t ein, also iiber den Wert der Inhomogenitéit zu einem fritheren Zeitpunkt,
denn die Geschwindigkeit der Informationsiibertragung ist zwar sehr grof§, ndmlich die
Lichtgeschwindigkeit ¢, aber eben dennoch nicht unendlich. Die spezielle Losung der in-
homogenen Wellengleichung ist die Superposition aller o(tg,7’), d.h. das Integral iiber
alle moglichen Orte 7/, an denen sich die Inhomogenitét o(tg,7’) zum retardierten Zeit-
punkt tg befindet. Man beachte, dass letzterer iiber Gl. (4.89) von 7’ abhéngt. Je weiter
entfernt 7/ von 7 ist, desto frither der Zeitpunkt ¢p.

Zum Abschlu8 geben wir noch die speziellen Losungen der inhomogenenen Wellenglei-
chungen fiir die elektromagnetischen Potentiale an,

) 1 _, plte, ™)
t = — [ &L 4.92

90( 7T) 47'('60/ r |,':*_,':*/| ? ( )

T —\ IU/O 3 =1/ j<tR7F/)

Alt = — [ d7 "——= . 4.93

Man beachte, dass diese Ausdriicke — vielleicht abgesehen von der retardierten Zeit — rela-
tiv offensichtliche Verallgemeinerungen der Glgen. (3.13), (3.14) fiir die elektrostatischen
bzw. magnetostatischen Potentiale darstellen. Aus den Glgen. (4.92), (4.93) berechnet
man mit Hilfe der Glgen. (1.79), (1.80) das elektrische Feld und das magnetische Induk-
tionsfeld.
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5 Makroskopische Elektrodynamik

Die Elektrodynamik beschreibt die von einer Ladungsdichte p(t,7) und einer Ladungs-
stromdichte j(¢,7) erzeugten elektromagnetischen Feld E(t,7) und B(t, 7). Falls p(t,7)
und j(t, 7) exakt bekannt sind, ist dies im Prinzip durch Losen der Maxwell-Gleichungen
(1.77), (1.78), (1.81) und (1.82) immer moglich.

In vielen Anwendungen ist eine exakte Bestimmung von Ladungsdichte und Ladungs-
stromdichte praktisch unmoglich. Man denke z.B. an einen Festkérper makroskopischer
GroBe, der aus ca. 10?3 Atomen oder Molekiilen besteht (im folgenden werden beide Begrif-
fe kurz zu “Molekiil” zusammengefafit), die wiederum aus positiv geladenen Atomkernen
und negativ geladenen Elektronen bestehen. Diese Ladungen erzeugen nicht nur elek-
tromagnetische Felder, ihre Bewegung wird im Gegenzug durch solche Felder beeinflufit.
Selbst wenn man aufler acht 148t, dass Elementarteilchen den Gesetzen der Quantenme-
chanik geniigen und ihre Bewegung rein klassisch betrachtet, so miifite man dennoch
die Maxwell-Gleichungen zusammen mit ca. 10%% Newtonschen Bewegungsgleichungen
fiir diese Elementarteilchen 16sen, letztere mit der durch E(t,7) und B(t,7) gegebenen
Lorentz-Kraft (1.118). Dies ist praktisch nicht durchfiihrbar.

Stattdessen behilft man sich mit folgendem Argument: fiir ein Experiment, das man auf
makroskopischen Lingenskalen, z.B. L ~ 1072 m = 1 cm, durchfiihrt, ist man nicht an
der detaillierten Form der elektromagnetischen Felder auf mikroskopischen, in diesem Fall
submolekularen Lingenskalen, A ~ 10~%m, interessiert. Man kann daher die elektroma-
gnetischen Felder und die Ladungsdichten bzw. Ladungsstromdichten iiber eine geeignete,
zwischen diesen Extremen liegende Lingenskala, z.B. ¢ ~ 107% m, mitteln. Das dazu-
gehorige Mittelungsvolumen, v ~ 3 ~ (107%m)? = 107¥m?® = 1072 cm? enthélt
typischerweise noch 10712-10% = 10! Molekiile. Die Ladungsdichte bzw. Ladungsstrom-
dichte innerhalb eines Molekiils, bzw. die entsprechenden elektromagnetischen Felder,
sind auf der Léngenskala ¢ irrelevant. Wir sind vielmehr daran interessiert, welche Fel-
der von einer Ansammlung von 10* Ladungstriigern erzeugt werden.

Im folgenden leiten wir zunéchst die makroskopischen Maxwell-Gleichungen durch
geeignete Mittelwertbildung ab. Es treten neue, makroskopische Felder auf, die dielek-
trische Verschiebung D(t,7) und das Magnetfeld H(t,7). Sodann wird der Zusam-
menhang zwischen diesen Feldern und den elektromagnetischen Feldern E(t,7), B(t,7)
erldutert. Zum Abschluss dieses Kapitels diskutieren wir noch zwei Anwendungen, die
Reflexions- und Brechungsgesetze der Optik und Wellenausbreitung in elektrischen Lei-
tern.
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5.1 Makroskopische Maxwell-Gleichungen

5.1.1 Makroskopischer Mittelwert

Der makroskopische Mittelwert einer beliebigen Grofie f(t,7) ist definiert als

(L) = /d?’F’w(fF’)f(t,fFJr 7'y | (5.1)

=/

wobei w(r’) eine geeignete Gewichtsfunktion fiir die Mittelung ist, mit

/dgflw(F') =1.

Ein Beispiel wére

Dies bedeutet, dass die Funktion f(t,7) iber das Volumen einer Kugel mit Radius ¢ und
Mittelpunkt in 7" gemittelt wird. Dies ist zwar ausgesprochen anschaulich, besitzt aber den
Nachteil, dass w(7’) nicht stetig differenzierbar ist. AuBerdem wiirde der Mittelwert (5.1)
stark fluktuieren, wann immer Molekiile in das Mittelungsvolumen ein- oder aus diesem
austreten. Eine geeignetere Variante ist daher

1

—(r'/0)?
(m02)3/2 € :

w(r') =

Diese GaufB-Funktion fallt auf der Lingenskala ¢ um 1/e ab, verschwindet aber erst im
Unendlichen. Daher treten keine Probleme auf, selbst wenn sich Molekiile auf der relativ
zu ihrer Grofle A gigantischen Léngenskala ¢ bewegen. Fiir das folgende ist die exakte
Form der Gewichtsfunktion unerheblich. Wir nehmen lediglich an, dass sie hinreichend
oft stetig differenzierbar ist und dass sie lediglich auf der Léngenskala ¢ merklich variiert,
sich also auf der mikroskopischen Langenskala \ < ¢ nicht wesentlich dndert.

Eine unmittelbare Konsequenz der Definition (5.1) ist

V(f(t,7) = / & w(i) V, f(t, 7+ 7)) = / EF w(F') Vg f(8, T+ F)

(Vi) .
o (1) = /d3f’w(F’)%f(t,F+ 7 = <%> : (5.2)

Im folgenden werden wir die entsprechend GIl. (5.1) gemittelten Maxwell-Gleichungen
herleiten. Dies fithrt dann letztlich auf die makroskopischen Maxwell-Gleichungen.
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5 Makroskopische Elektrodynamik

5.1.2 Gemittelte Maxwell-Gleichungen

Wie in der Einleitung erwiahnt, sind die Maxwell-Gleichungen (1.77), (1.78), (1.81) und
(1.82) entsprechend GI. (5.1) zu mitteln. Wir erhalten mit den Glgen. (5.2)

Il
<l
/\
=,
—~
\‘@F
=y
~—
\/
I
S~
<
—
\.Pﬁ-
3L
~—

v Et, F)> (5.3)
DE(t,7)
t

(
<ﬁ x é(t,F)> - 6—12 <;<)7> = Vx <§(t,F)> - 6—12% <E(tﬂ>

= 1o (j(.7)) . (5.4)

<6 B, F)> (5.5)

<§ x E(t, F)> + <7aégf, F)>

Im folgenden lassen wir die Mittelungsklammern bei den elektromagnetischen Feldern der
Einfachheit halber weg,

<E(t,F)> L B(t,7), <§(t,F)> L B(t,7) .

Es ist dann aber stets zu bedenken, dass diese Felder nur auf makroskopischen Langen-
skalen definiert sind und nicht mit den vormals eingefithrten mikroskopischen elektro-
magnetischen Feldern verwechselt werden diirfen (auch wenn wir die gleichen Symbole fiir
diese GroBen benutzen).

Nun miissen wir uns iiberlegen, welche Form die gemittelte Ladungsdichte und die
gemittelte Ladungsstromdichte haben.

Il
<
/\
]l
—
\.PF
3
\/
Il
o

|
<l

« { B(t, F)> + % <§(t,f’)> 0. (5.6)

5.1.3 Polarisation

Wir beginnen mit der gemittelten Ladungsdichte. Mikroskopisch betrachtet besteht die
Ladungsdichte eines beliebigen Festkorpers aus freien Ladungstrigern (z.B. Elektronen
im Metall) und aus in Molekiilen gebundenen Ladungstrigern,

p(t,7) = Z qi 6@ (F = F(t) + > palt.7) (5.7)

wobei die erste Summe iiber die freien Ladungstrager mit Ladungen ¢; mit den Trajekto-
rien 7;(t) lauft und die zweite Summe iiber die einzelnen Molekiile, mit den jeweiligen La-
dungsdichten p, (t,7). Jedes Molekiil wiederum besteht aus gebundenen Ladungstragern,

pult.7) =D 40y 6 (7= Rult) = 72(1)) (5.5)

wobei wir die Schwerpunktstrajektorie des n—ten Molekiils mit I%n(t) bezeichnet haben.

Die Ladungstréger mit den Ladungen ¢,; innerhalb des Molekiils haben relativ zu ﬁn(t)
die Trajektorien 77,;(¢), vgl. Abb. 5.1.
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5.1 Makroskopische Maxwell-Gleichungen

Abbildung 5.1: Molekiile im Festkérper mit den Schwerpunktstrajektorien R, (¢) und ih-

re internen Ladungstriger mit Trajektorien 77,;(t), die relativ zu R, (t)
angegeben werden.

Bei der Mittelung der Ladungsdichte (5.7) kénnen wir die Summation iiber n mit der
Mittelung vertauschen, wir mitteln also zunéchst die Ladungsdichte des n—ten Molekiils
und summieren dann iiber n,

ulte?) = [ EF 0l pult, 7+ 7)
- an]/ Fl() 60 (7477 = Ra(t) = 7y (1))
= an] (Balt) + 7og(t) = 7) . (5.9)

Da die Trajektorien 7),;(t) der im n—ten Molekiil gebundenen Ladungstriger nur um einen
Betrag von der Gréflenordnung A von der Schwerpunktstrajektorie R, (t) abweichen, sich
die Funktion w nach Voraussetzung aber auf solch kleinen Skalen nicht wesentlich dndert,
ist es erlaubt, w(R,(t) + 7,;(t) — 7) in eine Taylor-Reihe um R, (t) — 7 zu entwickeln,

(on(t, 7)) = Z Gnj [w (ﬁn(t) - F) g (8) - Vi w0 (ﬁn(t) - f’) + O('rij)]
= S [ (Bal0) = 7) = 7osl0) - T (Ralt) = 7) +00%)] . (5.10)

Wir bezeichnen die Gesamtladung des n—ten Molekiils mit

W= nj s (5.11)
J

und das molekulare kartesische Dipolmoment mit

t) = Z Gnj Tj (1) - (5.12)
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5 Makroskopische Elektrodynamik

Diese Definition stimmt mit Gl. (2.133) tiberein, wenn wir dort fiir die Ladungsdichte Gl.

—

(5.8) einsetzen und den Schwerpunktsanteil ¢, R, (t) weglassen, der natiirlich nicht zum
eigentlichen Dipolmoment des n—ten Molekiils gehort. Mit den Definitionen (5.11) und
(5.12) erhalten wir fiir G1. (5.10)

—

(pn(t, 7)) = gnw (Rn(t) - F) — () -V, w (ﬁn(t) - F) +0(\?). (5.13)

Der erste Term 14t sich auch als Mittelwert einer im Schwerpunkt ﬁn(t) des Molekiils
befindlichen Punktladungsdichte g, 6@ (7 — R, (t)) auffassen,

<qn 5@ (F— ﬁn(t))> — / &7 (") 6@ (F+ 7 ﬁn(t)) =g, w (ﬁn(t) - F) .
(5.14)
Der zweite Term kann als Divergenz einer im Schwerpunkt des Molekiils befindlichen
mittleren punktformigen Dipoldichte 7, (t) 6@ (7 — R, (t)) aufgefat werden,

Vo (069 (F= Ba®)) = 5ul®)- ¥, / &7 ()6 (77— Rolt))
= ﬁn(t)-ﬁrw(ﬁn(t)—f) . (5.15)

Nun kénnen wir den Mittelwert der gesamten Ladungsdichte (5.7) angeben. Setzen wir
die Glgen. (5.14) und (5.15) in Gl. (5.13) ein und benutzen den resultierenden Ausdruck
dann fiir den Mittelwert von Gl. (5.7), so folgt

(plt,7) = <Zqi 0 (F=7(6) + Y 48 (7 - én<t>)>
V. <Zﬁn(t) 5@ (F— én(t>)> v

= o(t,F) =V Pt 7 +..., (5.16)

wobei wir in der letzten Zeile die gesamte makroskopische Ladungsdichte

R <Z_ 00 (7= (D) + Y a6 (7 ﬁn<t>)> , (517)

und die sog. makroskopische Polarisation

P(t,7) = <Zﬁn(t) 5® (F— ﬁn(t))> (5.18)

definiert haben. Im folgenden lassen wir den Querstrich iiber der makroskopischen La-
dungsdichte weg,

ﬁ(t,F) - p(t, F) )
bedenken dabei aber stets, dass diese Gréfle dann nur auf makroskopischen Léngenskalen
definiert ist. Sie ist insbesondere nicht mit der gesamten mikroskopischen Ladungsdichte
(5.7) zu verwechseln (auch wenn wir das gleiche Symbol fiir beide GréBen benutzen).

174



5.1 Makroskopische Maxwell-Gleichungen

5.1.4 Dielektrische Verschiebung

Wenn wir das Ergebnis (5.16) in die gemittelte Maxwell-Gleichung (5.3) einsetzen, erhal-
ten wir unter Vernachléssigung Terme hoherer Ordnung

oder

VD) =V - e B(t,7) + ﬁ(t,f')] — o(t,7) | (5.19)

wobei wir die sog. dielektrische Verschiebung

—

D=eE+P (5.20)

eingefiithrt haben.

5.1.5 Magnetisierung

Wir kénnen analoge Argumente wie in Abschnitt 5.1.3 auch zur Mittelung der mikro-
skopischen Ladungsstromdichte heranziehen. Diese lautet

(t’ F) = Z a; @(t) 5(3) (F_ ﬁ(t)) + Zjn(ta 7?) ) (5'21)

wobei die erste Summe iiber die freien Ladungstrager mit Ladungen ¢;, Trajektorien 7;(t)
und Geschwindigkeiten #;(¢) lduft und die zweite Summe iiber die einzelnen Molekiile, mit
den jeweiligen Ladungsstromdichten fn(t, 7). Letztere setzen sich wieder zusammen aus
den Ladungsstromdichten der gebundenen Ladungstrager,

(t.7) = an]( 0+5,(0) 00 (F-Bu) = 7u(®) . (5:22)

wobei wir die Geschwindigkeiten der Ladungstrdger dhnlich wie ihre Trajektorien in einen
Schwerpunktsanteil V,,(t) und einen Relativanteil @, (t) aufgespalten haben. Hierbei wur-
den nichtrelativistische Geschwindigkeiten angenommen, vgl. Gl. (5.32) der Vorlesung
“Theoretische Mechanik I1” fiir das relativistische Additionstheorem fiir Geschwindigkei-
ten.

Wir verfahren nun genauso wie in Gl. (5.9) und erhalten

<jn(t, F)> — / B W) Ju(t, 7+ )
- Z nj [ (1) + T (1 )] &7 w(7") 6@ (F+ P Bo(t) — 7y (t))
= Z ny [Val®) + B ()| w0 (Bt + 725 () = 7) (5.23)
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5 Makroskopische Elektrodynamik

Analog zu Gl. (5.10) wird die Funktion w wieder in eine Taylor-Reihe entwickelt, nun aller-
dings bis zu Termen zweiter Ordnung. Fiir die a—Komponente der mittleren molekularen
Ladungsstromdichte erhalten wir dann

GRET) = D s [ViE(E) 4 v (1) [w (Bult) = 7) = aty(t) 55 w (Ral)) = )

b g ab005,(0) 55w (R = 7))
~ [ V(L) + apgt(t)] w (én@) - F) — VA1) P (1) o w (én@) - F)
= Y020 oy w (Bat) - 7)
+ V)Y Bl ) a,0) 8%;%10 (Buty = 7) . (5.24)

wobei wir die Definition (5.11) der Gesamtladung des Molekiils und die Definition (5.12)
des molekularen kartesischen Dipolmoments benutzt und einen Term héherer Ordnung, ~

Unj 25 b 5, vernachliissigt haben. Die Kettenregel liefert fiir die Zeitableitung der Funktion
w7
0 = N\ dRb (%) 0 - N opn O = B
W (Rn(t) - r) = T = (Rn(t) - 7“) = Vit 55w (Rn(t) - r) ,
(5.25)
so dass wir Gl. (5.24) auch wie folgt schreiben kénnen,
aly = _ a D = 9 a D =
Gat) = @ Vi w (Bu) = 7) + 5 [pa®)w (Bul)) = 7)|
0 B
a b __y/a b 7 -
[0 VI = Ve (0] 5w () = 7)
£ [0y (0) — ey 2ty (0] 55w (Bult) - 7)
J
Qnj a a a > —
= DB [ (1), (8) + iy (D 2ty ()] o w (Balt) —7)
J
1 a 1 bc 82 D =
+ 0@ () 5w (Rn(t) — r) : (5.26)

Gegeniiber Gl. (5.24) haben wir in der dritten und vierten Zeile eine Null addiert und in
der letzten Zeile das sog. molekulare Quadrupolmoment

Qe (t) =3 Z Qg Ty (1) 35 (2) (5.27)

eingefiihrt, das eine Variante des kartesischen Quadrupolmoment (2.135) mit nichtver-
schwindender Spur darstellt. Wie dieses ist das molekulare Quadrupolmoment ein Tensor
zweiter Stufe.
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5.1 Makroskopische Maxwell-Gleichungen

Die vierte Zeile von Gl. (5.26) konnen wir wie folgt umschreiben,

_ Z B [ (1) vy () + vy (D g (0] 5w (Rult) = 7)
_ _Z% {5 4,0 xzj@)}} s () —7)
N,
FX 0,0 afbat (7 -7)

- —l{gl@m%t)%w(ﬁn(t) )]+ @ v gop v (R0 - 7))

wobei wir wieder die Kettenregel (5.25) fir die Zeitableitung der Funktion w und die
Definition (5.27) des molekularen Quadrupolmoments benutzt haben. Setzen wir dies in
Gl. (5.26) ein, so erhalten wir

Gt = 0 Ve (Fut) = 7) + 2 [y w (R - )
+ [P VEE) = V() pht)] % w (Fat) = 7)
b0 B a0 (0 — ey (0 2, (0)] w0 (Ralt) )

- S e (R -7)]
1
G

Q0 Vi)~ Vi Q0] o (Fult) =) - (5.29)

Die Terme mit den molekularen Schwerpunktsgeschwindigkeiten Vn(t) und dem molekula-
ren Quadrupolmoment Q'%(¢) sind in der Regel vernachlissigbar gegeniiber den anderen
Termen. In guter Ndherung beriicksichtigen wir daher lediglich die Terme in der ersten
und dritten Zeile von Gl. (5.28),

<jn<t, F)> ~ g Va(t)w (én<t) . F) v % [ﬁn(t) w (én(t) _ F)]
vV, x [mn(t)w (én(t) —F)} , (5.29)

wobei wir das molekulare magnetische Moment

= Z ‘-’g P (£) X T () (5.30)

eingefiihrt haben. (Die Gleichheit der dritten Zeile von Gl. (5.28) und der letzten von Gl
(5.29) iiberpriift man mit der altbekannten Formel €€ ede = §od sbe — §ae b))
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5 Makroskopische Elektrodynamik

Wie in den Glgen. (5.14) und (5.15) lassen sich die einzelnen Terme als Mittelwerte von
im Schwerpunkt des Molekiils befindlichen Punktdichten auffassen,

<jn(t, f')> ~ <qn V,(t) 6@ (F— ﬁn(t))> n % <ﬁn(t) 5® (F— ﬁn(t))>
+ Y, x <mn(t) 5@ (F— ﬁn(t))> . (5.31)

Summieren wir iiber alle Molekiile und setzen das Ergebnis in den Mittelwert der mikro-
skopischen Ladungsstromdichte (5.21) ein, so erhalten wir

(i) = <Z @ (t) 69 (7= 7i(t) + Y 4u Valt) 6 (7 én<t>)>
+ % <Zﬁn(t) 5@ (F— ﬁn(t))> +V x <Z i (£) 6 (F— ﬁn(t))> .

> OP(t -
= j(t,F)+%+VxM(t,F)+... : (5.32)

wobei wir die makroskopische Ladungsstromdichte

e <Z 0 5(t) 09 (7 = (1) + D an Va(8) 69 (77— ﬁn<t>)> (5.33)

und die makroskopische Magnetisierung

Mt ) = <Z in(t) 0O (F— ﬁn(t))> (5.34)

eingefiihrt und die Definition (5.18) der makroskopischen Polarisation benutzt haben. Im
folgenden lassen wir den Querstrich {iber der makroskopischen Ladungsstromdichte weg,

-

bedenken dabei aber stets, dass diese Gréfle dann nur auf makroskopischen Léngenskalen
definiert ist. Sie ist insbesondere nicht mit der gesamten mikroskopischen Ladungs-
stromdichte (5.21) zu verwechseln (auch wenn wir das gleiche Symbol fiir beide Grofien
benutzen).

5.1.6 Magnetfeld
Wenn wir das Ergebnis (5.32) in die gemittelte Maxwell-Gleichung (5.4) einsetzen, erhal-

ten wir unter Vernachlédssigung Terme hoherer Ordnung
OP(t,7)
ot

OE(t,7)
ot

V x B(t,7) — € —j(t,7) + +V x M(t,7)

1
Ho
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oder

Y x H(t, ) — =V x | — B(t,7) — M(t,7 E@m+ﬁ@ﬂzjmm,

ot Ho
(5.35)
wobei wir die Definition (5.20) der dielektrischen Verschiebung benutzt und das sog.
Magnetfeld

oD(t,7) = 1 = - )} B 0 [60 .

]l

H - M (5.36)

1
Ho
eingefiithrt haben.

Wir fassen nun noch einmal das Endergebnis unserer Betrachtungen, die makrosko-
pischen Maxwell-Gleichungen, zusammen,

V-D = p, (5.37)
. _dD .

V-B = 0, (5.39)
S OB

95 _ . 4
V x E + o 0 (5.40)

5.2 Klassifizierung von Materialien

Es ist offensichtlich, dass die makroskopischen Maxwell-Gleichungen (5.37) — (5.40) ohne
zusitzliche Annahmen tiber die dielektrische Verschiebung D bzw. die Polarisation P
und iiber das Magnetfeld H bzw. die Magnetisierung M 7u _viele Freiheitsgrade enthalten
und daher nicht eindeutig losbar sind. Die Polarisation P und die Magnetisierung M
sind in gewisser Weise die Antwort der Materie auf ein dufleres elektrisches Feld E

bzw. magnetisches Induktionsfeld B. Sie sind daher Funktionen der elektromagnetischen
Felder,

—

P=P(E), M=M(B). (5.41)

Wie dieser funktionale Zusammenhang im einzelnen aussieht, héangt von der betrachteten
Materie ab. Wir wollen dies im folgenden genauer erlautern.

5.2.1 Dielektrika

Wir beginnen mit der Polarisation, der Antwort der Materie auf &uflere elektrische Felder.
Materie mit nichtverschwindender Polarisation nennt man dielektrische Materie oder
kurz ein sog. Dielektrikum. Allen Dielektrika ist gemein, dass sie molekulare Dipole
aufweisen. Diese Groflen haben wir im vorangegangenen Abschnitt bei der Herleitung
der makroskopischen Maxwell-Gleichungen mit p,,(¢) bezeichnet. Man unterscheidet drei
verschiedene Typen von Dielektrika, je nachdem, unter welchen Voraussetzungen diese
Dipole auftreten:
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5 Makroskopische Elektrodynamik

(i)

Eigentliche Dielektrika: Bei dieser Art von Materie sind ohne dufleres elektrisches
Feld die Ladungsschwerpunkte der positiven und der negativen Ladungen im Mo-
lekiil identisch, vgl. Abb. 5.2(a), das molekulare Dipolmoment verschwindet. Legt
man ein dufleres elektrisches Feld an, so verschiebt man die molekularen Ladungs-
trager in einer Weise, dass sich lokal elektrische Dipole bilden, Abb. 5.2(b). Man
spricht von sog. Deformationspolarisation.

(a) (b)

Abbildung 5.2: (a) Ein neutrales Atom mit Kernladungszahl Z ohne duBeres elektrisches

(i)

(iii)
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Feld. Der Ladungsschwerpunkt der Elektronen und des Kerns sind iden-
tisch, das atomare Dipolmoment verschwindet. (b) Dasselbe Atom im
duleren elektrischen Feld. Letzteres verschiebt den Ladungsschwerpunkt
des Kerns gegeniiber dem der Elektronenhiille. Resultat ist ein atomares
Dipolmoment p.

Paraelektrika: Bei dieser Art von Materie existieren bereits ohne dufleres elek-
trische Feld molekulare Dipole, sog. permanente Dipole. Dies hingt gewthnlich
mit der Molekiilstruktur zusammen, s. z.B. das Wassermolekiil H,O, Abb. 5.3. Hier
verteilen sich die molekularen Ladungen so, dass die beiden Wasserstoffatome ein-
fach positiv und das Sauerstoffatom zweifach negativ geladen sind, was zu einem
nichtverschwindenden Dipolmoment p fithrt. Ohne &dufleres elektrisches Feld sind
diese molekularen Dipole aber zuféllig ausgerichtet. Bei der Gesamtpolarisation der
Materie mitteln sie sich zu null weg, vgl. Abb. 5.3(a) Mit duflerem elektrischen
Feld dagegen richten sie sich der Feldrichtung entsprechend aus, man spricht von
sog. Orientierungspolarisation, s. Abb. 5.3(b). Die Ausrichtung ist bei nichtver-
schwindenden Temperaturen nicht perfekt, da die thermische Bewegung der Mo-
lekiile dieser Ordnungstendenz entgegenwirkt.

Ferroelektrika: Bei diesen Materialien existieren permanente Dipole, die sich selbst
ohne #ufleres elektrisches Feld unterhalb einer kritischen Temperatur T, der sog.
Curie-Temperatur, spontan ausrichten, also sogar eine permanente Polarisa-
tion aufweisen. Ein Beispiel dafiir ist Bariumtitanat BaTiOs.
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Y

(2) (b)

Abbildung 5.3: (a) Wassermolekiile als permanente Dipole ohne dufleres elektrisches Feld.
(b) Wassermolekiile im duBeren elektrischen Feld. Die molekularen Dipol-
momente richten sich nach dem Feld aus.

Fiir nicht zu grofe elektrische Feldstidrken kénnen wir den funktionalen Zusammenhang
(5.41) in eine Potenzreihe entwickeln,

3 3
P(Ey=a'+Y BVE + Y y*EE ..., i=123, (5.42)
j=1

J,k=1

wobei die Konstanten af, 3%, 4% Materialkonstanten sind. Fiir eigentliche Dielektrika
und Paraelektrika gilt nach obiger Definition P(0) = 0, also o = 0, withrend fiir Fer-
roelektrika P(0) # 0 oder o' # 0 gilt. Wir betrachten im folgenden lediglich eigentliche
Dielektrika und Paraelektrika.

Fiir hinreichend kleine Feldstérken kann man héhere Potenzen von E in Gl (5.42)
vernachléssigen, es ergibt sich ein linearer Zusammenhang zwischen Polarisation und
elektrischem Feld,

3
P~y BYE, i=1,23. (5.43)
j=1

Man spricht auch von linearer Antwort (engl. linear response) des Systems auf dufere
Felder. Im allgemeinen zeigt P nicht in die gleiche Richtung wie E, oder mit anderen
Worten (3% # 0 fiir ¢ # j. In diesem Fall spricht man von einem linearen anisotropen
Dielektrikum. Der Spezialfall eines linearen isotropen Dielektrikums ergibt sich,

wenn 39 = v, €0 0%, d.h.

— —

P:X860E.

Die GréBe x. nennt man dielektrische Suszeptibilitét.
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5 Makroskopische Elektrodynamik

Fiir die dielektrische Verschiebung in linearen isotropen Dielektrika ergibt sich

—

5:60E+ﬁ:(1+xe)eoﬁzer60E.

Die Groe €, = 1+ x. bezeichnet man als relative Dielektrizititskonstante. Fiir nicht
polarisierbare Medien gilt x. = 0 bzw. €. = 1. Insbesondere ist das Vakuum ein solches
nicht polarisierbares Medium.

5.2.2 Magnetika

Die Einteilung magnetischer Materialien ist ganz dhnlich der der Dielektrika. Vorausset-
zung ist die Existenz molekularer magnetischer Dipole, im Abschnitt 5.1.5 mit 7, (t)
bezeichnet. Man unterscheidet wieder drei Klassen von magnetischen Erscheinungen:

(i)

(iii)
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Diamagnetismus: In diesem Fall existieren in Abwesenheit duflerer magnetischer
Induktionsfelder keine magnetischen Dipole. In einem dufleren B—Feld werden die-
se aber induziert. Nach der Lenzschen Regel sind die induzierten Dipole dem
aufleren Feld entgegengesetzt, schwichen dieses also ab.

Diamagnetismus tritt in allen Materialien auf. Man spricht von diamagnetischen
Materialien aber nur dann, wenn der Effekt nicht durch die starkeren Phanomene
des Paramagnetismus bzw. des kollektiven Magnetismus iiberdeckt werden.

Paramagnetismus: Hier existieren auch fiir verschwindendes externes magneti-
sches Induktionsfeld permanente molekulare magnetische Dipole, die sich, ganz
dhnlich wie die elektrischen Dipole bei Paraelektrika, in diesem Feld ausrichten, dies-
mal aber, im Gegensatz zum Diamagnetismus, in Feldrichtung, so dass das duflere
Feld verstarkt wird. Dieser Ordnungseffekt konkurriert wieder mit der thermischen
Bewegung der Molekiile, die diese Ordnung zerstoren will.

Kollektiver Magnetismus: Auch hier existieren permanente magnetische Dipole,
die sich aber auch ohne dufleres Feld spontan ausrichten, solange die Temperatur
einen kritischen Wert 1™ nicht iiberschreitet. Die Situation ist also ganz &hnlich wie
bei den Ferroelektrika. Man unterscheidet beim kollektiven Magnetismus noch drei
Unterklassen:

(a) Ferromagnetismus: In diesem Fall heiit die kritische Temperatur (wie schon
bei den Ferroelektrika) Curie-Temperatur, 7* = T¢o. Fir 0 < T < T¢
richten sich die permanenten magnetischen Dipole spontan aus, das Mate-
rial ist ein Permanentmagnet. Ein typisches Beispiel ist Eisen. Oberhalb
von T verschwindet die permanente Magnetisierung und das Material ist ein
gewohnlicher Paramagnet. Eisen ist eines der Materialien mit der hochsten
Curie-Temperatur, T g ~ 1043 K.

Die Magnetisierung in Abhéngigkeit vom Magnetfeld zeigt bei Ferromagneten
eine sog. Hysteresekurve, vgl. Abb. 5.4.

Ein nicht vormagnetisiertes Material wird zunéchst entlang der Neukurve
(I) aufmagnetisiert, bis die Sattigungsmagnetisierung M, (II) erreicht ist.
Beim Zuriickfahren des Magnetfelds auf null bleibt eine Restmagnetisierung,
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Abbildung 5.4: Hysteresekurve bei Ferromagneten.

die sog. Remanenz (III), erhalten. Diese Eigenschaft definiert den Perma-
nentmagneten. Die Remanenz bringt man erst durch ein entgegengerichtetes
duBeres Magnetfeld, die sog. Koerzitivkraft (IV) zum Verschwinden.

Mikroskopisch gesehen besitzt ein Ferromagnet sog. Weiflsche Bezirke, vgl.
Abb. 5.5. In jedem Bezirk sind die permanenten magnetischen Dipole spontan
ausgerichtet, aber seine gesamte Magnetisierung zeigt in eine zuféllige Rich-
tung, so dass die Magnetisierung gemittelt iiber alle Weilschen Bezirke null
ergibt. Das duflere Magnetfeld richtet die Magnetisierungen der Weifischen Be-
zirke aus. Sattigung wird erreicht, wenn die Magnetisierungen aller Weifischen
Bezirke in die gleiche Richtung zeigen.

Abbildung 5.5: Weiflsche Bezirke in Ferromagneten.

(b) Ferrimagnetismus: Der Festkorper besitzt zwei ferromagnetische Untergitter
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A und B mit jeweils unterschiedlichen Magnetisierungen M A, MB, mit
A?A:# AZB, A2A+B :ZAZA-+-A2BZ# 0,

solange 0 < T' < T¢.

(c) Antiferromagnetismus Dies ist ein Spezialfall des Ferrimagnetismus mit
MA+B = 0. Die belden Magnetisierungen der Untergitter sind entgegenge-
setzt gleich grof, M, = —Msg. Die kritische Temperatur 7™ nennt man Néel-
Temperatur T).

Wie bei Dielektrika kann man bei magnetischen Materialien die Magnetisierung M
als Funktion des magnetischen Induktionsfeldes B, oder auch des Magnetfelds H in eine
Potenzreihe entwickeln,

3
Mi:5i+zninj_|_ Zﬁiijij_F

J=1 J,k=1

Fiir kollektiven Magnetismus haben wir §° # 0, wihrend fiir Dia- und Paramagnetismus
§" = 0 gilt. Wir sind insbesondere an linearen isotropen magnetischen Materialien
interessiert, fiir die

— —

M=xnH

gilt, mit der sog. magnetischen Suszeptibilitit y,,. Aufgrund der Tatsache, dass bei
Diamagnetismus die Magnetisierung dem &ufleren Feld entgegenwirkt, gilt fiir diamagne-
tische Materialien y,, < 0, wdhrend fiir paramagnetische Materialien y,, > 0 gilt. Fir
das magnetische Induktionsfeld erhalten wir die Beziehung

B = po(H + M) = (1+ Xm) o H = prpio H

mit der relativen Permeabilitit ;. = 1 + x,,. Nicht magnetisierbare Materialien (ins-
besondere das Vakuum) haben y,, = 0 bzw. u, = 1.

5.3 Elektromagnetische Wellen in Materie

In diesem Abschnitt betrachten wir ausschliefflich linear isotrope Materialien, d.h.

— —

D=e¢el, ézurﬂoﬁ.
Die makroskopischen Maxwell-Gleichungen (5.37) — (5.40) lauten fiir diesen Fall

V- E = 2 (5.44)
€ €0
V x B — € € fir o 8; 1o J (5.45)
V.B = 0, (5.46)
VxE+%—l§ ~ 0. (5.47)

Sie sind bei bekanntem e,., u, wie die Maxwell-Gleichungen im Vakuum eindeutig losbar.
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5.3.1 Wellenausbreitung in Materie

Wir betrachten zunéchst den Fall der homogenen makroskopischen Maxwell-Gleichungen
fiir linear isotrope Materialien, d.h. die Glgen. (5.44) — (5.47) in Abwesenheit von (ma-
kroskopischen) Ladungsdichten oder Ladungstromdichten,

0.

p(t, F) = j(tv F)

Wie im Vakuum (vgl. Abschnitt 4.1.1) lassen sich dann durch Bilden der Rotation der
Glgen. (5.45) bzw. (5.47) und Benutzen der Glgen. (5.44) und (5.46) zwei homogene

Wellengleichungen fiir £ und B ableiten,

€ fp O? _,
€ fy O? _,
Wir bezeichnen mit
. 1 R (5.50)
U/ pu— p— = .
\/67" €0 tr Mo \/er o n

die Lichtgeschwindigkeit in Materie. Die Grofle

n = /€ (5.51)

ist der sog. Brechungsindex des durch ¢,., u, gekennzeichneten Mediums. Alles in Kapitel
4 fiir die Wellenausbreitung im Vakuum diskutierte kann vollstdndig iibernommen werden,
wenn wir dort einfach ¢ durch u ersetzen. Wir wollen dies hier nicht weiter vertiefen,
sondern einige spezielle, gegeniiber dem Vakuum qualitativ neue Phéanomene ansprechen.

5.3.2 Felder an Grenzflachen

Wir analysieren zunéchst das Verhalten der elektromagnetischen Felder an Grenzflachen.
Dies geht sogar in voller Allgemeinheit fiir die makroskopischen Maxwell-Gleichungen
(5.37) — (5.40), ohne Annahme eines linear isotropen Mediums. Fiir die Analyse sind die
in Abschnitt 2.2.1 eingefiihrten Konzepte des Gauf3schen Kistchens, vgl. Abb. 2.6, und
der Stokesschen Fliche, vgl. Abb. 2.7, duBlerst niitzlich. Die Glgen. (5.37) und (5.39),
welche auf der linken Seite den Divergenz-Operator enthalten, betrachten wir mit Hilfe
des Gaufischen Kistchens. In volliger Analogie zur Herleitung von Gl. (2.29) erhalten wir

ﬁ . <5a — ﬁz) = 0,
- (éa . §i> =0, (5.52)
wobei 77 der Normalenvektor auf der Grenzfliche in Richtung der dufleren Region (Index

a) und o die Fldchenladungsdichte ist. Die Normalkomponente der dielektrischen Ver-
schiebung springt also um den Betrag der Fldchenladungsdichte beim Durchgang durch
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die Grenzfliche, wihrend die Normalkomponente des magnetischen Induktionsfelds stetig
bleibt.

Fiir die Glgen. (5.38) und (5.40) mit dem Rotationsoperator verwenden wir eine Sto-
kessche Fliache wie in Abb. 2.7 gezeigt. Aus Gl. (5.38) folgt nach Integration iiber die
(zeitlich unverdnderliche) Stokessche Fliche

/df.vxﬁ: df.j+§/ Af- B
AF AF Ot Jar

Die dielektrische Verschiebung nimmt auf der Grenzfliche endliche Werte an, deshalb
verschwindet das letzte Integral im Limes Ax — 0,

—

/ df~§xﬁ—>jp-tA€ (Az — 0) , (5.53)
AF

wobei jp(= j Az) die Flichenladungsstromdichte (wegen jAz = (I/F) Az ein La-
dungsstrom pro Lingeneinheit auf der Grenzfliche), ¢ der Normalenvektor auf der Sto-
kesschen Fliche und A/ die Léngsseite der Stokesschen Fliche (parallel zur Grenzflidche)
darstellt. Die linke Seite von Gl. (5.53) formen wir genauso um wie in Abschnitt 2.2.1 den
entsprechenden Ausdruck fiir [ Ard f .V x E, mit dem Ergebnis

(% ) - (Ho— H;) = jr- 1.

Benutzen wir noch die zyklische Vertauschbarkeit des Spatproduktes, so erhalten wir
letztendlich
7l % (Ha - HZ-) = p. (5.54)

Die Tangentialkomponente des Magnetfeldes springt also beim Durchgang durch die
Grenzfliche um die Fliachenladungsstromdichte. Mit den gleichen Argumenten beweist
man unter Zugrundelegung von Gl. (5.40)

7 % (Ea . E) —0, (5.55)

vgl. Gl. (2.30), d.h. die Tangentialkomponente des elektrischen Feldes ist stetig beim
Durchgang durch die Grenzflache; ein Resultat, das wir schon in der Elektrostatik bewie-
sen hatten. In Abwesenheit von Flichenladungen und -stromen gilt

i (D= D) = 0,
ﬁ~<§a—§i> ~ 0,
ﬁx(ﬁa—ﬁi> = 0,
ﬁx(ﬁa—ﬁi> ~ 0, (5.56)

d.h. die Normalkomponenten von Dund B , sowie die Tangentialkomponenten von H und
E bleiben beim Durchgang durch eine Grenzflache stetig.
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5.3 Elektromagnetische Wellen in Materie

Fiir linear isotrope Medien folgt aus den Glgen. (5.56)

S

ﬁ'<€r,aﬁa_€r,i _»i) = 0,
i-(B.-B) = o,
B,

B
1 X — = 0,
,ur,a ,ur,i

7l % (Ea - E) - 0, (5.57)

Se

5.3.3 Reflexions- und Brechungsgesetz

Wir betrachten eine ebene Welle, die auf eine Grenzflache auftrifft. Sie wird dort teilweise
reflektiert und teilweise gebrochen, vgl. Abb. 5.6.

z

Abbildung 5.6: Reflexion und Brechung einer ebenen Welle an einer Grenzflache.

Mit Gl. (4.23) erhalten wir fir die einfallenden elektromagnetischen Felder

E11 — Eol ei(El-Fﬂult) ,

1 - - 1. -
Bl = —k’1XElE—k’1XE1, (558)
w1 Ul

wobei wir die Dispersionsrelation (im Medium 1) wy; = uy k; benutzt haben.
Fiir die reflektierten elektromagnetischen Felder gilt entsprechend

E, = Ey, ¢ (Firirt) )

— ]_ — — 1 ~ —

Blr = klr X Elr = — klr X Elr , (559)
Wiy Uy
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wobei wir voraussetzen konnten, dass die Geschwindigkeit der reflektierten Welle im Me-

dium 1 gleich der der einfallenden ist, uy, = wy,/k1, = w1 /k1 = up = c/\/m = c¢/ny,

denn die Lichtgeschwindigkeit héngt nicht von der Bewegungsrichtung der Welle ab.
Fiir die an der Grenzflache gebrochenen elektromagnetischen Felder gilt analog

E2 _ EOQ ei(]zg-f“fwgt) ’

B, = il%;xﬁzzi@xﬁg, (5.60)
w2 U2
mit der Lichtgeschwindigkeit uy = wo/ky = ¢/ V2l = ¢/ny im Medium 2.

Aus der Stetigkeitsbedingung (5.57) fiir die Tangentialkomponente des elektrischen Fel-
des folgt, dass die Phasenfaktoren der einfallenden, der reflektierten und der gebrochenen
Welle auf der Grenzfliche (z = 0) identisch sein miissen, d.h. die Phasen diirfen sich
hochstens um ganzzahlige Vielfache von 27 unterscheiden,

(El~F—w1t> = (Elr~f’—w1rt> + 2nm = (EQ'F_w2t> +2m7r, n,mEZ.
z=0 z=0 0

z=

Diese Gleichung gilt fiir alle Werte von ¢, 7" und insbesondere fiir
(i) ¢

(ii) 7= 0, t beliebig: dies liefert

7 = 0: dies liefert sofort, dass n = m = 0.

W) = Wir =Wy =W,

d.h. die Kreisfrequenz des reflektierten und gebrochenen Lichts stimmt mit der des
einfallenden Lichts iiberein. Wegen v = w/(27) ist dann auch die Frequenz identisch.
Insbesondere resultiert wegen der Konstanz von u; im Medium 1
ki = = = kir
Uy
d.h. die Wellenvektoren des einfallenden und reflektierten Lichts sind vom Betrag
her identisch. Wegen \; = 27 /k; sind dann auch die Wellenléngen identisch.

(iii) t =0, 7" beliebig: man erhalt

(o) = (i) = (Br) 61

Wir nehmen 0.B.d.A. an, dass der Wellenvektor k; in der (xz)—Ebene liegt, aber
wir machen keine Annahmen iiber die Richtung von k;, und ks. Dann gilt

ki = sinth e +costh €”,
ki, = sinty,. cos . €% + sindy, sin gy, €Y — cosdy, €7,
ko = sinvy cosws €® + sinty sin g€ + cosdy €7,

wobei @1, (¢2) der Winkel zwischen ky, (k) und der (zz)—Ebene ist. Damit liefert
die Bedingung (5.61)

ki sinth x = ky, sindy,. (cos @1,  + sin @y, y) = ko sindy (cos ez + sin o y) .
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5.3 Elektromagnetische Wellen in Materie

Dies gilt fiir beliebige x, y, also auch fiir y = 0, x beliebig, und fiir x = 0, y beliebig:

ki sinty = ky,. sindy, cos gy, = kg sindy cosps |
0

k1, sin ¥y, sin @y, = ko sin ¥y singps .
Die zweite Gleichung ist fiir beliebige ki,., ko, ¥1,, ¥o nur fir

Y1 =92 =0

erfiillbar. Dies bedeutet aber, dass alle Wellenvektoren in der (xz)—Ebene, der sog.
Einfallsebene liegen. Aus der ersten Gleichung folgt dann (mit k; = ky,.)

k’l sin ’191 = ]{?1 sin ’1917» = k’g sin ’192 .
Das erste Gleichheitszeichen liefert
191 - 1917’ 5 (562)

das beriihmte Reflexionsgesetz: “Einfallswinkel ist gleich Ausfallswinkel”. Das
zweite Gleichheitszeichen liefert das Brechungsgesetz von Snellius:

sinﬁl_kg_wul_ul_cng_ng (5.63)

sintyy, ki  wsw Uy Ng C nq

wobei wir die Dispersionsrelation im Medium, w = u; k;, und Gl. (5.50) benutzt
haben.

Nehmen wir an, das Medium 2 sei optisch dichter als das Medium 1, ny > n;. In
diesem Fall liefert das Brechungsgesetz wegen 0 < ;5 < 7/2, dass ¥y > s, d.h.
die auslaufende Lichtwelle wird zum Einfallslot hin gebrochen. Auflerdem gilt
ko > ki1 und Ay > )y, die Wellenlénge des gebrochenen Lichts ist kleiner als die des
einfallenden.

Fiir den Fall, dass das Medium 2 optisch diinner als das Medium 1 ist, n; > no,
so ist ¥y > 1;, die auslaufende Lichtwelle wird vom Lot weg gebrochen. Die
Wellenzahl wird kleiner, k; > ko, und damit die Wellenldinge grofler, Ao > Aj.
Es gibt einen Grenzwinkel ¥, = 9,, bei dem Totalreflexion auftritt, d.h. die
gebrochene Lichtwelle tritt nicht ins Medium 2 ein, ¥J5 = /2. Dieser Winkel ist
gemaB Gl. (5.63) durch

sin g, = 2 (5.64)

ni

gegeben.

Man kann nun die Stetigkeitsbedingungen (5.57) weiter analysieren, um Aussagen iiber
die Amplitudenverhéltnisse, d.h. Intensitédten des reflektierten und gebrochenen Lichtes
zu erhalten. Fiir den Fall 1,1 = p, o fiihrt dies auf die sog. Fresnelschen Formeln. Wir
fithren dies hier nicht weiter aus, sondern verweisen auf die Literatur (z.B. [1]).
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5.3.4 Wellenausbreitung in elektrischen Leitern

Wir betrachten einen homogenen, isotropen, ladungsneutralen elektrischen Lei-
ter. Ein elektrischer Leiter hat, wie in Abschnitt 3.3.1 gezeigt, eine nichtverschwindende
elektrische Leitfiahigkeit 0. Homogenitét und Isotropie bedeuten, dass diese iiber den Lei-
ter hinweg konstant ist,

o = const. #0 .

Die (makroskopische) Ladungsstromdichte ist dann
j(t,7) =oE(t,R),

vgl. Gl. (3.35). Ladungsneutralitit bedeutet, dass die makroskopische Ladungsdichte
verschwindet,
p=0.

GeméB Gl. (5.17) bedeutet dies, dass sich die mittlere Ladungsdichte der freien Ladungen
und der in Molekiilen gebundenen Ladungen gerade gegenseitig kompensieren.

Auf den ersten Blick mag es etwas iiberraschend erscheinen, dass p = 0, wiahrend
j # 0 ist. Dies ist eine Folge der Tatsache, dass wir anstelle der mikroskopischen GrofBen
(die geméf Gl. (1.65) miteinander zusammenhéngen) nun makroskopisch gemittelte
Grof3en betrachten. Man denke z.B. an einen stromdurchflossenen Leitungsdraht. Er ist
ungeladen, p = 0, weil in jedem Mittelungsvolumen die negative Ladung der Elektronen,
die fiir den Stromflufl sorgen, durch die positive Ladung der stationdren Atomriimpfe
kompensiert wird. Dennoch flieBt durch den Draht ein Strom, j # 0.

Die makroskopischen Maxwell-Gleichungen fiir einen linearen, isotropen Leiter, Glgen.
(5.44) — (5.47), lauten in diesem Fall

V-E =0, (5.65)
I - 1 0E . 1 0FE

B = wpoj+——=p ok +—=—, 5.66
V x frfto ]+ 5 5 = o0 B+ 5 = (5.66)
V-B = 0, (5.67)
L 0B

E = —-—. 5.68
V x o (5.68)

Das Verschwinden der Ladungsdichte kann man nun sogar mathematisch beweisen. Wir
nehmen an, p # 0, so dass Gl. (5.65) die Form

1

€r €0

V-E=

hat. Bilden wir nun die Divergenz von Gl. (5.66), so erhalten wir

S (= = 1 1 op o op
0=V (VxB)=p L, ey .
% 'u'uoaereop—i_uzereo ot MMO(ereop—i_@t)
wobei wir Gl. (5.50) benutzt haben, bzw.
op o
ot e e

p .
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Diese Differentialgleichung erster Ordnung in der Zeit hat die Losung
p(t’ F) = p(t = 0’ F) e_at/(er €0) ]

Falls zu Anfang p(t = 0,7) = 0, so bleibt auch zu spéteren Zeiten p(t,7) = 0.

Obwohl die Maxwell-Gleichungen (5.65) — (5.68) komplizierter aussehen als beispiels-
weise fiir das Vakuum ohne Ladungen und Ladungstromdichten, Glgen. (4.2) — (4.5),
lassen sie sich immer noch entkoppeln. Wir bilden die Rotation von Gl. (5.68),

V x (ﬁxﬁ) = ﬁ(ﬁﬁ) — AE =-AE
. 0B 0= = OE 1 O°E
— J— _— = — B —_ — —_——— —
Vo oY Hr 0% 5 = w2 o
wobei wir die Glgen. (5.65) und (5.66) benutzt haben. Wir erhalten eine Verallgemei-
nerung der Wellengleichung fiir E fiir den Fall o # 0, die sog. Telegraphengleichung

1 92 0\ =~

Auch das magnetische Induktionsfeld erfiillt die Telegraphengleichung. Wir bilden die
Rotation von Gl. (5.66),

Vx(VxB) - V(V~B>—AB:—AB
. . 1. OE OB 1 9°B
= IUJT,U/OO-VXE—FEVXEz_ﬂrﬂoaa—ﬁﬁ7

wobei wir die Glgen. (5.67) und (5.68) benutzt haben. Auch diese Gleichung ist eine
Telegraphengleichung, diesmal fiir das magnetische Induktionsfeld,

1 92 0\ =

Zur Losung der Telegraphengleichung (5.69) machen wir den Losungsansatz einer ebenen

Welle,

E(t,7) = Eye '(«17F7) (5.71)
Eingesetzt in die Telegraphengleichung (5.69) ergibt sich
w? o, -
(ﬁ_k +zur,uoaw) Ey=0. (5.72)

Wir definieren nun die sog. komplexe Dielektrizitdtskonstante des Mediums,

A . 0
é&(w)=¢ +1—.
€Eo W

Mit dieser komplexen Dielektrizitdtskonstante konnen wir auch eine komplexe Wellen-
geschwindigkeit definieren,
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wobei

) = Vo) (5.7
der komplexe Brechungsindex ist. Mit diesen Definitionen und u? = ¢*/(e, p,) sowie
o ¢ = 1/¢€y schreibt sich Gl. (5.72) wie folgt:

2

w , , w? .o -
0 = (C_Qerﬂr_k2+ZMrMOUW)E0:|:C_2,u7"<€r+2—)_k2:| EO

€ W
2 2
_ w - 2\ & w 2\ @
= (C_QMTET(W)_k)EOZ(aQ(w)_k)Eo'

Dies sieht formal wie die Fourier-Transformierte der homogenen Wellengleichung aus,
vgl. Gl. (4.12), allerdings ist zu bedenken, dass die Wellengeschwindigkeit nun komplexe

Werte annimmt. Nichttriviale Losungen erfordern Ey # 0, deshalb muss der Vorfaktor
verschwinden,

w? = 0% (w) k? . (5.74)

Dies ist das Analogon zur Dispersionsrelation (4.13). Da w € R und 4*(w) € C, muss
auch k2 € C sein, d.h. die Wellenzahl ist komplex, k € C.

Zur Bestimmung der komplexen Wellenzahl berechnen wir zunéchst den Real- und
Imaginérteil des komplexen Brechungsindexes (5.73). Wir schreiben

h=n+iy, n,veR.
Das Quadrat des komplexen Brechungsindexes ist
T o — . —
fz2:€r,ur:er,ur+iu— =n> -~y 4+2ivn.
€ W

Identifizieren wir Real- und Imaginérteil auf der linken und rechten Seite folgt

n? =yt =€ . =n?, (5.75)
wobei n der Brechungsindex in einem gewohnlichen Isolator ist, und
=2 =T
2¢pw 2¢gnw

Eingesetzt in Gl. (5.75) ergibt sich

2 2 2 2
_2 :“r_a _n? o« 4 p2a2 Hy O —0

2522 2,52

degnw degw

Die Losung dieser quadratischen Gleichung fiir n? ist

2 4 2 2
B n n w2 o
n?=—+ r

2 4 4e3w?’

wobei, da 7 reell ist, nur das obere Vorzeichen Giiltigkeit besitzt,

1 o 2
n?=-n?|1 1 : :
nt=gn +\/ + p— (5.76)
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Offenbar ist lim, ,gn = n, weswegen wir n als verallgemeinerten Brechungsindex
bezeichnen. Offensichtlich gilt stets n > n, wobei das Gleichheitszeichen fiir o = 0 gilt.
Fiir v* erhalten wir aufgrund von Gl. (5.75)

1 2
Vv =n?—nt=-n? —1+\/1+( o )
2 € €g W

Fiir 0 — 0 geht v — 0, wie zu erwarten. Man nennt v den sog. Extinktionskoeffizien-
ten.

Die aus der Dispersionsrelation (5.74) folgende Wellenzahl ist nun
k=2 ==Y (i) =knt+iks,
o c c

wobei kg = wn/c und k; = w~y/c den Real- und Imaginérteil der komplexen Wellenzahl
darstellen. Der komplexe Wellenzahlvektor ist wie gewhnlich k= l%k:, wobei k € R? ein
reellwertiger Einheitsvektor ist und k ist der komplexwertige Betrag von k. Eingesetzt in
den Losungsansatz (5.71) erhalten wir nun

E(t,7) = Ey exp [—iw (t — %l% F)} exp (—w—j ki - F) . (5.77)

Dies hat die Form einer ebenen Welle, multipliziert mit einem Dampfungsfaktor.

Welche Bedeutung hat dies fiir einen elektrischen Leiter? Nehmen wir z.B. an, wir
hétten einen elektrischen Leiter oberhalb der (zy)—Ebene und Vakuum unterhalb davon.
Eine elektromagnetische ebene Welle propagiere im Vakuum in +z—Richtung, k=é=
Diese trifft dann bei z = 0 auf die Grenzfldche des Leiters. Gleichung (5.77) beschreibt
die Form dieser Welle im elektrischen Leiter,

E(t’ Z) = EO €xXp |:—'lu} (t — ﬁ Z)] exp (_w_’y Z) .
c c

Die Amplitude des elektrischen Feldes wird mit zunehmender Distanz von der Grenzfliche
exponentiell kleiner. Man nennt
c
0= — 5.78
- (579)
die sog. Eindringtiefe, bei der die Amplitude auf 1/e—tel ihres urspriinglichen Wertes
abgefallen ist.
Die Phasengeschwindigkeit der Welle bestimmt sich aus der Bedingung ¢t — nz/c =
const.,
- dz ¢ < ¢
U =— = — —
dt n " n
d.h. sie ist kleiner als die Phasengeschwindigkeit in einem vergleichbaren Isolator mit
o=0.
Die Frequenz des eindringenden elektrischen Feldes bleibt die gleiche wie im Vakuum,
allerdings dndert sich die Wellenlénge,

u,

s _2me_cl_

= — <A,
kn wn vn

S| >

193



5 Makroskopische Elektrodynamik

wobei A = ¢/v die Wellenlédnge im Vakuum ist. Die Wellenlédnge wird also kleiner. Sie ist
wegen n > n auch kleiner als in einem vergleichbaren Isolator mit o = 0.
Die Losungen

(t,’F) _ EO efi(wtfkl;:?) :
(t,’F) _ EO efi(wtfkl;:-f') :

der Telegraphengleichung miissen natiirlich noch die Maxwell-Gleichungen (5.65), (5.67)
und (5.68) erfiillen. Wir erhalten

V- E=0 = k-E=0,
V- B=0 = k-B=0,
— — g AA — —
OB 98 L ML E_§.
ot c

Wie im Vakuum bilden auch hier /%, E , B (in dieser Reihenfolge) ein rechtshéndiges Ortho-
gonalsystem. Dies bedeutet, dass elektromagnetische Wellen auch in elektrischen Leitern
transversal sind!

Allerdings sind E und B nicht mehr gleichphasig, sondern phasenverschoben. Mit
der Polardarstellung der komplexen Zahl n =n + i,

N=n+iy=+/n2+72e¥, tang=

S

9

erhalten wir
N R "2 2 R o
Be"ixB= VY"1V 0 Beiv,
C C

B und E sind also um den Winkel © phasenverschoben.
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