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1 Mathematische Vorbereitungen

1.1 Vektoren

1.1.1 Einfijhrung 16.10.2009
Wir haben ein intuitives Versténdnis von Naturvorgéngen:

e Beispiel 1: Morgens geht die Sonne auf, abends geht sie unter.
Frage: Warum geht sie auf und unter?

e Beispiel 2: Wenn die Sonne aufgeht, wird es hell.
Frage: Was lafit die Sonne scheinen?

e Beispiel 3: Ein Ball, der losgelassen wird, fillt zu Boden (das berithmte Apfel-Ex-
periment von Sir Isaac Newton!).
Frage: Was lafit den Ball fallen?

Die Physik befafit sich mit der Erklarung intuitiv akzeptierter, aber auch neuer, bislang
unverstandener Erfahrungstatsachen mit Hilfe wissenschaftlicher Methoden.

Die experimentelle Physik befafit sich mit der Beobachtung von erfahrbaren Tat-
sachen durch reproduzierbare Experimente.

Die Theoretische Physik befafit sich mit der Erklirung der Beobachtung mit Hilfe
mathematisch-analytischer Methoden. Manche meiner Kollegen fassen das so zusam-
men: “Der Experimentator blédttert die Seiten im Buch der Natur um, der Theoretiker
liest in ihm”.

Um die GesetzméBigkeit zu verstehen, warum der Ball zu Boden féllt, miissen wir
zundchst seine Bewegung beobachten und quantitativ (nicht nur qualitativ) erfassen.
Mit anderen Worten, wir miissen festlegen, zu welchem Zeitpunkt er sich an welchem
Ort befindet. Bei geradliniger Bewegung ist dies besonders einfach, s. Abb. 1.1.

Dieses einfache Beispiel macht deutlich, dass physikalische Groéfien durch die Angabe
von drei Groflen bestimmt sind: Dimension, Mafleinheit und Maf3zahl. Beispiele sind
in Tabelle 1.1 aufgefiithrt. Physikalische Groflen, die durch diese drei Groflen bestimmt
sind, nennt man in der Physik skalare Groéflen, oder kurz Skalare.

Es gibt aber auch Gréflen, die zusétzlich die Angabe einer Richtung benétigen. Ein
Beispiel ist die Geschwindigkeit. Im oben genannten Beispiel des fallenden Balls zeigt
die Geschwindigkeit nach unten. Solche Gréflen nennt man vektorielle Groflen, oder kurz
Vektoren.

Dies ist verallgemeinerbar: es gibt Grofien, die durch die Angabe von zwei, drei, vier
etc. Richtungen definiert sind. Diese Groflen nennt man Tensoren zweiter, dritter,
vierter etc. Stufe. Ein Vektor ist ein Tensor erster Stufe, ein Skalar ein Tensor nullter
Stufe.
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Lange Zeit
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Abbildung 1.1: Ein nach unten fallender Ball.

Dimension | Mafleinheit Maflzahl
Lénge Meter (m) (z.B.) 1
Zeit Sekunde (s) (z.B.) 1
Masse Kilogramm (kg) | (z.B.) 82
Temperatur | Grad Celsius (°C) | (z.B.) 36.5

Tabelle 1.1: Beispiele fiir physikalische Grofien mit Dimension, Mafeinheit und Maflzahl.

1.1.2 Definition eines Vektors

Der einfachste Vektor in der Mechanik ist der Ortsvektor. Er mifit den Abstand ei-
nes Raumpunktes von einer vorher festgelegten Ausgangsposition, dem Ursprung eines
vorher festgelegten Koordinatensystems, s. Abb. 1.2. Im oben genannten Beispiel des
fallenden Balles sei der Koordinatenursprung die Position des Balles zum Zeitpunkt ¢t = 0.
Zum Zeitpunkt ¢ = 1s ist die Position des Balles 1m nach unten vom Koordinatenursprung
entfernt. Der Ortsvektor des Balles zeigt deshalb nach unten und hat die Lange 1m.

Bei einer eindimensionalen Bewegung (wie im Beispiel des fallenden Balles) ist die

@0
T
o

Abbildung 1.2: Der Ortsvektor 7 des nach unten fallenden Balls aus Abb. 1.1.
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Richtung klar und man benotigt nicht unbedingt einen Vektor, um diese festzulegen. Die
Sache verkompliziert sich, wenn die Bewegung des Balles zwei- oder dreidimensional
wird.

Im allgemeinen beschreiben Ortsvektoren 77 Punkte im dreidimensionalen Euklidschen
Raum FEj3. Bevor man einen Ortsvektor definieren kann, benotigt man den Koordina-
tenursprung O. Der Ortsvektor eines Punktes A ergibt sich dann dadurch, dass man den
Ursprung O mit A verbindet. Die Richtung des Ortsvektors ergibt sich aus der Festlegung,
die Strecke OA von O nach A zu durchlaufen, s. Abb. 1.3.

A

O

Abbildung 1.3: Der Ortsvektor des Punktes A.

Jeder Vektor d@ hat eine Lénge (einen Betrag),
a=]|d, (1.1)

und eine Richtung, die durch einen Vektor vom Betrag eins, einen sog. Einheitsvektor,
festgelegt wird:

a=-, laj=1. (1.2)
Der Betrag eines Vektors ist vom Bezugs- oder Koordinatensystem unabhéngig. Die
Richtung eines Vektors kann sich aber bei einem Wechsel des Bezugs- bzw. Koordinaten-
systems scheinbar &ndern, wenn sie durch ihre Koordinaten im neuen Bezugssystems
ausgedriickt wird. Hierzu spéter mehr.

1.1.3 Definition des kartesischen Koordinatensystems

Das einfachste Bezugs- bzw. Koordinatensystem sind drei senkrecht, d.h. rechtwinklig
aufeinanderstehende Geraden, die sich in einem gemeinsamen Punkt, dem Koordinatenur-
sprung O, schneiden, s. Abb. 1.4.

Diese Geraden nennt man Achsen des Koordinatensystems. Man gibt ihnen Richtun-
gen, und zwar so, dass sie in der Reihenfolge (1,2,3) bzw. (x,y, z) ein rechtshindiges
System bilden. Woran sieht man, dass es sich um ein rechtshéndiges System handelt?
Die folgenden Finger der rechten Hand bilden ein solches System: Daumen = x, Zeige-
finger = y, Mittelfinger = 2. Eine weitere Moglichkeit ist, die Gerade 1 auf kiirzestem
Weg in die Gerade 2 zu drehen. Dann zeigt die Gerade 3 in die Richtung der Bewe-
gung einer Rechtsschraube. Ein solches rechtshédndiges Koordinatensystem nennt man
kartesisches Koordinatensystem.
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Abbildung 1.4: Rechtshéndiges Koordinatensystem.

Es gibt auch linkshindige Koordinatensysteme. Sie lassen sich nicht durch stetige
Drehungen (welche eine sog. kontinuierliche Symmetrieoperation darstellen) in
rechtshéndige iiberfithren, sondern nur durch eine Raumspiegelung (eine sog. diskrete
Symmetrieoperation). Dazu miissen eine ungerade Anzahl von Koordinatenachsen
ihre Richtung umkehren, z.B. alle drei, wie in Abb. 1.5 gezeigt. Es geniigt aber auch,
lediglich eine Achse, z.B. die z-Achse, umzudrehen. Die Umkehrung einer geraden Anzahl
von Achsen édndert die Handigkeit des Koordinatensystems nicht.

Y

z'3

Abbildung 1.5: Linkshéndiges Koordinatensystem.

1.1.4 Rechenregeln fiir Vektoren
Vorbemerkungen

1. Man bezeichnet zwei Vektoren als gleich, wenn sie die gleiche Lange und die gleiche
Richtung aufweisen. Sie brauchen nicht den gleichen Ausgangspunkt zu haben, s.
Abb. 1.6. Mit anderen Worten, Vektoren sind frei verschiebbar.
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- -
=da
Abbildung 1.6: Zwei gleiche Vektoren.

2. Zu jedem Vektor @ gibt es einen gleich langen, aber antiparallelen Vektor —a.

3. Ein sog. Einheitsvektor ist ein Vektor vom Betrag 1 (s. o.).

Addition von Vektoren

1. Parallelogrammregel: Gegeben seien zwei Vektoren @ und l;, vgl. Abb. 1.7(a).
Man verschiebe nun b so, dass der FuBlpunkt von b an der Spitze von @ zu liegen
kommt. Der Summenvektor @ + b beginnt am Fulpunkt von @ und endet an der
Spitze von l;, s. Abb. 1.7(b). Die Addition von Vektoren ist einfach, da zwei Vektoren
eine Ebene aufspannen. Man kann sie sich also einfach graphisch verdeutlichen.

(a) (b)

Abbildung 1.7: Addition von Vektoren mit Hilfe der Parallelogrammregel.

2. Kommutativitit: oL
a+b=b+ad. (1.3)

Dies wird unmittelbar aus Abb. 1.8 deutlich.

3. Assoziativitit: ~ .
@+b)+é=a+(b+3a). (1.4)

Auch dies kann man sich graphisch veranschaulichen, da drei Vektoren maximal den
dreidimensionalen Raum aufspannen, vgl. Abb. 1.9.
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Abbildung 1.8: Verdeutlichung der Kommutativitéit der Vektoraddition.

(a- +_l;) +o=a+( b+ c)

=

—
a

Abbildung 1.9: Verdeutlichung der Assoziativitdt der Vektoraddition.

4. Subtraktion:
i—b=a+(-b). (1.5)

Die Subtraktion des Vektorsﬁl; von Vektor a ergibt sich aus der Addition des zu
b antiparallelen Vektors —b zu Vektor @, s. Abb. 1.10. Der Vektor @ — b ist ein
Vektor, der von der Spitze von b zur Spitze von a zeigt.

5. Subtrahiert man @ von sich selbst, so ergibt sich der sog. Nullvektor 0,

a—a=0;. (1.6)

Er ist der einzige Vektor, der keine Richtung hat, damit ist er gleichzeitig ein
Skalar, 0 = 0. Fiir alle Vektoren a gilt

a+0=a. (1.7)

Die Eigenschaften (1.3), (1.4), (1.6) und (1.7) bedeuten, dass die Gesamtheit der Vektoren
im FE3 eine kommutative Gruppe bilden.
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Abbildung 1.10: Verdeutlichung der Vektorsubtraktion.

Multiplikation von Vektoren mit einer Zahl 19.10.2009

1. Einfache Multiplikation: « sei eine reelle Zahl, & € R, und @ sei ein beliebiger
Vektor. ad ist ein Vektor mit folgenden Eigenschaften:

(i) Falls @ > 0, so ist a@ parallel Zu d.

i)
(iil) |od] = |Oé|a
(iv) la =a.
(v) 0a=0=0.
(vi) (-=1)d=—a

2. Distributivitit: o, § € R, &’,I;seien Vektoren. Dann gilt:
(a+ p)ad = ad + pa . (1.8)
Beweis: s. Abb. 1.11.
oa +PBa —
" Ba

(a+B)a
7

Abbildung 1.11: Veranschaulichung des ersten Distributivgesetzes.

Ferner gilt:
ald+b) =ad+ ab. (1.9)
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Beweis: s. Abb. 1.12. Es gilt ad+ & = . AuBlerdem gilt ¥ = &b mit einer Konstanten

-

& > 0. Ferner gilt ¥ = a(@ + b) mit einer Konstanten @ > 0. Die Behauptung ist

-

bewiesen, wenn wir zeigen konnen, dass & = @ = «, denn dann ist «(d@ + b) = § =
ad + ¥ = ad + ab, q.e.d.

-
X

Abbildung 1.12: Veranschaulichung des zweiten Distributivgesetzes.

Nach dem ersten Strahlensatz gilt

1 a a(d+b
1 _led _, o, @0 _5_ (1.10)
@+b |G+ b]
Nach dem zweiten Strahlensatz gilt
ﬂ:|a—_?|:oz = |a—J:&:a. (1.11)
bl lal 0]

3. Assoziativitit: o, § € R, @ sei ein beliebiger Vektor. Dann gilt:

a(fd) = (ap)d = afd . (1.12)
Beweis: Die Betrige der Vektoren auf beiden Seiten der Gleichung sind gleich,

laBd] = |aBlld| = |a||B]|d] = |a||Bd]. Die Richtungen der Vektoren ist ebenfalls
gleich, alle Richtungen zeigen in Richtung von a, q.e.d.

4. Einheitsvektor: Aus jedem Vektor a 148t sich durch Multiplikation mit dem In-
versen seines Betrages ein Einheitsvektor in Richtung von @ konstruieren:

1 1
—)a:/\:_—)7 —»a — A :_—»: :1. 1'13
Ga=a=—a, |&l ==l (113)

Einheitsvektoren werden in der Regel mit dem Symbol € oder 7 oder mit einem
“Hut” anstelle des Vektorzeichens gekennzeichnet.
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Definition eines Vektorraums

Die o.g. Eigenschaften von Vektoren kann man — anstelle sie fiir bestimmte Vektoren im
E3 zu beweisen — auch zunéchst fordern. Sie sind dann sog. Axiome. Alle Objekte,
die dann diese Eigenschaften erfiillen, bezeichnet man als Vektoren. Die Menge aller
Vektoren, die diesen Axiomen geniigen, nennt man einen linearen Vektorraum V iiber
dem Korper der reellen Zahlen R. Die Axiome lauten noch einmal zusammengefafit:

1. Zwischen zwei Elementen d, b €V ist eine Verkniipfung (Addition) definiert,

i+b=7, (1.14)
mit folgenden Eigenschaften:
(i) eV,
(ii) Assoziativitét:
@+b)+é=a+(b+d, éeV, (1.15)

(v) Kommutativitét:
i+b=b+a. (1.16)

2. Multiplikation mit reellen Zahlen «, 5:
(i) aeR,aeV—adeV,

(ii) Distributivitét:

(a+pB)d = «ad+ pa, (1.17)
a(@+b) = ad+ab, (1.18)

(iii) Assoziativitét:
a(fa) = (ap)a, (1.19)

(iv) 3 Einselement 1 mit la =a Vad € V.

Dies definiert die Multiplikation von Vektoren mit Skalaren. Aber kann man auch Vek-
toren mit Vektoren multiplizieren? Dies geht in der Tat und zwar auf zwei verschiedene
Art und Weisen, wie in den néchsten beiden Abschnitten erldutert. Man unterscheidet
ein sog. inneres Produkt, das Skalarprodukt, und ein sog. &ufleres Produkt, das
Vektorprodukt.
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, a
T/ b cos @ S
o) | 0 .
acos @ b b

(a) (b)

Abbildung 1.13: Graphische Veranschaulichung des Skalarprodukts.

1.1.5 Skalarprodukt

Das Skalarprodukt zwier Vektoren a, b ist definiert als
@-b=abcosep. (1.20)

wobei ¢ der Winkel zwischen den Vektoren @ und b ist, vgl. Abb. 1.13. Aus der Definition
ist sofort ersichtlich, dass das Skalarprodukt kommutativ ist,

a-b=0b-a. (1.21)

Die graphische Veranschaulichung in Abb. 1.13(a) besagt, dass das Skalarprodukt das
Produkt aus der Lénge des zweiten Vektors und der Projektion des ersten Vektors in
Richtung des zweiten Vektors ist. Aufgrund der Kommutativitat (1.21) des Skalarprodukts
kann man auch umgekehrt den zweiten Vektor auf den ersten projizieren und dann mit
der Linge des ersten Vektors multiplizieren, s. Abb. 1.13(b).

Das Skalarprodukt hat folgende Eigenschaften:

1.@-b =0, falls (i) @ = 0 und/oder b = 0, oder (i) ¢ = 7/2 (da cos7/2 = 0). In
diesem Fall stehen die Vektoren @, b orthogonal zueinander, @ L b.

2. Projektionen eines Vektors @ in Richtung eines anderen Vektors b lassen sich durch
das Skalarprodukt von @ mit dem Einheitsvektor in Richtung von b darstellen:
a-b=acosy.

3. Distributivitit:

-,

(@+0b)-C=a-é+b-¢. (1.22)

Beweis: Aus Abb. 1.14 ist ersichtlich, dass fiir die Projektion von a, bund @+ b auf
die Richtung von ¢ gilt: (@ +b) - ¢ =@ - ¢+ b - ¢. Multipliziert man diese Gleichung
mit ¢, so folgt wegen ¢ = c¢ die Behauptung, q.e.d.

10
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-
—
C

(@+D)2

Abbildung 1.14: Veranschaulichung des Distributivgesetzes fiir das Skalarprodukt.

4. Bilinearitit: Va € R gilt:

-

(ad)-b=a- (ab) = a(@-b) . (1.23)

Beweis: Fiir a = 0 ist die Behauptung trivial erfiillt. Fiir o« # 0 unterscheiden wir
zwei Falle,

(i) a>0:

(ad@)-b = (aa)bcosp = aabcosyp = a(abeosy) = a(a - b)

= a(ab)cosp =da- (ab),

(ii) «a < 0: Wir benutzen ad = |a|(—a) und die Tatsache, dass der Winkel zwischen

den Vektoren —a und b gerade m — ¢ betrdgt, s. Abb. 1.15. Dann gilt wegen
cos(m — ¢) = — cos ¢:

-

(ad@)-b = |alabcos(r — ) = —|alabcos ¢ = aabcos p = a(abcos ) = a(a - b)

= a(abcosp) =a- (ab) .

5. Betrag eines Vektors: Es gilt fiir das Skalarprodukt eines Vektors @ mit sich selbst:
a-d=aacos0=a>>0, (1.24)
wobei das Gleichheitszeichen fiir den Fall steht, dass @ = 0. Daraus folgt, dass man

den Betrag oder die sog. Norm eines Vektors wie folgt berechnen kann: a = V@ - a.
Fiir Einheitsvektoren gilt natiirlich a -a = 1.

11
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Abbildung 1.15: Zum Beweis der Bilinearitdt des Skalarprodukts fiir o < 0.

6. Schwarzsche Ungleichung: B
|G- b < ab. (1.25)

Dies folgt unmittelbar aus der Tatsache, dass |cos | < 1.

7. Dreiecksungleichung: .
la—bl <|d+b <a+b. (1.26)
Beweis: Die Schwarzsche Ungleichung (1.25), bzw. die Tatsache, dass —1 < cosp <
1, liefert —ab < @- b < ab. Wir multiplizieren mit 2 und addieren a? + b*:

a?+ b —2ab<a’+b*+2a- 5§a2+b2+2ab
— (a—b)?<(@+0b)?<(a+b)?
— la—b <|@+b <a+b,qed

Die zweite Zeile folgt aus der ersten, indem man das Distributivgesetz (1.22) und
die Kommutativitit (1.21) anwendet.

Wir haben die Glgen. (1.21), (1.22), (1.23) und (1.24) aus den Eigenschaften des Skalar-
produkts fiir Vektoren im FE3 bewiesen. In der Mathematik wird das Skalarprodukt aber
in abstrakter Weise durch die Zuordnung a - b—acR definiert, die die Eigenschaften
(1.21), (1.22), (1.23) und (1.24) haben muss. Wir wollen die Schwarzsche Ungleichung
(1.25) nur mit Hilfe dieser Eigenschaften beweisen, ohne die geometrische Veranschauli-
chung zu Hilfe zu nehmen. Zunichst ist der Beweis trivial, falls @ = 0 und/oder b =0 ist.
Daher kénnen wir uns auf den Fall beschrinken, dass @ # 0 und b +£ 0 ist. In diesem Fall
gilt aufgrund von Gl. (1.24) V o € R:

0 < (@+ab)®=(a+ab)-(a+ab)
— G-@+a-(ab) + (ab) - @+ (ab) - (ab)
= a’+ 2b2+2aa-b.

Hierbei haben wir von der Kommutativitét (1.21), der Distributivitit (1.22) und der Bili-
nearitét (1.23) Gebrauch gemacht. Da das Ergebnis fiir beliebige a gilt, gilt es insbesondere

12



1.1 Vektoren

fiir den Wert a = —a - I;/ b> € R. Damit erhalten wir nun
o (@0 @b, (@b
0<a”+ 72 -2 & =a“ — 72

Multiplikation mit b% ergibt
0<a®?—(i-b)? < |@-b<ab, qed.

Ein Vektorraum mit einem inneren Produkt (Skalarprodukt) heifit in der Mathematik
unitdrer Vektorraum.

1.1.6 Vektorprodukt

Das Vektorprodukt, bzw. das sog. Kreuzprodukt, ordnet zwei Vektoren einen Vektor
Zu:
axb=c. (1.27)

Dieser Vektor hat folgende Eigenschaften:

1. Der Betrag von ¢ ist
c=absing . (1.28)

Damit ist die MaBzahl des Betrags von ¢ gleich der Mafizahl der Fléche des von @
und b aufgespannten Parallelogramms, vgl. Abb. 1.16.

f

bsing

Sy

9)

Sy

Abbildung 1.16: Zur Interpretation des Betrags des Kreuzproduktes ¢ = a x b.

2. Der Vektor € steht senkrecht auf der von @ und b aufgespannten Ebene. Seine Ori-
entierung ergibt sich daraus, dass man den ersten Vektor (@) auf kiirzestem Weg in
den zweiten Vektor (E) dreht. Die Orientierung von ¢ stimmt dabei mit dem Dreh-
sinn einer Rechtsschraube iiberein, s. Abb. 1.17. Geméf der (zweiten) Definition
eines rechtshindigen Koordinatensystems bilden die Vektoren (d, 5,& also gerade
ein solches. Das Kreuzprodukt besitzt allerdings weniger eine Richtung als vielmehr

einen Drehsinn.

13
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a

Abbildung 1.17: Zur Orientierung des Kreuzproduktes ¢ = @ x b.

3. Raumspiegelungen: Das Kreuzprodukt ¢ = a x b andere Eigenschaften unter

Raumspiegelungen als die Vektoren @, b. Spiegeln wir die Vektoren @ oder b am Ur-
sprung (ihrem gemeinsamen Fufpunkt), so werden sie in die zu ihnen antiparallelen
Vektoren iibergefiihrt (ihre Richtung kehrt sich um),

a— —a, b— —b,

vgl. Abb. 1.18. Solche Vektoren heiflen polare Vektoren. Wie aber verhélt sich

b

Abbildung 1.18: Transformation polarer Vektoren unter Raumspiegelungen.

das Kreuzprodukt unter Raumspiegelung? Rein mathematisch ergibt sich
(—@) X (=b)y=axb==¢,

d.h. das Kreuzprodukt &ndert sein Vorzeichen nicht unter Raumspiegelungen. Dies
kann man sich aber auch iiber das Argument hinsichtlich des Drehsinnes von ¢ gra-
phisch veranschaulichen. Der Drehsinn, wenn man —a auf dem kiirzesten Weg in —b



1.1 Vektoren

dreht, bleibt der gleiche wie bei der Drehung von @ in l;, s. Abb. 1.19. Solche Vektoren
heiflen axiale Vektoren oder Pseudovektoren. Bemerkung: Skalarprodukte aus

Abbildung 1.19: Transformation des Kreuzproduktes unter Raumspiegelungen.

zwei polaren oder zwei axialen Vektoren dndern sich nicht unter Raumspiegelungen,
sind also echte Skalare. Skalarprodukte aus einem polaren und einem axialen Vektor
dndern ihr Vorzeichen unter Raumspiegelungen. Man nennt sie daher Pseudoska-
lare.

4. Antikommutativitit: . .
axb=-bxd. (1.29)

Beweis: aufgrund der Definition des Kreuzproduktes ist der Vektor b x @ vom Betrag
her identisch mit ¢ = a x l;, aber er zeigt in die entgegengesetzte Richtung, s. Abb.
1.20. Daraus folgt —¢ = b x @. Nach Multiplikation beider Seiten dieser Gleichung
mit —1 folgt die Behauptung, q.e.d.

-

c

- -
a a
—

- -
—c=bxa

Abbildung 1.20: Zur Antikommutativitdt des Kreuzproduktes.

5. @xb=0, falls (i) @ = 0 und/oder b = 0, (ii) b = o fiir belicbiges o € R, d.h. wenn
die beiden Vektoren in dieselbe (oder die entgegengesetzte) Richtung zeigen. Dies

15
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folgt unmittelbar aus sin0 = 0. Solche Vektoren nennt man kollinear. Kollineare
Vektoren spannen keine Ebene auf.

6. Distributivitit:

-
—

(@+b)xE=axc+bxc. (1.30)

Beweis: Man zerlege @, bund @+ b in Komponenten parallel und senkrecht zu ¢, s.
Abb. 1.21.

\
- -
a a|
(P —_—
I [
all

Abbildung 1.21: Zerlegung von @ in Komponenten parallel und senkrecht zu ¢.

Offenbar gilt @ = @ + @, und analog b= [;” +b,d+b=(a+ E)H +(@+ D).
Im Vektorprodukt mit ¢ tragen aber ausschliellich die senkrechten Komponenten
dieser Vektoren bei, z.B.

AXC=a, Xc.
Um dies zu beweisen, bemerkt man zunéchst, dass @ x ¢ und @, x ¢ in die gleiche
Richtung zeigen. Man muss also nur noch zeigen, dass ihre Betrége iibereinstimmen.
Dies folgt unmittelbar aus Abb. 1.21:

|, x ¢ :aLcsing:aLc:(a sinp)c=acsing = |d x| .

Weil also der parallele Anteil @) von @ beim Bilden des Kreuzprodukts mit ¢ wegfllt,
konnen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit (0.B.d.A.) im folgenden anneh-
men, dass a bereits senkrecht zu ¢ steht, vgl. Abb. 1.22. Gleiches gilt fiir b und @+ b.

Wir machen folgende Beobachtungen:
(i) Die Vektoren @ x & b X ¢, (@+ b) x ¢ liegen in der von @ und b aufgespannten
Ebene. Dies liegt daran, dass ¢ bereits senkrecht zu den Vektoren @, b und a+b
steht.

(ii) Fur die Richtungen gilt:

axc¢ 1L oa,
bxé L 5,
(@+b)xeée L a+b



1.1 Vektoren

Abbildung 1.22: Zum Beweis des Distributivgesetzes.

Damit sind die Vektoren @ x ¢, b x ¢ und (@+ b) x é gegeniiber den Vektoren &,
b und @ + b lediglich um 7/2 gedreht. Untereinander stehen die erstgenannten
aber im selben Winkel zueinander wie die letztgenannten, vgl. Abb. 1.23.

(iii) Fiir die Betrége gilt:

dx ¢l = a=ldl,
bxeél = b=y,
(@+b)xé = |a+b|,

d.h. der Betrag von @ x ¢ identisch mit dem von a, etc.

Folglich ist die Relation (@ + l;) = @+ b nach Drehung aller beteiligten Vektoren
um 7/2 (durch vektorielle Multiplikation aller Vektoren mit ¢) gemé$ (ii) und (iii)
identisch mit:

—,

(@+b)xé=axe+bxe.
Multiplikation beider Seiten mit ¢ ergibt die Behauptung, q.e.d.
7. Das Kreuzprodukt ist nicht assoziativ,
ax(bxa)#(@xb)xe.

Dies wird unmittelbar klar, wenn man sich iiberlegt, dass der Vektor auf der linken
Seite ein Vektor in der von b und & aufgespannten Ebene ist, wihrend der auf der
rechten Seite ein Vektor in der von @ und b aufgespannten Ebene ist. Diese konnen
i.a. also nicht identisch sein.

8. Bilinearitéit: V a € R gilt:

=,

(ad@) x b=a x (ab) = af

ST

x b) . (1.31)

17



1 Mathematische Vorbereitungen

- A

axc

(@+b)xe

Abbildung 1.23: Die Vektoren @x &, bx é und (@+b) x ¢ sind im Vergleich zu @, b und @ x b
um 7/2 gedreht. Alle Vektoren liegen in der von @ und b aufgespannten
Ebene.

Beweis: Die Multiplikation eines Vektors mit einer Konstanten &ndert nichts an
seiner Richtung. Aufgrund der Definition des Kreuzprodukts stimmen daher die
Richtungen aller in dieser Gleichung beteiligten Vektoren iiberein. Wir brauchen sie
also nur fiir die Betrége der beteiligten Vektoren iiberpriifen. Ferner ist die Gleichung
trivial erfiillt fiir « = 0. Wir betrachten daher nur o # 0 und unterscheiden:

(i) a>0:

= a(ab sinp) = al@ x b .

[(a@) x b| = (ca)b sin g = a(ab) sinp = |@ x (ab)

—, -,

(ii) a < 0: wegen ad@ = |a|(—a), ab = |a|(=b), a(@ x b) = |a|(—d@ x b) und Abb.

1.18 gilt
(@) x b| = |a|ab sin(r — @) = —|a|ab sinp = al@ x b
@ x (ab)| = |a|ab sin(r — @) = —|a|absing = al@ x b , q.ed.

Anwendungsbeispiel: Sinussatz

Betrachte Abb. 1.24. Es gilt @+ b+ = 0. Daraus folgt unter Zuhilfenahme des Dis-
tributivgesetzes, der Antikommutativitéit und der Tatsache, dass das Kreuzprodukt
fiir kollineare Vektoren verschwindet:

18



1.1 Vektoren

Abbildung 1.24: Zum Sinussatz.

Offenbar gilt fiir Vektoren @, b und ¢, die @ + b+ & = 0 erfilllen, dass @ x b =
¢x @ = b x ¢ Betrachten wir den Betrag der letzten Gleichung, ab sin(r — ) =
ca sin(m — ) = be sin(m — ) und benutzen sin(m — @) = — sin p, so folgt ab siny =
ca sin = be sin «, oder, nach Division durch die entsprechenden Grofien,

a b c

= e.d. 1.32
sina  sinf  siny’ 4 (1.32)

1.1.7 “Héhere” Vektorprodukte

Das Kreuzprodukt bildet einen Vektor, den man auf zwei verschiedene Arten mit anderen
Vektoren multiplizieren kann.

Spatprodukt

Wir bilden das Skalarprodukt eines Kreuzproduktes mit einem Vektor,

-

@xb)-2. (1.33)

Dieses Skalarprodukt heiBt Spatprodukt. Zur Interpretation des Spatprodukts betrach-
ten wir das von den Vektoren a@, b und ¢ aufgespannte Parallelepiped, vgl. Abb. 1.25.

Offenbar ist
(@xb)-¢=|adxblccosyp,

d.h. die Flache |a x l;| des von @ und b aufgespannten Parallelogramms, multipliziert mit
der Projektion von ¢ auf @ x b. Ersteres ist aber auch die Grundfiche und letzteres
die Hohe des Parallelepipeds. Grundfliche mal Hohe ergibt genau das Volumen des
Parallelepipeds. Das Spatprodukt ist mit dem Volumen des von a, bund & aufgespannten
Parallelepipeds identisch.
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-
.
axb

Abbildung 1.25: Zur geometrischen Interpretation des Spatprodukts.

Da es keine Rolle spielt, welche der Seitenflichen des Parallelepipeds als Grundfliache
gewahlt wird, dndert sich das Spatprodukt nicht unter zyklischer Vertauschung der
Vektoren,

(@xb)-=(bxd)-a=(Cxa)b. (1.34)

Doppeltes Kreuzprodukt

Wir bilden das Kreuzprodukt eines Kreuzprodukts mit einem Vektor,

-

(@xb)x¢. (1.35)

Es gilt der Entwicklungssatz

=,

B, (1.36)

S

ax(bxa) =

QU

(@-¢) =

den wir weiter unten beweisen werden. Mit dem Entwicklungssatz beweist man die Jacobi-
Identitit

-

Ax(bx)+bx (Exa)+ex (@xb)=0. (1.37)
Der Beweis wird als Ubungsaufgabe gestellt.

1.1.8 Basisvektoren und Komponentendarstellung

Im folgenden sollen Vektoren durch Zahlenschemata dargestellt werden, welche ihre Kom-
ponenten in einer vorgegebenen Basis enthalten. Dazu bemerken wir zunéchst, dass jeder
Vektor @ als Produkt seines Betrags a mit dem Einheitsvektor a in a-Richtung dargestellt
werden kann,

a=aa .

Wir betrachten nun zwei kollineare Vektoren d, l;, d.h. zwei Vektoren, die in dieselbe
Richtung zeigen, a = b, aber i.a. unterschiedliche Betrdge haben. Offenbar kann man a
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durch b folgendermaflen ausdriicken:

oder

bd—ab=0. (1.38)

Allgemein bezeichnet man zwei Vektoren @, b als linear abhingig, wenn man nichtne-
gative Zahlen «, f € R finden kann, fiir die gilt:

ad+pBb=0. (1.39)

Kollineare Vektoren sind offenbar linear abhéngig, denn Gl. (1.39) ist fiir die Wahl o = b
und # = —a wegen Gl. (1.38) identisch erfiillt.
Definition: n Vektoren ay, ds, ..., @, € V heiflen linear unabhingig, wenn aus

n
E Oéj CLj =0
Jj=1

folgt, dass a; =0 V j, 1 < j < n. Falls nicht, so heilen sie linear abhéngig.

Definition: Die Dimension eines Vektorraums V ist gleich der maximalen Anzahl
linear unabhéngiger Vektoren.

Definition: Die Basis eines d-dimensionalen Vektorraumes V ist eine Menge von d
linear unabhéngigen Vektoren.

Satz: Jeder beliebige Vektor b € V 148t sich als Linearkombination der Vektoren einer
Basis von V schreiben.

Beweis: Sei {dy, ds,..., d;} eine Basis des d-dimensionalen Vektorraums V. Per Defi-
nition sind {5, dy, ds, ..., dq} linear abhingig, denn sonst wire V (d 4 1)-dimensional.
Daraus folgt, dass 3 Koeffizienten {5, aq, as, ..., ag} #{0,0,0,...,0} mit

d
> ajdj+Bb=0.

j=1

Offenbar muss § # 0 sein, da ansonsten Z;l:l a; @; = 0 mit Koeffizienten {oy, as, ..., aq}
#{0,0,...,0}, was aber wegen der linearen Unabhéngigkeit der Vektoren {dy, ds, ..., d4}
unmoglich ist. Dann darf man die obige Gleichung mittels Division durch 5 nach b auflésen:

d d

Q; -
Eg —E:jaj»
: ]:1

mit v; = —a;/5, q.e.d.

Definition: Eine Menge paarweise zueinander orthogonaler Vektoren, {d;, ds, ... d,},
mit a;-a; =0 Vi#j,1<14,5<n,n<d, bezeichnet man als Orthogonalsystem.
Falls n = d (Dimension von V), so bilden diese Vektoren eine Basis und man spricht von
einem vollstindigen Orthogonalsystem, bzw. einer Orthogonalbasis von V.
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Die beste Wahl fiir die Basisvektoren stellen Einheitsvektoren dar, {é), é,,..., é;},
welche paarweise zueinander orthogonal sind,
S oo )1 fallsi=j,

Hier haben wir das sog. Kronecker-Delta ¢;; eingefiihrt. Jede Menge von paarweise zu-
einander orthogonalen Einheitsvektoren bezeichnet man als Orthonormalsystem. Eine
Basis von orthogonalen Einheitsvektoren bezeichnet man als vollstiandiges Orthonor-
malsystem, bzw. als Orthonormalbasis von V.

Aufgrund des oben bewiesenen Satzes gilt Va € V:

d
Q=) a;é. (1.41)
j=1

Man bezeichnet die Koeffizienten a; als Komponenten von a beziiglich der Basis {é], é,
..., €4}, bzw. als Koordinaten von @ in dieser Basis.

Die Komponenten bzw. Koordinaten sind von der Wahl der Basis abhéngig. Man kann
sie als Projektionen von @ auf die einzelnen Basisvektoren darstellen,

d d
é;CYZ E aj(?i-(?j: E ajéij:ai, izl,...,d, (142)
j=1 j=1

wobei wir Gl. (1.40) benutzt haben. Die spezielle Eigenschaft des Kronecker-Deltas 1a8t
die Summe iiber j “zusammenbrechen” und nur der Term mit j = ¢ “iiberlebt”.

Bei fest vorgegebener Basis ist jeder Vektor @ eindeutig durch seine Komponenten
festgelegt. Man kann ihn daher auch durch ein Zahlenschema darstellen, z.B. als Spal-
tenvektor

ai
. az
a =
Qq
oder als Zeilenvektor
a=(ay, ag,..., aq) .

Beispiel: Das Orthonormalsystem {é}, €3, €5} (auch als {€,, €,, €.} bezeichnet) bildet
eine Basis des Ej3, vgl. Abb. 1.26. Daraus folgt:

d=a1€1 + a2 +aszes (=a, €, +ay€y,+aye,), mta=¢€-d=acosy;, i=1,23.

Hierbei ist ¢; der Winkel zwischen dem Einheitsvektor é; und dem Vektor @, p; = Z(€;, @).
Man bezeichnet cos¢; = a;/a als Richtungskosinus.
Der Betrag von @ ist eindeutig durch seine Komponenten festgelegt,

3 3 3
a=Vda-d= E aiajé}-(?j: E aiaj(iij: E CL?: CL%"‘CL%‘"CL%.
=1

1,7=1 1,j=1
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Abbildung 1.26: Das Orthonormalsystem {€}, €3, €3} als Basis des Fs.

Daraus folgt auch

1 = \/cos? @1 + cos? gy + cos? 3, oder 1 = cos? p; + cos? @y + cos? s .

1.1 Vektoren

Bei Vorgabe von zwei Richtungskosinus ist der dritte also bis auf das Vorzeichen festgelegt,

cos p3 = £1/1 — cos? p; — cos2 py.

1.1.9 Rechenregeln in Komponentendarstellung

In diesem Abschnitt beschrianken wir uns auf den Vektorraum Es mit der Orthonormalba-

. — — — — . — 3
sis {€1, €, €3}, d.h. Vektoren @ € E3 kann man schreiben als @ = (ay, as,a3) = Y

1. Spezielle Vektoren:

(i) Nullvektor: 0 = (0,0,0).

(ii) Basisvektoren:

2. Addition:

(aj+b;) €& =Y (a;+b;) 0y = ai + b,

j=1

= C= (a1+b1,a2+bg,a3+b3).

aj ej.

(1.43)

Bei vorgegebener Basis entspricht die Addition von Vektoren der Addition der Kom-

ponenten der Vektoren.
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3. Multiplikation mit reellen Zahlen: Sei b= aa, a € R. Dann gilt

= b= (aay,aay, aaz) .

Bei vorgegebener Basis entspricht die Multiplikation eines Vektors mit einer reellen
Zahl der Multiplikation jeder Komponente des Vektors mit dieser Zahl.

4. Skalarprodukt:

3

3 3
a-b= E a,bjé;é’]: E aibj&-j: E a,bz
1,j=1

ij=1 i=1
Das Skalarprodukt ist gleich der Summe der Produkte der Komponenten.

5. Vektorprodukt: Man iiberzeugt sich zunéchst anhand von Abb. 1.26, dass folgende
Identitaten gelten:

o
X
)
I
S
Sl
X
S
I
o
S
X
o
I
)

Daraus folgt

1 falls (4, j, k) gerade Permutation von (1,2, 3) ist,
(€ x &) =€ = —1 falls (4, j, k) ungerade Permutation von (1,2, 3) ist,

0 sonst .

(1.44)

Gerade Permutationen von (1,2,3) sind zyklische Permutationen, also (2,3,1) und
(3,1,2). Ungerade Permutationen sind antizyklische Permutationen, also (3,2,1),
(2,1,3) und (1,3,2). In GL (1.44) haben wir mit dem Symbol ¢;;;, den total anti-
symmetrischen Tensor dritter Stufe, auch Levi-Civita-Tensor genannt, ein-
gefiihrt.

Eigenschaften des Levi-Civita-Tensors:

(i) Die Komponenten des Tensors verschwinden fiir zwei oder drei gleiche Indizes,
€iik — Eiji = eijj = O \V/ i,j, ]{? . (145)

Nur unterschiedliche Indizes ergeben eine von null verschiedene Komponen-
te.

(ii) Die Komponenten des Tensors wechseln ihr Vorzeichen unter Vertauschung
zweier Indizes,

€ijk = —€ikj = €kij = —C€kji = €jki = —E€jik - (1-46)

Dies folgt aus der Definition (1.44) des Tensors.
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7.

1.1 Vektoren

(iii) Konvolutionssatz:

3
Z €ikj €jim = il Okm — Oim Okt - (1.47)

=1

Dies beweist man leicht durch Ausschreiben der Summe auf der linken Seite und
eine explizite Fallbetrachtung fiir die “freien” Indizes i, k,l,m (benutze, dass
die Komponenten des Levi-Civita-Tensors fiir zwei oder drei gleiche Indizes
verschwinden).

Die Zahlen €, sind die Komponenten des Kreuzprodukts €; x €;. Zum Beweis berech-
nen wir die kte Komponente dieses Vektors durch Projektion auf den Einheitsvektor

in k-Richtung, vgl. Gl. (1.42):

wobei wir die Definition (1.44) und die zyklische Vertauschbarkeit des Spatprodukts,
GL (1.34), benutzt haben. Das Kreuzprodukt €; x €; hat also die Komponentendar-
stellung
3
é; X 6_’} = Zeijkgk .
k=1

Das Kreuzprodukt beliebiger Vektoren 1ét sich damit nun wie folgt schreiben:

3 3
C=dadxb= E a,-bjé;-xé’j: E aibjeijké}g
i,j=1 i,J,k=1
3

= = Z €ijk Q;b;
i,7=1
- 1 = a2b3 — CL3b2 , Cop = (lgbl — a1b3 , C3 = Cllbg — CLle .
Spatprodukt:

3

3
a- (b X 5) = Z Clibjcké;' . (é} X gk) = Z eijkaibjck .

1,7,k=1 3,5,k=1

Wir beweisen nun den Entwicklungssatz (1.36). Die kte Komponente des doppel-

25



1 Mathematische Vorbereitungen

ten Kreuzprodukts aus Gl. (1.36) lautet unter Benutzung von (1.46) und (1.47):

3

[EL’X(I;XE)L = Zezykaz be’)j—ZewkazZEﬂmblcm

3,j=1 1,j=1 l,m=1
3 3
= E €ijk Ejlm Gy by cp = — E €ikj €jim Q4 bi Cm
i,5,l,m=1 ,7,l,m=1

3 3
= - Z (51'1 5km - 5im 5kz) a; by ¢y, = Z (am b e, 5kl —a; b cpy, 5km)

i,l,m=1 I,m=1

3 3
= kaamcm—ckZalbl: [5(6-5)—5(6-5)]k , q.e.d.
m=1 =1

1.2 Vektorwertige Funktionen

1.2.1 Parametrisierung von Raumkurven

Wir betrachten wieder das Beispiel des fallenden Balles aus Abb. 1.2, allerdings wollen
wir zur besseren Verdeutlichung der nachfolgenden Argumentation den Ursprung O nicht
identisch mit der Position des Balles zum Anfangszeitpunkt ¢, = 0 wahlen, sondern etwas
versetzt davon. Der Ortsvektor 7(t,) des Balles zu diesem Zeitpunkt ist dann nicht mehr
identisch mit dem Nullvektor. Wenn der Ball zu Boden féllt, &ndert sich der Ortsvektor
im Laufe der Zeit wie in Abb. 1.27 gezeigt, bis er den Boden zum Zeitpunkt ¢, erreicht.

T(t)

Abbildung 1.27: Der Ortsvektor des fallenden Balls als Funktion der Zeit.

Im Laufe der Zeit beschreibt der Ortsvektor die Raum- bzw. Bahnkurve, oder Tra-
jektorie R des fallenden Balls. Dies 148t sich mathematisch so ausdriicken:

FiRD [ty t — RCR?
[tas te] 21 — T(t) €ER.
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1.2 Vektorwertige Funktionen

Damit ist der Ortsvektor eine vektorwertige Funktion einer Variablen, in diesem Fall
der Zeit. In der Physik gibt man iiblicherweise weder den Definitionsbereich [t,, t.] noch
den Wertebereich R explizit an. Um auszudriicken dass es sich eine Funktion handelt,
geniigt iiblicherweise die Angabe, dass 7 von einem Argument, hier der Zeit ¢, abhéngt:

7(t).
Die Raumkurve R des Balls schreibt man auch wie folgt:
R ={f(t), ta <t <t.}.

Die Zeit t ist hier ein Parameter, der von ¢, bis t. durchlaufen wird, wihrendessen 7(¢) die

Werte annimmt, die der Raumkurve R entsprechen. Raumkurven parametrisiert man in

der Regel als Funktion der Zeit ¢, aber es sind auch andere Parametrisierungen moglich.
In einer festen, zeitunabhingigen Orthonormalbasis {€], €, €5} gilt

3

() =) 2;(1) & = (x1(t), wa(t), (1)) = (a(t), y(1), =(2)) - (1.48)

j=1
Beispiele:

1. Kreisbewegung in der (z,y)—Ebene, vgl. Abb. 1.28:
2 Ily

r(t)
P(t) 1

=

Abbildung 1.28: Kreisbewegung in der (x,y)—Ebene.

Der Kreis habe den Radius R. Der Winkel der momentanen Position des Teilchens
relativ zur o—Achse ist p(t) = wt, wobei w die sog. Kreisfrequenz ist. Der Orts-
vektor ist dann

7(t) = (R cos(wt), R sin(wt),0) . (1.49)
Der Periodizitét der Kreisbewegung wird dadurch Rechnung getragen, dass die tri-
gonometrischen Funktionen fiir Winkel, die sich um Vielfache von 27 (ein voller
Umlauf) unterscheiden, identisch sind. Die Periode

T=2"
w

entspricht der Umlaufzeit des Teilchens auf dem Kreis.
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1 Mathematische Vorbereitungen

Abbildung 1.29: Schraubenlinie.

2. Schraubenlinie, vgl. Abb. 1.29: Der Ortsvektor ist
7(t) = (R cos(wt), R sin(wt), bt) ,

wobei b ein Parameter ist, der die Steig- oder Ganghohe z, der Schraubenlinie
bestimmt,

2
w=bT =b"
w

Neben der Parametrisierung als Funktion der Zeit ¢ kann man Raumkurven auch anders
parametrisieren. Beispielsweise bietet sich bei der Kreisbewegung die Parametrisierung
als Funktion des Kreiswinkels an,

—

(@) = (R cosp, R singp, 0) .

Eine weitere Moglichkeit besteht darin, eine Koordinate, z.B. z, als Parameter zu verwen-
den. Da der Radius des Kreises durch R = /22 + y? gegeben ist, gilt y = £+ R? — 22, je
nachdem, ob man sich in der oberen (y > 0) oder unteren (y < 0) Halbebene befindet.

Damit ist
() (:c, vVR? — x2) fir y >0,
¥ = (z, —VR?>—2?) fiir y<O0.

1.2.2 Differentiation vektorwertiger Funktionen

Raumkurven von physikalischen Objekten sind iiblicherweise stetig im mathematischen
Sinn: 7(t) stetig in t = to, falls Ve > 0 30, so dass aus |t — to| < I stets |[7(t) — 7(to)| < €
folgt. 7(t) ist insbesondere dann stetig in ty, wenn alle Komponenten z;(t), j = 1,2, 3,
stetig in ty sind.

Raumkurven sind {iblicherweise auch differenzierbar im mathematischen Sinn (es sei
denn, das Objekt &ndert schlagartig seine Bewegungsrichtung, z.B. ein Ball, der auf dem
Boden aufschléagt). Sei 7(t) der Ortsvektor des Objektes zum Zeitpunkt ¢ und 7(t+At) der
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1.2 Vektorwertige Funktionen

Ortsvektor zum um ein kleines Zeitintervall At spéateren Zeitpunkt ¢t + At. Wir definieren
den Differenzvektor als
AF(t) = 7t + At) — 7(¢t) ,

vgl. Abb. 1.30,
O

T(t+AL)

Abbildung 1.30: Definition des Differenzvektors.

Die Ableitung des Ortsvektors nach der Zeit ist dann als Grenzwert definiert,

af(t) AR A+ AR —7(t)
- A T A At '

(1.50)

Physikalisch ist diese infinitesimale Anderung der Position des Objektes in einem infini-
tesimalen Zeitintervall nichts anderes als die Geschwindigkeit des Objektes,

B(t) = dZi” = (1) . (1.51)

Hier haben wir auf der rechten Seite der Gleichung die in der Physik fiir Zeitableitungen
iibliche Abkiirzung mit einem Punkt iiber dem abzuleitenden Objekt eingefiihrt. In einer

ortsfesten, d.h. zeitunabhédngigen Orthonormalbasis {€], €, €3} gilt
2.11.2009
s ~ da(t)

6t =Y v =70 =Y a6 =3 22, (1.52)

J=1

j=1
d.h. die Ableitung einer vektorwertigen Funktion ist in einer solchen zeitunabhéngigen

Basis durch die Ableitung ihrer Komponenten gegeben. Ganz entsprechend kann man
héhere Ableitungen definieren,

() = da(t)
= ; =0,1,2,...
dtn a0 TS

j=1

Fiir n = 2 erhalten wir die Beschleunigung:
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1 Mathematische Vorbereitungen

Differentiationsregeln:

(i) % ) +501)] = di(tt) 4 %t) ) +5) . (1.54)
i) S ppwan) = YWan 4 o 9D = jiaw + rmiw . @)
(i) % [a(t)-5(0)] = ite) - 5ty + i) e (1.56)
(i) % [a(t) X E(t)} — (1) x B(t) + @(t) x b(t) . (1.57)

Der Beweis erfolgt unter Benutzung der Komponentendarstellung und Anwendung der
tiblichen Differentiationsregeln fiir gewohnliche Funktionen. Die Gleichungen (1.55), (1.56)
und (1.57) stellen die Verallgemeinerung der Produktregel der Differentiation auf die
Multiplikation von Vektoren mit Zahlen, Gl. (1.55), auf das Skalarprodukt von Vektoren,
Gl. (1.56), und auf das Kreuzprodukt, Gl. (1.57), dar. Wegen der Nichtkommutativitét
des Kreuzprodukts ist auf die Reihenfolge der Faktoren im zweiten Term von Gl. (1.57)
zu achten.

Als wichtiges Anwendungsbeispiel fiir Gl. (1.56) betrachten wir den Einheitsvektor
a(t) = d(t)/a(t). Es gilt a(t) - a(t) = 1 V t. Da die Zeitableitung einer Konstante ver-
schwindet, folgt

d

0=~ [a(t) - a(t)] = 2a(t) - alt) . (1.58)

Dies wiederum bedeutet, dass a(t) zu allen Zeiten orthogonal zu a(t) steht.

1.2.3 Bogenldnge

Eine sog. glatte Raumkurve ist eine Raumkurve, fiir die es (mindestens) eine stetig
differenzierbare Parametrisierung 7(¢) gibt, fiir die nirgends dr(t)/dt = 0 gilt. Fir glatte
Raumkurven kann man anstelle der Zeit ¢ auch die sog. Bogenlénge s als Parametrisie-
rung verwenden. Die Bogenlénge ist grob gesprochen die Lange der Raumkurve. Um dies
zu prézisieren, zerlegen wir eine beliebige Raumkurve in N Teilstiicke, wie in Abb. 1.31
gezeigt.

Hierbei wird das Zeitintervall [t,,t.] in N gleiche Zeitintervalle Aty zerlegt, mit

tn:ta+nAtN, n:O,1,2,...,N, tozta, tN:ta—f-NAtN:te.

Zu jeder Zeitmarke t,, ist die Position des Objektes durch den Ortsvektor 7(¢,) gegeben.
Fiir sehr grofle N kann man die Teilstiicke der Bahnkurve in guter Naherung als gerade
annehmen. Diese geraden Teilstiicke definieren einen sog. Polygonzug. Der Polygonzug
hat die Lénge

=z

-1 N-1
Ly(taste) = ) [F(tnia) = 7(tn)| = ) Aty

3
Il
o
3
Il
=}
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1.2 Vektorwertige Funktionen

O

Abbildung 1.31: Zerlegung der Raumkurve in einen Polygonzug.

Die Bogenlénge s entspricht der Lange Ly des Polygonzugs fiir N — oo, Aty — 0, t.—
to = NAty = const.,

dt

d(t) ‘

te te
s= lim LN(ta,te):/ dt E/ dt |5(t)] - (1.59)
—00 t t

Zu einem beliebigen, festen Zeitpunkt t gilt

t =04/ t
s(t):/ dt’ drit') z/ dt" |v(t")] . (1.60)
ta dt/ ta
Damit gilt auch
ds  |dr(t) .
& _|1EWY) 1.61
G| =0l o, (161

nach Voraussetzung fiir glatte Raumkurven. Diese Gleichung besagt, dass s(t) eine streng
monoton wachsende Funktion von ¢ ist. Damit ist #(s) eindeutig bestimmt und wir konnen
den Raumkurvenparameter ¢ durch s ersetzen,

() = 7(t(s)) = 7(s) .

Dies nennt man die sog. natiirliche Parametrisierung der Raumkurve.

Beispiel: Wir betrachten die Kreisbewegung (1.49). Die Geschwindigkeit ist

u(t) = %(tt) = (—wR sin(wt), wR cos(wt), 0) = |v(t)] =wR .

Wird die Kreisbewegung zum Zeitpunkt ¢, = 0 gestartet, so ist die Bogenldnge zum
Zeitpunkt ¢ dann geméafl Gl. (1.60)

t
S
t) = dt/ WR = wRt =— t(s) = —.
s(t) /0 w w (s) R

31
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Daraus folgt fiir die natiirliche Parametrisierung

7(s) = (R COS}%, R sin}%, O) . (1.62)

Nach einem vollen Umlauf ist s/R = 27, d.h. s = 2rR. Damit ist die Bogenlénge erwar-
tungsgeméf gleich dem Kreisumfang.

1.2.4 Das begleitende Dreibein

Das begleitende Dreibein ist ein spezielles Koordinatensystem, das auf der Raumkurve
des Ortsvektors mitwandert. Es besteht aus drei Einheitsvektoren:

t  Tangentialvektor ,

n  Normalenvektor ,
b  Binormalenvektor .

Diese Einheitsvektoren bilden eine Orthonormalbasis,
t=nxb, h=bxi, b=txn. (1.63)
Der Tangentialvektor liegt tangential an der Raumkurve an, vgl. Abb. 1.32.

O

)

[

Abbildung 1.32: Der Tangentialvektor .

Daher gilt mit Gl. (1.61) und der Kettenregel, angewendet auf 7(s(t)),

. A7 dr (ds\ Tt dFds (ds\ T dF .
t de \ dt ds dt \ dt ds
Die Kriimmung « der Raumkurve ist definiert als Betrag der Anderung des Tangential-
vektors mit s, s. auch Abb. 1.33,

dr

dt(s)

ds

(1.64)

o=
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1.2 Vektorwertige Funktionen

@)
(s)
T(s+As)
?( s) ?( S+As)

Abbildung 1.33: Anderung des Tangentialvektors mit s.

Der Kriimmungsradius p ist das Inverse der Kriimmung,

p= (1.65)

- .

Fiir eine geradlinige Bewegung gilt

~

i(s)=const., k=0, p=oc.

Gleichung (1.63) bedingt, dass Normalenvektor und Binormalenvektor in einer Ebene
senkrecht zu ¢ liegen, vgl. Abb. 1.34.

Abbildung 1.34: Die von Normalen- und Binormalenvektor aufgespannte Ebene senkrecht
zu t.

Da t ein Einheitsvektor ist, ist g—i L #; der Beweis ist analog zu Gl. (1.58). Einer

der beiden Einheitsvektoren kann daher proportional zu g—i

Normalenvektor,
o dt
n=—
ds

gewahlt werden. Dies ist der

di .
P = =n(s) . (1.66)

C_Ldi di
mds—pds_
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=>

/N
t
Abbildung 1.35: Tangential- und Normalenvektor. Die Schmiegungsebene ist identisch mit
der Zeichenebene.

Die von £ und 7 aufgepannte Ebene heit Schmiegungsebene, vgl. Abb. 1.35.

Der Binormalenvektor kann nun einfach durch das Kreuzprodukt von ¢ mit 7 definiert
werden, vgl. Gl. (1.63):

b=1xn. (1.67)
Er steht senkrecht auf der Schmiegungsebene, vgl. Abb. 1.36.

Abbildung 1.36: Tangential-, Normalen- und Binormalenvektor. Die von # und 7 aufge-
spannte Schmiegungsebene ist ebenfalls eingezeichnet.

Erfolgt die Bewegung in einer festen, d.h. zeitlich konstanten Ebene (womit die Schmie-
gungsebene, die mit dieser Ebene identisch ist, ebenfalls zeitlich konstant ist), dann ist
b unabhéngig von s, b = const.. Falls b sich mit s andert, so ist dies ein Maf} dafiir, wie
stark sich die Raumkurve aus der Schmiegungsebene “herausschraubt”. Daher ist auch

die Ableitung g—g von Interesse. Unter Benutzung von Gl. (1.66) in der Form
di
T KT (1.68)

und der Tatsache, dass das Kreuzprodukt identischer Vektoren verschwindet, erhalten
wir:

db dz?XAijxdﬁ AXA+£Xdﬁ fxdﬁ
— =—Xn — =KN XN D —.
ds ds ds ds ds
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Also ist g—i 1 . Weil b ein Einheitsvektor ist, ist auBerdem g—i’ 1 b. Also muss % || 7 sein.
Die (negative) Proportionalitétskonstante bezeichnet man als Torsion 7 der Raumkurve,

db
Die inverse Torsion heif3t Torsionsradius,
1
o=—. (1.70)
T

Die Glgen. (1.68) und (1.69) definieren die Ableitungen von Tangential- und Binormalen-
vektor nach s. Es fehlt nur noch die Ableitung von 7 = b x ¢ nach s,

dn déx5+§x<ﬁ
ds  ds ds
= —TAxt4+bx (k)
= 1b—rki, (1.71)
wobei wir im letzten Schritt 7 x £ = —b und b x A = —f ausgenutzt haben. Die Glgen.

(1.68), (1.69) und (1.71) heien Frenetsche Formeln.

Beispiele:

1. Kreisbewegung: Der Ortsvektor in natiirlicher Darstellung ist durch Gl. (1.62)
gegeben. Daraus folgt fiir den Tangentialvektor

; dr ( .S S 0)
= — = (—sin—, cos = .
ds "R R

Die Ableitung von t nach s berechnet sich zu

dt 1 S 1 . s 0

— = | ——= cos =, —— sin —

ds R R R R’ ’
woraus fiir die Kriitmmung folgt
dt
ds

1

ik

K =

Der Kriimmungsradius ist also p = 1/k = R, d.h. identisch mit dem Radius des
Kreises — ein bei der Kreisbewegung nicht weiter iiberraschendes Ergebnis. Der
Normalenvektor ist dann

R di ( s .8 O)
n=p— =|—cos—, —sin —
R’ R’ ’

und der Binormalenvektor errechnet sich zu

ZA? = £ XN = 51 (t2n3 — t3n2) + gg(tgnl — tlng) -+ €3(t1n2 — tgnl)
= e (sin2 l + cos? i)
- R R
= ¢3.
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>
>

Abbildung 1.37: Tangential- und Normalenvektor bei der Kreisbewegung.

Der Binormalenvektor ist also konstant (wie man es bei der Bewegung in einer festen
Ebene erwartet, s.0.) und zeigt in 2-Richtung, also senkrecht zur Kreisbewegung in
der (z,y)—Ebene. Zur Lage von Tangential- und Normalenvektor s. Abb. 1.37.

. Geschwindigkeit und Beschleunigung eines Massenpunktes: Die Geschwin-

digkeit ist

L, drf drds ds i B ds
dt ds dt dt dt
Die Beschleunigung ist
L do d(vt) i di ds S ? ,HUZA
a=— = = V— — =0 VKN =0 —n
dt dt ds dt P

Diese Gleichung besagt, dass die Beschleunigung in der von ¢ und 7 aufgespann-
ten Schmiegungsebene liegt. Wir unterscheiden die Tangentialbeschleunigung
a; = t-@ = ¥ und die Normal- oder Zentripetalbeschleunigung a,, = 7-@ = v?/p.
Selbst wenn sich der Geschwindigkeitsbetrag zeitlich nicht &ndert, v = 0, und so-
mit die Tangentialbeschleunigung verschwindet, so kann es dennoch eine Zentripe-
talbeschleunigung geben, welche die Geschwindigkeitsrichtung veréndert. Voraus-
setzung dafiir ist, dass der Kriimmungsradius p < co. Umgekehrt gilt, dass es auf
gekriimmten Bahnen immer eine Beschleunigung gibt, selbst wenn der Betrag der
Geschwindigkeit konstant ist.

1.3 Felder

Die Raumkurve R eines physikalischen Objekts ordnet einem Parameter, gewchnlich der
Zeit t, den Ortsvektor 7(t) zu diesem Zeitpunkt zu. Damit ist die Bahnbewegung des
Objekts beschrieben. Wir kennen jedoch noch nicht die Ursache dafiir, dass das Objekt
eine bestimmte Bahnbewegung durchfiihrt. Beim fallenden Ball aus Abb. 1.2 ist dies das
Gravitationsfeld der Erde.

Allgemein ist ein Feld A(7,t) eine physikalische Grofle, die an jedem Raumpunkt 7 und
zu jeder Zeit t einen gewissen Wert annimmt. Im folgenden wollen wir uns auf statische,
d.h. zeitunabhéngige Felder A(7) beschrianken.

36



1.3 Felder

1.3.1 Klassifikation von Feldern

1. Skalare Felder: Ein skalares Feld ¢ ordnet einem Raumpunkt 7 eine Zahl ¢(7) zu,

0:R*>M — NCR
M7 = () eN.

Mathematisch bedeutet dies, dass ¢ eine skalarwertige Funktion dreier unabhéngi-
ger Variablen 77 = (z1, 3, x3) ist.

Ein skalares Feld ¢(7) kann man in Form von Hohenlinien im R? darstellen, entlang
derer das Feld konstante Werte annimmt, () = const.. Hierbei sollte die Differenz
Ay = p; — p; zwischen den Werten des Feldes fiir benachbarte Hohenlinien () =
@; = const. und ¢(7') = ¢; = const. immer konstant gewihlt werden.

Beispiele:

(i) () = Br, B >0, wobei r = \/z?+ y?, vgl. Abb. 1.38(a). Fiir dieses sehr
einfache Feld sind die Hohenlinien im (z,y)—Diagramm &quidistant.

(i) () =a/r, a <0, vgl. Abb. 1.38(b).

/5
N/

(a) (b)

Abbildung 1.38: (a) Das Feld ¢() = gr, > 0, als Funktion von r und als Hohenlini-
endarstellung. (b) Entsprechendes fiir das Feld ¢(7) = a/r, a < 0.

2. Vektorfelder: Ein Vektorfeld ordnet einem Raumpunkt 7 einen Vektor a(7) zu,

a:REO>M — NCR?
M7 — ar)eN.
Mathematisch bedeutet dies, dass @ eine vektorwertige Funktion dreier unabhéngi-
ger Variablen 77 = (z1, 3, x3) ist.

Auch hier kann man die Hohenliniendarstellung verwenden, fiir Linien konstan-
ten Betrags |@(7)| = a(7) = const. im R3. Allerdings muss man zusétzlich die
Richtung von @(r) angeben, z.B. durch Vektorpfeile der Lénge a(7) am Ort 7.

Beispiele:
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(i) a() = g, B > 0, vgl. Abb. 1.39. Die Richtung von a(7) stimmt mit der
Richtung von 7 iiberein, also zeigen die Vektorpfeile radial nach auflen.

(ii) a(r) = q7/(4meqr®) = q7/(4megr?). Dies ist das elektrische Feld einer Punktla-
dung ¢, die im Ursprung lokalisiert ist. Wir werden dies in der Elektrodynamik-
Vorlesung ausfiihrlich diskutieren. Auch dieses Feld zeigt radial nach auflen,
aber seine Stérke nimmt umgekehrt proportional mit dem Quadrat des Ab-
stands von der Punktladung ab.

\>>,
N

Abbildung 1.39: Das Feld da(r) = g7, f > 0, als Hohenliniendarstellung und mit
Richtungsfestlegung.

Eine zweite Moglichkeit, Vektorfelder darzustellen, ist die sog. Feldliniendarstel-
lung. Hier gibt die Richtung der Feldlinien die Richtung des Vektorfeldes und
die Feldliniendichte die Starke bzw. den Betrag des Feldes an. Beispiele sind in
Abb. 1.40 aufgefiihrt.

1.3.2 Partielle Ableitungen

Wie fiir Funktionen und vektorwertige Funktionen gibt es den Begriff der Stetigkeit auch
fiir Felder:

1. Ein skalares Feld ¢(7) ist stetig in 75, falls V.e > 0 3§ > 0, so dass V 7 mit
|7 = 7ol < 6 gilt [p(7) — @(70)| < e

2. Ein skalares Feld o(7) ist stetig in einem Raumbereich M C R?, wenn ¢(F) stetig
Ve M ist.

3. Ein Vektorfeld a@(7) ist stetig in 7, wenn jede Komponente a;(7), i = 1,2,3, dort
stetig ist.

Felder sind auch differenzierbar. Da ein Feld von drei unabhéingigen Variablen 7 =
(1, T2, r3) abhéngt, kann man auch nach diesen drei Variablen differenzieren. Dies fiihrt

38



1.3 Felder

(a) (b)

Abbildung 1.40: (a) Geschwindigkeitsfeld einer stromenden Fliissigkeit. (b) Magnetfeld
der Erde.

zum Begriff der partiellen Ableitung. Dabei hélt man beim Ableiten nach einer be-
stimmten Variablen die anderen konstant, z.B. lautet die Ableitung nach x;

dip(T) — lim (1 + Axy, 29, 3) — (21, T2, 3) .

0x w03 Az1—0 Axq

(1.72)

Da bei der partiellen Ableitung nach einer Variablen die anderen immer konstant gehalten
werden, kann man sich die explizite Notation mit dem senkrechten Strich auch sparen.
Andere Schreibweisen der partiellen Ableitung sind daher

Dip
— T p— a .
6331 1P 1P

Analog definiert man die partiellen Ableitungen nach x5 und x3,

(7 — m (21, T2 + Ay, x3) — (71, T2, T3)
0T Aza—0 Axsy ’
1,T3
() —  lim o(x1, 22, v3 + Axsg) — (21, T2, T3)
0x3 |, 4 Azz—0 Axs

Beispiel:

(1.73)

Vektorfelder leitet man ab, indem man jede Komponente partiell ableitet.

Beispiele:
3 3 3
L d(f)=p7 = 0d(f) =40, x;&;=BY 0m;& =08 0;& =06,
j=1 j=1 j=1

wobei wir Ox;/0x; = J;; ausgenutzt haben.

39



1 Mathematische Vorbereitungen

. 7 , 7 3 I
) a(r):aﬁ — aza(f‘) = aaiﬁ:a[—ﬁ <alr)r+7“_38zr:|
37 x; 1 e} Ti .

= __7”4? T3€Z' _—3 —3—7""61)

Regeln der partiellen Differentiation:
L 0i (01 +¢2) =0 p1 + i 2.
2. 0;(@-b)=(8;@)-b+a-(0;b).

3. 0;(@xb)=(0;@) xb+ax (0;b).

Mehrfache partielle Ableitungen:

1. Zweifache partielle Ableitung nach einer Variablen wird auf die partielle Ableitung
der ersten partiellen Ableitung zuriickgefiihrt:

Pp 0 Op

0z? - ox; Ox;

2. Dies 148t sich auf mehrfache partielle Ableitungen verallgemeinern:

angp o an—l¢

no n—1 °
oz} Ox; Ox}

3. Gemischte partielle Ableitungen:

#e _ 0 0p
&Ei@xj N 83:1 8:1:]- ’

Gewohnlich werden Ableitungen von rechts nach links abgearbeitet. Falls das Feld
jedoch zweifach stetig differenzierbar ist, darf man die Reihenfolge der partiellen
Ableitungen vertauschen:
Po Py
8%895]» N 895]8% '

1.3.3 Totale Ableitung und totales Differential

Wir erinnern uns an die iibliche Kettenregel fiir Funktionen einer Verinderlichen, z.B.

fx(t)):

df(z(t))  df(z) da(t)
a  dz  dt (1.74)
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Diese Regel hat auch Bestand, wenn wir Funktionen mehrerer Verénderlicher betrachten,
falls lediglich eine davon von dem Parameter, nach dem abgeleitet wird, abhéngt. Z.B.
fiir das Feld p(z1(t), 22, x3) gilt

dp(ay(t), x2,x3) _ dep(r) da(2)

= ) 1.
dt der;  dt (1.75)

Wie aber verhélt es sich, wenn alle Variablen von demselben Parameter abhéngen, z.B.
o(x1(t), 22(t), x3(t)) = @(7(t)) 7 Wir definieren

und berechnen den Differenzenquotienten

D = (r(t + At)) — p(r(t)) o1 + Axy, 29 + Azg, 73 + Axz) — (21, T2, 73)

At At

1
= At [o(x1 + Az, 29 + Azg, w3 + Axs) — (21, 29 + Az, x5 + Axy)

)
— p(x1, 9, 3 + Axz) + (21, 22 + Ao, x3 + Ag)
+ (21, 29, T3 + Az3) — (21, T2, 3)]

o(r] + Az, 29 + Az, x3 + Axg) — (21, 22 + Ao, x3 + Axg) Axy

Aa:l At
o(x1, 9 + Axg, 3 + Axz) — (a1, T2, x5 + Azz) Axy
_l’_
AI‘Q At
n o(x1, 22, 23 + Axs) — (1, T2, 23) Axg
AZE3 At ’

wobei wir die Zeitabhéngigkeit der Argumente unterdriickt haben. Im Limes At — 0, in
dem wegen der Stetigkeit der Funktionen x;(t) auch Az;(t) — 0, i = 1,2,3, gehen die
Differenzenquotienten der Felder in die partiellen Ableitungen und die Differenzenquoti-
enten der Komponenten des Ortsvektors in die gewohnliche Ableitung nach der Zeit iiber.
Wir erhalten die sog. totale Ableitung des Feldes o(7(t)) nach ¢,

lim D = 2¢(7) dai(t) N D (1) dy(t) N () das(t) Z Op(7) da;(t) _ dp(7i(t)

At—0 Or,y dt Oxry  dt Ors dt Jr; dt — dt

(1.76)
Diese Gleichung verallgemeinert die iibliche Kettenregel (1.74) auf die Kettenregel fiir
Funktionen mehrerer Verdanderlicher. Gleichung (1.75) folgt sofort als Spezialfall, fiir den
x9 und z3 nicht von der Zeit abhéngen. Multipliziert man Gl. (1.76) mit dem Differential
dt, so erhélt man das totale Differential des Feldes (1),

J=1

—

7) = Z; agg) da; . (1.77)

Anschaulich bedeutet dies die totale Anderung von ¢, wenn man von der Position 7 zur
neuen Position 7+ dr’ iibergeht.
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1.3.4 Gradient, Divergenz, Rotation

Aus den partiellen Ableitungen des skalaren Feldes () nach den einzelnen Komponenten
des Ortsvektors kann man ein Vektorfeld konstruieren, das sog. Gradientenfeld bzw. den
Gradienten von ¢,

grad p(7) = ( (1.78)

S S 3

Op(r) 0p(F) 9p(r)\ _ N\~ 09(7)
8:1:1 ’ 8%2 ’ 81'3 1 al'j I

Eine alternative (modernere und daher weitaus héufiger vorkommende) Schreibweise fiir

den Gradienten ist die folgende. Man definiert zunéchst den sog. Nabla-Operator, einen

vektorwertigen Differentialoperator,

= 5’ a a 3 ~ a 3 B
V= (85517 Oxy’ 8x3> N — eja_xj - ;ej 0; - (1.79)

J

Dieser Operator wirkt auf Funktionen, die rechts von ihm stehen. Damit 148t sich der
Gradient von () auch schreiben als

grad o(7) = V(i) .

Mit dem infinitesimalen Differenzenvektor di¥ = (dzy, dzs, dz3) kann man daher das totale
Differential (1.77) als Skalarprodukt des Gradienten von ¢(r) mit dr schreiben,

dg(7) = [grad o(7)] - dF = {%(f‘)} A7 (1.80)

Wie kann man sich den Gradientenvektor eines Feldes veranschaulichen? Die infinitesimale
Positionsénderung dr ist beliebig, also konnen wir sie im speziellen entlang einer Richtung
wéhlen, in der sich ¢(7) nicht dndert, also entlang einer Hohenlinie ¢(7) = const., entlang
der gilt de(7) = 0. Dann ist

0= {%(F)} . dF — V() Ld7.

Hoéhenlinie

Der Gradient steht also senkrecht auf den Hohenlinien, vgl. Abb. 1.41(a). Gleichung
(1.80) 1&Bt sich nun wie folgt interpretieren:

dp(F) = [Vep(7)| |47 cost,

wobei 0 der Winkel zwischen Vo und d7 ist, vgl. Abb. 1.41(b). Falls § = 0, dann steht
d7 parallel zu Vi (7), also senkrecht zu den Héhenlinien und die Anderung de(7) ist
maximal. Falls § = 7/2, dann steht d senkrecht zu Vi (7), also entlang einer Hohenlinie
und dp(7) verschwindet. Fiir jeden Winkel 0 < 6 < 7/2 ist do(7) > 0, aber gegeniiber
der maximal mdglichen Anderung um cos < 1 reduziert.
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1.3 Felder

Vo(7)
0 dr
7 r+dr
¢p=const.

(b)

(a)

Abbildung 1.41: (a) Veranschaulichung des Gradientenfeldes. (b) Lage der Vektoren
V() und d7 zur Bestimmung des Skalarprodukts dp(7) = Vi (7) - 7.

Rechenregeln:
L. V(g1 +¢2) = Vior + Vea.

2. 6(901802) = (6901)902 + 9016902-
Den Beweis fithrt man am einfachsten in Komponentenschreibweise.

Beispiele:
N —_— .
1. Sei @ = const.. Dann ist
3

3
i=1 i=1 i=1 ki

2. Wegen GI. (1.73) ist

3. Wegen 9,772 = —2r=39;r und Gl. (1.73) ist
3
V— = e 0i— = —— 6= =——="1.
r — ¢ r2 r3 ; r r3 "
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4. Mit f'(r) =df(r)/dr und Gl (1.73) ist

3 3

Vi =Y o)=Y a0 o, =y g I s

5 - X r
i=1 i=1 i=1

Der Gradient ist ausschliefSlich fiir skalare Felder definiert. Der Nabla-Operator ist aber
formal ein Vektor, der mit anderen Vektoren durch das Skalarprodukt oder das Vektor-
produkt verkniipft werden kann. Die Verkniipfung des Nabla-Operators mit einem stetig
differenzierbaren Vektorfeld a(7) mittels des Skalarprodukt fithrt zum Begriff der Diver-
genz des Vektorfeldes d(r),

diva(d) =V - a(7) = Z d; a;(7) . (1.82)

Man nennt die Divergenz von @(7") auch das Quellenfeld von @(r). Wir werden die phy-
sikalische Interpretation aber spéater ausfiihrlich diskutieren.

Rechenregeln:
1.V-(@+b)=V-d+V-b.
2. Fiir v = const. ¢ R gilt V- (v@) =V - @.
3. Fiir ein skalares Feld ¢ und ein Vektorfeld @ gilt V - (pd) = V-@+a- V. Diese
Gleichung lautet in etwas antiquierter Fassung div (p @) = pdivd + a - grad ¢.
Der Beweis gelingt sehr einfach in Komponentenschreibweise fiir das Skalarprodukt.
Beispiele:
RN — = . .
1. Sei @ = const.. Dann folgt V - @ = 0; konstante Vektorfelder sind quellenfrei.
2. V . F: Z?:l 6jxj = 3

N E— .
3. Sei @ = const.. Dann ist

3
Ve(@xd) = Y o x k_ZakZeijkxiaj
k=1 i,7=1
3

3
= E €ijk j O Ti = E €ijk 5 0 = 0,

i,j k=1 ij,k=1
d.h. das Feld 7 x @ ist quellenfrei.
Das Skalarprodukt des Nabla-Operators mit sich selbst fiihrt auf einen neuen Operator,

den sog. Laplace-Operator A:

) 2L 92p(F
By 2 = A0 = Al

8:6 j O3

=

-V

div grad ¢(7)
=1
o2

(1.83)

HM“ T Mw

3
mitA:Z
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Zum Schlufl verkniipfen wir noch den Nabla-Operator mit einem stetig differenzierbaren
Vektorfeld @(r) mittels des Kreuzprodukts. Dies fithrt zum Begriff der Rotation des
Vektorfelds a(r),

3
rot (i) = V x @) = Y €i 0 a;(7) &,
i,5,k=1
_ (Oaz(F)  Oax(7)\ | - (Oai(F) Das(r)\ | . (Oaz(F) Dai(7)
= — — — 1.84
61( 8x2 8x3 te 8x3 6x1 tes 8x1 8x2 ( 8 )

Die Rotation definiert das sog. Wirbelfeld eines Vektorfeldes d(7); mehr zur physikali-
schen Interpretation folgt spéter.

Rechenregeln:

1. VX (@+b) =V xa+V xb.

2. Fiir v = const. € R gilt V x (va) =~V X a.

3. VX (pd) =¢V xa+ (V) x @ Beweis als Ubungsaufgabe.

4. Fiir zweimal stetig differenzierbare skalare Felder o(7) gilt:

rot grad o(7) = V x [ﬁ(p(?)} =0, (1.85)
Gradientenfelder sind stets wirbelfrei.
Beweis:
3 3.4
Vx(Vyp) = Z €iji 0i(0; ) €, = Z B} (€ijr — €jir) (0505 ) €k
i4,k=1 i4,k=1
1< 1 <
= 5 Z €ijk (az 8_] 90) gk - 5 Z €jik (8j a’t gp) gk )
i,5,k=1 i,5,k=1

wobei wir in der zweiten Zeile im zweiten Term die zweifache stetige Differenzier-
barkeit von ¢ ausgenutzt haben, welche auf 0; 0; ¢ = 0; 0; ¢ fithrt. Wenn wir nun
im zweiten Term die Umbenennung ¢ <+ j in den Summationsindizes vornehmen,
sehen wir, dass der zweite Term identisch mit dem ersten ist, die beiden Terme sich
also gegenseitig wegheben, q.e.d.

Bemerkung: Die Beweisidee stiitzt sich auf folgende allgemein giiltige Regel. Sei
Qjyig-i-join, €N Tensor n. Stufe, der symmetrisch in den Indizes ¢ und j ist,
Qiigeivejoin, = Qiyigeeejoivin, UNA i ig.iojs,, €in Tensor m. Stufe, der antisymme-
im — _bi1i2~--j-~~i~--im- Dann gllt

Z Qjyig-eiefjoring bi1i2~~~z‘-~~j~~~im =0. (186)

,J
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Der Beweis erfolgt analog dem fiir obige Rechenregel 4., indem man unter Benutzung
VOI By igeccijosimy. = (Digigewcivojoipn — Bivigersjoioiny ) /2 die Doppelsumme in zwei Terme
aufspaltet, die Symmetrie von a;,i,...i...j...;,, im zweiten Term ausnutzt und schliefllich
die Summationsindizes ¢ <+ j umbenennt.

. Fiir zweimal stetig differenzierbare Vektorfelder a(7) gilt:

divrot @(7) = V - [ﬁ x a‘(ﬁ)} —0, (1.87)
Wirbelfelder sind stets quellenfrei.
Beweis:
3 3 3
V- (V X 6) = Zaz Z €jki (8] ak) = Z €iki (81 6’j Clk)
=1 jk=1 irj k=1
1 1
= > 5 (€ = €inj) (0: 0 ar) = > 5 (€igk = €jik) (90 ar) -
6,4 k=1 i,j k=1

Ab hier verlauft der Beweis analog dem in der vorangegangenen Regel 4. Man erhélt
das Ergebnis aber auch schon ausgehend von der vorangehenden Zeile unter Benut-
zung von Gl (1.86), denn €;;; ist antisymmetrisch in ¢ und j, wihrend 0; 0; ax
symmetrisch in diesen beiden Indizes ist, q.e.d.

. Ein Vektorfeld, welches in Richtung des Ortsvektors zeigt und nur vom Betrag des

Ortsvektors abhéngt, z.B. f(r) 7, bezeichnet man als Zentralfeld. Es gilt:
V x [f(r)#] =0, (1.88)

Zentralfelder sind stets wirbelfrei.
Beweis:
3
= R I
Vx|[f(r)r] = Z €ijk O; [f(r) —]] €k
ijk=1
3

_ Z €iik {f/(r)%ﬁ_|_f(r)7’8¢$j_l’jai7’} 2.

4 r r?
1,3,k=1

3 , ZL'Z'ZL’]‘ Téij—l'il'j/T 5
= D e [ =5+ f0) =5 @ =0,

L~ T
1,5,k=1

nach Anwendung von Gl. (1.86), denn der Ausdruck in eckigen Klammern ist sym-
metrisch in den Indizes ¢ und j, wéhrend €;;, antisymmetrisch ist, q.e.d.

. Fiir zweimal stetig differenzierbare Vektorfelder a(r) gilt:

rotrot@() = graddiva(r) — Aad(r)
oder V x [6 X a(f)} - v [6 - a(f)} —AG(R) . (1.89)

Beweis als Ubungsaufgabe.
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1.4 Matrizen und Determinanten
1.4.1 Matrizen

Ein rechteckiges Zahlenschema aus m Zeilen und n Spalten

@13 A2 -+ Qip

Q21 Q22 -+  A2p
A= . N L R
: . . j=1,..., n

m1 Am2 - Omn

heifit (m X n)—Matrix.
Zwei (m x n)—Matrizen A = (a;;) und B = (b;;) sind identisch, wenn alle ihre Ele-
mente identisch sind, a;; =0;; Vi,5,1=1,...,m, j=1,...,n.

Spezielle Matrizen:

1.

2.

3.

Quadratische Matrix: m = n.
Zeilenvektor: m = 1.
Spaltenvektor: n = 1.
Nullmatrix: alle Elemente sind null.

Symmetrische Matrix: quadratische Matrix mit a;; = a;; V ¢,j. Insbesondere
ist die Matrix dann symmetrisch gegeniiber einer Spiegelung ihrer Elemente an der
Hauptdiagonalen.

Beispiel:

1 5
5 2 4
4 3

Diagonalmatrix: quadratische Matrix mit a;; = a; d;;; nur die Elemente auf der
Hauptdiagonalen sind von null verschieden,

ag 0 - 0
diag (ay,...,a,) = O

SO

0 0 a,

L,
1 0 0
1|0
. -
0 0 1
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8. Transponierte Matrix: A" = (al.) = (aj;;). Sie folgt aus der Matrix A durch

]
Vertauschen von Zeilen und Spalten,

aix Qg1 - Al

A12 Q22 -+ Qm2
AT =

A1p A2 "¢ Amn

Die transponierte Matrix A” ist eine (n x m)—Matrix.

Rang einer Matrix: Man kann die m Zeilen bzw. n Spalten einer (m x n)—Matrix als
Zeilen- bzw. Spaltenvektoren interpretieren. Die Anzahl linear unabhéngiger Zeilen- bzw.
Spaltenvektoren heifit Zeilen- bzw. Spaltenrang der Matrix. Man kann zeigen, dass der
Zeilenrang mit dem Spaltenrang identisch ist, deshalb spricht man allgemein vom Rang
der Matrix.

1.4.2 Rechenregeln fiir Matrizen

48

1. Addition: A, B seien (m x n)—Matrizen. Dann ist C = A+ B eine (m x n)—Matrix

mit den Elementen

Cij :aij+bij \V/Z,j .
Matrizen werden also elementweise addiert. Es ist klar, dass man nur Matrizen
gleichen Typs, also mit gleicher Anzahl von Zeilen und Spalten addieren kann.

. Multiplikation mit reellen Zahlen: A sei eine (m x n)—Matrix und A € R. Dann

gilt
ANA = ()\ aij) .

Jedes Element von A wird mit A\ multipliziert.

. Multiplikation von Matrizen: Sei A eine (m x n)—Matrix und B eine (n X

r)—Matrix. Dann ist C' = AB eine (m x r)—Matrix mit den Elementen

n
Cij = E aikbkj, izl,...,m, jzl,...,T.
k=1

Mit anderen Worten, c¢;; ist das Skalarprodukt des i-ten Zeilenvektors von A mit
dem j-ten Spaltenvektor von B,

Spalte j Spalte j
by;
Zeile 1 a;1 Qi = Zeile i Tt Gy
by

Offenbar ist die Matrizenmultiplikation nur fiir den Fall definiert, dass die Anzahl
der Spalten der ersten Matrix A mit der Anzahl der Zeilen der zweiten Matrix
B iibereinstimmt.
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Spezialfille:

(i) m = r = 1. In diesem Fall ist A ein Zeilenvektor und B ein Spaltenvektor
und die Matrix C' besteht aus einem einzigen Element, ¢;;, welches mit dem
Skalarprodukt der beiden Vektoren identisch ist,

bll n
C':AB:(au,...,aln) :Zalkb;ﬂ:cu.
bnl k=1

(ii) » = 1. In diesem Fall ist A eine (m x n)—Matrix, aber B ein n-dimensionaler
Spaltenvektor. Damit ist C' ein m-dimensionaler Spaltenvektor,

@11 - Qip by (8] n
C=AB= ST : : = : ; Cizg a;;b; .
Jj=1

Qm1 Qmp bn Cm

Die Matrizenmultiplikation ist nicht kommutativ,
AB+# BA.

Dies ist klar, da i.a. m # r und das Produkt B A gar nicht definiert ist. Fiir den Fall,
dass m = r, ist dies ebenfalls klar, da A B eine (m x m)—Matrix ist, wiahrend B A
eine (n x n)—Matrix ist und i.a. m # n. Voraussetzung fiir die Kommutativitét der
Matrizen A und B wére also, dass m = n = r, d.h. dass sie quadratische Matrizen
sind. Aber selbst dann ist das Produkt A B nicht gleich B A, wie man sich anhand
von Gegenbeispielen leicht klarmacht.

4. Inverse Matrix: Die inverse Matrix A~! hat die Eigenschaft, dass

ATA=AA"=1.

1.4.3 Drehmatrizen

Seien X, ¥ zwei rechtshidndige Koordinatensysteme, représentiert durch die Orthonor-
malbasen {€), &, €3} bzw. {é/, &, €&5}. Man kann durch eine Translation bewirken,
dass die Urspriinge von ¥ und ¥’ zusammenfallen, O = O’. Dann sind ¥ und ¥’ i.a. noch
gegeneinander gedreht, vgl. Abb. 1.42.

Wir betrachten nun den Ortsvektor der Position eines physikalischen Objektes, die

selbstverstandlich unabhingig von der Wahl des Koordinatensystems ist,

3 3

- > ] =/

=Y xj€; = E el (1.90)

i=1 i=1
=l

Bei vorgegebenen Basen {é, €, €3} und {é/, €5, €3} und bei Kenntnis der Komponenten
x; lassen sich die Komponenten 2 durch Projektion von (1.90) auf den Einheitsvektor €

ausrechnen,
3 3 3
z — =/ § ! =/ =/ § / L — /
=1 j=1 j=1
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Abbildung 1.42: Die beiden gegeneinander gedrehten Koordinatensysteme ¥ und Y.

wobei wir die Orthonormalitédt der Einheitsvektoren in der gestrichenen Basis ausgenutzt
haben, €} - €/ = d;;. Die Frage ist, wie das Skalarprodukt €j - €/ zu berechnen ist. Dazu
machen wir die folgende Uberlegung. Jeder Einheitsvektor &/ im gestrichenen System hat

natiirlich auch eine Komponentendarstellung im ungestrichenen System,

3
& = Z dik, € (1.92)

k=1

wobei wir die Komponenten des i-ten gestrichenen Einheitsvektors im ungestrichenen
System mit d;, bezeichnet haben. Durch Projektion dieser Gleichung auf €; und Ausnutzen
der Orthonormalitét €} - € = d, erhalten wir

3 3
€€ = Zdik €€ = Zdikz Oj = dij = oS ij , (1.93)
k=1

k=1

wobei ;; der Winkel zwischen der i-ten Achse im gestrichenen System >’ und der j-ten
Achse im ungestrichenen System ¥ ist.

Die neun Zahlen d,;, i,j = 1,2, 3, lassen sich in Form einer (3 x 3)—Matrix schreiben,
der sog. Drehmatrix,

dll d12 d13
D = (dij) = (cospij) = | dor da2 dog | . (1.94)
ds1 dso dss

Aus der Orthonormalitiat der Basisvektoren und Gl. (1.92) berechnen wir

3

3 3
bij =€ - & = Z dirdji € - € = Z Ak dji Oy = Zdik djp, - (1.95)
k=1 k=1 k=1

{

)

Dies bedeutet, dass der Zeilenvektor, der durch die Elemente der i-ten Zeile der Drehma-
trix D gebildet wird, orthonormal zu dem Zeilenvektor ist, der durch die Elemente der
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j-ten Zeile gebildet wird. Man bezeichnet diesen Sachverhalt auch als Zeilenorthonor-
malitit der Drehmatrix.

Gleichung (1.91) kann nun unter Zuhilfenahme von Gl. (1.93) folgendermafien geschrie-
ben werden,

3
j=1
bzw. in Matrixschreibweise
'F(E’) =D7r(X). (1.97)

Hierbei bezeichnet 7(¥') den Vektor, der aus den Komponenten z; des Ortsvektors im
gestrichenen, gegeniiber ¥ gedrehten System Y’ gebildet wird, wéihrend 7(X) der Orts-
vektor im ungestrichenen System 3. ist. Die Drehmatrix D bewirkt die Drehung des Ko-
ordinatensystems X nach Y’. Man beachte hierbei, dass sich der physikalische Ort des
Objektes nicht dndert, sondern lediglich das Koordinatensystem zur Beschreibung dieses
Ortes. Drehungen des Koordinatensystems bezeichnet man als passive Drehungen. Im
Gegensatz dazu gibt es auch die sog. aktiven Drehungen, bei denen sich das Koordina-
tensystem nicht dndert, aber Vektoren in diesem System gedreht werden und damit ihre
Lage verdndern.

Die inverse Matrix D! macht die Transformation (1.97) riickgiéingig,
D'FY)=D'DFE) =17%) =7(%) . (1.98)

Die Elemente di_jl von D~! ergeben sich aus folgender Uberlegung Wir projezieren Gl.
(1.90) auf € und benutzen Gl. (1.93) in der Form €7 - &; = €; - €] = d;:

3 3
! =/ — /
T; = g T;€f € = g djixj,
=1 j=1

oder unter Benutzung von d;; = dg; in Matrixschreibweise:

F(¥) =D (X)) (1.99)
Der Vergleich von Gl. (1.98) mit Gl. (1.99) liefert:
D' =D", dlt=d=dj. (1.100)

Matrizen, die diese Identitét erfiillen, nennt man orthogonale Matrizen.
Die Zeilenorthornormalitéit (1.95) 1a8t sich ebenfalls in Matrixschreibweise fassen:

Zdlkdjk—Zdzkdfj dedkj «— 1=DD"=DD™'.

Es gilt aber auch 1 = D71D, oder in Komponenten

3
0ij = del dij = Zdﬁ; dij = de' dj - (1.101)
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Diese Gleichung 148t sich analog der Zeilenorthonormalitédt so interpretieren, dass die
Spaltenvektoren, die die Matrix D bilden, orthonormal zueinander stehen. Man spricht
von der Spaltenorthonormalitit der Drehmatrix.

Beispiel: Wir betrachten eine Drehung des Koordinatensystems um die z-Achse, vgl.
Abb. 1.43. Eine solche Drehung veréindert lediglich die z- und y-Komponenten des Orts-
vektors 7, also die Komponenten von p, der Projektion des Ortsvektors auf die (z, y) —Ebene.
Die z-Komponente von 7 bleibt unveréndert, x4 = x3.

Abbildung 1.43: Drehung des Koordinatensystems um die z-Achse.

Wir betrachten zunichst die rechte Seite der Abb. 1.43. Eine geometrische Uberlegung
fithrt auf die folgenden Relationen:

T €] Ty cosp €] — 1 sing €y ,

To€y = Ty SN & + Ty COSP Ey .

Die Projektion p des Ortsvektor ist aber in beiden Systemen identisch,

— — - ! =/ ! =/
P = T1€1+Ta€y =€ + They

= (x1 cOSp + T siny) e + (—xy sinp + x5 cosp) €y
= I} = 1z cosp+agsing, (1.102)
xrh = —xpsing+ g cosy . (1.103)

Andererseits lassen sich die Komponenten im gedrehten System bei Kenntnis der Dreh-
matrix auch itber Gl. (1.97) berechnen. Die Komponenten der Drehmatrix kénnen aus
ihrer Definition (1.93) und Abb. 1.43 bestimmt werden. Mit cos(3 — ¢) = sing und
cos(§ + ) = —sinp erhalten wir

= =/ = =/ . = =/
dyy =€1-€] =cosp, dig=¢€y-€] =singp, diz=¢€3-€f =0,
= =/ . = et A = e A
dyy =€ € =—sing, dypy=~€ € =cosp, dyy=ce3-€ =0,
— —/ — —/ — —/
d31:61'€3:0, d32:€2'63:0, d33:€3'€3:1,
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bzw. in Matrixschreibweise

cosp singp 0

D=| —sinp cosp 0
0 0 1
Damit ist
x) cosp singp 0 X
F(X)=| 25 | =DrF(X)=| —sing cosp 0 To
xl 0 0 1 T3

Nach den Regeln der Matrixmultiplikation fiihrt dies ebenfalls auf die Gleichungen (1.102)
und (1.103), sowie auf 2§ = x3.

Damit eine Matrix D eine Drehung beschreibt, muss sie eine orthogonale Matrix sein,
d.h. Gl. (1.100) bzw. die Zeilenorthonormalitéit (1.95) und die Spaltenorthonormalitét
(1.101) miissen erfiillt sein. Aber fiihrt diese Drehung eine rechtshéndige Basis {é7, €5, €3}
ine eine rechtshéndige Basis {€], €;, €5} tiber? Dazu muss offenbar aus €; - (€5 x €3) = 1
auch €7 - (€5 x €35) = 1 folgen. Dies kann man mit Hilfe der sog. Determinante von D
iiberpriifen, det D. Um die Héndigkeit des Koordinatensystems bei der Drehung zu erhal-
ten, muss det D = 41 gelten (dies werden wir weiter unten beweisen). Diese Drehungen
heiflen eigentliche Drehungen. Falls det D = —1, so handelt es sich um uneigentli-
che Drehungen. Man erhélt sie aus den eigentlichen Drehungen durch Hinzunahme der
Raumspiegelung (z.B. durch Inversion einer ungeraden Anzahl von Koordinatenach-
sen).

Orthogonale Matrizen in n Dimensionen bilden eine Gruppe im mathematischen Sinn,
die man mit O(n) bezeichnet. Orthogonale Matrizen, die zusétzlich noch det D = +1
erfiillen, bilden eine Untergruppe der O(n), die Gruppe der speziellen orthogonalen Ma-
trizen, SO(n). Es gilt O(n) = SO(n) x Z;. Die Gruppe Z, ist die zyklische Gruppe
mit zwei Elementen, welche man zur Charakterisierung von Raumspiegelungen verwenden
kann. Wihrend die SO(n) eine sog. kontinuierliche Gruppe darstellt, ist Z, eine sog.
diskrete Gruppe.

1.4.4 Determinanten

Sei A eine (n x n)—Matrix. Dann ist die Determinante von A definiert als

aipz - Qin
detA=| i o =) sen(P)aiy) aspe)  Gup) (1.104)
P

Qp1 -+ Qnpp

wobei {p(1), p(2),..., p(n)} = P(1,2,...,n) eine Permutation der Folge {1,2,...,n}
ist. Eine Permutation ist definiert als eine Abfolge von Transpositionen, das sind suk-
zessive Vertauschungen benachbarter Elemente der Folge. Gerade Permutationen entste-
hen aus der urspriinglichen Folge durch eine gerade Zahl von Transpositionen, ungerade
Permutationen entsprechend durch eine ungerade Zahl von Transpositionen.
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Eine Permutation dndert die Reihenfolge der Elemente der Folge, jedes Element kommt
aber weiterhin genau einmal vor. Dies bedeutet, dass jeder Summand auf der rechten Seite
der Definition (1.104) ein Element aus jeder Zeile und ein Element aus jeder Spalte der
Matrix A enthélt. Die Summe lduft iiber alle moglichen Permutationen dieser Folge und
besteht damit aus n! =1-2-3---n Termen.

Das Symbol sgn (P) steht fiir das Vorzeichen der Permutation P. Es ist definiert als
sgn (P) = (=1)%, wobei Z die Zahl der Transpositionen ist, um aus {1,2,...,n} die
Folge {p(1), p(2),..., p(n)} zu erhalten. Mit anderen Worten, sgn (P) = +1 fiir gerade
Permutationen von {1,2,...,n} und sgn (P) = —1 fiir ungerade Permutationen.

Fiir n < 2 ist die Determinante direkt aus ihrer Definition (1.104) berechenbar:

n=1: detA = det(a;;)=ai1,

11 Aa12
Q21 A22

n=2: detA = = sgn(12) a1 age + sgn(21) a1z az1 = a1 aa2 — a12 a9 -

Daraus resultiert eine einfache Merkregel fiir die Berechnung von (2 x 2)—Determinanten:
man subtrahiere das Produkt der beiden Nebendiagonalelemente vom Produkt der beiden
Hauptdiagonalelemente.

Fiir n > 2 wird die Berechnung der Determinante geméf ihrer Definition (1.104) schnell
zu kompliziert, da die Zahl der Permutationen rapide ansteigt. Z.B. gibt es fiir n = 3 schon
3! = 6 Terme unter der Summe. Hier hilft der sog. Entwicklungssatz:

det A = Z 1) ay; Ay (1.105)

wobei A;; die sog. Unterdeterminante ist, die aus Streichen der i-ten Zeile und j-ten
Spalte aus det A resultiert. Man beachte, dass der Zeilenindex i in Gl. (1.105) fest vorge-
geben, aber frei wihlbar ist. Man entwickelt also nach der i-ten Zeile der Determinante.
Bei konkreten Berechnungen ist es daher sinnvoll, die Zeile mit den meisten Nullen zu
wéhlen, weil dann die Zahl der Terme in der Summe auf der rechten Seite von Gl. (1.105)
auf ein Minimum reduziert werden kann.

Die Unterdeterminante A;; ist die Determinante einer [(n — 1) x (n — 1)]—Matrix, fiir
die geméf der Definition (1.104) n! — (n — 1) = (n — 1) - (n — 1)! weniger Terme in der
Summe in Gl. (1.104) auftreten als fir die urspriingliche Determinante. Allerdings muss
man i.a. n solcher Unterdeterminanten ausrechnen, es sei denn, einige Elemente a;; der
i—ten Zeile der Matrix A sind null.

In praktischen Berechnungen wendet man den Entwicklungssatz rekursiv an, also be-
rechnet jede Unterdeterminante A;; erneut mit Hilfe des Entwicklungssatzes. Dies fiithrt
letztlich auf (2x2)—Unterdeterminanten, die man einfach wie oben beschrieben berechnen
kann.

Man kann aber anstatt nach einer Zeile auch nach einer Spalte entwickeln,

det A = Z 1) a,; Ay (1.106)

Den Beweis fiithrt man ausgehend von der Identitéat

det A = det AT | (1.107)
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welche man durch Anwenden der Definition (1.104) der Determinanten und geeignetem
Umsortieren der Terme beweist.

Als Anwendungsbeispiel betrachten wir den Fall n = 3 und die Entwicklung nach der
ersten Zeile. Dieser Spezialfall des Entwicklungssatzes ist als Sarrus-Regel bekannt:

aip Qa2 a3
a1 Q22 23
az1 asz ass

Q22 Aa23
a32 33

. Q21  A22
= an

a3; a3z

= a1 (a22 @33 — a23 632) — a2 (CL21 @33 — Q23 a31) + a3 ((121 32 — A22 a31)
3

= Z €ijk A14 25 A3 -
i k=1
Die letzte Zeile folgt auch direkt aus der Definition (1.104), wenn wir bedenken, dass €;;

mit dem Vorzeichen der Permutation (4, j, k) von (1,2,3) identisch ist.

1.4.5 Rechenregeln fiir Determinanten

1. Multiplikation einer Zeile oder Spalte mit o € R, z.B. fiir eine Zeile:

an Q1n an Q1n
(e X735} Qi | = Qi1 Qin (1108)
anl Ann anl Ann

Der Beweis folgt direkt aus dem Entwicklungssatz, durch Entwickeln nach der be-
treffenden Zeile oder Spalte. n-faches Anwenden liefert

2. Addition eines Vektors zu einer Zeile oder einer Spalte, z.B. fiir eine Zeile:

det (¢ A) = a"det A .

a1 Q1n a1 A1n a1 A1n
a;1 + b1 Qi + bn (075} (0779 b1 bn (1109)
anl Qpn Gn1 Qpn an1 Qpn

Der Beweis folgt direkt aus dem Entwicklungssatz, durch Entwickeln nach der be-
treffenden Zeile oder Spalte.

3. Vertauschen einer benachbarten Zeile oder Spalte dndert das Vorzeichen der Deter-
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minante, z.B. fiir eine Zeile,

ai

Qi1

Q41,1

anl

A1n

Qip

Ait1.n

ann

aii

Qj+1,1
;1

anl

A1n

Qit1n
Aim

ann

(1.110)

Dies beweist man direkt mit der Definition (1.104) der Determinante, unter Bertick-

sichtigung, dass sgn (1,2, ...

i, i 4+ 1,...,n) = —sgn(1,2,...,0 4+ 1,4,...

,m); eine

weitere Transposition zweier Zahlen in einer gegebenen Permutation dndert das

Vorzeichen der Permutation.

4. Die Determinante einer Matrix mit zwei identischen Zeilen oder Spalten verschwin-
det, z.B. fiir eine Zeile:

ai

i1

ail

Gn1

Q1n

Qin

Qin

ann

(1.111)

Der Beweis lautet wie folgt: zunéchst vertauscht man Zeilen oder Spalten, bis die
beiden identischen Zeilen oder Spalten benachbart sind. Aufgrund der Definition
(1.104) mag sich dabei das Vorzeichen der Determinante &ndern (bei einer ungeraden
Zahl von Vertauschungen), oder aber es bleibt wie es ist (bei einer geraden Zahl von
Vertauschungen). Dieses Vorzeichen spielt aber fiir die weitere Argumentation keine
Rolle. Nun vertauscht man noch die beiden identischen benachbarten Zeilen oder
Spalten. Nach Gl. (1.110) sollte sich dabei das Vorzeichen der Determinante éndern.
Jedoch hat man die Determinante nicht verdndert, da die beiden Zeilen oder Spalten

identisch sind. Dies ist nur moglich, falls die Determinante null ist.

5. Addition einer mit einer Zahl @ € R multiplizierten Zeile oder Spalte zu einer
anderen Zeile oder Spalte édndert die Determinante nicht, z.B. fiir eine Zeile:

ary
a;] +« ;1
a.

71

anl

A1n

Gin + QG

ajn

a'nn

a1

;1

Cle

Gn1

Q1n

Qip,

Cljn

aTLTL

aip - Qin
aj - G
aj - G
Qp1 -+ Qnp

Hierbei wurden die Eigenschaften (1.109) und (1.111) ausgenutzt.

a1 - Ain
Qi1 Qip
aji o G
Ap1 = Qpp
(1.112)




7.

10.

1.4 Matrizen und Determinanten

Die Determinante eines Produktes von zwei Matrizen ist gleich dem Produkt der
jeweiligen Determinanten,

det (AB) =det Adet B . (1.113)

Die Determinante einer Diagonalmatrix ist das Produkt der Diagonalelemente,
det diag(ay,...,a Hal . (1.114)

Der Beweis folgt direkt aus dem Entw1ck1ungssatz.

. Als Korollar zu Gl. (1.114) folgt: die Determinante der Einheitsmatrix ist 1,

det1=1. (1.115)

. Aus den Eigenschaften (1.113) und (1.115) folgt sofort

1
S det A
Beweis: det 1 = det (A A™!) = det A det A1, q.e.d.

det A7' =

(1.116)

Multipliziert man die Elemente a;; der i-ten Zeile mit (—1)7** A, wobei j # 4, und
summiert iiber alle k, so ergibt sich

Zak 1775 A, =0. (1.117)
Entsprechendes gilt fiir die Spalten,
> api (1) A =0 (1.118)
k=1
Zum Beweis von Gl. (1.117) definieren wir eine Matrix B, die mit A identisch ist,

bis auf die Tatsache, dass die Elemente der j-ten Zeile wieder die gleichen sind wie
die in der i-ten Zeile,

aip -+ Qip
aip - Qi
B =
Zeile j (075 I ¢ 7%
Ap1 **+ Apn

Gemaf Gl (1.111) verschwindet die Determinante von B. Andererseits ist nach dem
Entwicklungssatz, bei Entwicklung nach der j-ten Zeile,

n

0=detB = Zb L A = an (1Y Ay qed

k=1
Der Beweis fiir Spalten geht analog.
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1. Inverse Matrix: Die Inverse A~! einer Matrix A existiert genau dann, wenn

det A # 0, und sie hat die Elemente

o (=) A,
L= /7 h 1.11
@i det A ( 9>

Man beachte die Reihenfolge der Indizes in der Unterdeterminante Aj;!

Beweis: Wir definieren eine (n x n)—Matrix B mit Elementen b;; = (—1)"7 A;;.
Nach dem Entwicklungssatz gilt

detA = Z @2] Z+] A i Q5 b]l = (AB

= Z( HJ Aijaij = Z bji aij =

i=1

Hier haben wir in der ersten Zeile nach der ¢-ten Zeile und in der zweiten Zeile nach
der j-ten Spalte entwickelt. Da ¢ und j beliebig waren, sind offenbar alle Diagonal-
elemente der Produktmatrizen A B und B A alle identisch mit det A. Andererseits
verschwinden alle Nebendiagonalelemente aufgrund von Gl. (1.117),

:Zaikbk] Za”f J+kA]k—0 fiiri #£ 5 .
k=1

Die Produktmatrizen haben also die Form
Multiplikation dieser Gleichung von links oder von rechts mit A~! liefert

B B B (_1)i+jA,.
1 _ T AL
A= Tt A = a; = et d q.e.d.

. Vektorprodukt: Die Berechnung von a x b 148t sich mit Hilfe der Sarrus-Regel

gestalten:
€] €y é:
3 - | a2 as - | a1 as - | a1 Az
G2 G = Gy g by b bi b
2 03 1 03 1 b2
by by b3

—

= 1 (CLQ b3 —G3bz) —52 (Cl1 bs —a3b1) +53 (a1 by —a2b1)
3

= E €ijk @i bj €},
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Es ist zu beachten, dass der Ausdruck auf der linken Seite nur als mnemonische
Hilfe (von griech.: uvnun, Gedéchtnis, oder pvnuovikds, ein gutes Gedéchtnis ha-
bend; auf gut deutsch: Geddchtnisstiitze) zur Berechnung der rechten Seite dient;
eine Determinante mit Vektoren als Elemente einer Zeile ist mathematisch nicht
wohldefiniert.

. Rotation: Fiir die Rotation gilt entsprechendes,

€1 € €3
Vxda=|0 0, O
a1 a2 as
. Spatprodukt:
ayp az ag
-(bxd)=|b by by
i C2 C3

Dies folgt aus der Regel fiir das Vektorprodukt, oder durch direktes Ausrechnen der
Determinante.

Spezialfall:

—

1
61'(52)(53)2 0
0

o = O

0
O |=detl=1.
1

. Drehmatrix: Unter welchen Voraussetzungen ist eine beliebige Matrix D eine Dreh-
matrix? Wir hatten gesehen, dass sie einerseits eine orthogonale Matrix sein muss,
DT = D!, Aus dieser Tatsache folgt sofort, dass ihre Determinante den Wert 1
annimmt,

1 = detl=det(DD?) =det(DD?)=detD det D" = (det D)?
— detD = =1,

wobei wir die Glgen. (1.107), (1.113) und (1.115) benutzt haben.

Andererseits muss sie eine rechtshiandige Basis {€}, €3, €3} in eine ebenfalls rechts-
héndige Basis {€/, &, €3} iiberfithren, d.h. aus €} - (€5 x €3) = +1 muss €7 (€5 X €3) =
+1 folgen. Letzteres ist durch die Orthogonalitét allein nicht gewé&hrleistet. Wenn
man z.B. in der ¢-ten Zeile die Vorzeichen aller Elemente umkehrt, d;; — —d;;, dann
dndert sich die Zeilenorthonormalitét nicht, aber der gestrichene i-te Einheitsvektor

dandert sein Vorzeichen,

3
—/ o — —/ o —
e, = E dijej — —€, = E (—dij)ej.
Jj=1

J=1

Wenn man den Vorzeichenwechsel der Elemente fiir eine ungerade Zahl von Zeilen
durchfiihrt, macht man aus einem rechtshéindigen Koordinatensystem ein linkshandi-
ges. Offensichtlich bewirkt diese Anderung auch einen Vorzeichenwechsel der Deter-
minante, det D — —det D.
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Aber welches Vorzeichen hat det D fiir die Uberfithrung eines rechtshéndigen in ein
rechtshédndiges System? Hierzu benutzen wir die fiir rechtshéindige Systeme giiltige
Identitéat (1.44) und berechnen mit der Drehung (1.92) der Einheitsvektoren und
der Sarrus-Regel

3 3
& (G x )= > dimdonds G- (60X &)= > €pnr iy doyds, = det D .

m,n,r=1 m,n,r=1

Damit nun das gestrichene Koordinatensystem wieder ein rechtshandiges System ist,

muss det D = +1 gelten. 20.11.2009

. Lineare Gleichungssysteme: Wir betrachten das Gleichungssystem

a1+ a1+ ...+ ax, = b
— AZ=0. (1.120)

Ap1 X1+ Ap2To + ... + A Ty = bn

Falls b = 0, spricht man von einem homogenen Gleichungssystem, andernfalls von
einem inhomogenen Gleichungssystem. Dieses Gleichungssystem hat genau dann
eine eindeutige Losung, wenn det A = 0. Die Cramersche Regel gibt an, wie diese
Losung zu konstruieren ist. Wir betrachten die Matrix

Spalte k
aiq bl QA1p
Ak = )
Qn1 bn Qpp

d.h. die Matrix, die sich aus A durch Ersetzen der k-ten Spalte durch den Vektor b
ergibt. Dann ist die Losung des Gleichungssystems (1.120) gegeben durch

A
det A 1 (1.121)

= qera  FET

Beweis: Wir multiplizieren die n Gleichungen (1.120) mit (—1)"** A, wobei k fest
gewahlt wird und ¢ der jeweilige Zeilenindex ist,

(an 21 + a1 @a + ...+ amwn) (1)FF Ay = by (=1)FF Ay,

(anl T1+ ApaTo + ...+ Qpp xn) (_1)n+k Ank = bn (_1)n+k Ank )

und summieren alle Gleichungen auf,

i <i 5 (_1>i+k Aik) Lj = i bi (—1)i+k A,

j=1 \i=1 i=1
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Der Ausdruck in der Klammer auf der linken Seite der Gleichung verschwindet
gemafl Gl. (1.118) fur j # k, so dass lediglich ein Term in der Summe iiber j {ibrig
bleibt,

Z&ik (—1)i+k Azk T = Tk det A = Z bl (—1)i+k Azk = det Ak N
=1

i=1

wobei wir auf der rechten Seite den Entwicklungssatz fiir die Entwicklung nach der
k-ten Spalte der Determinante von A; angewendet haben. Daraus folgt sofort die
Behauptung, q.e.d.

Wir schliefen mit einer Bemerkung zu homogenen linearen Gleichungssystemen.
Wegen b = 0 ist auch det A, = 0. Falls det A # 0, bleibt nach der Cramerschen
Regel nur die triviale Losung, # = 0. Nichttriviale Losungen & # 0 kann es also nur
fiir det A = 0 geben. Dies ist ein hdufig verwendetes Kriterium, um zu entscheiden,
ob ein Gleichungssystem nichttriviale Losungen hat. Es bedeutet aber auch, dass
nicht alle Zeilen oder Spalten von A linear unabhéngig sind. Mit anderen Worten,
linear abhingige Zeilen oder Spalten lassen sich durch eine geeignete Linearkom-
bination der anderen ausdriicken. Wendet man nun Eigenschaft (1.112) mehrfach
an, kann man auf diese Weise eine Nullzeile generieren. Dann verschwindet aber
auch die Determinante.

1.5 Koordinatensysteme

1.5.1 Transformation der Variablen

Bislang wurden kartesische Koordinatensysteme betrachtet, die man durch Drehungen
ineinander iiberfithren kann. Kartesische Koordinatensysteme sind jedoch unzweckméafig,
wenn man beispielsweise ein Problem mit sphérischer Symmetrie, d.h. Kugelsymme-
trie, 16sen mochte. In diesem Fall ist es besser, sog. Kugelkoordinaten zu verwenden.
[.a. sollte man das Koordinatensystem der Symmetrie des Problems anpassen. Dadurch
vereinfacht man in der Regel den Rechenaufwand. Die neuen Koordinaten sind i.a. nicht
kartesisch. Im folgenden beschéftigen wir uns mit der Frage, welche GesetzméafBigkeiten
beim Ubergang von einem zum anderen Koordinatensystem zu beachten sind.
Beispiel: Ebene Polarkoordinaten
Nach Abb. 1.44 gilt:

ry = rcosp=umx(r), (1.122)
Ty = 71 sing = x(r, p) . (1.123)

Dies definiert eine Abbildung (r,¢) — (z1,%2), eine sog. zweidimensionale Punkt-
transformation. Sie bildet die (r,p)—Ebene Punkt fiir Punkt auf die (z1,x2)—Ebene
ab.

Offenbar ist jeder Punkt (zq,x2) durch einen Punkt (r,¢) beschreibbar. Aber ist dies
genau ein Punkt (r, ), oder gibt es Mehrdeutigkeiten? Gibt es u.U. mehrere Punkte
in der (r,)—Ebene, die denselben Punkt (z1,x2) beschreiben? Ganz offensichtlich ist
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Abbildung 1.44: Ebene Polarkoordinaten.

dies der Fall, denn wegen der Periodizitdt der trigonometrischen Funktionen fithren die
Winkel ¢, ¢ + 27, ¢ + 47, etc. zu demselben Punkt (z1,x2). Man sollte sich daher beim
Definitionsbereich des Winkels ¢ auf das halboffene Intervall [0,27) beschrianken. Aber
auch dann ist die Zuordnung (r,¢) — (z1,23) nicht eindeutig, z.B. werden alle Punkte
(0,¢) (d.h.r = 0 und beliebige Werte fiir ¢) stets auf einen einzigen Punkt, den Ursprung
(x1 = 0,29 = 0), abgebildet. Man sagt, die Abbildung (7, ¢) — (z1, z2) ist nicht eindeutig
umkehrbar. Solange man den Ursprung aus der Betrachtung nimmt, also fiir alle r # 0,
ist sie jedoch eindeutig umkehrbar:

ro= y\joi+4 a3, (1.124)

o = arctan -2 | (1.125)
g

Man sagt, die Abbildung (r, ) — (z1, z5) ist fast iiberall umkehrbar.
Diese Betrachtung lafit sich auf d Dimensionen verallgemeinern. Dazu definieren wir
zuerst die Begriffe der Eineindeutigkeit und der lokalen Umkehrbarkeit.

Definition: Eine Abbildung ¥ = (y1,...,yq4) — & = (21,...,x4) heiBt eineindeutig,
wenn jeder Punkt ¢ auf genau einen Punkt 7 abgebildet wird und umgekehrt, vgl.

Abb. 1.45.
Y . - X

Abbildung 1.45: Eine eineindeutige Abbildung.

Definition: Eine Abbildung v — 7 heifit lokal umkehrbar, wenn die Abbildung in
einer Umgebung X von ¥ und einer Umgebung Y von ¢ eineindeutig ist, vgl. Abb. 1.45.
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Definition: Eine Abbildung y — 7 heifit fast iiberall lokal umkehrbar, wenn die
lokale Umkehrbarkeit lediglich auf Untermannigfaltigkeiten niedrigerer Dimension d’ < d
verletzt ist.

Beispiel: Bei den Polarkoordinaten in der zweidimensionalen Ebene ist die lokale
Umkehrbarkeit auf der eindimensionalen Untermannigfaltigkeit {r = 0,0 < ¢ < 27}
verletzt.

Wie entscheidet man, ob eine Variablentransformation lokal umkehrbar ist? Wir be-
trachten den Punkt g, der auf ¥ abgebildet wird. Eine infinitesimale Verschiebung um
dy = (dyi, . ..,dy,) verursacht eine Verschiebung d¥ = (dzy,...dzs) des Punktes &, die
wir mit Hilfe des totalen Differentials berechnen:

d
8951- .
dz; = zi(y1 +dyr, ., Ya + dya) — (Y1, -, Ya) = 8_ydyj yi=1.d.
j=1 "
Dies 1483t sich in Matrixform schreiben:
ox ox
d[L’l 8_3/; e 8_y; dyl
d7 = : = Do : = F(z;y)dy . (1.126)
dzxy g—”;f - g_f;: dyg

Hier haben wir auf der rechten Seite die sog. Funktionalmatrix F'(x;y) eingefiihrt, deren
Elemente f(z;y);; = 0z;/0y; sind. Da die Verschiebung dy beliebig ist, gilt der durch die
Funktionalmatrix vermittelte Zusammenhang (1.126) zwischen dy und dZ fiir alle Punkte
in einer Umgebung von ¢ und entsprechend fiir alle Punkte in einer Umgebung von Z.
Wenn die Verschiebung dy vorgegeben wird, dann 148t sich die Verschiebung d#’ eindeutig
aus Gl. (1.126) berechnen, einem beliebigen Punkt in einer Umgebung von ¢ wird also
eindeutig ein Punkt in einer Umgebung von ¥ zugeordnet.

Nun 148t sich entscheiden, ob die Abbildung ¢ — & lokal umkehrbar ist: offenbar muss
man in der Lage sein, Punkten in der Umgebung von ¥ auch wieder eindeutig Punkte in
der Umgebung von g zuzuordnen. Genau dann ist die Abbildung némlich eineindeutig,
und da sie dies fiir alle Punkte in den entsprechenden Umgebungen von g und ¥ ist, auch
lokal umkehrbar. Diese Riicktransformation wird durch Auflésen von Gl. (1.126) nach
dy vermittelt, also durch Invertieren der Funktionalmatrix,

dy = F~Ya;y)d7 .

Eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Invertierbarkeit einer Matrix ist
aber, dass ihre Determinante nicht null ist,

0x1 81'1
Iy Y
0 e
det F(z;y) = : : EM#O'
85L‘d al'd (ylu'-'ayd)
Iy Y
Die Variablentransformation z; = z;(y,...,yq) ist also genau dann lokal umkehrbar,

wenn det F'(z;y) # 0.
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1 Mathematische Vorbereitungen

Beispiel: Ebene Polarkoordinaten
Wir berechnen die Elemente der Funktionalmatrix mittels der Transformationsformeln
(1.122) und (1.123),

8951 8x1 .
E:COSQO s %:—TSIHQO,
6372 . ax2

W:SIHSO s %:TCOSQD.

Daraus folgt fiir die Determinante der Funktionalmatrix

O(w1,22) | cosp —rsing

O\, T2) _ ) .
a(r, o) sing 1 cosep 7COST TSI =1 (1.127)

Damit ist die Abbildung (r,¢) + (z1,22) tberall mit Ausnahme des Punktes r = 0
umkehrbar.
Man kann die Variablen auch mehrfach aufeinanderfolgend wechseln. Wie dies vonstat-

ten geht, beschreibt der nachfolgende
23.11.2009

Satz: Seien

r;,; = ,Ti(y17...,yd)7 i:l’”_?d7
Y = yi(zlv-“uzd)’ izl,--.,d,

stetig partiell differenzierbare Variablentransformationen. Fiir die zusammengesetzte
Transformation

xi:mi(yl(zl,...,zd),...,yd(zl,...,zd)), izl,...,d,

gilt
a(xlw"’xd) :a(xl,...,.fl;d) a(y17'-'7yd)
INz1,. oy 2a)  Oyr,--yya) O(z1,...,2q)
Beweis: Gemafl der Kettenregel gilt
ox; d ox; Oy d
f( )] azj Pt ayk aZ] p f( y)kf(y )k]

In Matrixform geschrieben lautet dies
Fa;2) = Fz;y) Fy; 2) -
Fiir die Determinanten der Funktionalmatrizen gilt dann gemafl Gl. (1.113)
det F(z;2) = det F(x;y) det F(y;2) , q.e.d.

Als Korollar betrachten wir den Spezialfall z; = x;, d.h., die zusammengesetzte Transfor-
mation dndert nichts,

1= F(z;z) = Fz;y) Fy; @) -
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1.5 Koordinatensysteme

Multiplikation mit der inversen Transformation F~!(x;y) ergibt
Fl(z5y) = F(y; @)

woraus mit Gl. (1.116) folgt

oy1,...,y B 1 oy, xa)\
det Flia) = e P = o = ()

Damit folgt aus det F'(x;y) # 0 auch det F(y;x) # 0; wenn z; = x;(y1,...,yq) lokal
umkehrbar ist, so ist es auch y; = y;(x1, ..., 2q).

Die Funktionaldeterminante bedeutet anschaulich, wie sich bei der Transformation ¥ —
Z das infinitesimale Flachenelement (d = 2) bzw. das infinitesimale Volumenelement (d =
3) dndert. Dies werden wir im folgenden Abschnitt genauer untersuchen.

1.5.2 Krummlinige Koordinaten

Wir definieren zunéchst den Begriff der Koordinatenlinie. Wir betrachten wieder die
Variablentransformation ¢ +— &, baw. x; = x;(y1, . . ., Ya). Setzt man d — 1 der d Variablen
y; konstant, z.B. y; = const. Vi # j, so ergibt sich eine durch y; parametrisierte Raum-

—

kurve f(y;) im Raum der Variablen x;. Dies ist die sog. y; —Koordinatenlinie.

Beispiele:

1. Kartesische Koordinaten in der Ebene: Dies ist der Spezialfall, bei dem die Ko-
ordinaten gerade nicht gewechselt werden, also §y = Z. Die y; = x7;—Koordinatenlinie
verlauft also in der (xy, z9)—Ebene parallel zur 1—Achse, und die ys = xo—Koordi-
natenlinie parallel zur 2—Achse, vgl. Abb. 1.46.

2

x1—Linie (xp=const.)

xo—Linie (x|=const.)

Abbildung 1.46: Koordinatenlinien fiir kartesische Koordinaten.

Die Koordinatenlinien bilden ein rechtwinkliges, geradliniges Netz.
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1 Mathematische Vorbereitungen

2. Ebene Polarkoordinaten: Hier findet ein echter Koordinatenwechsel statt. Die
r—Linien, auf denen ¢ = const., sind Geraden, die durch den Ursprung gehen. Die
w—Linien, fiir die r = const., sind konzentrische Kreise um den Ursprung, vgl. Abb.
1.47.

/ r —Linie (@=const.)

¢—Linie (7 =const.)

Abbildung 1.47: Koordinatenlinien fiir ebene Polarkoordinaten.

Zwar sind die r—Linien Geraden, aber die ¢—Linien sind gekriimmt. Die ebenen
Polarkoordinaten sind damit das erste Beispiel fiir krummlinige Koordinaten.
Lokal stehen r— und ¢—Linien jedoch stets senkrecht aufeinander, vgl. Abb. 1.47.
Man nennt solche Koordinatensysteme krummlinig-orthogonal.

Wir betrachten nun infinitesimale Volumenelemente in krummlinigen Koordi-
naten. Im Spezialfall der kartesischen Koordinaten gilt

dV = dl’l dl’g dxg s

vgl. Abb. 1.48.

Fiir ein Netz aus krummlinigen Koordinaten betrachten wir Abb. 1.49. Das infinitesi-
male Volumenelement kann durch ein Parallelepiped angenédhert werden, welches durch
die (nicht notwendigerweise orthogonalen) Vektoren dda, dg, dc aufgespannt wird. Der in-
finitesimale Vektor da zeigt entlang der 1, —Linie, also sind y, und y3 entlang dieser Linien
konstant. Wir konnen da als Spezialfall einer infinitesimalen Verschiebung dr” des Orts-
vektors 7 betrachten, die entlang der y;—Linie (also fiir konstantes ys, y3) ausgefiihrt
wird. Aus dem totalen Differential (1.77) der jeweiligen i—ten Komponente dz;(¥) eines
beliebigen Verschiebungsvektors dr(y) folgt fiir diesen Spezialfall:

dc—i = df(g) |y27y3 = (dxl (g)7 de (g>’ dx3(gj))y27y3

3 3 3
= ( % dyj’ Oz Oz dyj)

Jj=1 ayj J=1 83/]' j=1 ayj Y2,Y3
= (O, 02, 9T g, ) 2 07y
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x3—Linie (x{,x,=const.)

3
| / 2 x ;~Linie (x; ,x3=const.)
T
> ~~~~~ R
dx, 7 \><
X\
X 1—Linie ( X, X

=const.)

de 1 3

Abbildung 1.48: Das infinitesimale Volumenelement in kartesischen Koordinaten.

y;—Linie (y, .y j=const.)

y,—Linie (1 /Y 3zconst,)\/

Abbildung 1.49: Das infinitesimale Volumenelement in krummlinigen Koordinaten.

Analoges gilt fiir die infinitesimalen Vektoren db (entlang der y,—Linie) und dé (entlang
der y;—Linie),

- or
db = —d
or
e = —
c By Ys
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1 Mathematische Vorbereitungen

Das Volumen des von da, db und de aufgespannten Parallelepipeds ist gleich dem Spat-
produkt der drei Vektoren:

—d —d —d
gyl i gyl Yy gy1 h

- 7 T T2 €3

d = da-(dbxdc)=| —d —d —d
v ¢ ( . 6) 0ya b2 0y V2 0y b2
3x1 d T2 d T3 d
_8y3 Ys _83/3 Ys _(9y3 Ys

8(551, T, l’g)

= det F"(x;y) dy, dya dys = det F(x;y) dy, dya dys =
8(y17 Y2, y3)

dy, dy2 dys ,
wobei wir die Glgen. (1.107) und (1.108) benutzt haben.

Ein vorgegebenes Volumen V' kann man auch als Integral iiber dV innerhalb der durch
das Volumen definierten Grenzen schreiben. Der Wert dieses Integrals darf sich natiirlich
beim Wechsel der Koordinaten nicht &ndern,

Ty, T2, T3)

0
V:/dV:/dl’ldl’QdZEg:/mdylddey:g
1,92, Y3

Da dies fiir beliebig gewihlte Volumina, also auch fiir infinitesimale gelten muss, erhalten
wir die folgende wichtige Formel fiir den Wechsel von Integrationsvariablen in Volumen-
integralen:

('3(351, Ta, 1'3)
(Y1, Y2, Y3)
Die Determinante der Funktionalmatrix, oder kurz die Funktionaldeterminante, be-

schreibt also, wie oben angekiindigt, die Anderung im infinitesimalen Volumenelement
beim Wechsel der Variablen.

dIl dZEQ d[[’g = dyl dyg dyg . (1128)

Beispiel: Flidcheninhalt des Kreises )
Wir wenden Gl. (1.128) fiir den zweidimensionalen Fall an. Beim Ubergang von kartesi-
schen zu ebenen Polarkoordinaten gilt

8(;1:1, Iz)
a(r, ¢)

wobei wir das Resultat (1.127) benutzt haben. Der Flécheninhalt des Kreises ldt sich
nun einerseits in kartesischen Koordinaten berechnen, vgl. Abb. 1.50,

R NI R
FKreis = 4/ dwl/ de = 4/ dQ?l \/ R? — ;C%

R

R2
= 4 {%\/RQ—I%—F? arcsin%} =2 R? arcsin1 = 7R? |

0

dzrydxy = drde =rdrde,

wobei wir ausgenutzt haben, dass arcsinl = 7/2 und dass der Kreis aus vier gleichen
Quadranten besteht. Andererseits konnen wir die Fldche in ebenen Polarkoordinaten be-

rechnen,
R 27 R2
FKreiS:/ drr/ dp =21 — = 1R%.
0 0 2
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1.5 Koordinatensysteme

Es besteht wenig Zweifel, welches der elegantere, weil der Symmetrie des Problems ange-
passte Weg ist.

X1

Abbildung 1.50: Zur Berechnung des Flidcheninhalts des Kreises.

Wir betrachten nun die Einheitsvektoren in krummlinigen Koordinaten. Zunéchst
erinnern wir uns an die Einheitsvektoren in kartesischen Koordinaten,

1 0 0
_)1 = O 5 _»2 - 1 ; _’3 — O y (1129)
0 0 1

vgl. Gl (1.43), mit deren Hilfe wir den Ortsvektor ausdriicken als

3
T = E l’jej,
j=1

vgl. Gl (1.48). In der festen, zeitunabhéngigen kartesischen Basis (1.129) gilt fiir eine
infinitesimale Verschiebung

dif = " dajé; . (1.130)

Nun kann man den Ortsvektor aber auch als vektorwertige Funktion der drei Variablen
x1, 9, x3 auffassen, ¥ = (1, x9, x3). Damit gilt nach der Definition des totalen Differen-
tials (1.77) auch

Z 5—d (1.131)

Der Vergleich von Gl. (1.130) mit GL (1.131) liefert

or
3xj '

—

g = (1.132)
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1 Mathematische Vorbereitungen

Wegen 0z;/0z; = d;; ist dies ganz offensichtlich mit der Definition (1.129) konsistent. Die
Identitdt (1.132) ist aber leicht auf krummlinige Koordinaten verallgemeinerbar.

Wir betrachten den Satz {y1, ys, y3} von krummlinigen Koordinaten. Der Ein-
heitsvektor in y;—Richtung soll tangential zur y;—Koordinatenlinie liegen,

—

Ey; ™

vgl. Abb. 1.51.

yl. —Linie

Abbildung 1.51: Einheitsvektoren in krummlinigen Koordinaten.

Um einen Einheitsvektor zu bekommen, muss man noch richtig normieren. Wir definie-
ren den sog. Skalenfaktor als

or
= . 1.133
Yi ayl ( )
Der Einheitsvektor in y;—Richtung lautet damit
or
g, = b1 ) 1.134
6y1 Yq ayZ ( )

Diese Basisvektoren bilden i.a. keine ortsfeste Basis, sondern ein lokales Vielbein (d.h.
ein Zweibein in d = 2 Dimensionen, ein Dreibein in d = 3 Dimensionen, etc.).

Beispiel: Ebene Polarkoordinaten
Mit 7 = (r cos g, r sing) = 7(r, ¢) berechnen wir die Einheitsvektoren geméfl Gl. (1.134):

8—#

a_'r’ = (cosp, singp) , by=1 = €, = (cosy, singp) ,
-

or ' . '

% (—rsing, rcosy), b,=r = €,=(—singp, cosy) .
¥

Diese Basisvektoren sind nicht ortsfest, da sie mit dem Polarwinkel ihre Lage dndern, vgl.
Abb. 1.52. Sie sind jedoch orthonormal, €, - €, = — cos ¢ sin ¢ + sinp cos ¢ = 0.
Man spricht von krummlinig-orthonormalen Basisvektoren, falls

€y; ~ Cy; = Oij -
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2
Ao N
é’r/ e(p e}"
[ ]
® _>, V4 —
., ' 9 /7
e
v 9) o

Abbildung 1.52: Die Einheitsvektoren fiir ebene Polarkoordinaten. Thre Lage dndert sich
als Funktion des Polarwinkels ¢.

In d = 3 Dimensionen bilden diese Basisvektoren in geeigneter Reihenfolge eine rechtshéndi-
ge Orthonormalbasis, d.h.

€y = €yp X Eyy y €y = €y X €y, Eyy = €y X €y, . (1.135)

Das totale Differential des Ortsvektors lautet in krummlinigen Koordinaten
3 o7 3 3
dir=>" 3 dy; = b, &, dy; =Y b, dy; €, . (1.136)
j=1 J j=1 Jj=1

Beispiel: Ebene Polarkoordinaten
In diesem Fall enthélt die Summe in Gl. (1.136) lediglich zwei Terme, den Variablen r
und ¢ der ebenen Polarkoordinaten entsprechend:
dr =dre, +rdpé, .

Wir kénnen auch die Differentialoperatoren aus Abschnitt 1.3.4 in krummlinigen
Koordinaten ausdriicken:

1. Gradient: Wir erhalten die y;—Komponente eines Gradientenfeldes ﬁgp durch Pro-
jektion auf den Einheitsvektor €,:

o or G- ! Oxy Op 0wy Op  Oxz Op\ ,_, Op
vy 7T Oy; Ory  Oy; Oxy  Oy; O B

wobei wir die Kettenregel fiir die Funktion ¢(7(y;)) angewendet haben. Das Gradi-
entenfeld hat daher in krummlinigen Koordinaten die Komponentendarstellung

3
Vo= ¢,b,! a? . (1.137)
=1

&, -Vo=1b
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Daraus ergibt sich der Nabla-Operator als
23 )
— . . 1
V = - €y, byi a—yz . (1138)

Fiir die spezielle Wahl ¢ = y; erhalten wir

3

3
- 0y,
N — E > p—1 g b1
Vy; = E Cy; byi 8_; - Cyi byi 0i = €y, byj )
i=1 !

=1

was eine zu Gl. (1.134) alternative Formel fiir die Einheitsvektoren in krummlinigen

Koordinaten ergibt: .
€y, = by, Vi . (1.139)

2. Divergenz: Mit dem Nabla-Operator (1.138) und einem beliebigen Vektorfeld

i=> a,é, (1.140)

3
SO L, 0 .
V-a = E , (eyi byil 3%) : (ayj eyj)

ij=1
3 .
— a Yi — N . 86y
= ib—l aay]’é + ay, € 08y, (1.141)
- ij=1 o\ 9y T dyi ) '

Dieser Ausdruck lafit sich noch weiter auswerten, indem man folgende Zwischen-
rechnung macht. Wegen der zweifachen stetigen Differenzierbarkeit des Ortsvektors
gilt
o’r 0T
Oy;0y;  Oy;0y;
Dies kann man mit 97/dy; = by, €,,, s. Gl (1.134), schreiben als

0 . 0 .
a_yi (byj 6yj> = 8_1/] (by: €y:)
ab,, 0e, b, o€,
— ig 4+b, —2 = g 4p 2
By v T gy, ay; o dy;
Skalare Multiplikation mit €, ergibt:
ob,,. oe,. b, e b,
—%5ij+by-€y--&=% by.éy.-%:%,
y; 7y Oy Y Oy Oy

72



1.5 Koordinatensysteme

denn der letzte Term im Ausdruck zwischen den Gleichheitszeichen verschwindet
wegen 0 = d(€, - €,,) = 2€,, - dej,. Etwas umgestellt erhalten wir das Resultat

— 85?41' _ o 1—1 abyi 66?!3‘ _1—1 8byi
Cy; * A, = byj (a_yj — 0y 3_yz = byj a_y]<l - 5ij) ’

wobei wir im letzten Schritt die Indizes ¢ und j im zweiten Term vertauscht haben
(dies ist wegen des Kronecker-Deltas erlaubt, da dieses i = j erzwingt). Dieses
Resultat setzen wir nun in Gl. (1.141) ein:

3
- da ob,,
— § : —1 Y -1 i
V -a = = by2 |: 8y: (5zj (ly] Yj ayyj (1 - 51])
3 3
da,, ob,,.
—1 Yi —17-—1 Yj
E 1 byi a_yl + | E 1 Qy, byi byj 8_:% s (1142)
= i,j =
i £

wobei wir von der ersten zur zweiten Zeile die Indizes ¢ und j im zweiten Term
vertauscht haben. Man iiberzeugt sich durch explizites Ausschreiben der Summen,
dass dies identisch ist mit
N 1 0 0 0
V= [a_yl (by, bys ay,) + o (by, bys ay,) + o (by, by, ay, )] , (1.143)
Y1 YyY2 Yy3

wenn man in diesem Ausdruck die partielle Differentiation per Produktregel ausfiihrt.

. Laplace-Operator: Der Laplace-Operator folgt sofort aus GIl. (1.143) mit GL
(1.138):

n i [ (e ) e (e )4 2 (e 0]
by, by, by, 10y1 \ by, O Oy2 \ by, Oy Oys \ by, Oys/)|
(1.144)

. Rotation: Mit der Komponentendarstellung (1.140) des Vektorfeldes @ und Gl.
(1.139) lautet dessen Rotation

Fd = 3T (1,5) = 30 x (a1, T
=1 =1
= i {ayj bij X Vyg + [6 (ay] by])i| x (b;]léyj>}
j=1

Der erste Term verschwindet aufgrund von Gl. (1.85). Im zweiten Term setzen wir
Gl (1.138) ein:
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wobei wegen des Kreuzproduktes der Einheitsvektoren die Summe auf Terme i # j
beschrinkt werden kann. Weil die Einheitsvektoren eine rechtshéandige Orthonormal-
basis bilden, vgl. Gl. (1.135), konnen wir die Terme in der Summe umgruppieren

und erhalten das Resultat

V xd

eyl
by2 by3

6312
byl by3

Cys3

byl by2

1

b b

b

Y1 VY2

0

s
9
_5?43
[0

_8y1

Y3

9 ;
(by3 ay3) - a_yg (byz ayz)_
5 :
(by, ay,) — 8_?/1 (bys ays)_
5 :
(by2 ayz) - 8_y2 (by1 am)_
bylagyl byzagyz by36€y3
Dyr B B , (1.145)
by, @y, by, Ay, byg ay,

wobeil die Notation als Determinante wiederum nur als mnemonische Hilfe zu ver-

stehen ist.

In den folgenden beiden Abschnitten werden die bislang allgemein hergeleiteten Ergebnisse
auf zwei besonders wichtige Systeme krummliniger Koordinaten angewendet, die Zylinder-

und die Kugelkoordinaten.

1.5.3 Zylinderkoordinaten

Zylinderkoordinaten sind zweckméBig fiir Probleme mit Zylindersymmetrie. Sie bestehen
aus ebenen Polarkoordinaten in einer Ebene, z.B. der (x,y)—Ebene, erginzt durch
eine kartesische Koordinatenachse senkrecht zu dieser Ebene, z.B. die z—Achse, vgl.

Abb. 1.53.

1

Abbildung 1.53: Zylinderkoordinaten.
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Die Transformationsformeln fiir die Abbildung (p, ¢, 2) — (21, 22, z3) lauten

Ty = pCosy,
r9 = psing, (1.146)
r3 = <.

3

|
/é /
|

Abbildung 1.54: Koordinatenlinien in Zylinderkoordinaten.

~

/
A v

Die Koordinatenlinien sind in Abb. 1.54 dargestellt. Aus den Transformationsformeln
(1.146) berechnen wir die Funktionaldeterminante

cosp —psing 0

=|sing pcosp 0 |=p. (1.147)

8(1'1, X2, 'ZC3) o

(Zur Berechnung empfiehlt sich eine Entwicklung der Determinante nach der letzten Zeile
oder Spalte.) Dies bedeutet, dass die Abbildung (p, ¢, 2) — (21, 22, x3) bis auf die durch
p = 0 definierte Untermannigfaltigkeit lokal umkehrbar ist.

Aus der Funktionaldeterminante folgt sofort das infinitesimale Volumenelement

a(xh T, 1'3)

dV = dl‘l dl’g dIg = a(p o Z)

dpdepdz = pdpdedz . (1.148)

Dies ist in Abb. 1.55 veranschaulicht.
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3

Abbildung 1.55: Das infinitesimale Volumenelement in Zylinderkoordinaten.

Mit 7= (p cos ¢, p siny, z) berechnen sich die Skalenfaktoren und Einheitsvekto-
ren wie folgt:

a—’

a_T = (cosp, sing, 0), b,=1 = €, = (cosyp, sing, 0),

D

oF

a_r = (—psingp, pcosp, 0), b,=p = €, = (—siny, cosp, 0), (1.149)
¥

a—'

G_T - (0’071)7 b.=1 = gz:€3:<0a071)

2z

Man priift leicht nach, dass das durch {€,, €,, €.} aufgespannte Koordinatensystem eine
rechtshindige, krummlinig-orthonormale Basis bildet. Die Einheitsvektoren stehen
tangential zu den Koordinatenlinien, s. Abb. 1.56.
Das totale Differential berechnet sich geméf Gl. (1.136) mit den Skalenfaktoren aus
Gl (1.149) wie folgt:
drf=dpe, + pdpe, +dze, . (1.150)

Die Differentialoperatoren sind

1. Nabla-Operator: Aus den Glgen. (1.138) und (1.149) folgt

0 10 0

— 4, - — +€e, —. 1.151
8p+€@p8go+e e ( )

2. Divergenz: Aus den Glgen. (1.143) und (1.149) folgt

V=¢,

. 170 0 0
V-a = F 8—p(0ap)+%%+$(0az)
— 12( a>+l%+aaz
T 0o T e T ez
— %_{_%4.1%4_66& . (1.152)

dp p p Oy 0z
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OS]

v;m i
\J A%K\/

Abbildung 1.56: Die rechtshéndige, krummlinig-orthonormale Basis {€), €,, €.} steht tan-
gential zu den Koordinatenlinien.

3. Laplace-Operator: Aus den Glgen. (1.144) und (1.149) folgt

A = l 3 3 _|_1 82 + 62
" ol \Pop) T pagr o2
2 19 18 9
_ e, 29 L9 1.1
dp? " pOp " p? 0p? = (1.153)

4. Rotation: Aus den Glgen. (1.145) und (1.149) folgt

) | & el &
Vxi = p 5 bs s (1.154)
a, pPa, a,

1. 8@2_ day, . (‘9%_8@2 1., 8(pa<p)_8ap
" (&0 3Z>+e“"<3z 8p)+pez( dp Oy

_ g (L0 _Oas) o (09, D4z o (04, a, 104,
P \p oy 0z Y\ oz Op \Nodp p pop)

Als Anwendungsbeispiel fiir Berechnungen in Zylinderkoordinaten bestimmen wir zum
Abschluf3 dieses Abschnittes noch Ortsvektor, Geschwindigkeit und Beschleunigung
eines physikalischen Objektes in Zylinderkoordinaten. Zunéchst ist anhand von Abb.
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1.57 klar, dass der Ortsvektor lediglich eine Komponente in p— und eine Komponente in
z—Richtung, aber keine in ¢—Richtung hat,

F(t) = p(t) &,(t) + 2(t) €, . (1.155)

Hierbei ist zu beachten, dass €,(¢) als krummlinige Koordinate nicht ortsfest ist, sich
also im Laufe der Zeit d&ndern kann. Dagegen ist €, fiir alle Zeiten konstant, €, = 0.

1

Abbildung 1.57: Der Ortsvektor in Zylinderkoordinaten.

Die Zeitableitung des Ortsvektors ergibt die Geschwindigkeit,
T(t) = 7(t) = p(t) €,(t) + p(t) €,(t) + 2(t) €, . (1.156)

Wir miissen noch die zeitliche Anderung (;?p des Einheitsvektors €, bestimmen. Da die
drei Einheitsvektoren {€,, €,, €.} eine Orthonormalbasis bilden, muss ép durch diese drei
Einheitsvektoren ausdriickbar sein. Den entsprechenden Zusammenhang leitet man am
elegantesten mit Hilfe von Gl. (1.150) fiir das totale Differential her, welche wir durch dt
dividieren. Wir erhalten 47

7

Uza:p’ép+p¢€¢+é€z, (1.157)

wobei wir das Zeitargument der Einfachheit halber unterdriickt haben. Da alle Einheits-
vektoren orthonormal zueinander stehen, ergibt der Vergleich von Gl. (1.156) mit (1.157):

&, = e, . (1.158)

Ganz analog muss die Zeitableitung von €, durch die Einheitsvektoren {é,, €,, €.}
ausdriickbar sein. Jedoch gilt wegen Gl. (1.58) €,,-€, = 0, d.h. €, L €,, d.h. €, kann keine
Komponente in €,—Richtung besitzen:

Ep =08, +0&, ¢p-E=a, €& =0. (1.159)
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Aus der Orthonormalitdt der Basisvektoren leiten wir folgende Beziehungen ab:
d . .
€ =0 = a(e}-ép)zo = €, G+ ey, =0
= a=¢6,8=-CC=—¢, (1.160)

wobei wir die Glgen. (1.158) und (1.159) benutzt haben. Damit ist der Koeffizient o = —¢

bestimmt. Fiir den Koeffizienten S machen wir eine entsprechende Rechnung,
d . . .
€p-C=0 — &(Tp-eﬁz)zo — €y-€té, €. =¢€,-e,=0=0, (1.161)

wobei wir GL. (1.159) und €, = 0 benutzt haben. Setzen wir Glgen. (1.160) und (1.161)
in Gl (1.159) ein, so erhalten wir .
&, =—¢¢,. (1.162)

Nun sind wir in der Lage, auch die Beschleunigung als Zeitableitung von Gl. (1.157) zu
berechnen (wir unterdriicken wieder die Abhéngigkeit von der Zeit):

i = v="7
= P+ e+ PP, t+pPé,t+ppe, +iE,
= (F—pP*) e+ (pp+2pp)e,+2e., (1.163)
wobei wir die Glgen. (1.158) und (1.162) benutzt und die Terme geordnet haben.
Ebene Polarkoordinaten ergeben sich als Spezialfall der Zylinderkoordinaten fiir

z = %2 =% =0. Da die Bewegung stets in der (x,y)—Ebene stattfindet, ist g = 7 und wir
erhalten fiir den Ortsvektor

7(t) = r(t) é-(t), (1.164)
fiir die Geschwindigkeit
T=r€ +rpeé,, (1.165)
und fiir die Beschleunigung
a=F—re’) e+ 2ro+re)e,. (1.166)

1.5.4 Kugelkoordinaten

Kugelkoordinaten bzw. sphérische Koordinaten bzw. rdumliche Polarkoordinaten
sind zweckméfBig fiir kugelsymmetrische Probleme. Sie bestehen aus einer Radialkoordi-
nate r, die der Lange des Ortsvektors entspricht, einem Polarwinkel 9, der den Winkel
zwischen 77 und der x3—Achse beschreibt, 0 < ¥ < 7, und einem Azimutwinkel ¢,
der den Winkel zwischen der Projektion des Ortsvektors auf die (x1,z2)—Ebene und der
x1—Achse beschreibt, 0 < ¢ < 27, vgl. Abb. 1.58.

Die Transformationsformeln fiir die Abbildung (r, 9, ¢) — (x1, 22, x3) lauten

ry = rsind cosyp,
To = rsindsing, (1.167)
T3 = T costv.
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|

Abbildung 1.58: Kugelkoordinaten.

Abbildung 1.59: Koordinatenlinien in Kugelkoordinaten.

Die Koordinatenlinien sind in Abb. 1.59 dargestellt. Die r—Linien sind vom Ursprung
ausgehende radiale Strahlen. Die ¥¥—Linien sind Halbkreise mit Zentrum im Ursprung und
berandet durch die x3—Achse. Die p—Linien sind konzentrische Kreise um die x3—Achse

parallel zur (x, zo)—Ebene.
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Aus den Transformationsformeln (1.167) berechnen wir die Funktionaldeterminante

sind cosy 1 cosd cosy —r sind sing

8(1‘1,$2,$3) . . . .
————— = | sindsing rcosdsing rsiny cosy

o(r, v, ¢)

cos v —7r sin ¢ 0
— cosd| " cos cosp =T _SHM9 S| i 81'n19 cosp —r §1n19 sin
rcost sing 7 sind cosg sind siny 7 sind cos ¢

= cos? (r2 cos? ¢ cos®) sint) + 2 sin? ¢ cos ) sin 19)

+ rsinv (r sin? 9 cos®  + r sin® ) sin® gp)

= r?cos? ¥ sinv 4 r?sin® 0

= r?sind . (1.168)

Dies bedeutet, dass die Abbildung (7,9, @) +— (z1,x2,x3) bis auf die durch r = 0 und
¥ = 0, 7 definierte Untermannigfaltigkeit lokal umkehrbar ist.

Aus der Funktionaldeterminante folgt sofort das infinitesimale Volumenelement

(9(1‘1, T, l’3)

dV = dxl dl’z dﬂfg = a(r 9 Qo)

drd¥dy = r*dr sindddde . (1.169)

Als Anwendungsbeispiel berechnen wir das Volumen einer Kugel mit dem Radius R:
R 7r 2 R 1 3 4

V:/ drr2/ d"ﬁsinﬁ/ dg0:27r/ der/ dCOS?9227TR—2:—7TR3.
0 0 0 0 ~1 3 3

Mit 7 = r(sin ¥ cos g, sin ) sin ¢, cos?}) berechnen sich die Skalenfaktoren und Ein-
heitsvektoren wie folgt:

or

5 = (sind cos ¢, sin¥ sin g, cos ) , b, =1

= €, = (sin? cosp, sin?d sin g, cos?) ,
g—; = r(cosv cosyp, cos¥ sinp, —sind) , by =r

= €&y = (cosV cos, cosV sinp, —sind) , (1.170)
g—:: = r(—sin4d sinp, sin?d cos p,0) , b, = r sind

= €, = (—singp, cosyp, 0) .

Man priift leicht nach, dass das durch {é,, €y, €,} aufgespannte Koordinatensystem eine
rechtshindige, krummlinig-orthonormale Basis bildet. Die Einheitsvektoren stehen
tangential zu den Koordinatenlinien, s. Abb. 1.60.

Das totale Differential berechnet sich geméafi Gl. (1.136) mit den Skalenfaktoren aus

Gl (1.170) wie folgt:
drf =dreé, +rdiey +rsinddpe, . (1.171)
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Abbildung 1.60: Die rechtshéndige, krummlinig-orthonormale Basis {¢,, €y, €,} steht
tangential zu den Koordinatenlinien.

Die Differentialoperatoren sind
1. Nabla-Operator: Aus den Glgen. (1.138) und (1.170) folgt

. .9 10 19

—

=€, — +€y— _ . 1.172
v er8r+€ﬁr819+e¢rsin198g0 (1.172)
2. Divergenz: Aus den Glgen. (1.143) und (1.170) folgt
- 1 0,5 . 0 , 0
V-d = g |9y (r smz?ar)—l—(%] (r 81n19a19)—|—6¢ (ray)
1o, 1 0 . 1 Oa,
2 0r () + r sind 0Y (sin¥ay) + rsind Jp
oa, a, 1 Oay ay cot v 1 Oa,
= 2— 4 - . 1.1
or * r +7" oY r r sind Oy (1.173)

3. Laplace-Operator: Aus den Glgen. (1.144) und (1.170) folgt

A = o 2 7‘28111192 —1—2 sinﬁﬁ +3 ! i
~ r2sind | Or or 0 oY Op \sind dy

10 /(,0 1 9/, .0 1 22
- ﬁ@(r E)+r2sin19%<81n19%)+7"28in2198_g02
02 20 1 02 cott 0 1 0?
a2 rar T ReR T T2 90 rene 0

(1.174)
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4. Rotation: Aus den Glgen. (1.145) und (1.170) folgt

B 1 éa} ’f’gﬁ rsinai?@
Vxad = —— or X ) (1175)

résing a, ray rsinda,
= m {a {a% (rsinda,) — %(mﬁ)} +7é [?;Z - % (r sinﬁ%)}
L sindé, {%(mﬁ) _ %‘ﬂ }

r ko
. (10a,  a,cotd 1 Oday B 1 da, Oa, a,
- (7’ o * r r sin v 8g0>+619 (7’ sind dp  Or r

v og, (w1
“\ or r o rod)

1. [0 da,
+—é, E(T@ﬂ) -

Als Anwendungsbeispiel fiir Berechnungen in Kugelkoordinaten bestimmen wir zum
Abschluf} dieses Abschnittes noch Ortsvektor, Geschwindigkeit und Beschleunigung
eines physikalischen Objektes in Kugelkoordinaten. Zunéchst ist anhand von Gl. (1.170)
klar, dass der Ortsvektor lediglich eine Komponente in r—Richtung hat,

T(t) =r(t) e.(t) . (1.176)
Die Zeitableitung des Ortsvektors ergibt die Geschwindigkeit,

T(t) = 7(t) = 7 (t) €(t) + r(t) €.(t) . (1.177)

Andererseits gilt nach Gl. (1.171) fiir das totale Differential, dividiert durch dt

d .
6552 e +rivey+rsindpe, (1.178)

=

wobei wir das Zeitargument der Einfachheit halber unterdriickt haben. Der Vergleich von
GL (1.177) mit (1.178) ergibt

€ =08 +sind e, . (1.179)

Wegen der Orthogonalitéatsrelation (1.58) und der Vollstéandigkeit der Orthonormalbasis
{€., €y, €,} muss gelten:

€y = aé,+pe, (1.180)
€, = YEy+ie,. (1.181)
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Aus der Orthonormalitdt der Basisvektoren leiten wir ferner folgende Beziehungen ab:

Ey-8 =0 — B=¢y-6=—E-¢=-1, (1.182)
By =0 > a=2¢y 6, = -Cy=—, (1.183)
G C =0 < 0=6,-8 =—C,-6 =—sindyp, (1.184)

wobei wir die Glgen. (1.180) und (1.181) benutzt haben. Den noch unbekannten Koef-
fizienten a@ = —7 bestimmt man wie folgt. Offenbar ist die x3—Komponente von €, =

(—sin g, cos , 0) stets null. Dies gilt auch fiir é:p. Fiir dessen x3—Komponente erhalten
wir somit mit Gl. (1.181) die Beziehung

0=—a(—sind) —sind ¢ cos) — a = ¢ cost.
Die Glgen. (1.180) und (1.181) lauten also mit nun bestimmten Koeffizienten

€ = @pcos?é,—VE,, (1.185)
€, = —¢cost?E— @ sinve, . (1.186)

Nun sind wir in der Lage, auch die Beschleunigung als Zeitableitung von Gl. (1.178) zu
berechnen (wir unterdriicken wieder die Abhéngigkeit von der Zeit):

a = v=r1

= e e +r0E rUE ey

+ fsinﬁgbefp—i—rcosﬁf’gbe}#—rsinﬂgbép%—rsinﬁgbép
= fé}—i—?'“(ﬁég—kgb Sinﬂé’w)+7'"19€ﬁ+m§é;9+m9(gb 005195@—196})
+ rFsindge,+r cosz?ﬁgbe}—i—r sind g, —r sind ¢* (cos ¥ €y + sind &)

(f—rﬁQ —rgbz sin219> e,
+ (r1§+2f19—7‘gb2 sin cosq?) €y
+ (rgb sind + 27 ¢ sind + 2rd ¢ cosﬁ)é:p, (1.187)

wobei wir die Glgen. (1.179), (1.185) und (1.186) benutzt und die Terme geordnet haben.
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Wir kommen nun zum ersten wichtigen Thema der klassischen Mechanik: der Beschrei-
bung der Bewegung von Massenpunkten. Ein Massenpunkt ist hierbei ein physika-
lischer Korper der Masse m mit vernachléassigbarer Ausdehnung. “Vernachléssig-
bare Ausdehnung” bedeutet, dass sie fiir das betrachtete Problem irrelevant ist.

Beispiel: Die Ausdehnung der Erde beziiglich der Bahnbewegung der Erde um die
Sonne. Der Erdradius ist im Mittel Rg.qe =~ 6.371 km, wiahrend der mittlere Abstand der
Erde von der Sonne dag ~ 149.597.870 km = 1 AE (Astronomische Einheit) betrégt.
Es gilt also Rpgrge/dag =~ 4,26 - 107°, d.h. Rpqe < dag. Dieses Beispiel macht deutlich,
dass man sich bei einem gegebenen physikalischen Problem zunéchst Klarheit iiber die
Groflen- bzw. Skalenverhéltnisse verschaffen muss, damit man physikalische Korper als
Massenpunkte behandeln kann.

Die freie Bewegung von Massenpunkten bedeutet eine Bewegung ohne Zwangs-
bedingungen. Bewegungen, die Zwangsbedingungen unterliegen, werden wir im zweiten
Teil der Vorlesung (Mechanik II: Analytische Mechanik) ausfiihrlich behandeln.

2.1 Kinematik

2.1.1 Das Grundproblem der Kinematik

Die Kinematik besteht aus der Beschreibung der Bahnbewegung, ohne nach den Ursa-
chen fiir diese Bewegung zu fragen. Die typische Aufgabenstellung in der Kinematik
ist die folgende: gegeben sei die Beschleunigung d(t) eines Massenpunktes. Zu bestim-
men ist die daraus resultierende Raumkurve 7(t). Da die Beschleunigung die zweite
Ableitung von 7(t) nach der Zeit ist, @(t) = 7(t), besteht die Losung des Problems im
zweifachen Integrieren nach der Zeit:

— Gt = )+ / tdt’c‘i(t’), (2.1)

to

=  7(t) = 7(ty) + / tdt’ﬁ(t’)

to

= t) + /t: at’ [ﬁ(t0)+ /t: dt”ﬁ(t”)]

t t’
— F{te) + ko) (E—to) + | / at’ a(t") (2.2)
to to
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Hierbei treten zwei Integrationskonstanten auf, die Geschwindigkeit #(t) und der Ort
7(to) zum Anfangszeitpunkt ¢y der Integration. Eine eindeutige Losung des kinematischen
Problems erfordert die Kenntnis dieser beiden Integrationskonstanten. Im folgenden Ab-
schnitt werden wir die allgemeine Losung fiir einfache Bewegungsformen konstruieren, die
aus einer speziellen Wahl fiir die Beschleunigung resultieren.

2.1.2 Einfache Bewegungsformen

1. Geradlinig gleichférmige Bewegung:
In diesem Fall ist die Beschleunigung fiir alle Zeiten null, @(t) = 0 V ¢ und die
Geschwindigkeit ist fiir alle Zeiten konstant, 0(t) = U(ty) = vy V t. Gemés Gl. (2.2)
erhalten wir:
77(75) = 7?(250) + Uy (If — to) . (23)

Diese Bewegungsform ist in Abb. 2.1 graphisch veranschaulicht.

4 (5-1)

Abbildung 2.1: Die geradlinig gleichférmige Bewegung.

Geradlinig bedeutet, dass die Bewegung zu allen Zeiten auf einer Geraden stattfin-
det, die Bewegungsrichtung ~ vy also konstant bleibt. Gleichférmig bedeutet,
dass in gleichen Zeitintervallen gleiche Wegstrecken zuriickgelegt werden.

2. Geradlinig gleichmiflig beschleunigte Bewegung:
In diesem Fall ist die Beschleunigung fiir alle Zeiten konstant, d(t) = dy = const.
und entweder ist ¥(tg) = 0 oder 0(tg) = ag. Wir betrachten zunéchst v(ty) = 0;
der Fall v(ty) = ao wird bei der néachsten Bewegungsform diskutiert. Gemafl Glgen.
(2.1), (2.2) erhalten wir:

u(t) = do(t—to), (2.4)

7(t) = 7(to) +do [ dt'(t' —to)

wobel wir z = t' — ty als Integrationsvariable substituiert haben.
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a(t~t)/2

Abbildung 2.2: Die geradlinig gleichméfig beschleunigte Bewegung.

Diese Bewegungsform ist in Abb. 2.2 graphisch veranschaulicht.

Die Bewegung ist geradlinig, da sie auf einer Geraden stattfindet, die parallel zu
do ausgerichtet ist, die Bewegungsrichtung bleibt also konstant ~ aq. Gleichméaflig
bedeutet, dass die Beschleunigung dem Betrag nach konstant ist.

. Gleichméfig beschleunigte Bewegung:

Fiir diese Bewegungsform ist die Beschleunigung ebenfalls konstant, d(t) = ay
const., aber jetzt ist i.a. U(tg) = Uh # 0 und vy # ap. Aus den Glgen. (2.1), (2.2)
folgt:

G(t) = Ty+do(t—to), (2.6)
r(t) = F(t0>+?7o(t—to)+%Jo(t—to)2. (2.7)

Ganz offensichtlich resultiert die Trajektorie aus der Uberlagerung der beiden vor-
angegangenen Bewegungsformen der geradlinig gleichformigen, Gl. (2.3), in Rich-
tung der Anfangsgeschwindigkeit ¢y und der geradlinig gleichmé&flig beschleunigten,
Gl. (2.5), in Richtung der Beschleunigung d, vgl. Abb. 2.3.

_, 2
UO( tz_to)

UO( tl—to)

]

a(ty—t,)/2
ity t)

t,)

Abbildung 2.3: Die gleichméBig beschleunigte Bewegung.
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Die Trajektorie ist fiir 0y # ao gekriimmt. Fiir 09 — ag geht diese Kriimmung jedoch
gegen null und wir erhalten eine geradlinig gleichméfig beschleunigte Bewegung, der
eine geradlinig gleichférmige Bewegung (in der gleichen Richtung) iiberlagert ist.

. Kreisbewegung;:

Zur Beschreibung dieser Bewegungsform bieten sich ebene Polarkoordinaten an. Wir
nehmen an, dass der Radius des Kreises konstant bleibt, » = const., also 7 = 0. Dann

folgt aus den Glgen. (1.164), (1.165) und (1.166):

Ft) = réf(t), (2.8)
ut) = ro(t)e(t), (2.9)
dt) = —r Qa0 +r et ). (2.10)

Hier haben wir die Zeitabhéngigkeiten explizit ausgeschrieben. Die Zeitableitung
des Polarwinkels bezeichnet man als Winkelgeschwindigkeit,

w(t) = ¢(t) . (2.11)
Damit gilt fiir den Betrag der Geschwindigkeit:
v(t) =rw(t) . (2.12)

Die Radialkomponente der Beschleunigung ist identisch mit der im Zusammenhang
mit den natiirlichen Koordinaten eingefiihrten Zentripetalbeschleunigung,

ar(t) = —rw(t) . (2.13)

Das negative Vorzeichen besagt, dass sie zum Ursprung, also dem Kreismittelpunkt,
zeigt. Die Polarkomponente der Beschleunigung ist die sog. Tangentialbeschleu-
nigung,

ay(t) =rw(t) . (2.14)
Der Spezialfall der gleichférmigen Kreisbewegung ergibt sich fiir eine konstan-
te Winkelgeschwindigkeit, w = const., fiir den a, = 0, a, = —r w? = const. und

v =wr = const. folgt.

Man kann der Winkelgeschwindigkeit einen Vektor zuordnen, dessen Richtung die
Drehrichtung charakterisiert. Dies muss dann ein axialer Vektor sein. Die Zuord-
nung ist so definiert, dass der Vektor in Richtung der z—Achse zeigt, &(t) = w(t) €.,
wenn die Drehung im mathematisch positiven Sinn (Gegenuhrzeigersinn) verlduft.
Es gilt

u(t) =d(t) x 7(t) , (2.15)
vgl. Abb. 2.4.

Wir iiberpriifen, dass diese Gleichung korrekt ist:
U(t) =d(t) x7(t) =w(t)re, x e.(t) = w(t)reyt) ,

wobei wir €, x €,(t) = €,(t) benutzt haben, was aus Abb. 2.4 folgt. Die rechte Seite
dieser Gleichung ist aber unter Benutzung von Gl. (2.12) identisch mit Gl. (2.9),
woraus die Richtigkeit von Gl. (2.15) und damit die der Zuordnung der Richtung
von &(t) folgt.



2.2 Grundgesetze der Dynamik

Abbildung 2.4: Zur Definition der Richtung von &(t).

2.2 Grundgesetze der Dynamik

Die Dynamik fragt im Gegensatz zur Kinematik nach der Ursache fiir eine Bewegung.
Bei bekannter Ursache soll dann die Bahnkurve des Korpers berechnet werden.

Bevor wir mit der Diskussion der Grundgesetze der Dynamik beginnen, verschaffen wir
uns kurz Klarheit iiber die Struktur einer physikalischen Theorie. In jeder Theorie
gibt es Definitionen, die sich in Basisdefinitionen und Folgedefinitionen unterteilen.
Basisdefinitionen beziehen sich auf Begriffe, die keiner weiteren Erlauterung bediirfen,
z.B. der physikalische Ort eines Massenpunktes, beschrieben durch den Ortsvektor 7(t).
Folgedefinitionen beziehen sich auf Begriffe, die aus Basisdefinitionen abgeleitet wer-
den, z.B. die Geschwindigkeit eines Massenpunktes, die sich aus der Zeitableitung des
Ortsvektors ergibt, ¥(t) = 7(t).

In dhnlicher Weise unterteilt man die Satze einer physikalischen Theorie. Es gibt Axio-
me bzw. Prinzipien oder Postulate, die die Theorie begriinden und an deren Anfang
stehen. Diese sind mathematisch unbeweisbar. Fiir die Klassische Mechanik sind dies
die Newtonschen Axiome, die wir im néichsten Abschnitt vorstellen werden. Aus den
Axiomen leiten sich Theoreme ab, d.h. sie sind unter Zuhilfenahme der Axiome, also im
Rahmen der Klassischen Mechanik der Newtonschen Axiome, mathematisch beweisbar.

In der Physik entscheidet die Ubereinstimmung mit der Naturbeobachtung iiber die
Richtigkeit einer bestimmten Theorie. Die Klassische Mechanik hat sich fiir alle Na-
turphdnomene auf der Grofenskala der alltédglichen Erfahrung und z.T. auch dariiberhin-
aus auf groferen Skalen in diesem Sinne als richtig erwiesen. Dies begriindet ihre zentrale
Rolle im Kanon der Grundvorlesungen der Theoretischen Physik.
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2 Mechanik des freien Massenpunktes

2.2.1 Die Newtonschen Axiome

Die Newtonschen Axiome erfordern die Einfithrung der Begriffe Kraft und triager Masse,
also zweier Basisdefinitionen.

90

1. Kraft: Die Kraft entspricht der Anstrengung, die nétig ist, um den Bewegungs-

zustand eines Korpers zu dndern. Da die Bewegung eines Korpers iiblicherweise
in einer bestimmten Richtung erfolgt, und damit die Anderung eines Bewegungs-
zustands ebenfalls in einer gewissen Richtung stattfinden muss, ist die Kraft eine
vektorielle Grofie, F. Die Einheit der Kraft ist Newton, [F] = N.

Dass die Kraft mit der Anderung eines Bewegungszustands einhergeht, ist beilei-
be nicht so selbstverstédndlich wie es klingt. Newtons Zeitgenossen waren nédmlich
der Auffassung, dass die Kraft die Ursache fiir die Bewegung von Korpern ist.
Damit miifite selbst ein gleichformig bewegter Korper stindig einer Kraft ausge-
setzt sein, um seinen Bewegungszustand zu erhalten. Umgekehrt wiirde ein beweg-
ter Korper, auf den keine Kraft ausgeiibt wird, irgendwann zur Ruhe kommen. Dies
entsprach der géngigen Meinung von Newtons Zeitgenossen, weil sie offenbar mit Be-
obachtungstatsachen zu begriinden ist, z.B. dass eine Kutsche von Pferden gezogen
werden muss, um eine konstante Reisegeschwindigkeit zu halten und irgendwann
zum Stillstand kommt, wenn sie nicht mehr gezogen wird. Dies ist natiirlich ein
Trugschluss, denn die Kutsche hort aufgrund von Reibungskriften auf zu rollen
und muss gezogen werden, um diese Reibungskrifte auszugleichen. In der Tat ist
es gerade die Einwirkung der Reibungskrifte, die den Bewegungszustand einer
rollenden, nicht von Pferden gezogenen Kutsche &ndert, ganz im Sinne der obigen
Definition der Kraft.

. Trige Masse: Die trige Masse ist der Widerstand eines Korpers gegen Ande-

rungen seines Bewegungszustands. Da dieser Widerstand i.a. unabhéingig von der
Richtung der Anderung des Bewegungszustands ist, ist die triige Masse eine skalare
Grofle, m;. Sie ist reell und positiv definit, m; € R, m; > 0. Die Einheit der
Masse ist Kilogramm, [m,] = kg.

Offenbar miissen wir fiir verschiedene Korper unterschiedliche Kraftanstrengungen
aufbringen, um sie in einen Zustand der Bewegung zu versetzen, selbst wenn sie die
gleiche Grofle, d.h. das gleiche Volumen, besitzen, z.B. ein Stiick Eisen im Vergleich
zu einem Stiick Holz gleicher Grofle. Diese Korper unterscheiden sich in ihrer tragen
Masse, die trage Masse ist also eine Materialeigenschaft.

Aus diesen Basisdefinitionen leiten sich folgende Folgedefinitionen ab:

1. Kriftefreier Korper: Ein kraftefreier Korper ist ein Korper, auf den keine dufle-

ren Krifte wirken.

Dies ist im Grunde eine Modellvorstellung, die niemals exakt zu realisieren ist, da
man einen solchen Koérper vollstéindig von seiner Umgebung und deren Einfliissen
isolieren miifite. Nach gegenwirtigem Kenntnisstand der Naturkréfte ist dies nicht
moglich.



2.2 Grundgesetze der Dynamik

2. Inertialsystem: Ein Inertialsystem ist ein Koordinatensystem, in dem ein kréfte-
freier Korper im Zustand der Ruhe oder der geradlinig gleichférmigen Bewegung
verharrt.

Dies bedeutet, dass der Kérper nicht beschleunigt wird, d(t) =0 V t.

3. Impuls: Der Impuls ist das Produkt aus trager Masse und Geschwindigkeit eines
Korpers,
pP=mU. (2.16)
Wie die Geschwindigkeit ist er eine vektorielle Grofie. Als Produkt einer Basisgrofe
(m) und einer abgeleiteten Grofie (¢ = 7) ist er ebenfalls eine abgeleitete Grofle.
Dadurch dass der Impuls sowohl zur Geschwindigkeit wie auch zur tragen Masse ei-
nes Korpers proportional ist, charakterisiert er einerseits dessen Bewegungszustand
und andererseits auch dessen Widerstand gegen Anderungen dieses Bewegungszu-
standes.

Nach diesen Definitionen sind wir nun in der Lage, die Newtonschen Axiome anzu-
geben:
1. Newtonsches Axiom (Galileisches Trigheitsgesetz):

Jeder Korper verharrt im Zustand der Ruhe oder der gleichférmigen Be-
wegung, wenn er nicht durch duflere Krifte gezwungen wird, seinen Bewe-
gungszustand zu dndern.

Unter Zuhilfenahme des Begriffs des kréftefreien Korpers 1a8t sich das 1. Newtonsche
Axiom auch als Definition des Inertialsystems verstehen, s. oben.
2. Newtonsches Axiom (Bewegungsgesetz):

In einem Inertialsystem ist die Anderung des Impulses gleich der Kraft, die
diese Anderung hervorruft,

ﬁ:ﬁ:%(mtﬁ : (2.17)
Bemerkungen:
(i) Aus der Produktregel folgt
F=nut+mit=m0+ma. (2.18)
Falls m; = const., so ist m; = 0 und
F=ma. (2.19)

Dies ist die dynamische Grundgleichung der klassischen Mechanik. Es
ist aber stets zu bedenken, dass sie ausschliefllich fiir Koérper gilt, deren tréage
Masse zeitlich konstant ist.

Bei ndherer Betrachtung ist dies fiir alle Fortbewegungsmittel, die Treibstoff ver-
brauchen, den sie selbst mitfithren, wie z.B. Autos, Flugzeuge, Raketen etc. nicht
der Fall, nicht einmal fiir Radfahrer, Laufer oder FuBligénger. Fiir alle diese Fille
gilt (in der Regel, d.h. bis zum néchsten Auftanken) r; < 0, also m; # const..
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(ii) Die dynamische Grundgleichung (2.19) la8t sich nach der Beschleunigung auflosen,

—

- ., F
r=ad=—.
my
Damit bestimmt das Verhiltnis von Kraft zu triager Masse die Trajektorie 7(t),
denn diese kann man im Prinzip durch zweimaliges Integrieren nach der Zeit (und
Angabe von zwei Integrationskonstanten) aus der Beschleunigung berechnen, wie

in Abschnitt 2.1.1 ausfiihrlich diskutiert.

(iii) Mit Hilfe des 2. Newtonschen Axioms 14t sich die Kraft als Folgedefinition
auffassen, die aus der trigen Masse (einer Basisgrofie) und der Beschleunigung
(eine aus der Basisgrofie Ort abgeleitete Grofie) abgeleitet wird. Newton als Ein-
heit der Kraft kann dann durch die Einheiten von tréager Masse, Linge und Zeit
ausgedriickt werden:

[F]=N= [mttg] — kg o

g2

. Newtonsches Axiom (Reaktionsprinzip, actio = reactio):

Gegeben seien zwei Korper. Sei ﬁlz die Kraft, die der zweite Korper auf
den ersten ausiibt, und Fy, die Kraft, die der erste auf den zweiten ausiibt.
Dann gilt: . .

Fi, = —F5, . (2.20)
Beispiel: Eine Kugel, die auf einer Tischplatte liegt, {ibt auf die Platte eine Kraft aus.
Umgekehrt {ibt die Tischplatte eine Kraft auf die Kugel aus, vgl. Abb. 2.5.

Y FZ]

Abbildung 2.5: Beispiel fiir das 3. Newtonsche Axiom.

Mit Hilfe des 3. Newtonschen Axioms l&t sich eine Mef3vorschrift fiir die tréage

Masse definieren. Fiir zwei Massenpunkte mit den tragen Massen m;; und m, o, die

aufeinander Kréfte ausiiben, aber ansonsten keiner anderen Kraft ausgesetzt sind, gilt
mea a2

)

Mp1 G = —Mioly == M1 0] = M2 0y < m— = 0 (221)
£2 1
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Beschleunigungen sind gut mefibare Groflen; man benétigt lediglich Zeit- und Orts-
messungen, um sie festzulegen, aber braucht die Kréfte, die die Beschleunigungen
verursachen, nicht zu kennen. Das Verhéltnis der Beschleunigungen und damit auch
das Verhéltnis der trigen Massen ist damit unabhéngig von den wirkenden Kréften.
Dies macht noch einmal deutlich, dass die triage Masse eine Materialeigenschaft ist.

Durch die Einfiihrung eines Mlassennormals, d.h. einer Testmasse, deren Wert wir frei
festlegen konnen, kann man alle anderen Massen durch Vergleich mit dieser Testmasse
bestimmen. Die Testmasse habe den Wert 1 kg. Damit werden alle anderen Massen in
Einheiten von kg festgelegt, z.B. nach Gl. (2.21) fiir m,; = 1 kg als Testmasse:

ay
My = — kg .
a2
Die Mafizahl ay/ay der Masse m; > muss nun noch durch ein geeignetes Experiment,
welches das Verhéltnis der Beschleunigungen festlegt, bestimmt werden.

4. Newtonsches Axiom (Superpositionsprinzip):

Wirken auf einen Korper mehrere Krifte Fi, ..., F,, so addieren sich diese
wie Vektoren,

ﬁ:ﬁé}. (2.22)

2.2.2 Krifte

Krifte sind i.a. nicht iiberall in Raum und Zeit konstant, sondern variieren mit 7 und t.
Sie sind also im mathematischen Sinn Kraftfelder. Sie kénnen dariiberhinaus auch von
der Geschwindigkeit 7 abhéngen; eine Abhéngigkeit von der Beschleunigung 7 ist aber in
der Regel auszuschlielen, '

F=F(F7t).
Beispiele:

1. Gewichtskraft, Schwerkraft:

—

F.o=m,q. (2.23)

Hierbei ist m, die sog. schwere Masse und ¢ die Erdbeschleunigung. In einem
kartesischen Koordinatensystem, in dem die z—Achse senkrecht zur Erdoberfliche
steht, ist § = (0,0, —g), wobei g = 9,81 m/s* der (mittlere) Wert der Beschleunigung
an der Erdoberfliche ist. Die Einheit der schweren Masse ist dieselbe wie die der
triagen Masse, [mg| = kg.

Das sog. Gewicht, welches man im Alltagsgebrauch gerne in kg angibt, ist streng ge-
nommen keine Masse, sondern eine Kraft, ndmlich die Gewichtskraft bzw. Schwer-
kraft (2.23), die auf eine Masse an der Erdoberféiche einwirkt. Eine schwere Masse
ms = 1 kg erfihrt aufgrund dieser Gewichtskraft die Beschleunigung von 9,81 m/s?.
Die Gewichtskraft bzw. Schwerkraft betrigt also eigentlich 9,81 N, und nicht 1 kg
(was schon aufgrund der Einheit keine Kraft sein kann).
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Was ist die Relation zwischen schwerer Masse und trager Masse? Die Beschleunigung
a, die ein Korper der tragen Masse m; im Schwerefeld der Erde erfahrt, ist aufgrund
des 2. Newtonschen Axioms und Gl. (2.23) mit seiner schweren Masse verkniipft:

mS mS
F = mja=F,=ms,9g=const. — a=—g=const. — — = const.
my my
= Mg~ My .

Trige Masse und schwere Masse sind also zumindest zueinander proportional. Aber
was ist der Wert der Proportionalitédtskonstanten? Diese Frage beantwortet das sog.
Einsteinsche Aquivalenzprinzip. Es besagt, dass die beiden folgende Situationen
hinsichtlich des Meflergebnisses prinzipiell ununterscheidbar sind:

(i) Eine Person fiihrt in einem fensterlosen Raumschiff, welches sich mit Beschleu-
nigung @ = (0,0,a) durch den kréftefreien Raum bewegt, eine Messung der
tragen Masse m; eines Korpers durch.

(ii) Eine Person fiihrt in einem fensterlosen und bis auf die Schwerkraft kréiftefreien
Raum auf der Erdoberfliche eine Messung der schweren Masse m, desselben
Korpers durch.

Dies ist in Abb. 2.6 noch einmal bildlich dargestellt. Da beide Personen keinen
Bezugspunkt auflerhalb des Raumes haben, mit dessen Hilfe sie entscheiden kénnten,
ob sie sich im Raumschiff oder auf der Erde befinden, ist die Schlufifolgerung aus
der Messung der beiden Massen

ms=my =m. (2.24)

=Y

g

Abbildung 2.6: Zum Einsteinschen Aquivalenzprinzip.

2. Zentralkrifte:

—

F(F,7t) = f(F, 7, t) €, . (2.25)

Die Kraft wirkt immer radial vom Ursprung weg (f > 0) bzw. zum Ursprung hin

(f <0).
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Beispiele:
(i) Gravitationskraft, die von einer Masse M im Koordinatenursprung auf eine
Masse m am Ort 7 ausgeiibt wird, vgl. Abb. 2.7,

)= — M

(2.26)

r

Abbildung 2.7: Zu der von der Masse M auf die Masse m ausgeiibten Gravitationskraft.

Die Konstante v ~ 6,674 - 107" N(m/kg)? heift Newtonsche Gravitati-
onskonstante.

(ii)) Coulombkraft, die von einer Ladung @) im Koordinatenursprung auf eine
Ladung ¢ am Ort 7 ausgeiibt wird,
1 q@
Fr) = drey 12

Die Konstante ¢y ~ 8,854-107'2 As/Vm ist die sog. Dielektrizititskonstante
des Vakuums.

(2.27)

3. Lorentzkraft, die ein Teilchen der Ladung ¢ in einem elektromagnetischen Feld
erfahrt,

—

F=yq [E(f; t)+ 7 x B(7,1)] . (2.28)

Hierbei ist ¢ die Teilchengeschwindigkeit, E die elektrische Feldstirke und B die
magnetische Induktion. Die Lorentzkraft ist i.a. eine geschwindigkeitsabhingige
Kraft.

4. Reibungskrifte, die der Geschwindigkeit eines sich bewegenden Korpers entge-
genwirken und ihn zur Ruhe bringen mdochten:
Fr=—a()7, al)>0. (2.29)
Man unterscheidet
(i) Stokessche Reibung: o(v) = a = const..
(i) Newtonsche Reibung: a(v) = fv, [ = const..
Auch Reibungskrifte sind, wie die Lorentzkraft, geschwindigkeitsabhingig.
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2.2.3 Inertialsysteme, Galilei-Transformation 7.12.2009

Die Verschiebung oder Drehung eines Koordinatensystems hat keinen Einfluss auf die
Bahnbewegung eines Korpers. Man wahlt giinstigerweise dasjenige Koordinatensystem,
in dem die Berechnung der Bahnbewegung besonders einfach wird.

Die Frage ist, was mit der Beschreibung der Bahnbewegung passiert, wenn wir von
einem Koordinatensystem ¥ in ein Koordinatensystem Y’ transformieren, das sich relativ
zu ¥ mit konstanter Geschwindigkeit bewegt, vgl. Abb. 2.8. Der Einfachheit halber
wéhlen wir kartesische Koordinaten.

m

Abbildung 2.8: Galilei-Transformation.

Zum Zeitpunkt £ = 0 mogen die Urspriinge der beiden Koordinatensysteme iiberein-
stimmen. Da sich der Ursprung von ¥’ in ¥ mit konstanter Geschwindigkeit vy = const.
bewegt, gilt

—

Folt) = Tot = To(t) =7(t) = Ty = const. = @lt) = to(t) = Fo(t) = 6 = 0.
Offenbar gilt dann
Ft) = 7'(t)+ () , (2.30)
Tt =7t) = F'{t)+it)=0'(t) + 0, (2.31)
at)y=r(t) = 7'(t)+ro(t) =a'(t). (2.32)
Damit gilt aber auch
F=md=ma' =F", (2.33)

d.h. die Krifte, die in ¥ und in ¥’ auf die Masse m wirken, sind identisch. Insbesondere
ist ein kraftefreier Korper in X, F=ma= 0, auch ein kraftefreier Korper in Y,
F'=ma’ = 0. Mit anderen Worten, falls ¥ ein Inertialsystem ist, so ist auch ¥’ ein
Inertialsystem und umgekehrt.
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2.2 Grundgesetze der Dynamik

Offenbar ist >’ genau dann ein Inertialsystem, wenn Y ein Inertialsystem ist und wenn
To(t) = U t, mit ¥y = const.. Da 9, beliebig ist, gibt es unendlich viele Inertialsysteme.
Die Transformation (2.30) — (2.32), welche ein Inertialsystem in ein anderes transformiert,
heifit Galilei-Transformation. Dabei nimmt man an, dass es eine absolute Zeit gibt,
die sich bei der Transformation nicht dndert,

t=t".
Diese Annahme wird spéter in der speziellen Relativitéitstheorie widerlegt werden; anstelle

der Galilei-Transformation tritt die Lorentz-Transformation.

2.2.4 Rotierende Bezugssysteme, Scheinkriafte

Aus dem letzten Abschnitt ist klar, dass ein relativ zu einem Inertialsystem rotierendes
Koordinatensystem kein Inertialsystem darstellt, da hier #y(t) # const. ist. Die Gleichun-
gen (2.31) und (2.32) werden ersetzt durch

u(t) = v'(t)+ 170.(?5) + ;0"(?5)15 :
) = @)+ 20t + it t £ () .

U
+
Damit ist ein im System X kréftefreier Korper nicht mehr kriftefrei im System Y/,

F'(t)

S|

=a=0=20,0t)+vo(t)t+a'(t) =a'(t) = —20(t) — p(t) t £ 0,
d.h., er erfahrt in ¥’ eine Beschleunigung @’ () # 0, auch wenn er in ¥ beschleunigungsfrei
ist.

Wir machen uns dies anhand eines Beispiels klar. Wir betrachten ein Inertialsystem
>: und ein relativ dazu mit konstanter Winkelgeschwindigkeit w = const. rotierendes
Nicht-Inertialsystem ', vgl. Abb. 2.9.

2 2
A

1’

/ =
of 1

Abbildung 2.9: Das Inertialsystem ¥ und das relativ dazu rotierende Nicht-Inertialsystem
Y.
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Die beiden Koordinatensysteme mogen denselben Ursprung und dieselben 3—Achsen
haben, €3 = €;. Die Rotationsachse sei die z—Achse, d.h. die (1’,2')—Achsen von ¥’
rotieren in der (1,2)—Ebene mit konstanter Winkelgeschwindigkeit. Zum Zeitpunkt ¢t = 0
sollen die (1’,2")—Achsen gerade mit den (1,2)—Achsen identisch sein. Es ist vorteilhaft,
fiir die weitere Betrachtung Zylinderkoordinaten zu benutzen. Dann gilt

p=r,
e = ¢ +wt, (2.34)
z = 2.

Die Beschleunigung in Zylinderkoordinaten ist durch Gl. (1.163) gegeben, woraus wir fiir
die Komponenten der Kraft im System ¥ erhalten

F, = ma,=m(p—p¢?) , (2.35)
Fo = ma,=m(pd+2p¢), (2.36)
F. = ma,=m?Z. (2.37)

Im System > erhalten wir dagegen mit den Beziehungen (2.34)

F) = may=m (i —p ¢*) =m[p—p(¢—w)’]

= (- p ) mpwRp—w) = Fytmpw (2§ +w) . (239)
F, = maz=m(p' @ +20¢)=mpd+2p(p—w)],

= F,—2mpuw, (2.39)
F! = ma.,=mZi =mz=F,. (2.40)

Fiir einen in ¥ kréftefreien Korper gilt F, = F, = F, = 0, aber in ¥’ gilt dann fiir
denselben Korper

_ : 2

F) = 2mpw¢ +mpw”, (2.41)
/ .

F, = —2mpw, (2.42)

F' = 0. (2.43)

Der Korper ist nicht mehr kréftefrei in ', welches damit offensichtlich kein Inertialsystem
mehr ist. Auf den Korper wirken sog. Scheinkrifte. Die beiden wichtigsten davon sind

1. die Zentrifugalkraft, entsprechend dem zweiten Term in Gl. (2.41). Falls die Masse
m in ¥ ruht, so dass ¢/ = 0, dann ist F, , = m pw?. Diese Kraftkomponente, die
vom Ursprung weg in radialer Richtung wirkt, spiirt man beispielsweise im Auto bei
der Fahrt durch eine Kurve. Im System >’ des Autos scheint die Zentrifugalkraft
den Fahrer nach auflen zu driicken. Dies ist eine Scheinkraft, da die Ursache der
Beschleunigung eigentlich das Bestreben des Fahrers ist, in seinem urspriinglichen
Bewegungszustand (geradlinige Bewegung) zu verharren. In einer Raumstation kann
man mit Hilfe der Zentrifugalkraft eine kiinstliche Schwerkraftwirkung erzeugen.

2. die Corioliskraft (2.42). Diese Kraftkomponente bewirkt, dass ein Stein, den man
von einem Turm auf der (rotierenden) Erde fallen 148t, nicht senkrecht nach unten
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fallt. Zunéchst wiirde man vermuten, dass der Auftreffpunkt gegeniiber dem Start-
punkt entgegen der Erdrotation (also westlich) versetzt erscheint, weil sich die Erde
wihrend der Fallbewegung ein Stiickchen weitergedreht hat. Dies ist zwar richtig,
aber der Stein hat beim Loslassen auch eine nichtverschwindende Geschwindigkeits-
komponente in Richtung der Erdrotation und diese ist auf der Turmspitze grofler
als am Fufl des Turms. Dies kehrt den Effekt um und sorgt fiir eine Ablenkung in
Richtung der Erdrotation (also 6stlich).

2.2.5 Beliebig beschleunigte Bezugssysteme

Wir betrachten ein Inertialsystem ¥ = {&, €, €3} und ein sich relativ dazu belie-
big bewegendes System >’ = {é/, ;, €;}. Diese Relativbewegung setzt sich aus einer
Translation des Urprungs und einer Rotation der Koordinatenachsen zusammen, vgl.

Abb. 2.10.
m

1 I’

Abbildung 2.10: Das Inertialsystem ¥ und das sich relativ dazu beliebig bewegende Nicht-
Inertialsystem X'

Wir betrachten einen beliebigen Vektor A’ im System Y,

3

"/_§ : ! =1
A= a; €; ,

=1

und berechnen seine Zeitableitung, aber vom System > aus gesehen, in dem sich ¥’ relativ
zu Y bewegt,
3
de/
—/ !/ 1
K Z 0
=1

Der erste Term beschreibt die zeitliche Anderung von A’ von ¥’ aus gesehen, denn dort
sind die €/ als kartesische Einheitsvektoren konstant und nur die Komponenten (Koordi-
naten) des Vektors dndern sich,

> da;
=2 dt
b

i=1

dA’
dt

(2.44)

by

(2.45)
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Welche Bedeutung aber hat der zweite Term in Gl. (2.44)? Falls A’ = const. in ¥ , SO Wére
der erste Term in GI. (2.44) null und der zweite Term gleich der gesamten Anderung von A’
pro Zeiteinheit d¢ von ¥ aus gesehen. Diese resultiert nun allein aus der Rotation von ¥’
relativ zu X, denn eine Translation dndert nichts an den Einheitsvektoren €/ des Systems
> (Vektoren lassen sich stets beliebig verschieben). Die Anderung von A’ aufgrund der
Rotation 148t sich mit Hilfe des Vektors & der Winkelgeschwindigkeit ausdriicken. Dazu
betrachten wir Abb. 2.11.

Abbildung 2.11: Die Rotation des Systems Y’ erzeugt von ¥ aus betrachtet eine Anderung
des Vektors A’.

Offenbar ist dA’ 1 A’ und dA’ L &. Ferner ist der Betrag d4’ = A’ sin o (wdt). Diese
Tatsachen lassen sich als

dA’ = (@ x A")dt
ausdriicken, bzw. nach Division durch dt,

dA’

5 —OIx A" (2.46)

Rotation

Fassen wir beide Resultate (2.45) und (2.46) zusammen, so erhalten wir fir Gl. (2.44) das
Endresultat
dA’
dt

_dAr
o dt

—

+Ix A, (2.47)
E/

—

Dies gilt fiir beliebige Vektoren, also auch fiir den Ortsvektor 7' = 77— 7{:

dr
dt

drp

. dt

dr’

g dt

7
= 4axr. (2.48)
b de b3
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Nochmaliges Ableiten nach der Zeit, relativ vom System X aus gesehen, ergibt

dzr d?r d (dF’ 4G x _,,)
— - = = = G xT
dZ|, T A2 |, A\ dt |y -
d2r’ —|—ﬁ><d7?/ +d¢f5 ><ﬁ’+_’><d7?/
= W — T4
dez |, dt |y, dt s dt |
Lt IO IR ] B
= w —_-— T w W W r
de? |, dt |y df |y dt |y
a2 a7 da
= +2d x + —| x7'+dx (@ xr) (2.49)
|, dt |y | dt |y

Im folgenden bezeichnen wir zur Vereinfachung der Notation die Zeitableitung vom System
3} aus betrachtet wieder mit einem Punkt {iber der abzuleitenden Gréfle. Die Zeitableitung
vom System Y.’ aus betrachtet schreiben wir allerdings voll aus. Dann folgt aus Gl. (2.49)
nach Multiplikation mit m und Umstellen der Terme fiir die Kraft im System >

) 47!

— d2’]?/ —
=F—mry—2md X
0 dt

F'=

=m— —mE X (@ xF)—mdx7,  (2.50)

E/

E/

wobei wir F' = m 7 benutzt haben. Der zweite Term auf der rechten Seite ist die Rela-
tivbeschleunigung der beiden Koordinatensysteme. Der dritte Term ist die Corioliskraft
und der vierte die Zentrifugalkraft.

2.3 Einfache Probleme der Dynamik

2.3.1 Das Grundproblem der Dynamik

Das Grundproblem der Dynamik besteht in der Berechnung der Raumkurve eines Korpers
mit Hilfe des 2. Newtonschen Axioms (2.17) bzw. der dynamischen Grundgleichung (2.19),

F=ma=mv=mr. (2.51)

Nach Division durch m sieht dieses Problem formal genauso aus wie das Grundproblem
der Kinematik: finde 7(¢) aus der Gleichung 7 = @ = F/m fiir gegebenes @ bzw. F /m.
Man mag jetzt vermuten, dass die Losung dhnlich einfach zu erhalten sein wird wie dort,
namlich durch zweimaliges Integrieren nach der Zeit. Dies trifft zu, wenn a bzw. F lediglich
eine Funktion der Zeit ist, @ = a(t) bzw. F = F(t). Beispiele dafiir sind der freie Fall,
der senkrechte Wurf oder der schrige Wurf, jeweils ohne Luftreibung. Diese Fille wurden
ausgiebig in den Ubungsaufgaben behandelt.

La. aber ist die Kraft nicht nur eine Funktion der Zeit, sondern auch des Ortes und
gefs. der Geschwindigkeit, F=F (7,7, t). In diesem Fall handelt es sich bei der dynami-
schen Grundgleichung (2.51) um eine Differentialgleichung fiir die Funktion 7(¢), die
es zu l6sen gilt. Um zu sehen, wie dies vonstatten geht, machen wir als néchstes einen
mathematischen Einschub.
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2.3.2 Lineare Differentialgleichungen

Wir bezeichnen die n—te Ableitung der Funktion x(t) nach ¢ mit

d™z(t)
M) (1) = : 2.52
() = < (252)
Definition: Eine Beziehung

f(z™, =i t) =0, (2.53)

die ¢, x, sowie alle Ableitungen von z(t) nach ¢ bis zur maximal n—ten Ordnung mitein-
ander verkniipft, heiit Differentialgleichung n—ter Ordnung fiir die Funktion z(t).

Beispiele:
1. Die Newtonsche Bewegungsgleichung in einer Raumdimension,
f@ z,x,t) =mi— F(z,2,t) =0,
ist eine Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir die Funktion ().
2. Die Newtonsche Bewegungsgleichung in drei Raumdimensionen,
mi — F(F,7t) = 0,
<~ mi; — Fj(xy, 29, 23,21, 31, 23,t) = 0, i=1,2,3,

stellt ein gekoppeltes System von drei Differentialgleichungen zweiter Ordnung
fiir die Funktionen x4 (t), xo(t), x3(t) dar.

Die allgemeine Losung einer Differentialgleichung n—ter Ordnung ist von der Gestalt

I(t|’71772a"'77n)7

d.h. sie hingt von dem Satz n unabhingiger Parameter vy, s, ..., 7, ab. Jeder vorge-
gebene Satz spezifiziert eine spezielle Losung der Differentialgleichung. Die Parameter
7; konnen iiber die Anfangswerte x(tg), @(to), ..., 2"V (ty) festgelegt werden.

Definition: Eine lineare Differentialgleichung ist eine Differentialgleichung, in der
die Ableitungen #()(¢) hochstens in erster (linearer) Ordnung auftreten,

>_ai(t)2D(0) = B(t) . (2.54)

Falls 5(t) = 0, so liegt eine homogene lineare Differentialgleichung vor, falls 5(¢) # 0, so
heifit sie inhomogen.

Fiir homogene lineare Differentialgleichungen gilt das Superpositionsprinzip: Seien
x1(t), z2(t) zwei Losungen einer homogenen linearen Differentialgleichung. Dann ist auch

C1 Il(t> + Co .Tg(t)

mit beliebigen Koeffizienten ¢, ¢y eine Losung.

102



2.3 Einfache Probleme der Dynamik

Losungen 1 (t), x2(t), ..., x,(t) einer Differentialgleichung heiflen linear unabhéngig,

falls die Gleichung
Z Oéj l’j (t) =0
j=1

nur fir oy = ap = ... = o, = 0 erfiillt wird.

Sei m die maximale Zahl linear unabhingiger Losungsfunktionen. Die allgemeine
Losung einer homogenen linearen Differentialgleichung n—ter Ordnung kann man als Li-
nearkombination dieser m linear unabhéngigen Losungsfunktionen schreiben,

2(t] 7, %2, ) = D aya(t) (2.55)
j=1

Dies zeigt man am besten durch einen Widerspruchsbeweis: Wir nehmen an, dass dies
nicht mdéglich wére. Das bedeutet dann aber, dass die linke Seite von den anderen Losun-
gen linear unabhéngig ist, weil man sie nicht als Linearkombination der linear unabhéngi-
gen Losungen schreiben kann. Dann wiederum ist m nicht die maximale Zahl linear un-
abhéngiger Losungen, was aber ein Widerspruch ist, q.e.d..

Auf der rechten Seite der Gl. (2.55) treten m Parameter «; auf, auf der linken dagegen
n Parameter «;. Die Zahl m der Parameter «; darf nicht kleiner als n sein, also m > n,
denn die allgemeine Losung z(t | 71, 72,. .., 7») benotigt mindestens n Parameter.
Andererseits muss auch m < n gelten, denn sonst hinge z(¢ | v1, 72, ..., ) von mehr
als n Parametern ab. Beide Bedingungen lassen sich nur fiir m = n erfiillen,

2(t] 7, %2, ) = D aga(t) (2.56)
j=1

Die allgemeine Losung einer homogenen linearen Differentialgleichung n—ter Ordnung
143t sich als Linearkombination von n linear unabhéngigen Losungsfunktionen darstellen.
Fiir eine Differentialgleichung n—ter Ordnung existieren maximal n linear unabhéngige
Losungsfunktionen. Es besteht ein eindeutiger Zusammenhang zwischen den o; und den

’}/j, z.B. Oéj = ")/]
Die Losung einer inhomogenen linearen Differentialgleichung besteht aus einer
Superposition der allgemeinen Losung (¢ | 71, 72, ..., 7,) der homogenen Differenti-

algleichung und einer speziellen Losung zy(t) der inhomogenen Differentialgleichung,

T(t ]y, v2 o Ya) = (] 1, 720+, ) + T0(2) - (2.57)

2.3.3 Bewegung im homogenen Schwerefeld mit Reibung

Als erstes Anwendungsbeispiel fiir das Losen von Differentialgleichungen betrachten wir
den freien Fall unter dem Einfluss von Luftreibung. Wir setzen hierzu die geschwindigkeits-
abhéngige Reibungskraft (2.29) zusammen mit der Schwerkraft (2.23) in die dynamische
Grundgleichung (2.51) ein,

— mr+ao(f)7 = mg. (2.58)
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2 Mechanik des freien Massenpunktes

Hier haben wir @ = 7 geschrieben, um die Abhéngigkeit von den Zeitableitungen von 7
deutlich zu machen. Offenbar handelt es sich um eine inhomogene Differentialglei-
chung zweiter Ordnung fiir die Funktion 7(¢).

Fiir Newtonsche Reibung, «(|r]) = 3 |r], ist diese Differentialgleichung nichtlinear,
denn es tritt eine transzendente Funktion der ersten Ableitung 7 auf, |7_‘] = Vr-7
die dartiberhinaus noch mit 7 multipliziert wird. Wir beschrénken uns daher auf den Fall
Stokesscher Reibung, a(|7]) = a = const.. In diesem Fall handelt es sich um eine

inhomogene lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir die Funktion 7(t),
mr4+ar=mg. (2.59)

Die allgemeine Losung setzt sich geméf Gl. (2.57) aus der allgemeinen Lésung der homo-
genen linearen Differentialgleichung und einer speziellen Losung der inhomogenen Diffe-
rentialgleichung zusammen.

Losen wir also zunéchst die homogene Differentialgleichung

mii+ai;=0, i=1,273. (2.60)

Offenbar ist die Losung eine Funktion, fiir die bis auf das Vorzeichen und Vorfaktoren
die zweite Ableitung nach der Zeit gleich der ersten Ableitung nach der Zeit ist. Eine
Funktion, die sich beim Ableiten stets selbst reproduziert, ist bekannterweise die Expo-
nentialfunktion. Wir machen daher den Lésungsansatz

=" = =7y = & =+%e". (2.61)

Einsetzen in Gl. (2.60) ergibt
my*e’ +ayet =(my+a)ye =0 = 1 =0, 7= _% .

Die beiden (es gibt nur zwei!) linear unabhingigen Losungen der homogenen Differen-
tialgleichung (2.60) sind also

sty =1, aP() =et/m, (2.62)
Die allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung ist dann

.Z',Sa) (t) _ agl) + CLEZ) 6—at/m 7 (263)
mit beliebigen Koeffizienten agl), agz). Diese ist in Abb. 2.12 skizziert.

Nun miissen wir noch eine spezielle Lésung der inhomogenen Differentialgleichung kon-
struieren. Die Inhomogenitét tritt aber nur in der x3—Komponente auf, da § = (0,0, —g)
ist,

mis+als=—mg. (2.64)
Wir erhalten eine spezielle Losung aus folgender Uberlegung. Die Schwerkraft erhoht die
Geschwindigkeit des Korpers so lange, bis die damit ebenfalls anwachsende Reibungskraft
der Schwerkraft das Gleichgewicht hélt,

Frs+ Fo3=0 <= Fps=—ail) =mg=—F,3. (2.65)
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2.3 Einfache Probleme der Dynamik

Abbildung 2.12: Die allgemeine Losung der homogenen linearen Differentialgleichung
(2.60).

Dann ist der Korper kréftefrei, m :iés) = 0. Die Zeitableitung der speziellen Losung ergibt

sich aus der Bedingung (2.65) fiir das Kréftegleichgewicht,

Dies ist die Grenzgeschwindigkeit eines Korpers fiir den freien Fall mit Luftreibung.
Einmaliges Integrieren nach der Zeit von 0 bis ¢ ergibt

s m
:L‘g)(t) = —Egt . (2.66)

Die Anfangsbedingung dieser speziellen Losung kénnen wir ohne weiteres zu xgs)(O) =0
wiéhlen, denn wir werden die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichun
ohnehin an die Anfangsbedingungen anpassen miissen. Dazu dienen die Parameter agl
und aEQ) der allgemeinen Losung (2.63) der homogenen Differentialgleichung,.
Gemaf Gl. (2.57) ergibt sich nun die allgemeine Lésung der inhomogenen linearen
Differentialgleichung (2.59) aus der Addition von (2.63) und (2.66),
wi(t) = a4 ol emot/m

Y

wt) = o+ ol eotim
ry(t) = af) +aleem - Tgr (267
Fiir die Geschwindigkeiten gilt
ult) =it = ——aelm,
vo(t) = do(t) = _% a§2) emat/m
n(t) =ds(t) = —rafem =D (2.68)
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2 Mechanik des freien Massenpunktes

Diese zeigen das korrekte asymptotische Verhalten, némlich vy 5(¢) — 0 (¢ — oo) und

v3(t) = —mg/a = x'gs) (t — 00), die oben diskutierte Grenzgeschwindigkeit fiir den freien

Fall.

Wir passen nun die sechs Parameter agl), a§2), 1 = 1,2,3, an die Anfangsbedingungen
fiir ein spezielles Problem an, z.B. den freien Fall aus der Hohe h mit verschwindender
Anfangsgeschwindigkeit, #(0) = (0,0, h), 7(0) = 0. Eingesetzt in die Glgen. (2.67) und
(2.68) ergibt dies

0 a®ig® oo _ %0
al + al ) m 1
0o g® 9o _ 9,0
a? + a2 Y m 0/2 9
hea®ig®  go_2,@_m
as” +as”, m as o q
Daraus folgt
W_ @ _ m_ @ M P _m
ap’ =a =ay  =ay =0, a3’ =h+—g, a5 =——g
Q o
Wir erhalten also die Losung
21(t) =0, vi(t) =0,
l‘g(t) =0 ) UQ(t) =0,

m m —at/m m —at/m
xg(t):h—i-gg[g(l—e t/ )—t], vg(t):gg(e t/ —1),

Die z—Komponente der Geschwindigkeit ist in Abb. 2.13 als Funktion der Zeit dargestellt.

v,(t)

-mg/Of---—--— T

0 t

Abbildung 2.13: Die z—Komponente der Geschwindigkeit fiir den freien Fall.

Die Fallzeit tp ergibt sich aus der Bedingung
z(te) =0 =h+ 2 g [ D (1= emote/m) — gy
a’la

Dies ist eine transzendente Gleichung fiir ¢z, die Losung ist also nicht analytisch angebbar.
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2.3 Einfache Probleme der Dynamik

2.3.4 Das Fadenpendel

Wir betrachten die Bewegung einer Masse m, welche an einem masselosen Faden der
Lange ¢ befestigt ist, vgl. Abb. 2.14. Die Masse bewegt sich ganz offensichtlich auf einem
Kreisbogen mit Radius ¢. Es bietet sich daher an, fiir die Diskussion dieses Problems
ebene Polarkoordinaten zu verwenden.

Abbildung 2.14: Das Fadenpendel.

Welche Kafte wirken auf m?

1. Schwerkraft:
Fs=mg=F.+F,=F.¢ +F,ée, (2.69)

Aus Abb. 2.14 ergibt sich

F,=mgcosyp, F,=—-mgsing. (2.70)

2. Fadenspannung: Fp. Sie sorgt dafiir, dass der Faden stets gespannt bleibt, aber
nicht reiffit. Dies zwingt die Masse m auf einen Kreisbogen mit konstantem Radius

r=~{=const., = r=7=0. (2.71)

Es handelt sich hierbei um eine Zwangsbedingung, die Fadenspannung ist eine
sog. Zwangskraft.
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2 Mechanik des freien Massenpunktes

Die dynamische Grundgleichung lautet in ebenen Polarkoordinaten
mr=m[(F —r¢?) &+ (rp+27¢) &) =F =F,+Fp=(F,—Fr)&+F,&,. (2.72)
In Komponenten und unter Ausnutzung der Zwangsbedingung (2.71) ergibt sich

—mlyp? = F,—Fp=mgcosp— Fp,
mlyp = F,=—mgsing. (2.73)

Die erste dieser Gleichungen legt die Zwangskraft fest,
Fr=mgcosp+ml@*. (2.74)

Hierbei ist der erste Term auf der rechten Seite die radiale Komponente der Ge-

wichtskraft und der zweite die durch die Drehbewegung der Masse entstehende Zentri-

fugalkraft. Beide Krifte werden von der Fadenspannung kompensiert, so dass die Lange

¢ des Fadens konstant bleibt, d.h. keine Bewegung in radialer Richtung stattfindet, 7 = 0.
Die zu l6sende Bewegungsgleichung ist die zweite Gl. (2.73),

¢+%sm¢:o. (2.75)
Dies ist eine nichtlineare Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir die Funktion ¢(t),
also den Winkel der Auslenkung aus der Ruhelage. Diese Differentialgleichung vereinfacht
sich in der Ndherung kleiner Pendelausschléige. Dann kénnen wir ndmlich sin ¢ durch
den ersten Term seiner Reihenentwicklung ersetzen,

: 1 1
smgngp—§¢3+§gp5—... ~ o+ 0(p%) .
Mit der Definition
w? = % (2.76)
ergibt sich
p+uwie=0. (2.77)
Dies ist eine homogene lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung.
Wegen ¢ = —w? ¢ muss ¢(t) eine Funktion sein, die sich bis auf das Vorzeichen und

den Vorfaktor w? bei zweimaligem Ableiten nach der Zeit selbst reproduziert. Es sind
aber gerade die trigonometrischen Funktionen, die diese Eigenschaft besitzen. Wir
machen daher den Losungsansatz

©1(t) = sin(wt) , pa(t) = cos(wt) . (2.78)

Man bezeichnet die trigonometrischen Funktionen auch als harmonische Funktionen
und diesen Losungsansatz als harmonische Schwingung. Die Nédherung kleiner Pendel-
ausschlige nennt sich auch harmonische Niherung. In der Tat 16st der Ansatz (2.78)
die Differentialgleichung (2.77),

¢ =w cos(wt) , P =—w sin(wt) ,

¢ = —w?sin(wt) = —w?@; , By = —w? cos(wt) = —w? py .
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2.3 Einfache Probleme der Dynamik

Ferner sind sin(wt) und cos(wt) linear unabhéngige Losungen (man kann nicht die eine
Funktion als Linearkombination der anderen ausdriicken). Daher lautet die allgemeine
Losung der Differentialgleichung (2.77)

@(t) = A sin(wt) + B cos(wt) , (2.79)

mit Konstanten A, B, die durch die Anfangsbedingung fiir ¢ (¢) und ¢(t) festgelegt werden,
also durch ¢(0) und ¢(0):
>(0
0(0)=B, ¢$(0)=Aw <= A:M. (2.80)
w
Die Schwingungsdauer T errechnet sich aus der Bedingung wT = 27, d.h. wenn
sin(wt) und cos(wt) eine volle Periode durchlaufen haben,

T=2"=9m = (2.81)

Dies ist die Zeit, die vergeht, wenn das Pendel einmal hin, zuriick, durch die Nullage, in
die entgegengesetzte Richtung und wieder zuriick geschwungen ist. Die Schwingungs-
frequenz ist das Inverse der Schwingungsdauer,

= —=—=_—,/Z. 2.82
S A s e VY (282)
Aygr—
0
Ay
-0/®w0 t
Abbildung 2.15: Die phasenverschobene harmonische Schwingung.
Mit den Definitionen
A A2— A2 B
Ag=VA2+ B2, cosd=-——, sind=+v1—cos2d =" — —
Ag AO AO
konnen wir eine alternative Form der allgemeinen Losung angeben,
o(t) = Ap[cosd sin(wt) 4 sind cos(wt)]
= Ap sin(wt +9) . (2.83)
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2 Mechanik des freien Massenpunktes

Die Uberlagerung zweier harmonischer Schwingungen ist eine harmonische Schwingung
mit derselben Schwingungsfrequenz, aber mit einer Phasenverschiebung ¢, vgl. Abb.
2.15.

2.3.5 Komplexe Zahlen

Bewegungsgleichungen, die harmonische Schwingungen beschreiben, lassen sich sehr
einfach mit Hilfe von komplexen Zahlen l6sen. Dazu fithren wir zunéchst das Konzept
der sog. imagindren Zahlen ein.

Imagindre Zahlen

Quadratische Gleichungen vom Typ 22 — 32 = 0, 8 € R, lassen sich sehr einfach 16sen:
x = +3. Was aber passiert, wenn man das Vorzeichen von 3? umdreht? Wie kann man
eine Gleichung vom Typ 2% + 3% = 0, 8 € R lésen? Es gibt sicherlich keine Losung
im Raum der reellen Zahlen, da man die Wurzel aus einer negativen Zahl ziehen miifite,
2?2 = —32 < 0. Man kann sie aber dennoch lésen, wenn man den reellen Zahlenraum zum
Raum der komplexen Zahlen erweitert.

Definition: Eine Zahl o heifit imaginire Zahl, falls a? < 0.

Definition: Die Einheit i der imaginéiren Zahlen erfiillt die Gleichung 2 = —1, d.h.

i=+v—1. (2.84)

Diese Gleichung ist symbolisch zu verstehen, denn eigentlich kann man keine Wurzel aus
einer negativen Zahl ziehen.
Mit Hilfe der Einheit der imagindren Zahlen 148t sich jede imagindre Zahl wie folgt
schreiben:
a=1y, yeR.

Beispiel: a2 = -4 =32 -4 = o =+y/—4=+i-2, d.h. y = £2.
Bemerkung:
PP=i-it=—i, i*t=¢-*=(-1)>%*=1. (2.85)

Komplexe Zahlen

Definition: Eine komplexe Zahl 2 ist die Summe aus einer reellen Zahl und einer
imagindren Zahl,
z=x+iy, r,y€eR. (2.86)

Man bezeichnet z als den Realteil von z und y als den Imaginéarteil von z,
r=Rez, y=Imz. (2.87)
Fiir die Zahl z = 0 verschwindet sowohl der Realteil wie auch der Imaginarteil,

2=0 <<= =0 ANy=0.
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Definition: Die zu z komplex konjugierte Zahl ist
=x—iy. (2.88)

Offenbar gilt

1 1
Rez:x:§(2+z*), Imz:y:T(z—z*). (2.89)
i

Definition: Der Absolutbetrag einer komplexen Zahl ist

2] = Va2 +y? = \/(Rez)2 + (Im2)*. (2.90)

Wir bezeichnen die Menge der komplexen Zahlen mit C. Die Menge der reellen
(imaginéren) Zahlen bilden eine Untermenge der komplexen Zahlen, ndmlich die mit ver-
schwindendem Imaginérteil (Realteil),

RcC , R={z€C,Imz=0},
IcC , I={2€C,Rez=0},

Rechenregeln
Seien z = x + iy, 21 = o1 + iy, und 29 = x5 + iy, komplexe Zahlen.

1. Addition:
le:ZQZIl:th‘i‘i(ylj:yg) .

2. Multiplikation:

212y = (v +iy) (T2 +192)
= 11T +1T1Y2 + 122y + i? Y1Y2
= 1Ty — Y1Y2 + 1 (T1Y2 + T2y1)

Das Produkt verschwindet, wenn eine der beiden komplexen Zahlen null ist,
2129=0 <= 2z21=0V 2,=0.
Spezialfall:

2=y i~y tay) =2+ = |2 =V,

3. Division: V 29 # 0 gilt

A _zmz _ (tiy)(@ —iyy) izt iy | Ty + Doy
2 27 x5+ Y3 v3 + yi v3+ys
Beispiel:
1 —1 —1
iodi(—1)  —a?
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Komplexe Zahlenebene

Man kann Real- und Imaginérteil einer komplexen Zahl als Komponenten eines zweidi-
mensionalen Vektors auffassen,

z=z+iy = (z,y) .

Die Basisvektoren sind
1=(1,0), i=(0,1).

Diese spannen die sog. komplexe Zahlenebene auf, vgl. Abb. 2.16.

Imz

—Y

Abbildung 2.16: Die Darstellung einer komplexen Zahl in der komplexen Zahlenebene.

Der Basisvektor (1,0) zeigt in Richtung der reellen Achse, der Basisvektor (0,1) in
Richtung der imaginidren Achse. Die komplex konjugierte Zahl z* ergibt sich aus z
durch Spiegelung an der reellen Achse.

Aus der Darstellung von komplexen Zahlen in der komplexen Ebene ergibt sich auch
deren Polardarstellung;:

r=reosp, r=lzl=V2*+y?,

. 2.91
y=rsing, gOZarg(z):arctang. (2.91)
x
Daraus folgt
z = r(cosep+ising),
2 = r(cosp—isiny). (2.92)

Es sei noch auf eine Zweideutigkeit in der Polardarstellung (2.91) hingewiesen. Wir erhal-
ten zwar stets tan ¢ durch Division von y durch x, aber es erhebt sich die Frage, welchem
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tan @

/

S

/

0 /2 T 3m/2 2=&

Abbildung 2.17: Der Tangens.

Wert von ¢ dies entspricht. Fiir tang = y/x € (—00,00) gibt es stets zwei Werte von

¢ € [0,2x], vgl. Abb. 2.17.

Dies liegt daran, dass tang = y/x = (—y)/(—x), so dass neben ¢ auch ¢ + 7 den
gleichen Wert fiir tan ¢ liefert. Die Losung besteht darin, den Wert fiir ¢ zu wéhlen, der

in Gl. (2.92) eingesetzt die richtigen Werte fiir = und y liefert.

Exponentialdarstellung von komplexen Zahlen

Die Reihenentwicklung der Exponentialfunktion lautet

p 9]
2 CL’S n

z @ _ .
e —1—|—:1:—|—2!+3!+...—Z .

Die Reihenentwicklungen der trigonometrischen Funktionen lauten

) ZZ'S .flf5 o0 . x?n—i—l

sinz = $_§+a+-..:§<—l) ZEE
72 Z[A 0 . r2n

cosx = 1—54—]—1-...:”2:0(—1) on)l

(2.93)

(2.94)

(2.95)
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Daraus leitet man die Eulersche Formel ab:

[e.9] n

o -nqj
e o= ) i
n=0
0 2n o0 2n+1
_ on L T
7;@ 2n)! +7;Z 2n+ 1)
e 1,271 > :L,2n+1
= ()" —+iy (1)
S o S
= cosz+isinw. (2.96)

Offenbar gilt

Ree™ =cosz, Ime™ =sinz, || =V cos?x +sin®z=1. (2.97)
Spezielle Werte: e =4 ™ =—1, /2 =i,

Aufgrund von Gl. (2.92) und der Eulerschen Formel (2.96) kann man komplexe Zahlen
auch als
z=re¥ =|z]e¥ (2.98)

darstellen. Dies ist die sog. Exponentialdarstellung einer komplexen Zahl z. Man be-
zeichnet ¢ = arg(z) auch als Phase einer komplexen Zahl und €# als komplexen Pha-
senfaktor. Wegen cos(—¢) = cos ¢ und sin(—¢) = —sin ¢ gilt

2 =|z]e™ (2.99)

vel. GL. (2.92).
Die Umkehrformeln zur Eulerschen Formel lauten mit den Glgen. (2.89) und (2.97)

cosp =L (o) sing = L (o) 2100

N | —

Die Periodizitat der trigonometrischen Funktionen iibertrigt sich aufgrund der Eu-
lerschen Formel auch auf den komplexen Phasenfaktor:

¥ = cos(2mn) +isin(2mn) =1+i-0=1, n=0, £1, £2,.... (2.101)
Daraus folgt, dass komplexe Zahlen periodisch in ¢ sind mit der Periode 27,
2= |z| €% = |z| €% 2™ = |z| eilPHI™) (2.102)
Rechenregeln fiir die Exponentialdarstellung
1. Multiplikation:

2 = 2129 = |21] |29 eilvrites) — || R |2| = |z1||22] , p=arg(z) =1+ 2.
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2. Division:

Zzﬁzﬂei(go1—tp2)z|z|eiip — |Z|:@ © =P — P2.
2 |2 ||

3. Potenzieren:

z=20 = || ™ = 2] = |z]=|a|", o=ng: .

4. Radizieren (“Wurzelziehen”):

2= /5 = |21 een = |2 e = |z] = |a|V", p=p1/n.

5. Komplexer Logarithmus:
Inz =In[|2]e"@™] = In|z| + In "™ = In |2| + i (¢ + 27n) .

Fiir n = 0 erhalten wir den sog. Hauptwert, fiir n = +1, +2,... die sog. Neben-
werte.

Beispiel: Mit '™ = —1ist z = —5 = 5¢™, also In(—5) = In5 + i (2n + 1)7.

2.3.6 Der lineare harmonische Ozillator

Der lineare harmonische Oszillator ist das wichtigste Modellsystem der Theoretischen
Physik. Er wird uns immer wieder begegnen. Seine angenehmste Eigenschaft ist, dass
seine Bewegungsgleichung exakt l6sbar ist. Diese lautet

itwirz=0. (2.103)

Hierbei ist wy die sog. Eigenfrequenz des Oszillators.
Im folgenden sind drei Beispiele genannt, deren Bewegungsgleichung der des linearen
harmonischen Oszillators entsprechen.

1. Die Bewegungsgleichung fiir das Fadenpendel in der Ndherung kleiner Aus-
schlidge ¢ = z. Die Eigenfrequenz ist wg = /g/I.

2. Eine Masse zwischen zwei Federn mit Federkonstanten k/2, vgl. Abb. 2.18.

Die Riickstellkraft der beiden Federn ist jeweils durch das sog. Hookesche Ge-

setz gegeben,

Fy = —ga: . (2.104)

Es besagt, dass die Feder bei einer Auslenkung x der Masse m eine Kraft ausiibt, die
dem Betrag |z| der Auslenkung proportional und ihr entgegengesetzt ist. Betrachten
wir dies einmal im Detail: fiir positive Auslenkungen x > 0 der Masse m wird die
rechte Feder komprimiert und versucht, die Masse wieder in die Ausgangslage,
x = 0, zu driicken. Dies erklédrt das negative Vorzeichen von Fy. Fiir x > 0 wird
auflerdem die linke Feder gedehnt und versucht daher, die Masse wieder in die
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k/2 m k/2

0

Abbildung 2.18: Eine Masse zwischen zwei Federn.

>X

Ausgangslage zu ziehen. Dies ergibt das gleiche Kraftgesetz fiir beide Federn. Fiir
x < 0 wird zwar die linke Feder komprimiert und die rechte gedehnt, aber die Kréfte
sind wieder jeweils durch Gl. (2.104) gegeben, wie man sich leicht klar macht. Die
Gesamtkraft, die auf die Masse wirkt, ist daher in allen Féllen ' = 2 Fy = —kx
und die Bewegungsgleichung lautet

mi=F=—-kr < mi+kr=0.
Division durch m ergibt Gl. (2.103), mit wy = \/k/m.

Ein elektrischer Schwingkreis wird durch das in Abb. 2.19 dargestellte Schaltbild
symbolisiert.

I

Abbildung 2.19: Ein elektrischer Schwingkreis.

Hierbei steht L fiir die Induktivitit einer Spule und C' fiir die Kapazitit eines
Kondensators. Der Strom [ in diesem Schwingkreis erfiillt die Bewegungsglei-
chung .

LI+ - I1=0.
Division durch L ergibt mit x = I und wy = 1/ VLC wiederum die Bewegungsglei-
chung (2.103) des harmonischen Oszillators.



2.3 Einfache Probleme der Dynamik

Wir wollen nun die Bewegungsgleichung (2.103) des harmonischen Oszillators mit Hilfe
der komplexen Zahlen 16sen. Wir wissen natiirlich schon, dass die allgemeine Losung
die Gestalt (2.79) oder (2.83) haben wird. Wir machen den Lésungsansatz

r(t) =e* = i(t)=ae™, i(t)=a%e™. (2.105)

Eingesetzt in die Bewegungsgleichung (2.103) ergibt

(@ +w))e” =0 &= o’=-w <= a=+tiw.

Es gibt also zwei linear unabhingige L6sungen der Form

Ty (t) = et

Die allgemeine Losung der homogenen linearen Differentialgleichung (2.103) lautet
dementsprechend ' .
z(t) = AL ™' + A_ et (2.106)

Man muss an dieser Stelle beachten, dass z(t) € R, aber dass e*“o! € C. Mit Hilfe der

Eulerschen Formel (2.96) fiihrt dies zu einer zusitzlichen Bedingung fiir die Konstanten
Ay und A_:
x(t) = (AL + A_) cos(wot) + (AL — A_) sin(wpt) .

Um z(t) reell zu machen, miissen wir also fordern, dass A, = A_. Dann hat die allgemeine
Losung aber nur einen freien Parameter anstatt zwei, wie es fiir eine Differentialgleichung
zweiter Ordnung sein muss. Der korrekte Ansatz ist, auch die Konstanten A, als komplex
anzusehen. A priori gibt es dann vier unabhéngige Parameter, von denen man zwei mittels
der Bedingung, dass z(t) € R, eliminieren kann:

x(t) = (A + A) cos(wot) +i(Ay — A_) sin(wpt)
= [(ReA; +ReA_) cos(wot) — (Im Ay —Im A_) sin(wpt)]
+ i[(ImA; +Im A_) cos(wot) + (Re Ay — Re A_) sin(wot)] .

Da die Sinus und Cosinus linear unabhingig sind, verschwindet der Imaginérteil dieses
Ausdrucks nur, wenn

ImA, =—-ImA_ AN ReA, =ReA_. (2.107)

Dies bedeutet, dass
A=A A=A .

Mit den Bedingungen (2.107) erhalten wir als Losung
x(t) = 2Re Ay cos(wpt) +2Im A_ sin(wpt) .

Mit den Definitionen B = 2Re A, A = 2ImA_, w = wp, ¢ = x haben wir also die
wohlbekannte allgemeine Losung (2.79) reproduziert:

x(t) = A sin(wpt) + B cos(wot) . (2.108)
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Die Konstanten A, B werden durch die Anfangsbedingungen fiir z(¢) und @(¢) festgelegt.
Dazu berechnen wir noch

E(t) = wo [A cos(wot) — B sin(wpt)] . (2.109)
Damit gilt z(0) = o = B und #(0) = vy = Awy, d.h. A = vy/wy. Wir erhalten also

z(t) = xy cos(wot) + ) sin(wot) . (2.110)
Wo
Beispiele:

1. z(0) = zo, ©(0) = vg = 0. Der Oszillator wird also anfinglich aus der Ruhelage

ausgelenkt, aber nicht zusétzlich angestofien, sondern einfach nur losgelassen. Die
spezielle Losung fiir diese Anfangsbedingungen lautet geméfi Gl. (2.110)

x(t) = xo cos(wpt) .

2. 2(0) =0, #(0) = vy. Der Oszillator wird also anfénglich nicht ausgelenkt, sondern
nur angestoflen. Die spezielle Losung fiir diese Anfangsbedingungen lautet geméfl

GL (2.110)
_ %
x(t) = o sin(wot) .
2.3.7 Linearer harmonischer Oszillator mit Dampfung

Jedes reale System, welches der Bewegungsgleichung des harmonischen Oszillators ge-
niigt, wird aufgrund von Reibungskréften zur Ruhe kommen. Mit Stokesscher Reibung
lautet die Bewegungsgleichung

mi+at+kr=0. (2.111)

Dies 1483t sich fiir das im letzten Abschnitt diskutierte mechanische System der zwischen
zwei Federn eingespannten Masse realisieren, indem man die Masse in ein Bad mit einer
viskosen Fliissigkeit eintaucht, vgl. Abb. 2.20.

Der elektrische Schwingkreis kann ebenfalls geddmpft werden, indem man einen elek-
trischen Widerstand einfiigt, vgl. Abb. 2.21. Die Bewegungsgleichung lautet dann

. |
Li+RI+S51=0. (2.112)

Wir wollen im folgenden Gleichungen vom Typ (2.111) oder (2.112) 16sen. Wir dividie-
ren Gl (2.111) durch m,
i+28i+wiz=0, (2.113)

mit 8 = a/(2m) und wi = k/m. Dies ist wiederum eine homogene lineare Differen-
tialgleichung fiir die Funktion z(t). Ein vielversprechender Lésungsansatz ist wieder
die Exponentialfunktion,

z(t) =eM = @(t) = e, i(t) = A2eM. (2.114)
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k2 m k2

0 ~ X

Abbildung 2.20: Eine zwischen zwei Federn eingespannte Masse, deren Bewegung durch
eine viskose Fliissigkeit gedampft wird.

I

Abbildung 2.21: Der gedampfte elektrische Schwingkreis.

Eingesetzt in Gl. (2.113) ergibt die Bedingung
M E2BA+wWi=0.
Diese quadratische Gleichung hat die Losungen

A =—B+4/B2—uw?. (2.115)

Die beiden linear unabhéngigen Lésungen sind

ri(t) = e
und die allgemeine Lésung der Differentialgleichung (2.113) lautet
w(t) =AM 4 A Mt (2.116)

Zur Diskussion der Losung unterscheiden wir drei Félle.
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1. Schwache Dampfung (Schwingfall): 3 < wy.

120

In diesem Fall ist das Argument der Wurzel in Gl. (2.115) negativ, d.h. mit Hilfe
der imagindren Einheit gilt

A=-B+iyJwi—p=-B+iw, (2.117)

mit der gegeniiber wy verringerten Eigenfrequenz w = /w2 — 32 < wy. Eingesetzt
in die allgemeine Losung (2.116) erhalten wir

z(t) =e P (AL e + A_e ™) . (2.118)

Der Term in Klammern ist von der Form identisch mit der allgemeinen Losung
(2.106) eines ungedampften harmonischen Oszillators, allerdings mit der Eigen-
frequenz w < wy. Der Vorfaktor e % sorgt dafiir, dass die Amplitude der Schwingung
mit der Zeit exponentiell abklingt. Mit den gleichen Uberlegungen wie im vorange-
gangenen Abschnitt bringen wir den Imaginérteil von Gl. (2.118) zum Verschwinden
und erhalten die rein reelle Lésung

z(t) = e P'[A sin(wt) + B cos(wt)] , (2.119)
mit A=2ImA_, B=2ReA,.

Die Konstanten lassen sich an die Anfangsbedingungen anpassen. Da
i(t) = —eP'[(AB + Bw) sin(wt) — (Aw — B B) cos(wt)]

erhalten wir

H0)=20= B, do=vy— Aw—Bf — A= t0%0
w
Wir erhalten damit aus Gl. (2.119)
z(t) = e P |zy cos(wt) + wt o sin(wt)| . (2.120)

Dies geht fiir verschwindende Reibung, § = 0, in Gl. (2.110) tiber.
Die Losung (2.119) 148t sich auch wieder in Form einer phasenverschobenen Sinus-
schwingung schreiben, vgl. Gl. (2.83),

z(t) = Ag e P! sin(wt + 6) = A(t) sin(wt + ) , (2.121)

mit Ag = VA2 + B2, A(t) = Ape P und cosd = A/Ay. In dieser Form ist die

exponentiell abklingende Amplitude der Schwingung besonders offensichtlich. Die

Form der Losung (2.121) ist in Abb. 2.22 graphisch dargestellt.

Fiir die Periode der Schwingung gilt
pot__m

y———-
w ,/w%-ﬁz Wo

d.h. die Dadmpfung verldngert die Schwingungsdauer.
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2.3 Einfache Probleme der Dynamik

Abbildung 2.22: Die Losung des geddmpften harmonischen Oszillators fiir den
Schwingfall.

2. Kritische Ddmpfung (aperiodischer Grenzfall): 8 = wy.

In diesem Fall ist w = /w3 — 32 = 0. Der Losungsansatz (2.114) liefert nur eine
spezielle Losung,
z(t) =e Pt

Wir benotigen aber eine zweite, linear unabhéngige Losung. Wir erweitern daher
den Losungsansatz wie folgt:

z(t) = o
p(t) = ¢

i(t) =

BS)
—~
~
S—
|
™
BS)
—~
~
S—
ml
©
o~
|
=
S.
~—~
~
SN—
|
=
AS)
YamnS
~
=
ml
@
Sty

Einsetzen in die Bewegungsgleichung liefert

B(t) = 2B@(t) + B2 p(t) + 28 [p(t) — Be(t)] +wyet) = 0
= @)+ (wg— B elt) = 0.

Fiir den aperiodischen Grenzfall ist der zweite Term auf der linken Seite null, also
gilt
) =0 = ¢(t) =const. =ay = ¢(t) =a;+ast.

Damit lautet die allgemeine Losung in diesem Fall
z(t) = (a; +agt) e . (2.122)

Es findet keine Schwingung mehr statt. Dennoch héngt der Losungsverlauf stark
von den Anfangsbedingungen ab. Wir bestimmen die Konstanten a;, as aus den
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Anfangsbedingungen:
z(0) = z9=ay,
(0) = v=as—fag=ay—Pfrg = ay=vg+ Pxg.

Dies ergibt
z(t) = [zo+ (vo + Bag)t] e . (2.123)

Wir betrachten eine gegebene Anfangsauslenkung xy > 0. Die Anfangsgeschwindig-
keit mag null sein, vy = 0, oder aber auch von null verschieden sein. Im letzteren
Fall kann sie in Richtung der Auslenkung zeigen, vy > 0, oder auch ihr entgegen-
gesetzt, also in Richtung der Ruhelage zeigen, vy < 0. Solange vy > —f xg, ist
x(t) >0 V¢ > 0. Falls jedoch vy < —f 29 < 0, so gibt es einen Nulldurchgang bei
der Zeit ty = xo/(Jvg] — B xp). Dies bedeutet, dass man den Oszillator stark genug
in Richtung der Ruhelage angestossen hat, so dass er in der Lage ist, durch die Ru-
helage durchzuschwingen, bevor er ihr sich wieder von der anderen Seite annéhert.
Die beiden verschiedenen Losungstypen sind in Abb. 2.23 veranschaulicht.

x(t)

01 1

0 t

Abbildung 2.23: Die Losung des geddmpften harmonischen Oszillators fiir den aperiodi-
schen Grenzfall.

3. Starke Dampfung (Kriechfall): 8 > wy.
Wir definieren v = /2 — w? < 8 und schreiben GIl. (2.115) als

)\i = —ﬁ + Y-
Offenbar gilt A < Ay < 0 und AL € R. Die allgemeine Losung lautet, vgl. Gl
(2.116),
a(t)=e (AL + A_e ) . (2.124)
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Die Geschwindigkeit ist dann
#(t) = e [As (<B4 7)€"+ A_ (=B =) e ] .

Die Konstanten A, sind nun rein reell und kénnen wieder mit Hilfe der Anfangsbe-
dingungen bestimmt werden:

z(0)=xg=A, + A_ 1 o+ By
f(O)EUOZ—A#ﬁ—V)—A—(BJw)} - Ai_2($°jE N )

Eingesetzt in die Losung (2.124) erhalten wir mit coshz = (e* + e7%)/2, sinhz =
(e* —e™™)/2:

z(t) = e P |:{L'() cosh(~t) + Yo+ o

sinh('yt)} : (2.125)
Beachte, dass man mit der Ersetzung 7 — iw und den Identitdten cosh(iz) =
(€™ +e7) /2 = cosx und sinh(ix) = (" — ) /2 = i sinz die Losung (2.120) des
Schwingfalls erhélt.

Die Form der Losung ist ganz dhnlich der des aperiodischen Grenzfalls, vgl. Abb.
2.23. Sie besitzt allerdings keinen Term ~ te~? sondern ist stets rein exponen-
tiell abklingend. Interessanterweise ist dieser exponentielle Abfall fiir grofle Zeiten
~ e~ =M (die zweite Exponentialfunktion ~ e~(#+"* klingt schneller auf null ab).
Damit ist der Riickgang der Auslenkung in die Ruhelage langsamer als beim ape-
riodischen Grenzfall, wo er ~ e %t < e=(6=7)* ist. Wenn man also einen Oszillator
haben mochte, der moglichst rasch ohne zu schwingen in die Ruhelage zuriick-
kehrt, muss man den aperiodischen Grenzfall 5 — wg anstreben, d.h. die Reibung so
einstellen, dass sie mit der Eigenfrequenz wg des ungedampften Oszillators moglichst
gut {ibereinstimmt (sie aber nicht unterschreitet).

Auch im Kriechfall kann es, wie beim aperiodischen Grenzfall, vgl. Abb. 2.23, einen
Nulldurchgang geben, ndmlich wenn man den Oszillator nach Auslenkung aus der
Ruhelage um z( geniigend stark in Richtung der Ruhelage anstéft. Dies geschieht
zu einer Zeit ty, die durch die Gleichung

7 Zo
—vo — B Zo
gegeben ist. Damit die Zeit ¢y im physikalischen Bereich 0 <ty < oo liegt, fiir den
0 < tanh(yty) < 1, muss also gelten

v xo cosh(yty) = —(vg + B o) sinh(vty) <= tanh(yty) =

7 Zo
— < 1.
—vp — B o
Damit die linke Seite der Ungleichung gilt, muss —vg—f x¢ > 0 sein, also vg < —[ xg.
Damit auch die rechte Seite gilt, muss (nach Multiplikation mit der negativen Zahl
—vg — [ xg, was das Ungleichheitszeichen umkehrt) gelten

0<

—vg— Brg<yry <= —19<(B+7)0 .

Dies setzt eine untere Grenze fiir den Betrag der Anfangsgeschwindigkeit, fiir die
ein Nulldurchgang erreicht wird.
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2.3.8 Der gedampfte lineare Oszillator unter dem Einfluss einer
auBeren Kraft

Reibung ist in realen physikalischen Systemen unvermeidlich. Daher ist jeder Schwin-
gungsvorgang exponentiell geddmpft, es sei denn, eine duflere Kraft kompensiert die
Reibung. Der geddmpfte harmonische Oszillator unter dem Einflufl einer zeitabhingi-
gen dufleren Kraft Fy(t) folgt der Bewegungsgleichung

mi+at+kxr=F..
Wir nehmen an, dass die duflere Kraft periodisch ist,
Fuxt(t) =m f cos(wt) ,
und dividieren durch m. Wir erhalten mit 8 = «/(2m), wi = k/m:
i+2Bi+wiz=f cos(wt). (2.126)

Fiir das in den beiden vorangegangenen Abschnitten diskutierte mechanische System der
zwischen zwei Federn eingespannten Masse ist in Abb. 2.24 eine mogliche Realisierung
dargestellt.

p k/2 m k/2

0 ~ X

Abbildung 2.24: Realisierung einer periodischen dufleren Kraft fiir die zwischen zwei Fe-
dern eingespannte Masse.

Eine der beiden Federn ist nicht an einer festen Wand befestigt, sondern wird durch eine
mit einem Schwungrad verbundene Pleuelstange angetrieben. Die Winkelgeschwindigkeit
des Schwungrads betréigt w.

Fiir den elektrischen Schwingkreis ist die Realisierung durch Anlegen einer Wechsel-
spannung Uey (t) = Uy sin(wt) gegeben, vgl. Abb. 2.25. Die Bewegungsgleichung fiir den
elektrischen Strom lautet wegen I = Uext

. .1
LI+RI+EI:UO(D cos(wt) .

Mit I =z, 8= R/(2L), w3 = 1/(LC), f = Upyw/L ergibt dies genau Gl. (2.126).
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I

Abbildung 2.25: Realisierung einer periodischen &dufleren Kraft fiir den elektrischen
Schwingkreis.

Die zu losende Differentialgleichung (2.126) ist eine inhomogene lineare Differenti-
algleichung zweiter Ordnung. Bekanntlich ist die allgemeine Losung die Summe aus
der allgemeinen Losung der homogenen Differentialgleichung und einer speziellen Losung
der inhomogenen Differentialgleichung, vgl. Gl. (2.57). Die allgemeine Losung der homo-
genen Differentialgleichung ist schon bekannt; dies ist Gl. (2.116). Wir bendtigen also nur
noch eine spezielle Losung der inhomogenen Differentialgleichung. Diese beschaffen wir
uns wie folgt. Wir erweitern zunéchst die Differentialgleichung (2.126) ins Komplexe,

F42B8i+wiz=fe“t. (2.127)

Natiirlich sind physikalische Krifte, Auslenkungen einer Masse aus der Ruhelage oder
Strome reellwertige Groflen. Es 148t sich jedoch bei periodischen Bewegungen wegen der
einfachen Differentiationsregeln besser mit der (komplexen) Exponentialfunnktion rech-
nen als mit den trigonometrischen Funktionen. Am Schlufl der Rechnung muss man den
Realteil der Losung nehmen, um das physikalisch relevante Resultat zu erhalten. Wegen
der Linearitat der Differentialgleichung mischen Real- und Imaginérteile der Losung nicht
miteinander.

Um die spezielle Losung der inhomogenen Differentialgleichung (2.127) zu erhalten,
argumentieren wir, dass der Oszillator nach einer gewissen Einschwingzeit der periodi-
schen dufleren Kraft F.(t) folgen und mit der gleichen Frequenz @ schwingen wird. Wir
machen daher den Losungsansatz:

2(t) = Ae®t . (2.128)
Einsetzen in die Differentialgleichung (2.127) ergibt
[(—&® +2iBw+wi) A= f] €' =0

f W —wi42ifw

—_— A = — = —
0?2 —wt—2iBw f(w2—w§)2+4ﬂ2az2’
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_ 2 - uf
ReA - _f(@Q—W8)2+462@27

_ 2fBw
ImA = _(@2—w3)2+462@2<0’

(o — uR)? e
_ 2
|A| \/f (@2 — w2)2 + 4 32 w2]2 + (@ — ) 1 4 w2]2
; V(@2 —wB)?+4p202 f (2.120)

(@2 — w2)2 + 43202 o \/(w2_w8)2+452@2-

Der Betrag |A| der komplexen Amplitude A ist in Abb. 2.26 als Funktion von @ fiir
verschiedene Werte des Reibungskoeffizienten 3 dargestellt.

| Al

floq

0 0, O, ®
Abbildung 2.26: Der Betrag |A| der komplexen Amplitude A der speziellen Losung der

inhomogenen Differentialgleichung fiir verschiedene Werte des Reibungs-
koeffizienten 3.

Wir diskutieren die Losung fiir |A].

1. Zunéchst ist zu bemerken, dass wir nur den Bereich & > 0 betrachten miissen, da
die Funktion |A| symmetrisch in @ ist, d.h. |A|(@) = |A|(—w).

2. Fir w — 0 ist der Wert von |A| von  unabhéngig,

f

w—0: [|Al ==
“o

Fiir verschwindende Kreisfrequenz der antreibenden Kraft (stillstehendes Schwung-
rad) ist die Auslenkung des Oszillators konstant.
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3. Fiir o — oo wird |A| ebenfalls unabhéngig von g:

f

w—oo: |Al—= =5 —0.
w

Der Oszillator schwingt nicht; die duflere Kraft dndert sich so schnell, dass er ihr
nicht mehr folgen kann und weder in die eine noch in die andere Richtung ausgelenkt
wird.

4. Die Extremwerte der Funktion |A|(w) berechnen sich aus der Bedingung:

d|A
0 = |_|:— / s [4(@% — wo)?w + 8 57 @]
dw 2/(@% — W2)? + 43702
= 0 = w@-w+28) .

Die Nullstellen dieser Gleichung, d.h. die Extrema der Funktion |A|(@), sind also

(IJOZO,

Or = Hw,, =\ wi—252<uwp.

(i) wo < V2 [ @, ist imagindar und w4 entfallen als mogliche Extrema der reell-
wertigen Funktion |A|(w). Die verbleibende Losung ist wy = 0. Dies ist ein
Maximum, da |A| > 0 fiir @ — foo gegen null strebt.

Fallunterscheidung:

(i) wo > V2B: Daw_ = —@, < @ = 0 < @; = @, und die Funktion |A| fiir
w — oo gegen null geht, ist &y ein Minimum und w4 sind zwei symmetrisch
zum Ursprung angeordnete Maxima.

Die Maxima im zweiten Fall bedeuten, dass das System eine Resonanz aufweist:
es gibt eine Anregungsfrequenz w, < wy, bei der die Schwingungsamplitude beson-
ders grofl wird. Fiir kleiner werdendes [ néhert sich w, der Eigenfrequenz wqy des
ungeddmpften harmonischen Oszillators an und die zugehorigen Maxima werden
immer hoher. Die Hohe der Maxima ist durch die rot gestrichelte Kurve in Abb.
2.26 gegeben. Fiir verschwindende Reibung geht w, — wy und die Funktion |A| hat
einen Pol bei wy (blau gestrichelte Kurve in Abb. 2.26):
f

2] -

@ — wg

f—=0: |[A—

Fiir w = wy, also fiir eine Antriebsfrequenz, die mit der Eigenfrequenz des un-
geddampften Oszillators iibereinstimmt, kommt es zur sog. Resonanzkatastrophe:
die Amplitude der Schwingung geht gegen unendlich (was nichts anderes bedeutet,
als dass die Federn reifien, oder der Schwingkreis verschmort).

Mittels der Exponentialdarstellung der komplexen Amplitude, A = |A| ¢'? definiert man
ihre Phase,

Im A 2
¢ = arg A = arctan (1{214) = arctan (@2 éi[%) : (2.130)
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0

—T7t/2

g
-7

Abbildung 2.27: Die Phase ¢ der komplexen Amplitude A der speziellen Losung der inho-
mogenen Differentialgleichung fiir verschiedene Werte des Reibungskoef-
fizienten 3.

Da Im A < 0, liegt die Phase ¢ zwischen 7 und 27, bzw. wegen der Periodizitéit der
komplexen Zahlen zwischen —m und 0. Die Phase ist in Abb. 2.27 fiir verschiedene Werte
von ( als Funktion von @ dargestellt.

Die spezielle Losung des Oszillators lautet

2O(t) = Ae®t = |A] % et = |A| @) (2.131)

Ihre Phase wt + ¢ “hinkt” wegen —m < ¢ < 0 der Phase wt der treibenden Kraft hinter-
her. Das Maximum der Auslenkung wird erst nach dem Maximum der treibenden Kraft
erreicht.

Der physikalisch relevante Anteil der Losung (2.131) ist der Realteil dieser Gleichung,

29 (t) = | A| cos(@t + @) .

Die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung (2.126) lautet nun
(t) = z®(t)+ 29, (2.132)
2@(t) = Re(ApeM +A_eMt) ~e

Da die allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung immer exponentiell ge-
dampft ist, unabhéngig davon, ob der Schwingfall, der aperiodische Grenzfall oder der
Kriechfall vorliegt, wird nach einer gewissen Einschwingzeit ¢ > 1/ diese Losung
ausgedampft sein und die allgemeine Losung folgt der speziellen Losung der inhomogenen
Differentialgleichung,

z(t) ~z®), t>1/8.
Die homogene Losung spielt also lediglich wahrend des Einschwingvorgangs eine Rolle.
Sie wird nur benotigt, um die Anfangsbedingungen zu erfiillen. Fiir grofie Zeiten ¢ > 1/

schwingt das System mit der Kreisfrequenz w der dufleren treibenden Kraft und ist von
den Anfangsbedingungen unabhéngig.
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2.4 Fundamentale Begriffe und Erhaltungssatze
2.4.1 Arbeit

Gegeben sei ein beliebiges Kraftfeld F (7, F, t). Um einen Korper beim Punkt 7 um eine
infinitesimale Wegstrecke dr”’ zu verschieben, ist die infinitesimale Arbeit

SW = —F - dF (2.133)
aufzuwenden.
Bemerkungen:

1. oW ist nicht notwendigerweise ein totales Differential, daher benutzen wir das Sym-
bol 6W anstelle von dW.

2. Zum Vorzeichen in Gl. (2.133):

(i) Geschieht die Verschiebung d7” entgegen der Richtung der Kraft, d.h. F-dr <
0, so muss Arbeit von auflen am Korper verrichtet werden. Diese wird positiv
gezahlt, oW > 0.

(ii) Geschieht die Verschiebung in Richtung der Kraft, F'-d7 > 0, so verrichtet der
Korper selbst Arbeit. Diese wird negativ gezahlt, 0W < 0.

3. Falls FF L dr’, also wenn die Verriickung senkrecht zum Kraftfeld geschieht, so wird
keine Arbeit verrichtet, 6\ = 0.

4. Die Einheit der Arbeit ist Joule, [W] = Nm = kgm?/s? = J.

Falls die Wegstrecke nicht infinitesimal klein, sondern endlich gro8 ist, gilt
Wa(C) = —/dF- F(F.7t) . (2.134)
c

Hierbei ist C eine Kurve, die vom Punkt 7; zum Punkt 75 verlauft, vgl. Abb. 2.28. Das
in Gl. (2.134) auftretende Integral ist ein sog. Weg-, Kurven- oder Linienintegral. Es
héngt ab von

1. der Form des Kraftfeldes F(7,7,t).

2. dem zeitlichen Bewegungsablauf. Diese Abhingigkeit entfillt, falls F=F (7),
also nur vom Ort, nicht aber von Geschwindigkeit und Zeit abhéngt.

3. dem Anfangs- und Endpunkt 7; bzw. 75 der Kurve C.

4. der Form der Kurve C, auf der man von 7| nach 75 gelangt. I.a. ist die Arbeit auf
unterschiedlichen Wegen verschieden, selbst wenn Anfangs- und Endpunkt der
Wege {ibereinstimmen,

Wa (Cy) = —/ Ar- F(7,7t) # — | dF- F(7,7t) = Wai(Cy) |
C1 C2
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el

N

Abbildung 2.28: Zur Definition des Wegintegrals (2.134).

)

Abbildung 2.29: Zwei unterschiedliche Wege C; und Cs, die von 7, nach 75 fiihren.

wobei C; und Cs unterschiedliche Wege sind, um von 7 zu 75 zu gelangen, vgl. Abb.
2.29.

Wir haben solche Linienintegrale schon berechnet, und zwar im Zusammenhang mit der
Bogenlinge in Abschnitt 1.2.3. Zur Berechnung benétigt man lediglich eine geeignete
Parametrisierung der Kurve C,

C={ra), s <a<ay}.

Beispielsweise kann man die natiirliche Parametrisierung der Kurve wihlen, o —a; =
s, wobei s die Bogenlédnge der Kurve vom Anfangswert oy bis zu einem gegebenen o >
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aq ist. Die gesamte Bogenlinge der Kurve C ist s¢ = as — «y. Eine weitere sinnvolle
Parametrisierung ist durch die Zeit gegeben, o = t¢.
Nach Anwendung der Kettenregel

. _ difa)
dr = o da
wird aus Gl. (2.134)
W (C) = — /Ol2 da dz(;) F(7(), 7)), ta)) . (2.135)

Dies ist ein gewo6hnliches Integral iiber eine skalare Funktion der Integrationsva-
riablen . Die Form des gewéhlten Weges C manifestiert sich im Term dr{«)/da. Man
beachte, dass man neben der Parametrisierung der Kurve 7(«) auch den Zusammenhang
zwischen der Zeit ¢ und dem Parameter o kennen muss, ¢(«), also welche Position der
Korper auf der Kurve zu welchem Zeitpunkt innehat. Diese zusétzliche Information wird
nicht benotigt, wenn die Zeit selbst der Kurvenparameter ist, oder wenn die Kraft nicht
explizit von der Zeit abhéngt.

Als Anwendung und um die Wegabhéngigkeit des Arbeitsintegrals zu demonstrieren,
betrachten wir das folgende einfache

Beispiel: Gegeben sei das Kraftfeld
F(7) = ¢ (y°,0,0) (2.136)

wobei die Konstante ¢ dafiir sorgt, dass die Kraft F die korrekte Dimension besitzt,
und y die kartesische y—Koordinate ist. Das Kraftfeld hat die in Abb. 2.30 dargestellte
Form: es zeigt ausschlieBllich in x—Richtung und sein Betrag wichst quadratisch mit y an.
Wir berechnen die Arbeit auf den in Abb. 2.30 dargestellten Wegen C; und Cy, um vom
Ursprung (0, 0,0) zum Punkt (1,1,0) zu gelangen.

Eine geeignete Parametrisierung fiir C; ist:

woraus wir sofort

dr(a)

d — LLO), F(i(a)) = ¢(a?,0,0) ,

berechnen. Damit ist das Arbeitsintegral auf dem Weg Cy:

! c
W(C) = —/ daca? = —= .
0 3
Eine geeignete Parametrisierung fiir C, ist:

Co ={r(a) = (,0,0), 0 <a <1} U {fla) = (1,a—1,0), l < a < 2} .
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Abbildung 2.30: Zur Wegabhéngigkeit des Arbeitsintegrals.

Daraus folgt

difla) [ (1,0,0), 0<a<1

dae 0,1,0), 1<a<2 ’
S (0,0,0), 0<a<l1
F“m”“c{«a—maam,1<a<2’

woraus wir

erhalten. Dieses Resultat wird sofort klar, wenn wir bedenken, dass die Kraft auf dem
ersten Teilstiick des Weges C,, fiir 0 < o < 1, verschwindet, wihrend sie auf dem zweiten
Teilstiick stets senkrecht zum Weg steht, also das Skalarprodukt zwischen d7 und F
verschwindet. Offensichtlich erhalten wir fiir das Kraftfeld (2.136) zwei unterschiedliche
Werte fiir das Arbeitsintegral, je nachdem welchen Weg wir wéhlen.

2.4.2 Leistung

Die Leistung ist die pro Zeiteinheit verrichtete Arbeit,

ow
P=—". 2.1
v (2.137)

Wenn wir die infinitesimale Arbeit (2.133) einsetzen, erhalten wir

o
=

P=—F. —F.7. (2.138)

dt
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Abgesehen vom Vorzeichen ist die Leistung also das Skalarprodukt aus Geschwindigkeit
und Kraft. Damit ist die Leistung unabhéngig vom Kraftfeld, also fiir alle Kraftfelder,
vom zeitlichen Ablauf der Bewegung abhéngig.

Die Einheit der Leistung ist Watt, [P] = J/s = Nm/s = kgm?/s® = W.

2.4.3 Kinetische Energie

Wir multiplizieren die Newtonsche Bewegungsgleichung skalar mit der Geschwindigkeit,

Lo od 1 ., L.
_'. _‘E e — v = F- _): —P . 21
mrer= o (2m7" ) T (2.139)
Die Grofe ]
T = Em?Q (2.140)

bezeichnet man als kinetische Energie. Gleichung (2.139) schreibt sich dann kompakt
als

P=-T, (2.141)
d.h. Leistung ist mit einer Anderung der kinetischen Energie als Funktion der Zeit ver-
kniipft. Positive Leistung entspricht dabei einer Abnahme der kinetischen Energie und
negative Leistung einer Zunahme. Nach der Definition (2.137) der Leistung gilt aber
auch

ow
E ’
d.h. die Ab- bzw. Zunahme der kinetischen Energie ist mit einer Zu- bzw. Abnahme
von Arbeit verkniipft. Integrieren wir Gl. (2.142) nach der Zeit, so erhalten wir

2 W 2o : dr(t)
dt — = — dt F(r(t),7(t),t) - =
|y = - [ atFe - G0 =w

~T =+ (2.142)

1

2 qr mr- .
/tl 1 2+ 11 5 m(t1)” — 7(t2)

Hier haben wir in der ersten Zeile die Parameterdarstellung (2.135) des Arbeitsintegrals
verwendet, mit der Zeit ¢ als Parameter. Geleistete Arbeit Wy # 0 ist damit mit einer
Anderung des Bewegungszustandes verkniipft, 7(t1) # 7(t2).

Aus der letzten Gleichung wird auflerdem sofort ersichtlich, dass kinetische Energie und
Arbeit dieselbe Einheit besitzen, [T] = [W] = Nm = kgm?/s? = J.

2.4.4 Potentielle Energie und konservative Krifte

In den letzten beiden Abschnitten haben wir besondere Sorgfalt darauf verwendet, die

infinitesimale Arbeit 6W nicht als totales Differential dW zu schreiben. Dies ist in der

Tat nur unter bestimmten Bedingungen moglich, die in diesem Abschnitt erldutert werden.
Falls eine Funktion V() existiert, die

=

AV (7)

7.
dt

=P (2.143)

oE
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erfiillt, so nennt man diese Funktion das Potential oder die potentielle Energie der
Kraft F. Multiplikation von Gl (2.143) mit d¢ und Vergleich mit Gl. (2.133) ergibt, dass
oW = dV, d.h. in diesem Fall gibt es ein totales Differential der Arbeit W, welches
identisch ist mit dem totalen Differential der potentiellen Energie, dW = dV. Kriéfte, fiir
die dies zutrifft, nennt man konservative Krifte. Die Einheit des Potentials bzw. der
potentiellen Energie ist mit der Einheit der Arbeit bzw. der kinetischen Energie identisch,
[V] = [W] = [T] = Nm = kgm?/s? = J.

Konservative Kréfte lassen sich direkt aus der potentiellen Energie berechnen. Das
totale Differential der potentiellen Energie lautet

ov -
v =S :W® dv; = VV(F) - dF . (2.144)
=1 v
Division durch dt ergibt
. 77') ov(r) de; = dar = -
V(7) V() —=VV () 7. 2.145
(7) Z g, @ YV g =V T (2.145)

Der Vergleich mit Gleichung (2.143) ergibt den gesuchten Zusammenhang zwischen Kraft
und Potential

F(f) = -VV(7) . (2.146)

Da V() lediglich eine Funktion des Ortes 7 ist, kann auch die Kraft F(7) nur vom Ort,
nicht aber von der Geschwindigkeit oder explizit von der Zeit abhingen. Eine implizite
Zeitabhéngigkeit besteht dagegen schon, denn wenn wir die Kraft entlang der Bahnkur-
ve 7(t) eines Korpers berechnen, so taucht die Zeitabhéngigkeit der Bahnkurve implizit
in der Kraft auf, F(7(t)). Aus der Tatsache, dass konservative Kriifte nicht von der Ge-
schwindigkeit abhéngen diirfen, folgern wir, dass Reibungskrifte nicht konservativ
sind. I.a. gibt es fiir nicht-konservative Krifte kein Potential, aus dem man sie ableiten
konnte.

Die Bedingung, dass die Kraft nur vom Ort abhéngt, ist eine notwendige Bedin-
gung dafiir, dass sie konservativ ist, d.h. dass ein Potential existiert. Sie ist aber nicht
hinreichend, denn nicht alle Felder, die nur vom Ort abhéngen, lassen sich automatisch
auch als Gradient einer skalaren Funktion darstellen. Eine hinreichende Bedingung fiir die
Existenz eines Potentials und damit dafiir, dass die Kraft konservativ ist, ergibt sich aus
folgender Uberlegung. La. ist das Potential V() wenigstens (fast) iiberall zweimal stetig
differenzierbar, d.h.

V(F)  0°V(7F)

= ) =1,2,3.
6$ia$j 83038561 b T
Dies bedeutet aber mit F; = —0V/dx;, dass
F; F; F; F;
oF; _ Ok OF 9K 4, ij=123.

8xi n axj — al’l 81‘]

Daraus ergibt sich der folgende
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Satz: Ein Kraftfeld F(7) ist genau dann konservativ, falls
V x F(f)=0. (2.147)

Beweis: “Genau dann” bedeutet, dass man die Behauptung in beide Richtungen beweisen
muss, d.h.

1. Wir nehmen an, dass F (7) konservativ ist. Zu zeigen ist, dass VxF (7) = 0. Fiir kon-
servative Kraftfelder existiert per Definition ein Potential V' (7) mit F'(7) = —=VV (7).
Die Rotation eines Gradientenfeldes verschwindet aber immer geméfl Gl. (1.85).

2. Wir nehmen an, dass die Rotation von F (7) verschwindet. Es ist zu zeigen, dass
die Kraft dann konservativ ist, d.h., dass ein Potential V (7) existiert mit F(7) =
—ﬁV(f’). Der Beweis stiitzt sich auf den sog. Helmholtzschen Zerlegungssatz,
den wir hier aber nicht beweisen werden, sondern erst in der Vorlesung “Theoretische
Physik III: Elektrodynamik”. Der Zerlegungssatz besagt, dass man jedes Vektorfeld
F (7) als Summe eines Gradientenfeldes und eines Wirbelfeldes schreiben kann,

F(f) = Vo(P) + V x f(7), (2.148)

wobei das skalare Feld o(7) und das Vektorfeld f(7) eindeutig aus F(7) berechen-
bar sind (die entsprechenden Formeln sind aber hier nicht weiter von Bedeutung,
weshalb wir sie nicht explizit angeben). Die Bedingung V x F () = 0 fithrt wegen
V x V() = 0 auf

— —

V x F(f) = V x [ﬁxf(f)} :6[6.f(7ﬁ)}—Af(F):o,

wobei wir Gl. (1.89) benutzt haben. Diese Gleichung ist i.a. nur fir konstantes
[ erfiillbar. Konstante Vektorfelder haben aber ein verschwindendes Wirbelfeld,
V x f =0, und der Zerlegungssatz (2.148) liefert

— =

F(r) = Ve(r) .
Mit () = =V (7) folgt die Behauptung, q.e.d.

15.1.2010

Wir leiten nun einen wichtigen Zusammenhang zwischen der Arbeit und der potentiellen
Energie her. Wir formen das Arbeitsintegral (2.135) fiir konservative Krifte F(7(t)) mit
der Zeit als Parameter und unter Zuhilfenahme von Glgen. (2.145) und (2.146) in folgender
Weise um:

W = - / " e Ay - T / " avv(r) - O

" dt dt
e dV(F(t v
_ / a W) _ AV =V, — V; (2.149)
t1 dt 1%
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wobei wir V; = V/(7(t;)), i = 1,2, definiert haben. Gleichung (2.149) besagt, dass die bei
Verschiebung eines Korpers von 7, = 7(¢;) nach 7 = 7(t5) geleistete Arbeit identisch mit
der Potentialdifferenz V;, — V] ist. Da dieses Ergebnis nur vom Anfangs- und Endpunkt
des Weges der Verschiebung abhéngt, nicht aber von der Form des Weges selbst, ist fiir
konservative Krifte die Arbeit vom gewihlten Weg unabhingig. Wir wollen
diese Tatsache im folgenden genauer untersuchen.

Wir integrieren den Gradienten des Potentials iiber einen geschlossenen Weg, vgl.
Abb. 2.31. Dann gilt:

C

O

Abbildung 2.31: Zum Arbeitsintegral iiber einen geschlossenen Weg.

f{: dF- TV (7)) = /Sjedsdls).ﬁv(ﬁ(s))z /s:eds—dvéz(s))

Vo
_ / AV =V, — Vo =0, (2.150)
Vo

wobei wir Gl. (2.144) fiir das totale Differential und Vy = V(7(s,)) = V(#(s.)) benutzt
haben. Auf dieser Tatsache beruht der folgende

Satz: Eine Kraft ist genau dann konservativ, wenn das Arbeitsintegral iiber einen
geschlossenen Weg verschwindet,

j{dF- F() =0 (2.151)
c
Beweis: Es gilt wieder, Hin- und Riickrichtung getrennt zu beweisen.

1. Falls die Kraft konservativ ist, gilt F(7) = —VV (7), und damit folgt die Behauptung
sofort aus Gl. (2.150).

2. Wir nehmen an, dass Gl. (2.151) gilt. Nun gilt fiir jedes beliebige, hinreichend oft
differenzierbare Vektorfeld @(7) das sog. Stokessche Theorem, welches wir erst in
der Vorlesung “Theoretische Physik III: Elektrodynamik” beweisen werden:

édﬂ a(r) = /qu§- V x d(F) (2.152)
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wobei das Integral auf der rechten Seite {iber die von der Kurve C eingeschlossene
Flédche zu fithren ist und dS der Normalenvektor auf dieser Fléache ist. Angewendet
auf Gl. (2.151) folgern wir, dass

oz/diﬁxﬁm.
S

Da die geschlossene Kurve C beliebig war, kénnen wir sie auch zu einem Punkt
zusammenziehen, woraus

V x F(7) =0

folgt. Dies war aber gerade das vormals bewiesene Kriterium dafiir, dass die Kraft
konservativ ist, q.e.d.

Mit Gl. (2.134) bedeutet der gerade bewiesene Satz, dass eine konservative Kraft
auf einem geschlossenen Weg keine Arbeit leistet. Die schon oben diskutierte Weg-
unabhingigkeit des Arbeitsintegral fiir konservative Krifte 148t sich ebenfalls leicht aus
diesem Satz ableiten. Dazu betrachten wir zwei Wege C; und C,, die die zwei Punkte P;
und P, verbinden, vgl. Abb. 2.32.

G

Ny

ge)

G

Abbildung 2.32: Zur Wegunabhéngigkeit des Arbeitsintegrals fiir konservative Kréfte.

Die Parametrisierung fiir den Weg C; laute:
Cr ={r(s),0<s <1},

wobei 7 = 7(0) und 7 = 7(1) die Ortsvektoren der Punkte P, und P, darstellen. Fiir den
Weg Cy schreiben wir
Cy ={r(t), -1 <t <0},

wobei 7 = 7(—1) und 75 = 7(0) die Ortsvektoren der Punkte P; und P, darstellen.

Nun betrachten wir den geschlossenen Weg C, der sich dadurch ergibt, dass wir C;
von P; nach P, und C; in umgekehrter Richtung, also von P, nach P; durchlaufen.
Wir parametrisieren diesen Weg wie folgt:

C={r(s),0<s<1}U{r(s),1 <s<2},
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wobei 7 = 7(0), 7 = 7(1) und 7, = 7(2) ist. Auf dem zweiten Teilstiick ersetzen wir nun
den Parameter s durch t = 1 — s. Der Parameter ¢ lduft von 0 bis —1, wenn s von 1 bis 2
lauft, also entlang des umgekehrten Weges Cs. Fiir konservative Kréfte gilt dann

0 — ﬁdrlﬂﬂ:i/ihdx) ﬁ((» %[audi).ﬁw@»
:L[®fﬁ-ﬁ / F(e)
:hfﬁﬁﬁ-ﬁ /1 F(A(t))

— Aiﬁdgg - F(( ‘/0 F(7(t))
— /C1 dr- F(7 ):/CZ (7 (2.153)

Fiir konservative Kréfte hat das Arbeitsintegral zwischen den Punkten P, und P also
immer den gleichen Wert, unabhéngig vom durchlaufenen Weg.

Die Wegunabhéngigkeit des Arbeitsintegrals liefert ein konstruktives Kriterium zur
Berechnung des Potentials V (7) bei vorgegebener konservativer Kraft F(7). Gleichung
(2.149) besagt, dass das Potential im Punkt P (charakterisiert durch den Ortsvektor 7)
den Wert

wm:—/iwﬁm (2.154)

Py

annimmt, falls der Punkt P, (charakterisiert durch den Ortsvektor 7j) so gewé#hlt wird,
dass V(15) = 0.

Beispiel: Eindimensionaler harmonischer Oszillator

In einer Dimension gibt es nur einen méglichen Weg, um von Py = zg zu P = x zu
gelangen. Wir wahlen zy = 0 und erhalten mit dem Hookeschen Kraftgesetz F(z) = —kx

xr x 1
V(z) = —/ da’ F(2') = k:/ dz' 2’ = 3 kaz? . (2.155)
0 0

In der Tat ist V' (0) = 0, so dass keine weitere Integrationskonstante im Potential auftritt.

Zur Berechnung von V/(7) bei mehrdimensionalen Problemen kann man den rechnerisch
giinstigsten Weg wihlen, da das Wegintegral fiir konservative Kréifte unabhéangig vom
Weg immer denselben Wert annimmt.

2.4.5 Energieerhaltungssatz

Wir zerlegen die Gesamtkraft in einen konservativen und in einen nicht-konservativen,
d.h. einen sog. dissipativen Anteil,

ﬁ:ﬁkons+ﬁdiss-
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Mit den Glgen. (2.139), (2.141), (2.145) und (2.146) fiir den konservativen Anteil der
Kraft gilt dann

d
+

— E V) =7 Fis - (2.156)

I
1k
S

Dies ist der sog. Energiesatz. Hier haben wir die totale mechanische Energie als
1 .
EET+V:§mF2+V(F) (2.157)

eingefiihrt. .

Da dissipative Kréfte der Bewegung eines Korpers entgegenwirken, ist 7 - Fhis < 0.
Dissipative Kréfte sorgen damit gem#fl dem Energiesatz (2.156) fiir einen Verlust an
mechanischer Energie, E < 0. Falls alle Kriifte konservativ sind, d.h. falls der dissi-
pative Anteil der Kraft verschwindet, Fle = 0, so folgt aus Gl. (2.156) der Energieer-
haltungssatz

E=0 < E=T+YV = const. (2.158)

Dissipative Kréfte wie z.B. Reibungskréfte fithren mechanische Energie in eine andere
Energieform, z.B. Warme, iiber. Erweitert man die Definition der Energie um diese Ener-
gieformen, dann bleibt die Gesamtenergie (d.h. inklusive der Warmeenergie bzw. ande-
rer Energieformen) wieder erhalten. Wir werden uns damit in der Vorlesung “Theoretische
Physik V: Statistische Mechanik und Thermodynamik” né&her beschéftigen.

2.4.6 Drehimpuls, Drehmoment
Wir definieren den sog. Drehimpuls als
L=FXp=mix7 (2.159)

und das sog. Drehmoment als

M=rxF. (2.160)
Wir kénnen einen Zusammenhang zwischen Drehimpuls und Drehmoment herleiten, in-
dem wir die Newtonsche Bewegungsgleichung vektoriell (von links) mit dem Ortsvektor
multiplizieren,

MExXr=rxF. (2.161)

Nun ist die linke Seite dieser Gleichung identisch mit der Zeitableitung des Drehimpulses,
d[_;_ <;’><;—0—_’><:’>— P B
G = MATXTHTXT) =mixT,

da das Kreuzprodukt identischer Vektoren verschwindet. Die rechte Seite von Gl. (2.161)
ist dagegen identisch mit dem Drehmoment (2.160), so dass wir den sog. Drehimpulssatz
erhalten,

=M. (2.162)
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Falls das Drehmoment verschwindet, M = 0, ist der Drehimpuls erhalten,
M=0 = L=0 = L= const. (2.163)

Dies ist der Drehimpulserhaltungssatz.

Ein verschwindendes Drehmoment erreicht man nach Gl. (2.160) entweder durch ver-
schwindende Kréfte, F = 0, oder aber durch Krifte, die parallel zum Ortsvektor gerichtet
sind, F || 7. Dies sind aber die schon in Gl. (2.25) eingefiihrten Zentralkraftfelder. Wir
schliefen daraus, dass der Drehimpuls in Zentralkraftfeldern eine Erhaltungsgrofle
ist.

Die kriftefreie Bewegung ist geradlinig gleichférmig, vgl. Abb. 2.33. Der dieser Bewe-
gung zugeordnete Drehimpuls hat den Betrag L = ]E[ = muvd. Wie kann es sein, dass
einer geradlinigen Bewegung iiberhaupt ein Drehimpuls zugeordnet werden kann?

Abbildung 2.33: Geradlinig gleichférmige Bewegung. Der dieser Bewegung zugeordnete
Drehimpuls zeigt in die Papierebene hinein.

Offenbar ist L = 0, falls 7 || 7, also wenn die Bewegung entlang einer Geraden erfolgt, die
durch den Ursprung des Koordinatensystems geht. Es wird damit offensichtlich, dass der
Drehimpuls von der Wahl des Bezugssystems abhéngt. Verschiebt man den Ursprung
um einen konstanten Vektor @ = const., so dass

7 =r+ad, 7'=r,
so éndert sich auch der Drehimpuls,

L' =mi' x/'=mrixr4+mdxr=L+axp.

Aus dem Verschwinden des Drehimpulses in einem bestimmten Bezugssystem,
folgt also i.a. nicht das Verschwinden des Drehimpulses in einem anderen System,
Die Drehimpulserhaltung folgt nur, wenn auch der Impuls erhalten ist, da

L =0,
L'#0.

L'=L4axptaxp=Ltaxy — L'=L=0 nurfals =0, dh. 5= const. .

(2.164)

Die Drehimpulserhaltung schrinkt die Bewegung eines Massenpunktes stark ein. Of-
fenbar gilt allgemein

Pl =mp (Fx 7%) —0, (2.165)
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2.4 Fundamentale Begriffe und Erhaltungssétze

da das Spatprodukt mit zwei identischen Vektoren verschwindet. Dies bedeutet, dass der
Drehimpuls immer senkrecht auf dem Ortsvektor steht, 7 L L. Falls nun L = const.,
dann muss die Bewegung stets in einer Ebene stattfinden, auf der L senkrecht steht.
7.B. ist fiir L = L&, die Bewegung auf die (z,y)—Ebene beschriankt, vgl. Abb. 2.34.

iz .
L

O m

X

Abbildung 2.34: Im Fall der Drehimpulserhaltung findet die Bewegung eines Korpers stets
in einer Ebene statt, auf der der Drehimpuls senkrecht steht.

Es gilt aulerdem der sog.

Flachensatz: Der Ortsvektor iiberstreicht in gleichen Zeiten gleiche Féachen.

Beweis:

O

dr(t)
Abbildung 2.35: Zum Flachensatz.
Wir betrachten Abb. 2.35. Es gilt (¢t + dt) = 7(t) + dr(t) und dr(t) = [dr(t)/dt] dt =

7(t) dt. Die Fliche dS ist gerade gleich der Hilfte der Fliche des durch die Vektoren 7(t)
und 7(t + dt) aufgespannten Parallelogramms, d.h.

1o 1. . I NN U G
4S = 5 [7(t) x 7t + dt)| = S |7(0) x (7(6) + 72 dt)| = 5 |7(e) x 7(0) | at = 5~ ||
also 5L
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2 Mechanik des freien Massenpunktes

Falls L = const., so ist S = const., also ist die zeitliche Anderung der vom Ortsvektor
iberstrichenen Flédche konstant. Dies ist gerade die Behauptung.

2.4.7 Zentralkraftfelder

Zentralkraftfelder zeigen an jedem Punkt des Raumes in Richtung des Ortsvektors, vgl.
Gl. (2.25)

—

F(r,it) = f(F. 7)€, . (2.167)
Fiir Zentralkraftfelder gilt, wie im vorangegangenen Abschnitt gezeigt, Drehimpulser-

haltung. Es gilt der folgende

Satz: Ein Zentralkraftfeld F ist genau dann konservativ, falls
F(i) = f(r)é, (2.168)

also wenn die Funktion f in Gl. (2.167) lediglich vom Betrag r des Ortsvektors abhéngt.

Beweis:

1. Wir nehmen an, dass die Zentralkraft F = f €, konservativ ist. Dann kann sie nicht
von der Geschwindigkeit und explizit von der Zeit abhéingen kann, d.h. f = f(). Die
Funktion f(7) kann im Prinzip von Betrag und Richtung des Ortsvektors abhédngen.
Es bleibt zu zeigen, dass keine solche Richtungsabhéngigkeit besteht, also f(7) =
f(r). Dies geht wie folgt. Aus der Tatsache, dass F konservativ ist, folgt

0=V x F(7) =V x [f(7)&] = V x [f(?)ﬂ - @ﬁ X 74 {ﬁfff")] X 7.
Der erste Term verschwindet wegen Gl. (1.88) (man setze die Funktion f(r) in
dieser Gleichung gleich r). Damit miissen die Vektoren V(f(7)/r) und 7 parallel
zueinander stehen. Das Gradientenfeld V(f(7)/r) steht aber per Definition iiberall
senkrecht zu den Flachen f(r)/r = const.. Damit stehen diese Fldchen iiber-
all senkrecht zum Ortsvektor 7 (da dieser parallel zum Gradientenfeld V(f(7)/r)
steht). Damit dies erfiillt ist, miissen die Flachen f(7)/r Kugelflichen mit kon-
stantem Radius r um den Ursprung sein. Aufgrund der Symmetrie der Kugelfliche
kann aber f(7) nicht von der Richtung von 7 abhédngen, sondern nur vom Betrag,

f(r) = f(r).

2. Wir nehmen an, dass F(7) = f(r) &. Nach Gl (1.88) gilt dann V x F(7) = 0, d.h.
F(7) ist konservativ.

Es gilt auflerdem der folgende
Satz: Eine konservative Kraft F ist genau dann eine Zentralkraft, wenn V(7)) = V(r).

Beweis:
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2.5 Das Keplerproblem

1. Wir nehmen an, dass F(7) konservativ ist, und dass V (7) = V(r). Es ist zu zeigen,
dass F'() eine Zentralkraft ist. Es gilt
- dV(r)

3 . av
F(F) = =VV(r) = == = Vr = - dir) é

—

wobei wir GL. (1.81) benutzt haben. Damit zeigt F(7) in Richtung des Ortsvektors,
ist also eine Zentralkraft.

2. Wir nehmen an, dass die konservative Kraft F(7) eine Zentralkraft ist. Es ist zu
zeigen, dass V(1) = V (r). Es gilt

F() = f(r)e, = -VV(F),

d.h.
ov(r)  f(r) or

it O b

wobei wir GL. (1.73) ausgenutzt haben. Sei nun f(r) so, dass f(r) = df(r)/dr, dann

ist -
ov(r) _ 9f(r)
Da dies fiir alle Richtungen ¢ = 1,2, 3 gilt, kann V' nicht auch noch von der Richtung

des Ortsvektors abhiingen, sondern wie auch die Funktion f(r) lediglich vom Betrag
r, also V(r) = V(r), q.e.d.

2.5 Das Keplerproblem

2.5.1 Bewegung in konservativen Zentralkraftfeldern
Im letzten Kapitel haben wir gesehen, dass fiir konservative Krifte die Energieerhal-
tung gilt,
1 .
E=T+V = §mF2+V(f’) = const. .

Auflerdem gilt fiir Zentralkraftfelder die Drehimpulserhaltung,
L =m7xi=const. . (2.169)

Man spricht bei £ und L von den sog. ersten Integralen der Bewegung, da sie aus
einmaliger Integration der Bewegungsgleichungen folgen. Die Erhaltungsgrofien enthalten
nur noch die ersten Zeitableitungen des Ortsvektors, im Gegensatz zur Bewegungsglei-
chung, die die zweite Zeitableitung enthélt. Mit den Erhaltungsgrofien 148t sich ein allge-
meines Verfahren zur Losung der Bewegungsgleichungen formulieren. Dies wollen wir im
folgenden besprechen.

Im letzten Kapitel haben wir gesehen, dass konservative Zentralkraftfelder die Form

F(7) = =VV(r) (2.170)

143



2 Mechanik des freien Massenpunktes

haben. Wir wahlen das Koordinatensystem so, dass
L=1L¢,, (2.171)

d.h. aufgrund der Drehimpulserhaltung (2.169) findet die Bewegung zu allen Zeiten in
der (x,y)—Ebene statt. Wir wihlen zur Beschreibung dieser Bewegung ebene Polarko-
ordinaten,

e,

=l

=y

= 76 +rpeé,,

vgl. Glgen. (1.164) und (1.165). Der Drehimpuls berechnet sich dann zu

L=mFxXF=mré x (Fé.+rpé,) =mrtpe,, (2.172)
wobel wir €, x €, = €, benutzt haben. Die Gleichungen (2.169) und (2.171) liefern nun
L =mr*p = const. . (2.173)

Dies liefert die Relation mr?¢* = L?/(mr?), die wir gleich benutzen werden. Es gilt
némlich fiir die Energie (2.170)

1 - 1
E = émF2+V(r) =gm (i + 12 Q%) + V(r)
_ ! 2 4 L +V()=1 2+ U(r) = t (2.174)
= 2m7" 52 T_er r) = const. , .
wobel wir das effektive Potential
L2
Ur) = 52 + V(r) (2.175)

fiir die eindimensionale Bewegung in Radialrichtung eingefiihrt haben.

Die Losung der Bewegungsgleichung ist die Bahnkurve 7(t) = r(¢)(cos ¢(t), sin ¢(t), 0).
Zur Bestimmung der Bahnkurve miissen wir also die Funktionen 7(¢) und ¢(t) berechnen.
Dies geht direkt aus den Erhaltungssitzen (2.173) und (2.174), ohne Zuhilfenahme der
Newtonschen Gleichung.

Aus Gl. (2.174) leiten wir die folgende Differentialgleichung erster Ordnung fiir r ab:

3 = E-U)
= P = 2[E-U0)
— i = %[E—U(r)]. (2.176)

Diese Differentialgleichung 16st man mit Hilfe der Methode der Variablentrennung. Wir
schreiben 7 = dr/dt und schreiben den t— und den r—abhéngigen Anteil auf getrennte

Seiten der Gleichung,
d
dt = L . (2.177)

wE=U)
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2.5 Das Keplerproblem

Integration von ¢, bis ¢, bzw. von 1y = r(ty) bis r = r(t) ergibt

t r 1
/dt’zt—toz/dr’ )
t noyRE-U)

Dies bestimmt die Funktion ¢(r) und die Umkehrung dieser Funktion liefert die gesuchte
Funktion r(t). Damit ist die Bewegung in Radialrichtung bekannt.

Fiir die Bewegung in p—Richtung wenden wir die Methode der Variablentrennung auf
Gl. (2.173) an,

(2.178)

. _ de L
Y= % T me
L L L
= dp = dt = dr - dr . (2.179)

mr? T mr? 2B —U(r)] r2 2B =U(r)]

wobei wir im letzten Schritt Gl. (2.177) benutzt haben. Integration von ¢q bis ¢ bzw. von
ro = r(pg) bis r = r(p) liefert

/¢d’= - —L/rd—rl ! (2.180)
©o vy i 70 2 \/QTTL[E—U(T/)] .

Dies bestimmt die Funktion ¢(r) und mit der Funktion r(¢) erhélt man durch Einsetzen
die Funktion ¢(r(t)) = ¢(t). Damit ist auch die Bewegung in ¢—Richtung bestimmt und
das Problem gelost.

Bemerkungen:

1. Man beachte, dass wir zur Losung des Problems die Newtonschen Bewegungsglei-
chungen nicht beno6tigt haben, sondern ausschliellich die Energie- und Drehimpul-
serhaltung. Letztere folgen jedoch auch aus den Newtonschen Bewegungsgleichun-
gen. Um dies zu sehen, betrachten wir die Newtonschen Bewegungsgleichungen in
ebenen Polarkoordinaten, vgl. Gl. (1.166),

mr = m (i —r¢@®) & +m(rg+27i¢)e,

=1 dV(r) = dV(r
= )= —vviy = -y, 0,
= m(i-r¢’) = _d\g_y) ! (2.181)
rg+2ig = 0. (2.182)
Gleichung (2.181) schreibt sich mit ¢ = L/(mr?) und Gl. (2.175) in

dV(r L? dV(r L? dV(r

mr= mr@Z—;g—i):merM_ ‘gf‘):mri%_ ‘27(“)
— —% {%Lw? V(r)] - _dzy) (2.183)
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2 Mechanik des freien Massenpunktes

um. Die Bewegung in Radialrichtung entspricht also einer eindimensionalen Be-
wegung im effektiven Potential U(r). Multiplizieren wir diese Gleichung mit 7,
so ergibt sich mit Gl. (2.174)

... dmr? dU(r) dr  dU
mri = = —=_

dt 2 dr dt dt
d /m7r? dE

- Ul = —= =0

dt( 5 T ) dt ’

d.h. die Energieerhaltung.
Wir multiplizieren Gl. (2.182) mit m r und erhalten mit Gl. (2.173)

dL

d
0=mrip+2mriyp=— (mrng) =

dt
d.h. die Drehimpulserhaltung.

2. Offenbar muss stets £ > U(r) gelten, ansonsten ist die Radialgeschwindigkeit
(2.176) nicht reell. Wir definieren

(i) Klassisch erlaubte Bereiche: alle r, fiir die £ > U(r).

(ii) Klassisch verbotene Bereiche: alle r, fiir die £ < U(r).

(iii) Umkehrpunkte der Bewegung: alle r, fiir die 7 = 0, also £ = U(r).
Dies wird in Abb. 2.36 an einem Beispiel verdeutlicht.

U(r)
A

N

E=const.
\ /

N
g g 13 \/”4

Abbildung 2.36: Ein Potential mit klassisch erlaubten und klassisch verbotenen Bereichen.

Fiir einen vorgegebenen Wert von F = const. sind die klassisch erlaubten Bereiche
die Intervalle [r{, 7] und [r3, r4]. Die klassisch verbotenen Bereiche sind die Intervalle
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2.5 Das Keplerproblem

[0,71), (r2,73) und (74, 00). Umkehrpunkte der Bewegung sind ry, 9, 73 und 4. An
den Minima und Maxima von U(r), also wo dU(r)/dr = 0, verschwindet die Kraft
in Radialrichtung.

2.5.2 Planetenbewegung

Ein Planet der Masse m bewegt sich im Gravitationspotential

m M
r

V(r)=—v (2.184)
der Sonne, welche die Masse M habe. Das Zentrum der Sonne liegt hierbei im Ursprung
des Koordinatensystems und das Zentrum des Planeten bei 7, hat also den Abstand r
vom Koordinatenursprung. Die Newtonsche Gravitationskonstante v ~ 6,674 - 10711 N
(m/kg)? hatten wir schon nach Gl. (2.26) eingefiihrt. In der Tat liefert dieses Potential
die Gravitationskraft aus Gl. (2.26),

F(7) = -VV(r) = —

Da es sich um eine Zentralkraft handelt, ist der Drehimpuls erhalten und die Bewegung
des Planeten um die Sonne findet ausschliellich in einer Ebene, der sog. Ekliptik, statt.
Wir kénnen die Diskussion aus dem vorangegangenen Abschnitt direkt iibernehmen.

Das im vorangegangenen Abschnitt eingefiihrte effektive Potential fiir die Bewegung
in Radialrichtung hat die Form

L? L? m M

Ul(r) +V(r)= — : (2.185)

2mr?

Es besitzt also einen negativen, attraktiven Anteil, das Gravitationspotential (2.184),
sowie einen positiven, repulsiven Anteil, die sog. Drehimpulsbarriere L?/(2mr?).
Beide Anteile sowie ihre Summe (2.185) sind in Abb. 2.37 dargestellt.

Man beachte, dass sich die Form von U(r) in Abhéngigkeit des Wertes von L quan-
titativ, aber nicht qualitativ &ndert. Fiir gegebenes L gibt es in Abhéangigkeit von
der Gesamtenergie E mehrere Moglichkeiten fiir die Bahnformen des Planeten um die
Sonne. Die entsprechenden Werte bzw. Bereiche fiir die Gesamtenergie sind in Abb. 2.38
eingezeichnet.

(a) E < Eg: Da Ex = U(Rk) der Wert der Energie am Minimum des effektiven
Potentials U(r) ist, gilt E < U(r) fiir alle r, d.h. wir befinden uns im klassisch
verbotenen Bereich. Dort gibt es keine Bahnform, die klassisch realisiert werden
kann.

(b) E = Eg: Man befindet sich am Minimum des effektiven Potentials. Der einzige
klassisch erlaubte Wert fiir r ist r = Ry, den wir wie folgt berechnen:

0 — dU(r) o N m M
T A |, mEL ' R%
2 2 L2
< ym°M Rg < Rg Y (2.186)

147
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— L2/2mr2
— V(r)
— U(r)

7

Abbildung 2.37: Das effektive Gravitationspotential fiir die Bewegung in Radialrichtung,

148

welches sich aus dem eigentlichen Gravitationspotential und der Drehim-
pulsbarriere zusammensetzt.

Offensichtlich gibt es nur einen einzigen Wert fiir den radialen Abstand r des Pla-
neten von der Sonne, ndmlich Rg. Es handelt sich also um eine geschlossene
Bahnkurve mit festem radialem Abstand, also um eine Kreisbahn mit Radius
Rg.

Ex < E < Ep = 0: Es handelt sich ebenfalls um geschlossene Bahnkurven, aller-
dings mit variablem radialen Abstand r, der zwischen r; und ry (den Umkehrpunk-
ten der Radialbewegung) variiert. Wir vermuten (und werden diese Vermutung im
folgenden bestétigen), dass es sich hierbei um Ellipsenbahnen handelt, vgl. Abb.
2.39.

Hierbei befindet sich die Sonne in einem der beiden Brennpunkte der Ellipse. Die
Ellipse 148t sich als Funktion r(¢) darstellen, s. unten. Der sonnennéchste Punkt
ist bei ¢ = 0, r(0) = ry, der sog. Perihel. Der sonnenfernste Punkt ist bei ¢ = 7,
r(m) = rq, der sog. Aphel.

E = Ep = 0: Es gibt nur einen Umkehrpunkt » = R,, aber keinen zweiten. Dies
bedeutet, dass es sich um eine offene Bahnkurve handelt. Wir werden im folgenden
sehen, dass es sich um eine Parabelbahn handelt, vgl. Abb. 2.40.
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(e) | Eg[—

5
@ § /'/\a : a

Abbildung 2.38: Das effektive Gravitationspotential und die Werte bzw. Bereiche der Ge-
samtenergie, die den moglichen Bahnformen entsprechen.

Der Umkehrpunkt R, bestimmt sich aus der Bedingung

L? m M
0 = UR,) = —
(Fu) =50 =7 R,
&~ 2ym*MR, = L* < R o R (2.187)
7 O “T 9 mEM T 2 '

(e) E > Ep = 0: Auch hier gibt es nur einen Umkehrpunkt r, < R, d.h. es hdndeftog1o

sich wiederum um offene Bahnkurven. Wir werden sehen, dass es sich um HyTer=

belbahnen handelt, s. Abb. 2.41.
Wir zeigen nun, dass die Bewegungsgleichungen tatséchlich diese Bahnkurven liefern. Da-

zu gehen wir von Gl. (2.180) aus, setzen das effektive Potential (2.185) ein und substitu-
ieren die Variable s = 1/r', ds = —dr’/r'?,

r /r/ 1 1/7‘ 1
popo=1L 2 - ds 2.2 2 )
ro T \/Qm [E— L2 +7mr_'M} 1/ro \/QmE—L s2 + 2vym?2Ms

2mr’2
(2.188)
Dieses Integral ist ein Standardintegral vom Typ

/dac L ,
vax? +bx +c

mit a = —L? < 0, b = 2ym?M, ¢ = 2mE. Die Stammfunktion hingt ab vom Vorzeichen
von a und dem der Grofle

A=dac—b =-8LmE— (2ym’M)* = -4 2L’ mE + (ym*M)?] .
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Y
=

Abbildung 2.39: Ellipsenbahn.
y
\ m
()

¢
A X

M / s
/ .

Abbildung 2.40: Parabelbahn.

u

Dies ist nicht automatisch negativ, denn E kann ebenfalls negativ werden. Eine obere
Grenze fiir A erhélt man aber offensichtlich aus der unteren Grenze fiir E. Diese ergibt sich
aus folgender Uberlegung. Da die Kreisbahn als Bahnform fiir £ = Ex = U(Rg) gesichert
erscheint und daher keiner weiteren Klarung bedarf, betrachten wir E > Ex = U(Rk).
Fiir klassisch erlaubte Bahnen muss E > U(r) gelten,

L? m M B L? A2mAM? ym2M B 72m3M2

E>U(r) > U(Rg) = - - —vmM _
> U(r) > U(Rg) omi2 Rl —am r "M 207

wobei wir Gl. (2.186) fiir Rk benutzt haben. Fiir A erhalten wir daraus die obere Grenze

,.)/2m3 M2

A< —4|-2I72
< m SV

+ (ym*M)?*| =0.

Fiir A < 0 und a < 0 erhalten wir nach Konsultation einer gingigen Integraltafel (s. z.B.
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Abbildung 2.41: Hyperbelbahn.

Ref. [8], G1. 1.1.3.3.241)

1 1 2ax +b
dz = — arcsin —— . 2.189
Var? +bx +c Vv—a V—=A ( )

Nun miissen wir noch die Integrationsgrenzen in Gl. (2.188) festlegen. Wir wéhlen ¢y = 0,
also 79 = r(0). Dies ist nach den vorangegangenen Uberlegungen (vgl. Abbildungen 2.39,
2.40 und 2.41) stets der Punkt des kleinsten Abstands zwischen den Massen m und
M, also der Umkehrpunkt der Bewegung bei kleinen r (r, im Fall der Hyperbel,

R, im Fall der Parabel und r; im Fall der Ellipse). Er 148t sich aus folgender Gleichung
bestimmen:

L? m M
2mrd i To

= 2mErs +2ym*Mry— L*=0.

E:U(To):

Fiir £ = 0 folgt daraus
L2

o= 2ym2M

=R,

wie es sein muss. Die Stammfunktion (2.189) an der unteren Integralgrenze 1/rq ist dann

1 . —2L%/rg+2ym*M 1 . —4dymPM +2ym*M
—— arcsin = —— arcsin
L V—=A L 2ym2M
1 T

= -7 arcsin(—1) = 5T -
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Fiir £ # 0 erhalten wir durch Losen der quadratischen Gleichung

m M L2
7“3%—7

E T omE "

vaj: ~ym M 2+ L?
ro = —
’ 2F 2F 2mE

_ 1 _ 2 2 2 2 >
- 4mE< 2y m2M £ \/(2ym2M? + 8 L*m E

1
— <—27m2M:|: v—A) .
AmE
Da 1y > 0, ist stets das obere Vorzeichen zu wihlen. Die Stammfunktion (2.189) an der
unteren Integralgrenze ist

das Resultat

1 . =2L%rg+2ym*M 1  —2L2 4+ 2ym2iM rg
—— arcsin = —— arcsin
L vV —A L ToV —A
1 . —8L*mE+2ym?M (—=2ym*M ++/—A)
= —— arcsin
L dmErov—A
1 . —(=A)+2ym*M /-A
= —— arcsin
L (=2ym2M + —A)V/—-A
V= A+2ym*M 1 in(—1) T
= —— arcsin = —— arcsin(—1) = —
wie auch im Fall £ = 0. Die Berechnung des Integrals in Gl. (2.188) fiihrt also auf
1 . 2L%/r+2ym*M m
o(r) = —L | —= arcsin - —
L 2\/2L2mE + (ym*M)? 2L
_ —L?/r +ym*M 7r
= arcsin -
\/2L2mE+(7m2M)2 2
L*/r —ym*M
= arccos /r—ym (2.190)

V2L0PmE + (ym2M)? '

wo wir im letzten Schritt arcsin(—z) + /2 = arccos z ausgenutzt haben. Nun miissen wir
noch nach r(y) auflésen,

L2
— = ym’M +cosp \/2L*mE + (ym2M)?
r
1 ym2iM 2mFE v m2M >
= s 72 + cosy 72 + Iz
1 1
= - =7 (14 € cosyp) (2.191)
T
k
— = — 2.192
r(p) pr— (2.192)
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2.5 Das Keplerproblem

wobei wir die Abkiirzungen

L? 2L2mE

eingefiihrt haben. Offensichtlich ist der sog. Halbparameter k = Rg gleich dem Radi-
us der Kreisbahn. Man bezeichnet € als numerische Exzentrizitit. Gleichung (2.192)
beschreibt Kegelschnitte in Polarkoordinaten, vgl. Abb. 2.42. Hier betrachtet man die
(eindimensinale) Schnittmenge einer (zweidimensionalen) Ebene mit einer (zweidimensio-
nalen) Kegelfliche. Diese Schnittmenge ergibt eine Kurve, die je nach Neigung der Ebene,
die den Kegel schneidet, identisch mit einem Kreis, einer Ellipse, einer Parabel, bzw. einer
Hyperbel ist.

Hyperbeln

Abbildung 2.42: Kegelschnitte.
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2 Mechanik des freien Massenpunktes

Wir unterscheiden vier Félle:

1. € = 0: In diesem Fall ist 7(¢) = k = Rg. Dies entspricht einer Kreisbahn mit
Radius Rg. Der Abstand der Masse m (Planet) von der Zentralmasse M (Sonne)
bleibt konstant, also gibt es keine ¢—Abhéangigkeit.

2. 0 < e < 1: In diesem Fall handelt es sich um eine Ellipse, vgl. Abb. 2.43.

vy

A

fr—)

-~ x,x'=x+e

Abbildung 2.43: Ellipse.

Die grof3e Halbachse der Ellipse ist a, die kleine Halbachse ist b, und die sog. li-
neare Exzentrizitit ist e. Es gilt offensichtlich folgender Zusammenhang zwischen
a, e und k, e

k
7‘(0):1+6:a—e, T(W)zl_eza—l—e.

Daraus folgt

1 k . k k ym M
a = — — — —
2\14+€e¢ 1—¢ 1—¢2 2F
1 k k ke
T o\l-¢ 1te) 1o F
ym M 2L°mFE 1
= - 1 _ 2 [2mE 2M)2 .
2E\/ (ym2M)? QmE\/ mE+ (ymiM)

Die kleine Halbachse 148t sich aus der Ellipsennormalform berechnen,
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2.5 Das Keplerproblem

Fiir den Punkt 2/ = e, ¢y = k gilt dann

1 = — + — =€+ —

a2 B b2
k2 , k
< ﬁ = 1—¢ :E
M L L2
= V¥ = ak=-1" (2.194)

—— b —

3. € = 1: Dies entspricht der Parabel. Wir sehen dies am schnellsten, indem wir die
Darstellung (2.192) in ebenen Polarkoordinaten in kartesische Koordinaten zuriick-
transformieren:

k cos
x = Tcosp=
v 1+ cosp
k+/1 — cos? 1—
y = rsing= cos? cos

Daraus ergibt sich

2 21+4cosy

k:(1+cosg0_1—cosg0> ko k1—cosp

koy
rT=5 =-—-——==R,——.
l1+cosp 1+cosyp 2

2

In der (z,y)—Ebene ist dies eine auf der Seite liegende, nach links getffnete Parabel,
vgl. Abb. 2.44.

y

\
\
/

/‘R_u; k2

Abbildung 2.44: Parabel.

4. € > 1: Dieser Fall entspricht der Hyperbel. Die Hyperbel ist die typische Trajekto-
rie fiir eine Streuung einer kleinen Masse m an einer groflen Masse M, bzw. eines
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2 Mechanik des freien Massenpunktes

156

Abbildung 2.45: Hyperbel.

Stofles einer kleinen Masse mit einer grofien. Die kleine Masse kommt aus dem Un-
endlichen und wird durch das Potential der grolen Masse von ihrer urspriinglichen
Trajektorie abgelenkt. Wir betrachten dazu Abb. 2.45.

Hier bezeichnet der Winkel ¢ den sog. Streuwinkel und b den sog. Sto3parame-
ter. Nach Gl (2.191) gilt fiir r — oo:

1
COS Poy = —— .
€

Auflerdem gilt aufgrund von Abb. 2.45

T—0=2(T—ps) < = Poo —

bo |

2
Daraus folgt

v 1
sin 5= sin (gpoo — g) =~ C0SPu0 = -, (2.195)

wobei wir sin(z — y) = sinz cosy — siny cosz und cos(7/2) = 0, sin(7/2) = 1
benutzt haben. Sei 77, die Geschwindigkeit der Masse m bei r — oo, wo das Potential
verschwindet. Dann ist die Gesamtenergie durch die kinetische Energie gegeben,

1 - 1 [2F

wobei wir ausgenutzt haben, dass fiir gegebenes L = const. < oo der Drehimpuls-
term L?/(2mr?) in der kinetischen Energie fiir 7 — oo verschwindet. Die Drehim-
pulserhaltung liefert

L=m|F x| =mfe X | =mbise =bV2Em. (2.197)



2.5 Das Keplerproblem

wobei wir Gl. (2.196) benutzt haben und die Tatsache, dass die Projektion von
Tao senkrecht zur Richtung von 7, gerade der Stoparameter ist. Gleichung (2.197)
besagt, dass der Stoparameter eindeutig durch L und FE festgelegt ist,

L
b= : (2.198)
2Em
AuBerdem gilt mit den Glgen. (2.193), (2.195) und (2.198)
1 1 — sin®(0/2 2(9/2
P SRR B () U B
sin®(9/2) sin”(9/2) sin”(9¥/2) 2
_ 2LPmE  4VmPE®  AD’E?
C (ymEM)P? (ym2M)? - (ymM)?
U ym M
= tang = 3 E (2.199)
Dies bedeutet, dass der Streuwinkel durch b und F festgelegt ist.
2.5.3 Die kosmischen Geschwindigkeiten 25.1.2010

Wir betrachten die Bewegung eines Satelliten der Masse mg,; um die Erde mit Masse
Mp. Der Satellit bewege sich auf einer elliptischen Bahn mit Gesamtenergie £ und mit
Drehimpuls Lg. Das dazugehorige effektive Potential ist in Abb. 2.46(a) dargestellt.

U(r) Uu(r)
Lé/Z mr2 L§/2 m rz

T r

(a) (b)

Abbildung 2.46: Das effektive Potential fiir (a) zu geringen Drehimpuls Ly, (b) fiir aus-
reichend groflen Drehimpuls Ls.

Offensichtlich gibt es bei der Satellitenbahn Werte fiir den radialen Abstand r, die
innerhalb des Erdradius Rg liegen. Dies bedeutet nichts anderes, als dass der Satellit ir-
gendwann auf der Erdoberfliche aufschliagt. Dies kann verhindert werden, indem man den
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2 Mechanik des freien Massenpunktes

Drehimpulsanteil der kinetischen Energie erhoht. Dies ist in Abb. 2.46(b) fiir einen aus-
reichend grofien Drehimpuls L3 dargestellt. Die Satellitenbahn hat zwar dieselbe Gesamt-
energie F wie vorher, liegt aber nun vollstdndig auflerhalb des Erdradius, d.h. oberhalb
der Erdoberfliche, so dass ein Zerschellen des Satelliten ausgeschlossen ist.

Der minimal erforderliche Drehimpuls L; ist gerade derjenige, bei dem der erdnéchste
Punkt, das sog. Perigdum (in Analogie zum Perihel bei der Bewegung der Erde um die
Sonne) 71 = (¢ = 0) mit dem Erdradius Rp iibereinstimmt. Dann streift die Satelliten-
bahn gerade an ihrem erdnéchsten Punkt die Erdoberfliche. Da am Perigdum 7 und 7
senkrecht aufeinanderstehen, gilt

Ly = mgy REv1

wobei v die zum Wert von L; passende Geschwindigkeit ist. Andererseits gilt mit Gl.
(2.193)

Ry — = k _ L? 1 :mgatR%v% 1 :R%v% 1
l+e ymi Mpl+e ymi Mpl+e ~yMpl+e
M M
= ? = P> 108 (2.200)
Rg Rg

Der Ausdruck auf der rechten Seite bildet die untere Grenze fiir v; und entspricht dem Fall
e = 0, also der Kreisbahn. Nun ist der Betrag der Gravitationskraft an der Erdoberflache
gegeben durch

Mgat M,
F(;(RE) = 7;{_;]5‘ =Mgat g ,
E
was einen Ausdruck fiir die Erdbeschleunigung ¢ liefert,
v Mg
= (2.201)
R
Eingesetzt in Gl. (2.200) ergibt sich die sog. erste kosmische Geschwindigkeit
k
v > /g Rp ~ 7,01 — . (2.202)
s

Dies ist die Mindestgeschwindigkeit, die ein Objekt in einer Erdumlaufbahn haben
muss.

Um den Bereich der Erdanziehung zu verlassen, ist eine groflere Geschwindigkeit not-
wendig. Die nicht geschlossene Bahn geringster Energie ist die Parabel, mit £ = 0. Wir
nehmen an, dass der Umkehrpunkt der Parabelbahn des Satelliten gerade auf der Erdober-
flache liegt, R, = Rg. Dort stehen Geschwindigkeit und Ortsvektor senkrecht aufeinander,
so dass

Ly = mgar Ry 2 = Mgay R va -
Andererseits ist nach Gl. (2.187) mit Gl. (2.201)
L3 mé, REvs  Rpvy vl

R’u, = R = = = = —
B 2ymi Mp  2ymi Mg 2vMgp 2y

Kk
= v = V29Rp=V2v =11,2"2 (2.203)
S

Dies ist die sog. zweite kosmische Geschwindigkeit, die ein Objekt braucht, um den
Bereich der Erdanziehung zu verlassen.
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2.5 Das Keplerproblem

2.5.4 Die Keplerschen Gesetze

Zum Abschluss dieses Kapitels zitieren wir noch die Keplerschen Gesetze:

1. Planeten bewegen sich auf Ellipsen, in deren einem Brennpunkt die Son-
ne steht.

Dies folgt aus der Energie- und Drehimpulserhaltung. Ellipsen (und, als Spezialfall,
der Kreis) sind die einzig moglichen geschlossenen Bahnformen im Gravitationspo-
tential.

2. Der Fahrstrahl von der Sonne zu einem Planeten iiberstreicht in gleichen
Zeiten gleiche Flichen.

Dies ist der schon oben bewiesene Flachensatz, vgl. Gl. (2.166). Er folgt aus der
Drehimpulserhaltung.

3. Die Quadrate der Umlaufzeiten zweier Planeten verhalten sich wie die
dritten Potenzen der groflen Ellipsenhalbachsen.

Beweis: Die Flidche einer Ellipse ist

S—?TCLbETS—Tzi,

m
wobei T die Umlaufzeit eines Planeten ist und wo wir den Fléchensatz (2.166)
benutzt haben, der besagt, dass die Flichengeschwindigkeit S den konstanten Wert
L/(2m) annimmt. Nun ist mit den Glgen. (2.193) und (2.194)

T? B 722 4m? B 4mim? B Arim? L2 4mr?

L — E— —
a3 a L2 L? L2 vym?M M

= const. , q.e.d.
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3 Mechanik der Mehrteilchensysteme

3.1 Bewegungsgleichungen

Die meisten realen physikalischen Systeme bestehen nicht nur aus einem einzelnen
Teilchen oder Massenpunkt, sonder aus vielen solchen Teilchen, die miteinander wech-
selwirken.

Wir betrachten ein System aus N Teilchen, die wir mit ¢ = 1,..., N durchnumerieren,
und definieren

(i

Ortsvektor des i—ten Teilchens,

(ii) m;: Masse des i—ten Teilchens,

) fuBere Kraft, die auf das i—te Teilchen wirkt; fiir abgeschlossene Systeme
verschwmdet diese Kraft fiir alle Teilchen, Fi(ex) =0,Vei=1,...,N,

) T
)

(iii) F Gesamtkraft, die auf das i—te Teilchen wirkt,
) F,

(iv

(v) F;j: von Teilchen j auf Teilchen ¢ ausgeiibte innere Kraft. Innere Krifte sind in
der Regel Zweikorperkréfte, d.h. sie héngen i.a. von den Positionen 77, 7, den
Geschwindigkeiten Fi, Fj und der Zeit t ab. Nach dem dritten Newtonschen Axiom

Die Newtonsche Bewegungsgleichung fiir das :—te Teilchen lautet
j=1
i#£J
Fiir Mehrteilchensysteme mit N > 2 sind diese Bewegungsgleichungen i.a. nicht mehr

analytisch losbar. Es lassen sich dennoch eine Reihe allgemeiner Aussagen machen.
Der Fall N = 2 wird spéter gesondert betrachtet.

3.2 Erhaltungssatze

3.2.1 Impulssatz (Schwerpunktsatz)

Wir summieren die Bewegungsgleichung (3.1) iiber 1,

SULES YL AL O

1,7 =1
i # ]
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3.2 Erhaltungssétze

Der zweite Term auf der rechten Seite verschwindet,

> Fij=35 Zﬂj+§ Zsz’=§ > (Fij + Fyi) = 5 Y (Fy-Fy) =0,
=1 ij=1 ji=1 ij=1 ij=1
i# i#] i#] i#] i#]

wobei wir im ersten Schritt lediglich die Summationsindizes ¢ und j im zweiten Term
vertauscht und im letzten Schritt das dritte Newtonsche Axiom, F;; = —Fj;, benutzt

haben. Wir erhalten also
N N

> mir =Y (3.2)

=1 i=1

Wir definieren nun

N
(i) Gesamtmasse M = Zmi,
i=1
LN
(ii) Schwerpunkt R = i Z m;T; ; dies ist der mittlere Ort aller Massen, d.h. der
i=1

Massenmittelpunkt,

N .
(iii) Gesamtimpuls P = Zmi P=M ]%,
i=1

i (ex)

(iv) Gesamtkraft Flex) —

11>

Dann folgt aus Gl. (3.2) der sog. Schwerpunktsatz,

m;T; =P =MR=F® (3.3)

=1

Dies bedeutet, dass sich der Schwerpunkt eines Systems aus Massenpunkten so bewegt,
als ob die gesamte Masse aller Teilchen in ihm vereinigt ist und alle Aufleren Krifte
allein auf ihn wirken. Innere Kréfte haben auf die Bewegung des Schwerpunkts keinen
Einfluf3.

Der Schwerpunktsatz bietet nachtraglich die Rechtfertigung dafiir, ausgedehnte Korper
durch einen Massenpunkt der Gesamtmasse M und lokalisiert im Schwerpunkt R zu idea-
lisieren. Dies gilt natiirlich nur, falls die Wechselwirkung der Konstituenten untereinander
und ihre Bewegung relativ zueinander fiir das betrachtete physikalische System keine Rolle
spielt.

Der Schwerpunktsatz ist gleichzeitig der Impulssatz fiir das N —Teilchensystem. Der
Gesamtimpuls ist genau dann erhalten, P= const., wenn F©) = 0. Dies ist der Impuls-
erhaltungssatz fiir das Mehrteilchensystem.
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3 Mechanik der Mehrteilchensysteme

3.2.2 Drehimpulssatz

Wir definieren den Gesamtdrehimpuls des N—Teilchensystems,

N N
=1 =1

Ableiten nach der Zeit ergibt

N

. N
L= i (Fx i 7iox 73) = D mad x 7
i=1

i=1

N
— Z x F) 4 Z 7 X (3.5)
2#]

Den letzten Term schreiben wir wieder durch Umnumerieren der Indizes und Ausnutzen
des dritten Newtonschen Axioms um in

N N

Z X Fy o= = Z (rsz —f—ijF}-i) 3 Z ( X F; ><FZ-]~>
i,j=1 i,j=1 i,j=1
i#j i#] 1]
| X
= 5 > @-7)xFy. (3.6)
ij=
1]

Nun sind Zweikorperkréfte ﬁij in der Regel parallel zur Richtung des Differenzvektors
Ty — 75, F;j | 75 — 7, vgl. Abb. 3.1. Dann verschwindet aber jedes Kreuzprodukt in der
Summe in GL. (3.6).

Gleichung (3.5) wird damit zum Drehimpulssatz,

. N N
I = Zﬁ' % F’i(ex) _ ZMi(ex) — N 7 (3.7)
i=1 i=1

wobei wir das auf das i—te Teilchen wirkende #uBere Drehmoment M (™ = 7 x F(*
und das gesamte duflere Drehmoment M definiert haben. Auch hier sind innere Krifte
unmafgeblich.

Fiir ein abgeschlossenes System gilt E(ex) = 0, also auch Mi(ex) = 0, also M) = 0.
Dann ist der Gesamtdrehimpuls erhalten, L= W .

Oft ist es sinnvoll, den Drehimpuls in einen Schwerpunkts- und einen Relativanteil
zu zerlegen. Wir definieren den Abstandsvektor des i—ten Teilchens vom Schwerpunkt

des Gesamtsystems,
Ari=1;— R.
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3.2 Erhaltungssétze

r.—T.
Lo

Abbildung 3.1: Abstandsvektor und Zweikorperkréfte zwischen zwei Massenpunkten m;
und m;.

Dann gilt

N .
L = Y mi(R+AR) x (B+ AF)

i=1

N .
= Zmz(ﬁxﬁ ﬁxAm—i—Ame—FAnxAn)

. N . N
- Mﬁxﬁ+ﬁx< m,-Aﬁ)Jr(ZmiAﬁ)xﬁ+ZmiAﬁ><Aﬁ.
=1 =1

Der zweite Term verschwindet aufgrund der Definition des Gesamtimpulses,

N
Zm,»Ar, me ZmZ :_' ﬁ 0.
i=1

Der dritte Term verschwindet aufgrund der Definition des Schwerpunkts,

N N N
ZmiAﬁ:Zmiﬁ—Zmiﬁ:M ~MR=0.
i=1 i=1 i=1
Wir erhalten also das Resultat
) N N
L=MRxR+Y mAf,x Aij=RxP+Y AF x Ap;=Lg+L,, (3.8)

=1

wobei wir den Drehimpuls der Gesamtmasse, bezogen auf den Koordinatenursprung,

Ls=RxDP, (3.9)
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und den Drehimpuls aller N Teilchen, bezogen auf den Schwerpunkt,
N
L, =) AF x Ap;, (3.10)
i=1

definiert haben.

3.2.3 Energiesatz

Wir multiplizieren die Newtonsche Bewegungsgleichung (3.1) skalar mit 7, und summieren
iiber 7,

izlmin'm = ;1§E<mﬂi2):E;1§mi 2
d N d N . —
- oy TZ.:_fZZf;.Fi_ (3.11)

Hier ist T; = m; ?f /2 die kinetische Energie des i—ten Teilchens und 7' = ZZN:l T;
die gesamte kinetische Energie.
Wir machen eine Fallunterscheidung:

1. Falls alle Kriifte F; konservativ sind, so gilt
VixE=0 Vi=1,...,N,

wobei V; = (8/8x;,8/dy;, 8/8z) der Nabla-Operator beziiglich der Koordinaten des
i—ten Teilchens ist. Aus dem Verschwinden der Rotation der F; folgt die Existenz
eines Potentials V (771, ...,7y) mit F; = —V,;V. Dann gilt

N N
- L= dv

F=-SN7.VV=——". 3.12

2Ry a e

Hier haben wir ausgenutzt, dass das totale Differential der Funktion V' (7,...,7y)

die Form

AV (7, Z (av av dyz ) Zv V- d7;

hat. Setzen wir Gl. (3.12) in in Gl. (3.11) ein, so folgt der Energieerhaltungssatz,

d
dt<T+V)_O = T+V =FE=const.. (3.13)
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3.2 Erhaltungssétze

2. Im allgemeinen Fall spalten wir die Krifte in einen konservativen und einen dissipa-
tiven Anteil auf, F; = F*") + F Dann folgt nach den gleichen Uberlegungen
wie im ersten Fall fiir den konservativen Anteil der Kraft der sog. Energiesatz

d dE al 5 —(diss
TT+V)=—=>n E"™, (3.14)
i=1

d.h. die Anderung der Gesamtenergie ist gleich der Leistung der dissipativen Kréfte.
Man kann das Potential in einen &dufleren und einen inneren Anteil aufspalten. Fiir
konservative Zweikorperkréfte hat diese Aufspaltung die Form
N

V(L. i) =Y Vi Z V(|7 = 7)) - (3.15)

=1 2,J=1

Wir wéhlen V;; = 0 und bemerken, dass

Vig(I7ri = 751) = Vi (175 = 7)) = Va7 = 7)) = Va7 = 751) - (3.16)

Wir zeigen nun, dass die Aufspaltung (3.15) korrekt ist, indem wir (a) die rechte Seite
von Gl. (3.1) reproduzieren und (b) das dritte Newtonsche Axiom iiberpriifen.

(a) Es gilt

F= ViV = =V, V(7 Z ViVi; (17 = 7)

i,j=1

t# ]
Der erste Term ist identisch mit der k—ten externen Kraft F, éex). Der zweite Term
148t sich wie folgt umschreiben. Zunéchst bemerken wir, dass der Nabla-Operator
ﬁk angewendet auf V;; verschwindet, wenn nicht einer der beiden Indizes i oder j
gleich k ist,

ViVii (17 = 7)) = ViVig (|7 — 751) 0 + ViVie (17 — 7)) 051

Wenn man diesen Ausdruck iiber ¢ und j summiert, erkennt man durch Vertauschen
der Indizes i <+ j und Ausnutzen der Symmetrie (3.16) von V;; bei Vertauschen von
Indizes, dass die beiden Terme auf der rechten Seite den gleichen Beitrag liefern.
Wir erhalten also das Ergebnis

Fy = F* Z ViV (7 = 7)) = F + Z Frj (3.17)
j=1 j=1
ik ik
wobei wir fiir die Zweikorperkraft Fy; = —V,, Vi, (|7 — 7;|) angesetzt haben. Dies ist

korrekt, da die Zweikorperkraft immer in Richtung des Abstandsvektors 7, — 7 der
beiden Teilchen zeigen muss. Beziiglich der Position eines Teilchens ist sie damit
eine Zentralkraft. Da sie zudem nach Voraussetzung konservativ ist, kann das
zugehorige Potential nach dem zweiten Satz in Abschnitt 2.4.7 nur vom Betrag
|7; — 7| des Abstandsvektors abhéngen, nicht aber von seiner Richtung. Gleichung
(3.17) ist identisch mit der rechten Seite von Gl. (3.1), q.e.d.
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3 Mechanik der Mehrteilchensysteme

(b) Es gilt
- VJVYIC(|7:; - 7:’k|) = —ljk, q.e.d.

Hier haben wir die Symmetrieeigenschaften (3.16) des Zweikorperpotentials sowie
folgende, aus der Kettenregel abzuleitende Relation benutzt:

OV (1T — 75]) OV (|7 — 75]) Oy —5) Vi (7% — 75])

oxy, O(zg — ) oxy, Ok — )
V(i -7 V(R—Tl)  ox,
Ny —xp) Jz; O(x; — )
Vi (|7 — 7))
Ox; '

3.2.4 Virialsatz

Durch die Bewegung der Massenpunkte wird fortwéhrend kinetische und potentielle Ener-
gie ineinander umgewandelt. Der Virialsatz macht eine Aussage dariiber, wie grofl die
kinetischen und potentiellen Beitrdge zur Gesamtenergie im zeitlichen Mittel sind.

Wir multiplizieren die Newtonsche Bewegungsgleichung (3.1) skalar mit 7; und sum-
mieren iiber i:

N d N N
S mir - E( mm-a>—zmm2
i=1 = '
N
= Y F == ViV, (3.18)

wobei wir angenommen haben, dass die Krifte 13Z ausnahmslos konservativ sind.
Wir definieren den zeitlichen Mittelwert einer beliebigen Funktion f(t),

()= tim = [ at e

T—00 T 0

Damit erhalten wir

d (& -
<E <Zlmlrln>> = 7']-1—>I£10; dt—(me 7‘1>

N

!
= hm—E m; - 7
T—00 T 4 1
1=

=0,
0

solange 7 - 7, < co. Das zeitliche Mittel von Gl. (3.18) ergibt sich dann als

() (B )
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3.2 Erhaltungssétze

oder
2(T) = <Zﬁiv : ﬁ-> . (3.19)

Dies ist der sog. Virialsatz. Den Ausdruck auf der rechten Seite bezeichnet man als Virial
der Krifte. Der Virialsatz besagt, dass das Virial der Krifte gleich dem Zweifachen des
zeitlichen Mittelwertes der kinetischen Energie ist.

Wir diskutieren einige Spezialfille. Fiir abgeschlossene Systeme gilt 7™ = —V, V) =
0, also nach Gl. (3.15)

— — 1 — —
V(i 77“N)=§sz‘j(|7”i 7il)
ij=1
Falls
Vis(IFi = 751) = o 7 — 5" (3.20)

mit n € Z, dann gilt gemaf der Kettenregel

N
1 dVie = .. o, .
= 5 E d—JV1|r] — Tkl T (321)

f.
.
T
o

Einerseits ist nun mit dem Ansatz (3.20)

dVig, Vi
diry =7l 7 =7kl
Andererseits ist L.
-, o r, — Tk
|T.7 Tk‘ ( J k) |Fj _T—,*k|
Dies folgt aus der Kettenregel und der Relation (1.81). Eingesetzt in Gl. (3.21) ergibt
N N N
- L oon Vi L I, 1 B
ZViV.rizizW—Fw(rj_rk>.(rj_rk):n§' V]k:nV
=1 J,k=1 j,k=1
Damit lautet der Virialsatz nun
2(T) =n (V). (3.22)
Beispiele:
1. Gekoppelte harmonische Oszillatoren:
1
Daraus folgt, dass kinetische und potentielle Energie im Mittel gleich sind,
(T) =(V) . (3.23)

Fiir die Gesamtenergie gilt
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2. Coulomb- oder Gravitationspotential:

(67

‘/7;]' = = — = n=-—1.
|7 — 7]
Daraus folgt
2(T) = —(V) (3.24)
bzw. fiir die Gesamtenergie
1 1
(E) =5 (V) +{V) =5 (V) =(T) - 2(T) = () < 0.

Dies bedeutet, dass die Teilchen des Systems im Mittel eine gebundene Bewegung
durchfiihren.

3.3 Zwei-Teilchen-Systeme

Als Spezialfall von Mehrteilchensystemen betrachten wir nun den Fall N = 2 genauer.
In diesem Fall ist eine vollstdndig analytische Losung moglich. Die Idee ist, die Schwer-
punkts- und Relativbewegung der beiden Teilchen zu trennen. Wir werden sehen, dass
— zumindest fiir abgeschlossene Systeme — die Relativbewegung der beiden Teilchen dann
effektiv der Bewegung eines einzelnen Teilchens entspricht.

3.3.1 Relativbewegung

Die Schwerpunktskoordinate der beiden Teilchen ist nach dem im vorangegangenen

Kapitel Diskutierten
g 71+ My T

my ma _,
1 2 3.25
my + Mo M nt M "2 ( )

wobei wir die Gesamtmasse M = m; + my des Systems eingefiihrt haben.
Die Relativkoordinate der beiden Teilchen ist

(3.26)

I
]

I
St

T

Die Umrechnung der Koordinaten 77, 75 in Schwerpunkts- und Relativkoordinate lautet

7?1 = R+ M ., (327)
— = m —
™ = R-— Ml T, (3.28)

wie man sich leicht durch Einsetzen der Glgen. (3.25) und (3.26) iiberzeugt.
Wir transformieren nun die Bewegungsgleichungen fiir 7, 75,

my ’%1 = ﬁl = ﬁl(ex) + ﬁlg , (329)
mo 7.:.‘2 = FQ = F"2(ex) + ﬁgl s (330)
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3.3 Zwei-Teilchen-Systeme

vgl. Gl. (3.1), in solche fiir é, 7. Die Bewegungsgleichung fiir R ist durch den Schwer-
punktsatz (3.3) gegeben,

MR = F)

Die Bewegungsgleichung fiir 7 erhalten wir aus folgender Rechnung, die auf den Glgen.
(3.29), (3.30) basiert,

A B Fa R

5 . 2

T = 7] — 7Ty = — 4+ — —— —
my mo ma mo
F(ex) F(ex) F12
1 2
= — + —_—,
my ma 2

wobel wir —ﬁ21 = ﬁlz benutzt haben und die sog. reduzierte Masse

1 1
=—+—, (3.31)

mq Mo my1 Mmoo 1
my + Mo M o my me

definiert haben. .
Fiir abgeschlossene Systeme gilt Fi(ex) = 0, und daher

MR = 0, (3.32)
ur = Fi. (3.33)

Die erste Gleichung besagt, dass der Gesamtimpuls erhalten ist, P = MR = const..
Nach dem zweiten Newtonschen Axiom unterliegt die Schwerpunktsbewegung also kei-
nen dufleren Kréften, ist daher geradlinig gleichf6rmig. Man kann daher immer in ein

Inertialsystem transformieren, in dem der Schwerpunkt ruht, R = 0, ohne die Relativbe-
wegung, die durch die Zweikorperkraft F5 bestimmt wird, zu d&ndern. O.B.d.A. kann man
den Schwerpunkt auch in den Ursprung dieses Systems legen, E = 0. Man spricht vom
sog. Schwerpunktsystem. In diesem System braucht man lediglich die Relativbewegung
zu bestimmen.

Wir betrachten diese nun genauer. Es ist Fiy || (71 —7) = 7. Gleichung (3.33) besagt al-
so, dass die Relativbewegung der Bewegung eines Massenpunktes mit der reduzierten
Masse 1 in einem Zentralkraftfeld (mit Ursprung in 7%) entspricht. Damit haben wir fiir
abgeschlossene Systeme die Zweiteilchenbewegung auf die Einteilchenbewegung
in einem Zentralkraftfeld zuriickgefiihrt.

Wir zerlegen auch die kinetische Energie in einen Schwerpunkts- und einen Relativ-
anteil, wobei wir die Glgen. (3.27), (3.28) und (3.31) benutzen:

1 . 1 - 2 1 5 . 5.
T = Emlf’f:iml(R—l—%F) :§m1R2—|—2m—]\24pF2+uR-F,
1 . 1 N N 2 1 N . oo
T, = émgf’f:éml(}?—%f’) :§m2R2—|—2m—]\14u772—,uR-F.
Daraus folgt
1 - 1 .
T:ﬂ+ﬂ_§MRM5uﬂz%+ﬂ, (3.34)
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3 Mechanik der Mehrteilchensysteme

wobei Ts = M R 2/2 der Schwerpunkts- und 7, = ;72/2 der Relativanteil der kinetischen
Energie sind.
Fiir konservative Krifte gilt

V(L) = Vi) + : Vi) + Vi () + Vaa(r)

| —
~
<.
—
=
S~—
Il

vgl. GL (3.15) mit Gl. (3.16), wobei V;; nur vom Betrag r der Relativkoordinate i abhéngt,
da die Zweikorperkraft konservativ ist. Wir ordnen die beiden externen Potentiale der
Schwerpunktsbewegung zu und das Zweikorperpotential der Relativbewegung,

Vs = VIm) + Vi), V= Via(r)
Dann schreibt sich die Gesamtenergie als
E=T+V =Fs¢+E, mit Es=Ts+ Vs und E,=T,+V,. (3.35)

Fiir abgeschlossene Systeme gilt Vi(ex) = 0, so dass Eg = Tg, d.h. die Schwerpunkts-
bewegung hat lediglich kinetische, aber keine potentielle Energie. Im Schwerpunktsystem
oilt Ty = 0.

Mit Hilfe von GIl. (3.8) kann man den Drehimpuls in seinen Schwerpunkts- und
Relativanteil zerlegen, wobei man gemé&f den Glgen. (3.27) und (3.28) ausnutzt, dass

A7 =7 — R =my7/M und A7 = 7 — R = —my 7/ M ist:

E = ES+ET7
Es = Mﬁxﬁzﬁxﬁ,
I - A7 X AR mo\2, - miN? oo
r = ;m,< T X ri>—m1<ﬁ> rxr—l—mg(M) rXr
_ (mz +m1 )_,Xq_ 2o
MM Mur r=urxXr

In einem Inertialsystem, in dem Lg verschwindet (z.B. aufgrund von R = 0), also z.B.
auch im Schwerpunktsystem, ist der gesamte Drehimpuls allein durch den Relativanteil
L, gegeben. Dieser entspricht dem Drehimpuls, den ein Teilchen mit einer reduzierten
Masse p bei der Bewegung um den Ursprung des Systems der Relativkoordinate (also
im urspriinglichen System um den Ort 7, der Masse my) besitzt.

Beispiel: Planetenbewegung als Zweikorperproblem

Wir betrachten ein abgeschlossenes System zweier Massen my, ms, die gravitativ mitein-
ander wechselwirken,

L mym M
Vig(|ry —7%]) = —’Yﬁ =—y MT = Via(r) (3.36)
. . M7
= [ = =V, Vih(r) =~ EZT (3.37)

r2 r
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3.3 Zwei-Teilchen-Systeme

Hierbei haben wir die Definition (3.31) der reduzierten Masse ausgenutzt. In einem abge-
schlossenen System konnen wir uns, wie gerade gezeigt, auf die Betrachtung der Relativbe-
wegung beschrianken, da der Schwerpunktsimpuls erhalten ist, mithin wir also das Schwer-
punktsystem als Inertialsystem wéhlen kénnen, ohne die Relativbewegung zu dndern. In
diesem System ist Fg = I_:S =0, also £ = E, und L= I_;r.

Die Newtonsche Bewegungsgleichung fiir die Relativbewegung (3.33) lautet mit der

Kraft (3.37)
5 A pM T
=Fp=—7—-. 3.38
pr = Fip . (3.38)
Dies ist die Bewegungsgleichung fiir das Keplerproblem, bei dem sich ein Massenpunkt
der Masse i im Schwerefeld der im Ursprung befindlichen Masse M bewegt. Die Losung

konnen wir sofort hinschreiben, vgl. Gl. (2.192)

k,
S 3.39
) = T (339)
wobel
L? 2121 E
k, = L= 14+ —
v uEM (v n2M)?

Hier treten der Betrag des relativen Drehimpulses L, und die relative Gesamtenergie F,

auf,
. 1
Lr:/L|FXﬂ ) ET: §/J’T2+
Die Relativbewegung ist damit eindeutig gelost. Wie aber bewegen sich die urspriinglichen
Massen m; und my? Wir bleiben im Schwerpunktsystem, R = 0. Mit den Glgen. (3.27),

(3.28) erhalten wir

L? wM
2 pur? T

R=Re =00 =R o
Fiir eine Ellipsenbahn (mit 0 < ¢, < 1) ergibt sich also das folgende Bild: 7} beschreibt die
mit dem Faktor my/M gestauchte Ellipse fiir die Bahnkurve 7(¢) und 7% beschreibt die
mit dem Faktor m; /M gestauchte und gleichzeitig (wegen des umgekehrten Vorzeichens)
gespiegelte Ellipse (), vgl. Abb. 3.2.

Der Umlaufsinn aller Ellipsen ist der gleiche. Die gespiegelte Ellipse hat ihren anderen
Brennpunkt im Ursprung (Schwerpunkt) des Koordinatensystems.

Falls eine Masse, sagen wir mo, viel grofler als die andere ist, mo > mq, z.B. falls die

Sonne die Masse ms und die Erde die Masse m; darstellt, dann gilt

1
Mo M2 :1—@+...:1+0(ﬂ>:17
M my + Moy 1—|—m1/m2 mo mo
1 2
meo o _m 1 m (ﬁ) +,”:O(m) ~0
M my+ms  mol4+my/me My ma Mo
Die Mitbewegung 7 = —my 7/M der Sonne kann daher in “nullter Naherung”, also unter

Vernachlédssigung von Termen, die von erster oder hoherer Potenz in der kleinen Grofie
my/mse < 1 sind, vernachlissigt werden, 75 ~ 0. In derselben Ordnung entspricht die
Bewegung der Erde 7, = my /M genau der Relativbewegung, 7 ~ 7.
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3 Mechanik der Mehrteilchensysteme

Abbildung 3.2: Die Relativbewegung und die tatséichliche Bewegung der Massen m; und
ms fiir den Fall der Ellipsenbahn. Im gezeigten Fall ist m; = my/2 und
entsprechend der Stauchungsfaktor fiir die erste Ellipse my/M = 2/3,
wéhrend der fiir die zweite Ellipse my /M = 1/3 betrégt.

3.3.2 Zweikorperstol3

Wir betrachten ein abgeschlossenes System von zwei Massenpunkten, die miteinander sto-
Ben oder aneinander streuen. Das Wechselwirkungspotential V5 sei hinreichend kurz-
reichweitig, so dass die Bewegung der Massenpunkte hinreichend lange vor und nach
dem Stof3 kriftefrei, d.h. geradlinig gleichférmig erfolgt, vgl. Abb. 3.3.

mq

P —>y m1
P1 p1

)
P T~

mZ >y
P,
®m,

Abbildung 3.3: Der Stof3 zweier Teilchen.

Die Anfangsimpulse p;, ps der beiden Teilchen seien bekannt, gesucht sind die Endim-
pulse py, py.
In der Betrachtung des Zweikorperstofles finden zwei Bezugssysteme Anwendung:
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3.3 Zwei-Teilchen-Systeme

1. Das Laborsystem Y ;: Ein Stofpartner, 0.B.d.A. die Masse mo, ruht vor dem Stof,
ﬁz(L) = 0, der andere Stoflpartner bewegt sich ﬁl(L) # 0.

2. Das Schwerpunktsystem Y5: Dieses haben wir schon im letzten Abschnitt kennen-

gelernt. Der Massenmittelpunkt ruht, E® =0. 0.B.d.A. kann man den Ursprung
des Koordinatensystem in den Schwerpunkt legen, so dass auch R %) = 0.

Da die Berechnung im Schwerpunktsystem einfacher ist, wéhlen wir im folgenden dieses

Koordinatensystem und lassen den Index “(S)” weg. Offensichtlich gilt wegen R =0 und
damit P = 0, dass der Gesamtimpuls erhalten und fiir alle Zeiten gleich null ist,

P=pi+pp=0=p/+p, < pi=-DP>, P =D, (3.40)

Die Impulse der beiden Stoflpartner sind also vor und nach dem Stofi umgekehrt
gleich grof3.

Es gilt auch der Energieerhaltungssatz, £ = const.. Hinreichend lange vor dem Stof3
kann die potentielle Energie vernachlissigt werden und die Gesamtenergie ist gleich der
kinetischen Energie, ' = T'. Hinreichend lange nach dem Stof} gilt dies auch, allerdings
schreibt sie sich jetzt als £ =T + @, wobei T” fiir die kinetische Energie nach dem Stof}
und @ fiir die wahrend des Stofiprozesses dissipierte Energie steht. Man unterscheidet

1. elastischer Stof3: () = 0.

2. inelastischer Stof}: @) # 0. Hier wiederum unterscheidet man

(i) endothermer Stof}: @) > 0. Es erfolgt eine Anregung der Stofpartner auf
Kosten der kinetischen Energie, 77 < T.

(ii) exothermer Stof3: ) < 0. Es erfolgt eine Abregung der Stofipartner zugun-
sten der kinetischen Energie, 7" > T.

Die kinetischen Energien vor und nach dem Stof sind (wir benutzen v; = p;/m;, also
m; vy = pi/m;)

2 2
T = T1+T2:p—1+&ETr7
2m1 2m2
oo
T = T/ +T,= 2 7
1+ 2 2m1+2m2 r

wobei sich die rechten Seiten aus der Tatsache ergeben, dass wir uns im Schwerpunktsy-
stem befinden, wo Ts = 0. Die Energieerhaltung lautet also

E=T=T,=T +Q=T+0Q. (3.41)
Wegen der Impulserhaltung (3.40) gilt aber in diesem System auch p? = p2, p|? = p)?,

also
TT’ — 29_% L + i = p_% ,
2 \m  mse 20

oo o
24

173



3 Mechanik der Mehrteilchensysteme

Daraus ergibt sich mit der Energieerhaltung (3.41)

PP = 2pT =2p(T, — Q) =p} —2pQ
= P} = \/pi—2pQ. (3.42)

Damit ist der Betrag p| = p, des Endimpulses durch den Anfangsimpulsbetrag p; = p
und die dissipierte Energie @) festgelegt. Die Richtung des Impulses p] = —pj ist dagegen
nicht festgelegt, sie wird von den Details des StofSpotentials Vi5 bestimmt. Zur Richtungs-
angabe benotigt man zwei Winkel, den Streuwinkel ¢ und den Azimutalwinkel ¢. Den
Streuwinkel hatten wir schon bei der Diskussion der Hyperbel kennengelernt. Er gibt an,
wie stark das Teilchen der Masse my (und aufgrund der Impulserhaltung auch das Teilchen
der Masse my, vgl. Abb. 3.4) aus seiner Anfangsrichtung abgelenkt wurde. Der Azimutal-
winkel gibt die Neigung der “Kreisscheibe” an, die durch die moglichen Richtungen von
p{ und py definiert ist, vgl. Abb. 3.4.

Abbildung 3.4: Der Stofy zweier Teilchen im Schwerpunktssystem.
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4 Der starre Korper

Bislang haben wir die Mechanik eines einzelnen Massenpunktes, sowie die Mechanik eines
Systems von IN Massenpunkten diskutiert. Der erste und — fiir N = 2 — der zweite Fall
haben sich als analytisch 16sbar herausgestellt. Im Fall N > 2 ist i.a. keine analytische
Losung angebbar. Es gibt aber eine Ausnahme, den sog. starren Korper, den wir in
diesem Kapitel besprechen.

4.1 Definition des starren Korpers

Ein sog. starrer Korper ist ein System von N Massenpunkten, deren Absténde unterein-
ander stets konstant bleiben,
|7 — 7| = |Fij| = riyy = const. Vi,j€{l,...,N}, (4.1)

vgl. Abb. 4.1. Der starre Korper ist also per Definition nicht deformierbar.

Abbildung 4.1: Der starre Korper.

Wieviele Freiheitsgrade hat ein starrer Korper? Ein einzelner Massenpunkt hat
drei Freiheitsgrade, namlich die drei kartesischen Koordinaten seines Ortsvektors, 7 =
(1,91, 21). Zwei Massenpunkte haben demnach sechs Freiheitsgrade, ndmlich jeweils die
drei kartesischen Koordinaten ihrer Ortsvektoren, 7 = (x1,y1,21) und 75 = (22, Y2, 22).
Falls diese zwei Massenpunkte jedoch einen starren Korper bilden, so gibt es die
Zwangsbedingung (4.1), also |7} — 73| = ris = const., d.h. der Abstand der beiden
Massenpunkte voneinander bleibt stets konstant. Damit kann man einen der sechs Frei-
heitsgrade eliminieren, indem man die Zwangsbedingung nach einer der kartesischen Ko-
ordinaten auflost, also diese durch den vorgegebenen Wert von r15 und die anderen fiinf
ausdriickt, z.B.

21 =29 % \/T%Q —(r1 —22)? — (y1 — y2)? .
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4 Der starre Koérper

Es bleiben also fiinf Freiheitsgrade.

Ein starrer Korper aus drei Massenpunkten hitte demnach 5 + 3 = 8 Freiheitsgrade,
die fiinf fiir zwei der Massenpunkte plus die drei Freiheitsgrade 73 = (x3,ys3, 23) fiir den
dritten. Es gibt aber zwei zusitzliche Zwangsbedingungen der Form (4.1), nédmlich
|71 — 73| = r13 = const. und |ty — 73| = reg = const., mit denen man zwei der acht
Freiheitsgrade eliminieren kann. Damit verbleiben sechs Freiheitsgrade.

Jeder weitere Massenpunkt j wiirde mit den kartesischen Koordinaten seines Ortsvek-
tors 7; = (z;,y;,%2;) drei zusitzliche Freiheitsgrade beitragen, aber im starren Korper
gibe es auch drei weitere Zwangsbedingungen der Form (4.1), nadmlich dass die Absténde
zwischen dem neuen Massenpunkt und den drei schon vorhandenen stets konstant bleiben
miissen,

|75 — 71| = rj1 = const., |F; — | =1rjo = const., |F; — 73| =153 = const. .
Mit diesen Zwangsbedingungen kann man die zusétzlichen Freiheitsgrade z;,y;, z; durch
die schon vorhandenen ausdriicken. Damit erhoht sich die Zahl der Freiheitsgrade des
starren Korpers nicht weiter; ein starrer Korper hat also genau sechs Freiheitsgrade.
Dies bringt eine enorme Vereinfachung mit sich: man kann also auch makroskopische
Korper, die aus N ~ 10?* Atomen bestehen, beschreiben, wenn man die Modellvorstellung
des starren Korpers zu Hilfe nimmt. Allerdings sei an dieser Stelle gleich gesagt, dass alle
makroskopischen Korper deformierbar sind, wenn man geniigend Kraft aufwendet. Und
selbst in einem als hinreichend starr erscheinenden Korper wie ein Tisch oder ein Stuhl
fithren die Atome Schwingungen aus, dndern also ihre Abstédnde. Auf makroskopischen
Lingenskalen spielt diese mikroskopische Bewegung aber keine Rolle, man darf also in
guter Ndherung die Modellvorstellung des starren Korpers anwenden.

—

O

Abbildung 4.2: Die sechs Freiheitsgrade des starren Korpers.

Die sechs Freiheitsgrade des starren Korpers kann man wie folgt festlegen:

1. Drei Freiheitsgrade der Translation eines fest vorgegebenen Punktes, der im starren
Korper gelegen ist oder auflerhalb davon, solange er relativ zu ihm durch Bedingun-
gen der Form (4.1) fixiert ist. Dieser Punkt kann, aber muss nicht identisch mit
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4.2 Mehrfachintegrale

dem Schwerpunkt S sein. Dieser Punkt wird durch seinen Ortsvektor R = (XY, Z)
festgelegt und seine Translationsbewegung durch die Trajektorie R(t).

2. Drei Freiheitsgrade der Rotation des starren Korpers um diesen Punkt, vgl. Abb.
4.2.
Hierbei ist &J = (w,, wy,w,) der Drehvektor, der diese Rotation beschreibt. Er hat
drei Komponenten, also ebenfalls drei Freiheitsgrade. Diese sind Funktionen der
Zeit, & = d(t).

Spezialfille:

1. Kreisel: Hierbei findet keine Translationsbewegung statt, der Korper wird in ei-
nem Punkt festgehalten. Es verbleiben also nur noch die drei Freiheitsgrade der
Rotation um diesen Punkt.

2. Physikalisches Pendel: Hierbei wird nicht nur ein Punkt, sondern auch noch die
Drehachse durch diesen Punkt in ihrer Richtung (aber nicht notwendigerweise in
ihrem Betrag) fixiert, & = &/w = W, & = 0. Es verbleibt lediglich ein Freiheits-
grad, ndmlich der Drehwinkel ¢ um diese Achse. Die Winkelgeschwindigkeit ist
gerade gleich dem Betrag des Drehvektors, ¢ = w. Diese muss nicht zeitlich konstant
sein.

4.2 Mehrfachintegrale

Wichtige Groflen fiir N —Teilchensysteme sind

N
1. die Gesamtmasse M = Z ms;,
i=1

N
- 1 .
2. der Schwerpunkt R = i izlmi T,

N
3. der Gesamtimpuls P = Z m; ﬁ,
i=1

N
4. der Gesamtdrehimpuls L= Z m; T X 7.
i=1

Fiir N ~ 10?3, wie bei typischen makroskopischen Kérpern, ist es zweckméiBig zum Konti-
nuumslimes N — oo iiberzugehen. Dazu zerlegen wir den Kérper in kleine Teilvolumina
AV;(r;) mit Masse Am,;(7;) an der Position 7;, vgl. Abb. 4.3.

Die Gesamtmasse schreiben wir als

v N B N A B Aml(_;)
=D mi=) Vilr) AV
=1 =1

)
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4 Der starre Koérper

Abbildung 4.3: Zerlegung des starren Korpers in Teilvolumina.

Nun gehen wir zum Kontinuumslimes N — oo iiber. Dabei bleibt das Gesamtvolumen V'
und die Gesamtmasse des Korpers natiirlich unverdndert, also muss V i AV;, Am; — 0
gehen. Wir definieren die Massendichte
Am(r)
= 1i .
plr) = Jim, AV (7)

(4.2)

Da wir zum Kontinuumslimes iibergehen, brauchen wir die einzelnen Teilvolumina und
Teilmassen nicht mehr mit ¢ kennzeichnen: sie werden alle verschwindend klein und ihre
Position ist durch den Vektor 7 festgelegt, der kontinuierliche Werte annimmt.

Die im infinitesimalen Volumenelement dV = d37 = dzdydz an der Position 7
befindliche Masse ist dann p(7) d*7. Die Gesamtmasse des Korpers erhalten wir, wenn wir
iiber das Volumen integrieren,

M:A&mm. (4.3)

Ganz analog erhalten wir fiir den Schwerpunkt und den Gesamtimpuls
- 1
R = 4 /V d*7 p(7) 7, (4.4)

- /d%mmma. (4.5)
\%

Die hier auftretenden Integrale sind sog. Mehrfachintegrale, mit deren Berechnung wir
uns im folgenden beschéftigen wollen.

Der einfachste Typ von Mehrfachintegrale ist der, bei dem alle Integrationsgrenzen
konstant sind. Dann kann man die Integrale einfach nacheinander ausfiihren, z.B.:

c2 bo az
M = / dz/ dy/ dz p(x,y, 2)
c1 b1 al

co bo

= / dz/ dyF(?/,Z;CZl,@)
c1 b1
c2

= / dz G(z; a1, az, by, bs)

C1

= M(alva@)bl;bQ;ChCZ) . (46)

oL

178



4.2 Mehrfachintegrale

Hierbei haben wir die funktionalen Abhéngigkeiten (y, z) von den parametrischen Abhéng-
igkeiten (Integrationsgrenzen ai, as,...,) durch Semikolon getrennt. Falls der Integrand
stetig ist und die Integrationsgrenzen konstant sind, spielt die Reihenfolge der Integratio-
nen keine Rolle, man darf sie auch vertauschen.

Beispiel: Masse einer rechteckigen Luftsdule der Grundfliche F' = ab und Hohe h iiber
der Erdoberfliche, vgl. Abb. 4.4.

z
A

h<>

X

Abbildung 4.4: Rechteckige Luftsidule der Grundfliche F' = ab und Hohe h.

Aufgrund der Schwerkraft nimmt die Massendichte der Luft exponentiell mit der Hohe

ab,
pz) = poe /.,

wobei pg die Massendichte an der Erdoberflache (bei z = 0) ist und h, die Hohe tiber
der Erdoberfliche, bei der die Massendichte 1/e—tel ihres Wertes an der Erdoberfliche
annimmt. Dann folgt aus Gl. (4.6)

h b a h b h
/dz/ dy/ dxpoez/hez/ dz/ dyapoez/hez/ dzabpye ?/he
0 0 0 0 0 0
h

= poF/ dze */he = —py F h, (e_h/he —1) =My (1- e_h/he) : (4.7)
0

M

wobei wir die Masse einer unendlich hohen Luftsiule (h — oo0) mit Mo, = po F he
bezeichnet haben. Die Masse einer unendlich hohen Luftsiule mit realistischer, expo-
nentiell abklingender Massendichte ist also gleich der einer Luftsdule der Hohe h, mit
konstanter Massendichte pg. Die Masse (4.7) ist als Funktion der Hohe h in Abb. 4.5
dargestellt.
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4 Der starre Koérper

0 he h

Abbildung 4.5: Masse einer Luftsiule als Funktion der Hohe h.

Beim zweiten Typ von Mehrfachintegralen, der von uns von Bedeutung ist, sind die
Integrationsgrenzen nicht alle konstant, z.B.

fa(y,2)
M:/dz/ dy/ dz p(z,y, 2)
91(2) f1(y,2)

g2(2)
— / dz/ dy F(y, z; f1(y, 2), f2(y, 2))
c1 91(2)
— / dzG(2z;01(2), 92(2))

Cc1

= M(eq,09) . (4.8)

Man integriert zunéchst {iber die Variable, die in keiner anderen Integralgrenze vorkommt,
in der obigen Gleichung also x. Dann integriert man iiber die Variable, die als néchstes in
keiner anderen Integralgrenze vorkommt, etc. Zum Schlufl sollte wenigstens ein Integral
mit festen Grenzen {ibrig bleiben, das man direkt ausfiihren kann.

Die funktionalen und parametrischen Abhéngigkeiten lassen sich nicht exakt trennen,
da die Integrationsgrenzen nun Funktionen der Integrationsvariablen sind. Nichtdestotrotz
haben wir die entsprechenden Argumente der Funktionen F' und G wieder mit Semikola
voneinander getrennt.

Als Beispiel fiir diesen Typ von Integral verweisen wir auf die Berechnung des Fléachen-
inhalt des Kreises in Abschnitt 1.5.2. Berechnet man diesen in kartesischen Koordinaten,
so héngt die erste (innere) Integration von der Integrationsvariablen der zweiten (dufle-
ren) Integration ab. Berechnet man den Flicheninhalt dagegen in Polarkoordinaten, so
entfillt diese Abhéngigkeit und man erhélt wieder ein Mehrfachintegral vom ersten Typ.
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4.3 Rotation um eine Achse

4.3 Rotation um eine Achse

Wir untersuchen im folgenden zunéchst die einfachste Bewegungsform des starren Korpers,
namlich die Rotation um eine in ihrer Richtung festgelegte Drehachse. Dann gibt
es lediglich einen einzigen Freiheitsgrad, namlich den Drehwinkel ¢ um diese Achse.
Dieses System hatten wir oben als physikalisches Pendel bezeichnet.

4.3.1 Tragheitsmoment

Als N —Teilchensystem hat der starre Korper die kinetische Energie

Wir wihlen das Koordinatensystem so, dass @ durch den Ursprung geht. Fiir die Ge-
schwindigkeit eines Massenpunktes bei einer Drehbewegung um eine Achse durch den
Ursprung gilt Gl. (2.15), nun allerdings fiir jeden Massenpunkt 7 im starren Korper, vgl.
Abb. 4.6,

F=& X7 (4.9)

)

Abbildung 4.6: Drehbewegung des starren Korpers um eine feste Achse, die durch den
Ursprung geht.

Daraus folgt fiir die kinetische Energie

N
1 1
T:§Z§:1mi (@ x 7)== E miwz(@xﬂ)Qzﬁij, (4.10)
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4 Der starre Koérper

wobei wir das sog. Trigheitsmoment

J= "m; (@ x i) (4.11)

um die durch @ definierte Achse eingefithrt haben. Das Trigheitsmoment ist zeitlich
konstant, da sich weder m; noch @ &ndern (die Richtung der Drehachse ist fest vorgege-
ben). Es ist damit, fiir eine vorgegebene Drehachse, eine kdrperspezifische Eigenschaft,
wie auch die Gesamtmasse M = Efil m,; des Korpers.

Im Kontinuumslimes lautet das Tragheitsmoment fiir eine Drehung um die durch @
vorgegebene Achse

J:Aﬁ%mm@me. (4.12)

Auch hier sieht man, dass J eine “Materialkonstante” darstellt, genau wie die Masse,
da @ = const., das Integral J also einfach eine skalare Grofle mit konstanter Mafizahl
darstellt.

Fiir eine Drehung um die z—Achse gilt & = (0,0, w) und

= (—y,l',O) ;

&

X

=

I
8 oM
< oM
w o= N

also (0 x 7)? = 2? + y?. Dies ist gerade das Quadrat des transversalen Abstands von der
Drehachse.

Als Beispiele berechnen wir die Trégheitsmomente einiger Kérper um feste Achsen:

1. Kugel mit homogener Massenverteilung. Es empfiehlt sich, aufgrund der Sym-
metrie des Problems in Kugelkoordinaten zu rechnen. Wir nehmen die z—Achse als
Drehachse, aber aufgrund der Kugelsymmetrie ist das Tragheitsmoment um alle
Achsen dasselbe. Die Massendichte ist

_Jopo, <R,
pm_{o, r>R.

Der transversale Abstand von der z—Achse ist

22 + 9% = r?sin® ¥ cos® p + r?sin? ¥ sin? ¢ = r?sin? 9 .

Mit dem infinitesimalen Volumenelement (1.169) in Kugelkoordinaten erhalten wir
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4.3 Rotation um eine Achse

(x = cos¥, dz = —sind dv))

7= [ @

R ™ 27
= / dr 7"2/ dd sinﬁ/ dy por? sin? 9
0 0 0
R 1 27
= po/ drr4/ dx(l—xQ)/ de
0 -1 0
R5

2\ 8«
= 2 — - = — po R?
T Po 5 (x 3>_1 15 Po

4 9 2
= —Rpw=R’=ZMR? 4.13
3 vy 5 ) (4.13)

wobei wir die Gesamtmasse der Kugel, M = poV = po(47 R3/3), benutzt haben.

2. Zylinder mit homogener Massenverteilung. Der Zylinder habe die Lénge L
und den Radius R. Nicht alle Drehachsen haben das gleiche Trigheitsmoment. Wir
berechnen dasjenige fiir die Drehung um die Léngsachse des Zylinders, vgl. Abb.
4.7.

N

S

.y /y

X

Abbildung 4.7: Koordinatensystem zur Berechnung des Tragheitsmoments des Zylinders
bei Drehung um seine Léngsachse.
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4 Der starre Koérper

Wir rechnen zweckméfligerweise in Zylinderkoordinaten, vgl. Gl. (1.148),

R 27 L
J = / dpp/ ds@/ dz po p*
0 0 0
R 4

R
= QWLPO/ dﬂﬂ3:27TLPOZ
0

1 1
= §7TR2L,00R2:§MR2, (4.14)

wobei wir die Gesamtmasse des Zylinders, M = pyV = pom R? L, benutzt haben.

4.3.2 Energiesatz

Wir nehmen an, dass alle &ufleren Krifte konservativ sind, also ein Potential V (7, ..., 7y)
besitzen. Da das System aber nur einen einzigen Freiheitsgrad, den Drehwinkel ¢, besitzt,
kann das Potential auch nur von diesem Freiheitsgrad abhéngen, V(). Es gilt der Ener-
gieerhaltungssatz

E:T—l—V:%JwQ—l—V(go):%J@Q—FV(go):const.. (4.15)
Mit der Ersetzung ¢ — x, J — m entspricht dies der Gesamtenergie bei der eindi-
mensionalen Bewegung eines Massenpunktes. Fiir eindimensionale Systeme lassen sich
die Trajektorien direkt aus dem Energieerhaltungssatz ableiten, ohne die Newtonschen
Bewegungsgleichungen benutzen zu miissen. Wir haben davon schon beim Keplerproblem
Gebrauch gemacht, um die Bewegung der Planeten in Radialrichtung zu bestimmen. Nach
Variablentrennung, vgl. Gl. (2.177) lautet der Energieerhaltungssatz (4.15)

dt = de
FIE-V(p)

I

wobei wir gegeniiber Gl. (2.177) die Ersetzungen r — ¢, m — J und U(r) — V(p)
machen miissen. Die Losung t(p) ist damit durch Integration sofort erhiltlich,

¢ 1
t— to = / dgpl .
o SBE-V)
Durch Invertieren erhélt man dann den Drehwinkel als Funktion der Zeit, ().

4.3.3 Drehimpulssatz

Im allgemeinen ist der Drehimpuls L nL(:ht parallel zur Drehachse . Wir betrachten im
folgenden jedoch die Komponente von L parallel zu &, vgl. Abb. 4.8,

Lo=L-0&. (4.16)
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4.3 Rotation um eine Achse

-~ el

Abbildung 4.8: Relative Orientierung von L und & und der Vektor L.

Es gilt mit der zyklischen Vertauschbarkeit des Spatprodukts und mit Gl. (4.9)

N N
Lo = Loo=Ym(fix7i) @ =3 m@x7)7

N N
= Zmz(wxn) (cﬁxﬁ):Zmz(wxnyw

i=1 i=1
= Jw=Jg, (4.17)

wobei wir die Definition (4.11) des Tréigheitsmoments benutzt haben.

Wir kénnen daraus eine Bewegungsgleichung fiir den Drehwinkel ¢ ableiten, wenn wir
den allgemeinen Drehimpulssatz (3.7) fiir ein beliebiges N —Teilchensystem und die Tat-
sache, dass die Richtung der Drehachse konstant ist, & = 0, zu Hilfe nehmen:

d /. - .
2 (@) = Lu=J¢
dt(w 7

w

N
= o L=) (Ax ) o=M

N
= Y (@xw) E. (4.18)

=1

Den letzten Ausdruck kénnen wir unter Beachtung von Abb. 4.9 noch vereinfachen, wenn
wir die Drehachse in z—Richtung legen und Zylinderkoordinaten verwenden. Dann gilt

O X 7= (—y;, ;,0) = pi(—sing;, cos ;, 0) = p; €,, ,
und wir erhalten

Je=> (wx7) F™ Zpl F™ e, . (4.19)
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4 Der starre Koérper

Abbildung 4.9: Zum Drehimpulssatz.

Falls das duflere Drehmoment verschwindet, gilt
Jp=0 = Jo=Jw=1L, = const., (4.20)
die Drehimpulskomponente in Richtung der Drehachse ist erhalten. Ebenso ist
$ =w = const. , (4.21)

also ist nicht nur (nach Voraussetzung) die Drehrichtung @ sondern auch die Winkelge-
schwindigkeit ¢ = w erhalten. Damit ist auch & = const.und T = J w? /2; die kinetische
Energie der Rotation bleibt ebenfalls erhalten.

Offenbar gibt es eine enge Analogie zwischen der Translation und der Rotation, die
wir in Tabelle 4.1 noch einmal zusammenfassen.

Translation Rotation

Ort x Drehwinkel ¢

Masse m Tragheitsmoment J
Geschwindigkeit v Winkelgeschwindigkeit w = ¢
Impuls p =mw Drehimpuls L, = Jw

Kraft F Drehmoment M (%)

kinetische Energie T' = %va kinetische Energie T' = % J w?
Bewegungsgleichung F' = m# | Bewegungsgleichung M () = J $

Tabelle 4.1: “Ubersetzungsregeln” zwischen Translation und Rotation.
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4.3 Rotation um eine Achse

4.3.4 Physikalisches Pendel

Das physikalische Pendel ist ein starrer Korper, der sich im Schwerefeld der Erde
befindet und um eine feste Achse dreht, vgl. Abb. 4.10.

e(pi

Abbildung 4.10: Das physikalische Pendel.

Die Drehachse sei mit der z—Achse identisch. Die auf das i—te Teilchen wirkende
Schwerkraft ist

—

F'(eX) = (ng7070) )

)

so dass ﬁi(ex) - €, = —m; g sin ;. Der Drehimpulssatz (4.19) liefert

N N
Jg = —g> pimising; =—g» miy
i=1 i=1
= —gMY =—-gMRsingp, (4.22)

wobei wir p; sinp; = y; und die Definition des Schwerpunkts, M R = Zf\;l m; T;, also
fiir die y—Komponente ¥ = R siny von R entsprechend MY = sz\il m; y;, benutzt
haben. Durch Vergleich mit der Bewegungsgleichung (2.73) des Fadenpendels oder sog.
mathematischen Pendels schliefen wir, dass sich das physikalische Pendel wie ein
mathematisches Pendel der Fadenlinge ¢ = J/M R verhilt.

Fiir kleine Pendelausschlédge, sin ¢ ~ ¢, erhalten wir wieder die Bewegungsgleichung

fiir den harmonischen Oszillator und kénnen die Losung sofort angeben,

MR
o(t) = A sin(wt) + B cos(wt) , w=1/2 Tt (4.23)
Die Bewegungsgleichung (4.22) 148t sich auch iiber den Energieerhaltungssatz (4.15)

herleiten. Die potentielle Energie des ¢—ten Teilchens im Schwerefeld der Erde lautet
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4 Der starre Koérper

Vi(ex) = —m; g r;, so dass das gesamte Potential die Form

N N
V:ZVi(ex) = —Zmigxi =—gMX =—-gMR cosy
i=1 i=1

annimmt, mit der xt—Komponente des Schwerpunkts X = R cosp. In der Tat ist das
Potential lediglich eine Funktion des Winkels, V(¢), wie in Abschnitt 4.3.2 diskutiert.
Der Energieerhaltungssatz (4.15) lautet also

1
E:T+V:§J¢2—gMRcos¢:const..

Ableiten nach der Zeit ergibt
0=Jop+gMRpsinpg=¢p(JPp+gMR singp) , (4.24)

wobei wir fiir die Pendelbewegung R = const. ausgenutzt haben. La. ist ¢ # 0, so dass
wir aus Gl. (4.24) wieder die Bewegungsgleichung (4.22) erhalten.

4.3.5 Der Satz von Steiner

Der Satz von Steiner erlaubt die Bestimmung des Trigheitsmoments J um eine be-
liebige Achse, wenn das Trégheitsmoment Jg um eine dazu parallele Achse durch den
Schwerpunkt bekannt ist,

J=Js+MS*, (4.25)

wobei S der senkrechte Abstand des Schwerpunkts von der Drehachse ist, vgl. Abb. 4.11.

Abbildung 4.11: Zum Satz von Steiner.

Beweis: Die Drehachse, um die das Trégheitsmoment J bestimmt werden soll, zeige
in Richtung der z—Achse. Die Drehachse durch den Schwerpunkt, um die das Trégheits-
moment des Korpers gleich Jg ist, ist identisch mit der z’—Achse eines um S in der
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4.3 Rotation um eine Achse

(x,y)—Ebene verschobenen Koordinatensystems mit Koordinaten ', 3/, 2/, vgl. Abb. 4.11.
Es gilt

N
J:Zmz(xf—l—yf), JS—Zmzx +y7,
=1

Die Koordinaten 7 des i—ten Massenpunktes im verschobenen Koordinatensystem héangen
mit den Koordinaten 7; im urspriinglichen System wie folgt zusammen:

ri=2,+ S, yi=y+S,, zn=2z.

Wir berechnen damit

N N
J o= D omilat +uf) = D mi (o + 2478, + 5+ 4 +24(5, + 5})
i=1 i=1

N N N
= JS—|—ZmZ-(S§+S§)+2 (SmZmix;—f—SyZmiy;)
i=1 i=1 i=1

Js+MS*+2 (S, MX'+S,MY")
J5+MS2,

wobei wir im letzten Schritt ausgenutzt haben, dass der Schwerpunkt R = (XY, 7)) =
% Zf\il m; 7 im verschobenen System mit dem Ursprung identisch ist, R’ =0, q.e.d.
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4 Der starre Koérper

Korollar: Man betrachte die Tragheitsmomente eines Kérpers um einen Satz von par-
allelen Achsen. Dann ist das kleinste Tragheitsmoment dasjenige, fiir das die Achse durch
den Schwerpunkt geht oder ihm am néchsten kommt.

4.3.6 Rollbewegung

Wir betrachten einen auf einer schiefen Ebene abrollenden Zylinder, vgl. Abb. 4.12.
Da der Zylinder sowohl eine (eindimensionale) Translationsbewegung wie eine Rotati-
onsbewegung (um eine im System des Zylinders feste Drehachse) ausfiihrt, konnte man
zunichst denken, dass das System zwei Freiheitsgrade besitzt. Dies ist aber nicht rich-
tig, da der Zylinder abrollt und nicht gleitet. Die Translationsbewegung ist eindeutig
mit der Rotationsbewegung verkniipft. Das System besitzt also nach wie vor nur einen
einzigen Freiheitsgrad.

X

R cosa

[ sino

Abbildung 4.12: Der auf einer schiefen Ebene abrollende Zylinder. Die z— und z’—Achsen
zeigen in die Zeichenebene hinein.

Im ungestrichenen Koordinatensystem setzt sich die Bewegung jedes einzelnen Mas-
senpunktes aus einem Rotationsbeitrag infolge der Drehung um die Zylinderachse und
einem Translationsbeitrag, der fiir alle Punkte gleich ist und in Richtung von €, zeigt,
zusamien:

7= TR+ T -
Fiir die Drehbewegung gilt Gl. (4.9):

Fr=& X7 .
Hierbei ist zu beachten, dass der Ortsvektor im gestrichenen Koordinatensystem zu neh-
men ist. Fiir die Translation miissen wir die Abrollbedingung betrachten. Jedes zuriick-
gelegte infinitesimale Wegstreckenelement ds ist mit einer infinitesimalen Drehwinkelénde-
rung verkniipft:

ds = Rdyp .
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4.3 Rotation um eine Achse

Also gilt .
7| =5=R¢=Ruw.

Die kinetische Energie ergibt sich damit zu
1 X . 1 N
b 5;%@2 - 5;’”@‘ (@ x )P+ 52256, (@ x )]

N N
1 1
- §§:mi(¢3><F,L.’)2+§MR2w2+Rw€s- <c3><§ mF> .
=1 ;

Der erste Term ist identisch mit der kinetischen Energie der Drehbewegung, Jw?/2, wie
wir sie schon in Abschnitt 4.3.1, Gl. (4.10), kennengelernt haben. Der zweite Term ist
die kinetische Energie der Translationsbewegung des Schwerpunkts. Der dritte Term ver-
schwindet, da der Schwerpunkt R = % vazl m; 77 im gestrichenen Koordinatensystem

mit dem Ursprung iibereinstimmt, R’ = 0. Wir erhalten also

1 1
T:§Jw2+§MR2w2. (4.26)

Fiir den Fall eines homogenen Zylinders ist das Trédgheitsmoment um seine Langsachse
durch Gl. (4.14) gegeben, J = M R?/2, so dass
3 3

1 1
T = ZJw}z%%rgjwz%%2 = ZMRQWZE ZMSQ'

Die potentielle Energie ergibt sich aus der Tatsache, dass auf jeden Massenpunkt des
Zylinders die Schwerkraft wirkt,

N N
V=YV = miga=gMX,
=1

=1

wobei X die xr—Komponente des Schwerpunkts im ungestrichenen System darstellt. Aus
Abb. 4.12 ist ersichtlich, dass

X ={(sina+ Rcosa—ssina= ({—s)sina+ R cosa .
Also haben wir fiir die potentielle Energie
V=gM({—s)sina+gMR cosa . (4.27)

Der Energieerhaltungssatz lautet
3
E=T+V = ZMS2 +gM (£ —s)sina+ gMR cosa = const. . (4.28)

Die Bewegungsgleichung 148t sich durch Ableiten der Energieerhaltung nach der Zeit
herleiten,

3
:§Méé—gMé sin v

2
Mé(é—ggsinoz) :

Nl W m
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4 Der starre Koérper

Dai.a. § # 0, lautet die Bewegungsgleichung also

2
§= 39 sin o . (4.29)
Fiir einen unter dem Einflufl der Schwerkraft reibungsfrei gleitenden Koérper lautet die
Bewegungsgleichung dagegen
§=gsina.

Dies folgt aus der Newtonschen Bewegungsgleichung mit der Hangabtriebskraft Fy =
Fy é;, Fg = m g sin a. Der rollende homogene Zylinder wird also um ein Drittel weniger
stark beschleunigt als ein reibungsfrei gleitender Korper.

4.4 Tragheitstensor 12.2.2010

Bislang haben wir den Fall betrachtet, bei dem Dre%se festgehalten wurde, also die
Richtung des Drehvektors konstant blieb, & = const., und sich lediglich sein Betrag
anderte, w # 0. In diesem Fall gibt es nur einen einzigen Freiheitsgrad, den Drehwinkel.

Nun wollen wir auf allgemeine Drehbewegungen zu sprechen kommen, bei denen also
auch & # 0. Es ist klar, dass zur Festlegung der Richtung von &, d.h. von w, zwei weitere
Freiheitsgrade benotigt werden, so dass das System insgesamt drei Freiheitsgrade besitzt
(z.B. die kartesischen Komponenten von &). Dieses System haben wir vormals als Kreisel
bezeichnet.

Da sich die Richtung der Drehachse mit der Zeit &ndert, reicht die Angabe des Tragheits-
moments beziiglich einer festen Drehachse nicht aus. Wir werden somit auf den Begriff
des Tragheitstensors gefiihrt.

4.4.1 Kinematik des starren Korpers

Wir hatten gesehen, dass die allgemeine Bewegung des starren Koérpers sich aus einer
Translation eines bestimmten, relativ zum Korper fixierten Punktes S und einer Ro-
tation um einen Achse durch diesen Punkt zusammensetzt. Wir fithren zwei kartesische
Bezugssysteme ein:

1. Raumfestes Bezugssystem .. Hierbei handele es sich um ein Inertialsystem. Der
Punkt S habe in diesem System den Ortsvektor 7(t), vgl. Abb. 4.13.

2. Korperfestes Bezugssystem Y. Der Ursprung von ¥’ liege im Punkt S und der
Korper rotiere von ¥ aus gesehen um eine Achse durch S, vgl. Abb. 4.13.

Fiir die Ortsvektoren von m; in ¥ und ¥/ gilt die Relation
Fi(t) = To(t) + 7/ (t) . (4.30)
Fiir die Geschwindigkeit wenden wir Gl. (2.48) an,

dri(t) | _ dro(t)| | dr(t)

= 3(t) x (L)
@ |y T | T |, T

E/
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4.4 Tragheitstensor

Abbildung 4.13: Definition der beiden Bezugssysteme fiir die kinematische Beschreibung
des starren Korpers.

. . . - — ..
Der zweite Term auf der rechten Seite verschwindet, da 77} = const. vom korperfesten
System Y aus betrachtet. Wir erhalten also

7(t) = 7 (t) + 3(t) x 7/(t) . (4.31)

)

Da Mifverstédndnisse ausgeschlossen sind, haben wir die Zeitableitung in ¥ wieder mit
einem Punkt {iber der abzuleitenden Funktion gekennzeichnet.

Die Bewegung des starren Korpers lé3t sich also in eine Translationsbewegung des
Ursprungs des korperfesten Systems und eine Drehung um die momentane Drehachse
&(t) durch den Ursprung des korperfesten Systems zerlegen.

4.4.2 Kinetische Energie des starren Korpers

Die kinetische Energie lautet mit Gl. (4.31):

1 X . 1 . 2

N N
1 1
_ §M7702+§Zm,(a3xﬁ.’)2+rg & x (me’ﬂ . (4.32)
i=1 =1

Wir kénnen zwei typische Spezialfélle unterscheiden:
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4 Der starre Koérper

1. Fiir den Fall, dass der Korper ausschlieflich rotiert, aber keine Translationsbewe-

gung ausfiihrt, ist 7y = 0 und die kinetische Energie besteht nur aus dem Rotati-
onsanteil

)

N
1
T= TR = 5 Zmz ((Ij X 7’~,)2 . (433)
=1

Fiir den Fall, dass der Korper translatiert und um eine Achse rotiert, die durch
den Schwerpunkt geht, ist 7, = R und S~ m;7/ = M R’ = 0. Dann ver-
schwindet der dritte Term in Gl. (4.32), und die kinetische Energie besteht aus
einem Translations- und einem Rotationsanteil,

N
1 - 1
TETT+TR:§M32+§;W(@M')2. (4.34)

Wir betrachten den Rotationsanteil (4.33) genauer:

N N
T _ 1 — —/ 2 _ 1 — —/ — —/
R = 55 m; (W0 X 7)) —55 m; (WX 7)) - (0 x 7))
=1 =1
N 3 3 3
_ 1 / /
- 5 m; Enlm Wi T, €Enrs Wr L4
i=1 n=1 \l,m=1 r,s=1

1 N 3 3
§ : § : § : / /
- 5 m; EnlmEnrs | Wi Wy Ly Tig

=1 I,m,r,s=1 \n=1

3

N
1
= 5 Z m; Z (517« 5ms - 5!3 67“m) Wi Wy xim x;s

=1 l,m,r,s=1
L 3
_ § : 2 : 2 2
- 5 my [wl (xzm) Wi Wm Ly mzm]
i=1 I,m=1
1 3 3
— 2 =212
= 3 m; wy T — Wi Wi Ty Tim
=1 Li=1 l,m=1
1 X ro3 3
— (5 2
= 3 m; Wy W, O, T5 Wi Wiy Ty T
=1 LI,;m=1 l,m=1
L 3
_ (5 12 A
= 3 m; Wy Win ( Im T Ty xlm)
i=1 l,m=1
1 o 1 o
—/2 / / —
=3 E wy E m; (5zm i xm) W = 5 E wi Jym wm , (4.35)
Il,m=1 i=1 l,m=1
wobei wir den sog. Trégheitstensor
N
— —/2 1o
Jim = E m; (O 77 — 2y ) (4.36)
i=1
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4.4 Tragheitstensor

eingefithrt haben. Der Trégheitstensor ist ein Tensor zweiter Stufe und 148t sich als
(3 x 3)—Matrix darstellen. Diese lautet explizit

Somat+ 4% = mixyl =Y mia
J— - Z m; y; Zmzz-(w’f’ +z%) - Z m; y; 2 _ (4.37)
_Zmizgxg —Zmizl’-yg Zmlx +9)?)

Offenbar handelt es sich um eine symmetrische Matrix. Fiir eine kontinuierliche Mas-
senverteilung lautet Gl. (4.36)

Jlm = /ds”f_”p(f‘) (5lm F2 — X Im) s (438)

wobei wir im Kontinuumslimes die Positionen 7, der Massenpunkte durch die Integrati-
onsvariable 77 ersetzt haben. In Matrixschreibweise lautet die Rotationsenergie (4.35)

Tk nE Inl (4.39)

1
2
4.4.3 Eigenschaften des Tragheitstensors

Tensorbegriff

Der Tensorbegriff ist eine Erweiterung des Vektorbegriffes. Unter einem Tensor k—ter
Stufe in einem n—dimensionalen Raum versteht man ein Zahlentupel von n*
Zahlen

F=(Fii. i), j=1....n

Die Zahlen F; ;, ;. heiflen Komponenten des Tensors F. Sie tragen k Indizes, von

denen jeder von 1 blS n lauft. Es gilt
1. Tensor nullter Stufe: (eindimensionale) Zahl, also ein Skalar.
2. Tensor erster Stufe: n—dimensionaler Vektor.
3. Tensor zweiter Stufe: (n X n)—Matrix.

Ein Tensor zeichnet sich durch sein Transformationsverhalten aus. Ein Tensor k—ter
Stufe muss sich beziiglich jedes seiner k Indizes wie ein Vektor transfomieren. Z.B. gilt
bei Koordinatendrehungen fiir einen

1. Tensor erster Stufe: z7; = Z dj, T,

3
2. Tensor zweiter Stufe: ij = Z dji A, Pl

I,m=1
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4 Der starre Koérper

wobei dj; die Komponenten der Drehmatrix D sind, die die Koordinaten 7" in die
Koordinaten 7 iiberfithren. In Matrixschreibweise lautet das Transformationsgesetz fiir
einen

1. Tensor erster Stufe: 7 = D7,

2. Tensor zweiter Stufe: ' = D F DT |

wobei wir dj,, = d%, und die Gesetze der Matrixmultiplikation benutzt haben.

Obwohl man alle Tensoren zweiter Stufe als (n x n)—Matrizen darstellen kann, sind
nicht automatisch alle (n x n)—Matrizen Tensoren zweiter Stufe, denn das Transforma-
tionsverhalten einer beliebigen (n x n)—Matrix ist nicht festgelegt. Die Frage ist nun,
warum J ein Tensor sein muss (und nicht eine beliebige (n x n)—Matrix). Die Komponen-
ten (4.36) des Trigheitstensors hiangen offenbar von der Wahl des Koordinatensystems
ab. Dreht man das Koordinatensystem, ¥’ — ¥, so #@ndert sich J, J — J. Wir berech-
nen den Zusammenhang zwischen J und J. Von der Form her kann sich J nicht von J
unterscheiden, wir miissen aber die Komponenten x;; durch die gedrehten Komponenten

- 3
Ty =Y _, diy x}, ersetzen:

N 3
=2 - = —/2 / /
E mz ’l” — Ty xzm) = E m; 5lm r, — E dlr dms T Tig )
i=1

r,s=1

wobei wir ausgenutzt haben, dass sich der Betrag von Vektoren unter Drehungen nicht
dndert, 7,2 = 72, Nun sind Drehmatrizen orthogonal,

3 3
5m = Zdlrdmr = Z dlrdms 67"3 )
r=1

r,s=1

vgl. GL. (1.95). Also erhalten wir

3
jlm = Z m; <Z dlr dms 57“8 Z dl?‘ de x;r x;s)

r,s=1 r,s=1

3
= Z dlr dms Zmz rs Ty — ZE ZE = Z dlr dms JTS . (440)

rs=1 rs=1

Dies ist das korrekte Transformationsverhalten fiir einen Tensor zweiter Stufe. In Matrix-
schreibweise lautet dies

J=DJD". (4.41)

Eine Drehung des Koordinatensystems darf die kinetische Energie natiirlich nicht &ndern.

Dies ist auch nicht der Fall, wie wir uns sofort iiberzeugen koénnen, wenn wir beriick-

sichtigen, dass sich auch der Drehvektor unter einer Koordinatendrehung éndert, w; =

S djw:

) R
Tp = §§ @i Jikor = 3 > dpwidy di Jrg i wi,
j,kzl j:kzlvmvr’szl
3

3
1 1
- 5 Z Wl(slrJrs(ssmwmzé ZwljlmmeTRa

l,m,r,s=1 I,m=1
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4.4 Tragheitstensor

wobei wir sowohl die Zeilen- wie auch die Spaltenorthonormalitdt der Drehmatrix ausge-
nutzt haben. Dies 1d8t sich in Matrixschreibweise viel einfacher zeigen:

I |
Tr=-0'Jo=-3"D"DID" D& =

1 1
2 2 2
wobei wir (D&T) = &7 DT, DT D =1 und Gl. (4.41) benutzt haben.

Zusammenhang zwischen Tragheitsmoment und Tragheitstensor

Fiir Drehungen um eine feste Achse, @ = const., gilt Gl. (4.10),
1
TR = 5 Jw2 .
Andererseits gilt auch Gl. (4.39), welche wir mit & = w @ wie folgt schreiben:

Th== (0"JQ)w”.

1
2
Durch Vergleich der beiden Gleichungen ergibt sich

3
T=0"Io=Y" @y Jimom - (4.42)

Das Tragheitsmoment J beziiglich einer beliebigen Drehachse @ 148t sich also aus
dem Tragheitstensor J berechnen.
Fir w = (0,0, 1) gilt dann

J = J33—Zmz$ + %),

wie schon frither gefunden. Die Diagonalelemente des Tréagheitstensors J;,,, geben also
die Tragheitsmomente fiir Drehungen um die kartesischen Koordinatenachsen an.
Fiir beliebige Drehungen ordnet der Tragheitstensor J iiber Gl. (4.42) einer Drehung um
die durch @ gegebene Achse ein Tragheitsmoment J zu.

Haupttragheitsachsen

Der Trégheitstensor ist eine symmetrische (3 x 3)—Matrix. Solche Matrizen lassen sich
aufgrund des folgenden Satzes in Diagonalform bringen.

Satz: Sei A eine symmetrische (n X n)—Matrix, A = AT, bzw. a;,, = a,;. Dann
existiert eine orthogonale Matrix O, OT = O~!, mit der Eigenschaft

O AOT = diag(\y, ..., \),

wobei A\;, i = 1,...,n, die Eigenwerte der Matrix A sind. Fiir symmetrische Matrizen
sind die Eigenwerte reell, \; € R.
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4 Der starre Koérper

Da orthogonale Matrizen in drei Raumdimensionen synonym fiir Drehmatrizen ste-
hen, gibt es also eine Drehmatrix D mit der Eigenschaft

A0 0
J=DJD" =diag(A,B,C)=[ 0 B 0 | . (4.43)
0 0 C

Eine solche orthogonale Transformation bzw. Drehung bezeichnet man als Hauptachsen-
transformation. Die Eigenwerte A, B, C' von J heiflen Haupttrigheitsmomente. Die
Koordinatenachsen é;, die sich aus den urspriinglichen Koordinatenachsen ¢€; durch Dre-
hung mit der Drehmatrix D ergeben, heiflen Haupttrigheitsachsen. In diesem Koor-
dinatensystem, dem sog. Hauptachsensystem, ist der Tragheitstensor durch die Diago-
nalmatrix (4.43) gegeben, mit den Eigenwerten von J, also den Haupttrigheitsmomenten,
auf der Hauptdiagonalen.

Tragheitsellipsoid

Man kann sich den Tragheitstensor mit Hilfe einer geometrischen Konstruktion graphisch
veranschaulichen. Man ordnet dazu J eine Fliche im dreidimensionalen Raum zu. Die
Bedingung

3
1 = FTJF: E JlmZL’lfL’m
I,m=1

= JH l’% + J22 ng -+ J33 l’g + 2 J12 xr1To + 2 J13 T1 T3+ 2 J23 To I3 (444)

definiert mathematisch ein sog. Ellipsoid und in unserem speziellen Fall das sog. Tragheits-
ellipsoid, vgl. Abb. 4.14.

Abbildung 4.14: Das Trigheitsellipsoid.

Der normierte Drehvektor @ durchstoft das Tragheitsellipsoid am Punkt P. Dieser liegt
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4.4 Tragheitstensor

auf der durch Gl. (4.44) definierten Fliche, also erfiillen seine Koordinaten p'= (p1, p2, p3)
die Bedingung

1=p"Jp

Andererseits gilt wegen Gl. (4.42)
/\T ~
_ W

= ﬁ J ﬁ .

Der Vergleich beider Gleichungen ergibt fiir die Koordinaten des Durchstoungspunktes
L W
p= ﬁ .

Der Abstand des DurchstoBungspunkts P vom Ursprung ist gleich dem Betrag des Vektors

b,

(4.45)

1
p=lpl=—. 4.46
=7 (4.40)
Durch eine geeignete Drehung des Koordinatensystems, 7 = D 7, kann man das Trigheits-
ellipsoid in die sog. Normalform bringen,

1= Ju 75 + JoZs + Js3 73 (4.47)

d.h. man bringt die Nichtdiagonalelemente von J zum Verschwinden. Dies entspricht einer
Diagonalisierung von J, also genau der oben besprochenen Hauptachsentransforma-
tion:

1=F"Jr=F"D'DID'DFr=FTIF=AZ? + B3+ C173, (4.48)

wobei Wir_DTD = 1 und Gl. (4.43) ausgenutzt haben. Mit der Identifizierung A =
Ji1, B = Jag, C' = J33 erhalten wir in der Tat die Normalform (4.47).

Abbildung 4.15: Das Tragheitsellipsoid im Hauptachsensystem.
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4 Der starre Koérper

Die Koordinatenachsen |, Ty, T3 des Koordinatensystems, in welchem das Tragheits-
ellipsoid die Normalform annimmt, sind die schon oben eingefithrten Haupttrigheits-
achsen. Im folgenden bezeichnen wir diese mit 1 = £, 7o = 7, und z3 = (. Im Haupt-
achsensystem lautet die Bedingungsgleichung (4.47) fiir das Tragheitsellipsoid also

1=A&+Bny*+0¢. (4.49)

Abbildung 4.15 veranschaulicht das Trégheitsellipsoid im Hauptachsensystem.

Die Lénge der Achsen des Tragheitsellipsoids lassen sich aus dieser Abbildung un-
ter Zuhilfenahme von Gl. (4.49) sofort ablesen. Die Linge in ¢é—Richtung ist 1/v/A, in
n—Richtung 1/v/B und in (—Richtung betrigt sie 1/v/C'.

Diesen Zusammenhang kann man auch aus Gl. (4.46) erhalten. Diese Gleichung be-
sagt, dass der Abstand des Durchstofungspunkt der Drehachse durch die Oberfliche des
Trégheitsellipsoids vom Ursprung gerade 1/ V/J betrigt, wobei J das Trigheitsmoment
um diese Drehachse ist. Wir betrachten nun den Spezialfall einer Drehung um eine der
Haupttrégheitsachsen. Dann muss man in Gl. (4.46) lediglich das entsprechende Haupt-
tragheitsmoment einsetzen und erhélt sofort den Zusammenhang zwischen den Léngem
der Achsen des Tragheitsellipsoids und den Haupttrigheitsmomenten.

Wir unterscheiden drei Fille:

1. unsymmetrischer Kreisel: alle Achsen sind verschieden lang, A # B # C' # A.

2. symmetrischer Kreisel: zwei Achsen sind gleich lang, A = B # C (oder A =
C' # B oder B=C # A). Hier wiederum unterscheidet man
(i) oblater Kreisel: C' > A = B, vgl. Abb. 4.16(a).

(ii) prolater Kreisel: C' < A = B, vgl. Abb. 4.16(b).

(a) (b)
Abbildung 4.16: Trigheitsellipsoide fiir (a) den oblaten Kreisel und (b) den prolaten

Kreisel.

3. Kugelkreisel: A = B = C'. Das Trégheitsellipsoid ist eine Kugel.
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4.4 Tragheitstensor

Die Rotationsenergie (4.39) nimmt im Hauptachsensystem eine besonders einfache Form
an:

olJo=

1
Tr=3 5 (Awg+ Buy +Cw) (4.50)

wobei fiir die Komponenten des Drehvektors im Hauptachsensystem die Bezeichnungen
@ = (wg, wy, we)T eingefithrt wurden.

4.4.4 Drehimpuls des starren Korpers

Der Drehimpuls ist definiert durch Gl. (3.4),
N .
L=> mi x7;.
i=1

Wir transformieren nun ins korperfeste Koordinatensystem gemifi Glgen. (4.30) und
(4.31),

— — — —

—/ — —/
ri=ro+tr;, , =TotwXr;.

Damit ergibt sich
L= Y mii+7)x (fo+@x7)
N N N
= MF()X??Q—FF()X(Csxzmi??;/)—‘-(Z?niﬂ,)XFQ‘FZmZ’??;/X((IJ‘X;/)
i=1 ; ‘

= My x i+ > mT x (@ x 7)), (4.51)

wobei wir ausgenutzt haben, dass Zf;l m;r =M féé = 0, da der Ursprung des gestri-
chenen Systems ¥’ im Schwerpunkt des Korpers liegen soll. Der erste Term in Gl. (4.51)
ist der Drehimpuls des Schwerpunkts des starren Korpers im ungestrichenen System,
ES = M1y X 19, und daher nicht weiter von Interesse. Der zweite Term ist der Drehim-
puls des starren Korpers aufgrund der Rotationsbewegung um die momentane Drehachse

—

w,

Lp=Y mii x (@ x ) . (4.52)

Mit Hilfe des Entwicklungssatzes (1.36) 148t sich dies umformen in

(2 3 K3

N
Lp=>Y m (@77 a&-F) . (4.53)
i=1
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4 Der starre Koérper

Man erkennt daraus, dass L r nicht notwendigerweise parallel zum Drehvektor & steht. In
Komponenten geschrieben lautet Gl. (4.53)

N
. —/2 I = =)
Lr, = E m; (wlri —xilw~ri)
3
. 5 /
= ml wm I T — T Win, Ty
m=1
—/2 / /
= E E m; (5lm Tyt — xz’l'rim) Wmn
m=1 i=1

3
Z Jlm Wm (454)
m=1

wobei wir die Definition (4.36) des Triagheitstensors benutzt haben. In Matrixschreibweise

lautet Gl. (4.54)

Lp=J&. (4.55)
Damit folgt fiir die Rotationsenergie (4.39)
1 — = 1 g 1 N =g
TR:§UJTJW—§ T Lg R=56 Le. (4.56)

Obwohl Ly und & nicht parallel zueinander stehen miissen, muss die Rotationsenergie
stets positiv semi-definit sein, T > 0. Also muss cos(d, L r) > 0 sein, d.h. der Betrag des
Winkels zwischen Lk und & darf nicht groBer als = /2 sein.

Im Hauptachsensystem lautet der Drehimpuls der Rotationsbewegung

B Au.Jg
Lh=DLr=DID"D3=35= Buw, |, (4.57)
OWC

wobei wir Gl. (4.43), DD =1 und & = (wg, wy, we)T benutzt haben.

Wir koénnen nun einen Zusammenhang zwischen dem Drehimpuls L r im Hauptachsen-
system und dem Trigheitsellipsoid herleiten. Wir betrachten zunéchst die Definitionsglei-
chung (4.49) des Trégheitsellipsoids im Hauptachsensystem,

1=A8+Bp+CC=F(En().

Der Gradient (im Hauptachsensystem, also beziiglich der Koordinaten &, 1, und ) der
Funktion F'(§,n,() lautet
2A¢
VF=| 2By | ;
20¢

er steht per Definition senkrecht auf der Oberflache des Trigheitsellipsoids. Am Punkt
P der Oberfliche, der durch den Ortsvektor (4.45) gegeben ist (also am Schnittpunkt

202



4.4 Tragheitstensor

des Drehvektors @ mit der Oberfliche des Trigheitsellipsoids), p = &/vJ = @/(@VJ),
betrégt der Gradient von F' dann mit Gl. (4.57)

Aw

. 2 ¢ 2

VF|lp=——| Buw —— Lp.
’ oV J sz (D\/j

I

Der Drehimpuls ER im Hauptachsensystem steht also im _)Punkt P senkrecht auf dem
Triagheitsellipsoid, vgl. Abb. 4.17. Der Drehimpulsvektor Lz kann natiirlich auch in den
Ursprung des Hauptachsensystems verschoben werden, s. Abb. 4.17.

=>
®

Abbildung 4.17: Zur Orientierung des Drehimpulses im Hauptachsensystem.

Aus Abb. 4.17 wird ersichtlich, dass @ und Lz nur dann parallel zueinander stehen,
wenn @ parallel zu einer der drei Haupttriagheitsachsen ausgerichtet ist, denn nur dort
steht auch @ senkrecht auf der Oberfliche des Triigheitsellipsoids. Sei z.B. @ = (0,0, ).
Dann ist [::R = (0,0,C )T = C&, also [::R | &.

Dies gilt {ibrigens nicht nur im Hauptachsensystem, sondern in jedem beliebigen Koor-
dinatensystem. Wir konnen nédmlich die Drehung des Koordinatensystems, die ins Haupt-
a_)chsensystem gefiihrt hatte, riickgdngig machen, indem wir beide Seiten der Gleichung

Ly = const. @ mit dem Inversen D~ der Drehmatrix multiplizieren,

Lr=D"1'Lr=const. D713 = const. &,

also auch in diesem System gilt Ly | &
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4 Der starre Koérper

Die Tatsache, dass Ly || &J, falls & in die Richtung einer Haupttriagheitsachse zeigt, 148t
sich ausnutzen, um die Haupttriagheitsmomente, A, B, C, und die Haupttragheitsachsen,
Wa, W, We, zu bestimmen. Es muss dann namlich gelten

Lp=33=Ja, (4.58)

wobei J das Tragheitsmoment um die Drehachse & ist. J steht dabei stellvertretend fiir
A, B oder C' und & entsprechend fiir 4, &dp oder We.

Vom mathematischen Gesichtspunkt betrachtet ist Gl. (4.58) eine sog. Eigenwertglei-
chung. Sie legt die Eigenwerte J der Matrix J und die dazugehorigen Eigenvektoren
@ fest. Wie geht man dabei praktisch vor? Zunéchst bringen wir die rechte Seite auf die
linke,

J—-J1)@d=0,

und schreiben dieses Gleichungssystem in Komponenten,
(JH — J)w1 + Jlgwg + J13W3 =0 s

Joywy + (Jog — J)we + Joswz = 0,
J31w1+J32C<J2+(J33—J)W3 = 0. (459)

Nichttriviale Losungen & # 0 existieren nur, falls die Determinante der Koeffizientenma-
trix verschwindet, s. Abschnitt 1.4.6, Punkt 6.,

Ju—J  Ji Ji3
0 = det@—J1) = | Jon  Joo—d Iy
J31 Jzo Jaz—J
= (Ju—J)[(Jo = J)(Js5— J) — J§3} — Jig [J12(J33 — J) — Ji3 Ja3]
+J13 [J12 Jog — J13(J22 — J)] (4.60)

wobei wir die Symmetrie des Trigheitstensors ausgenutzt haben, J;,, = J,,;. Gleichung
(4.60) ist die sog. charakteristische Gleichung. In unserem Fall ist dies ein Polynom
dritten Grades in J, welches i.a. drei Losungen hat, die Eigenwerte J;, J, und J3 der
Matrix J.

Aus dem oben Diskutierten ist klar, dass es sich bei den Eigenwerten um die Haupt-
tragheitsmomente handelt, also J; = A, Jo = B und J3 = C'. Man kann dies aber auch di-
rekt sehen, indem man benutzt, dass fiir orthogonale Matrizen detD = det DT = 1 gilt und
dass detAdetB = det(AB). Wir nehmen an, dass die im folgenden auftretende Drehma-
trix D diejenige ist, die den Triigheitstensor J diagonalisiert, D J DT = J = diag(A4, B, O):

0 = det(J—J1)=detDdet(J—J1)detD" =det [D(J—J1)D"]
= det (DID" — JDD") =det (J — J1)
A—J 0 0

= | 0 B-J 0 |=(A-NB-HC-J). (4.61)
0 0 c—-J

Diese Gleichung hat ganz offensichtlich die Losungen J; = A, Jo = B und J; = C, q.e.d.
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Die Eigenvektoren &,, &g und & bestimmt man nun, indem man nacheinander die
Losungen J; = A, J, = B und J; = C in die Eigenwertgleichung (4.58) einsetzt. Es
ergibt sich jeweils ein Gleichungssystem von drei Gleichungen fiir die drei Komponenten
der Eigenvektoren, vgl. Gl. (4.59). Allerdings sind wegen det(J —J 1) = 0 nicht alle Zeilen
bzw. Spalten der Koeffizientenmatrix J — J 1 linear unabhéngig, vgl. Abschnitt 1.4.6,
Punkt 6. Dies bedeutet, dass die Eigenvektoren &4, &g und We nicht eindeutig festgelegt
werden konnen. Allerdings sind ihre Richtungen eindeutig festgelegt und stimmen wegen
J&s = Ady, etc. mit den Haupttriagheitsachsen iiberein.

4.5 Kreiseltheorie

4.5.1 Eulersche Gleichungen

Ziel dieses Abschnittes ist es, Bewegungsgleichungen fiir den Kreisel abzuleiten. Wir gehen
dabei vom Drehimpulssatz (3.7) aus,

L -

= — M)

dt
Wir sind am Drehimpuls ER der Rotationsbewegung interessiert, also an einem Vektor,
der beziiglich des Ursprungs des korperfesten Systems Y definiert ist. Die Zeitableitung
solcher Vektoren 148t sich mit Hilfe von Gl. (2.47) vom Inertialsystem X, in dem der
Drehimpulssatz (3.7) gilt, in das korperfeste System > umschreiben:

dL

M=
dt

—

—i—w><E.
2/

_dL
Cdt

2

Die Indizes “R” (am Drehimpuls) und “(ex)” (am &ufleren Drehmoment) haben wir der
Ubersicht halber weggelassen. Da Mifiverstdndnisse ausgeschlossen sind, bezeichnen wir
die Zeitableitung in ¥’ im folgenden mit einem Punkt iiber der abzuleitenden Grofe,

M=L+3xL. (4.62)

Fiir das korperfeste Koordinatensystem wéhlen wir nun das Hauptachsensystem
{€, €,, ec}. Traditionell bezeichnet man die Komponenten des Drehvektors in diesem
System mit p,q und r,

Q:p€5+qé’n+7‘€< .
(Hier und im folgenden lassen wir der Ubersicht halber den Querstrich, der GréBen im
Hauptachsensystem kennzeichnet, weg.) Im Hauptachsensystem ist der Trégheitstensor
diagonal und vor allem zeitunabhingig, da die Haupttriagheitsmomente korperspezifi-

sche Eigenschaften sind,
J = diag(A, B,C) = const. .

Fiir den Drehimpuls ergibt sich damit
L=J&=Apé& +Bqe&,+Cré. (4.63)
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4 Der starre Koérper

Da sowohl A, B, C wie auch €, €, € (letztere zumindest im System X') zeitunabhéngig
sind, folgt
L=Apé + Bqé,+Cré..

Fiir das Kreuzprodukt aus & und L errechnen wir

. € € €
dxL=| p q 1r |=€&C—-B)qr+é,(A-—C)pr+é(B—A)pq.
Ap Bq Cr

Setzt man all dies in den Drehimpulssatz (4.62) ein, so ergeben sich die Bewegungsglei-
chungen des starren Korpers, die sog. Eulerschen Gleichungen:

Mg = Ap+(C—B)gr,
M, = B¢+ (A-C)pr, (4.64)
M, = Cr+(B—A)pgq.

Um diese Bewegungsgleichungen zu 16sen, miissen wir das &uflere Drehmoment im Haupt-
achsensystem kennen. Ublicherweise wird dieses Drehmoment aber durch Krifte verur-
sacht, die im Inertialsystem > gegeben sind. Man benoétigt also auch eine Beziehung
zwischen dem raumfesten System Y und dem korperfesten Hauptachsensystem Y, die
die Umrechnung dieser Kréfte bzw. des Drehmoments erlauben. Diese Beziehung erlaubt
dann auch, von der Losung p, ¢, des Systems gekoppelter Differentialgleichungen (4.64)
auf die Position des Korpers in ¥ zu schliefen. Dies wird im folgenden Abschnitt genauer
ausgefiihrt.

4.5.2 Eulersche Winkel

Die sog. Eulerschen Winkel geben an, wie ein korperfestes System >’ gegen ein raum-
festes System Y gedreht ist. Das raumfeste System sei durch die Koordinaten x,y, z defi-
niert, das korperfeste durch die Koordinaten 2,1/, 2/, vgl. Abb. 4.18.

Die Knotenlinie K bildet die Schnittlinie der (x,y)— mit der (2/,y)—Ebene. Die Eu-
lerschen Winkel sind wie folgt definiert:

(i) ¢: Winkel zwischen der x—Achse und der Knotenlinie K.
(ii) ¥: Winkel zwischen der z— und der 2’'—Achse.
(iii) +: Winkel zwischen der Knotenlinie K und der a’—Achse.

Die Definition der Eulerschen Winkel motiviert sich aus der Tatsache, dass man die
Systeme ¥ und ¥’ durch die folgenden drei Einzeldrehungen (in nicht vertauschbarer
Reihenfolge!) zur Deckung bringen kann:

(i) Man drehe das System ¥ um den Winkel ¢ um die z—Achse, bis die z—Achse mit
der Knotenlinie K zur Deckung kommt.

206



4.5 Kreiseltheorie

Abbildung 4.18: Zur Definition der Eulerschen Winkel.

(ii ) Man drehe nun das so erhaltene System um den Winkel ¥ um die Knotenlinie
K, bis die z—Achse mit der z’—Achse zur Deckung kommt. Die Lage der im ersten
Schritt gedrehten x— Achse verdndert sich dadurch nicht, allerdings wird die (durch
den ersten Schritt gedrehte) y—Achse nun in die (2/,y")—Ebene “gekippt”.

(iii) Man drehe letztlich das so erhaltene System um den Winkel ¢ um die 2’—Achse, bis
die Knotenlinie (die durch den ersten Schritt gedrehte z—Achse) mit der 2’—Achse
zur Deckung kommt. Da sowohl ¥ wie ¥/ kartesische Koordinatensysteme sind,
bringt dies automatisch die (durch den ersten und zweiten Schritt gedrehte) y— Achse
mit der iy’ —Achse zur Deckung.

Bezeichnen wir den Einheitsvektor in Richtung der Knotenlinie mit €y, so gilt:

oS =€, -€x , cos=2¢, € , costh=cx-eE, . (4.65)

Die Knotenlinie liegt sowohl in der (x, y)— wie auch in der (2’, ') —Ebene. Daher kann man
€k durch die entsprechenden kartesischen Einheitsvektoren €, €, bzw. €;, €, ausdriicken.
Wir benétigen im folgenden nur den Zusammenhang mit den letztgenannten,

€k = costp e, —sinié, (4.66)

wie man sich anhand von Abb. 4.18 leicht klarmacht.
Wir bendtigen ferner den Zusammenhang zwischen €, und €;, €, und €,. Dieser wird
ebenfalls aus Abb. 4.18 ersichtlich:

€. = sind sine) €, + sin®) cosy €, +cosv e . (4.67)
Die z'—Komponente von €, ergibt sich aus Gl. (4.65). Also miissen die anderen beiden
Komponenten proportional zu sin ¢ sein. Die Abhéngigkeit der letztgenannten vom Euler-
Winkel 1 versteht man am einfachsten, indem man sich klarmacht, dass €, fiir ©» = 0 in
der (v, z')—Ebene liegt, also keine Komponente in z’'—Richtung besitzt.
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Wir suchen nun den Zusammenhang zwischen den Eulerschen Winkeln und den Kom-
ponenten des Drehvektors. Drehungen des starren Korpers im raumfesten System X ent-
sprechen Drehungen des im starren Korper verankerten, korperfesten Systems Y/ relativ
zu 2. Dies bedeutet aber auch, dass sich die Eulerschen Winkel, die den Zusammenhang
zwischen ¥ und ¥’ vermitteln, zeitlich dndern. Aus den entsprechenden Winkelge-
schwindigkeiten ¢, ¥ und ) lassen sich durch Multiplikation mit den entsprechenden
Einheitsvektoren €., €x und €, Drehvektoren konstruieren:

(i) Drehung um die z—Achse:
e, = ¢ (sind sinep €, +sind) cosvp e, +cosvey) ,
wobei wir Gl. (4.67) benutzt haben.
(ii) Drehung um die Knotenlinie:
0 éx = (costp el — siny€,) ,
wobei wir Gl. (4.66) benutzt haben.

(iii) Drehung um die z’'—Achse: '

Vel
Der gesamte Drehvektor & 148t sich als Summe der aufgefithrten Einzeldrehungen dar-
stellen,

G = @& +dex+e! (4.68)
= (¢ sin® sin + 9 cos ) €. + (¢ sin® cosp — J sin ) €, + (¢ cos v + Y)e!
Zum Schluss identifizieren wir das korperfeste System ¥/ mit dem Hauptachsensystem,
€, =€, €, =€, €, = e, in dem J = pe¢ + q €&, + ré; ist. Dies liefert den gesuchten Zu-
sammenhang zwischen den Komponenten des Drehvektors und den Eulerschen Winkeln:
= ¢sind siny + 9 cosv
= ¢sind cosy — O sing | (4.69)
= pcost+1.
Falls man p, ¢, r aus den Eulerschen Gleichungen bestimmt hat, kann man mit Hilfe dieses

Gleichungssystems die Eulerschen Winkel bestimmen. Damit ist die Lage des starren
Korpers in ¥ festgelegt.

4.5.3 Kraftefreier Kreisel

Wir nehmen an, dass das duflere Drehmoment verschwindet, M = 0. Dann werden aus den
Eulerschen Gleichungen (4.64) die Bewegungsgleichungen fiir den kréftefreien Kreisel,

0 = Ap+(C—-B)qr,
0 = B¢+(A-C)pr, (4.70)
0 = Cr+(B-A4)pgq.
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Multiplizieren wir die erste Gleichung mit p, die zweite mit ¢ und die dritte mit r und
addieren alle Gleichungen, so erhalten wir mit Gl. (4.50) und we = p, w, = ¢, we =7 den
Energieerhaltungssatz,

1d dTr
0=App+Bqi+Cri=-— (Ap"+ B¢ +Cr’) = —=.
pp+Bqi+Cri=c— (AP’ + B¢ +Cr') = —

Multiplizieren wir die erste Gleichung mit A p, die zweite mit B ¢ und die dritte mit C'r
und addieren alle Gleichungen, so erhalten wir mit Gl. (4.57)

1d
0=App+B*q¢+C?ri==

1
42,2 2 9 2. 2y _ L
2dt(p+Bq—|—Cr) 5 ,

d.h. der Betrag des Drehimpulses der Rotationsbewegung ist erhalten.

Da keine dufleren Kréfte wirken, ist aber dariiberhinaus zu fordern, dass auch die Rich-
tung des Drehimpulses erhalten bleibt, d.h.

0=1Lp=Apé + Bié,+Creé,

was auf Ap = B¢ = C'r = 0 fithrt. Damit vereinfachen sich die Bewegungsgleichungen
(4.70) zu
(C—B)gqr=(A-C)pr=(B—A)pqg=0. (4.71)

Im allgemeinen, also ohne speziellere Bedingungen an die Haupttriagheitsmomente zu stel-
len, ist A # B # C # A und dies kann nur erfiillt werden, wenn entweder ¢ = r = 0 oder
p =1 =0 oder p =g = 0 ist. Dies bedeutet aber, dass entweder & = pé; oder & = q¢,
oder & = ré¢, d.h. der Drehvektor zeigt in Richtung einer der drei Haupttrégheitsach-
sen. Damit zeigt auch der Drehimpulsvektor in eine der drei Haupttrigheitsachsen. Da
der Drehimpuls konstant ist, ist auch der Drehvektor konstant. Dies gilt nicht nur im
Hauptachsensystem, sondern auch im raumfesten System. Man nennt diesen Zustand ei-
ne Rotation um eine freie Achse.

Rotationen um freie Achsen kénnen stabile oder instabile Bewegungszustéinde sein.
Um dies zu untersuchen, fithren wir eine Stabilitdtsanalyse durch. O.B.d.A. nehmen
wir an, der Korper rotiere mit konstanter Winkelgeschwindigkeit um die é—Achse, &y =
Do €¢, po = const., und wird nun so gestort, dass die neue Drehachse ein wenig von der
urspriinglichen Achse abweicht,

W =do+ Ad = (po + Ap) € + Ag e, + Areg

mit |Ap|, |Aql, |Ar| < |po|. Wir setzen dies in das Gleichungssystem (4.70) ein und
vernachlassigen Terme von quadratischer Ordnung in den kleinen Groflen,
AAp = 0,
BAG+(A-C)Arp, = 0, (4.72)
CAr+(B—A)Aqpy =
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Die erste Gleichung besagt, dass Ap = const.. Wir leiten die letzten beiden Gleichungen
nach der Zeit ab und setzen die unabgeleiteten Gleichungen ein, um die Variablen zu
trennen

B-A

C
. . ; s, A-C
CAi+(B—A)pyA¢ = C’Ar—(B—A)poTAr:().

BAG+ (A—C)pg A7 = BAj— (A-0O)p; Ag=0,

Definieren wir )

2 _ Do
D :B_C(A_B)(A_C)a

so vereinfachen sich diese Gleichungen:
Aj+D*ANg=0, Ai+D*Ar=0.

Fiir D? > 0 ist dies die Bewegungsgleichung des harmonischen Oszillators: der Drehvektor
oszilliert um die urspriingliche Drehachse, aber die Stéramplituden |Ap|, |Aq|, |Ar| blei-
ben klein, wenn sie anfangs klein waren. Dies ist ein stabiler Rotationszustand. D? > 0
bedeutet, dass (A >B AN A>C) V (A< B AN A< () sein muss. Die Rotation um die
Achse mit dem groften oder mit dem kleinsten Haupttrigheitsmoment ist also
stabil.

Fiir D? < 0 findet man exponentiell ansteigende oder abfallende Losungen,

Aqe(t) = Aq(0) Pt Ars(t) = Ar(0) Pt

Dies liefert einen instabilen Rotationszustand, da die Stérung exponentiell anwéchst
und aus der Richtung der urspriinglichen Drehachse herausfiihrt. D? < 0 bedeutet, dass
(A>BANA<C)V (A>C N A< B)seinmuss, also (B<A<C)V (B>A>C).
Damit ist die Rotation um die Achse mit dem mittleren Haupttrigheitsmoment
instabil.

4.5.4 Kraftefreier symmetrischer Kreisel

Fiir den symmetrischen Kreisel sind zwei Haupttragheitsmomente gleich, z.B. 0.B.d.A.
A=B#C.

Die (—Achse ist damit ausgezeichnet, man bezeichnet sie als Figurenachse. Im Fall
verschwindender duflerer Kriifte nehmen die Eulerschen Gleichungen (4.70) die folgende
Form an:

0 = A¢g+(A-C)pr, (4.73)
0 = Cr.

Aus der letzten Gleichung folgt, dass r(t) = r(0) = ro = const..
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Wir wéhlen die (—Achse nun so, dass rg > 0 ist. Dann ist die Grofe

_A-C >0 fird>C,
“= TO{<O fir A < C . (4.74)
Mit 2 lassen sich die verbleibenden Bewegungsgleichungen (4.73) wie folgt schreiben:
p—Qq=0, ¢+Qp=0. (4.75)

Differentiation nach ¢ und Einsetzen der urspriinglichen Gleichungen liefert
P-Qi=p+Lp=0, §+Qp=§+Q¢=0,

Dies sind wieder die Bewegungsgleichungen fiir den harmonischen Oszillator. Die Losun-
gen, welche die Glgen. (4.75) erfiillen, lauten

pt) =asin(Qt+p8) , q(t)=acos(Qt+0) , (4.76)

mit zwei Konstanten «, 3, welche an die Anfangsbedingungen angepasst werden miissen.
Wir ziehen die folgenden Schliisse:

(i) die (—Komponente des Drehvektors, r, d.h. die Projektion von & auf die Figuren-
achse (, bleibt fiir alle Zeiten konstant.

(i) w= 13| = /P2 + @ + 12 = /a2 + 12 = const.

(iii) die Projektion von & auf die (£, n)—Ebene, also auf die Ebene, auf der die Figuren-
achse senkrecht steht, beschreibt im Laufe der Zeit einen Kreis mit Radius a.

Die sich ergebende Situation ist in Abb. 4.19 dargestellt.
Der Drehvektor & beschreibt im Laufe der Zeit einen Kreiskegel, den sog. Polkegel,
um die Figurenachse. Der Polkegel hat einen Offnungswinkel v, der durch
@
tany = —
To
gegeben ist. Die Winkelgeschwindigkeit, mit der & um die Figurenachse lauft, ist 2, Gl.
(4.74).

Beispiel: Die Erde hat am Aquator einen groferen Durchmesser als am Pol, sie ist also
ein abgeplattetes Rotationsellipsoid. Die Rotationsachse &, die durch den kinematischen
Nordpol geht, fillt nicht mit der Figurenachse (, die durch den geometrischen Nord-
pol geht, zusammen. Der kinematische Nordpol beschreibt einen Kreis mit einem Radius
von etwa 10 m um den geometrischen Nordpol. Die Umlaufzeit T = 27 /Q) ~ 433 Tage
nennt man Chandlersche Periode.

Letztlich miissen wir noch vom korperfesten (Hauptachsen—)System Y’ ins raumfeste
System ¥ transformieren. Dazu benétigen wir die Eulerschen Winkel als Funktion der
Zeit. Mit den Glgen. (4.69) und den Losungen (4.76) sowie r = ry = const. erhalten wir

p = asin(Qt+3)=¢sing sing + 9 cos,
= acos(Qt+ ) = ¢ sind costp — I sin) | (4.77)
= Tongcosﬁ—k@/}.
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4 Der starre Koérper

Abbildung 4.19: Lage des Drehvektors im Hauptachsensystem fiir den kréftefreien sym-
metrischen Kreisel.

Wir miissen dieses gekoppelte System von Differentialgleichungen aber nicht in dieser
Form l6sen. Vielmehr lohnt_’es sich auszunutzen, dass der Drehimpuls fiir die kraftefreie
Bewegung erhalten bleibt, L = const.. O.B.d.A. wéhlen wir die Orientierung des raumfe-
sten Systems X so, dass L = L &,. Der Einheitsvektor €, 148t sich mit Hilfe von Gl. (4.67)
in das Hauptachsensystem > transformieren. Wir erhalten also einerseits

Le = Lsindsiny

L, = L sind cosy, (4.78)

L = Lcos?.

Andererseits hat L im Hauptachsensystem die einfache Form (A = B fiir den symmetri-
schen Kreisel)

Le = Ap=A (¢ sin? sint) 4+ 9 cos¢> ,
L, = Aq=A (¢ sind cosw—zgsinzD) : (4.79)
o cost + w> ,

7) benutzt haben. Der Vergleich von Gl. (4.78)

/N7 N -7 N

Lg = C?”:C

wobei wir Gl. (4.63) und die Glgen. (4.
mit (4.79) ergibt

\]

A sind sing)+ A cosyp = Lsindsiny |
A sind cost) — A singy = L sind costp (4.80)
Cpcosd+Cyp = Lcost .

Multiplizieren wir die erste Gleichung mit cost und die zweite mit sinv und bilden die
Differenz, so folgt

V=0 = ¥ =19 =const.. (4.81)
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Multiplizieren wir die erste Gleichung dagegen mit siny und die zweite mit cos und
addieren, so folgt

. L L
b= = o(t) = Zt+ Yo, o = const. . (4.82)
Der Betrag des Drehimpulses ist L = /A2p? + A2¢2 + C2r2 = \/ A2a2 + C?r2, also durch
die Konstanten o und ry ausdriickbar.
Setzen wir Gl. (4.82) in die letzte Gleichung (4.80) ein, ergibt sich mit der Definition
(4.74) von

) L L A-C LQ

Andererseits erhalten wir aus der letzten Gl. (4.7

¢—T0——008ﬂo < ——) cos vy ,

also

ro = 5 cos Uy . (4.84)

Eingesetzt in Gl. (4.83) ergibt sich
v=0 = (t)=Qt+1by, thy = const. . (4.85)

Die Konstante 1y 148t sich wie folgt bestimmen. Wir setzen Glgen. (4.81) und (4.82)
in die Glgen. (4.77) ein und erhalten

asin(Qt+3) = % sin ¥y sin ) |

L
acos(Qt+p) = 1 sin g cos 1 . (4.86)

Nach Division der beiden Gleichungen folgt
tant) = tan(Qt + 5) ,

also durch Vergleich mit Gl. (4.85) ¢y = 5.
Die Konstante 1, 1a8t sich durch o und ry ausdriicken. Einsetzen der Losung (4.85) in
die erste Gl. (4.86) liefert

L A
asin(Qt + 1) = a siny = 1 sindy siny = To= sin vy . (4.87)
Dividieren wir dies durch Gl. (4.84), so erhalten wir
A
tanvy = @ .
To

Wir haben also vier unabhéngige Integrationskonstanten, «, 3, o und @g. Alternativ
konnen wir wegen Gl. (4.87), 8 = 1y und Gl. (4.84) auch die Anfangswerte fiir die
Eulerschen Winkel, ¢q, 99, 19 und den Betrag des Drehimpulses, L, benutzen.

Diskussion der Kreiselbewegung:
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-

(i) v ist der Winkel zwischen €, (d.h. der Richtung des Drehimpulses L) und é; (der
Richtung der Figurenachse). ¢ = 99 = const. bedeutet, dass dieser Winkel fiir alle
Zeiten konstant bleibt, vgl. Abb. 4.20. ¢ ist die Winkelgeschwindigkeit, mit der sich
die Figurenachse um &, (also um L) dreht, vgl. Abb. 4.18 (' = ¢!). Der dabei von
der Figurenachse beschriebene Kegel heifit Nutationskegel, vgl. Abb. 4.20.

\

02 7

Abbildung 4.20: Lage der Figurenachse relativ zum Drehimpuls und Nutationskegel.

(ii) ¢ ist die Winkelgeschwindigkeit, mit der sich der Kérper um die Figurenachse dreht.
Wir unterscheiden zwei Félle, (a) ¢ = Q =1y (A~ C)/A >0, also A > C, und (b)
Y <0, also A < C, vgl. Abb. 4.21.

(iti) Die Winkelgeschwindigkeit ist geméf den Glgen. (4.68) und (4.81) & = ¢ &, + 9 é;.
Sie liegt also stets in der (2, ()—Ebene und rotiert mit der Figurenachse um die Rich-
tung des Drehimpulses. Dabei durchléauft sie den sog. Spurkegel, vgl. Abb. 4.22.
Geméafl Abb. 4.19 schliefit & mit der Figurenachse den Winkel v ein. Dies definiert
den sog. Polkegel, vgl. Abb. 4.22. Fiir A > C rollt dieser mit seiner Auflenfldche
auf der Auflenfliiche des Spurkegels ab, vgl. Abb. 4.22(a), fiir A < C rollt er dagegen
mit seiner Innenfliche auf der Aulenfliche des Spurkegels ab, vgl. Abb. 4.22(b).
Beim Abrollen fiithrt der Polkegel die Figurenachse auf dem Nutationskegel mit.

214
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(a) (b)

Abbildung 4.22: Lage des Spurkegels (rot) und des Polkegels (cyan) fiir (a) A > C und
(b) A< C.
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