


lll. Statische Sternmodelle

14. Sterngleichgewicht

Stern: Materieansammlung, die (in der Regel) durch eigene Gravitation gebunden ist
(gravitativ gebundener Stern).

Sterngleichgewicht: interner Druck der Materie (repulsiv) = gravitativer Druck (attraktiv)

(P/rna‘b = 7> TaV

(M,/l)

Beispiel: Atmosphéarendruck
Prat q_% fee T (ideales Gas)

halt gravitativem Druck ?3mv, der durch die Masse der Atmosphéare (Luftsaule
Uber Einheitsflache) erzeugt wird, die Waage:

Prat = Parev = 4 bar

Gl. (14.1) qilt fur alle gravitierenden Materieansammlungen (Planeten, Sterne).
Stern: Materieansammlung mit M & Mg , so dass Druck und Temperatur ausreicht,
um Fusion von Elementen einzuleiten.

Fusion von Wasserstoff folgt die von Helium usf. ggfs. bis zum stabilsten Element Eisen.
Danachist F, .+< 'Pgm,, Stern kollabiert (Gravitationskollaps, Supernova).



Endstadien der Sternentwicklung: abhangig von Anfangsmasse des Sterns
[Brauner Zwerg: M = 0.1 Mg , keine Fusionsreaktionen (Jupiter)]
WeiBer Zwerg: M ~ Mg , Fusionsreaktionen bis Sauerstoff,
stabilisiert durch Fermidruck der Elektronen
Neutronenstern: M Z Mg , Residuum einer Supernova (Stern mit M ~ 10 Mg ,
Fusionsreaktionen bis Eisen), stabilisiert durch Fermidruck der Neutronen
Quarkstern: stabilisiert durch Fermidruck der Quarks (?)
Schwarzes Loch: Residuum einer Supernova (Stern mit M ~ 40 Mg, ), Objekt mit R 2 7g

Druck einer statischen, sphérisch symmetrischen Massenverteilung: P (~ ) 12.6.20
Im Folgenden: nichtrelativistische Betrachtung der Gleichgewichtsbedingung (14.1)
Euler-Gleichung: Q (gé_‘”. + 0.7 {j) =-vP 1—;2 (14.2)
statisch, O =0 : O =-VP+ f; (14.3)
Gravitationskraft auf Massenelement dm.:  dF = —dm VP

1 Newtonsches Gravitationspotential

Kraftdichte I~ o(V V@ = —Q ﬁVA@ (1.4)

7 Pr) = -o(r) T) (44.5)

spharisch symmetrisch: dP _ f @ (14.6 J
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Newtonsche Feldgleichung: A @ ~r2 dP _

¢z A o LﬂGg (44.7)
2;‘5 e gdrr +2 o(r) =@ M) (14.8)
mit Masse innerhalb Kugel mit Radiusr: (M (7 ) = 47¢ §d¢ rr’zg(ﬂr’) (14.9)
A& _ G M)
Lr 3 (4‘1.’10)
(14.6)
kP _ _ GME) ol (14.14)
d 2

Ldsung erfordert Kenntnis der Zustandsgleichung der Materie: P=P (8)

= congt. , TSR :
Annahme: inkompressible Materie, ©(T) = 5 fo 4 ~— Sternradius

(14,9)

(14.44)
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P(r) = P(O) - %6&?0’2 =R - 2_“(5?02‘1-’- +< R (14.13)
Q Druck im Sternzentrum

Druck auBerhalb des Sterns:  P(+) =0 , ¢+ >R
|
Stetigkeit beir =R : PR) =0

(14.13)

P = Gg,z@'lzg- G %L oL =cM E?R ZS:‘ E’rg
Lz ?Ocz qi% (14.44)
“y P(r) = 256?0 MCE 9;.) —foc P rRz) o 4’ (4. 15)
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Im Folgenden: benutze Gl. (14.14) als Abschétzung fur nicht-konstante Dichten

Q, P : mittlere Dichte, mittlerer Druck P Ts_ (14.16)
gcQ HR
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Beispiel 2: Weilber Zwerg
Kernfusion lauft ab von Wasserstoff tber Helium und Kohlenstoff bis Sauerstoff.
Atomkerne halten gravitativem Druck nicht stand, es entsteht ein metallischer Festkorper,

bestehend aus einem Gitter positiv geladener lonen und einem Elektronengas.
Stabilisation des Sterns aufgrund Fermidruck des (bei den entsprechenden Temperaturen

entarteten) Elektrongases By Fermi-Energie
. — T Lo I IRy 4447
nichtrelativistisch: P = %= rn_EF ) EF- o (3m°n) / ( )

ultrarelativistisch: T _ = %F"“E_F o | B =lRe (313m)"3 (14.18)



Materiedruck verhindert Kollaps, solange

2 2
Py oo [T5 | [M = 26M [ [GM] L [1SL O (14.49)

4R V k>R 2VR 8 R
S/ -
nichtrelativistisch: Materiedruck ')ﬁq_'\/ P = (g) 3~ R T

halt Gravitationsdruck ~ R™"  die Waage, so dass sich ein
bestimmter Radius im Gleichgewicht ergibt

qu_f)(sﬂz)ug ke (M)L’/3 L (3119‘)4/3 ( 2 )L'/B%, NH/B

ultrarelativistisch: T+ D8 i a 'V |
Y % 4 hoe R« 1
(14.19) A e ’
N ke 2 42“(-“_) STeM e )T oM = f.o42 (GM?
3 \9r/ 8&mw m
(14.20)
Flr leichte Atomkerne mit A~ 27 : auf jedes Elektron kommen zwei Nukleonen
~ - M
(14.20 4/ 2 > T 3/2 3
mN
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WeiBBe Zwerge, die schwerer als Mc sind, kollabieren (und fusionieren) weiter.

4 (Mpe® ) 4 (121022 )P ey MeV 29
M= fo W) o A U2 M0 eV gy 17 MY 171027 Ry 20,30
S 4 (mye2)2 4 (103)% 2 ° = "o

Genauere Rechnung: M- = 146 Mg (14.22)

Beachte: MC allein durch Naturkonstanten (71, ¢, G) und Nukleonenmasse m,, bestimmt!

Wie wichtig sind ART-Korrekturen bei WeiBen Zwergen?

EF ~ Mg c2 (Ubergang vom nichtrelativistischen zum ultrarelativistischen Fermi-Gas)
2 ;
(ID 0 ol M me C _ oL Me Ul:\',é) g
ec? ,[ Zmy M C2 2wy 4R
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To w2 Me = e o~ 1 x4 (44.23)
= RUIN WIN 2000

WeiBe Zwerge kdnnen in Newtonscher Naherung behandelt werden!



Radius eines Wei3en Zwergs:

R ~ 2000 Tg ~ 2:40° T5 o 2 5900 &m ~ 107 Rp (14.24)
T
M~ Mg
Mittlere Dichte eines WeiBen Zwergs:
g|=| L ~£4_O€ L id® ;"1@3 = 10°%¢q = 1.%4-40”% (14 ,28)
\% LR +TRs m

(zentrale Dichte aber um Faktor 10° héher!)

Beispiel 3: Neutronenstern

Betrachte Stern mit M > M Stabilisierung durch Fermi-Druck der Elektronen nicht méglich

Reaktion 1:) + e — mn+HL konvertiert Protonen in Neutronen

Stern besteht (hauptsachlich) aus Neutronen!

Neutronenstern 2 makroskopischer Atomkern!

Dichte: § 2, My 1l & My - 04T:40%° o3 ~ 2.8k . 40" % (14.28)
t Kerngrundzustandsdichte

Sterngleichgewicht: Fermi-Druck der Neutronen halt Gravitationsdruck die Waage



Radius eines Neutronensterns der Masse M ~ MCD :

_ 3\/ 73 _ V3 3 Mo Y?,
R (30 = (E )" (@ )

Wie wichtig sind ART-Korrekturen bei Neutronensternen?

s _ 26GM _, 2GMo _ 150 3
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Neutronensterne muissen im Rahmen der ART behandelt werden!

PO,

R 2R c2 R
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Beispiel 4: Quarkstern
Dichte so groB, dass sich Nukleonen in ihre Bestandteile ( = Quarks) auflésen.

Quarks sind bei dieser Dichte (n ~ ng ) ultrarelativistisch
(Pmr = ﬁir = 4 E. ’f'i ~ 1
6C>  Epr 2 (uds) 4R R O

Quarksterne mussen im Rahmen der ART behandelt werden!

(14,27)

(14 2R)

(14.29)

(weiteres Problem: "confinement" von Farbladungen Quarksterne sind selbstgebunden!

Stabilitat nicht aufgrund der Balance von Fermi- und Gravitationsdruck)



