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1 Einleitung: Materie und
Wechselwirkungen

1.1 Quarks und Leptonen

Nach unserem gegenwirtigen Verstindnis besteht simtliche sichtbare’ Materie aus Fer-
mionen mit Spin 1/2: den Quarks und den Leptonen (griech. Aentoc=leicht). Es gibt
sechs sog. Flavor (engl. flavor=Geschmack) von Quarks und Leptonen, die in drei sog.
Familien eingeteilt werden, s. Tab. 1.1.

Familie | Flavor f Quarks 9y Leptonen [y
1=1,9,b
I 1 uoud ub Ve
2 - dv d e
I 3 9 v,
4 st os9 s wo
5 oot -
11 .
6 brobw T~
«— SU3). —

Tabelle 1.1: Materieteilchen.

TSU2)L

15UQ2)L

15U

Die sechs verschiedenen Quark-Flavors werden mit up (u), down (d), charm (c),
strange oder seltsam (s), top (¢) und bottom (b) bezeichnet. Die Quarks tragen eine
weitere Quantenzahl, die man als Farbe bezeichnet. Es gibt drei verschiedene Quark-
Farben, rot (r), griin (g) und blau (b).

Innerhalb der einzelnen Familien besteht eine unitire Symmetrie, SU(2)., bzgl. ei-
ner Quantenzahl, die man als linkshindigen schwachen Isospin bezeichnet. Diese
Symmetrie ist grundlegender Bestandteil des Standardmodells der elektroschwachen
Wechselwirkung (s. Abschnitt 7.4). Dies bedeutet, dass sich die Flavors innerhalb einer
Familie identisch unter SU(2);—Transformationen verhalten.

'Im Gegensatz zur nicht sichtbaren Dunklen Materie.
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Zwischen den einzelnen Farben eines Quark-Flavors besteht ebenfalls eine unitéire Sym-
metrie, die sog. SU(3).—Farb-Symmetrie. Dies bedeutet, dass sich Quarks unterschied-
licher Farbe identisch unter SU(3).~Transformationen verhalten. Diese Symmetrie liegt
der starken Wechselwirkung zugrunde (s. Abschnitt 2.7).

Zu den in Tab. 1.1 aufgefiihrten Materieteilchen gibt es noch die zugehoérigen Anti-
Teilchen. Anti-Teilchen besitzen identische Massen wie die zugehorigen Teilchen, aber
unterscheiden sich ansonsten in allen Quantenzahlen. Fiir Quarks sind die zugehérigen
Anti-Teilchen die Anti-Quarks, u,d, ¢, 5,t und b. Sie unterscheiden sich im Vorzeichen
der elektrischen Ladung von den jeweiligen Quarks und tragen Anti-Farbe, also 7, g
und b. Die Anti-Teilchen der Neutrinos sind die sog. Anti-Neutrinos, Ve, 7y und 7.
Aus historischen Griinden bezeichnet man das Anti-Teilchen des Elektrons als Positron,
et. Die Bezeichnung fiir das Anti-Myon ist g und fiir das Anti-Tauon 7. Positron,
Anti-Myon und Anti-Tauon haben im Gegensatz zu Elektron, Myon und Tauon positive
elektrische Ladung, was durch ein entsprechendes Superskript gekennzeichnet wird.

Woher wissen wir, dass es diese Teilchen gibt? Zumindest beim Elektron gibt es keine
Zweifel, es ist experimentell als wesentlicher Baustein der Atome und Trager der elektri-
schen Ladung in Materialien, die den elektrischen Strom leiten, nachgewiesen.

Die Existenz des Elektron—(Anti-)Neutrinos wurde von Wolfgang Pauli 1930 po-
stuliert, um den [-Zerfall radioaktiver Kerne zu erkliaren. Dabei zerfillt ein Neutron in
ein Proton, ein Elektron und ein Elektron—Anti-Neutrino:

n—pte +u. (1.1)

Beim radioaktiven Zerfall von Kernen haben die Anfangs- und Endzustéinde wohldefinierte
diskrete Energien, aber das Energiespektrum der beim Zerfall erzeugten Elektronen ist
kontinuierlich. Pauli argumentierte, dass ein weiteres, bislang unbeobachtetes Teilchen
beim Zerfallsprozess (1.1) frei werden muss, welches die Energieerhaltung sicherstellt. Dies
ist gerade das Elektron-Anti-Neutrino 7,.

Das Muon p~ wurde in Zerféllen von Teilchen in der kosmischen Strahlung nachge-
wiesen,

P e U+ (1.2)
oder = — = +1U,;.

Daraufhin soll Isidor Isaac Rabi den berithmten Satz “wer hat die bestellt?” (engl. “who
ordered these”) gepragt haben. Das Myon—(Anti-) Neutrino wird beim p~—Zerfall (1.2)
bzw. m~—Zerfall (1.3) erzeugt.

Das Tauon wurde ebenfalls in der kosmischen Strahlung nachgewiesen. Bei dessen
Zerfall wird wiederum das Tau—Neutrino erzeugt. In Tab. 1.2 sind die Eigenschaften
der Leptonen aufgefiihrt. Die Leptonquantenzahlen (L., L, sind L,) sind in einem Zer-
fallsprozess stets erhalten, d.h. ein = kann nicht in ein e~ zerfallen, ohne dass ein 7, und
ein v, erzeugt wird, vgl. Gl. (1.2).

Die Existenz von Quarks ist viel schwieriger zu nachzuweisen, da sie niemals isoliert
in der Natur vorkommen. Sie sind in sog. Hadronen eingeschlossen (engl. confined). Als
Hadronen (griech. adpoc=stark) bezeichnet man generell alle Teilchen, die der starken
Wechselwirkung unterliegen.
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Lepton | Spin J Masse [MeV/c?] Mittlere Lebensdauer Leptonquantenzahlen

L. | L. | L.

et 1/2 | 0.5109989461 + 3.1 - 107° > 6.6-10% y +1 0 0
wr 1/2 105.6583745 +2.4-107° | (2.1969811 +£2.2-107°) - 107° s 0 +1 0
T+ 1/2 1776.86 £+ 0.12 (290.34+0.5) - 1075 s 0 0 +1
) | 1/2 <1.1-10°° (i) > 150 s 1| 0 0
@) | 1/2 <0.19 >8.105-10 7 s 0 | £1 | 0
@) | 12 <182 - 0 0 | =+l

Tabelle 1.2: Eigenschaften der Leptonen.

Hadronen transformieren als Singuletts unter der SU(3).~Farb-Symmetrie, d.h. sie
sind invariant unter SU(3).~Transformationen. Darum bezeichnet man sie auch als wei-
8e Zustdnde unter SU(3).Transformationen. Der Einschluss (engl. confinement) der
Farbladung tragenden Quarks in Hadronen, die Farb—Singuletts sind, ist eine Konsequenz
der Theorie der starken Wechselwirkung, der sog. Quantenchromodynamik (QCD), die
in den Abschnitten 2.7, 5.7, 6.7 und 8.6 ndher diskutiert wird.

Weiterhin klassifiziert man die Hadronen in Mesonen (griech. yécoc=in der Mitte) und
Baryonen (griech. BapUc=schwer). Mesonen sind typischerweise Zusténde, die dieselbe
Zahl von Quarks und Anti-Quarks enthalten, also z.B. gq, wihrend Baryonen typischer-
weise Zustande sind, die drei Quarks enthalten, also qqq. Fiir beide ist die Bedingung, dass
in der Natur beobachtbare Zustéinde Farb-Singuletts sind, erfiillt. Bei gg—Zusténden ist
dies offensichtlich, da Farbe und entsprechende Anti-Farbe zu einem weiflen Zustand kom-
biniert werden kénnen. Bei gqq—Zusténden ist dies weniger offensichtlich, hier muss man
streng genommen die Kopplungsregeln der Gruppe SU(3) zu Hilfe nehmen (s. Vorlesung
“Quantenmechanik 117). Als einfache “Eselsbriicke” kann aber die additive Farbmi-
schung der Goetheschen Farbenlehre dienen: mischt man rot, griin und blau additiv,
so ergibt sich weif}. Die drei Quarks im Baryon miissen also die Farben rot, griin und blau
tragen, um insgesamt einen “weilen”, d.h. farblosen Zustand zu bilden.

Der Name der Mesonen riihrt daher, dass man in den Anfingen der Hadronenphysik
nur die leichtesten Leptonen, Mesonen und Baryonen kannte. Es gilt z.B. m, < m, ~
139MeV/c? < m, ~ 939MeV/c?, also ist das Pion (ein Meson) von seiner Masse her
betrachtet eben “in der Mitte” zwischen dem Elektron (ein Lepton) und dem Proton (ein
Baryon). Das schwerste (z.Z.) bekannte Lepton, das Tauon, ist allerdings schwerer als
viele der leichteren Mesonen (wie Pion, Kaon, n, 7/, ...) und sogar schwerer als einige
Baryonen (wie Proton, Neutron, A, A,...), und es sind mittlerweile auch viele Mesonen
bekannt, die schwerer als Baryonen sind.

Zu jedem Hadron gibt es auch das zugehorige Anti-Teilchen, welches man dadurch
erhélt, dass man jedes Quark durch ein Anti-Quark ersetzt und umgekehrt. Mesonen sind
daher ihre eigenen Anti-Teilchen, da ¢qq¢ = gq wieder ein Meson ist. Anti-Baryonen
dagegen sind genuin neue Teilchen, bestehend aus ggg. Denkbar sind aber auch andere
hadronische Zusténde, die man generell als exotisch bezeichnet. So gibt es z.B. Meso-
nen, die keinerlei Quarks oder Anti-Quarks enthalten, sondern ausschlieBlich aus Gluo-
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nen bestehen, die sog. Gluebélle. Denkbar sind auch mesonische Zustéande, die aus zwei
Quarks und zwei Anti-Quarks bestehen, sog. Tetra-Quarks, (gq)(Gq). Die leichtesten die-
ser Zustiande (z.B. fo(500) und f,(980)) sind allerdings nicht wirklich gebundene Zustédnde
von zwei gg—Mesonen, sondern eher Resonanzen im Streu-Kontinuum der letztgenannten.
Es gibt aber mittlerweile auch experimentelle Kandidaten fiir echt gebundene Zusténde
aus zwei gg—Mesonen (z.B. X (3872), Y (4660) und Z.(3900)).

Spekuliert wird auch iiber die Existenz von sog. Penta-Quarks, (qqq)(qq), allerdings
sind diese vermutlich keine gebundenen Zusténde, sondern hochstens Resonanzen im
Streu-Kontinuum von ggg—Baryonen und gg—Mesonen. Auch (Anti-)Baryonen mit einem
Vielfachen von drei (Anti-)Quarks sind denkbar, z.B. das sog H-Baryon (sprich “Eta”—
Baryon, vom griechischen Grofibuchstaben H), ein (qqq)(qqq)—Zustand. Das confine-
ment von farbgeladenen Objekten in der QCD macht es lediglich erforderlich, dass diese
Zustiande Farb-Singuletts bilden. Einen aktuellen Uberblick iiber die bekannten Hadronen
findet man im sog. “Particle Data” Buch der “Particle Data Group” [17].

In der nachfolgenden Tabelle 1.3 sind Eigenschaften der einzelnen Quark-Flavors auf-
gefiihrt.

Flavor | Spin J | Masse [MeV/c?] Quarkquantenzahlen
Q| Is | S| C | B| T]| B
u 1/2 2167019 +2/3] 1/2] 0| 0| o] 0] 1/3
d | 12 L6708 —1/3| —1/2| 0| 0| 0| 0] 1/3
s 1/2 93711 ~1/3 o —1| 0] 0] 0] i/3
c 1/2 | (127 £0.02)-10° | +2/3 0 0| +1] o] ol 1/3
b 12 | (4180%.10° | —1/3| 0| 0] 0] —-1| 0] 1/3
t 1/2 | (172.76 £0.3) - 10° | +2/3 0 0 0 0| +1| 1/3

Tabelle 1.3: Eigenschaften der Quarks. Die Quarkquantenzahlen sind elektrische Ladung
@, z—Komponente des Isospins T3, Seltsamkeit S, Charm C', Bottom-Ladung
B, Top-Ladung 7 und Baryonenzahl B. Dass seltsamen Quarks negative
Seltsamkeit zugeordnet wird, hat historische Griinde. Konsistenterweise wird
dann Bottom-Quarks negative Bottom-Ladung zugeordnet.

Da Quarks (als farbgeladene Objekte) nicht isoliert beobachtet werden konnen, ist es
schwierig, ihre Massen prézise zu ermitteln. Dennoch sind diese mit Hilfe von Methoden
der sog. Gittereichtheorie mittlerweile recht genau bestimmbar. Hierbei werden die
Massen von Hadronen bei gegebenen Quarkmassen numerisch auf einem Raum-Zeit-
Gitter bestimmt. Man verindert die Quarkmassen so lange, bis Ubereinstimmung mit
experimentell gemessenen Hadronenmassen erzielt wird. Dies ergibt dann die in Tab. 1.3
aufgefithrten Werte fiir die Quarkmassen.

Prozesse der starken Wechselwirkung erhalten alle Quarkquantenzahlen, aber Prozesse
der schwachen Wechselwirkung kénnen diese verdndern. Hierzu zwei
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Beispiele:

() p+7m — A+ K°
Wiéhrend die beiden Teilchen auf der linken Seite keine Seltsamkeit tragen, hat das
A, welches jeweils ein u—, d— und s—Quark enthélt, S = —1, und das neutrale Kaon
K9, welches aus d und 5 besteht, S = +1. In der Summe haben also auch die beiden
Teilchen auf der rechten Seite keine Seltsamkeit. Bei der obigen Reaktion handelt
es sich dementsprechend um einen Prozess der starken Wechselwirkung.

(b)) A—p+7~
Der Zerfall des A in Proton und Pion ist ein Prozess der schwachen Wechselwir-

kung, denn die Seltsamkeit dndert sich von S = —1 auf der linken Seite zu S = 0
auf der rechten Seite der Reaktionsgleichung.

Die Erhaltung der Quarkquantenzahlen, oder mit anderen Worten der Quark-Flavors,
in der starken Wechselwirkung bedeutet, dass letztere alle Quark-Flavors gleich behandelt.
Falls nun Ny Quark-Flavors in der Masse entartet sind, so gibt es, zumindest in Bezug
auf Prozesse der starken Wechselwirkung, keine Moglichkeit, zwischen diesen entarteten
Flavors zu unterscheiden. Die Ununterscheidbarkeit bedingt die Existenz einer Symme-
trie, in diesem Fall einer SU(Ny)-Flavor-Symmetrie. Dies bedeutet, dass man die Ny
entarteten Quark-Flavors mit Hilfe von speziellen unitdren Transformationen ineinander
umwandeln kénnte, ohne dass sich etwas an observablen Gréflen dndert. Es bedeutet fer-
ner, dass die Eigenwerte des Hamilton-Operators der starken Wechselwirkung,
HQCD, oder mit anderen Worten, die Energie-Eigenzustéinde, d.h. die Massen der Ha-
dronen, nach Multipletts der Gruppe SU(Ny) klassifiziert werden koénnen. Bei exakter
SU(Ny)-Symmetrie sind alle Hadronenmassen innerhalb eines Multipletts entartet.

Dies ist ganz dhnlich wie bei den Eigenwerten des Hamilton-Operators fiir das Elektron
im Wasserstoffatom (vgl. Vorlesung “Quantenmechanik I”). Weil das Coulomb-Potentials
des Protons ein Zentralpotential ist, gibt es, in Abwesenheit duflerer elektromagnetischer
Felder, eine SO(3)-Symmetrie beziiglich Drehungen im Raum. Also sind die Eigen-
werte des Hamilton-Operators beziiglich der Quantenzahlen des Drehimpulses entartet
und koénnen nach Multipletts der Gruppe SO(3), also zu gegebenem ¢ genau 2¢ + 1
Zusténde, klassifiziert werden. Alle Eigenwerte innerhalb eines Multipletts sind energe-
tisch entartet.

In der starken Wechselwirkung brechen die ungleichen Massen der Quarks die SU(Ny)-
Symmetrie explizit. Dadurch wird auch die Entartung der Hadronenmassen innerhalb
eines Multipletts aufgehoben. Auf einer typischen hadronischen Massenskala, ~ 1 GeV/c?,
ist aber der Massenunterschied zwischen u—, d— und ggfs. sogar s—Quarks vernachléssigbar,
vgl. Tab. 1.3, so dass zumindest ndherungsweise eine SU(3)-Flavor-Symmetrie besteht
(fiir die schwereren Quark-Flavors gilt dies nicht mehr, da ihre Massen vergleichbar, oder
sogar erheblich groer als die typische hadronische Massenskala sind). Daher ist es sinnvoll,
eine Klassifikation der Hadronen in Multipletts der Gruppe SU(3) vorzunehmen.

Diese wurde ausfiihrlich in der Vorlesung ” Quantenmechanik IT”besprochen. Wir geben
hier deshalb lediglich eine kurze Erinnerung an die wichtigsten Fakten, soweit sie dieses
einleitende Kapitel betreffen. SU(3)-Flavor-Multipletts kann man graphisch in einer Ebe-
ne darstellen. Dabei macht man sich zunutze, dass jeder Zustand eines SU(3)-Multipletts
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eindeutig durch die Eigenwerte der Operatoren der Cartan—Unteralgebra der Gruppe
SU(3) festgelegt wird. Letztere besteht aus den Generatoren T5 und T. Anstelle von T
nimmt man oft den sog. Hyperladungsoperator Y = (2/v/3) Ts. Die Zustéinde eines
Multipletts sind dann durch die Eigenwerte T3 und Y eindeutig festgelegt, |T3, Y). Die
einzelnen Zusténde eines Multipletts nehmen dann in der (73 — Y')—Ebene eindeutig fest-
gelegte Positionen an. In Abb. 1.1 ist das sog. fundamentale Triplett [3] der Quarks
dargestellt. Die Wertepaare (73,Y) der einzelnen Quark-Flavors entsprechen denen in
Tab. 1.3 angegebenen, wenn man die Relation

Y=B+S (1.4)

benutzt.

Y [71]

| d>

N A - Ll

| |
-1/2 1/2

-2/3
| s>

Abbildung 1.1: Das fundamentale Triplett der drei leichtesten Quark-Flavors u, d und s.

In Abb. 1.2 ist das sog. Anti-Triplett [3] der Anti-Quarks dargestellt. Es ergibt sich
aus dem Triplett durch Vorzeichenumkehr von 73 und Y, so wie man das fiir Anti-Teilchen
erwartet.

Mit Hilfe der Kopplungsregeln fiir SU(3)-Multipletts kann man aus dem fundamen-
talen Triplett und dem Anti-Triplett hoherdimensionale Multipletts konstruieren. Die Zahl
der dabei verwendeten Tripletts und Anti-Tripletts entspricht dabei genau der Zahl der
im jeweiligen Hadron vorkommenden Quarks bzw. Anti-Quarks. Aus den Regeln

x[3] = [A]+8], (1.5)
Bl x B x 3] = [1]+ 18]+ [8] +[10]
erhalten wir also ein Singulett [1] und ein Oktett [8] fiir mesonische gg—Zusténde bzw.
ein Singulett [1], zwei Oktetts [8] und ein Dekuplett [10] fiir baryonische ggg—Zusténde.
Das Singulett und das Oktett der pseudoskalaren Mesonen ist in Abb. 1.3 dargestellt.
Hier erkennt man das Isospin-Triplett der Pionen, 7=, 7 und 7*, sowie die beiden

Isospin-Dubletts der Kaonen, K°, K+ und K, K°.
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| s>
2/3
-1/2 1/2
fN B
| u> ~1/3 | d>

Abbildung 1.2: Das Anti-Triplett der leichtesten drei Anti-Quark-Flavors @, d und 5.

Y [A]

Y [#]

I\l Ll

K -1 Ko

Abbildung 1.3: Das Singulett und Oktett der pseudoskalaren Mesonen.

Das Singulett, ein Oktett und das Dekuplett der Baryonen ist in Abb. 1.4 dargestellt.
Hier erkent man z.B. das Isospin-Dublett, das von Neutron n und Proton p gebildet
wird.

Die Klassifikation von Hadronen in SU (3)-Flavor-Multipletts liefert indirekte Evidenz
fiir die Existenz verschiedener Quark-Flavors. Ob es mehr als die bekannten sechs Quark-
Flavor oder mehr als drei Familien von Materieteilchen gibt, ist nicht bekannt. Unser
Standardmodell der starken und elektroschwachen Naturkréfte scheint derzeit nicht mehr
zu bendtigen, um experimentelle Befunde zu erkléren.

Aber woher wissen wir, dass es die Quantenzahl Farbe gibt? Betrachten wir beispiels-
weise das ATt im Baryonen-Dekuplett (der Zustand ganz rechts oben im Dekuplett in
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Abbildung 1.4: Das Singulett, ein Oktett und das Dekuplett der Baryonen.

Abb. 1.4). Die Gesamt-Wellenfunktion des A+ ist das (direkte) Produkt von drei Antei-
len, einem rdumlichen, einem Spin- und einem Flavor-Anteil,

\IIA""" = wRaum 2/}Spin wFlavor . (17>

Aus den graphischen Kopplungsregeln, die in der Vorlesung ” Quantenmechanik I1” erlau-
tert wurden, wissen wir, dass das A™" aus drei u—Quarks besteht, AT ~ uuu. Der Flavor-
Zustand wuwu ist offensichtlich symmetrisch unter Austausch der einzelnen Quarks, also
ist Ypiavor Symmetrisch. Desweiteren ist experimentell bekannt, dass A™T Gesamtspin
J = 3/2 hat. Dieser ergibt sich aus dem Bahndrehimpuls L = 0 (also einer s—Welle)
und dem Spin S = 3/2 (d.h. die drei Quark-Spins 1/2 addieren sich parallel zueinander).
Ein Spin S = 3/2-Zustand ist symmetrisch (weil sich die Quark-Spins parallel addieren
und daher beliebig vertauscht werden konnen), also ist ¢spi, symmetrisch. Letzlich bildet
auch eine s—Welle (Bahndrehimpuls L = 0) einen symmetrischen Zustand, d.h. ¥raum
ist symmetrisch.

Nun sehen wir uns mit einem Dilemma konfrontiert: wenn alle Anteile der Wellenfunk-
tion (1.7) symmetrisch sind, muss auch die Gesamtwellenfunktion Wa++ symmetrisch
unter Austausch aller Quarks sein. Aber dies ist unméglich, weil das A™* als aus einer
ungeraden Anzahl von Fermionen bestehendes Teilchen ebenfalls ein Fermion ist. Das
Pauli-Prinzip bzw. die Fermi—Dirac—Statistik macht es dann aber erforderlich, dass
die Gesamtwellenfunktion Ua++ anti-symmetrisch unter Austausch aller Quarks ist.

Der einzige Ausweg ist, die Existenz einer weiteren Quantenzahl zu fordern, die man
Farbe nennt und deren Anteil an der Wellenfunktion des A™" anti-symmetrisch ist.
Die Gesamtwellenfunktion (1.7) muss um einen Farbanteil ergénzt werden,

\I}A‘H‘ = ¢Raum ¢Spin wFlavor 7~/)Farbe . (18)

Diese ist nun anti-symmetrisch, wie vom Pauli-Prinzip gefordert.
Aber woher wissen wir, dass es drei Quark-Farben gibt, nicht mehr und nicht weniger?
Hierzu gibt es zwei iiberzeugende experimentelle Befunde:
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1.1 Quarks und Leptonen

79Zerfall: Das 7°-Meson hat den Quarkinhalt

O—L uu — d
7T—\/§( dd) . (1.9)

Die u— und d-Quarks und —Anti-Quarks konnen sich gegenseitig vernichten, d.h.
das m%Meson zerfillt in zwei Photonen, s. Abb. 1.5.

\NNANANANN Y

"""" Y

/\NVV\/\’Y

Abbildung 1.5: Der 7% Zerfall in zwei Photonen.

Dies ist ein sog. Feynman—Diagramm: die gestrichelte Linie entspricht dem ein-
laufenden 7°, die durchgezogenen Linien sind Quarks und die wellenformigen Linien
versinnbildlichen Photonen. Wie man mit Feynman-Diagrammen umgeht, werden
wir in den Kapiteln 4 und 6 noch eingehend besprechen. An dieser Stelle ist es le-
diglich notig zu bemerken, dass der in Abb. 1.5 graphisch dargestellte Zerfall des
7%-Mesons in eine mathematische Formel fiir die Pion—Zerfallsbreite iibersetzt
werden kann,
N\ 2

i (70 — 47y) ~ 7.87 (?) eV . (1.10)
Die Grofle N, in der Klammer steht dabei fiir die Anzahl der moglichen Quark-
Farben. Weil die im Dreieck in Abb. 1.5 umlaufenden Quarks im Prinzip jede Farbe
annehmen konnen, ist die Zerfallsamplitude proportional zu einem Faktor N, (und
die Zerfallsbreite entsprechend proportional zu N?). Vergleichen wir Gl. (1.10) mit
dem experimentell gemessenen Wert,

Coxp (70 — ) = (7.95 £ 0.05) eV, (1.11)

so wird klar, dass lediglich der Wert N. = 3 fiir die Zahl der Quark-Farben in
Betracht kommt.

ete”—Vernichtung: Betrachten wir das Verhiltnis des Wirkungsquerschnitts fiir die

Vernichtung eines Elektron-Positron—Paars in Hadronen zu dem fiir die Vernich-

tung in Myonen,

o(ete” — Hadronen)
olete” = ptu)

R= (1.12)

Die entsprechenden Feynman-Diagramme sind in Abb. 1.6 dargestellt. Fiir den Zer-
fall in Hadronen nehmen wir an, dass das virtuelle Photon im Zwischenzustand
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zundchst in ein gg—Paar zerfillt. Von den Quark-Linien werden dann virtuelle Gluo-
nen (korkenzieherformige Linien) abgestrahlt, die wiederum in gg—Paare zerfallen.
Diese kombinieren dann mit anderen Quarks bzw. Anti-Quarks zu (farbneutralen)
Hadronen.

(a) (b)

Abbildung 1.6: ete”—Vernichtung in Myonen (a) bzw. in Quarks und Hadronen (b).

Bei hohen Energien kann es keine Rolle spielen, ob man ein p*pu~— oder ein gg—
Paar erzeugt (der Massenunterschied zwischen den jeweils erzeugten Teilchen ist
vernachlédssighar). Allerdings hat man erheblich mehr Méglichkeiten im letzteren
Fall: man muss fiir das gg—Paar alle Farben und Flavors in Betracht ziehen. Daher
ist

Ny
R = N.) Q
f=1

(2+1 Ny =2 (u- und d-Quarks) ,
%+é+é, Ny =3 (u-, d- und s—Quarks) ,
= Nex{ d4lqplpd Ny =4 (u-, d-, s~ und ¢—Quarks) ,
%+é+é+‘§l+%7 Ny =5 (u-, d-, s, c— und b-Quarks) ,
( 3x3+3x3, Ny =6 (alle Quark-Flavor) ,
(S~167, Nj=2,
2,  N;j=3,
N 10
= 5 x E_3.33, Ny=4, (1.13)
U367, Nj=5,
[ 5, N;=6

Der Faktor N, ergibt sich aus der Zahl moglicher Farben fiir das gg—Paar (Quark und
Anti-Quark miissen natiirlich dieselbe Farbe tragen, da sie im Zerfall eines farblosen

10
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Teilchens, eines Photons, entstehen). Die Summe tiber die méglichen Quark-Flavors
erklart sich ganz analog. Dass in der Summe die Quadrate der elektrischen Ladun-
gen Q? der Quark-Flavors auftritt, ergibt sich aus den Feynman-Regeln fiir die
Feynman-Diagramme. Es ist klar, dass die Summe abbrechen muss, wenn nicht
geniigend Energie zur Verfiigung steht, um einen bestimmten Quark-Flavor zu er-
zeugen. Also bricht die Summe nach zwei Termen (N; = 2) ab, falls die Energie
des e*e”-Paars niedriger ist als die zweifache s-Quark-Masse 2m ~ 200 MeV /c?.
Entsprechend bricht sie nach drei Termen (N; = 3) unterhalb der zweifachen ¢~
Quark-Masse 2m, ~ 2.56 GeV/c? ab, nach vier Termen (N; = 4) unterhalb der
zweifachen b—Quark-Masse 2m;, ~ 8.36 GeV/c? und nach fiinf Termen (N; = 5)
unterhalb der zweifachen t—Quark-Masse 2m; ~ 346.2 GeV/c?. Das experimentell
gemessene Verhéltnis ist im Energiebereich 2.5 — 40 GeV in Abb. 1.7 dargestellt.
Die einzelnen Schwellen sind sehr gut erkennbar; sie beginnen tatséchlich (in etwa)
bei den nach obiger Uberlegung erwarteten Werten auf der Energieachse und die
entsprechenden R—Werte werden auch dort angenommen, falls N, = 3.

7 [ T T T T T T LI T T
- T/ $(28) (18,28, 35)

6 :_ 4 A L AA

5 :— ®

[ b e TR A

| st b
3G

i C
2 P
1F |[d4+u+s
0: 1 1 I 1 1 o 1 1

3 4 5 6 7 8 910 20 30 40

E.n (GeV)

Abbildung 1.7: Das Verhéltnis des Wirkungsquerschnitts der ete”—Annihilation in Ha-
dronen zu dem in Myonen [18].

Diese experimentellen Befunde belegen die Existenz der Quantenzahl Farbe und dass
die Anzahl der Farben N, = 3 ist. Die einzelnen Farben werden, wie schon erwéhnt,

11



1 FEinleitung: Materie und Wechselwirkungen

gewohnlich mit rot, griin und blau bezeichnet. Die starke Wechselwirkung unterscheidet
nicht zwischen einzelnen Farben, d.h. es existiert eine SU(3).~Farb-Symmetrie. Hadro-
nen transformieren, wie ebenfalls schon erwéhnt, wie Singuletts unter dieser Symmetrie,
d.h. sie bleiben invariant.

1.2 Eichfelder und das Higgs—Boson

Es gibt vier fundamentale Wechselwirkungen zwischen Quarks und Leptonen:
(i) Gravitation,

(ii) Elektromagnetismus,
(i
i

)
)
) schwache Wechselwirkung und
(iv) starke Wechselwirkung.

Mit Ausnahme der Gravitation glauben wir zu wissen, wie man diese Wechselwirkun-
gen in Form von Quantenfeldtheorien formuliert. Die sog. Quantenchromodynamik
(QCD) ist die Theorie der starken Wechselwirkung. Das sog. Standardmodell der
elektroschwachen Wechselwirkung beschreibt die schwache und die elektromagne-
tische Wechselwirkung in einem einheitlichen Rahmen. Sowohl die starke wie die elek-
troschwache Wechselwirkung werden durch den Austausch von Vektorbosonen, d.h.
Teilchen mit Spin 1, vermittelt. Fiir die starke Wechselwirkung sind dies die sog. Gluo-
nen g, fir die elektroschwache Wechselwirkung sind dies Photon ~ (elektromagnetische
Wechselwirkung) sowie W W~— und Z° Boson (schwache Wechselwirkung). In der
quantenfeldtheoretischen Formulierung sind alle diese Vektorbosonen zunéchst masselos,
d.h. sie sind sog. Eichfelder. Durch den Mechanismus der spontanen Symmetriebrechung
(s. Kapitel 7), bei dem das unléngst experimentell nachgewiesene Higgs-Boson H eine
wichtige Rolle spielt, nehmen die schwachen Eichbosonen W+, W~ und Z° eine nicht-
verschwindende Masse an. Die nachfolgende Tabelle 1.4 stellt die Eigenschaften dieser
Vektorbosonen zusammen. Ebenfalls aufgefiihrt ist das sog. Graviton G, das Austausch-
teilchen der Gravitation mit Spin 2 (und damit ein Tensorboson) und das schon erwéhnte
Higgs-Boson, welches Spin 0 trégt (also ein skalares Boson).

Die einzelnen Wechselwirkungen sind nach abnehmender Stérke geordnet. Die starke
Wechselwirkung ist, wie ihr Name sagt, die stérkste aller Wechselwirkungen. Thre Kopp-
lungsstérke wird durch die starke Kopplungskonstante

¢
= 1.14
as 4mhceq ( )

charakterisiert, die (bei einer typischen hadronischen Energieskala — wir werden in Kapi-
tel 8 sehen, dass aufgrund der Renormierbarkeit der Wechselwirkungen alle Kopplungs-
konstanten energieabhingig sind) in etwa von der Groflenordnung 1 ist. Aufgrund des
confinements von Farbladungen ist ihre Reichweite auf die typische Ausdehnung eines
Hadrons beschrankt.

12



1.3 Einheiten, Konventionen und Notation

Austausch— | Spin Masse Zerfallsbreite Kopplungsstérke Reichweite
teilchen J [GeV /] [GeV] [fm = 1071°m]
g 1 0 0 ag ~ 1 <1
Y 1 < 10727 0 o~ 137—1036 0
W= 1 80.379 £ 0.012 2.085 4+ 0.042 ) s s
70 1| 91.1876 + 0.0021 | 2.4952 & 0.0023 | Grmy = 1.01-10 <2-10
G 2 <6-10~4 0 N~ 5.76 - 10736 0
H 0 [ 125.10+014 | <0013 | - -

Tabelle 1.4: Eigenschaften der Austauschteilchen.

Die zweitstéirkste Wechselwirkung ist die elektromagnetische Wechselwirkung, deren
Kopplungsstéirke durch die Sommerfeldsche Feinstrukturkonstante

4= 4mhceq

(1.15)

gegeben ist, wobei e die Elementarladung ist. Die Reichweite der elektromagnetischen
Wechselwirkung ist unendlich.

Wie wir in Kapitel 7 sehen werden, ist die Kopplungsstéirke der schwachen Wechselwir-
kung eigentlich von derselben Groflenordnung wie die der elektromagnetischen. In Pro-
zessen der schwachen Wechselwirkung wird jedoch stets ein W*— oder Z° Boson ausge-
tauscht. Aufgrund der groflen Masse dieser Bosonen ist damit zum einen die Reichweite
der schwachen Wechselwirkung beschrénkt, und zum anderen auch ihre Stérke bei einer
typischen hadronischen Massenskala, z.B. bei der Nukleonenmasse my =~ 0.939 GeV/c?,
etwa fiinf Gréfenordnungen kleiner. In Tab. 1.4 ist die typische Kopplungsstirke der
schwachen Wechselwirkung durch die sog. Fermi-Kopplungskonstante G (multipli-
ziert mit m%, um die Kopplung dimensionslos und damit vergleichbar mit den anderen
Kopplungsstirken zu machen) angegeben.

Die Gravitation ist die schwéchste uns bekannte Naturkraft. In der Tabelle ist fiir
ihre Stéirke das Quadrat des Verhéltnisses der Nukleonenmasse zur Planck-Masse Mp =
\/77/hc angegeben. Verglichen mit der starken Wechselwirkung ist sie (bezogen auf die Nu-
kleonenmasse my) 36 Groflenordnungen schwécher! Fiir makroskopische Objekte (die vie-
le Groflenordnungen schwerer als ein Nukleon sind) und auf astronomischen Gréfienskalen
spielt sie (aufgrund ihrer unendlichen Reichweite) jedoch eine wesentliche Rolle.

1.3 Einheiten, Konventionen und Notation

Einheiten:

Wir verwenden in den nachfolgenden Kapiteln (bis auf Kapitel 4) sog. natiirliche Ein-
heiten,

h=c=¢=1. (1.16)

13
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Dass h = 1 ist, bedeutet z.B., dass Energien und Kreisfrequenzen dieselbe Einheit haben
(man erinnere sich an die Formel F = hw aus der Quantenmechanik). Dass ¢ = 1 ist, be-
deutet, dass Geschwindigkeiten dimensionslos sind, d.h. dass Léngen und Zeiten dieselbe
Einheit haben. Wegen ¢? = (eguo)™ ' und ¢ = 1 ist dann auch g = 1. Da Kreisfre-
quenzen die Einheit einer inversen Zeit und damit die einer inversen Lange haben, haben
Energien und inverse Léngen dieselbe Einheit. Die Konversion zwischen natiirlichen und
Standardeinheiten geschieht am zweckméBigsten mit der Formel

1 = he = 197.3269804 MeV fm . (1.17)

Also ist )
1 fm ~ 197397 MoV (1.18)

bzw. .
1 GeV ~ 0197 fm - (1.19)

Absténden von etwa 1 (1/5) fm entsprechen also einer Energieskala von 200 MeV (1 GeV),
oder mit anderen Worten, solche Absténde sind mit Proben (Photonen, Elektronen, etc.)
entsprechender Energie auflosbar.

Dass man die Dielektrizitatskonstante des Vakuums, €y, gleich 1 setzt, vereinfacht den
Ausdruck fiir die Sommerfeldsche Feinstrukturkonstante (1.15) erheblich,

e2

= (1.20)

«

Mit dem Wert o ~ 1/137.036 sehen wir, dass die Elementarladung in natiirlichen Einhei-
ten ebenfalls dimensionslos wird,

le] = Vdra ~0.303 . (1.21)
Dasselbe gilt auch fiir die starke Ladung

lg| = Viras ~ 3.545 . (1.22)

Konventionen:

Der metrische Tensor in kartesischen Koordinaten im Minkowski-Raum ist

1 0 0 O

0 -1 0 0
[ - —

0O 0 0 -1

Man bezeichnet diese Wahl als sog. “Westkiistenmetrik” (engl. West coast metric), im
Unterschied zur “Ostkiistenmetrik” (engl. Fast coast metric), die sich um ein globales
Vorzeichen von Gl. (1.23) unterscheidet.

14
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Notationen:

Fiir kontravariante 4—Vektoren verwenden wir Grofibuchstaben mit hoch gestellten grie-
chischen Indizes, wie z.B. der kontravariante Raum-Zeit—Vektor

(X") = (t,a,y.2)" . (1.24)

Das Transpositionssymbol gibt an, dass es sich streng genommen um einen Spaltenvek-
tor handelt. Der zugehorige kovariante 4-Vektor ergibt sich durch Herunterziehen der
Indizes mittels des metrischen Tensors,

(X#) = (g;LVXV) = (tv -, Y, _Z) . (1'25>

Hierbei handelt es sich um einen Zeilenvektor. In der Ostkiistenmetrik dndert sich ledig-
lich das Vorzeichen der Zeitkomponente, wihrend die der Raumkomponenten unveréndert
bleiben.

Wir kénnen mit Hilfe des metrischen Tensors auch einen Index am metrischen Ten-
sor selbst herunterziehen. Der gemischt kontra- und kovariante metrische Tensor ist
damit identisch mit der (4 x 4)—Einheitsmatrix,

1 000
01 00
0 0 01

Das Skalarprodukt von 4-Vektoren ist mit Hilfe des metrischen Tensors definiert, z.B.
das Skalarprodukt des Raum-Zeit—Vektors mit sich selbst ist

Xrg, X' =X, X" =t -7 (1.27)

In der Ostkiistenmetrik hat das Skalarprodukt das umgekehrte Vorzeichen.
Der 4—Gradient ist

0 o o0 o0 0

Man beachte, dass dies ein kovarianter Vektor ist, weil nach einem kontravarianten Vek-
tor abgeleitet wird. Dies sorgt dafiir, dass kein negatives Vorzeichen vor den rdumlichen
Komponenten erscheint, wie dies sonst fiir kovariante 4—Vektoren iiblich ist, vgl. z.B. Gl.
(1.25). Die kontravariante Version des 4-Gradienten ist

0 0 ) B o\"
“y — ==, ——, —— . ——
(9%) = (QXH) (at o0z Oy’ 82) ’ (1.29)

Hier wird nach einem kovarianten Vektor abgeleitet, was ein Minus-Zeichen vor den

rdumlichen Indizes bedingt. Als einfache Merkregel zu den Vorzeichen gilt, dass ein kon-

tra(ko)varianter Index im Nenner wie ein ko(kontra)varianter Index zu behandeln ist.
Der D’Alembert—Operator ist

82
0=0,0" = 55— A, (1.30)
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wobei A = V2 der Laplace—Operator ist. Mehr Details zur relativistischen Notation findet
man in der Vorlesung “Theoretische Physik II: Klassische Mechanik”.
Die Dirac—Matrizen haben (in der Diracschen Konvention) die Form

1 1 0
P o= (") :( 0 _1[2>,
Y= —(vi)*—(_?,i ‘{;) ,i=1,2,3, (1.31)

. 0 1
N ( L 02) 7

wobei 1y die (2 x 2)-Einheitsmatrix ist und

. (01 s [0 —i s (10
0—(10 =1 oo =1y 1 | (1.32)

die Pauli—Matrizen sind.
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2 Klassische Feldtheorie

2.1 Lagrange—Formulierung

In diesem Abschnitt rufen wir uns die Lagrange—Formulierung der klassischen Me-
chanik in Erinnerung (s. Vorlesung “Theoretische Physik II: Klassische Mechanik”). Wir
betrachten zunichst einen einzelnen Freiheitsgrad, charakterisiert durch die generali-
sierte Koordinate ¢ und die generalisierte Geschwindigkeit ¢. Fiir konservative
Systeme (und nur solche sollen hier betrachtet werden) ist die Lagrange—Funktion die
Differenz aus kinetischer und potentieller Energie,

1
Lg,at) =T =V =3 mg* —V(q,t) . (2.1)

Die Wirkung ist definiert als

Satol = [ A L) 22

Sie ist ein Funktional der im Zeitintervall [¢,, t.] durchlaufenen Trajektorie {q(t), t, <
t <t.}, hingt also vom gesamten Verlauf der Funktion ¢(¢) in diesem Zeitintervall ab. Im
Unterschied zu Funktionen, die im mathematischen Sinne Abbildungen sind, die Zahlen
Zahlen zuordnen, z.B. die generalisierte Koordinate als Funktion der Zeit,

g-RoM — NCR
Mot — qt)eN, (2.3)

sind Funktionale im mathematischen Sinn Abbildungen, die Funktionen Zahlen zuord-
nen. Im Fall der Wirkung gilt

S:C® — NCR
C®3q(t) — Sl EN, (2.4)

wobei C* die Menge der unendlich oft stetig differenzierbaren Funktionen ist. Argumen-
te von Funktionalen werden zur besseren Kenntlichmachung in eckigen Klammern auf-
gefiihrt.

Welches ist nun die Trajektorie, die ein klassisches Teilchen durchlauft? Diese ist geméaf3
dem Hamiltonschen Prinzip durch das Extremum der Wirkung gegeben. An diesem
ist die Wirkung stationér, d.h. ihre Variation verschwindet,

3S[q(t)] = 0. (2.5)
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Die Variation der Wirkung ist wiederum definiert als

0S[q(t)] = S[q(t) +0q(t)] — S[q(®)] , (2.6)

wobei d¢(t) eine Variation der Trajektorie ¢(t) ist. Diese ist der Bedingung unterworfen,
dass die Trajektorie am Anfangs- und Endzeitpunkt nicht variiert wird,

Sqlta) = d(te) = 0 ¥ q(t) 2.7)
Dies ist in Abb. 2.1 verdeutlicht.
q
A
Qo frommememmmmmeemnee s
01 |
To [0 K, 045
: L - f
tﬂ te

Abbildung 2.1: Eine Trajektorie (rot) und zwei im Vergleich dazu variierte Trajektorien
(griin und blau).

Es geniigt, infinitesimale Variationen des Pfades zu betrachten, [0¢(t)] < |q(t)|. Die
Bedingung (2.5) lautet dann

0 = 6S[q(t)] = S[q(t) + dq(t)] — Slq(t)]

te

_ /t At [Lg(t) + 6q(t), 4(t) + 8q(t);t) — L(q(t), d(t); )]

a

12

/ dt [L<q<t>, dl1):t) + 5 dalt) + 57 60(t) — Lla(®).d(e)en)| . (28)

wobei wir eine Taylorentwicklung bis zur Ordnung O(dq,d¢) vorgenommen haben (was
fiir infinitesimale Variationen ausreichend ist). Der erste und letzte Term heben sich ge-
genseitig weg. Fiir den dritten Term benutzen wir, dass

d

§i(t) = 5 [a(t) + 60(t)] — Sa(t) = dl6) + Toalt) — () = Soalt), (29

18



2.1 Lagrange—Formulierung

so dass nach partieller Integration folgt

0 = 5S[q(t)] = /t dt {‘2—’; _ % ‘2—2’} 5q(t) + g—f]f sq(t)| (2.10)

ta

Der zweite Term verschwindet, da die Trajektorie am Anfangs- und Endzeitpunkt nicht
variiert wird, vgl. Gl. (2.7). Da die Variation dq(t) beliebig war, kann die rechte Seite
nur verschwinden, wen der Integrand verschwindet, d.h.

— = _ZZ_0. (2.11)

Dies ist die wohlbekannte Euler—Lagrange—Gleichung.

Wir wollen diese Betrachtung nun auf ein kontinuierliches System verallgemeinern,
d.h. wir suchen die Lagrange—Formulierung fiir Felder. Dazu ist es zweckmafig,
zunéchst die longitudinal schwingende Kette zu betrachten, vgl. Kapitel 5 der Vor-
lesung “Theoretische Physik II: Klassische Mechanik”. Gegeben sei eine in x—Richtung
ausgedehnte Kette aus N Teilchen der Masse m, die durch Federn mit Federkonstante k
miteinander verbunden sind und longitudinale Schwingungen, d.h. Schwingungen in
Richtung der Ausdehnung der Kette ausfithren, vgl. Abb. 2.2.

i—1 a i a i+1 X
m m m
(Pi—l (Pi (pz'+1

Abbildung 2.2: Die longitudinal schwingende Kette.

In der Ruhelage haben die Massen den Abstand a. Beim Schwingen wird die i—te Masse
um eine Distanz ; aus ihrer Ruhelage ausgelenkt. Die kinetische Energie des Systems
betrégt offensichtlich

N
1 9
T=gm ;goi . (2.12)
Die potentielle Energie ist
[ V=
2
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Wir iiberzeugen uns davon, dass dieser Ausdruck korrekt ist, indem wir die auf die j—te
Masse wirkende Kraft berechnen,

ov :
Fj= =g = ko= ein) e =), J=2 N =1, (2.14)
J

Der erste Term auf der rechten Seite entspricht gerade dem Hookeschen Gesetz fiir die
Feder auf der linken Seite der j—ten Masse. Wird diese Feder elongiert, also ¢; —¢;_1 > 0,
so zieht sie die j—te Masse in (—z)—Richtung zuriick. Wird sie dagegen komprimiert, ¢; —
@;—1 < 0, so driickt sie die Masse in (4+z)—Richtung. Daher muss dieser Term mit einem
negativen Vorzeichen auftreten. Der zweite Term auf der rechten Seite entspricht dem
Hookeschen Gesetz fiir die Feder auf der rechten Seite der j—ten Masse. Hier argumentiert
man ganz analog, aber da eine Elongation dieser Feder die Masse in (+x)—Richtung zieht
und eine Kompression sie in (—z)—Richtung driickt, ist das Vorzeichen des zweiten Terms
gerade das umgekehrte des ersten. Fiir j = 1 bzw. j = N erhalten wir die Kraft, indem
wir den ersten bzw. den letzten Term in Gl. (2.14) weglassen.
Mit den Glgen. (2.12) und (2.13) lautet die Lagrange-Funktion des Systems

1N—l
L=T-V = 5> [m@f—Fk (oi1 —0)’]
=1
N1 _m N2
2121 a a
1Nfl B 90 90 2 N—-1
-2 i+1 — ¥ _
= = k(T | = L, 2.15
> st (22 )] > 2.15)

wobei wir die Masse pro Lingeneinheit ;. = m/a, das Elastizititsmodul x = ka und
die Lagrange—Funktion pro Lingeneinheit £; eingefiihrt haben. Desweiteren haben
wir die kinetische Energie des N—ten Massenpunktes vernachlassigt. Falls N > 1, ist
dies eine gerechtfertigte Ndherung, da die Bewegung eines einzelnen Massenpunktes die
Bewegung des gesamten Systems nicht wesentlich beeinflussen kann.

Die Auslenkungen ¢; der Massen reprisentieren die Freiheitsgrade des Systems. Die
Euler-Lagrange—Gleichungen fiir diese Freiheitsgrade lauten

o _ 4oL oL
a dt9¢; Oy
. Cir1 — ¥ P P
— 0 = HSOJ /ﬁ?( J+ 5 J J 2] )
a a
; ©jr1 — 25 + i1
= pp— k2 ﬁf . (2.16)

Wir betrachten nun den Limes, in dem N — oo und a — 0 gehen. Die Kette von
eindimensionalen harmonischen Oszillatoren geht dann iiber in einen kontinuierlichen
elastischen Stab. Wenn alle (unendlich vielen) Oszillatoren in der Ruhelage sind, neh-
me die Stabldnge den Wert ¢ an. Dieser Wert kann sich &ndern, wenn die Oszillatoren
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2.1 Lagrange—Formulierung

Schwingungen ausfiihren; der Stab kann in z—Richtung elongiert oder komprimiert wer-
den. Der Positionsindex ¢ nimmt kontinuierliche Werte an; wir konnen ihn durch die
r—Koordinate ersetzen,

pi(t) — e(t,x).

Der Abstand a zwischen den Massen wird durch das infinitesimale Differential dz ersetzt,
so dass

g P =) elta+de) —tx) _ 9p(t @)

a—0 a dz—0 dx ox
pi+1(t) = 2¢;(t) + ;-1 (t) p(t,x + dx) — 2¢(t, x) + (t,z — dx)

Y

il—% a? - dlaglo dz?
_ PPe(t2)
o or?2

Man beachte, dass aufgrund der Abhéngigkeit der Auslenkung (¢, x) von Zeit und Ort
nun partielle Ableitungen auftreten. Daher ist die Differentiation von ¢; nach der Zeit
ebenfalls durch eine partielle Ableitung zu ersetzen,

. dp(t,x) . Pp(t, v)

i T T YT Tam
Die Lagrange—Funktion (2.15) geht iiber in
N-1

¢
L = lim aﬁiz/ dz L, (2.17)
0

=1

wobei ¢ die Gesamtlidnge des Stabes ist (wie oben erwéhnt, ist diese nicht konstant, da
die Federschwingungen zur Elongation bzw. Kompression des Systems fiihren) und

2 2
_ B (00N k(O
£=3 <6t> 2(3:5) (2.18)

die sog. Lagrange—Dichte. Die Bewegungsgleichung (2.16) nimmt die Form

0 0%

an. Diese Gleichung ist vom Typ der aus der Vorlesung “Theoretische Physik III: Elektro-
dynamik” bekannten Wellengleichung. Allerdings tritt hier nur eine Raumdimension
auf (némlich die entlang des Stabes). Dementsprechend beschreibt Gl. (2.19) die ein-
dimensionale, d.h. longitudinale Ausbreitung von Schallwellen entlang des Stabes.
Dividieren wir Gl. (2.19) durch «, so kénnen wir in Analogie zur Lichtgeschwindigkeit in
der Wellengleichung fiir elektromagnetische Felder die Schallgeschwindigkeit ablesen,

s = \/g . (2.20)
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2 Klassische Feldtheorie

Diese Uberlegungen lassen sich ohne weiteres auf ein dreidimensionales System verall-
gemeinern. Gleichung (2.17) lautet dann

Lz/d%?ﬁ, (2.21)
\4

wobei V' das Volumen des betrachteten Systems ist. Anhand von Gl. (2.18) sehen wir,
dass die Lagrange—Dichte £ nicht nur eine Funktion von 0y /0t ist, sondern auch von
den rédumlichen Ableitungen d¢/0x. In drei Dimensionen treten dann i.a. auch partielle
Ableitungen nach y und z auf. Desweiteren kann die Lagrange—Dichte auch vom Feld
v selbst und (explizit) von Zeit und Ort abhéngen. L.a. treten also folgende funktionale
Abhéngigkeiten auf:

L=L (go(t, z), 890((3: 7) , ﬁgp(t, 7);t, :E) =L (p(X),0,0(X); X) (2.22)

wobei wir der ZweckméafBigkeit halber die relativistisch kovariante Notation benutzt haben,
um die einzelnen Abhéngigkeiten auszudriicken.

Man beachte, dass im Vergleich zur Lagrange—Funktion L(q,¢;t) in der Lagrange—
Dichte das Feld ¢ die Rolle der generalisierten Koordinate ¢ iibernimmt, seine Ablei-
tungen 0, die der generalisierten Geschwindigkeit ¢, und dass die explizite Abhéngigkeit
von der Zeit ¢t um eine von Zeit t und Ort ¥ erweitert wird. Die Ortsvariable hat nicht
langer die Bedeutung der Koordinate eines Teilchens, sondern sie ist lediglich ein kontinu-
ierlicher Index, dhnlich wie der Index 7, wenn wir mehr als eine generalisierte Koordinate
betrachten, ¢ — ¢;. In der Lagrange-Funktion waren ¢, unabhéngige Freiheitsgrade
des Systems. In der Lagrange-Dichte sind die Freiheitsgrade des Systems das Feld ¢ und
seine Ableitungen 0,p. Da diese Funktionen an jedem Punkt X der Raum-Zeit unter-
schiedliche und (prinzipiell) voneinander unabhéngige Werte annehmen konnen, stellt dies
ein System mit unendlich vielen Freiheitsgraden dar.

Fiir kontinuierliche Systeme spielt die Lagrange—Dichte dieselbe Rolle wie die Lagrange—
Funktion fiir diskrete Systeme. Daher muss es prinzipiell méglich sein, die Bewegungsglei-
chung (z.B. Gl (2.19) fiir das Beispiel im vorangegangenen Abschnitt) fiir das Feld (¢, 7)
aus der Lagrange—Dichte selbst abzuleiten. Dies werden wir im folgenden erldutern.

Mit Gl. (2.21) ist die Wirkung definiert als

S[p(X)] :/tedt/‘/d?’fﬁzfv A*X L (p(X),0,0(X); X) (2.23)

wobei die Integration iiber ein Raum-Zeit-Volumen V, = [t,,t.] X V erfolgt. Prinzipiell
sollten die Bewegungsgleichungen aus dem Hamiltonschen Prinzip folgen, welches mit
Gl. (2.22) lautet

0 = dS[p(X)] = S[p(X) + dp(X)] — Slp(X)] (2.24)
= /Vd4X (£ (0(X) + 0p(X), 0up(X) + 0(0pp(X)); X) — L (p(X), 0uip(X); X)]

Ganz dhnlich wie die Trajektorie ¢(t), die am Anfangs- und Endzeitpunkt nicht variiert
wird, wird auch das Feld ¢(X) auf der Oberflache 0V, des Raum-Zeit-Volumens V}
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2.1 Lagrange—Formulierung

nicht variiert,
0p(X) [xear, =0 (2.25)

Diese Einschrénkung gilt aber nicht fiir die partiellen Ableitungen d,,¢ des Feldes, ganz
dghnlich wie auch die generalisierte Geschwindigkeit ¢ bei t, und ¢, nicht festgehalten
werden darf (oder auch wie der generalisierte Impuls p im modifizierten Hamiltonschen
Prinzip bei ¢, und ¢, mitvariiert werden muss, vgl. Vorlesung “Theoretische Physik I17).

Unter der Annahme infinitesimaler Feldvariationen, [0p(X)| < |¢(X)|, kénnen wir die
Taylorentwicklung des ersten Terms unter dem Integral in Gl. (2.24) nach der Ordnung
O(0p, 60,p) abbrechen und erhalten

oL oL
o:/d4X [—5 +—=—6(0 } 2.26
P FrR IO RS (2:26)
Es gilt ferner
6(0up) = Oulp + ) — up = dudp . (2.27)
Der zweite Term in Gl. (2.26) kann folgendermaBen umgeschrieben werden,
oL oL oL
O:/d4X {——a —]5 +/d4xa l—a} 2.28
T CE e | K P FICRo R I

Das zweite Integral 148t sich mit Hilfe des Gauflschen Satzes in vier Dimensionen in ein
Integral iiber die geschlossene Oberfliche 0V, des Raum-Zeit-Volumens V; umwandeln,

4 oL B % oL B
LX) = §, 4o gz 0= (229)
da 0p auf 0V} verschwindet, s. Gl. (2.25). Da die Variation dp(X) des Feldes an jedem
Raum-Zeit-Punkt X beliebig ist, muss der Term in eckigen Klammern im ersten Integral
in Gl. (2.28) verschwinden,

oL oL
9(0up)  Op
Dies ist die Euler—Lagrange—Gleichung fiir kontinuierliche Systeme, d.h. fiir das Feld
¢, welches die (unendlich vielen) Freiheitsgrade eines solchen kontinuierlichen Systems
darstellt. Sie ist eine klassische Bewegungsgleichung fiir das Feld ¢ und bestimmt daher
ausschlieflich die klassische Feldkonfiguration. Gemé&fl dem Hamiltonschen Prinzip
(2.24) extremalisiert (i.a. minimalisiert) diese die Wirkung. Wir werden in Kapitel 5 se-
hen, dass in der Quantenfeldtheorie auch alle anderen moglichen Feldkonfigurationen
auftreten und mit einem bestimmten Gewichtsfaktor (ndmlich exp{iS[¢(X)]/h}) zu phy-
sikalischen Observablen beitragen.

Wir iiberzeugen uns nun noch davon, dass Gl. (2.30) die richtige Bewegungsgleichung
fiir das Feld ¢ darstellt, indem wir sie auf das Beispiel des elastischen Stabes anwenden,
also die Bewegungsgleichung (2.30) mit der Lagrange—Dichte (2.18) berechnen und zeigen,
dass wir daraus die Bewegungsgleichung (2.19) erhalten.

Die Lagrange-Dichte (2.18) enthélt nur Ableitungen des Feldes, also ist L/0p = 0.
Die Ableitung von £ nach der partiellen Ableitung des Feldes nach der Zeit ergibt

oL Dy
a(%‘f)_“at’

0=40, (2.30)
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2 Klassische Feldtheorie

und die Ableitung nach der partiellen Ableitung des Feldes nach der Raumkoordinate x
ist

oL oy
o) Tox

Da es sich um ein eindimensionales Problem handelt, treten keine Abhéngigkeiten oder
Ableitungen nach y oder z auf. Eingesetzt in die Euler-Lagrange—-Gleichung (2.30) erhal-

ten wir
o \P ot ) T ox or ) — Mo T To2

was mit der vormals abgeleiteten Bewegungsgleichung (2.19) tibereinstimmt.
Falls wir ein System betrachten, in dem nicht nur ein einziges, sondern mehrere Felder
auftreten, so tragen diese einen weiteren Index,

0o (X), a=1,2,....
Dann erfiillt jedes dieser Felder eine Euler-Lagrange-Gleichung vom Typ (2.30),

0= g, 25 —8£,a:1,2,.... (2.31)

i
0 (Oupa) D

2.2 Das neutrale skalare Feld

Skalare Felder beschreiben in der Quantenfeldtheorie Teilchen, die keinen Spin ha-
ben (J = 0) und keine Ladung tragen, also neutral sind. Solche Felder werden durch die
Klein—Gordon—Lagrange—Dichte

L= % (0,00"¢ — m*¢?) (2.32)

beschrieben. Dabei ist m die Masse der skalaren, neutralen Teilchen und das Feld reell-
wertig, #(X) € R. Die Euler-Lagrange-Gleichung (2.30) liefert fiir die Lagrange—Dichte

(2.32)

0=0,(0"¢) — (—m?¢) = (O+m?) ¢. (2.33)
Dies ist die Klein—Gordon—Gleichung (vgl. Kap. 1.1. der Vorlesung “Quantenmechanik
).

2.3 Das Noether—Theorem

Wir betrachten die Transformation der Raum-Zeit-Koordinaten X* und des Feldes ¢(X)
unter einer kontinuierlich verbundenen Symmetrie-Gruppe. Es ist dann ausreichend,
infinitesimale Transformationen zu betrachten, da fiir kontinuierlich verbundene Grup-
pen eine beliebige Transformation durch eine (unendliche) Folge von infinitesimalen Trans-
formationen ausgedriickt werden kann (s. dazu Kap. 2.2 der Vorlesung “Quantenmechanik
IT”). Wir haben also fiir die Transformation von X*

XF— X' = XF 4 5XP (2.34)
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2.3 Das Noether—Theorem

wobel

SXH = A(X) 8w . (2.35)

Hierbei ist A¥(X) eine Funktion, die von den Generatoren der jeweiligen Symmetrie-
Gruppe und (ggfs.) von der Raum-Zeit-Koordinate abhiingt, und dw’ entsprechen den
(infinitesimalen) Parametern der Transformation (vgl. Kap. 2.2 der Vorlesung “Quan-
tenmechanik I1”). Wir betrachten hier sog. globale Transformationen, d.h. die Parameter
sind unabhéngig von der Raum-Zeit-Koordinate X*. Man beachte, dass der Index i auch
ein Lorentz-Index sein kann,
OXH = AR dw” . (2.36)
Fiir A, = ¢* entspréiche dies einer Raum-Zeit-Translation der Koordinate X* um
OwH,
X' =Xt 4 gh dw” = X* + dwh . (2.37)
Der Index ¢ kann auch eine Kombination von mehreren Lorentz-Indizes sein, 1 = v\ - - -.
Ublicherweise gehort er aber zu einer internen Symmetrie-Gruppe, er numeriert die Ge-

neratoren bzw. Parameter der Gruppe.
Fiir die Transformation des Feldes ¢(X) schreiben wir zunéchst formal

$(X) — F(X) =¢(X) = (X') + (X)) = &(X) + ¢(X)
= ¢(X) + 00(X') + [0,0(X)] 6 X" + O(6X?) , (2.38)

wobei wir die Anderung des Feldes bei festgehaltener Koordinate,
00(X") = ¢'(X") — 9(X') , (2.39)
definiert und die Taylor—Entwicklung
H(X') = (X) + [0,0(X)] X" + O(0X?) (2.40)

benutzt haben. Da 6. X* infinitesimal ist, konnen Terme von quadratischer (und hoherer)
Ordnung im folgenden vernachléssigt werden. Wir entwickeln desweiteren d¢(X’) nach
Taylor um X*,

SH(X') = 5(X) + [0,06(X)] X" + O(5X?5¢) . (2.41)

Schon der zweite Term ist quadratisch klein in infinitesimalen Gréfen (wenn wir anneh-
men, dass der 4-Gradient von 0¢(X) von derselben Grofenordnung ist wie d¢(X)) und
kann vernachléssigt werden. Setzen wir alles in Gl. (2.38) ein, so erhalten wir fiir die
Transformation des Feldes

O(X) — ¢'(X') = ¢(X) + 60(X) + [0,0(X)] 0X* = $(X) + Ag(X) , (2.42)

wobel

AP(X) = 0¢(X) + [0,0(X)] 0XH = Q(X) dw' . (2.43)

Man beachte, dass die Symmetrie-Transformation eindeutig durch Angabe der Gréfien
A (X) und ©;(X) festgelegt ist.
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2 Klassische Feldtheorie

Wir betrachten nun die Anderung der Wirkung unter der infinitesimalen Transforma-
tion,

5S[6(X)) = S/ (X7)] - S[H(X)] = / X7 L, o X / 44X L(6, 001 X) |

v Vi
(2.44)
und addieren eine Null,
S0 = [ X6 000 X) — £(6. 0565 X')
o [ axcesex) - [ dxceosx). @)
A Vi

Im ersten Term &ndern sich lediglich die Felder, die Raum-Zeit-Koordinaten bleiben un-
verdndert. Wir kénnen also eine Taylor-Entwicklung um ¢(X’), also nach der in Gl. (2.40)
definierten Grofle und ihren Ableitungen durchfiihren,

oL oL
~_Z§ !
96 ") T B

wobei wir wieder hohere Ordnungen infinitesimal kleiner Groflen vernachldssigt haben.
Aber auch dieser Ausdruck ist bereits infinitesimal klein. Wir koénnen daher auch die
Raum-Zeit-Koordinate X'# durch X* ersetzen; der Fehler ist wieder quadratisch in infi-
nitesimalen Groflen. Desweiteren kénnen wir bis zur fithrenden Ordnung in infinitesimalen
GroBen auch das Integrationsmafl und die Integrationsgrenzen im ersten Term in Gl. (2.45)
durch die untransformierten Koordinaten ersetzen; wieder ist der dabei auftretende Fehler
quadratisch in infinitesimalen Grofien. Wir erhalten also

£(¢/7 3f\qb’; X,) - £(¢7 (91\(;5, X,)

9,06(X') (2.46)

5S[H(X)] = /V X B—; S(X) + %%M(X)} (2.47)
+ /v X ‘%))(;: [£(9, 0x; X) + (0,.L) 6.X*] _/v d'X L(¢,0r¢; X) .

Hierbei haben wir im zweiten Term in Gl. (2.45) eine Variablensubstitution X'# — X*
vorgenommen, was das Integrationsmafl um die Jacobi-Determinante |[0X'*/0X"| &ndert.
Auflerdem wurde die Lagrange-Dichte L£(¢, 05¢; X') nach Taylor um X* bis zur linearen
Ordnung in d X* entwickelt.

Die Jacobi-Determinante berechnen wir mit Hilfe von Gl. (2.34),

oX'H
= g" LOXH 2.4
axo = v+ 0 (2.48)
und erhalten mit der bekannten Relation Indet A = Trln A
oX'#H
‘ x| = det (¢4, + 0,6 X") = exp [Indet (¢, + 0,6 X")]

exp [Trin (¢%, + 0,0 X")] >~ exp [Tr (0,0 X*")]
~ 1+40,0X", (2.49)
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2.3 Das Noether—Theorem

wobei wir den Logarithmus im Exponenten in erster Ordnung in 6.X* entwickelt haben
(nach der fiir Zahlen wie Matrizen giiltigen Reihenentwicklung der Logarithmus-Funktion
In(1+ A) = =5 (—1)"A"/n), sodann die Spur iiber die Lorentz-Indizes genommen
haben, Tr (0,0 X") = 0,0X", und letztlich auch noch die Reihenentwicklung der Expo-
nentialfunktion bis zur ersten Ordnung in infinitesimal kleinen Groflen angewendet haben.

Eingesetzt in Gl. (2.47) ergibt sich
i) = [ atx {SEa000 + 555 a50x)
(14 0,0X") [ £(6,065 X) + (9,£) 6X*| — £, 056 X) |

_ /<%X{a¢&ﬂ )+ fﬁmaaw )+ [wahﬂXﬁXﬂ}xlm>

wobei wir beim Ausmultiplizieren der Klammern im dritten Term nach dem ersten Gleich-
heitszeichen quadratisch infinitesimale Terme vernachlassigt und die Produktregel ange-
wendet haben,

(0,6X") L(p,00¢; X) + (0,L) 0 X" = 0, [L(¢, Orp; X)0X"] .
Mit Hilfe der Produktregel,

oL [ oL oL
= 00(X)| = |0y =5—| dp(X 0,0
[T e00] = |2 ] 900+ g5 4
schreiben wir nun den zweiten Term in Gl. (2.50) um
_ [ |26 i}
%wwn—‘&dxjw % 5557 )
+ /‘/4 d'X 0, { (auqb) dp(X) + C(gzﬁ,(%gb;X)(SX”} : (2.51)

Der erste Term verschwindet, solange wir Feldkonfigurationen ¢(X) betrachten, die die
Euler-Lagrange—Gleichungen (2.30) erfiillen. Im zweiten Term kénnen wir noch Gl. (2.42)
verwenden (wobei wir die Summationsindizes geeignet umbenennen, damit keine Doppel-
verwendung auftritt), so dass folgt

oL oL
§S[d(X :/d4X8 {—A X—[ 0, ,O60; X)g }5}(“}
(2.52)
Die Grofle in eckigen Klammern ist der sog. Energie-Impuls-Tensor
oL
o (X) = 0,0(X) — L(p,000; X) g, . 2.53
Er hat folgende Struktur:
@00 @Oz @Oy @Oz H  P* PY P
y @mO e e @ _ ’PJ}
(@,u ) = @yO QUT QW @Qv? = Py (@z]) (254>
@zO @zx @zy @zz Pz
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2 Klassische Feldtheorie

Die (00)-Komponente ist die Energie- oder Hamilton—Dichte, ©% = H. Aus der Defi-
nition (2.53) ist es nicht offensichtlich, dass der Energie-Impuls-Tensor ein symmetrischer
Tensor ist. Wie in Ubungsaufgabe H3.1 zu zeigen ist, ist es jedoch immer maglich, einen
physikalisch dquivalenten, symmetrischen Energie-Impuls-Tensor zu konstruieren (s. auch
Ubungsaufgabe H7). Wir nehmen daher 0.B.d.A. an, dass ©*” = ©"#. Dann entsprechen
die (07)— bzw. (i0)-Komponenten des Energie-Impuls-Tensors den Komponenten der Im-
pulsdichte, 0% = @ = P | = z, vy, 2. Letztlich bilden die rdumlichen Komponenten
des Energie-Impuls-Tensors den sog. Spannungstensor (0%).

Mit dem Energie-Impuls-Tensor (2.53) erhalten wir fiir die Anderung (2.52) der Wir-
kung unter der Transformation (2.42) des Feldes ¢(X) und der Transformation (2.34) der
Koordinaten X*

) oL L V
0] = [ 40, |55 Aux) - o405
/V 4 4'X 9, [8(%—;) Q(X) — 08 (X) A?(X)} Sw' (2.55)

wobei wir im zweiten Schritt die Transformation des Feldes und der Koordinaten durch
die Glgen. (2.43) und (2.35) ausgedriickt haben (fiir globale Transformationen kann man
die konstanten Parameter dw’ ausklammern). Falls die Transformationen (2.42) des Fel-

des und (2.34) der Koordinaten Symmetrie-Transformationen sind, d.h. wenn sie die
Wirkung invariant lassen, dann muss die linke Seite von Gl. (2.55) verschwinden,

0 = 5S[6(X)] , (2.56)

bzw., da die Parameter dw® der Transformation beliebig sind,

) oL ) )
0= /V d'x 9, {W Qi(X) — O (X) A (X)} . (2.57)

Da aber auch das 4-Volumen beliebig wéhlbar ist, muss der Integrand verschwinden,

0= 0, 5 00 - LX) A1) = 0,7 (X) (2.5%)

Diese Gleichung hat die Form einer Kontinuitéitsgleichung fiir die 4-Stromdichte

oL
9(0u9)

die sog. Noether—Stromdichte. Man vergleiche diese Kontinuitéitsgleichung mit der
fiir die elektrische Ladungsstromdichte in der Elektrodynamik, Gl. (1.84) der Vorlesung
“Elektrodynamik”.

Genau wie in der Elektrodynamik die Kontinuitétsgleichung fiir die Ladungsstromdichte
impliziert, dass die elektrische Ladung eine Erhaltungsgrofie darstellt, 1488t sich im Fall
der Noether—Stromdichte ebenfalls eine erhaltene Ladung, die sog. Noether-Ladung,

JH(X) Q,(X) — 0L (X) AV(X) (2.59)
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2.3 Das Noether—Theorem

finden. Um dies zu sehen, schreiben wir das Integral in Gl. (2.57) iiber das Raum-Zeit-
Volumen V; mit Hilfe des verallgemeinerten Gauflschen Satzes in ein Integral iiber die
(geschlossene) Oberflache 0V von V um,

0= / 'X0,J! = ]{ do, J!" . (2.60)
V4 8V4

Hierbei ist do, der (infinitesimale) 4-Normalenvektor auf der Oberfliche 0V,. Wir
vereinbaren, dass er aus dem Volumen V} heraus zeigen soll. Nun wéhlen wir das Volumen
wie in Abb. 2.3 gezeigt.

Abbildung 2.3: Das 4-Volumen Vj.

Die Oberflache 0V} besteht demnach aus vier Teilen, zwei Stiicken ¥, und ., auf denen
der Normalenvektor do, zeitartig ist, do,do* > 0, und zwei Stiicken Yrk; und Yrko ent-
lang des Lichtkegels. Da durch den Lichtkegel keine Ladung flieBen kann (dies wiirde super-
luminalem, und daher akausalem Transport der zu J! gehorenden Noether—Ladung ent-
sprechen), verschwindet der Beitrag von Yk; und ¥pks zum Oberflichenintegral (2.60).
Wir erhalten dann

o:/ dauji“wL/ do, J" . (2.61)

Bislang zeigt der Normalenvektor auf ¥, in die negative Zeitrichtung. Wenn wir sein
Vorzeichen auf ¥, umdrehen, doL = —doy, so dass er in die positive Zeitrichtung zeigt
(wie auch der Normalenvektor auf 3.), so erhalten wir aus Gl. (2.61)

/ da,:ji“:/ do, J!" . (2.62)

Die Situation ist in Abb. 2.4 verdeutlicht.
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2 Klassische Feldtheorie

Abbildung 2.4: Der Flufl der Noether-Ladung durch die Fldchen ¥, und ..

Das 4-Skalarprodukt do, J/* stellt aber gerade den Fluf3 der Noether-Ladung durch
ein infinitesimales Flichenelement d¥ (mit 4-Normalenvektor do,) dar. Dieser Fluf ver-
schwindet, falls do, und J}* orthogonal zueinander stehen, do, J/* = 0, also wenn keine
Ladung durch die Fliche dringen kann. Gleichung (2.62) besagt also, dass der Fluf der
Noether-Ladung durch ¥, identisch ist mit dem durch .. Die Noether-Ladung ist also
eine Erhaltungsgroflie. Da >, und . beliebig wéahlbar sind, konnen wir sie auch als
Flachen bei konstanter Zeit t, bzw. t. (bezogen auf das System von Abb. 2.4) wihlen,
vgl. Abb. 2.5.

Im allgemeinen wird eine 3-dimensionale Hyperfliche > durch einen 4-Vektor ¥#({, n, ¢)
festgelegt, wobei ((,n, ¢) drei Parameter sind, die die Position auf der Hyperfliache festle-
gen. Der infinitesimale 4-Normalenvektor auf der Fliache ¥ ist dann definiert als

., Oz an o
Cpapy aC an 8¢

mit dem total antisymmetrischen Tensor vom Rang 4, wobei €”1?® = 41. Der 4-Normalen-
vektor do, zeigt offensichtlich entlang von X, immer in die Zeitrichtung, hat also
lediglich eine 0-Komponente. Wahlen wir als Parameter der Hyperfliche die kartesischen
Koordinaten, (¢,n, ¢) = (z,y, 2), so ist 9% /0x" = g%, und do entspricht einer Integration
iiber die rAumlichen Koordinaten, also iiber das 3—Volumen V, des Systems bei der
Zeit t.,

d¢ dndé | (2.63)

do, =

do, = (d°7,0,0,0) . (2.64)
Analoges gilt auch fiir doj,. Dann folgt aus Gl. (2.62)

Qi(ty) = / d*z T (t,, T) = / d*z 7(t,, ¥) = Qi(t.) = Q; = const. . (2.65)

a e
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2.3 Das Noether—Theorem

Da t, und t. ebenfalls beliebig wahlbar sind, hingt Q; in der Tat nicht von der Zeit ab,
sondern ist fiir alle Zeiten konstant, also erhalten. In beiden Volumenintegralen kann man
auch iiber ein beliebiges Volumen V' integrieren, solange es V,, und V, vollstédndig enthélt.
Voraussetzung ist allerdings, dass die Ladungsstromdichte 7 in den Bereichen, die nicht
Teilmenge von V,, bzw. V, sind, verschwindet. Dies ist z.B. dann gegeben, wenn J/(t,, ¥)
aulerhalb von V,, verschwindet. Da keine Ladung durch den Lichtkegel stromen kann, ist
auch J#(t.,Z) auBlerhalb von V, null.

Die in Gl. (2.65) definierte Grofle Q; bezeichnet man als Noether—Ladung. Man
beachte aber, dass man sie aufgrund der vorangegangenen Diskussion auch fiir beliebig in
der Raum-Zeit orientierte Flachen (mit zeitartigem 4-Normalenvektor) definieren kann.

t

da,

=y

Abbildung 2.5: ¥, und X, als Flachen bei konstanter Zeit.

Beispiel: Wir betrachten Raum-Zeit-Translationen eines skalaren Feldes ¢(X),

A =gt Q,=0. (2.66)

v

Die erste Gleichung folgt aus der Diskussion nach Gl. (2.36). Die zweite folgt aus der
Uberlegung, dass sich skalare Felder nicht unter Raum-Zeit-Translationen transformieren,
mit anderen Worten das transformierte Feld ¢/(X’) am transformierten Raum-Zeit-Punkt
X' ist identisch mit dem urspriinglichen Feld ¢(X) am urspriinglichen Ort X. Daher ist
Ap(X) =0, vgl. Gl. (2.42) und daher auch 2, = 0, vgl. GL. (2.43). Mit Gl. (2.59) folgt
dann fiir die Noether—Stromdichte

Jh =-0hgh=—6. (2.67)

Die erhaltene Stromdichte ist also (bis auf das Vorzeichen) identisch mit dem Energie-
Impuls-Tensor! Entsprechend den Werten, die der Lorentz—Index A annehmen kann,
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2 Klassische Feldtheorie

gibt es vier erhaltene Noether-Ladungen:

A=0: Q)= / Pz T = —/ d*z7e" = —/ d*7H = —H (Energie) , (2.68)
v v 1%

A=i: Q; = / Pz T = / dP*7e% = / d*#P" = P' (i-Komponente des Impulses) .
v 1% v

(Hochziehen des Zeit-Index 0 dndert das Vorzeichen nicht, Hochziehen des Raum-Index
i ergibt einen Vorzeichenwechsel.) Symmetrie unter Raum-Zeit-Translationen be-
deutet also Energie-Impuls-Erhaltung!

Relativistische Quantenfeldtheorien werden in der Regel so konstruiert, dass sie in-
variant unter Poincaré—Transformationen sind. Die Poincaré—Gruppe besteht aus
Raum-Zeit-Translationen und Lorentz—Transformationen, die wiederum in Dre-
hungen im Raum und Lorentz—Boosts unterteilt werden, s. Abschnitt 2.6 der Vor-
lesung “Quantenmechanik II”. Infinitesimale Poincaré-Transformationen der Raum-Zeit-
Koordinaten lauten

Xt s X'F = XM 4 5XP mit 6X* = AR Sw” + A (X)dw” (2.69)

wobei der erste Term fiir Raum-Zeit-Translationen steht, mit A#, = g#, (vgl. obiges Bei-
spiel) und der zweite fiir Lorentz—Transformationen. Fiir letzteren gilt auflerdem, dass die
Parameter antisymmetrisch in den Lorentz—Indizes sind, dw"? = —dw?”, und dass

A (X)) =5 (90X, — g4 X)) (2.70)

N | =

so dass

1
IXH = ghow” + 5 (g’f,Xp — g‘i,XV) ow"?

= dw'+owX, , (2.71)

wobei wir die Antisymmetrie der Parameter dw"” ausgenutzt haben. In Abschnitt 2.6.2 der
Vorlesung “Quantenmechanik I1” wird gezeigt, dass infinitesimale Lorentz—Transforma-
tionen in der Tat mit dem zweiten Term in Gl. (2.71) tibereinstimmen.
Wie transformiert sich nun die partielle Ableitung unter Poincaré-Transformationen?
Es gilt
0 oxv 0 ox”

Ou— 0= 5 = s 5 = B O (2.72)

Nun ist geméafl Glgen. (2.34) und (2.71)

XY= X" =XV = X"V = §w” — 6w (X! — 6X,) =~ X'V — 0w’ — dwP X,

o

wobei wir im letzten Schritt quadratisch infinitesimale Terme vernachlissigt haben. Also
1st

oxX"v v v y y y 5
aX/u:g,u_éwpgpu:gy,_éwy,:gu +5WH7 (273)
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2.4 Das geladene skalare Feld und Eichinvarianz

wobei wir im letzten Schritt die Symmetrie des metrischen Tensors und die Antisym-
metrie der Parameter dw”” ausgenutzt haben. Eingesetzt in Gl. (2.72) erhalten wir das
Transformationsgesetz fiir die partielle Ableitung,

0 — 0, = (9. +6w,)d, . (2.74)

Skalare Felder ¢(X) transformieren nicht unter Raum-Zeit-Translationen, wie wir oben
schon erwédhnt haben, und sie transformieren sich wie Skalare unter Lorentz—Transforma-
tionen. Insgesamt ergibt dies fiir das Transformationsverhalten unter Poincaré—Transfor-
mationen

B(X) — ¢'(X') = 6(X) + A¢(X) mit AG(X)=0. (2.75)

Mit den Resultaten (2.74) und (2.75) kénnen wir nun das Transformationsverhalten der
Klein—Gordon—-Lagrange—Dichte (2.32) unter Poincaré—Transformationen iiberpriifen,

£ = 5 (8,606 — m*6?)

o L= QTS ) = 1 [(0u6+ 0,00u0) 8" (06 + 0, 0p0) — ]
— L+ 60" (0,6)0"6 + O(0u?)
=L, (2.76)

wobei wir Terme von quadratischer Ordnung in infinitesimalen Gréflen vernachlassigt und
die Antisymmetrie von dw,” ausgenutzt haben. Die Klein-Gordon-Lagrange-Dichte ist
also Poincaré—invariant, wie wir es fiir eine relativistische Quantenfeldtheorie erwarten.

Wir bemerken zum Abschluss, dass dann auch die Wirkung (2.23) Poincaré-invariant
ist. Der Grund ist, dass sich das Integrationsmafl d*X nicht &ndert, denn die Jacobi-
Determinante nimmt bei einer (infinitesimalen) Poincaré-Transformation, X*# — X =
XH 46X den Wert eins an,

oX'
oXv

wobel wir die Glgen. (2.49) und (2.71), 0X,/0X* = g,., sowie die Antisymmetrie (und
damit gleichzeitig Spurfreiheit) von dw*” benutzt haben.

=1+ 0,0X" =1+ 0, (0" + 0" X,) =1+ dw"g, =1+, =1, (2.77)

2.4 Das geladene skalare Feld und Eichinvarianz

Betrachten wir nun ein komplexes skalares Feld ®(X) € C,

B(X) = = [Bi(X) +ida(X)]
FX) = [0 —iga(X)]

Sl

[®(X) 4+ &*(X)] = V2Re ®(X) ,

S

E

I
il

Sl

Pa(X) = [D(X) — &*(X)] = V2Im ®(X) , (2.78)
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wobei ¢12(X) € R. Daher wird jedes der beiden Felder ¢; und ¢, durch die Lagrange-
Dichte (2.32) fiir neutrale skalare Felder beschrieben. Addieren wir die entsprechenden
Lagrange-Dichten und setzen die Massen gleich, m; = my = m, so erhalten wir nach
Einsetzen von Gl. (2.78)

L = % [0,010"¢1 + 0,020 P2 — m* (6] + 63) ]

= %{%a#(qw@*)aﬂ(qw@*) — %8M((I>—<I>*)8“(<D—<D*)
—2m? [(Re®)? + (Im®)?] }
= 0,9'0"® — m*P*P . (2.79)

Wie wir sehen werden, beschreibt diese Klein—-Gordon—Lagrange—Dichte ein geladenes
skalares Feld. Ein geladenes skalares Feld entspricht also zwei neutralen skalaren Feldern
gleicher Masse. Es hat damit zwei unabhéngige Freiheitsgrade.
Die Euler-Lagrange-Gleichungen fiir die Felder ¢; und ¢, sind durch die Klein—Gordon—
Gleichung (2.33) gegeben,
(O+m?) ¢12=0. (2.80)

Bilden wir Linearkombinationen dieser Gleichungen entsprechend Gl. (2.78), so erhalten

WIr
O+m*) =0, (O+m’)®* =0. (2.81)

Das geladene skalare Feld erfiillt also auch die Klein-Gordon—Gleichung. Man kann diese
Gleichungen auch direkt aus der Lagrange-Dichte (2.79) erhalten, indem man ¢ und ®*
als unabhéngige Felder betrachtet. Dann gilt geméfl den Euler-Lagrange—Gleichungen
(2.31)

oL oL
— — —= H@ 2(1): I:' 2 @
0 a"a(aﬂ*) 5 — k0" +m (O+m*) &,
oL oL
= _— = Hp* 2p* = (O %) o* 2.82
0 a“a(@ﬂ)) 5% 0,0M®" +m (O+m?) &, (2.82)

was mit Gl. (2.81) iibereinstimmt.

Die Poincaré-Invarianz der Lagrange—Dichte (2.79) folgt sofort aus der der Lagrange—
Dichte (2.32). Die Lagrange-Dichte (2.79) hat jedoch eine weitere Symmetrie: wir mul-
tiplizieren das komplexe Feld ® mit einem Phasenfaktor e=™, A = const. € R, d.h. wir
fithren eine sog. U(1)-Transformation des Feldes ® durch,

d— =0, O — = (2.83)
Die Lagrange-Dichte (2.79) ist invariant unter dieser Transformation,
L=0,9"0"® —m*®*
— L'=0, ((ID*eiA) o* (e_m(I)) — m2Prelte NP
= (0,0 )e e (0" D) — m*Pd*
L, (2.84)
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2.4 Das geladene skalare Feld und Eichinvarianz

weil die (konstanten) Phasenfaktoren aus der partiellen Ableitung herausgezogen werden
kénnen und sich dann gegenseitig wegheben. Man sagt, dass die Klein—-Gordon—Lagrange—
Dichte fiir das geladene skalare Feld eine globale U(1)-Symmetrie besitzt.

Wir bemerken, dass die U(1)-Transformation (2.83) fiir das Feld ® einer SO(2)-Trans-
formation im Raum der Felder (¢1, ¢2) entspricht,

P = e d = (cos A — isin A)%(qbl + ig9)

= % [p1 cos A + pasin A + i (— ¢y sin A + ¢ cos )]

_— ¢’1 — V2Red' = 1 cos A+ ¢pgsin A |
¢y = \/§Im®’:—¢1sinA+¢gcosA,
o) B cosA sinA 1
— ( oA o —sinA cosA 0y ) (285)

Dies entspricht einer Drehung der Felder in der (¢1, ¢2)-Ebene um den Winkel A, also
gerade einer SO(2)-Transformation.

Welches sind nun die aus dieser U(1)— bzw. SO(2)-Symmetrie folgende Noether—Strom-
dichte und Noether-Ladung? Dazu konnen wir direkt Gl. (2.59) anwenden, wir miissen
nur die zu einer U(1)- bzw. SO(2)-Transformation gehérenden Gréflen €;(X) und AY(X)
bestimmen. Hierzu zunéchst zwei Vorbemerkungen:

(i) Da es sich bei der U(1)— bzw. SO(2)-Transformation um eine Transformation im
Raum der Felder (®, ®*) bzw. (¢1, ¢2), also um eine interne Symmetrietransforma-
tion handelt, werden die Raum-Zeit-Koordinaten X* nicht transformiert, AY(X) =
0.

(ii) Fiir eine U(1)- bzw. SO(2)-Transformation gibt es lediglich einen einzigen Parame-
ter, ow’ = JA. Der Index i, der die Parameter der Symmetriegruppe durchnumeriert,
ist also iiberfliissig. Es gibt nun aber zwei unabhéngige Feld-Freiheitsgrade, ® und

®* bzw. ¢ und ¢y. Also miissen wir Gl. (2.43) um einen Index fiir die Felder
erweitern,

Ago(X) = Qui(X)ow', a=1,2,..., (2.86)

bzw. fiir den U(1)- oder SO(2)-Fall

A¢o(X) = Qu(X)0A, a=1,2. (2.87)

Es geht nun darum, die beiden €,(X) zu bestimmen. Dazu geniigt es, infinitesimale
U(1)- bzw. SO(2)-Transformationen zu betrachten,

eTON T~ 1FdsA, |0A] <1,

bzw. cosdA ~ 1., sindA ~ A,
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also

d — =0 —ifAD, P — P =" +ifAD",

= ADd = —i®/A, AD* = DA,
= Q = —id, Q= 10",
bzw. ¢1 — @) =1+ 0Aby, P2 — ¢h=dy—0A¢y,
= A¢1 = ¢0A, Apy = —¢10A,
= 1 = ¢, Qy = —¢1. (2.88)

Hier haben wir Gl. (2.87) benutzt, um entweder € und Q2* oder ©; und €, abzulesen, je
nachdem, ob man die U(1)- oder die SO(2)-Schreibweise der Felder bevorzugt. Nun wen-
den wir Gl. (2.59) an, wobei wir iiber die unabhéngigen Feld-Freiheitsgrade summieren,

oL . oL o .
T = &a@f2+m%@9_u¢W®—w%q@,
bzw. JH* = Z Q= (0"p1)2 — (0" P2) 1 . (2.89)
o( u%

Aus Abschnitt 1.1.5 der Vorlesung “Quantenmechanik I1” wissen wir bereits, dass dies
(abgesehen vom Faktor ¢ und bis auf einen Faktor g, der Ladung des Teilchens) der elek-
trischen Ladungsstromdichte des Klein-Gordon-Feldes entspricht. Die zugehorige
Noether-Ladung ist

0~ / P70 / $F[3°0,0 — (0,0%)] = /V EE[(0:61)6s — (udn)dr] . (290)

Dies entspricht (bis auf Faktoren) der elektrischen Ladung des Klein—Gordon-Feldes.
Man beachte, dass fiir reelle skalare Felder ®* = &, bzw. ¢ = 0, so dass sowohl die
Noether—Stromdichte wie auch die Noether—-Ladung verschwinden. Reelle skalare Felder
sind daher neutral, wie wir es in der Diskussion bereits vorweggenommen haben.

Aber woher wissen wir im Gegenzug, dass komplexe skalare Felder geladen sind?
Bislang tritt in den Glgen. (2.89) und (2.90) kein Faktor wie z.B. e, die Elementarladung
(oder ein Vielfaches davon), auf, der mit der Ladung des Feldes identifiziert werden konnte.
An dieser Stelle bemerken wir, dass unsere Felder immer noch klassische Objekte sind,
d.h. noch nicht quantisiert wurden. Daher konnen im Prinzip auch keine gequantelten
Groflen, wie z.B. die Ladung in Einheiten von e, auftreten.

Desweiteren wissen wir aus den Maxwell-Gleichungen (s. Vorlesung “Elektrodynamik”),
dass eine elektrische Ladung stets Quelle elektromagnetischer Felder ist und im Gegenzug
von solchen beeinflusst wird. Um eine Ladung zu messen, miissen wir eine Testladung in
das von ersterer erzeugte elektromagnetische Feld einbringen. Elektromagnetische Felder
kommen aber in unserer Lagrange-Dichte (2.79) bislang iiberhaupt nicht vor. Um die La-
dung des Klein—-Gordon—Feldes zu “sehen”, miissen wir die Wechselwirkung des Feldes
mit dem elektromagnetischen Feld betrachten. Letzteres wird, wie in der Vorlesung
“Elektrodynamik” diskutiert, in relativistisch kovarianter Form zweckméafigerweise mit
Hilfe des 4—Vektorpotentials A" beschrieben.

36



2.4 Das geladene skalare Feld und Eichinvarianz

Im Prinzip erlaubt die Wechselwirkung mit einem elektromagnetischen Feld, Informati-
on iiber das Feld ®(X) am Raum-Zeit-Punkt X zum Feld ®(Y') an einem anderen Raum-
Zeit-Punkt Y zu transportieren, s. Abb. 2.6. Dieser Informationsaustausch ist (zunéchst)
kausal, d.h. er findet h6chstens mit Lichtgeschwindigkeit statt.

O(Y)
Y

Y
X
0(X)

Abbildung 2.6: Graphische Veranschaulichung des Informationsaustausches iiber das Feld
¢(X) am Ort X zum Feld ®(Y) am Ort Y mittels des elektromagnetischen
Feldes A*.

Nehmen wir nun an, dass wir eine globale U(1)-Transformation (2.83) des Feldes @
durchfithren. Der Wert des Feldes #ndert sich dann von ® zu ® = e **®, und zwar
simultan an jedem Raum-Zeit-Punkt, also auch an den beiden in Abb. 2.6 gezeigten
Punkten X und Y. Im Prinzip sollte das Feld ®(Y) bei Y jedoch nicht simultan die
Phase in gleicher Weise wechseln wie das Feld ®(X) bei X, denn es bedarf ja einer ge-
wissen Zeit, Information von X nach Y zu iibertragen, also z.B. auch Information iiber
die stattgefundene U(1)-Transformation des Feldes bei X. Dies ist im Grunde genom-
men eine Forderung, die erfiillt sein muss, damit das Kausalitdtsprinzip der Speziellen
Relativitéatstheorie giiltig bleibt.

Dies impliziert, dass die U(1)-Transformation (2.83) keine globale, sondern eine lo-
kale Transformation sein sollte,

D(X) — P(X) = P(X), *(X) — (X)) = (X)) (2.91)

Dann ist die Lagrange-Dichte (2.79) aber nicht mehr U(1)-invariant. Der Massenterm ist
es zwar nach wie vor,

—mPP P — —m20 e D = 20D | (2.92)
aber der Term mit den partiellen Ableitungen ist es nicht mehr, da
9 ® — 9,9 =0, (e ®) = e ™ (0, — iPI,A) , (2.93)
so dass

9,07 0D — 9,00 = (9,0 +iD*J,A) e (9D — iDIN)
= 0,070 +i [D*O'D — (9"D") D] I, A + (D,A) (0"A) D*D .
= 0,0°0"® + J"O,A + |®* (0,A) 0"A (2.94)
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wobei wir im letzten Schritt die Definition der Noether—Stromdichte (2.89) benutzt haben.
Im folgenden bezeichnen wir die Lagrange—Dichte (2.79) mit £y. Mit den Glgen. (2.92)
und (2.94) transformiert sich £y also unter lokalen U(1)-Transformationen wie folgt,

Lo—> L) =Lo+0Ly, 0Ly=T"9A+|B2(9,A)0"A . (2.95)

Nun koppeln wir den Noether—Strom (2.89) an das elektromagnetische Feld, und zwar mit
der Stiarke —e (wir legen damit fest, dass die Quanten des geladenen Klein—-Gordon—Feldes
eine elektrische Ladung von der Gréfle einer negativen Elementarladung tragen), d.h. wir
addieren zu Ly noch einen Term

Ly =—eJ"A, . (2.96)

Aus Abschnitt 1.3 der Vorlesung “Elektrodynamik” wissen wir, dass wir das 4—Vektorpo-
tential A* einer sog. Eichtransformation unterwerfen kénnen, ohne dass dies die elek-
tromagnetischen Feldstidrken &ndert. Wir fordern nun, dass sich, wenn das Feld & einer
lokalen U(1)-Transformation (2.91) unterworfen wird, das elektromagnetische Feld A*
wie folgt transformieren soll,

AR(X) — AH(X) = A*(X) + éa“A(X) , (2.97)

mit derselben Funktion A(X), die auch in der Phase der U(1)-Transformation (2.91)
auftritt. Dann transformiert sich £; unter U(1)-Transformationen unter Benutzung der
Glgen. (2.91), (2.93) und (2.97) wie folgt,

Ly — L = —eJ"A, = —ic[® 9" — (9"0'*) ] A,

= —ie[® (0"D — iDO"A) — (9D + iD*I"A) D] (AM 41 8MA)
€

= —e (J"+2|9]?0"A) (AM + é@MA)

—eJ"A, — T"0, A — 2e|®2A,0"A — 2|9 (9,A) 9" A
Ly +6L, (2.98)

mlt 6Ly = —TJ" 9\ — 2e|®|*A,0"A — 2|®|* (0,A) O"A . (2.99)
Das Transformationsverhalten von £y + £; ist damit
Lo+ L1 — Li+Ly=Lo+L1+0Ly+0Ly, (2.100)
mit
6Ly + 0Ly = J"ON+ O (9,A) O"A — T"O,A — 2e| P2 AL 0" A — 2| (9,A) O*A
—2¢|®|*A,0"A — |®* (9,A) O"A . (2.101)

Offenbar heben sich nicht alle Terme gegenseitig weg, die Summe Ly + £, ist also noch
nicht U(1)-invariant. Betrachten wir jedoch einen weiteren Term,

Ly = e?|®PA, A" (2.102)
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der sich unter U(1)-Transformationen wie folgt transformiert,

1 1
Ly — Ly = EOPAA =0 (A,A—EGHA A~+gaﬂA)

= 2D|2A, A + 2e|D)2A,0"A + D% (9,A) I*A
= Lo+ 0L, (2.103)
mit
6Ly = 2e|P|*A,0"A + | D) (9,A) O"A . (2.104)

Dies sind offensichtlich genau die Terme, die man bendtigt, um die Summe Ly + L1 + Lo
U(1)-invariant zu machen, da

0Ly + 0Ly +0Ly=0. (2.105)
Die gesamte Lagrange—Dichte lautet also
L = Lo+Li+ L,
= 0,9°0"® — m*P*d — e J'A, + *|O[*A, A"
= 0,0%0"P + (0"D*)ieA,P — ieA, D 0 D — icA, P ic A" D — m* D P
= (0,0" —ieA, ") (0"P + ieA D) — m*P*P
(D,®)" D'd — m*®*® | (2.106)

wobei wir die sog. kovariante Ableitung
D, = 0, +ieA, (2.107)

definiert haben. Diese ist uns schon aus Abschnitt 1.1.4 der Vorlesung “Quantenmechanik
IT” bekannt. Die Bezeichnung “kovariant” bezieht sich hier nicht auf die Stellung des
Lorentz-Index, sondern auf das Transformationsverhalten unter U(1)-Transformationen:
die kovariante Ableitung des Feldes ® transformiert sich wie das Feld selbst, und nicht
wie die partielle Ableitung des Feldes, vgl. Gl. (2.93):

D,® — D9 = (9,+icA,)e
e M 0,® — i®I,A + ieA,d + i (0,A) D]
= ¢ D, . (2.108)

Entsprechend gilt fiir die kovariante Ableitung des komplex konjugierten Feldes

(D,®) — (D,@)" = (0, —ied,) et
= [0,0" +i®*O,A — ieA, " —i(9,A) D] et
= (D,®)" ™. (2.109)
Das umgekehrte Vorzeichen vor der Ladung (welches durch das komplexe Konjugieren
entsteht) deutet darauf hin, dass, wenn ® ein Feld der Ladung +e beschreibt, ®* ein

Feld der Ladung —e beschreibt. Komplexes Konjugieren fiir geladene skalare Felder ist
identisch mit der Ladungskonjugation.
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Lokale Symmetrietransformationen bezeichnet man auch als Eichtransformatio-
nen, und die Invarianz der Lagrange-Dichte (2.106) unter lokalen U(1)-Transformationen
bezeichnet man als U(1)-Eichinvarianz oder U(1)-Eichsymmetrie.

Bislang ist A, ein externes Feld. Um es dynamisch zu machen, d.h. die Riickwirkung
des geladenen skalaren Feldes auf das elektromagnetische Feld zu betrachten, miissen wir
noch die Lagrange-Dichte des letzteren,

1
Eem = _Z ,w/FllV 5 (2110)

vgl. Abschnitt 1.2.8 der Vorlesung “Elektrodynamik”, zu £ dazu addieren. Dies werden
wir in Abschnitt 2.6 im Detail besprechen.

2.5 Das Dirac—Feld

Dirac—Felder sind, wie aus Abschnitt 1.2 der Vorlesung “Quantenmechanik II” bekannt,
4-Spinoren und beschreiben Fermionen mit Spin 1/2. Die Lagrange-Dichte des Dirac—
Feldes lautet

L=1v)—m)y. (2.111)
Hier bezeichnet B
) =Pl (2.112)

den Dirac—adjungierten Spinor und es wurde die “Dirac-Slash” -Notation
P =~"0, (2.113)

benutzt. Die Euler-Lagrange—Gleichungen (2.31), angewendet auf die Dirac-Lagrange—
Dichte (2.111), miissen die Dirac-Gleichung ergeben. Um dies einzusehen, betrachtet man
am besten v und ¢ als unabhiingige Freiheitsgrade (so wie auch ® und ®* im Falle des
geladenen skalaren Feldes). Wir erhalten dann

oL oL ,
8_&_6’”6(8—“2) = (i—m)y=0, (2.114)
oL oL

o aﬂa(a—m = —yYm — iyt == (z ) —i—m) =0. (2.115)
Der Pfeil iiber der partiellen Ableitung bedeutet hier, dass sie nach links auf den Dirac-
adjungierten Spinor wirkt. Gleichung (2.114) ist, wie erwartet, die Dirac—Gleichung, vgl.
Abschnitt 1.2.2 der Vorlesung “Quantenmechanik II”7. Gleichung (2.115) ist die Dirac—
Gleichung fiir den Dirac-adjungierten Spinor. Sie folgt auch direkt aus der Dirac—Gleichung
(2.114), wenn wir letztere hermitesch konjugieren und von rechts mit -, multiplizieren,

0 = [ —m) ] 50 = ' (=i 3,4 —m)

= (—z’ 5# Yo" Tyo — m) = —1 (z 5 —i—m) . (2.116)
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Hier haben wir 7979 = 14 und die Relation

707" T = +* (2.117)

benutzt (die man leicht in der Dirac-Darstellung der Gamma-Matrizen beweist, in der
Y =0, 7 = —7i; man bendtigt dann noch v;70 = —70%).

Die Dirac-Lagrange-Dichte (2.111) ist Poincaré-invariant. Fiir Raum-Zeit-Transla-
tionen sieht man das sofort, da die Raum-Zeit-Koordinate X* explizit lediglich in der
partiellen Ableitung in der Dirac-Lagrange-Dichte auftritt. Ableitungen sind aber in-
variant unter einer (konstanten) Translation der Variablen, nach denen abgeleitet wird.
Der Beweis der Invarianz unter Lorentz—Transformationen ist etwas komplizierter, weil
man das Transformationsverhalten von Dirac-Spinoren unter Lorentz—Transformationen
kennen muss. Es gilt (ohne Beweis)

B(X) — (X') = exp [—i aw,w“”(X)} W(X) | (2.118)

wobei 0y, = %[7,, 7] und w*(X) = —w*(X) die Parameter der Lorentz—Transformation
sind. Eine Diskussion der Invarianz der Dirac-Lagrange-Dichte (2.111) unter Lorentz—
Transformationen ist Gegenstand von Ubungsaufgabe H6.1.

Zusétzlich zur Poincaré-Invarianz besitzt die Dirac-Lagrange-Dichte (2.111) aber noch
eine weitere Symmetrie, eine globale U(1)—Invarianz. Unter einer globalen U(1)-Trans-
formation der Spinoren,

b =y,
v — =gt (2.119)

andert sich die Dirac-Lagrange—Dichte (2.111) nicht,

L o— L= JEp-my )
= Pt (i —m) e M =4 (i) — m) ¢
- L. (2.120)

Folglich gibt es eine Noether—Stromdichte und eine Noether—Ladung. Um diese zu bestim-
men, gehen wir dhnlich vor wie in Abschnitt 2.4 beim geladenen skalaren Feld. Zunéchst
gibt es fiir U(1)-Transformationen wieder nur einen Parameter, aber wir haben zwei un-
abhiingige Feldfreiheitsgrade, v und ¢. (Als Dirac-Spinoren enthalten diese jeweils noch
vier Komponenten, so dass man es eigentlich mit acht unabhéngigen Feldfreiheitsgraden
zu tun hat. Dies spielt aber in der nachfolgenden Betrachtung keine Rolle, da die ein-
zelnen Spinorkomponenten unter der U(1)-Transformation nicht miteinander mischen.)
Die zugehorigen Q,(X) bestimmen wir aus der infinitesimalen (|A| < 1) Version der
U(1)-Transformation (2.119),

— AY = —iA, Ay = ipA
= 0 = -}, Q = ). (2.121)
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Die Noether—Stromdichte ist folglich

W 0L 0L
7 3(@1#)( W)Hw@(@u@

= Vi (—iv)) = Yy, (2.122)

weil der zweite Term nach dem ersten Gleichheitszeichen verschwindet. Dies ist die fer-
mionische 4-Stromdichte. Die Noether—Ladung ist die Fermionenzahl,

_ 32 70 _ 3270 _ 321
N /Vd T /Vd 2Py /Vd ZyYhy . (2.123)

In Analogie zum geladenen skalaren Feld vermuten wir, dass diese Erhaltungsgréfien et-
was mit der elektrischen Ladung der Fermionen zu tun haben. Dies ist aber zum jetzigen
Zeitpunkt nicht offensichtlich, wir miissen das Dirac—Feld zunéchst wieder an das elektro-
magnetische Feld koppeln. Dies geschieht in analoger Weise wie beim geladenen skalaren
Feld. Wir addieren einen Term

Ly = —eJ"A, (2.124)

zur Dirac-Lagrange-Dichte (2.111) (die wir im folgenden wieder mit £y bezeichnen):

L=Ly+ L4 V(i@ —m) v — e T'A, = ¥ (iv"0, — ey" A, — m) Y
@?[ Y (8, +ieA,) —m] =P (iy*D,, — m) ¢
(G

(i —m) (2.125)

wobel wir wieder die kovariante Ableitung (2.107) benutzt haben. Nun priifen wir die
Invarianz der gesamten Lagrange—Dichte (2.125) unter lokalen U(1)-Transformationen
des Dirac—Feldes und des elektromagnetischen Feldes

P(X) — (X)) =e M Ny(X),
P(X) — P(X) = (X))
AN(X) — A’“(X):A”(X)Jr%a“A(X). (2.126)

Die lokale U(1)-Invarianz (oder U(1)-Eichsymmetrie) ist nun aber offensichtlich, denn
die kovariante Ableitung des Dirac—Feldes transformiert wie das Feld selbst,

Dab — D = (0 +iedy) e
= e MO — IO, A +ie A + i (0,A) Y]
= e D). (2.127)

Also ist
L— L =3 (P —m)y =ePe ™ (P —m)yp =L (2.128)

lokal U(1)-invariant.
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2.6 Das Photon—Feld und Quantenelektrodynamik

Die Lagrange-Dichte des elektromagnetischen (oder Photonen—) Feldes ist bereits aus
Abschnitt 1.2.8 der Vorlesung “Elektrodynamik” bekannt. In natiirlichen Einheiten lautet
sie

1 v
L = -2 w M (2.129)
mit dem Feldstiarketensor
F,=0,A,—-0,A, . (2.130)

Der Feldstéarketensor ist vollstindig antisymmetrisch,

F

nZ

= —F

T

(2.131)

und invariant unter lokalen U(1)-Transformationen des 4-Vektorpotentials A4, vgl.
Gl (2.97),

1 1
Fo — F, = 9,A,—9,A, =0, (AV + gam) — 9, (Au + ga,LA)
1
= 0,A, =0, A+~ (9,0, — 0,0,) A
= F,, (2.132)

vorausgesetzt, die Funktion A(X) ist zweifach stetig differenzierbar. Aus der U(1)-Eichin-
varianz des Feldstérketensors folgt dann natiirlich auch die der Lagrange-Dichte (2.129).

Wir erinnern an dieser Stelle kurz an den Zusammenhang von Feldstérketensor und
elektrischer Feldstirke E bzw. magnetischer Feldstirke B , 8. Abschnitt 1.2.2 der Vorle-
sung “Elektrodynamik”. Mit Hilfe des “skalaren” Potentials ¢ und des 3—Vektorpotentials
A kénnen elektrische und magnetische Feldstirke bekannterweise wie folgt ausgedriickt
werden,

E = —680—81514),

B = VxA, (2.133)

s. Abschnitt 1.2.9 der Vorlesung “Elektrodynamik”. Das “skalare” Potential ist natiirlich
kein Lorentz—Skalar, vielmehr ist es die Zeit-Komponente des 4—Vektorpotentials,

A" = (o, AT, (2.134)

s. Abschnitt 1.2.1 der Vorlesung “Elektrodynamik”. In Komponenten lauten die Glgen.
(2.133) daher

E = —gA"—°A =9'A - °A' = F"
1

B = oAt = — AR = S (AN - P AT) = S @R (2135)

N —

Hier haben wir mehrfach von der Regel Gebrauch gemacht, dass Herauf- bzw. Herun-
terziehen eines rdumlichen Lorentz—Index einen Vorzeichenwechsel bedingt. Auflerdem
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haben wir die Antisymmetrie des Levi-Civita—Tensors unter Vertauschung von Indizes,
€% = —¢™* benutzt. Die zweite Gl. (2.135) kann man durch Multiplikation mit €™ und
Ausnutzen der Relation €™k = §mignk — §mk§ni nach F™ auflosen,

€M Bt = —% (6™ gk — gk gn) ik — —% (F™ — F) = — T (2.136)
Damit nimmt der Feldstérketensor folgende Gestalt an,
0 —-FE* —EY -—F*
o _ gz E?Z _fz _Bz; . (2.137)
E* —BY B* 0

Die Euler-Lagrange-Gleichungen (2.31) liefern

oL oL 0 1 1 OF,
— _ — I af | — — af3 af
0= 34, " %aw.4) - % ama,) ( g Fasl’ > 1 9 {QF —6(6MAV)}
1 o a(aOCAB — aﬁAa) 1 [e” v v 1 v v
- 9 Op | F° ’ 9(8,4,) 9 O [F g (gaug,B - gﬁ“ga )} D) O (F™ — F"")
= O, " . (2.138)

Dies sind die inhomogenen Maxwell-Gleichungen in Abwesenheit einer elektrischen
Ladungsstromdichte, vgl. Abschnitt 1.2.9 der Vorlesung “Elektrodynamik”. Um dies zu
sehen, ist es zweckmifig, die einzelnen Komponenten (v = 0, v = x,y,2) einzeln zu
betrachten,

VZOI 0 == (90F00+8iFi0:§-E),

v=ii 0 = QF"+ 0P =~ - 0B =~ B + (V x B) .(2139)

Die homogenen Maxwell-Gleichungen erhilt man aus der Jacobi—Identitét,
0= O FM 4 OFF + OV M (2.140)

Fir (A, u,v) = (1,2,3) erhalten wir

—

0= —08,(—B") — 9,(—BY) —9.(-B*) =V -B. (2.141)

Fir (A, p,v) = (0,3,2),(0,1,3) und (0,2, 1) haben wir

xT

0 = 0,B°—0.EY — 0,(—E*) = 9,B" + (6 x E

9

0 = O,BY— 0,E* — 0,(—E") = 0,BY +

z

)
V),
)

i}

0 = 0,B°—8,B% — 0,(—EY) = 0,B° + (6 x

)

— 0 = B+VXE. (2.142)
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Nun betrachten wir die Wechselwirkung des elektromagnetischen Feldes mit einem ge-
ladenen skalaren Feld. Dazu miissen wir dessen Lagrange—Dichte (2.106) zur Lagrange—
Dichte (2.129) des elektromagnetischen Feldes addieren. Wéhrend in der Lagrange—Dichte
(2.106) das elektromagnetische Feld extern, also von auflen vorgegeben war, wird nun
die Riickwirkung des elektrische Ladung tragenden skalaren Feldes auf das elektroma-
gnetische Feld mit beriicksichtigt. Beide Felder, sowohl das geladene skalare Feld als auch
das elektromagnetische Feld, sind nun dynamische, miteinander wechselwirkende
Freiheitsgrade des Systems. Die resultierende Lagrange—Dichte ist die der sog. skalaren
Elektrodynamik,

Lsgp = (D,®)" D'® — m*®*d — }lFWFW : (2.143)
Sie ist ganz offensichtlich U(1)—eichinvariant.

Die Bewegungsgleichungen folgen wie gehabt aus den Euler-Lagrange-Gleichungen

(2.31). Fiir das geladene skalare Feld erhalten wir

O0LsED OLsED » 2
= = — 2= — _—4eA DHD — d—0,D'D
0 9D oy 0,0 ieA, m oy

— 0 = (D,D'+m*) . (2.144)

Dies ist die Klein—Gordon—Gleichung fiir das geladene skalare Feld ® in Anwesenheit eines
elektromagnetischen Feldes A,. Die entsprechende Gleichung fiir ®* erhélt man durch
komplexes Konjugieren.

Fiir das elektromagnetische Feld erhalten wir

o a‘CSED a‘CSED o . * T\ . v * 0%
0 = O 8“8(8MAV)_ ie®*D"® + ie (D"®)" ¢ + 0, F
= O, F" = e[ DD - (D"®)" ®] = eJ”, (2.145)
wobel
3 =i[®* D" — (DV®)* D] (2.146)

die U(1)—-invariante Version der Noether—Stromdichte (2.89) ist. Wegen der Antisymmetrie
des Feldstirketensors ist dieser Strom erhalten,’

0,0, F" =0=¢e0,3" . (2.147)

Gleichung (2.145) ist die inhomogene Maxwell-Gleichung in Anwesenheit einer
Ladungsstromdichte e3”. Diese stellt nun eine Quelle fiir das elektromagnetische Feld
dar. Die elektrische Ladung des skalaren Feldes ist dabei +-e¢.

Zum Schluss dieses Abschnitts wollen wir das elektromagnetische Feld auch noch an
das Dirac-Feld koppen. Diese Theorie nennt man (zumindest in ihrer quantisierten, d.h.
quantenfeldtheoretischen Version) Quantenelektrodynamik:

Loep = ¢ (i) —m) ¢ — }1 W (2.148)

'Eine sehr schéne Diskussion des Noether—Theorems fiir lokale Symmetrien findet man in Ref. [19)].
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Auch diese Theorie besitzt, wie die skalare Elektrodynamik, eine U(1)—Eichinvarianz.
Die Bewegungsgleichung fiir das Dirac—Feld lautet

0— 8£QED —_9 8£QED

o " 0(0,0)

Dies ist die Dirac—Gleichung in Anwesenheit eines elektromagnetischen Feldes.
Die Bewegungsgleichung fiir das elektromagnetische Feld lautet

— (i) —m) . (2.149)

0LqED 0LqED -
0 — _9 — e+ O, P
o4, I p@,a,) = TV O
= O F" = ey =eJ", (2.150)

mit der Ladungsstromdichte (2.122). Auch dieser Ladungsstrom ist erhalten,
0,0, F" =0=¢e0,J" . (2.151)

Man beachte, dass in unserer Konvention die Ladung des Dirac-Feldes +e betragt. Fiir
Elektronen muss dann die Elementarladung e mit einem negativen Vorzeichen gewé&hlt
werden, e < 0.

2.7 Das Yang—Mills—Feld und Quantenchromodynamik

Bislang haben wir Theorien diskutiert, die eine U(1)-Eichinvarianz besitzen. Wir ver-
allgemeinern dies nun auf Theorien, die invariant unter Transformationen einer gréofieren
Symmetriegruppe sind. Betrachten wir z.B. ein Feld

01
=1 ¢ |, (2.152)

3

wobei ¢; € R, ¢ = 1,2,3. Dieses Feld transformiert unter der Gruppe SO(3), d.h.
orthogonaler Transformationen oder Drehungen im drei-dimensionalen Raum der
Feldkomponenten ¢q, ¢o und ¢3. Die Gruppe SO(3) ist eine nicht-Abelsche Gruppe,
im Gegensatz zu U(1), welches eine Abelsche Gruppe ist (mehr zu Gruppen findet man
in Kapitel 2 der Vorlesung “Quantenmechanik 11”). Man beachte, dass ® kein Vektor
im drei-dimensionalen Ortsraum ist, sondern im Raum der internen Freiheitsgrade des
Feldes, d.h. im Raum, welcher durch seine Komponenten ¢, ¢, und ¢ aufgespannt wird.
Man spricht daher von internen SO(3)-Transformationen bzw., wenn die noch zu dis-
kutierende Theorie fiir ® symmetrisch (invariant) unter diesen Transformationen ist, von
einer internen SO(3)-Symmetrie.

Unser Ziel ist nun, eine Theorie zu konstruieren, die invariant unter lokalen SO(3)—
Transformationen (Drehungen) ist, oder mit anderen Worten eine lokale SO(3)-Sym-
metrie bzw. eine SO(3)—Eichinvarianz besitzt. Betrachten wir zunéchst eine spezielle
SO(3)-Transformation des Feldes ®, z.B. eine Drehung um einen Winkel A3 um die 3
Achse im internen Raum der Feldkomponenten, s. Abb. 2.7.
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3

2

Abbildung 2.7: Drehung des Feldes ® um die 3—Achse.

Mathematisch lautet diese Transformation

¢1 — gbll = le COS A3 + gbg sin A3 ,
Gy — @b = —¢d; sin Az + ¢ cos Az,

Fiir eine infinitesimale Transformation, A3 — dA3, |0A3| < 1, wird dies zu

o1 — @) = d1+ N30,
by — ¢h=—0A5¢1 + o2,

In Vektorschreibweise lautet dieser Gleichungssatz

d — P =P -0AxP, (2.155)
wobei
0
oA = 0
O0A;

der Drehvektor ist, der einer Drehung um die 3—Achse entspricht. Natiirlich gilt Gl. (2.155)
auch fiir Drehungen um beliebig im Raum orientierte Achsen. Die Anderung A® =
P’ — P des Feldes @ bei einer Drehung um die durch den Drehvektor A definierte Achse
ist also

AP =—AXD. (2.156)
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Die partielle Ableitung des Feldes transformiert sich wie folgt,
2, — 0,9 =0,2—-0,0AXx®)=0,P—0A%x0,P—(9,0A) xP. (2.157)

Der letzte Term verhindert, dass sich die partielle Ableitung wie das Feld selbst, also
wie eine kovariante Ableitung, transformiert. Um eine lokal SO(3)-invariante Theorie zu
konstruieren, brauchen wir wieder eine kovariante Ableitung D,®, die sich wie das Feld
selbst transformiert, also fiir die gilt

D,® — D:fI)’ =D,®-0AxD,®. (2.158)
Wir machen den Ansatz
D,®=0,2+gW,x®, (2.159)
bzw. in Komponenten
(D ®@)i = 0ui + g €ijiWindr = (0ir Ou + g €ijxWin) Ok = Digpi - (2.160)

An dieser Gleichung ist ersichtlich, dass die kovariante Ableitung eine (3 x 3)-Matrix im
Raum der Feldkomponenten ¢, ¢o und ¢35 ist. Diese Matrix “verdreht” die Feldkompo-
nenten gegeneinander.

Das in Gl. (2.159) eingefiihrte Vektorfeld W, ist das Eichfeld, welches dem elektroma-
gnetischen Feld A, im Fall der (Abelschen) U(1)-eichinvarianten Theorien entspricht. Im
Gegensatz zu letzterem handelt es sich nun allerdings um ein sog. nicht- Abelsches Eich-
feld bzw. ein Yang—Mills—Feld. Das Eichfeld W, ist ein Lorentz—Vektor (erkennbar
am Lorentz—Index p), wie auch das elektromagnetische Feld, aber zusétzlich hat es, wie
das Feld ®, drei Komponenten im internen Raum der Feldkomponenten ¢, ¢ und ¢3. Es
hat damit Ahnlichkeit mit einem Vektor in diesem Raum. Wie wir gleich sehen werden,
transformiert es sich aber nicht wie ein Vektor unter SO(3)-Transformationen.

Die Konstante g vor dem zweiten Term in Gl. (2.159) ist die Kopplungskonstante
der Theorie. Thr numerischer Wert legt fest, wie stark das Eichfeld W, an das Mate-
riefeld ® koppelt. Sie spielt dieselbe Rolle wie die Elementarladung e in der skalaren
Elektrodynamik oder der Quantenelektrodynamik.

Fiir das elektromagnetische Feld hatten wir mit Gl. (2.97) ein bestimmtes Transforma-
tionsverhalten unter U(1)-Eichtransformationen festgelegt. Dies miissen wir analog nun
auch fiir W, tun. Wir fordern, dass dieses sich unter lokalen SO(3)-Transformationen
wie folgt transformiert:

1
Wi = Wi =Wyt 0,08 = 0A X W, (2.161)

Der zweite Term hat Ahnlichkeit mit dem Term, der auch bei einer U(1)-Transformation
auftritt, vgl. Gl (2.97). Der dritte Term wiederum hat Ahnlichkeit mit einer SO(3)-
Transformation (Drehung) des Feldes @, vgl. Gl. (2.155). Gébe es nur diesen dritten Term,
wiirde sich W, wie ein Vektor im internen Raum der Feldkomponenten transformieren.
Der zweite Term zerstort dieses Transformationsgesetz.
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Mit dem in Gl. (2.161) festgelegten Verhalten unter SO(3)-Transformationen berechnen
wir nun das Transformationsverhalten der kovarianten Ableitung (2.159),

D,® — D,® =09,8 +gW, x®
1
= 6u(<I>—5Ax<I>)+g(Wu+—8,45A—6A><W“)><(<I>—5A><<I>)
9

= 0,P—(0,0A) x ®—-0AXx0,P+gW, x P —gW, x (6A x P)
+(9,6A) x @ — g (6A x W) x ® + O(JA?)
~ D,®—-0AXx0,P—gW, x (0AX®)—g(0AXW,) x®, (2.162)

wobei wir Terme von quadratischer Ordnung in der infinitesimalen Gréfle d A vernachlassigt
haben. Die beiden Terme mit dem doppelten Kreuzprodukt kénnen noch mit Hilfe der
Jacobi-Identitdt (s. Gl. (1.37) der Vorlesung “Mechanik I")

AxBxC)+Bx(CxA)+Cx(AxB)=0 (2.163)
zusammengefasst werden,

W, X (A X ®)+® x (W, x0A) = —6Ax(PxW,)
— W, X(0AX®)+(AXxW,)x® = JAx(W,x®), (2.164)

so dass folgt
D,® — D& >~D,®—-Ax(0,P+gW,x®)=D,®—-0AxD,P. (2165)

Dies ist genau Gl. (2.158), d.h. die kovariante Ableitung transformiert sich in der Tat
wie das Feld selbst, bzw. sie transformiert sich wie ein Vektor im Raum der internen
Freiheitsgrade.

Es ist nun nicht weiter schwierig, eine lokal SO(3)-invariante Lagrange-Dichte fiir das
Feld ® hinzuschreiben. Da es sich bei den Komponenten ¢; des Vektors @ um neutrale
skalare Felder handelt, muss die gesuchte Lagrange—Dichte vom Klein—Gordon—Typ sein,

1 m?
Lo = 5 (D,®)-D'® — 5 - . (2.166)
Hierbei bedeutet die Notation A -B das Skalarprodukt der Vektoren A und B im Raum
der internen Freiheitsgrade. Solche Skalarprodukte sind natiirlich invariant unter Dre-
hungen der Vektoren, d.h. SO(3)—invariant. Also ist auch die Lagrange-Dichte (2.166)
SO(3)-invariant, da ausschliefllich Skalarprodukte von Gréflen vorkommen, die sich wie
Vektoren transformieren (hier D, ® und ®).

In der Lagrange-Dichte (2.166) ist das Eichfeld W, ein externes Feld. Um es zu einem
dynamischen Freiheitsgrad zu machen, miissen wir noch die Lagrange—Dichte fiir das
Feld W, also einen Term analog —1 F),, F** im U(1)-Fall, zu Gl. (2.166) hinzuaddieren.
Wie konnte dieser Term aussehen? Wir machen eine naheliegende Vermutung,

1
L =7 W W (2.167)
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Hierbei ist W, der Feldstérketensor fiir das Eichfeld W ,. Es handelt sich dabei einer-
seits um einen Lorentz—Tensor vom Rang 2 (erkennbar an den beiden Lorentz—Indizes),
wie auch der Feldstdrketensor F),, des elektromagnetischen Feldes. Zusétzlich hat W,
aber noch drei Komponenten im Raum der internen Freiheitsgrade. Damit die Lagrange—
Dichte (2.167) SO(3)-invariant ist, muss sich W, wie ein Vektor in diesem Raum trans-
formieren,

W — W, =W, —AxW,,. (2.168)

Genau dann ist die Lagrange-Dichte (2.167) SO(3)—-invariant, da lediglich das Skalarpro-
dukt des Vektors W, mit sich selbst auftritt.
Aber welche Gestalt hat W ,,, ausgedriickt durch das Eichfeld W, ? Die naheliegende
Vermutung wéire
W = 9FWY — 9" WH | (2.169)

in Analogie zum Feldstirketensor der Elektrodynamik. Dieser Ansatz hat aber nicht das
korrekte Transformationsverhalten (2.168),
1 1
W — W = 0F |[WY + = 9"5A — 5A x WZ’] -0 {W“—i——@“éA—(SA x WH
9 9
= W}" —[(0"0A) x WY — (0V6A) x WH] — A x WE . (2.170)

Dies ist nicht das Transformationsverhalten eines Vektors im Raum der internen Frei-
heitsgrade, der zusétzliche Term in eckigen Klammern ist unerwiinscht.
Betrachten wir jedoch den Ausdruck

gWH x WY | (2.171)
Dieser transformiert sich wie folgt,
gWHx WY — gW'H x W'

1 1
=9 <W“+—8“(5A—5A X W“) X (W”—i—;@”éA—dA X W”)

g
= gWHX WY+ WFH X 0"§A — gWH x (JA x WY)

+(0"6A) x WY — g (6A x WH) x W” + O(6A?)

~ gWH X WY+ (0H0A) x WY — (0"6A) x WH — gdA x (WH x W") (2.172)

wobei wir im letzten Schritt wieder die Jacobi-Identitdt (6.310) angewendet haben. Ad-
dieren wir die Glgen. (2.170) und (2.172), so erkennen wir, dass die Grofie

WH = "W — " WH + g WH x W (2.173)

das korrekte Transformationsverhalten (2.168) eines Vektors im Raum der internen Frei-
heitsgrade hat. Gleichung (2.173) ist also der korrekte Ausdruck fiir den nicht-Abelschen
Feldstarketensor. Man beachte, dass er, wie auch der Abelsche Feldstéirketensor F*, an-
tisymmetrisch ist, W = —W"¥_ Fiir spétere Zwecke geben wir noch die Komponen-
tendarstellung des Feldstérketensors (2.173) an,

W = otWy — "W} + g €tmaWEWY . (2.174)
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2.7 Das Yang—Mills—Feld und Quantenchromodynamik

Die gesamte SO(3)-eichinvariante Lagrange-Dichte lautet demnach

1 2 |
£=£¢+£W:§(Duq>)-D“<I>—m7¢>-q>—ZWW-WW (2.175)

Die Bewegungsgleichungen fiir die Komponenten ¢; des Feldes ® lauten

oL oL

"= % %8000
= —m’¢; + geyiWier- D'® — 9, (efdy;) - D'®
= —m?¢; — (610 O + g €eW;,) (D' ®),
= —m2¢i - Dim(D“@)e
&= 0 = (D,D'+m*)®. (2.176)

Hier haben wir den Einheitsvektor e, in /—Richtung im Raum der internen Freiheitsgrade
eingefiithrt und die Komponentendarstellung (2.160) der kovarianten Ableitung benutzt.
Gleichung (2.176) hat, wie zu erwarten, die Form einer Klein-Gordon—Gleichung fiir das
Feld ¢; in Anwesenheit eines Eichfeldes W ,.

Fiir das Eichfeld W;, erhalten wir die Bewegungsgleichung

) L, oL
oW, " 0(9, W)
1 oW 1 IW
_ | va . Lywvas OWas 1 af T YVaB
g €eindr €0 - D7 P 5 W oW, *3 O {W 8(%“@)}

= g 6ik€¢k (qu))l - g €tmn (Wma gﬁy 6’m + Wnﬁ gay 5zm) Wgaﬁ
1 a
t 3 A (9d' 95 0ie — 9o 94" 6i0) W, 7
= g Eikfgbk (DV(I))g + g €ime WmaWélV + 3MW1-W s (2177)

wobei wir von der Antisymmetrie des Levi-Civita—Tensors und des Feldstérketensors Ge-
brauch gemacht haben. Stellen wir die Terme noch etwas um und benutzen die Vektor-
schreibweise, so erhalten wir letztendlich

O, WH + gW, x W = g(D"®) x &, (2.178)
bzw. mit der Definition (2.159) der kovarianten Ableitung
D,W" = g3 (2.179)

wobel wir die Stromdichte
3 =(D'®)x P (2.180)

eingefiithrt haben. Gleichung (2.179) bezeichnet man gemeinhin als Yang—Mills—Glei-
chung. Sie ist das Analogon zur inhomogenen Maxwell-Gleichung in der Elektrodynamik.
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2 Klassische Feldtheorie

Wir machen einige Bemerkungen:

(i)

(i)

(iii)

52

Das nicht-Abelsche Eichfeld triagt, im Gegensatz zum elektromagnetischen Feld,
selbst eine Ladung. Dies siecht man daran, dass es als seine eigene Quelle wirken
kann. Ohne Materiefelder, ® = 0, lautet Gl. (2.178) nédmlich

9 WH = —gW, x WH . (2.181)

Der zweite Term aus der kovarianten Ableitung {ibernimmt dabei die Funktion der
Ladungsstromdichte als Quelle des Eichfeldes.

Die Stromdichte (2.180) entspricht nicht der erhaltenen Stromdichte. Letztere
bestimmen wir wie folgt. Wir bringen den zweiten Term auf der linken Seite von GI.
(2.178) auf die rechte Seite und bilden von beiden Seiten die 4-Divergenz. Aufgrund
der Antisymmetrie des Feldstéirketensors erhalten wir

0=0,0,W" =¢g0,[(D"®) x ® — W, x W] . (2.182)
Die erhaltene Stromdichte ist also
J' ' =D"®)xP®-W, xW"=7JF —-W, x W, (2.183)

Sie enthélt einen Beitrag von den Ladungen des Materiefeldes sowie, im Einklang
mit Bemerkung (i) einen Beitrag von den Ladungen des Eichfeldes.

Die Stromdichte (2.180) transformiert wie ein Vektor unter SO(3)-Transformatio-
nen,

I I =T —-0AxI. (2.184)

Dies muss so sein, da sich auch die linke Seite der Yang-Mills—Gleichung (2.179) wie
ein Vektor transformiert. Man kann sich aber auch mittels einer expliziten Rech-
nung, die wir als Ubungsaufgabe iiberlassen, davon iiberzeugen. Wir bemerken noch,
dass sich die erhaltene Stromdichte (2.183) nicht wie ein Vektor transformiert. Der
Grund liegt am Auftreten des Eichfeldes W ,, welches sich bekanntlich nicht wie ein
Vektor transformiert, vgl. Gl. (2.161).

Um 1960, vor der Entdeckung der Quantenchromodynamik als der Theorie der star-
ken Wechselwirkung, dachte man, dass man die Wechselwirkung von Pionen und p-
Mesonen mit Hilfe einer Lagrange—Dichte vom Typ (2.175) beschreiben kénnte. Da-
bei fungieren die (pseudo-)skalaren Pionen als Materiefelder. Als Isospin-Triplett,
vgl. Abb. 1.3, besitzen sie drei interne Freiheitsgrade, 7%, 7° und 7~, kénnen also
durch einen Vektor (2.152) représentiert werden, wobei

1 :
Wi:%(ﬁblzﬁ%) , T =3
p—Mesonen tragen Spin 1, sind also Lorentz—Vektoren. Zudem bilden sie ebenfalls ein
Isospin—Triplett, sie entsprechen also dem Eichfeld W, aus der obigen Betrachtung
einer SO(3)-Eichtheorie,

1 .
= 7 (Wi FiWay) , ph = Wy .
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Heute wissen wir, dass dieses Bild nicht zutreffend ist. Zum einen sind die p-Mesonen
massiv, und nicht masselos, wie es fiir ein Eichfeld sein muss. Zum anderen ist Isospin
eine globale und keine lokale Symmetrie der starken Wechselwirkung.

Wir wollen nun die Betrachtung von lokal symmetrischen Theorien auf andere Eichgrup-
pen als SO(3) verallgemeinern. Dazu miissen wir zunéchst die vorangegangene Diskussion
auf endliche SO(3)-Transformationen verallgemeinern. Eine solche endliche Transforma-
tion des Vektors ® lautet

® — =09, (2.185)

wobei O ein Element der Gruppe SO(3) in der passenden Darstellung (d.h. einer
Darstellung, die auf ® wirkt) ist. Die Gruppe SO(3) ist eine Lie-Gruppe, d.h. ihre
Elemente lassen sich in der Form

O =™ (2.186)

darstellen, vgl. Abschnitt 2.2.3 der Vorlesung “Quantenmechanik II”. Hierbei ist A =
(A1, Ay, A3)T der Drehvektor. Seine Komponenten A; bilden die Parameter der Gruppe
SO(3). J = (Jy, Jo, J3)T ist der Vektor der Generatoren J; der Gruppe SO(3).

In Gl (2.185) wirkt O auf einen Vektor im drei-dimensionalen Raum der internen
Freiheitsgrade, es muss also eine Darstellung von O als (3 x 3)-Drehmatrix gewéhlt
werden. Entsprechend ist auch die (3 x 3)-Matrixdarstellung fiir die Generatoren J; zu
wéhlen. Diese lautet (vgl. Gl. (2.65) der Vorlesung “Quantenmechanik I1”)

0 0 O 0 0 ¢ 0 — 0
Ji=100 — , Jy = 0 00 , Js3=1 171 0 O , (2.187)
0 72 0 - 0 0 0 0 0
oder in Komponentenschreibweise

Eine infinitesimale SO(3)-Transformation (2.185), A — JA, |0A| < 1, lautet dann
& — P =®+i5A-TJP+O(0A?), (2.189)
bzw. in Komponenten
¢; — B =~ ¢j+ioN; (Ji)jk dr
= O + €k ON; O = &5 — €5 ON; O (2.190)
bzw. in Vektorschreibweise
® — PP AXD. (2.191)

Dies ist konsistent mit Gl. (2.155).

Die Verallgemeinerung auf andere Gruppen ist nun nicht weiter schwierig. Betrachten
wir z.B. die Gruppe SU(N), ebenfalls eine Lie-Gruppe, deren Elemente U folglich die
Darstellung

U = ¢loele (2.192)
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besitzen. Hier sind o, die Parameter, o, € R, a=1,...,N? — 1, und 7T, die Generatoren
der SU(N). Der Index liuft dabei von a = 1,..., N? — 1. Wir wenden eine SU(N)-
Transformation auf einen N-komponentigen (und, da es sich bei SU(N) um eine unitére
Gruppe handelt, i.a. komplexwertigen) Vektor an,

@ — =US. (2.193)

Fiir einen solchen Vektor miissen die Elemente U der SU(N) in der Darstellung als (/N x
N)-Matrizen gewihlt werden.
Beispiele:

(i) N = 2: Die Generatoren der SU(2) sind die halben Pauli-Matrizen,

1
T,= 502, a=123, (2.194)

mit den o, aus Gl. (1.32).

(ii) N = 3: Die Generatoren der SU(3) sind die halben Gell-Mann—-Matrizen,
1
To=3A, a=1....8, (2.195)
mit
010 0 — 0 1 0 0
M=[100]., =i 00|, x=[0-10],
000 0 0 0 0 0 0
0 01 00 —1 000
M=lo0oo00], x=[o00 0], x=l001],
100 i 0 0 010
00 O 1 0 0
M= 00 —i |, )\8:\/% 01 0 (2.196)
0 i O 00 —2
Eigenschaften der Generatoren der SU(N): Die Generatoren
(i) sind spurfrei, Tr7, =0,
(ii) sind hermitesch, 7T =T,,
(ili) sind orthogonal,
1
Tl"(TaTb) = 5 5ab s (2197)
(iv) erfiillen die Vertauschungsrelationen
[Tm Tb] = ifabcTc ) (2198)

wobei fu. die antisymmetrischen Strukturkonstanten der Gruppe SU(N) sind
(Beispiel: fiir SU(2), fabe = €ane)s
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2.7 Das Yang—Mills—Feld und Quantenchromodynamik

(v) erfiillen die Anti-Vertauschungsrelationen

1
{Tow Tb} = N 6ab + dabcTc s (2199)

wobei dg. die symmetrischen Strukturkonstanten der Gruppe SU(N) sind
(Beispiel: fiir SU(2), dgp. = 0),

(vi) erfiillen die Jacobi—Identitét
To, T), T.) + [[To, Te), Tu) + [[Te, Tu), Tb) = O . (2.200)

Daraus folgt mit Hilfe der Vertauschungsrelationen (2.198) eine #hnliche Identitét
fiir die antisymmetrischen Strukturkonstanten,

fabnfncd + fbcnfnad + fcanfnbd =0. (2201)

Als néchstes miissen wir eine kovariante Ableitung konstruieren. Im SO(3)-Fall hatten
wir (s. Gl (2.160))

Digy = 6 O+ g€iji Wiy = 6 O — i g (=i €5i1,) W
= ik 8u —1g (Jj)ik Wju = Ok au —igJ- Wu ) (2-202>

wobei wir die Definition (2.188) der Generatoren der SO(3) benutzt haben. Es liegt daher
nahe, die kovariante Ableitung im SU(NV)-Fall folgendermafen zu definieren:

Dik,u = ika,u - Zg (Ta)ikAZ ) (2203)

wobei Af das SU(N )-Eichfeld ist. Es bietet sich an, ein sog. matrix-wertiges Eichfeld
einzufiihren,

(A = (To)a Ay (2.204)
womit sich die kovariante Ableitung (2.203) in kompakter Form schreiben 148t,
Dy=0,—1igA,. (2.205)

Wie iiblich erfiillt die kovariante Ableitung die Bedingung, dass sie sich wie ein Vektor
unter SU (N )-Transformationen transformiert, also

D® — D®=UD,®. 2.206
I o H

Diese Bedingung erlaubt es uns, das Transformationsgesetz fiir das Eichfeld A, unter
SU(N)-Transformationen abzuleiten,

(0, —igA)® = (0, —igA)UP = U(9,—igA,)®
— U@+ (0,0)® —igAU® = Ud®—igUA,®
= AU® = UA,;I)—é(auU)cI), (2.207)
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bzw., weil dies fiir jeden beliebigen Vektor ® gelten muss,
AU =U A, - gaﬂU ,
oder, nach Multiplikation von rechts mit U !,
A, =UA, U — é (0,0 U . (2.208)

Fiir unitire Matrizen gilt U~' = U' und wegen U UT = U U~! = 1l auch
0=0,(UU" = 0,0)U" +U3,U". (2.209)

Eingesetzt in Gl. (2.208) erhalten wir alternativ zu dieser Gleichung die Relation
?
A, =UA U + ; Uout. (2.210)

Wir iiberpriifen noch, ob dieses Transformationsgesetz, angewendet auf infinitesimale
SO(3)-Transformationen, auf den vormals erhaltenen Ausdruck (2.161) fithrt. Fiir SO(3)—
Transformationen eines matrix-wertigen Eichfeldes J - W, lautet Gl. (2.208)

JW, — J.W,=0J-W,0" - ; (9,0)07" . (2.211)

Fiir infinitesimale SO(3)-Transformationen kénnen wir setzen
O=eM o 14i0A-J, Ot=e ™I 1 —i6A-T.
Eingesetzt in Gl. (2.211) ergibt dies
J-W, — J-W, ~ (I1+iéA-3)T-W,(Il—-i0A-J)
L (0,5A) - T (1—i5A - )
= J~gWM+z'((5A-J)(J-WM)—i(J-Wu)((SA-J)
+ é J - (0u6A) + O(6A?) . (2.212)
Es bietet sich nun an, die Skalarprodukte der Vektoren im zweiten und dritten Term als

Summe iiber das Produkt ihrer Komponenten schreiben. Dann konnen wir diese Terme
mit Hilfe der Vertauschungsrelation

fir die Generatoren der SO(3) folgendermafien umschreiben,

(OA-J)(T-W,) =T -W,)(OA-T) = oMW, (Jid; — J;Ji) = 0N W5, [ s, T

56



2.7 Das Yang—Mills—Feld und Quantenchromodynamik

Eingesetzt in Gl. (2.212) erhalten wir
1
JW, — J-W, ~ J-(WM+§8H§A—5A><W“) , (2.215)

was genau Gl. (2.161) entspricht.

Schlussendlich miissen wir noch den Feldstirketensor fiir den SU(N)-Fall bestimmen.
Im SO(3)-Fall hatten wir Gl. (2.173) bzw., in Komponentenschreibweise, Gl. (2.174).
Der Levi-Civita—Tensor in dieser Gleichung ist aber gerade identisch mit den Struk-
turkonstanten der Gruppe SO(3). Es ist also naheliegend, fiir die Komponenten des
Feldstirketensors im SU(N)-Fall folgenden Ausdruck anzunehmen,

Gh = OMAL — 0" AL + g fare AL AL . (2.216)
Wir kénnen auch einen matrix-wertigen Feldstéarketensor definieren,

G =T, G = OM(T, AY) — 0" (Ty A") — i g (i fupe Tp) Al A
= A — VA" —ig [Ty, T Al A
= QAT — A —ig[AM A (2.217)

In Ubungsaufgabe H8.1(i) wird gezeigt, dass eine alternative Form des matrix-wertigen
Feldstérketensors lautet ‘
7
g
also bis auf einen Vorfaktor ist der matrix-wertige Feldstéarketensor der Kommutator zwei-
er kovarianter Ableitungen (2.205).

In Ubungsaufgabe H8.1(ii) wird gezeigt, dass sich der matrix-wertige Feldstéirketensor
wie eine (N x N)-Matrix unter SU (N )-Transformationen transformiert,

Guw =—[D,, D, , (2.218)

Gw — G,=UG,U". (2.219)

Die Yang—Mills-Lagrange—Dichte fiir das SU(NN)-Eichfeld A# kann in einer Form
geschrieben werden, in der die Invarianz unter SU (N )-Transformationen sofort offensicht-
lich ist,

1
Lyn = —3 Tr (G, G") . (2.220)
In der Tat lautet die transformierte Yang—Mills—Lagrange—Dichte mit Gl. (2.219)
1 1
Ly — Eg(M = -3 Tr (g//wg/w/) — -3 Ty (U G Uty g UT)
1

wobei wir die zyklische Vertauschbarkeit eines Produktes von Matrizen unter der Spur
benutzt haben. Mit Hilfe der Definition (2.217) des matrix-wertigen Feldstérketensors und
mit Hilfe der Orthogonalitétsrelation (2.197) 148t sich die Yang—Mills—Lagrange—Dichte
(2.220) auch in der folgenden Form schreiben,

1 1 1
Lywi = =5 T (T Gy Ty Gf) = =5 Gl G TH(T, ) = = G I . (2222)
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Dies ist eine Form, deren Giiltigkeit wir beispielsweise aufgrund von Gl. (2.167) im SO(3)-
Fall auch erwartet hétten.

Die Quantenchromodynamik (QCD) ist die Theorie der starken Wechselwirkung.
Sie beschreibt die Wechselwirkung von Materiefeldern mit Spin 1/2, den Quarks, mit
Eichfeldern mit Spin 1, den Gluonen. Das Quark-Feld trigt drei interne Farb-Frei-
heitsgrade,

1/]7"
Y=\ v, |, (2.223)
Ve

wobei r, g und b wie schon erwéhnt fiir “rot”, “griin” und “blau” stehen. Jede Komponente
; des Quark-Feldes ist ein 4-komponentiger Dirac—Spinor, d.h. das Quark-Feld ist ein
12-komponentiger Spinor im Produktraum aus Dirac— und Farb-Raum. Auflerdem gibt
es sechs verschiedene Quark-Flavors, f = u,d, s, c,b,t, s. Kap. 1. QCD ist flavor-blind,
d.h. die starke Wechselwirkung behandelt alle Quark-Flavors in derselben Art und Weise.

Das Quark-Feld (2.223) transformiert sich wie ein Vektor unter SU(3).~Transforma-
tionen im Farbraum, d.h.

v — Y =U4. (2.224)
Entsprechend gilt fiir das Dirac-adjungierte Quark-Feld

v — Y =9U". (2.225)

(Die Dirac-Matrix 7o vertauscht mit der SU(3).~Matrix U, da sie in verschiedenen Raumen
wirken.) Die kovariante Ableitung von v transformiert sich ebenfalls wie ein Vektor,

Dy — D' =UDub. (2.226)

Die Lagrange—Dichte hat eine lokale SU(3).—Symmetrie, d.h. sie ist SU(3).—eichinva-
riant,

Locp = Y by (i) —my) 1y — %Tr (GwG™) . (2.227)
f

Dass QCD flavor-blind ist, sicht man daran, dass der Beitrag aller Quark-Flavors zu Lqcp
(mit Ausnahme des Massenterms my) derselbe ist. Mit anderen Worten, die kovariante
Ableitung, in der die Wechselwirkung der Quarks mit den Gluonen steckt, mischt die
verschiedenen Quark-Flavors nicht miteinander. Dies ist der Unterschied zum Standard-
modell der elektroschwachen Wechselwirkung, die verschiedene Quark-Flavors ineinander
umwandeln kann. Zum Abschluss dieses Kapitels sei noch erwiahnt, dass die Bewegungs-
gleichungen der QCD in Ubungsaufgabe H8.2 abgeleitet werden.
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3 Kanonische Quantisierung

3.1 Das neutrale skalare Feld

In einer relativistischen Theorie hat es wenig Sinn, Ein-Teilchen-Systeme zu betrachten.
Man kann némlich bei ausreichender Energie stets Teilchen-Antiteilchen-Paare aus
dem Vakuum erzeugen. Erinnern wir uns kurz an den Mechanismus im Bild der Lésungen
der freien Dirac-Gleichung, vgl. Abschnitt 1.2.8 der Vorlesung “Quantenmechanik I1”. Die
Idee ist, dass bereits im Vakuum die negativen Energiezustdnde komplett mit Fermionen
besetzt sind, die sog. Dirac—See. Das Pauli-Prinzip verhindert nun, dass ein Teilchen
positiver Energie unter Abstrahlung von Energie immer tiefer liegende Energiezusténde
negativer Energie besetzt. Bei der Teilchen—Antiteilchen—Paarerzeugung aus dem Vakuum
wird ein Teilchen aus einem Zustand negativer Energie in einen Zustand positiver Energie
gehoben. Zuriick bleibt ein “Loch” in der Dirac—See. Das Loch, d.h. das Fehlen eines
Teilchens, wird als Antiteilchen interpretiert, vgl. Abb. 3.1.

Die unendlich vielen Teilchen in der besetzten Dirac-See bedingen, dass die relati-
vistische Beschreibung von Fermionen nie eine Ein-Teilchen-Theorie, sondern immer
eine Vielteilchen-Theorie ist. Wie man Vielteilchen-Systeme quantenmechanisch be-
schreibt, ist aber wohlbekannt: man fiihrt Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren
ein, die Teilchen in einem gegebenen Quantenzustand erzeugen oder vernichten, s. Ab-
schnitt 3.1.5 der Vorlesung “Statistische Mechanik”. Mathematisch nennt man dies die
kanonische oder “zweite” Quantisierung eines quantenmechanischen Systems (im
Gegensatz zur “ersten” (Quantisierung — der quantenmechanischen Beschreibung eines
Ein-Teilchen-Systems mit Hilfe einer Wellengleichung, z.B. der Schrodinger—Gleichung).

Aber wie quantisiert man kanonisch in einer Feldtheorie? Betrachten wir zunéchst ein
neutrales (d.h. reelles) skalares Feld ¢(X). Dieses hat eine Fourier—Darstellung der Form

diK - ,
o) = [ Gy ilm)e (31)
Hierbei ist d*K = dko d3k und K - X = kot — k - . Wir fordern, dass ¢(X) eine Losung
der freien Klein-Gordon—Gleichung (2.33) ist,

d*K
O Ho(X)= | —
( —|—m)gz5( ) /(2ﬂ)4
Weil die ebenen Wellen e~*%¥ ein vollstindiges System linear unabhingiger Funktionen
bilden, kann die linke Seite nur verschwinden, wenn entweder alle Fourier-Amplituden
¢(K) verschwinden (was aber der trivialen Losung ¢(X) = 0 entspréche), oder wenn

O(K) (—K2+m?)e KX =0 (3.2)

K2=k2—k*=m® < K=E=k*+m® < k =+E,=+\Vk2+m?. (3.3)
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E E E E
m . To—— . T —

(a) (b) (c) (d)

Abbildung 3.1: (a) Energiespektrum der Dirac-Gleichung. (b) Teilchen im Zustand Ey =
m. (c¢) Dirac-See. (d) Paarerzeugung im Vakuum: ein Teilchen aus den be-
setzten negativen Energiezustinden wird in einen Zustand positiver Ener-
gie gehoben, zuriick bleibt ein “Loch”.

Dies bedeutet, dass die Energie ky gerade die relativistische Energie-Impuls-Bezie-
hung fiir ein freies Teilchen (bzw., fiir die Losung mit dem negativen Vorzeichen, fiir ein
freies Antiteilchen) erfiillen muss. Die Bedingung (3.3) bezeichnet man, in Anlehnung
an die analoge Betrachtung im Fall der homogenen Wellengleichung in der Elektrodynamik
(vgl. Abschnitt 4.1.4 der Vorlesung “Elektrodynamik”), auch als Dispersionsrelation.

Man kann die Dispersionsrelation (3.3) nun in die Fourier—Entwicklung (3.1) inkorpo-
rieren, indem man die Fourier—Amplituden in folgender Form schreibt,

o(K) = ay(k) Q_Ek d(ko — Ex) +a_ (k) — 5(k0 + Ey) . (3.4)
Die —Funktionen in der Energie kg setzen den Wert fiir ky entweder auf + Fj, (fiir Losungen
positiver Energie, d.h. Teilchen) oder auf —FEj (fiir Losungen negativer Energie, d.h.
Antiteilchen). Man sagt auch, die Energie ko wird “auf die Massenschale” (von Teilchen
bzw. Antiteilchen) gesetzt.

Setzen wir den Ansatz (3.4) in die Fourier—Entwicklung (3.1) ein, so erhalten wir die
allgemeine Losung der freien Klein—Gordon—Gleichung,

43k , .
606 = [ g [as B e 0 () 5] (35

wobei wir das ko—Integral in Gl. (3.1) mit Hilfe der é-Funktionen ausgefithrt haben. Im
zweiten Term fithren wir noch eine Variablensubstitution durch, & — —k, und schreiben
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3.1 Das neutrale skalare Feld

im folgenden abkiirzenderweise K - X = Eyt — k-7, d.h. im folgenden ist (KH*) = (Ey, /;)T,

S(X) = / m [ e KX g (=) ei“] . (3.6)

Weil das neutrale skalare Feld reell ist, ¢(X) = ¢*(X), muss gelten
(B =a (-F), a'(—F) = a,(B), (3.7

d.h. a+(E) und a_(E) sind keine unabhingigen komplexwertigen Funktionen von k. Es
geniigt, z.B. a; (k) zu benutzen. Wir unterdriicken der Einfachheit halber den Index “+”
und schreiben ~
d3k S -
X) = [ e [alB) e X a0 (B X 3.8
o) = [ Gam [ e w0 (39
Die Quantisierung des klassischen Feldes ¢(X) erfolgt nun, indem man die Fourier—
Amplituden a(k) und a*(k) operator-wertig macht,

a(k) — ak), a'(k) — al(k). (3.9)

Wie wir sehen werden, ist &(E) der Vernichtungsoperator fiir ein Teilchen mit Impuls
k, und aT(/%’) der entsprechende Erzeugungsoperator. Mit der Ersetzung der Fourier—
Amplituden durch Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren wird auch ¢(X) operator-
wertig, .

3(X) = / Lk [a(%) e~ KX 4 at(k) eiK'X] . (3.10)

(2m)3 2F),

Man beachte, dass ¢(X) ein hermitescher Operator ist, ¢(X) = ¢f(X). Der Grund ist,
dass ¢(X) ein neutrales Feld beschreibt. Der Feldoperator (3.10) erfiillt wie das Feld
(3.8) ebenfalls die Klein—Gordon—Gleichung (2.33).

Die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren &T(E) bzw. d(E) transformieren sich wie
Lorentz—Skalare unter Lorentz Transformationen, wie auch das Feld ¢(X). Um dies zu
sehen, bemerken wir, dass die ebenen Wellen e**®% nur von einem Lorentz-Skalar, K - X,
abhéngen, sich also ebenfalls wie ein Lorentz—Skalar transformieren. Es bleibt dann nur
noch zu zeigen, dass sich das Integrationsmaf8, [ d3l;/ [(27)32E}], wie ein Lorentz—Skalar
transformiert. Dazu betrachten wir

d*K
27 & 2) O (ko) . 3.11
| Gage 2K =m0k (311)
Dies transformiert sich wie ein Lorentz—Skalar, denn unter Lorentz—Transformationen des

Impulses, K|, = K, A",

(i) bleibt d*K invariant,

oK'
d4K/:‘ |2 d4K:

Yo |det(A”)[d*K = d*K | (3.12)

da die Determinante von Lorentz—Transformationen =41 ist.
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3 Kanonische Quantisierung

(ii) bleibt das Argument der é—Funktion invariant, da es nur vom (lorentz-invarianten)
Skalarprodukt K’? = K? abhingt,

S(K'? —m?) = §(K?* —m?) . (3.13)
(iii) &ndert sich der Tréger der ©-Funktion nicht,
O(ko) = O(ko) , (3.14)
weil Lorentz—Transformationen das Vorzeichen der Energie nicht d&ndern.

Nun berechnen wir mit Hilfe der bekannten Relation
1
O(f(kg)) = ———— (kg — ko) , ko;) =0,
(f( 0)) ;|f/(k071>| ( 0 0,) f( 0,)

wobei in unserem Fall f(ko) = K? —m? = k3 — E}, also kot = £E;, und | f'(ko )| = 2F},
das lorentz-invariante Integral (3.11)

/ AR e 5K = m?) O(ky) = / VR 20 ko — B+ (ko + Bo)] O(ko)

(27)* (2m)* 2B
_ /%ﬁ /(;—]jr()Qﬂé(ko—Ek)@(kO)
_ / ((;7:;3 2LE;€ ' (3.15)

Die zweite 6—Funktion in der ersten Zeile tragt aufgrund der ©—Funktion nicht zum In-
tegral bei. Da die linke Seite von Gl. (3.15) lorentz-invariant ist, muss es auch die rechte
sein. Damit ist gezeigt, dass sich in Gl. (3.10) die Erzeugungs- und Vernichtungsoperato-
ren af(k) bzw. a(k) wie das Feld ¢(X) transformieren, also ebenso wie dieses Lorentz—
Skalare sind.

Zur Quantisierung einer Theorie geniigt es natiirlich nicht, irgendwelche Symbole mit
“Hiitchen” zu versehen. Wir miissen Vertauschungsrelationen fiir die Erzeugungs- und
Vernichtungsoperatoren aufstellen. Dazu erinnern wir uns zunéchst daran, wie dies in der
Ein-Teilchen-Mechanik vonstatten geht. In der klassischen Mechanik hat ein Teilchen eine
gewisse Position Z und besitzt einen gewissen Impuls p'= 0L/ dZ. In der Quantenmechanik
werden aus z; und p; Operatoren, z; und p;, die die Vertauschungsrelationen

[ii,fﬁj] = [ﬁl,ﬁ]] :O s [jfl,ﬁj] :Z(SU N Z,] =T,Y,z, (316)
erfiillen.

In einer feldtheoretischen Beschreibung tibernimmt das Feld ¢(X) die Rolle der Orts-
koordinate Z, und das kanonisch konjugierte Feld

oL

™) = S

(3.17)
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3.1 Das neutrale skalare Feld

Abbildung 3.2: Diskretisierung des raumlichen Volumens.

iibernimmt die Rolle des Impulses 7. Um Vertauschungsrelationen fiir ¢(X) und #(X)
aufzustellen, gehen wir zunéchst einen Schritt zuriick und diskretisieren das rdumliche
Volumen, s. Abb. 3.2.

In der Zelle r mit Volumen §V,. nimmt das Feld den Wert ¢,(t) zur Zeit ¢ an. Damit
sind wir effektiv von einer feldtheoretischen Beschreibung wieder zu einer quantenmecha-
nischen Beschreibung eines Vielteilchensystems mit den Freiheitsgraden (“Koordinaten”)
or(t), r =1,2,..., ibergegangen. Wir benétigen nun noch die zu diesen “Koordinaten”
korrespondierenden kanonisch konjugierten Impulse. Dann kénnen wir Vertauschungsre-
lationen fiir Koordinaten und Impulse fordern. Zum Schluss bilden wir den Kontinuums-
limes, indem wir das Zellenvolumen V, gegen null gehen lassen. Dies liefert dann die
gesuchten Vertauschungsrelationen fiir ¢(X) und #(X).

Die Lagrange-Funktion in der Zelle r ist

L, =6V, L, (3.18)

wobel .
L, = L(}, Op;t) (3.19)

die Lagrange—Dichte in der Zelle r ist. Der kanonisch konjugierte Impuls in der Zelle r
ist

L
i 5v. 5 _svim) . (3.20)

0or(t) " 06i(1)

wobei 7,(t) das kanonisch konjugierte Feld in der Zelle r zum Zeitpunkt ¢ ist. Wir machen
nun das Feld ¢,(t) und den kanonisch konjugierten Impuls p,(¢) zu Operatoren, indem
wir (die aus der Quantenmechanik bekannten) Vertauschungsrelationen fiir diese Grofien
postulieren,

pr(t)

(88, 8:8)] = [ (0,5 O] =0, |9 u(8)] = i (3.21)
Ersetzen wir p,(t) durch 7,.(t) = p.(t)/dV,., so folgt
6:(8),0(8)] = [ (0), (0] = 0, [Sr(0), (1)) =i §V . (3.22)
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3 Kanonische Quantisierung

Im Kontinuumslimes 0V, — 0 geht die rechte Seite der letzten Vertauschungsrelation
gegen unendlich, falls 7 = s, also wenn die Feldoperatoren ¢, () und #,(t) sich in derselben
Zelle, bzw. im Kontinuumslimes am selben Ort befinden. Falls nicht, ist der Kommutator
null. Dieser Sachverhalt wird im Kontinuumslimes natiirlich durch eine é—Funktion im
Ort ausgedriickt. Im Kontinuumslimes werden die Vertauschungsrelationen (3.22) daher
zu

~ ~

¢(t,f),¢(t,f’)] = [7(t,Z), 7(t, 2] =0, |0t ), 7t 7| =ié®@-2"). (3.23)

Man beachte, dass dies Gleichzeit-Vertauschungsrelationen sind, d.h. dass die Feld-
operatoren zur selben Zeit ¢ genommen werden. Dies scheint die relativistische Kova-
rianz der Theorie zunichst zu zerstoren. Wir werden diese Vertauschungsrelationen aber
lediglich nutzen, um entsprechende Vertauschungsrelationen fiir die Erzeugungs- und Ver-
nichtungsoperatoren @' (k) baw. a(k) abzuleiten.

Wir definieren zunéchst die Fourier-Moden

1 —iK-X
Je(X) = W e : (3.24)

Diese Funktionen bilden ein orthonormales Funktionensystem unter dem Skalarpro-
dukt

(A*,B) = / $BFA*(X)i 9o B(X) = / B7 {A*(X)i0,B(X) — [i0yA*(X)] B(X)} |
(3.25)
d.h.

o L
i die) = [ @£ B ) = 60E - ). (3.26)
Beweis:
ide) = [ @7 00D ~ 0] o)}
_ /d?’f 1 1 [ez’K-XE LK X 4 p eiK-XefiK’-X]
(27)® AE By g k
Ep + Eg ez’(EkEk/)t/dfifei(EE/).f

(277')3\/ 4EkEk/
Ly + By, {(Ex—Ep)t 3 o N
= ‘ MRk -k =6®(k -k, (3.27
s ¢ R @ R - R =60 ), (327
da fiir k = k' auch E, = E}, q.ed.
Ganz analog zeigt man

<fk7fk’>:<fl:7fl:’>zo> (328)
weil dann im Zahler in der letzten Zeile von Gl. (3.27) anstelle von Ejy + Ey eben Ey — Ej,
bzw. —Ey + Ej steht, was fiir k=Fk' gegen null geht.

Die Fourier-Entwicklung (3.10) lautet nun

(X a(R) + fi(x)al(R)] (3.29)

- A3k
AX) = / N
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3.1 Das neutrale skalare Feld

Wir berechnen nun

/d3 V(2m)32E) f{ (X zaocb X)

- [wayenmE, [ %[ i Bo fulX)a(F') + F7(X)i o F.(0a! (R

[ \/,]j: (i ) alk) + {f fiy (R = (k) (3.30)

wobei wir die Glgen. (3.26) und (3.28) benutzt haben. Ganz analog zeigt man

at(F) = [ 3%/ (20)32E, (X)i 9o fu(X) . (3.31)

Nun konnen wir, basierend auf den Gleichzeit-Vertauschungsrelationen (3.23), Vertau-
schungsrelationen fiir Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren ableiten. Es ist

(), (8)] = [ @z @n) BB [R(X)i G0 90X, 6X)i Go fu(X)] |
(3.32)
wobei wir die abkiirzende Schreibweise (X'#) = (t,Z")7 benutzt haben, d.h. die Zeit-
variable soll bei X# und X'* denselben Wert annehmen. Wir berechnen zuerst den
Kommutator in Gl. (3.32),

f(X)i 9o O(X), $(X')i Do fiu(X))] (3.33)
= J(X) [0 6(X), S(X)| i fir(X') = [0S (X)] [S(X), H(X")] i o (X')
— (0 [i008(X) , 800 S(X)| X) + [0 £ (X)) [ (), i S(XN)] fie(X)
Nun ist fiir das neutrale skalare Feld

= 00, (3.34)

wie man sich mit Hilfe der Lagrange—Dichte (2.32) leicht iiberzeugt. Also wird Gl. (3.33)
Zu

[fi(X)i Go 3X), 6(X)i o furlX)]
= — K00 [7(X), 3(X)] Do e (X)) + 06 (0] [ (), $(X)] 0 fur(X7)
LX) [R(X), 7)) S (X') = 802 (X)] [$(X) , #(X1)] fir(X')
(7 -

) —
= {fH(X)i00 fre (X) = [i00 5 (X)) i (X)} 6O (T — )
= fi(X)ido fu(X) 6O (&), (3.35)

(
)
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3 Kanonische Quantisierung

wobei wir die Gleichzeit-Vertauschungsrelationen (3.23) benutzt haben. Gleichung (3.32)
wird damit zu

a(®).at@] = / &7 (27)\/ABRB £(X)i 50 fu(X)
(2m)*AEEw (fi, fwr)

2B, (27)° 6@ (k — k') (3.36)

wobei wir Gl. (3.26) benutzt haben. Dies ist schon eine der gesuchten Vertauschungsrela-
tionen. Ganz dhnlich zeigt man

[a(/?),a(%')] - [a*(%),a*(%’)} ~0. (3.37)

Der Beweis stiitzt sich auf die Glgen. (3.28).

Nun definieren wir einen Operator N (k) durch die Relation
at(k)a(k) = 2E, (27)%6® (0) N (k) . (3.38)

Die 6—Funktion mit Argument null stort hier nicht weiter, sie ist lediglich eine Folge dessen,
dass wir in einem unendlich groflen rdumlichen Volumen arbeiten. In einem endlichen
Volumen V = L? sind die Impulse der ebenen Wellen diskretisiert, k; = (27/L)n;, n; €
Z,1i=ux,y,z, so dass das Fourier—Integral

/ Bzl FFE — 7 50 (3.39)
\%

ki’

Im Limes V' — oo werden die Impulse kontinuierlich und das Kronecker-Delta zur 6—

Funktion,
/ Bz e FFT = (27)353) (k — k) . (3.40)
Damit kénnen wir fiir k = &k’ die Relation
lim V = (27)36®)(0) (3.41)
V—o00

aufstellen. Der Term (27)36®)(0) auf der rechten Seite von Gl. (3.38) ist also eigentlich
als das (unendlich grofie) Volumen V' des Systems zu interpretieren.

-

Der Operator N (k) kommutiert mit N(k’). Unter Benutzung von

[l E)ak), o' (Fha(k)| = a(Ba(k)al(F)a(k) - af (F")a(k") ol (F)a(F)
— al(@al(F) a(®alk") + ' (Bjal () a(k)a(k")
= al(Ba(k) al (R)a(k) - al (F")a(k") ! (Ra(k)
— a'(k)a' (k) alk)a(k') +a' (k"a' (k) a(k")a(k)
0 [a(%),a*(%’)] a(k’) — at (k") [a(z‘é'),eﬁ E)] a(k)
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3.1 Das neutrale skalare Feld

wobei wir zum zweiten Gleichheitszeichen im letzten Term die Vertauschungsrelation
(3.37) und zum vierten die Vertauschungsrelation (3.36) angewendet haben, erhalten wir

N n o 1 N
NG, N0 = s [

Dies bedeutet, dass der Fock-Raum von einer Basis aus Produktzustéinden

In(ky) ,n(ks), ...) = @ In(k;)) (3.44)

ka(k), at(kNa(k")| =0 . (3.43)

aufgepannt wird. Hierbei sind die |n(k;)) Eigenzustéinde zum Operator N (k;) mit den
Eigenwerten n(k;),

In Gl (3.44) haben wir stillschweigend die Impulse als abzéhlbar unendliche Menge an-
genommen. In einem endlichen Volumen V ist das korrekt, vgl. Gl. (3.39), aber im Limes
V — oo ist das streng genommen nicht richtig, da die Impulse ein Kontinuum an Wer-
ten annehmen. In diesem Limes ist die Notation in Gl. (3.44) lediglich symbolisch zu
verstehen.

Wir berechnen nun

[N (k) 25, 27535 3(0) [

al(F)] =

1
2E,,(2m)363)(0) [ '

1

)

>
iy
—
Eylt
N~——
Q>
-
—
??‘l
v
/'\
Eyll
S~—
+
[\
=
~—~
[\
N
~—
w
Q')
/'\
\_/
_.._
—~
Eylt
~—
|
Q>
pafil
—
eyl
N—
Q>
-
—
eyl
N—
Q>
—
oyl
N~—

2E(2m)363)(0) [

— Al (3.46)
wobei wir zum dritten Gleichheitszeichen die Vertauschungsrelation (3.36) benutzt haben.
Analog

[N (k). &@)} - 2Ek(2ﬂ;36(3)(0) [&

il
—
oyl
N—
Q>
—
!
S~—
Q>
—
Eylt
S~—
| I

- (2753(5(3 1(0) [dT(/f)d(E)&(/;) - d(E)&T(E)d(E)]
- 2B, (2 753(5(3)( 0) [d(E)dT(E)EL(E) — 2, (27)36®(0) a(k) — d(l;)dT(l;)d(/;)]
= (k). (3.47)

Mit diesen Relationen bestimmen wir nun den Eigenwert des Operators N (E) im Zustand

af (k) [n(k)),

N(E)al(F) (k) = [a(R) N(R) +al ()] n(R))
= al(R) [NGR)+1] In(R)) = (k) [n(R) +1] In(R))
— [n® +1] it (R) [n(R)) (3.48)
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3 Kanonische Quantisierung

Dies bedeutet, dass a!(k) den Eigenwert n(k) des Zustands |n(k)) um eins erhdht. Ganz
analog

N(E)a(R) In(R)) = [a(R) N(E) - a(R)| In(i))
= (k) [N(E) —1] n(k)) = a(k) [n(l?)—l] [n(k))
- :n(E)—l a(k) [n(k)) . (3.49)

Dies bedeutet, dass a(k) den Eigenwert n(k) des Zustands |n(k)) um eins erniedrigt.
Die Glgen. (3.48) und (3.49) rechtfertigen die Bezeichnungen Erzeugungsoperator fiir
al(k), Vernichtungsoperator fiir a(k) und Teilchenzahloperator fiir N (k). Erzeugt
und vernichtet werden dabei Teilchen mit 3-Impuls /. Im Einklang mit Gl. (3.45) mift
der Teilchenzahloperator N (E) die Anzahl von Teilchen mit 3-Impuls k.

Wir berechnen nun den Hamilton—Operator. In Ubungsaufgabe H3.1 haben wir den
Energie-Impuls-Tensor ©# fiir das neutrale skalare Feld bestimmt. Gemafi Gl. (2.54)
brauchen wir die (00)-Komponente,

o = /deéOO(X) = %/dgf [(aoﬁf;)QvL (ﬁﬁf;)2+m2¢;2}
1 [ PEEE s
- /( )64EkEk’ /d v
« (RO e O
e X Gl (R) (—iR) X | - [a(R) iR e K 4l (B') (—ik") e
+ m? [&(k) —iK-X dT(E) eiK-X} [&(El)e—i[(’ —|—aT(k:) iK,‘X}}

[a)
m
/ 43k d3k’

L. ! 2\ A (INA (T 32 —i(K+K')-X
ISV {(—EkEk/ —k-k"+m*)a(k)a(k )/d Te

1
2

(BB + B ) a(B)al (B) [ @bpe o0

+ (ByEy + k- k' +m?) a (k)a(k") / 43 KK X

+ (=ExBEy — k- k' +m?) af (k)at(k )/d?’* UKAK): ] . (3.50)
Die Fourier—Integrale sind

/d3—» Ti(K+K')-X (27T)35(3)(E+ E/) eii(Ek+E,€/)t _ (2ﬂ)35(3)(];+ /;/) ot 2iExt ’

/d3—» +i(K-K')-X _ (271')35(3)(]; o E/) eii(Ek—Ek/)t _ (271')3(5(3)(]2 i El) ' (351>

Der Vorfaktor in der ersten und vierten Zeile von Gl. (3.50) verschwindet jedoch, wenn
wir die durch die 6—Funktion erzwungene Bedingung & = —k’ benutzen,

— BBy — kK +m? "= R4k m?=0. (3.52)
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3.1 Das neutrale skalare Feld

In der zweiten und dritten Zeile dagegen erhalten wir mit Hilfe der entsprechenden 6—
Funktion

EvEy +k-k +m? =5 B2 k24 m?2=2E2. (3.53)
Damit wird Gl. (3.50) zu

o - %/%wﬁ [a(%)aT(EH&T(E)d(E)]

- / (g;)“g% [QdT(E)d(E)+2Ek (2w)35(3’<0)]

- / %i [4Ek (27)353)(0) N(K) + 2, (27r)35<3>(0)}

— (271')35(3)(0)/ (;17:;3 E; |:]\A/'(];:) +1:| , (354>

2

wobei wir von der ersten zur zweiten Zeile die Vertauschungsrelation (3.36) und von
der zweiten zur dritten Zeile die Definition (3.38) des Teilchenzahloperators angewendet
haben. Gleichung (3.54) hat eine physikalisch anschauliche Interpretation: Der Teilchen-
zahloperator N (/;) zihlt die Teilchen in Zustéinden mit Impuls k. Dann wird iiber alle
Impulsmoden mit dem Gewicht Ej integriert. Der Vorfaktor stellt, wie schon erwéhnt,
das (hier unendlich grofie) Volumen des Systems dar und wird lediglich aus Dimensi-
onsgriinden gebraucht, bzw. um aus dem Hamilton-Operator eine extensive Groéfle zu
machen. Aber was stellt der Term 1/2 in der eckigen Klammer dar? Dies ist die vom
harmonischen Oszillator wohlbekannte Nullpunktsenergie. Wir werden darauf weiter
unten im Detail zu sprechen kommen.

Ganz analog zum Hamilton—-Operator kénnen wir auch den Impuls—Operator bestim-
men. Mit Ubungsaufgabe H3.1 erhalten wir

A .

pio— / BFEY(X) = — / d*7 (900)0;0

—(2r)%0D(0) / (‘21;’;3 ki {N(EHH = (27)%6)(0) / ((;:;3 K N(F) . (3.55)

Der Beweis ist Gegenstand von Ubungsaufgabe H9.1. Der Faktor 1 /2 in der eckigen Klam-
mer (der wieder von den Nullpunktsschwingungen herriihrt) kann diesmal einfach wegge-
lassen werden, weil das Integral {iber die i—te Impulskomponente aus Symmetriegriinden
(der Integrand ist eine ungerade Funktion von k') verschwindet.

Wir verschaffen uns nun Klarheit iiber das Eigenwertspektrum des Teilchenzahl-
operators N (E) Offenbar wére die Bezeichnung “Teilchenzahloperator” ungerechtfertigt,
wenn N (k) negative Eigenwerte hitte. Es ist also sicher zu stellen, dass n(k) > 0 V k. Dazu
betrachten wir den Hilbert-Raum-Zustand a(k) |n(k)). Die Norm dieses Zustands ist

(n(k)la () a(R)n(k)) = (2m)°6@)(0) 2B, (n(R)|N (k)[n (k)
k)|n(k

-

= n(k) (2m)°5(0) 2B, (n(k)|n(E)) , (3.56)
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3 Kanonische Quantisierung

wobei wir die Glgen. (3.38) und (3.45) benutzt haben. Weil der Zustand |n(k)) eine
positive Norm hat, (n(k)|n(k)) > 0, ist das Vorzeichen der Norm des Zustands a(k) [n(k))
also identisch mit dem Vorzeichen von n(k).

Als Hilbert—Raum-Zustand sollte der Zustand a(k) [n(k)) ebenfalls eine positive Norm
haben. Dies bedeutet wiederum, dass der Eigenwert n(E) nicht negativ sein sollte. Aber
der Vernichtungsoperator a(k), wirkend auf den Zustand |n(k)), reduziert den Eigenwert
dieses Zustands um eins. Um also zu verhindern, dass durch sukgessives Anwenden des

Vernichtungsoperators irgendwann ein Zustand mit negativem n(k) generiert wird, muss
es also einen Zustand |0) geben, fiir den gilt

a(k)[0) =0 . (3.57)

Der Zustand |0) ist der sog. Vakuumzustand. Da das Ergebnis der Operation (3.57)
bereits null ergibt, kann weiteres Anwenden von Vernichtungsoperatoren keine neuen
Hilbert-Raum-Zusténde erzeugen. Die Teilchenzahl des Vakuums kann nicht weiter re-
duziert werden, da es bereits keinerlei Teilchen enthélt,

1

(27)38(3)(0) 2}, al (k)a(k) 0) = 0. (3.58)

N(k)|0) =

-

d.h. der Vakuumzustand hat den Eigenwert n(k) = 0.

Wir kénnen nun die Uberlegungen zur Norm des Zustands a(k) |n(k)) abschlieBen. Falls
n(k) > 0, so ist auch die Norm dieses Zustands positiv, (n(k)|a' (k) a(k)|n(k)) > 0. Falls
aber n(k) = 0, so muss es sich bei |n(k)) um den Vakuumzustand gehandelt haben,
|n(E)> = |0). Aber dann ist d(/;) |n(E)> = d(/g) |0) = 0 kein Zustand des Hilbert-Raums.
Also sind lediglich Zusténde a(k) [n(k)) fiir positive n(k) > 0 wohldefinierte Hilbert—
Raum-Zusténde und diese haben eben positive Norm.

Man beachte, dass dies auch das Vakuum einschlieit. Sei némlich |1;) ein Zustand, wo
sich genau ein Teilchen mit Impuls k im System befindet. Fiir diesen Zustand ist dann
n(k) =1 und, da der Vernichtungsoperator den Eigenwert um eins reduziert, a(k) |1 0~
|0). Nach den vorangegangenen Uberlegungen zur Norm des Zustands a(k) [n(k)) hat der
Vakuumzustand dann ebenfalls positive Norm, (0|0) > 0.

Man kann den Zustand |1;) aus dem Vakuumzustand durch Anwenden eines entspre-
chenden Erzeugungsoperators generieren,

af (k) [0y = 1) . (3.59)

Offenbar gilt o
N(k) 1z =1[15) - (3.60)

Wenn man diese Uberlegung durch wiederholtes Anwenden von dT(E) weiter verfolgt, so
kommt man zu dem Schluss, dass n(k) nichtnegativ ganzzahlig ist, n(k) € No. Damit
ist das Eigenwertspektrum des Teilchenzahloperators eindeutig festgelegt.

Wir betrachten nun das Eigenwertspektrum des Hamilton—Operators. Dieses ist
gemiB Gl. (3.54) und nach den vorangegangenen Uberlegungen zum Eigenwertspektrum
des Teilchenzahloperators positiv definit,

(Hy= (Y| H[¢) >0V [), (3.61)
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3.1 Das neutrale skalare Feld

A =

denn (N(k)) > 0, und alle anderen Terme und Faktoren in Gl. (3.54) sind positiv definit.
Wir kénnen Gl. (3.54) aber sogar eine physikalische Interpretation geben. Offenbar
ist
b NN
HOSC(/{?) = Ek |:N(l€> + §:| (362)
der Hamilton-Operator fiir einen einzelnen harmonischen Oszillator mit der Ei-
genfrequenz Ej. Damit ist ein (nichtwechselwirkendes) quantenfeldtheoretisches Sys-
tem (neutraler skalarer Teilchen) nichts anderes als ein Ensemble von unendlich vie-
len harmonischen Oszillatoren mit den Eigenfrequenzen Ej. Der Hamilton—Operator
(3.54) dieses Systems ist einfach die Summe (bzw. im Kontinuumslimes das Integral) iiber
die Hamilton-Operatoren (3.62) dieser Oszillatoren,
&k
— Hose(F) . 3.63
s Lol ) (363)

Die Nullpunktsenergie des gesamten Systems ist der Erwartungswert von H im Vaku-
umzustand, der sog. Vakuumerwartungswert des Hamilton—Operators,

H = (27)%3®(0) /

A3k
(2m)3
Bk 1
_ 35(3) L
20%(0) [ 5 B 00)
&k B

= (27)*0®¥(0) / P 2 (3.64)

Hy= (0[]0) = (20)%®(0) / B (0] N () + 5 [0)

wobei wir angenommen haben, dass der Vakuumzustand auf eins normiert ist, (0|0) = 1.
Das Integral in Gl. (3.64) ist ganz offensichtlich divergent, der Vakuumerwartungswert
der Energie ist also unendlich. Dies stellt aber kein echtes Problem dar, da wir alle
Energien relativ zur Vakuumenergie messen kénnen. Wir definieren den renormierten
Hamilton—Operator

. . . . 43k
Hyen=H —Hy=H — <O|H’O> = (27T)35(3)(0)/ (2 )3
T

E, N(E) . (3.65)

Dies ist das erste und einfachste Beispiel fiir die Beseitigung von Unendlichkeiten durch
Renormierung einer physikalischen Grofile. Wir werden sehen, dass solche Unendlichkei-
ten in der Quantenfeldtheorie immer wieder auftreten.

Der Vakuumerwartungswert von ﬁren ist offenbar null,

(0| Hyen|0) = (0| H|0) — (0|Ho|0) = Hy — Hy =0, (3.66)

also ist das Spektrum von H,, lediglich positiv semi-definit, (ﬁren> > 0.
Wenn wir die Herleitung des Hamilton-Operators in Gl. (3.54) im Detail untersuchen,
erkennen wir, dass Nullpunktsenergie (der Term 1/2) daher riihrt, dass wir die Vertau-

schungsrelation oL o
a(R)al (F) = al (K)a(k) + 2B (27)%6®)(0)
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3 Kanonische Quantisierung

benutzt haben, um die Reihenfolge von Vernichtungs- und Erzeugungsoperator zu ver-
tauschen. Der Vertauschungsrest, der zur Nullpunktsenergie fithrt, wiirde nicht auftreten,
wenn wir die Reihenfolge dieser Operatoren d&ndern diirften, ohne dass ein Vertauschungs-
rest auftritt. Dies kann man formal durch die sog. Normalordnung von Operatoren
erreichen. Im sog. normalgeordneten Produkt von Operatoren (symbolisiert durch
Doppelpunkte, die die normal zu ordnenden Operatoren einschlieBen) werden alle Ver-
nichtungsoperatoren rechts von den Erzeugungsoperatoren angeordnet, also z.B.

ca(k)at(k) = al(k)ak) . (3.67)

Die Reihenfolge der Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren untereinander spielt kei-
ne Rolle, da diese jeweils unter sich vertauschen. Der normalgeordnete Hamilton—
Operator ist (vgl. Herleitung in Gl. (3.54))

Ao / Ak L a®at ) +al Hack)] = / EE L B

(2m)3 4 (2m)3 4
_ [ PR D125E) (0) N(E) = (27125 koo
[ G 4B 22 800) (B = m)*500) [ 55 BN )
= Hyen . (3.68)

Das quantisierte Klein—-Gordon—Feld beschreibt Bosonen. Um dies zu sehen, betrach-

ten wir den Zustand . . . .
i (k) [n(k)) = Cy(n(k)) [n(k) + 1) . (3.69)

Hier haben wir ausgenutzt, dass der Erzeugungsoperator den Eigenwert n(l;) um eins
erhoht, d.h. der Zustand auf der linken Seite muss proportional zum Zustand |n(k ) +1)
sein. Die Proportionalititskonstante, die wir im folgenden bestimmen werden, haben wir
mit C (n(k)) bezeichnet. Gleichung (3.69) 1é8t sich sofort auf die Produktzustéinde (3.44)
verallgemeinern,

al(k:) [n(ky) ,n(ks) , .o (k) .. ) = Co(n(ky)) In(ky) ,n(ks) , ... n(k) +1,...) .
(3.70)
Die Proportionalititskonstante C, (n(k)) 1aBt sich aus der Normierung der Zusténde
|n(E)> berechnen. Wenn wir annehmen, dass alle Eigenzustdnde zum Teilchenzahlope-
rator auf eins normiert sind, (n(k)[n(k)) = (n(k) + 1|n(k) + 1) = 1, dann folgt aus dem
Quadrat der Norm des Zustands (3.69)

€4 B tn(F >+}|n</{> 1) = |C. ()P )

= (n()| a(R)al (F) In(R) = (n(F)| @' (F)a(F) + 2 (2m)*04)(0) [n(F))

= 25, (2m)00(0) (n(R)| N() + 1 [n(K)) = 2B, 27)*69(0) [n() + 1] (n(F)|n(F))
) )+ ] (3.71)

Wiéhlen wir die (i.a. komplexe) Proportionalitidtskonstante als reelle Zahl, so ergibt sich

= 2E; (27)*6®(0 [

Oy (n(k)) = \/QEk (27)3563)(0) [n(iz’)ﬂ} . (3.72)
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3.1 Das neutrale skalare Feld

Analog zu Gl. (3.69) haben wir die Relation
a(k) [n(k)) = C_(n(k)) In(k) — 1) . (3.73)

Das Quadrat der Norm dieser Gleichung lautet

|C(n(k))|* (n(k) = 1|n (/?Z }) \Cﬁ(n(/??))!2 = (n(k)| af( )dg?) n(k))
= 2B (2m)*6®(0) (n(k)| N (k) [n(k)) = 2B (27)*6® (0) n(k) (n(k)|n(k))
= 2, (27)%6®(0) n(k) . (3.74)

Wiéhlen wir die Proportionalitdtskonstante wieder als reelle Zahl, so ergibt sich

C_(n(F)) = /2B (27)26(0) n(F) . (3.75)
Fiir die Produktzusténde (3.44) haben wir daher
at(k) In(ky) ,n(ks), ... n(k:),...)
= \/2E,% (27)363)(0) [n(l%)—kl] In(ky) ,n(ks), ... n(k)+1,...),
a(k) In(ky)  n(ks), ... n(k),...)

— — —

V2B, (2m)260(0) n(Es) [n(Ry)  n(Ra) , - n(F) =1, ..) . (3.76)

~—

Die Produktzustande konnen aus dem Vakuumzustand durch wiederholtes Anwenden von

1

at (k.
VB, o)

generiert werden,

n(ky) n(ks), ... on(k), ...y =]

Der Faktor 1/1/n(k;)! erklirt sich aus der ersten Gl. (3.76): danach liefert jedes Anwen-
den eines Erzeugungsoperators einen Faktor, der proportional zu \/n(lgi) + 1 ist, wobei

n(k;) die momentane Anzahl von Teilchen mit Impuls %; ist. Ausgehend vom Vakuum-
zustand ergibt dies bei n(kz )—maligen Anwenden des Erzeugungsoperators aT(k) gerade
einen Faktor \/n(k: )!, der durch den entsprechenden Faktor im Nenner kompensiert wird.

Weil es keine Einschrinkung an die méglichen Werte von n(k;) gibt (auBer dass sie
ganzzahlig positiv semi-definit sein miissen), kénnen sich also beliebig viele Teilchen im

Quantenzustand mit Impuls E,L befinden. Dies ist gerade die Eigenschaft von Bosonen,
die sie von Fermionen, fiir die das Pauli-Prinzip gilt, unterscheidet.
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3 Kanonische Quantisierung

Wir besprechen nun noch die Normierung von Einteilchen-Zustinden. Ein Zu-
stand mit einem einzigen Teilchen mit Impuls & ist nach der vorangegangenen Diskussion

at(k)[0) = |k) . (3.78)

Daher gilt

)
— k), (3.79)

wobei wir wieder angenommen haben, dass der Vakuumzustand auf eins normiert ist,
(00) = 1. Die Einteilchen-Zustéinde |k) sind also in Lorentz-kovarianter Weise normiert.

Die Einteilchen-Wellenfunktion z(X) fiir ein Teilchen mit festem Impuls k am
Raum-Zeit-Punkt X berechnet sich zu

Ye(X) = (0[@(X)|k) . (3.80)
Der “bra” auf der linken Seite ist der adjungierte Zustand zum “ket”
' (X)[0) . (3.81)

Dieser Zustand erzeugt am Raum-Zeit-Punkt X ein Teilchen aus dem Vakuumzustand
|0). Die Wellenfunktion (3.80) ist dann nichts anderes als die Projektion dieses Zustands
auf einen Impuls-Eigenzustand |IZ>, d.h. sie mifit, wie grof3 der Beitrag dieses Impuls-
Eigenzustands zum Zustand ¢f(X)[0) ist. Setzen wir GI. (3.10) in GL. (3.80) ein, so erhal-

ten wir
~ N d3]2/ o o iR i ™ K-
k - — | o \301 / /
Yi(X) (0lo(X)[k) r)2E, (Ola(k")|k)e ™" +(0laf(k")|k)e™ ¥
3721 371

= —df (k'|k) e "% = —df 2B, (2m)*0P (k' — k) e "X
(2m)32E} (2m)32 B

— KX Btk (3.82)

Hier haben wir von der ersten zur zweiten Zeile den zum “ket” (3.78) gehorenden “bra”
benutzt, sowie die Tatsache, dass ein Erzeugungsoperator nach links auf das Vakuum
angewendet null ergibt (der zum “ket” (3.57) entsprechende “bra”). Die Wellenfunktion
(3.82) ist ganz offenbar eine ebene Welle, wie wir dies fiir Eigenzustinde zum Impuls
auch erwarten.

3.2 Das geladene skalare Feld

Der Unterschied zum neutralen skalaren Feld ist, dass das geladene skalare Feld kom-
plexwertig ist, *(X) # ®(X). Daher gibt es nun keine Gl. (3.7) entsprechende Relation
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3.2 Das geladene skalare Feld

-, -,

zwischen den Fourier—-Amplituden a4 (k) und a_(k), sie sind unabhéngig. Auch die Feld-
operatoren ®(X) und ®(X) sind unabhiingige GroBen, ®f(X) # ®(X). Wir miissen
daher bei der kanonischen Quantisierung zwei voneinander unabhingige Sétze von
Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren einfithren und schreiben die Fourier—Zerlegung
der Feldoperatoren in der Form

000 = [ g [0 8]
oN(X) = / (273% [B(E) e KX 4 Gt (E) e“”‘] . (3.83)

Es gilt offenbar (®')T = &. Wir werden sehen, dass die Erzeugungs- und Vernichtungs-
operatoren folgende Bedeutung haben:

(i) &(E) vernichtet ein Teilchen mit Impuls £ und positiver Ladung,

(ii) af(k) erzeugt ein Teilchen mit Impuls k& und positiver Ladung,

~

(iii) b(/;) vernichtet ein Anti-Teilchen mit Impuls k¥ und negativer Ladung,

~

(iv) bf(k) erzeugt ein Anti-Teilchen mit Impuls k¥ und negativer Ladung.

Wir miissen nun wieder Vertauschungsrelationen fiir Erzeugungs- und Vernichtungsope-
ratoren herleiten. Dies kann auf analoge Weise wie beim neutralen skalaren Feld {iber
die Gleichzeit-Vertauschungsrelationen fiir die Feldoperatoren d bzw. o geschehen. Das
Resultat ist vollkommen analog zu den Glgen. (3.36) und (3.37),

Wir berechnen nun den Ladungsoperator des komplexen Klein—-Gordon—Feldes. Die
quantisierte Version von Gl. (2.90) erhalten wir, indem wir die Felder durch die entspre-
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3 Kanonische Quantisierung

chenden Feldoperatoren ersetzen,
O = i / @7 [9'0,8 — (9,91) 3]

, / Bk A3k’ / 4
= VA — d T
(27T)64EkEk/

)
— (—iLy) [6(/2;’) e~ X _at(k) eiK-X} {a(%’) e X bt (k) eiK’-X] }

A3k d3k’ N s
— / GrViE By {(Ek, — E) b(k)a(k") / A3z e I EHEDX

— (B — Ep)al (k)b (k") / d3fei<K+K’>-X] : (3.85)

Mit den Glgen. (3.51) verschwinden der erste und der vierte Term und wir erhalten
Q- o [l (F)a(k) - b ()|
B (27)32E},

- / @73% |t ()a(k) — B R)D(E) — 2B, (27)'69(0)] . (3.86)

wobei wir im letzten Schritt die erste Vertauschungsrelation (3.84) benutzt haben. Defi-
nieren wir nun den Teilchenzahloperator durch die Gleichung

at(k)a(k) = 2B, (2m)*6®)(0) N(k) | (3.87)

vgl. Gl. (3.38), und analog den Anti-Teilchenzahloperator durch

~

b (B)b(K) = 2E), (27)36@) (0) N (k) , (3.88)
so kénnen wir den Ladungsoperator (3.86) schreiben als

O = (2m)*6%)(0) / ((;753 [N(E)—Jff(ié)—l . (3.89)

An dieser Gleichung wird offensichtlich, dass die Ladung der Anti-Teilchen der der Teilchen
entgegengesetzt ist, d.h. negativ, falls die Teilchen positive Ladung tragen. Der letzte
Term stellt den Vakuumerwartungswert der Ladung dar,

01Q10) = ~C)*50) [ G5 (3.90)
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3.2 Das geladene skalare Feld

Sie ist wieder unendlich grof3, d.h. wir miissen wieder renormieren, um einen physikalisch
sinnvollen Ausdruck zu erhalten. Wir definieren den renormierten Ladungsoperator,
indem wir den Vakuumerwartungswert der Ladung von () subtrahieren,

A3k
(2m)3

~

[N(E)—Jff(/;’) =0 . (3.91)

Quen = O — (0Q10) = (2)°6)(0) /

Im letzten Schritt haben wir wieder die Normalordnung ausgenutzt; sie entfernt offensicht-
lich den Vertauschungsrest, der bei Vertauschen von b(k) und b'(k) in Gl. (3.86) auftritt,
d.h. genau den Vakuumerwartungswert der Ladung,

-,

L b(R)bT(K) + = b (k)b(K) . (3.92)

Wir geben noch den Hamilton—Operator,

H = (21)*63)(0) / % Ej, [1\7(15) + N +1] | (3.93)

des geladenen skalaren Feldes an. Die Rechnung erfolgt analog zum neutralen skalaren
Fall, vgl. Gl. (3.54) und wird als Ubungsaufgabe H9.2 gestellt. Den (unendlichen) Vaku-
umbeitrag kann man wieder durch Renormierung oder Normalordnung entfernen,

. . BE . N

Hyen = H — (0|H|0) =: H: = (27)36®(0) / WEk [N(EHN(E)} : (3.94)

Offenbar tragen Anti-Teilchen negative Ladung, aber positive Energie. Ganz analog
berechnet man auch den Impulsoperator (s. Ubungsaufgabe H9.2),

A . dBE . A - R
Pt = (27)368)(0) / EE k! [N(k:) + N(k) + 1] : (3.95)
T
Hier ist keine Renormierung oder Normalordnung notig, der Vakuumerwartungswert ver-
schwindet, weil der Integrand eine ungerade Funktion von k' ist,

(0| P[0) = (27)36®)(0) / (‘;’;3 K =0. (3.96)

Man beachte, dass der Impuls der Anti-Teilchen in dieselbe Richtung zeigt wie der der
Teilchen.

Zum Schluss dieses Abschnitts berechnen wir noch Kommutatoren von Feldoperatoren
bei beliebigen Zeiten,

|2(), (V)]

- A ] o ] o)

A3k (X — .
= /m [6 K(X Y)—eK(X Y):| EZA(X—Y) . (397)
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Hier haben wir fiir das erste Gleichheitszeichen nur die Kommutatoren von Erzeugungs-
und Vernichtungsoperatoren beriicksichtigt, die nicht verschwinden. Fiir das zweite Gleich-
heitszeichen haben wir dann die Vertauschungsrelationen in der ersten Zeile von Gl. (3.84)
benutzt. Das letzte Gleichheitszeichen stellt die Definition der Lorentz—invarianten Funk-
tion A(X) dar, also

A a3k . ,
AX—v) = i [ —TE_ procy) _ iy
( ) =1 / (27 )32E [e e ]

3L -
_ / (L [eiEk(zo—ym o=iF-E=1) _ j=iBu(zo—0) eik-(f—m}

27T)32Ek
BE o |
= 4 ik-(Z—9) [ iEk(zo—yo) —iEx(zo—yo)
= 2/—6 e —e ]
(2m)2E,
Pk s
= —Q/WGZk @9 sin [Er(zo — yo)] - (3.98)

Hier haben wir von der zweiten zur dritten Zeile im ersten Term die Variablensubstitution
k — —Fk durchgefiihrt (was das Vorzeichen von Ejy = V k2 + m?2 nicht &ndert). Von der

dritten zur vierten Zeile haben wir die Euler-Relation €™ = cos z + i sin x ausgenutzt.
Offensichtlich ist

lim A(X —-Y) =0, (3.99)

To—Yo

und daher haben wir die Gleichzeit-Vertauschungsrelation
[(i)(t, 7), dt(t, g)] ~0. (3.100)

Die Kommutatoren
[@(X),@(Y)} - [éT(X),ciﬂ(Y)} ) (3.101)

verschwinden aufgrund der Vertauschungsrelationen (3.84).

3.3 Das Dirac—Feld

Die Losung der Dirac-Gleichung ist ein 4-Spinor. Man unterscheidet Dirac-Spinoren zu
positiver und negativer Energie. Erstere lauten

. 1, X(S)
u(k,s) =/ Ex+m gk (®) , (3.102)
Ey,+m X

welche Teilchen mit positiver Energie, Impuls k und Spin s beschreiben. Der 2-Spinor

) ist hier definiert als
L) ( (1) ) ) ( (1) ) _ (3.103)
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Die Dirac—Spinoren zu negativer Energie lauten

G-k
- (=5)
v(k,s)=vVEc+m | B +m" : (3.104)
1y )

welche Teilchen mit negativer Energie, Impuls —k und Spin —s beschreiben. Der 2-
Spinor n(=*) ist definiert als

_ 0 -1
(12 — < X ) o gty = ( 0 ) , (3.105)

Das Vorzeichen in der oberen Komponente von n(+/?) ist dabei reine Konvention. Wir
werden sehen, dass Teilchen mit negativer Energie, Impuls —k und Spin —s gerade Anti-
Teilchen mit positiver Energie, Impuls +k und Spin +s entsprechen.

Die Spinoren (3.102) und (3.104) erfiillen die Orthogonalitétsrelationen

ul(k,s)u(k,s') = 2B 0,y
ot (&, s)v(k, s') 2E) 05 s
ut(k, s)v(—k,s") = 0,
o=k, s)ulk,s') = 0, (3.106)

wie man sich durch Nachrechnen leicht iiberzeugt. Sie erfiillen dariiberhinaus die Vollstin-
digkeitsrelationen

> ualk s)ug(k,s) = (K+m),,
> valk,s)vp(k,s) = (K —m)y, (3.107)

wobei (K") = (Ey, k)T der 4-Impulsvektor auf der Massenschale Ej, = V/k2 + m? ist.

Die Spinoren zu positiver Energie erfiillen die Dirac-Gleichung in der Form
(K —m)u(k,s) =0, (3.108)
wéahrend die zu negativer Energie der Dirac-Gleichung
(K +m)v(k,s) =0 (3.109)

gentgen.
Die Fourier-Zerlegung des klassischen Dirac—Feldes lautet

W(X) = / (2:)—32&2;/2 (b (B ull, 5) X 4 dy(F) ok, 5) 5X] L (3.110)

Diese Gleichung ist analog der entsprechenden fiir das geladene skalare Feld. Den einzigen
Unterschied bilden die Dirac—Spinoren u(k, s) und v(k, s) und die Summe iiber die Spins.
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Da das Dirac-Feld eine Ladung trégt, ist es komplexwertig, und deshalb sind die
beiden Fourier—-Amplituden b,(k) und d*(k) voneinander unabhingig und konnen nicht
durch komplexe Konjugation miteinander in Beziehung gesetzt werden. Auch dies ist
vollig analog zum geladenen skalaren Feld.

Das hermitesch konjugierte (d.h. transponierte und komplex konjugierte) Dirac-Feld

lautet

3k L . L
T — T —iK-X * T KX
VX)) = / (27)32E), s:§i1/2 [ds(k')v (k,s)e +0i(k)u'(k,s)e . (3.111)

Das klassische Dirac—Feld (3.110) erfiillt die Dirac-Gleichung,

(i) — m)?ﬂ(Xl
= /(L Z [bs(g) (K - m) U,(IZ7 5) e—iK-X - d:(E) (K—Fm)U(E,S) eiK.X]

3
27’(’) 2Ek s—t1/2
= 0, (3.112)

wobei wir die Glgen. (3.108) und (3.109) benutzt haben. Ahnlich zeigt man, dass auch
das hermitesch konjugierte Feld (3.111) die entsprechend hermitesch konjugierte Dirac—
Gleichung erfiillt.

Wir berechnen nun die Energie des klassischen Dirac-Feldes. Dazu miissen wir
zunéchst das kanonisch konjugierte Feld 7 aus der Dirac-Lagrange-Dichte (2.111)
berechnen,

L
~ 0(00Y)

Per Definition ist die Hamilton—Dichte H die Legendre-Transformierte der Lagrange—
Dichte,

™

= (i) =iyt (3.113)

H = Waolp—ﬁ
— 0T — 6 (i —m) Y = $ir° Bt — P (90 + 7 - V —m)
= 15(—2"7-§+m>2/1- (3.114)

Dasselbe Resultat erhalten wir, wenn wir die (00)-Komponente des Energie-Impuls-Ten-
sors, ©% berechnen. Losungen der Dirac—Gleichung erfiillen selbige, d.h. G1. (2.114), also
gilt fiir diese

V0800 = (—ﬁ Vo m) Wb . (3.115)

Falls v eine Losung der Dirac—Gleichung ist, konnen wir die Hamilton—Dichte (3.114) also
auch schreiben als

H|w ist Losung der Dirac—Gl. = @E 2’70601/} - Z¢T80¢ . (3116)
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Die Energie fiir Losungen der Dirac—Gleichung lautet also
H = /d?’.f% :i/d?’.fwT(X) Do (X)

[ BEdE b [ Byt o) X s g l(E. o1 K
B /27r64EkEk,sz:/d s(k)v' (k. s)e + b (R ul(k,s)e }

—

< (i) bR ulR, ) 5% — () uff, 1) €7

B / CrdE
N (27T)64EkEk/ K

xS AR bR o1 (F, ) () e Bt B (2 3500 F 4 )

— d (k) d5 (') v (E, s) v(k', s') e =Bt (2)366) (k — k')
+ 02 (R) by (K" ul (B, ) u(k’, s") P Bt (27)363) (k — k)
— b (k) 5 (k) ul (K, s)v(k', ') ePHBet 2m)36G) (k4 k1| (3.117)

wobei wir nach dem Ausmultiplizieren der eckigen Klammern gleich die Relationen (3.51)
benutzt haben. Die Terme in der ersten und vierten Zeile verschwinden aufgrund der
dritten und vierten Orthogonalitétsrelation (3.106). Die verbleibenden Terme lassen sich
mit Hilfe der ersten und zweiten Orthogonalitéitsrelation (3.106) weiter vereinfachen,

m= | ﬁ%z (62 () by () — () 2y (8)] 20,0

s,s’

N /(27rd)3];Ek E’“Z[bﬁ(g)bs(’z)—ds(ﬁ)di(%)] : (3.118)

Nun sehen wir uns mit einem schwerwiegenden Problem konfrontiert: die Energie H ist
offenbar nicht positiv-definit. Falls z.B. by(k) = 0 Yk, s wihrend d, (k) # 0 fiir wenigstens
ein k und s, so ist die Energie sogar negativ! Wir werden sehen, dass die Quantisierung
des Dirac—Feldes dieses Problem 16st, aber nur, wenn wir fordern, dass Dirac—Teilchen Fer-
mionen sind (wie es das Spin-Statistik-Theorem fiir Teilchen mit halbzahligem Spin auch
verlangt), d.h. dass die zu Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren erhobenen Fourier—
Amplituden by(k), b (), d,(k) und d(k) Anti-Vertauschungsrelationen erfiillen.
Wir quantisieren nun die Felder (3.110) und (3.111),

(X)) = /(L’g 3 [z} (B) u(k, s) —ZKX+dT(E)v(E,s)eiK~X} ,

2m)°2E), —+1/2
R A3k - s - .
f — _ f iK-X t —iK-X
(X)) = / o 3211:/2 (B CR) ul (. ) €% 4 d(R) o' (F, ) Y] (3.119)

Die Interpretation der Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren wird folgende sein:
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3 Kanonische Quantisierung

vernichtet ein Teilchen mit Impuls k und Spin s,

(i)
(i)
i)
v) d

bs(k)
b (k ) erzeugt ein Teilchen mit Impuls & und Spin s,
(k)

(iii d,(k) vernichtet ein Anti-Teilchen mit Impuls +k und Spin +s,

(i

Wie im Fall des geladenen skalaren Feldes tragen Anti-Teilchen entgegengesetzte La-
dung wie Teilchen.

Der Hamilton—Operator 148t sich sofort hinschreiben; er folgt aus einer Rechnung, die
vollkommen analog zu der ist, die zu Gl. (3.118) gefiihrt hat (man muss beim Ausmultipli-
zieren natiirlich die Reihenfolge der Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren beachten,
aber dies haben wir in der obigen Herleitung schon bei den Fourier—Amplituden, die
lediglich reine Zahlen sind, getan),

( ) erzeugt ein  Anti-Teilchen mit Impuls +k und Spin +s.

A

H = i/d?’fW(X)aoz/}(X):
N / (2;;3];@ Ek;[i?i(’g) by(R) — ds () di(R)] - (3.120)

Dieser Ausdruck hat nach wie vor das Problem mit negativen Energien, wenn wir Ver-
tauschungsrelationen fiir d,(k) und d (k) fordern wiirden, weil dann der zweite Term
umgeschrieben werden kénnte in

A

—d(F) d1(F) = ~dI(F) d(F) — 2B, (2m)*6 (0) = = 2, (27?57 (0) [ Ny(R) +1] .

wobei NS(E) der Teilchenzahloperator fiir Anti-Teilchen mit Impuls k und Spin s ist.
Dieser hat, wie iiblich, positiv semi-definite Eigenwerte und daher ist das Problem mit
den negativen Energien aufgrund des negativen Vorzeichens vor diesem Ausdruck (noch)
nicht gelost.

Die Situation stellt sich jedoch anders dar, wenn wir Anti-Vertauschungsrelationen
fiir die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren fordern,

(0B 0L (B} = {du(R), dL(R") } = 2B 8,0 (27)* 69 (F — F'), (3.121)
{b@,bo (8} = {8100, 8L (8} = {0, du(RN } = {dl(R).df, (8"}
= {b®.de B} = {810, do (B} = {b.(R). LR } = {B1R). R} = 0.

Man beachte die Analogie zu den entsprechenden Relationen (3.84) im Fall des geladenen
skalaren Feldes. Mit der ersten Vertauschungsrelation schreibt sich der Hamilton-Operator
nun

oyl

??‘l
!

i - / (%ST];E,CE’“Z [BLG) bu(R) + d1(F) dy(F) — 2B, (2x)59 0)]
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3.3 Das Dirac—Feld

wobei wir Teilchenzahloperatoren fiir Teilchen und Antiteilchen mit Impuls k und Spin
s iiber die Beziehungen

bi(k)bs(k) = 2E; (2m)*6@)(0) Ny(k) ,
di(B)d,(k) = 2B, (21)*6®(0) N,(k) | (3.123)

definiert haben. Der Hamilton-Operator (3.122) ist zwar aufgrund des letzten Terms in
eckigen Klammern immer noch nicht positiv definit, aber man kann dies beheben, indem
man den Vakuumerwartungswert der Energie,

(0] F7]0) = —(27)%5®)(0) / 3y 2B (3.124)

abzieht (der Faktor 2 vor Ej resultiert aus den zwei Spin-Einstellmoglichkeiten). Der
renormierte Hamilton—Operator ist positiv semi-definit, wie wir es erwarten,

H,en = H — (0|H|0) = (27)%6®(0) d k

[ + N (3.125)

Man beachte, dass Normalordnung von fermionischen Operatoren bei Vertauschen von
einem Erzeugungs- und einem Vernichtungsoperator jeweils ein zusétzliches Minuszeichen
bedingt, also z.B.

cdy(R)di(k) : = —df (k) dy(F) . (3.126)

Dann gilt auch

~ ~

ew=:H: . (3.127)

Die Anti-Vertauschungsrelationen (3.121) haben noch eine weitere Konsequenz. Man
betrachte z.B. den Zustand

bE(k)BL(E) [0)

bei dem man versucht, zwei Teilchen mit demselben Impuls k und Spin s aus dem Va-
kuum zu erzeugen. Aufgrund der Anti-Vertauschungsrelationen (3.121) ist dieser Zustand
aber identisch mit seinem negativem, d.h. er muss verschwinden,

bL(k)BL(K) [0) = —b(K)bL(k) |0) = 0; (3.128)

man kann nicht zwei Teilchen mit denselben Quantenzahlen im selben Zustand haben.
Dies ist gerade die Manifestation des Pauli—Prinzips, es handelt sich also bei den Quan-
ten des Dirac-Feldes um Fermionen. Die Anti-Vertauschungsrelationen stellen sicher,
dass das Pauli-Prinzip erfiillt ist.

Nun betrachten wir den Ladungsoperator (wir unterdriicken den Faktor e, der streng
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3 Kanonische Quantisierung

genommen noch auftreten sollte)

@ = [ezgen = [@ritn i

_ / (;T’;Ek S [131(12;’) bo(k) — di(F) dy(E) + 2, (2@35(3)(0)]

— (21)%®)(0) / oy [NS(E)—]\Z(E)JA} , (3.129)

wobei wir die Rechnung ein wenig abgekiirzt haben, weil sie vollkommen analog zu der
verlauft, die zu Gl. (3.118) gefiihrt hat. Die renormierte bzw. normalgeordnete Version
des Ladungsoperators lautet

~

Qren = : Q : = Q — (0|Q|0) = (27)%6®) (0 /d3k3 [ — N,(k )]. (3.130)

Offensichtlich tragen Anti-Teilchen zwar positive Energle, vgl. GL. (3.125), aber entge-
gengesetzte Ladung wie Teilchen.

Zum Schluss dieses Abschnitts berechnen wir noch die Gleichzeit- Anti-Vertauschungsre-
lationen zwischen (¢, Z) und ¢’ (¢, ) (da ¢)" wegen Gl. (3.113) proportional zum kanonisch
konjugierten Feldoperator 7 ist, erwarten wir ein nicht-triviales Ergebnis)

, : &2k &k 3
— T —/ o
{%(t’x)’ vslts T >} a / (2m)P4 By By 4
2oy ot . Tonr o (K- X—K'-X")
X ({bs(k),bs,(k )} ua(k, s)ug(k', s') e
+ {JZ(E)JSI(E’)} va K, )V (K', o) e“K'X—K"X’)) . (3.131)

Hier haben wir X'* = (¢, 7)T abgekiirzt und nach Einsetzen der Fourier-Zerlegung (3.119)
fiir die Feldoperatoren und Ausmultiplizieren lediglich die nichtverschwindenden Antikom-
mutatoren aufgefiihrt. Benutzen wir nun Gl. (3.121) fiir letztere, so erhalten wir

{intt2), diea} = | (Qi%Z

% [ua(F, s)uly (R, 5) 7 FE) g, (8, syl (F, 5) e R @]

—

-/ —(2733];@ {OK + m)vlys e FE 1 [(F = mho],p e} (3132)

wobei wir im letzten Schritt die Vollstindigkeitsrelation (3.107) mit 4 = ufvyy, v = v,
verwendet haben. Substituieren wir im zweiten Term die Integrationsvariable & — —k, so
konnen wir den Ebenen-Wellen-Faktor ausklammern und es heben sich wegen

7 _;ﬂ —E PG
K=Ewno—k-7 = Ewmo+k-7
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3.4 Das Photon—Feld

einige Terme zwischen dem ersten und zweiten Term weg. Wir erhalten wegen (7070)as =
(14)ap = dap

~ o 7 o &’k ik-(Z—a' 2 2l
{%(t,x), Dt @ )} - 5a5/we+ @3 = 5,5 60(7 — ) . (3.133)

Dies ergibt wegen GI. (3.113)

{alt, ), 75(t,7) } = 0009 (7 - 7). (3.134)

also die kanonische Amnti-Vertauschungsrelation zwischen Feldern und kanonisch konju-
gierten Feldern.
Ganz analog berechnet man

{Uatt.2), a7} = {dL(t,7), dit.7)} =0, (3.135)

3.4 Das Photon—Feld

Masselose Vektorfelder, d.h. Eichfelder, haben, wie wir aus der Vorlesung “Elektrody-
namik” wissen, zwei transversale Polarisationsfreiheitsgrade. Die Lorentz—kova-
riante mathematische Beschreibung geschieht in Form des 4-Vektorpotentials A*, welches
als Lorentz—Vektor jedoch vier Komponenten bzw. Freiheitsgrade besitzt. Bei der Quan-
tisierung von Eichfeldern gibt es prinzipiell zwei Moglichkeiten, mit den zusétzlichen (und
daher unphysikalischen) Freiheitsgraden umzugehen:

(i) Man kann die unphysikalischen Freiheitsgrade mit Hilfe der Eichfreiheit bei der
Wahl des Eichfeldes explizit eliminieren. Dabei legt man die Eichung vollsténdig
fest. Lediglich die physikalischen Freiheitsgrade werden quantisiert. Dies hat aber
den Verlust der Lorentz—Kovarianz zur Folge.

(ii) Man quantisiert die unphysikalischen Freiheitsgrade mit und erhilt die Kovarianz
der Formulierung. Die iiberfliissige Information, die in diesen Freiheitsgraden steckt,
muss dann aber in der Beschreibung physikalischer Prozesse sorgféltig isoliert wer-
den.

Wir wenden uns zunéchst der ersten Moglichkeit zu. Da Freiheitsgrade interner Symme-
triegruppen bei diesen Uberlegungen keine Rolle spielen, fokussieren wir uns im folgenden
der Einfachheit halber auf das elektromagnetische Eichfeld; Gluonen oder elektroschwache
Eichfelder werden vollkommen analog behandelt.

3.4.1 Quantisierung in vollstdndig fixierter Eichung

Die Lagrange—Dichte des elektromagnetischen Feldes ist in Gl. (2.129) gegeben. Die re-
sultierenden Bewegungsgleichungen sind die (inhomogenen) Maxwell-Gleichungen (2.138)
(in Abwesenheit von elektrischen Ladungsstromen j” verschwindet die Inhomogenitét).
Setzen wir die Definition (2.130) des Feldstérketensors ein, so erhalten wir

OA” — 09, A" =0 . (3.136)
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3 Kanonische Quantisierung

Die Lagrange-Dichte (2.129) ist invariant unter U(1)-Eichtransformationen (2.97) des
4-Vektorpotentials A*. Sei A" ein Eichfeld (in einer zunéchst nicht weiter spezifizierten
Eichung) und wahlen wir beispielsweise die skalare Funktion A(X) als Losung der Glei-

chung
OA(X) = —e 0, A"(X) , (3.137)

so erhalten fiir die 4-Divergenz des nach Gl. (2.97) transformierten Eichfeldes
1 1 1
9, A" =0, A" + - 0,0'A = 0,A" + - OA = 0,A" + B (—ed,A")=0. (3.138)

Dies ist die sog. Lorenz—Eichung. Genauer gesagt, wihlt man eine skalare Funktion
A, welche die Differentialgleichung (3.137) fiir ein gegebenes Fichfeld A* erfiillt und ad-
diert deren 4-Gradienten zu diesem Eichfeld gem#f Gl. (2.97), so ist das entsprechend
transformierte Eichfeld A’# in Lorenz—Eichung.

Das transformierte Eichfeld A’* erfiillt ebenfalls die Bewegungsgleichung (3.136), die
sich jetzt aber aufgrund der Lorenz—Eichbedingung (3.138) vereinfacht,

A" — 99, A" = OA" = 0. (3.139)

Dies sind vier homogene Wellengleichungen fiir die vier Komponenten von A’”. Obwohl
diese vier Wellengleichungen voneinander entkoppelt sind, sind sie dennoch nicht vonein-
ander unabhéngig: die Lorenz—Eichbedingung (3.138) verkniipft alle vier Komponenten
miteinander. Im Prinzip kann sie auch benutzt werden, um eine der Komponenten (und
hier zweckméfigerweise eine der unphysikalischen) durch die anderen drei auszudriicken.

Da das elektromagnetische Feld jedoch nur zwei unabhéngige Freiheitsgrade besitzt,
ist eine dieser drei Komponenten immer noch unphysikalisch. Der Grund dafiir ist,
dass, obwohl wir die Eichfreiheit benutzt haben, um eine unphysikalische Komponente zu
eliminieren, die Lorenz-Eichung nicht alle Komponenten von A’* vollstindig festlegt,
oder mit anderen Worten, A’* eindeutig macht. Um dies zu sehen, nehmen wir an, dass
A'" ein Eichfeld in Lorenz-Eichung ist, also Gl. (3.138) erfiillt. Wir kénnen nun eine
weitere Eichtransformation durchfiihren,

At — AT = ATH 4 é@“A' : (3.140)
Wir wihlen nun A’ so, dass es die homogene Wellengleichung
OA =0 (3.141)
erfiillt. Dann ist das neue Eichfeld A”# ebenfalls in Lorenz—Eichung,
9,A" = 9, A" + é OA =0, (3.142)

weil schon A’* in Lorenz—Eichung war. Dennoch unterscheidet sich A”# von A’#. D.h. die
Lorenz-Eichbedingung legt A’# nicht vollstandig fest, q.e.d.
Wir nutzen nun diese sog. residuale Eichfreiheit und wéihlen A’ so, dass

O = —e Al . (3.143)
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3.4 Das Photon—Feld

Es stellt sich die Frage, ob diese Forderung einen Widerspruch zur Bedingung (3.141)
impliziert. Nehmen wir an, dass A’ nach wie vor diese Gleichung erfiillt. Da A’* in Lorenz—
Eichung ist, erhalten wir aus den Glgen. (3.141) und (3.143) als Bedingung an A’, dass

AN = (-O+R)N =RN = —edpAy =eV - A". (3.144)

Da die rédumliche und zeitliche Abhéangigkeit von A’(X) voneinander unabhéngig sind,
ist es kein Problem, sowohl Gl. (3.143) als auch Gl. (3.144) zu fordern, womit dann
automatisch auch Gl. (3.141) erfillt ist.

Gleichung (3.143) bedeutet, dass die Zeitkomponente des transformierten Eichfelds
A"H verschwindet,

1 1
Af = A+ - Do\ = Ay + g(—e A =0. (3.145)
Damit vereinfacht sich auch die Lorenz-Eichbedingung (3.142) fiir das Eichfeld A”#,
0, A" = Qg Aj+V - A" =V A" =0. (3.146)

Die beiden Eichbedingungen (3.145) und (3.146) nennt man Strahlungseichung. Sie le-
gen das Eichfeld A”# vollstandig fest. Man spricht daher auch von vollstindig fixier-
ter Eichung. Im folgenden lassen wir den Doppelstrich am Eichfeld der Ubersichtlichkeit
halber weg; falls nicht anders vereinbart, sei A* bereits in Strahlungseichung.

Der aufmerksame Leser wird feststellen, dass die Bedingung (3.146) nichts anderes als
die Coulomb—Eichung ist, die wir schon aus der Vorlesung “Elektrodynamik” (Ab-
schnitt 1.3.4) kennen. Die Bedingung (3.145) ist die sog. temporale axiale Eichung.
Axiale Eichbedingungen haben in der Regel die Form

n, AP =0 (3.147)

Fiir die temporale axiale Eichung ist dann speziell n* = (1,0,0,0)7 zu wiihlen.

Die Strahlungseichbedingungen (3.145) und (3.146) eliminieren ganz offensichtlich alle
unphysikalischen Komponenten des 4—Vektorpotentials: die zeitliche Komponente ver-
schwindet aufgrund von Gl. (3.145) identisch, Ay = 0, und Gl (3.146) kann benutzt
werden, um eine der rdumlichen Komponenten von A* zu eliminieren. Damit bleiben nur
die physikalischen Komponenten von A* iibrig.

Wir quantisieren nun das elektromagnetische Feld in Strahlungseichung. Dabei orien-
tieren wir uns, soweit dies moglich ist, an der Quantisierung des neutralen skalaren Feldes
in Abschnitt 3.1. Zunéchst berechnen wir die kanonisch konjugierten Felder,

5 oL
s 300 A0) 0, (3.148)
da die Lagrange-Dichte nicht von 0yAg abhéingt. Dass das zu Ay kanonisch konjugierte
Feld verschwindet, bedeutet, dass Ag kein unabhéngiger Freiheitsgrad ist. In der Tat haben
wir mit Hilfe der temporal-axialen Eichbedingung (3.145) Ay bereits explizit eliminiert.
Die anderen kanonisch konjugierten Felder lauten
oL 1 oF,, 1

i — __ pw - _ - FOi_FiO :FZOEEZZ iAO_ OAi:_ Az
T T 80A) 27 800A) | 2 ( ) oA =0 %A’
(3.149)
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wobei wir im letzten Schritt Gl. (3.145) benutzt haben.
Nun fordern wir Gleichzeit-Vertauschungsrelationen in Analogie zum neutralen
skalaren Fall, Gl. (3.23), also

At 7), 71, f’)] — g6 (7 —T') . (3.150)

Hier ist anzumerken, dass das kovariante Vektorpotential A; kanonisch konjugiert zum
kontravarianten Feld 7’ ist, vgl. Gl. (3.149); dies erklirt die Stellung der LorentzIndizes
auf der linken Seite der Gleichung. Auf der rechten Seite bemerken wir, dass gij = 0;5, also
genau was wir erwarten, namlich dass der Kommutator verschwindet, wenn ¢ # j. Fiir
1 = 7 haben wir dann eine Gleichzeit-Vertauschungsrelation wie im neutralen skalaren
Fall, G1. (3.23).

Leider ist Gl. (3.150) inkorrekt, sie kann nicht die richtige Gleichzeit-Vertauschungs-
relation darstellen. Dies sieht man daran, dass diese Gleichung nicht im Einklang mit der
Strahlungseichbedingung (3.146) ist. Bilden wir ndmlich die 3-Divergenz der linken Seite
von Gl. (3.150), so erhalten wir

o [A,-(t,f), frﬂ‘(t,f')} - [al‘fxi(t,f), ﬁj(t,f’)] —0, (3.151)
aufgrund von Gl. (3.146), wihrend die rechte Seite offensichtlich nicht verschwindet,
P96 (Z—7")#0. (3.152)

Dieser Widerspruch wird dadurch aufgelost, dass wir eine modifizierte Gleichzeit-Ver-
tauschungsrelation fordern. Um diese abzuleiten, ersetzen wir zunéichst den metrischen
Tensor auf der rechten Seite von Gl. (3.150) durch einen allgemeinen Rang-2 Tensor A/,

Ay(t,7), 7 (1, :E’)] — A6 (7 — 7). (3.153)

Der Tensor Aij kann keine gewohnliche Zahl sein, denn sonst kommen wir in dhnliche
Schwierigkeiten wie mit dem metrischen Tensor in Gl. (3.150). Es wird sich herausstellen,
dass es sich um einen Differentialoperator handelt, also Ableitungen nach den Kom-
ponenten des Ortsvektors & enthélt, A7 = A/[V]. Seine Form wird nun so bestimmt, dass
die modifizierte Gleichzeit-Vertauschungsrelation (3.153) im Einklang mit der Strahlungs-
eichbedingung (3.146) ist. Dazu benutzen wir die Fourier-Darstellung der —Funktion und
die Tatsache, dass der Differentialoperator Aij auf den Ortsvektor ¥ wirkt, also unter das
Fourier—Integral gezogen werden kann. Ziehen wir noch der Zweckméfigkeit halber den
kovarianten Index i nach oben, machen ihn also zum kontravarianten Index, so erhalten
wir

N . L Bk . BE L,
[A’(t,f), ﬁj(t,f’)} =i AY[V] / (27)36““'@—“‘ )= / o ATik] *FE=FD 0 (3.154)

Im letzten Schritt haben wir noch ausgenutzt, dass wirkend auf ebene Wellen A% [ﬁ] =
AY[ik]. Bilden wir nun von dieser Gleichung die 3-Divergenz, so erhalten wir

0 = 0 [/Ali(t,f), frj(t,f’)] = @/ I AU[ik] 8, @)

Bhk BE
= i / 2y AT [ik] (ik') e @F) = _ / kP AU [ik] e @E) - (3.155)
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Da die ebenen Wellen ein linear unabhéngiges Funktionensystem darstellen, kann diese
Gleichung nur dann korrekt sein, wenn

k' AY[ik] = 0 (3.156)
gilt. Dies bedeutet, dass A% [zlg] der Projektionsoperator auf den zweidimensionalen
Unterraum orthogonal zur durch k£ definierten Richtung sein muss,

I N X ¥
AV[iF) = 07 + (3.157)

Man rechnet leicht nach, dass dieser Projektor Gl. (3.156) erfiillt,

Kk

K ATk = —K 09 + & = —K 4 0.

k2 ki

Mit anderen Worten, A¥[ik] projiziert auf den Unterraum, der transversal zum Wellen-
zahlvektor k des Eichfeldes, also zur Ausbreitungsrichtung der elektromagnetischen Welle,
steht. Dieser transversale Unterraum wird, wie wir aus der Vorlesung “Elektrodynamik”
(Abschnitt 4.1.3) wissen, durch die beiden (linear unabhéngigen) Polarisationsvekto-
ren aufgespannt. Da die beiden Polarisationsvektoren den physikalischen Freiheitsgraden
des Eichfelds entsprechen, wird also mit A% [ZE] auf den physikalischen Unterraum
projiziert.

Setzen wir Gl. (3.157) in Gl. (3.154) ein, so erhalten wir als korrekte Gleichzeit-Ver-
tauschungsrelation

Rire A\ Ajlp = . dSE WG ik (-3 . d?% ij k'K ik-(Z—3'
e w0.2] = [ st - [ (=5 ) e

i O S e
o)t

Y, Y, o
= —i (5” _ 20 ) SNE -2 =i AV[V]§O(F—2).  (3.158)

A

Hier haben wir die Wirkung von V auf ebene Wellen durch die Ersetzung k— —iV
riickgingig gemacht, so dass wir den Operator A¥ [6] wieder vor das Integral ziehen
konnten.

Die beiden anderen Gleichzeit-Vertauschungsrelationen, die wir noch fordern miissen,

lauten R R
[Ai(t,f), Aﬂ'(t,f’)} = [#(t, &), #(t,7)] =0 (3.159)

Die Bewegungsgleichungen (3.136) vereinfachen sich in Strahlungseichung zu
OA=0. (3.160)

Die allgemeine Losung dieser Wellengleichung lautet
2

7 d*k , L o
— [ SF N ) (T miKoX L e KX
AX) / (27r)32Ek;€ (F) [aM () e 5% 4 o () X (3.161)
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mit (K*) = (Ek,E)T. Dies ist vollkommen analog zur allgemeinen Losung der Klein—
Gordon—Gleichung fiir das neutrale skalare Feld. Da auch das Eichfeld A reell ist, sind
die beiden Fourier-Amplituden vor den ebenen Wellenfaktoren e*X durch komplexe
Konjugation miteinander verkniipft. Der einzige Unterschied zum neutralen skalaren Feld
ist das Auftreten der beiden Polarisationsvektoren & (A)(lg), A = 1,2, die die Basisvek-
toren des physikalischen Unterraumes transversal zu k bilden, in dem auch der Vektor A
liegt. Dies garantiert dann auch die Transversalitét der elektromagnetischen Felder (s.
Vorlesung “Elektrodynamik”, Abschnitt 4.1.2). Man beachte, dass es zu jedem k zwei
Polarisationsvektoren gibt.

Wir iiberpriifen nun durch Einsetzen, dass Gl. (3.161) eine Losung der Wellengleichung
(3.160) ist,

0=D0A(X) = / Pk igm(ﬁ)(—f@) aM (k) e X 4 qWr (k) KX (3.162)

B ) (2m)R2E, & S

Aufgrund der linearen Unabhéngigkeit der Polarisationsvektoren und der ebenen Wellen
kann diese Gleichung nur erfiillt werden, wenn

K?=0 < E=k> < E,=|kl=k. (3.163)

Dies ist die (erwartete) Dispersionsrelation fiir masselose Teilchen.
Die Bedingung (3.146) besagt

2

ozﬁ-E(X)zi/(Cli

=N ( E[ N (F) e iX _ N z’K~X] 164
27?)3214:/\:16 (k) -k |a*¥ (k) e a*(k)e , (3.164)

was (aufgrund der linearen Unabhéngigkeit der ebenen Wellen) nur erfiillt werden kann,
wenn

ENE) - k=0. (3.165)
Dies ist die Transversalitdtsbedingung fiir die Polarisationsvektoren & (A)(E). Da es nur
zweil unabhéngige Richtungen gibt, die transversal zu k stehen, kann es auch nur zwei
linear unabhiingige Polarisationsvektoren geben, &Y (k) und £®(k), d.h. die Summe iiber
Ain Gl (3.161) hat in der Tat nur zwei Terme, A = 1,2. Die zwei Polarisationsvektoren
konnen orthogonal zueinander gewéhlt werden,

EN(E) - EN(k) = dan . (3.166)
Nun quantisieren wir das Eichfeld (3.161), indem wir die Fourier-Amplituden zu Er-

zeugungs- bzw. Vernichtungsoperatoren erheben,

2

2 Bk - o , o
e —-\()\) ~ ()\) KX . (/\)'l' KX
AR / (2m)2k &=° (k) [“ (k) e +a™i (k) e ] : (3.167)

Fiir den Feldoperator des kanonisch konjugierten Feldes erhalten wir aufgrund von GI.
(3.149)
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3.4 Das Photon—Feld

Mit Hilfe der Gleichzeit-Vertauschungsrelationen (3.158) und (3.159) kénnen wir nun die
Vertauschungsrelationen fiir die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren d(’\)T(E) und
d(’\)(lg) bestimmen. Dies verlduft vollkommen analog zum Fall des neutralen skalaren Fel-
des, s. Abschnitt 3.1, der einzige Unterschied ist das Auftreten der Polarisationsvektoren.
Wir stellen diese Rechnung als Ubungsaufgabe H10 (i). Das Ergebnis ist

[&(A)@)’ &<X>T(;g/)] = 2k oy (2m)38® (K — k')
[&m(;;;)? d(A')(;gf)] = [a“)*(%), d(X)T(E’)} =0. (3.169)

Der Hamilton—Operator ist (fiir die Energiedichte des elektromagnetischen Feldes s. Gl.
(1.106) der Vorlesung “Elektrodynamik”)

.1 s 5,
i= §/d3f (E2 +BQ> . (3.170)
In Ubungsaufgabe H10 (ii) ist zu zeigen, dass man dies in Strahlungseichung in die Form

A 1 - 2 2
=3 /d?’.f (7?2 —A. AA) (3.171)

bringen kann (7 = —9yA, s. Gl (3.149)). Setzt man dann die Glgen. (3.167) und (3.168)
ein, so erhdlt man nach kurzer Rechnung (die man in Ubungsaufgabe H10 (iii) nachvoll-
ziehen soll)

2

. A3k IV
H= / — K {MT (k)a™ (k) + = 2k (zw)35<3>(0)} . (3.172)
(2m)32k © 2

Fithrt man nun den Teilchenzahloperator fiir Photonen mit Polarisation A\ und
Impuls £ iiber die Relation

2k (27)20®) (0) NW (k) = aWt(k)a™ (k) (3.173)

ein, so erhalten wir als Endergebnis

2

H = (21)*64)(0) / %k; {NW(E) + %} : (3.174)

Dieser Ausdruck ist wiederum sehr anschaulich interpretierbar: es wird die Zahl der Pho-
tonen mit Polarisation A und Impuls k gemessen und anschliefend iiber alle Polarisationen
und Impulse summiert (bzw. integriert). Die Nullpunktsenergie kann man wieder durch
Renormierung oder Normalordnung beseitigen,

R X . . Bl G oy -
Hiw = H— (0|H|0) =: H : = (2@35(3)(0)/ 2 EY O NO(k) . (3.175)
A=1
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3 Kanonische Quantisierung

3.4.2 Kovariante Quantisierung

Es ist nicht notwendig, die Lorentz—Kovarianz bei der Quantisierung des Eichfeldes auf-
zugeben, man kann das Eichfeld auch in einer kovarianten Eichung, z.B. der Lorenz—
Eichung (3.138), quantisieren. Dann benétigt man aber Gleichzeit-Vertauschungsrela-
tionen fiir alle vier Komponenten des Eichfeldes A* und die des zugehorigen kanonisch
konjugierten Feldes #* = 8L /(8 A,),

[Au(t,f),ﬁ,,(t,f')} = [7u(t, 7). 7, (LT =0. (3.176)

Nun ergibt sich aber das Problem, dass, wie wir schon in Gl. (3.148) gesehen haben, my =
0L/9(0,A°) = 0. Daher sollte der erste Kommutator (3.176) fiir u = v = 0 verschwinden,
und nicht gleich 7 0®) (# — #’) sein. Um die Kovarianz zu erhalten, bendtigen wir also ein
o, welches nicht verschwindet. Dies bedingt aber, dass wir die Lagrange—Dichte d&ndern.
Dies wiederum wiirde im allgemeinen die Bewegungsgleichungen verdndern, was wir im
Prinzip vermeiden sollten.

Eine Anderung der Lagrange Dichte ist nur dann erlaubt, wenn sie zu eichiquivalen-
ten Bewegungsgleichungen fiir A* fiithrt, d.h. zu den Maxwell-Gleichungen in einer be-
stimmten Eichung, in unserem Fall also der Lorenz—Eichung, s. G1. (3.139). Wir suchen
also nach der Lagrange-Dichte, die geméafl den Euler-Lagrange-Gleichungen (2.30) fiir
Felder direkt auf die Maxwell-Gleichungen in der Form (3.139) fiihrt. Diese Lagrange—
Dichte nennt man dann eichfixierte Lagrange—Dichte. Wir versuchen es mit

1 1
L= FuF" — (0,AM)* (3.177)

d.h. wir addieren den eichfixierenden Term —% ((9AAA)2 zur gewohnten Lagrange-Dichte
des elektromagnetischen Feldes. Die Bewegungsgleichungen nach Euler—Lagrange lauten

dann
oL oL
— — — 134 A yug
0 aAy a'u a<altAu) a‘uF " a“ (aAA g )
= 04 — 00, A" + 0" 0, A* = DA” | (3.178)

also genau das erwiinschte Resultat (3.139) der Maxwell-Gleichungen in Lorenz—Eichung!
Im allgemeinen kann man den eichfixierenden Term noch mit einer Konstante multipli-
zieren, so dass

1 A
L=—7Fuf" =35 (0 A . (3.179)

Die Bewegungsgleichungen lauten dann
0=0A4"-(1-X)0"0-A. (3.180)

Die Wahl A = 1 fithrt wieder auf das Resultat (3.178). Im Kontext der Quantenfeldtheorie
bezeichnet man diese Wahl (d.h. die Lorenz—Eichung) auch als Feynman—Eichung.

92



3.4 Das Photon—Feld

Das kanonisch konjugierte Feld 7y, welches aus der eichfixierten Lagrange—Dichte (3.179)
folgt, ist nicht mehr trivial,

oL

In Feynman—(Lorenz—)Eichung ist dann
To=—-A. (3.182)

Aber dies ist wiederum ein Problem, denn die Lorenz—Eichbedingung (3.138) impliziert,
dass dieser Ausdruck null ist! Also wére wieder 7; = 0 und wir hitten wiederum einen
Widerspruch in der ersten Vertauschungsrelation (3.176)!

Der Ausweg aus diesem Dilemma ist, dass man das Verschwinden von m, bzw. die
Lorenz—Eichbedingung (3.138) nicht auf dem Operator-Niveau fordern darf, d.h.

Fo=-X0-A+£0, (3.183)

weil dies, wie gerade gezeigt, zum Widerspruch mit der Vertauschungsrelation (3.176)
fithren wiirde. Man darf dies aber auf dem Niveau der Erwartungswerte fordern,

(Wlroly) = —A(@]0- Aly) =0, (3.184)

Dies ist streng genommen eine Forderung an den physikalischen Zustand |¢), und nicht
an den Operator 7.

Momentan stellen wir keine zusétzlichen Bedingungen (wie die Eichbedingung (3.138))
an den Feldoperator A?. Wir fordern lediglich, dass er der Bewegungsgleichung

~

DAY = 0 (3.185)
geniigt. Die Losung ist offensichtlich
i PR~ 07y [ 007y X (0 iR
A (X) = [ —IKX g i 1
(0= | B 3 S [ T Ee] s

wobei wiederum K* = (E, k)T mit Ey = k. Der Unterschied zum Eichfeld in Strahlungs-
eichung ist, dass A, immer noch vier unabhéngige Feldkomponenten hat und dement-

sprechend vier Polarisationsvektoren EEL)\)(E), A =0,1,2,3, auftreten. Diese Polarisations-
vektoren miissen linear unabhéngig sein, was man am einfachsten dadurch erreicht, dass
man sie 4-orthogonal wihlt,

eM (k)M (k) = eV (k) - e (k) = g™ . (3.187)
Dies impliziert, dass 5(0)“@) ein zeitartiger Vektor ist und 5(““(1;), i =1,2,3, raumar-

tige Vektoren sind.
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3 Kanonische Quantisierung

Betrachten wir nun ein Photon, welches sich in z—Richtung bewegt, K* = (k,0,0, k).
Wir wihlen

E(O)u@) _ 7 g(l)u(];') _ : 5(2)u(/§) _ (3)u(/§) _

o O O
o O = O
o= O O
— o O O

(3.188)
Es gilt .
K-y =0, (3.189)

d.h. fiir die Wahl (3.188) sind e(2#(k) 4—transversal zum 4-Impulsvektor K*. Dies

bedeutet auch, dass die Polarisationsvektoren e(%2# (k;) die physikalischen Polarisati-
onsfreiheitsgrade représentieren. Ferner haben wir

K-cOF) =k>0, K-e®Fk) =-k<0. (3.190)

Das sog. zeitartige Photon, welches zum Polarisationsvektor 5(0)“@) gehort, und das
sog. longitudinale Photon, reprisentiert durch den Polarisationsvektor 8(3)“(/;), stellen
die unphysikalischen Freiheitsgrade dar.

Da wir keine weiteren Bedingungen (wie die Lorenz-Eichbedingung (3.138)) an A* stel-
len, ist g # 0, und es bestehen keinerlei Bedenken, die Vertauschungsrelationen (3.176)
zu fordern. Legt man diese zugrunde, so kann man aus diesen dann Vertauschungsrelatio-
nen fiir die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren a™7(k) und a™ (k) ableiten. Dazu
bemerken wir zunéchst, dass

fo = —0-A=—9A"—-V A,

Réumliche Ableitungen von A, in der Gleichzeit-Vertauschungsrelation (3.176) werden
aber beziiglich des Arguments ¥’ genommen. Wir diirfen die Ableitung daher aus dem
Kommutator herausziehen und erhalten dann Kommutatoren von zwei AMfFeldern, welche
miteinander vertauschen. Es bleiben also lediglich zeitliche Ableitungen zu beriicksichtigen,

At @), 77| = = [Au(7), 00ALT)| =i g 89 (7 - 7). (3.192)
Die weitere Rechnung ist Gegenstand der Ubungsaufgabe H11 und fiihrt auf
[dm@, &(A’)T(E’)} = okg™ (zw)?’é 3>(l%' k'),
[a“)(/?), am(iZ’)} - [a“) ] (3.193)

Diese Vertauschungsrelationen sehen auf den ersten Blick unschuldig aus. In der Tat hat
man fiir A = 1,2, 3 die iiblichen Relationen, denen wir auch beim skalaren Feld begegnet
sind. Aber das zusétzliche Minus-Zeichen bei A\ = 0 ist problematisch, da es zur Folge
hat, dass Zusténde mit einem zeitartigen Photon negative Norm haben. Betrachten wir
nédmlich den Zustand

at(k)[0) = N 1) (3.194)
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3.4 Das Photon—Feld

so hat dieser Zustand die (quadrierte) Norm

VPP = (o]a <><0>*<i%’>|o> (0@ (k)a® (k) — 2k (2)*6 (0) |0)
= 2k (21)%0®(0) (0]0) = —2k (27)*6®(0) , (3.195)

wenn wir annehmen, dass der Vakuumzustand auf eins normiert ist, also

e (27)*6@(0) < 0. (3.196)

Wie ist dieses Ergebnis zu interpretieren? Fock—Raum-Zusténde sollten an und fiir sich
positive Norm haben. Man kann sich zudem leicht davon iiberzeugen, dass die (quadrier-
te) Norm eines Zustands mit n(® (k) zeitartigen Photonen mit Impuls & proportional zu
(—1)"(0)(E) ist, also hat der Fock-Raum eine indefinite Metrik. Ein weiteres Problem
tritt auf, wenn wir den Hamilton-Operator berechnen. Wie in Ubungsaufgabe H11 zu
zeigen, ist der renormierte Hamilton—Operator

R BE o .
(/\)T — &OT (140
Hiyon = / T [}ja (RaO(F)| (3.197)

d.h. zeitartige Photonen tragen mit negativem Vorzeichen zur Energie bei. Das Minus-
Zeichen vor dem letzten Term ergibt einen negativen Erwartungswert fiir die Energie
in Zustdnden mit einem zeitartigen Photon,

Fy d3q_)
0 0 0)| A N 0
(0] Hye [11) = —/—( ¢ (191a"(@)a" (@) L)

27)32q

d3(j’ 1 0)t (0 0
- _/2<2wj3 v (010 @ (@ (k) Jo)
- 32 e e [ o6 o

- g —2k)2 (21)8 6@ (k — ) G
/2(27r)3 v (72007 @) 00 (k- 0)67(0) 0[0)

2k?
i

~—
—_

63(0) < 0. (3.198)

Hier haben wir von der ersten zur zweiten Zeile Gl. (3.194) und von der dritten zur vierten
Zeile Gl. (3.193) benutzt. Von der zweiten zur dritten Zeile haben wir ausgenutzt, dass
ein Vernichtungsoperator wirkend auf den Vakuumzustand null ergibt.

Das negative Vorzeichen ist aber eine Konsequenz der negativen (quadratischen) Norm
(3.196) der Zusténde mit einem zeitartigen Photon. Der renormierte Hamilton-Operator
selbst hat positiv-semidefinite Eigenwerte. Um dies zu sehen, betrachten wir den
Teilchenzahloperator fiir zeitartige Photonen. Er ist durch die Relation

2k (2m)263)(0) NO (k) = —a @t (k)a® (k) (3.199)
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A

definiert. Das negative Vorzeichen sorgt dafiir, dass der Eigenwert von N© (E) in einem
Zustand mit einem zeitartigen Photon mit Impuls k gleich +1 ist,

NOE L) = —57 (%)135(3) 0 aO (F)a© (¥ j%/&mﬁ(lgﬂm
= s 0 [100.aE]
= s v ) (20 Y0 )
I (3.200)

Die Definition (3.199) ist also korrekt. Das negative Vorzeichen sorgt dafiir, dass das
negative Vorzeichen aus der Vertauschungsrelation (3.193) bei zeitartigen Photonen auf-
gehoben wird. Mit den durch die Relation

2k (2m)263(0) NV (k) = aM(k)aM (k) , A =1,2,3, (3.201)

definierten Teilchenzahloperatoren fiir raumartige Photonen lautet also der renormierte
Hamilton—Operator (3.197)

37 3

Flron = (2)260)(0) / (gﬂ’; ESNO®) (3.202)

A=0

und da alle Teilchenzahloperatoren positiv semi-definite Eigenwerte haben, hat auch H,op
positiv semi-definite Eigenwerte, q.e.d.

Wir hatten gesehen, dass wir die Lorenz—Eichbedingung (3.138) nicht als Operator-
Identitét (3.183) fordern diirfen, sondern lediglich auf der Ebene der Erwartungswerte,
Gl. (3.184). Wir betrachten nun

8- Al = (a-fﬂ“ +a-A<—>> ) (3.203)
wobei
A Bk < . L
AN = / (2m)32k £ (A)(’“) M (k) e (3.204)
A PBr S . o " i
0 = [ G A @B = [P0o]

Da AELH(X ) nur Vernichtungsoperatoren enthélt, erhalten wir aus Gl. (3.203) fiir den
Vakuumzustand |¢) = |0)

a-A|o>:(a.A<+>+a.A<*>) 0y = 8- AO)0) . (3.206)
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3.4 Das Photon—Feld

La. ist dieser Ausdruck aber nicht null, da AL_)(X ) Erzeugungsoperatoren enthélt.
Damit kénnen wir nicht fordern, dass 9- A |y) = 0, da dies schon fiir den Vakuumzustand
nicht zutrifft. Wir kénnen aber die weniger restriktive Bedingung

d- APy =0 (3.207)

an physikalische Zustinde [¢)) stellen. Fiir den Vakuumzustand ist diese Bedingung
aufgrund der Definition (3.204) automatisch erfiillt. Wir fordern nun, dass dies fiir alle
physikalischen Zusténde |¢) gelten soll. Dies hat die Konsequenz, dass der Erwartungs-
wert der Lorenz-Eichbedingung in physikalischen Zustédnden

Wlo-Al) = (@|0-AD +0. A |y) = (¥2- A7 |y) (3.208)
= (@l (9-A0) ) = wl0- 4D [0y = (6] A9y =0

Hier haben wir in der ersten Zeile die Bedingung (3.207) benutzt, um den ersten Term
zum Verschwinden zu bringen. Von der ersten zur zweiten Zeile haben wir dann die De-
finition des adjungierten Operators ausgenutzt. Sodann wurde Gl. (3.205), die Tatsache,
dass Erwartungswerte reell sind, und zum Schluss nochmals die Bedingung (3.207) be-
nutzt. Insgesamt sehen wir aus dieser Rechnung, dass die Bedingung (3.207) dafiir sorgt,
dass die Lorenz—Eichbedingung auf dem Niveau der Erwartungswerte, Gl. (3.184), erfiillt
ist. Die Bedingung (3.207) wurde zuerst von Gupta und Bleuler formuliert. Man spricht
dementsprechend von der Quantisierung nach Gupta und Bleuler.

Die Gupta—Bleuler-Quantisierungsvorschrift (3.207) 16st auch das Problem mit den
negativen Erwartungswerten des renormierten Hamilton-Operators. Es gilt dann ndmlich

mit Gl (3.204)

. Bk S . L
0=0- A0 = [ G S =ik - VBB ) (3200)
A=0

was wegen der linearen Unabhéngigkeit der ebenen Wellen nur erfiillt werden kann, wenn

3

> KNk (k) [y =0 (3.210)

A=0

Aber fiir die physikalischen, transversalen Polarisationsvektoren gilt Gl. (3.189), also
bleibt . . . .
[K OF) O (R) + K - D (k) a® (B)] [v) =0. (3.211)

Aber aufgrund von Gl. (3.190) gilt auch K - @ (k) = —K - £®)(k), also folgt
WOF) —aE)| ) =0 = dOF ) =@ ). (3212)

Dies bedeutet wiederum, dass zeitartige Photonen identisch mit longitudinalen Photonen
sind, denn die Wirkung des Vernichtungsoperators fiir ein zeitartiges Photon ist identisch
mit der des Vernichtungsoperators fiir ein longitudinales Photon. Daher enthalten physi-
kalische Zustédnde stets Mischungen von zeitartigen und longitudinalen Photonen, sie
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konnen nicht einfach nur ein zeitartiges Photon enthalten. In der Tat erhalten wir aus GI.
(3.212)

(W] @ (k)a (k) [v) = (@] a7 (k)a® (k) |[v) , (3.213)

und daher heben sich die Beitriage der zeitartigen und der longitudinalen Photonen in Er-
wartungswerten des renormierten Hamilton—Operators (3.197) in physikalischen Zustén-
den gegeneinander weg,

. A3k o
(01 P 0) = [ g b D10 (B ) ) (3.214)
A=1

Dieser Ausdruck ist identisch mit dem Erwartungswert von H,ep in Strahlungseichung, vgl.
Gl. (3.175), lediglich die physikalischen, transversalen Polarisationfreiheitsgrade tragen zu
einer physikalisch mefibaren Grofie wie der Energie bei.
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13.1.2021
4 Pfadintegral-Formulierung der
Quantenmechanik

In diesem Kapitel behandeln wir die Pfadintegral-Formulierung der Quantenmechanik.
Der besseren Wiedererkennung wegen restaurieren wir Faktoren h.

4.1 Propagatoren

Wir betrachten die Schrodinger—Gleichung fiir (zeitabhingige) Schrédinger—Bild-Zu-
stiande [Y(t))g,

ih 2 fé(e)s = H(E) (D) (4.1)
wobel .
H(t) = g—m +V(t,7) (4.2)

der Hamilton-Operator des Systems ist. Die Zeitabhingigkeit von H (t) ist hier ausschlief-
lich eine explizite, falls beispielsweise das externe Potential V' (¢, :AE) zeitlich variiert. In
der Regel sind Operatoren im Schrodinger-Bild zeitunabhéngig. Die formale Losung von
Gl. (4.1) lautet (vgl. Abschnitt 3.3 der Vorlesung “Quantenmechanik I”)

[W(t)s = U(t,0) [(0))s (4.3)

mit dem Zeitentwicklungsoperator
R R i [t .
U(t,0) =T exp [_ﬁ/ dt’H(t’)} : (4.4)
0
Hier ist 7' der Zeitordnungsoperator. Der Zeitentwicklungsoperator ist unitar,

.t S0
U1(t,0) = T exp {% / dt’H(t’)} — T exp {—% / dt’H(t’)} — U(0,t) = U"1(¢,0) .
0 t
(4.5)
Er besitzt zudem die Konvolutionseigenschaft

A~ A A~

U(t;,0)0(0,t:) = Uty t;) . (4.6)

Heisenberg—Bild-Zusténde |¢)y stimmen zu einem festem Zeitpunkt, z.B. ¢ = 0,
mit den Schrodinger—Bild-Zusténden iiberein,

) e = [¥(0))s - (4.7)
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Die Wellenfunktion (¢, %) berechnet sich aus den Hilbert-Raum-Zusténden |¢(t))s
durch Projektion auf Ortsraum-Zustande |Z),

W(t, @) = (@Y (1)s = (# U(1,0)[(0))s = (F U(£,0) [}, (4.8)

wobei wir die Glgen. (4.3) und (4.7) benutzt haben. Wir definieren nun die zeitentwi-
ckelten Ortsraum-Zustinde

t,Z) = U(0,t)|Z) =T exp [% /O dt’ ﬁ(t’)} 1Z) = Ut(t,0)|2) . (4.9)

Man beachte die Stellung der Argumente; in der Regel wiirde man fiir eine Zeitentwicklung
von 0 nach t die umgekehrte Reihenfolge erwarten. Wie wir jedoch sehen werden, ist die
oben angegebene die korrekte. Die Wellenfunktion (4.8) ist damit auch identisch mit

¢<t’f) = <t’f|¢>H . (41())

Ortsraum-Zusténde sind vollstéindig,
1= /d3fi |Z) (@] (4.11)

wobei der Index ¢ lediglich aus Griinden der Notation eingefiihrt wird. Wir zeigen nun,
dass auch die zeitentwickelten Ortsraum-Zusténde (4.9) vollstindig sind,

1 = U(0,t)U(t;,0)=U(0,t)1U(t;,0) = U(0, ;) / Az, |7)(&] U(t:, 0)
= /dgfz‘ U(0,8:) | ;) (%] U (¢, 0) :/d3fi|tiyfi><ti>fi|v q.e.d. (4.12)

Hier haben wir im letzten Schritt die Definition (4.9) der zeitentwickelten Ortsraum-
Zusténde benutzt. Gleichung (4.12) bedeutet, dass die Ortsraum-Zustéande |Z;) auch nach
Zeitentwicklung zum Zeitpunkt ¢; vollstdndig sind.

Durch Einschieben der vollstdandigen Eins (4.12) kénnen wir die Wellenfunktion (4.10)
auch schreiben als

Y(t,7) = (¢, Z|Y)y = /dgfi (t, Z|t;, Z;) (ti, Ti|Y)g = /dgfiK(taf; ti, ) V(ti, T5)
(4.13)
wobel

die quantenmechanische Ubergangsamplitude fiir einen Ubergang vom Zustand
|ti, ¥;) zum Zustand |t, ¥) ist. Die entsprechende Ubergangswahrscheinlichkeit ist

Gleichung (4.13) hat eine einfache physikalische Interpretation. Falls man die Losung
¥ (t;, Z;) der Schrodinger-Gleichung zum Zeitpunkt ¢; an allen Orten &; kennt, so kann man
die Losung (¢, ) zum Zeitpunkt ¢ am Ort 2 durch Multiplikation mit K (¢, #;¢;, Z;) und
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4.1 Propagatoren

Integration iiber alle Orte Z; konstruieren. Man sagt, die Ubergangsamplitude K (t, 2 t;, T;)
propagiert die Losung 1 (t;,Z;) vom Raum-Zeit-Punkt (¢;, ¥;) zum Raum-Zeit-Punkt
(t,Z). Deshalb nennt man K (t,¥;t;,Z;) auch den (vollen) Propagator der Theorie. Die
Situation ist bildlich in Abb. 4.1 dargestellt. Hier haben wir uns auf den Fall der kausalen
Propagation, t > t;, beschrankt. Man kann natiirlich auch die antikausale Propaga-
tion, t < t;, betrachten.

t

~ X

X

Abbildung 4.1: Propagation der Losung v (t;, ¥;) zum Zeitpunkt ¢t am Ort Z mit Hilfe des
Propagators K (t, Z;t;, ;).

Der Propagator hat eine interessante Konvolutionseigenschaft,

Kty @piti, @) = <tf,ff|ti,fz‘>:/dgf@faff|taf><taf|ti,fz‘>

/d3fK(tf,ff;t,f) K(t,%;t;, ) . (4.16)

wobei wir die vollstandige Eins (4.12) (nach entsprechender Umbenennung t; — t, #; — %)
eingeschoben haben. Physikalisch bedeutet dies, dass die Propagation von (t;,#;) nach
(tf, ) auch als Propagation von (¢;,#;) nach (¢,Z) und dann von (¢, %) nach (ts,7)
betrachtet werden kann. Man beachte aber, dass man iiber alle moglichen Zwischenpunkte
Z zum Zeitpunkt ¢ integrieren muss, vgl. Abb. 4.2.

Die Konvolutionseigenschaft (4.16) hilft beim Verstandnis des beriihmten Doppelspalt-
Experimentes fiir Elektronen. Wir nehmen an, dass alle Elektronen von einer Quelle bei
(t;, ¥;) mit fester Geschwindigkeit ausgesendet werden. Ferner soll der Zwischenzeitpunkt
t in Gl. (4.16) derjenige sein, an dem die Elektronen den Doppelspalt passieren. Den
Schirm erreichen sie dann zum Zeitpunkt ¢4, s. Abb. 4.3.

Wir nehmen an, dass beide Spalten gleich grofl sind und die Fliche AF = AxAy frei
lassen. Desweiteren habe die Blende die Dicke Az, so dass das von den Spalten gebildete
Volumen AV = AFAz ist. Die Elektronen kénnen den Doppelspalt natiirlich nicht pas-
sieren, wenn sie auf der Blende des Doppelspaltes landen; sie miissen genau die beiden
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4 Ptadintegral-Formulierung der Quantenmechanik

. X
Xf

Sy

1

Abbildung 4.2: Veranschaulichung der Konvolutionseigenschaft (4.16).

t,X,
X,
= by,
t,Xp

Abbildung 4.3: Das Doppelspalt-Experiment.

Spalten bei ©'4 und Zp treffen. Daher reduziert sich das Volumenintegral in Gl. (4.16) auf

K(tf, ff; ti, fz) ~ AV [K(tf, ff; t, fA> K(t, fA; ti, fz) + K(tf, ff; t, fB) K(t, fB; ti, fz)] .

(4.17)
Hierbei haben wir angenommen, dass sich das Produkt K (t¢, Zf;t, ©a) K(t, Za;t;, 7;) tiber
das Volumen AV des Spaltes bei 4 nicht wesentlich dndert, so dass man diesen Faktor
aus dem Integral {iber d*7 herausziehen darf, und entsprechendes auch fiir den Beitrag des
Spaltes bei Z5 zum Integral. Die quantenmechanische Ubergangsamplitude fiir Elektronen
von der Quelle am Raum-Zeit-Punkt (¢;, 7;) zu einem Punkt z; auf dem Schirm bei der
Zeit t; ist dann geméB Gl. (4.15)

P(tf,ff;ti,fi) = |K(tf,ff;ti,fi)‘2 (418)
= AV{|K(ty, @pit,3a) K(t,Zasts, 7)[* + |K(ty, Tyt T5) K(t, Tp; ta, 7))
+ 2Re [K(tf,ff;t,fA) K(t,fA;ti,fi) K*(tf,ff;t,fB) K*(t,fB;ti,fi)]} .
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4.2 Pfadintegrale

Der letzte Term ist nicht positiv semi-definit. Er ist die Ursache fiir die wohlbekann-
ten quantenmechanischen Interferenzeffekte, die zu einem Beugungsmuster mit Maxima
(konstruktive Interferenz) und Minima (destruktive Interferenz) auf dem Schirm fiithren.

4.2 Pfadintegrale

Die Pfadintegral-Formulierung der Quantenmechanik (s. Kapitel 3 der Vorlesung
“Quantenmechanik I1”) nutzt die Konvolutionseigenschaft (4.16) des Propagators bis
zum Extremen aus: es werden zundchst N Zwischenzeiten ¢;, j = 1,..., N, im Abstand
tj11 —t; = 7 eingefiihrt, vgl. Abb. 4.4, und dann der Limes N — oo gebildet. Dabei soll
gleichzeitig 7 — 0 gehen, so dass das Zeitintervall ¢ty — ¢; = (N + 1)7 konstant bleibt.

t
tN+1:tf
N
tN_1
t N4 f
——
fy=ti ‘ |
- = X
Xi Xf

Abbildung 4.4: Zur Herleitung der Pfadintegral-Darstellung des Propagators.

N-faches Anwenden der Konvolutionseigenschaft (4.16) liefert zunéchst

(tr, Tslti, Ti) = /ol?’:f:'1 e BPEy (g, Bty TN, Tnltn_1, Tyo1) - (t, Tt T

(4.19)
Man beachte, dass bei jedem Zwischenzeitschritt ¢; iiber den gesamten Raum d*7; inte-
griert wird. Das quantenmechanische Teilchen nimmt also alle moglichen Wege, um von
(ti,@;) nach (ty, ) zu gelangen.
Wir betrachten nun einen der Terme in Gl. (4.19), die Ubergangsamplitude vom Zwi-
schenzeitschritt ¢; zum néchsten Zeitschritt ¢;,,, im Detail:

(tiv1, Tty ©5) = (Fj1 | Ui, 00U (0,4)) 1) = (&1] Ultjo, ty) |75) (4.20)

wobei wir die Glgen. (4.6) und (4.9) benutzt haben. Der Zeitentwicklungsoperator kann
als Taylor-Reihe entwickelt werden,

U(thrl;tj) = T exXp

i [t . i [t R
—_/ at A (1) :1—_/ AHE) +0(),  (421)
h J; h )

J J
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4 Ptadintegral-Formulierung der Quantenmechanik

wobei der Term n—ter Ordnung proportional zur n—ten Potenz des Zeitintervalls 7 =
tj41 — t; ist. Da wir am Ende 7 — 0 gehen lassen, kénnen wir alle Terme von hoherer
Ordnung in 7 im Folgenden unterdriicken. Der Mittelwertsatz der Integralrechnung liefert
nun

. i
Ultjpr tj) =1 =5 H{ty) 7, (4.22)

wobel t; ein Zeitwert im Intervall [¢;,¢;41] ist. Da wir 7 — 0 gehen lassen, kénnen wir
diesen Zeitwert 0.B.d.A. auch als arithmetisches Mittel von ¢; und ¢;,; wéhlen,

— tj+1 + tj
=

Setzen wir Gl. (4.22) in Gl. (4.20) ein, so erhalten wir
S - I, i N
(1 Talty, Tj) = (Tl @y) — & 7T [ H{t) [75) - (4.23)
Die Ortsraum-Zustédnde sind orthogonal,
— — — — dBﬁ Z — — —
(@jalzy) = 5(3)($j+1 — ;) = /W exp {ﬁp' (Zj41 — fj)} : (4.24)
Der Hamilton—Operator ist eine Funktion von Impuls- und Ortsoperator,

1) (4.25)

SR

H(t) = H(p.

also
H(t) |Z;) = H(p, 7,t) |7;) = H(p, T;,1) |7;) - (4.26)

Der Hamilton—Operator ist aber auch hermitesch, H = HT, also
(@l H(E) = (@] HE.F1) = (&) HE s, 1) (4.27)

Fiir das in Gl (4.23) auftretende Matrixelement des Hamilton—Operators erhalten wir
also

(T H(L)1Z5) = (T H(P, 2, t5) |Z5)
= (L HP, L, 1)) |25) = (T | H(D, Tj31,15) |Z5)
- 1 JAREN - 5 5 T -
= (Falg [HE S0, 5) + HEEG)| 7). (4.28)

Entwickeln wir die beiden Hamilton—Operatoren nach Taylor um das arithmetische Mittel
zwischen den Punkten #; und 4,

> _ T+

so erhalten wir

H(p,;,t;) = Hp,%;,1;) + VH(p, T;,1) - (Z; — ;) + O[(&; — T)7 (4.29)
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4.2 Pfadintegrale

bzw.
H(p, By, 1) = HP, T3, 1) + VH(P, 35, 1;) - (Fj11 — Tj) + O[(Fja — ;)% . (4.30)

Nehmen wir nun an, dass das Teilchen in einem (infinitesimalen) Zeitschritt 7 keine groen
(finiten) Spriinge im Ortsraum macht, so kénnen wir Terme von der Ordnung O(F; — 7;)
bzw. O(Z;11 — Z;) vernachliissigen und approximieren

1 AR I AR T 5 = 7
5 H( ) j+17tj>+H(paxjvtj)} 2I{(pal‘jvtj) . (431)

Nun miissen wir noch die Wirkung des Impulsoperators in H (5’, Tj,t;) beriicksichtigen.
Zau diesem Zweck schieben wir zwei vollstdndige Einsen von Impuls-Zusténden,

1= [ @5, (4.32)
zwischen die Ortsraum-Zustédnde und dem Hamilton-Operator in Gl. (4.28) ein,
(Tj| H(p,z;,t;) |7;) = /dsﬁ;{ &pi (T [P 5| H (D, T3, 15) |95)(95125) - (4.33)

Nun benutzen wir die Definition der ebenen Wellen als Uberlapp zwischen Impuls- und
Ortsraum-Zustanden sowie die Orthogonalitit der Impuls-Zusténde,

. .
<fj+1|ﬁ]{> = \/ﬂg exp (;—:Lﬁj{'fjﬂ) .
m
- 1 (A
PjlL5) = 50 P (—ﬁ j-xj) : (4.34)
m

=

B3 H(p. 25, 8) [07) = H (3. %5,15) (05105) = H 5y, %5,1;) 89 (5] — 75)

und erhalten

&35,
(2rh)3

7

H(ﬁ},fj,fj) exp |:h]5} . (fj+1 — fj>:| . (435)

(| H(F, 7. 5) 175) = /

Setzen wir dies in Gl. (4.23) ein und benutzen Gl. (4.24), so erhalten wir das bis auf Terme
der Ordnung O(7?) exakte Resultat

(i1, Tjgalty, ) =~ / (271.7;)3 {1 - gTH(pj@jatj)} exp {;LPJ (@ — xf)]

d3p; i B L
/(27th)3 eXp{ﬁ 7} - (Tj1 — 7)) _TH<pj7'rj7tj)]} , (4.36)

12

wobei wir im letzten Schritt die Taylor-Entwicklung der Exponentialfunktion bis zur
Ordnung O(7) ausgenutzt haben. Setzen wir dieses Resultat nun in Gl. (4.19) ein, so
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4 Ptadintegral-Formulierung der Quantenmechanik

erhalten wir mit ¢; = ¢y und ty =ty

3

N 11N 7 N
Sy = . dp; L . I
(ty, Tplts, @) = / Hdng H p exp {% M 7 (@ — ) - TH(Pj,ijatj)]}

_j 1 i J=0 J Jj=0
[~ &ﬁ' i - Fi — 1
L Tjp1 — T I

- [ || [T ] e d 3o [ 2 - 2] |

Lj=1 L j=0 i j=0
N oo . U A S L
j>0 DI Dy exp ﬁ/ dt [p-x—H(p,x,t)} : (4.37)
T t;

Hier haben wir die Definition der Ableitung,

lim =—=7,
7—0 T t
des Riemann-Integrals,
N ty
lim T= dt ,
T—0 L
§=0 i

sowie die abkiirzende Schreibweise

=

d*p;

3 ‘7 = N

]&:H;Hd 5=pr. Jm Gy =77 (4.8)
J=

benutzt. Gleichung (4.37) ist die sog. Pfadintegral-Darstellung des Propagators. Man
beachte, dass iiber alle Pfade im Ortsraum zu integrieren ist, die vom fest vorgegebenen
Anfangspunkt Z(t;) = Z; zum fest vorgegebenen Endpunkt Z(¢;) = #; fithren. Desweiteren
integriert man ohne Einschriankung iiber alle Werte des Impulses. Dies erinnert an das
modifizierte Hamiltonsche Prinzip aus der analytischen Mechanik (s. Abschnitt 3.3
der Vorlesung “Theoretische Physik II: Klassische Mechanik”).

Es ist bemerkenswert, dass keine Operatoren mehr auftreten, die Impulse p und Orte
Z in Gl. (4.37) sind klassische Grofien. Die quantenmechanische Natur des Propa-
gators verbirgt sich hinter der Tatsache, dass das Teilchen alle moglichen Wege im
Phasenraum (mit der Einschrinkung, dass Anfangs- und Endpunkt im Ortsraum fest-
gelegt sind) durchlaufen kann, nicht nur den klassischen Weg. Jeder Weg trigt mit dem
komplexwertigen Gewicht bzw. Phasenfaktor

exp{ﬁ/ dt [p-m—H(p,x,t)]}
t;

zum Pfadintegral bei. Dies wiederum fiihrt zu den wohlbekannten quantenmechanischen
Interferenzeffekten, vgl. das obige Beispiel des Doppelspalt-Experiments.
Falls die Hamilton—Funktion (wie iiblich) quadratisch in den Impulsen ist,
-9

Hpzt) =2 1veq, (4.39)

2m
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4.2 Pfadintegrale

so kann man die Pfadintegral-Darstellung (4.37) durch Ausintegrieren der Impulse noch
etwas vereinfachen. Das j-te Impulsintegral iiber den Phasenfaktor lautet dann

d*p; i l. . p? L
(27Th)3 exXp ﬁ bj - (:CjJrl - LE]') — T % — TV(t]',Ij)

L V(s B d3ﬁ 1T . 1 5 . 5
= e j)/(zwhj)?’ P {_2mhpj2+ﬁpj'($j“_xj>} - 4

Das Integral ist vom Typ eines verschobenen Gaufl-Integrals,

/ A e~0%" ~br = /() \/E . (4.41)
o a

(NB: Dies gilt auch, wenn a und b imaginére Zahlen sind, wie in Gl. (4.40).) Wir erhalten

also
d3ﬁ. T | . . ﬁz T o=
/ (27rh])3 exp {ﬁ [Pj (T — ) -7 ﬁ - TV(%»%‘)] }

3 — —
v E) Zmhm (T —75)* 2mh
b Ah? iT

3 , . s
= m i T j+1 — T . r =z
N 2rhir P { h T [2 < - ) V(t],x])] } . (4.42)

j=1 =0
0o [l .
g N/Df exp 3/ dt [@ z? — V(t,f)}
T—0 h t; 2
i (Y
= N/Dx exp [ﬁ dt L(Z, 7z, t)}
t;

Y / Di exp{ﬁS[f(t)]} | (4.43)

Hier haben wir die Normierungskonstante

- 3(N+1)
= 1 4.44
N Nlinoo 2mhiT ( )
7 —=>0

eingefiihrt, sowie die Definition von Lagrange-Funktion und Wirkung benutzt.
Gleichung (4.43) ist folgendermafien zu interpretieren: das quantenmechanische Teilchen
durchlauft jeden moglichen Pfad vom fest vorgegebenen Anfangsort #; zum fest vorge-
gebenen Endort 7. Fiir jeden dieser Pfade ist die Wirkung S[Z(¢)] zu berechnen und in
das Argument des Phasenfaktors einzusetzen. Abschliefend werden diese Phasenfaktoren
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4 Ptadintegral-Formulierung der Quantenmechanik

tiber alle moglichen Pfade aufsummiert (integriert). Der klassische Pfad ist bekannt-
lich derjenige, bei dem die Wirkung extremal oder stationir wird, vgl. Gl. (2.5). Diese
Bedingung fiithrt dann auf die klassischen Bewegungsgleichungen, ndmlich die Euler—
Lagrange—Gleichungen. Typischerweise ist das Extremum der Wirkung ein Minimum,
d.h. das Argument des Phasenfaktors ist klein, so dass der Phasenfaktor am geringsten
fiir Pfade in der Néhe des klassischen Pfades oszilliert. Die Phasenfaktoren von Pfaden
weitab vom klassischen Pfad dagegen haben grofie Argumente und oszillieren daher stark.
Dies fiihrt zu destruktiver Interferenz dieser Beitrdge. Im klassischen Limes, h — 0,
wird das Verhéltnis S[Z(t)]/h beliebig grof und es interferieren alle Pfade mit Ausnah-
me des klassischen Pfades destruktiv miteinander, so dass nur der Beitrag des letzteren
iiberlebt. Dann ist der Propagator einfach
i

71111% <tf, ff|ti, Zfz> == N exp { 7 S[fklass.(t)]} . (445)

Durch eine Entwicklung der Wirkung um den klassischen Pfad bis zur quadratischen
Ordnung in den Ableitungen der Wirkung kann man auch explizit quantenmechanische
Korrekturen zu diesem Resultat berechnen (dies ist dquivalent zur sog. WKB-Nédherung
in der Quantenmechanik).

4.3 Storungstheorie

Mit Hilfe der Pfadintegral-Darstellung des Propagators erhélt man eine physikalisch
sehr anschauliche Interpretation von Streuprozessen. Dazu bendtigen wir die Storungs-
theorie, d.h. wir multiplizieren das Potential mit einer Zahl A > 0 und betrachten
zundchst den Fall A < 1. Am Schluss der Rechnung setzen wir dann A = 1.

Zunichst entwickeln wir den Phasenfaktor in Gl. (4.43), der das Potential enthélt, in
eine Taylor—Reihe,

ex —1 tfdtﬂ/t* —1—2 tfdtVt* il tfdtdt’Vt*Vt’*
p h . (,ZE) - h, (7‘,1:) . (,ZE) (7$)+

~ o
(4.46)
Setzen wir dies wieder in den Propagator (4.43) ein, so erhalten wir die sog. Born—Reihe
n=1
wobei
i (Y om .
t;

der freie Propagator, d.h. der Propagator im wechselwirkungsfreien Fall V (¢, Z) = 0
ist. Der freie Propagator kann analytisch berechnet werden. Dazu gehen wir wieder zur
diskretisierten Version

3(N+1)

N . N — — 2
L m . i m (Tj1 — T,
Ko(ty, i ti, @) = Py /Hd3xj exp [ﬁ g TS <%) ] (4.49)
=1 ~0

j=
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4.3 Storungstheorie

iiber und benutzen die in Ubungsaufgabe H13 (iv) zu beweisende Formel

™ T ., g+t i i 2
dx. e|(@1—a To—x1 —TN _ h— .
/_oojgl Ve (N+1)7% eXp{NH( a)]

Mit v = m/(2h7) und t; — t; = (N + 1)7 erhalten wir

BA+) (2rhiaT)N
Kot _"ti _',L' = r _)iQ
olty: Tri i, %) \/27rh27 \/ N+ Dm N+1)< x)]

o im (T — 7;)?
Qth(tf—tl) Pl 20, — 1)

(4.51)

Wenn wir uns auf kausale Propagation, t; > t;, beschrénken, so kénnen wir diesen
Ausdruck noch mit ©(¢; — t;) multiplizieren,

m 3 [z’m(ff—fi)

2
Ko(ts, Zpite, @) = () —— PR TN N oty —t,) . 4.52
gt ) =\ [ o | Bl -y

Der Term erster Ordnung in der Born-Reihe lautet

i i (Y om . ty
Ki(ty, Zpt;, %) = —ﬁ/\//Df exp (ﬁ/ thfQ) / dtV(t, %) , (4.53)
t; t;

bzw. in diskretisierter Form

Ki(ty, Tp;ti, 7)

; e 3(N+1) N N im N
= 7 / - ZT/Hd%’j exp [% Z(fjH - fj)Q V(te, Zy)
7=0
SN 3(N—t+1) im e
- 2
- 52 {\/ Sehin / I 7 e [ﬁ Z“JH—%)”
=0 j=t+1 j=t

V(te @) {\/E / Hdg% o lzhr § (e fj)Q] }

J=

. N

? - - - - - -

= _ﬁg T/d3$gK0(tf,l"f;tg,$g)V(tg,[lfg)Ko(tg,:Bg;ti,$i)
=0

N — o0 Z t‘f 3= — — — — —
— — dt | T Ko(ty, Zp;t,2) V(E,Z) Ko(t, T t;, 7;)
T—0 t;

- / at / 7 Kolty, 351, 7) V(L 7) Kolt, & i, 75) (4.54)

Hier haben wir im letzten Schritt die Integrationsgrenzen nach oo geschoben, da die In-
tervalle (—o0,t;) und (¢, co) aufgrund der Kausalitit des freien Propagators (4.52) nichts
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4 Ptadintegral-Formulierung der Quantenmechanik

zum Integral beitragen. Die Interpretation dieses Resultates ist folgende: das Teilchen pro-
pagiert frei vom Raum-Zeit-Punkt (t;, Z;) zum Raum-Zeit-Punkt (¢, ¥). Dort wird es vom
Potential V (¢, ¥) beeinflusst. Danach propagiert es wieder frei bis zum Raum-Zeit-Punkt
(tf,Zf). Die Situation ist in Abb. 4.5 dargestellt. Man beachte, dass iiber alle Zeiten ¢
und alle Orte 7 integriert wird, also das Potential im Prinzip zu jedem Zeitpunkt ¢ und
an jedem Ort 7 auf das Teilchen wirken kann, allerdings nur einmal, davor und danach
propagiert letzteres frei.

t
tf :
t w
t, -
. 3
X; X Xf

Abbildung 4.5: Graphische Interpretation des ersten Terms der Born—Reihe.

Ganz analog leitet man auch den zweiten Term der Born—Reihe her,

N 2 )
Kg(tf,ff;ti,fi) = (—%) / dtldtg/d3f1d3f2K0(tf,ff;t2,f2)V(tg,fg)

[e.e]

X KO(tQ,fQ; tl, fl) V(tl,fl) Ko(tl,fl;ti, fz) . (455)

Man beachte, dass sich der Faktor 1/2, der bei der Entwicklung der Exponentialfunktion
auftritt, gegen einen Faktor 2 weghebt, der dadurch zustande kommt, dass es im Integral
iiber ¢; und ¢y zwei mogliche Anordnungen der Zwischenzeitpunkte gibt: ¢ > ¢; und
t1 > t. Daher bekommt man einmal einen Beitrag vom Produkt V (ta, #s) V (t1,7) fiir
ty > t; und einen weiteren Beitrag V (o, Z2) V(t1,71), wenn t; > t5. Nach Umbenennung
der Integrationsvariablen ty <> t1, Ty <> @1 sind diese beiden Terme identisch. Der zweite
Term der Born—Reihe ist in Abb. 4.6 graphisch veranschaulicht. Das Potential wirkt nun
zweimal auf das Teilchen, bei den Raum-Zeit-Punkten (¢;,7) und (t2,72), dazwischen
propagiert es frei. Wieder muss man {iber alle moglichen Positionen dieser Raum-Zeit-
Punkte integrieren. Die Kausalitéitseigenschaft des freien Propagators (4.52) sorgt aber
dafiir, dass t; <t <ty <ty.

Die Losung (4.13) der Schrédinger—Gleichung lautet nun nach Einsetzen der Born—Reihe
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v
v
=4

Abbildung 4.6: Graphische Interpretation des zweiten Terms der Born—Reihe.

(4.47) fir A =1
U(ty, Ty) = /d?’f,- K{(ty, Zp;ti, 7o) ¥ (ti, o)
= /d?’a?:iKo(tf,:z’f;ti,@)@z)(ti,f,-)
— %/: dt/d?’ff(o(tf,:i:‘f;t,f) V(t, f)/dng:i Ko(t, T ts, %) ) (t;, T)

n (_%)/ dt/d3ff<0(tf,ff;t,f)V(t,f)<—;>/ dtl/d3:?1

X Ko(fz,flfl) V(tl,fl) /dgl_‘z Ko(tl,le;ti,ZZi) u(z‘LZl)

- / &7 Kolty, 7t 72) Wt )
_ %/ dt/d3fK0(tf,:i:'f;t,:f) V(t, 7)ot ) . (4.56)

Hier haben wir die rot markierten Terme wieder zur Losung (¢, 7) der Schrodinger—
Gleichung zusammengefasst.

4.4 Die Streumatrix

Wir betrachten nun einen Streuprozess, bei dem die Teilchen bei ¢t = +o00 wechsel-
wirkungsfrei sind. Fiir freie Teilchen konnen wir als Wellenfunktion Eigenzustinde zum
Impuls p'und zur Energie E, d.h. ebene Wellen ansetzen. Fiir den Anfangszustand, bzw.
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4 Ptadintegral-Formulierung der Quantenmechanik

fiir das einlaufende Teilchen ist die Wellenfunktion dann

1 7
Yin(ti, @) = ——— exp {—— (Eit; — p; - fz):| = (ti, Zi|Di)in (4.57)
Va2rh' h

2T

wobei E; = E(p;) die Energie des einlaufenden Teilchens ist. Der Index “in” gibt an,
dass es sich um Zustdnde des einlaufenden (engl. in-going) Teilchens handelt. Fiir den
Endzustand, d.h. das auslaufende Teilchen ist die Wellenfunktion entsprechend

1 i
Vout(ts, Tp) = ———5 exp [—— (Egty —py - ff)] = (ts, Z¢|Df)out » (4.58)
V2T s h

wobel nun E; = E(py) die Energie des auslaufenden Teilchens ist. Der Index “out” gibt
an, dass es sich um Zusténde des auslaufenden (engl. out-going) Teilchens handelt.

Wir fragen nun nach der quantenmechanischen Amplitude fiir die Streuung vom An-
fangszustand |p; )i, in den Endzustand [pf)out, der sog. Streumatrix,

Sfi = out ﬁ |pl in

d f out pf‘tfuxf><tf7xf|pz>1n

d3xfd xz out pf|tf7If><tfaxf|tuxz><tuIz|pz>

/
-/

/dgff dgfl w;ut(tﬁ ff) K(tfa ff; tia fz) ¢in(tia fz)

[T ROR SO 2 (459

Hier haben wir zunédchst zwei vollstéandige Einsen von zeitentwickelten Ortsraum-Zustén-
den eingeschoben und sodann die Definition (4.14) des Propagators sowie Gl. (4.13) fiir die
zum Raum-Zeit-Punkt (¢7, Zr) entwickelte einlaufende Wellenfunktion i, (¢;, 7;) benutzt,

Ql)(tf,ff) = /dgfz K(tf,ff;ti,fi) ¢in(tiafi) . (460)

Man beachte, dass wir den Index “in” bei 1(ts, ) nun weglassen, da die im Intervall [¢;, ]
stattfindende Wechselwirkung (die im vollen Propagator K(ty,Zy;t;, ;) beriicksichtigt
ist) diese Wellenfunktion in nicht-trivialer Weise éndert. Insbesondere wird durch den in
diesem Zeitintervall stattfindenden Streuprozess der Anfangsimpuls p; verdndert.

Das Resultat (4.59) ist der quantenmechanische Uberlapp der Losung v(ts, #'f)
des vollen Streuproblems (mit dem vorgegebenen Anfangszustand y,(t;, 7;), in dem das
Teilchen den festen Impuls p; hat) mit dem auslaufenden Zustand o (ts, Zy), der Ei-
genzustand zum Impuls py ist. Oder mit anderen Worten, die Streumatrix Sy; mifit den
Anteil einer ebenen Welle mit Impuls py im Endzustand ¢ (ts,Zf), wobei letzterer sich
aus dem Anfangszustand mit festem Impuls p; entwickelt hat.
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4.5 Feynman—-Diagramme

Setzen wir nun die Born-Reihe (4.47) fiir den vollen Propagator ein, so erhalten wir

Sti = /dsff &P Ve (ty, Tp) Kolt s, T ti, T) Yin(ti, Ti)
. %/d?’ff A3z, dt AT, (L, Bp) Ko(ty, £ t, ) V(L ©) Ko(t, T ta, ) (4, T)
+ o, (4.61)

wobei wir nur den Term der nullten und ersten Ordnung der Born—Reihe explizit auf-
gefiihrt haben und fiir letzteren Gl. (4.54) eingesetzt haben.

Eine ebene Welle, die wechselwirkungsfrei von (¢;, Z;) nach (¢;, Zy) propagiert, ist immer
noch eine ebene Welle,

[ (Bt —pi & )]
3 XP | 7 \Lyly —Di - Xf)|
vV 27Th3 h
(4.62)

wie in Ubungsaufgabe P13 gezeigt werden soll. Also ist der erste Term in Gl. (4.61)

/dsfi Koty Zriti, @) Yin(ti, @) = Yin(ty, ©5) =

/dgff QT b (tr, Tp) Kolty, Ty b, T) tin(t, ) =/dgff%ut(tf»ff)%(tfaff)
1 i
= d*z —(E; — E)ty— (py —p;) - &
(27Th)3/ Ty eXp{h[( f ) f (pf p) xf]}

i L L
= exp [ﬁ (Ey — E3) tf} s (pr — i) = 69y — ) (4.63)

weil aufgrund der 6-Funktion E; = E(py) = E(p;) = E.

Alle Terme hoherer Ordnung in Gl. (4.61) kiirzen wir mit ¢7y; ab, wobei der Faktor ¢
Konvention ist und 7'; die sog. Ubergangsmatrix darstellt. Wihrend die §-Funktion die
Amplitude dafiir ist, dass keine Streuung stattfindet, also dass Anfangs- und Endimpuls
identisch sind, py = p;, so stellt iT}; die Amplitude dafiir da, dass eine Streuung stattge-
funden hat, also dass sich der Endimpuls vom Anfangsimpuls unterscheidet, p;y # p;. Die
Streumatrix (4.61) lautet dann kompakt

Spi = 0¥ (py — pi) +iTy . (4.64)

4.5 Feynman—-Diagramme

Es gibt eine einfache diagrammatische Notation fiir die Born-Reihe (4.47) des vollen
Propagators,

K(ty, @ ti, 7;) = Ko(ty, T ti, 75)

- %/dtdgf[(o(tf,ff;t,f) V(t,f) Ko(t,f,tl,fz)—‘— 5 (465)

s. Abb. 4.7.
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o
: - K,
tl,xl KO tf/xf tllxz KO ‘i//.
. ° + . +
txX

Abbildung 4.7: Diagrammatische Darstellung der Born—Reihe in Form von Feynman—
Diagrammen.

Diese Notation geht auf R.P. Feynman zuriick; diese Diagramme heiflen deshalb auch
Feynman—Diagramme. Mit Hilfe der Feynman—Regeln fiir die gleichnamigen Dia-
gramme lassen sich diese wieder in mathematische Formeln iibersetzen. Die Feynman—
Regeln im Ortsraum lauten:

(i) Eine Linie zwischen zwei Raum-Zeit-Punkten (1, #1) und (t2, ) symbolisiert einen
freien Propagator,

Ko(ta, o3 t1,21) = by Ey%;

(ii) Ein Vertex am Raum-Zeit-Punkt (¢, ) symbolisiert einen Faktor
7 B \\\\ -

t,x
Eine Integration tiber alle moglichen Werte (¢, Z) ist impliziert.

Man kann die Feynman—Regeln auch im Impulsraum formulieren. Dazu miissen alle
Objekte Fourier-transformiert werden. Der freie Propagator lautet in Fourier-Darstellung

~ o R ih
Ko(Es, pa; By, ph) = (2771)45(4)(132 -P)—— (4.66)

_ Py 4
E2 2m+l€

wie in Ubungsaufgabe H12.1 (i) zu zeigen ist. Ohne die genaue Form des Potentials V' (¢, %)
zu kennen, konnen wir nur die Definition des Fourier—transformierten Vertexes angeben,

V(w, @) = /dtd?’fV(t,f) exp [% (wt—CT-:f)} . (4.67)

Setzen wir dies in die Born-Reihe (4.65) ein und identifizieren die Fourier-Koeffizienten
auf der linken und rechten Seite der Gleichung, so erhalten wir folgende Feynman—
Regeln im Impulsraum:

(i) Eine Linie symbolisiert einen Faktor

1 ih Ep

@ E_ tic  * .

also im wesentlichen den freien Propagator (4.66) im Impulsraum.
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(ii) Ein Vertex symbolisiert einen Faktor

7 ~ E]/i;> EZIP_;
—— (27n)*'V =
h ( ™ ) (Cd, (j) \A\ //7
@
An jedem Vertex gilt Energie-Impuls-Erhaltung, d.h. die Summe der einlaufenden
Energien und Impulse sind identisch mit denen der auslaufenden, w = E5 — Ej,

q=p2 — p1-

Der Beweis dieser Regeln erfolgt in Ubungsaufgabe H12.2.

4.6 Green—Funktionen

In diesem Abschnitt erldutern wir den Zusammenhang zwischen Propagator und Green—
Funktionen. Es wird sich herausstellen, dass der freie Propagator bis auf einen Faktor
identisch ist mit der Green—Funktion der freien Schrodinger—Gleichung. Um dies zu
sehen, erinnern wir uns, wie wir die volle Schrédinger—Gleichung mit Hilfe der Methode
der Green—Funktionen losen wiirden. Dazu miissen wir zunéchst beachten, dass diese
Methode fiir inhomogene Differentialgleichungen geeignet ist, die Schrodinger—Gleichung
aber zunéchst eine homogene Differentialgleichung ist. Wir kénnen aber den Potential-
Term auf die andere Seite bringen,

2
(ih% + Zh_m A) Y(t,2) =V (t,2)Y(t, 7)) =5t 7). (4.68)
Dies sieht formal aus wie eine lineare partielle Differentialgleichung mit der “Inhomoge-
nitét” j(t, ). Streng genommen hingt diese natiirlich gem&f ihrer Definition selbst von
der Losung v (t,#) der Differentialgleichung ab. Wir ignorieren dies aber fiir den Mo-
ment und iiberlegen uns, wie wir diese Differentialgleichung 16sen konnen. Die allgemei-
ne Losung einer inhomogenen Differentialgleichung ist bekanntlich eine Superposition der
allgemeinen Losung der homogenen Differentialgleichung und einer speziellen Losung
der inhomogenen Differentialgleichung. Die homogene Differentialgleichung lautet

’ha—l—hQA o(t, ) =0 (4.69)
! at  2m %L} =1- '
Ihre allgemeine Losung ist eine Superposition ebener Wellen,
0o(t.3) = [ ool o) exp | (Bt = 5o (1:70)
7= [ —— exp |—+ —p-x )
(UAN) (27Th>3 o\pP p 3 p )
wobei die Energie die nichtrelativistische Energie-Impuls-Beziehung £ = % erfiillt. Die

Fourier—Koeffizienten miissen noch an Anfangs- und Randbedingungen angepasst werden.

Man beachte, dass die Wahl

Do) = Varh 59 (5 — ) (4.71)
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genau die einlaufende ebene Welle (4.57) mit Impuls p; und Energie E; = E(p;) in der
Diskussion der Streumatrix in Abschnitt 4.4 ergibt.

Eine spezielle Losung der inhomogenen Differentialgleichung erhédlt man mit Hilfe
der Methode der Green—Funktionen. Die Green—Funktion G(t, #;t', #’) der homogenen
Schrodinger—Gleichung (4.69) ist definiert als Losung der Differentialgleichung

8 h2 / / /
h _ 72 2 — . B)(=_ =
(zhat+2mA> Go(t,z;t', @) =o(t —t') oW (¥ —2') , (4.72)
erfiillt also die inhomogene Schrodinger—Gleichung (4.68) mit einer (vierdimensionalen)
0—Funktion als Inhomogenitét. Eine spezielle Losung der inhomogenen Schrédinger—
Gleichung (4.68) ist dann gegeben durch

Vs(t, ) = /dt’ &z Go(t, 7', 7)) j(t', &), (4.73)
denn
L0 h . sy (.. 0 R o
(zha to- AI) Ys(t, @) = /dt'dsx’ (zha to- Ax) Go(t,z;t',2") j(t', 2")

— / dt' B3z’ o(t —t') 6@ (7 — &) j(t', 7
Jj(t, ), qed. (4.74)

Die allgemeine Losung der inhomogenen Schrodinger—Gleichung (4.68) ist dann
Uity Zy) = tholty, Ty) + sty Ty)

— oty 7)) +/dtd?’fGo(tf,ff;t,f)V(t,f)w(t,f) @)
Man vergleiche dieses Ergebnis mit Gl. (4.56). Falls dort ¢(¢;, Z;) eine Superposition von
ebenen Wellen ist, analog zur allgemeinen Losung (4.70) der homogenen Schrodinger-
Gleichung, so wird nach Gl. (4.62) diese Superposition durch Konvolution mit dem freien
Propagator Ko(ts,Zf;t;, ;) einfach zum Raum-Zeit-Punkt (¢, Z;) transportiert, bleibt
aber nach wie vor eine Superposition ebener Wellen. Wir kénnen also den ersten Term
in Gl. (4.56) mit dem ersten Term vo(ts,7¢) in Gl. (4.75) identifizieren. Dann muss aber

auch der zweite Term in Gl. (4.56) mit dem zweiten in Gl. (4.75) iibereinstimmen. Dies
bedeutet wiederum, dass

Ko(t,zZ;t',2") = ih Go(t, ;' 2') | (4.76)

d.h. bis auf einen Faktor ¢A sind Propagator und Green—Funktion identisch.

4.7 Das erzeugende Funktional fiir
Korrelationsfunktionen

Wir betrachten die Ubergangsamplitude

T.G.GY =~ [ Dd exp{%/r ar [L(@.d.7) +hf(7).q~<7)}} @
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d.h. die schon bekannte Ubergangsamplitude (4.43), nun aber modifiziert durch Anwe-
senheit einer externen Quelle J(7), die an die Koordinaten ¢(7) koppelt. Wir nehmen
0.B.d.A. an, dass die Quelle J(7) nur in einem Zeitintervall [¢, '] von null verschieden ist,
wobei T' < t und ¢ < T', d.h. [t,t'] C [T, T']. Wir werden spéter 7" — —oo und 7" — +00
gehen lassen.

Wir schieben nun auf der linken Seite von Gl (4.77) zwei vollsténdige Einsen von
zeitentwickelten Ortsraum-Zusténden ein,

(T",Q'|T, Q) = / &Bg BT, Q"1 , ), TN, 7)Y, q|T, Q) . (4.78)

Hier haben wir das Superskript “J” am ersten und dritten Skalarprodukt weggelassen,
da die Quelle J(¢) in den Intervallen [T',¢] und [¢',7"] verschwindet.
Nun ist

(1, Q1Y q") = (Q'|U(T',0)U(0,t) |q") = (Q'| U(T",¢)|q") - (4.79)

Nehmen wir zusétzlich noch an, dass das System im Zeitintervall [, T"] statisch ist, d.h.
der Hamilton—Operator nicht explizit zeitabhingig ist, so gilt

U(T’, t/) _ 6_% H(T'—t)

und, nach Einschieben eines vollstdndigen Satzes von Eigenfunktionen zum Hamilton—
Operator,

= %ﬁ im)(m|, H|m) = E,|m), (4.80)

folgt aus Gl. (4.79)

<T/,C§/|tI,CTI> _ ¥<Q’/’€£ﬁ(T’t’) |m><m|(j’) _ ¥<Q ’m><m’q )6 L B (T'—t")
%% ) ek Bn(T'=t) (4.81)

t.4IT, ) jmw G) et Ene1) (4.82)

Setzen wir die Glgen. (4.81) und (4.82) in Gl. (4.78) ein, so erhalten wir

Ganz analog folgt

(T, Q'|T, @)’ (4.83)
;/dg 7 BGom(Q") 65 (@) (. T |6 T) 60 (@) 0,(Q) erlEn E=TIHET=0]
Nun “rotieren” wir die Zeitachse um einen kleinen Winkel —4, § > 0, in der komplexen

Zeitebene, s. Abb. 4.8. Dies bedeutet, dass alle Zeiten in der obigen Formel mit einem
Phasenfaktor e~* multipliziert werden, d.h.

=T —{t —The™, T—t— (T—te™.
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Imt

\NO t" ’1;', Re 't
1
J#0

Abbildung 4.8: Rotation der Zeitachse in der komplexen Zeitebene. O.B.d.A. haben wir
angenommen, dass der Nullpunkt der reellen Zeitachse im Intervall [¢,#]
liegt.

Dann ist aber

Re % En(t —T') — Re % Ep(t =T")e™ = =2 (' = T") sin ey —=P T sind <0,
(4.84)
wenn wir zusétzlich noch annehmen, dass £, > 0V m. Ganz analog folgt
] ' s B, —o Fp .
Re ~ E(T —t) — Re~ By(T —t)e™® = “2 (T —t) sind = = “" T sind < 0. (4.85)

h h h h

Dies bedeutet aber, dass im Limes T" — —oo, 7" — +oco alle Terme in Gl. (4.83) ex-
ponentiell gedampft sind. Der dominante Term ist der, der am wenigsten gedampft
ist, d.h. der mit dem kleinsten Argument der Exponentialfunktion. Dies ist der Term fiir
m =mn = 0, also der Grundzustand,

i (T QNTLQ) = 6o(@1) g5(@) e # D) / &g Pqe(t, a) (¢, a1t 7) 6ot q)
T — —o0

(4.86)

wobel wir
e~ H B go(7) = e 7P (F]0) = (7] e+ ]0) = (7T (£,0)|0) = (£, 7]0) = do(t,d) , (4.87)
und entsprechend _
Go(q') et = (0]t 7"y = ¢3(t, 7" (4.88)

benutzt haben (hierbei voraussetzend, dass H nicht explizit zeitabhéingig ist). Gleichung
(4.86) 148t sich noch etwas umstellen,

. (1,0'17.Q)’
T e 60(Q) 6p(Q) i

T

o = [ PTG T) T ) e

_ / EF B0, ) 717 4 q10) = 0:¢10;0) (4.89)
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Das Bra (0;t| ist der Grund- oder Vakuumzustand zur Zeit ¢’ und das Ket |0;¢)
der Vakuumzustand zur Zeit t. Das Skalarprodukt auf der rechten Seite ist also die
Ubergangsamplitude vom Grundzustand oder Vakuum bei ¢ zum Vakuum bei ¢'. Man
nennt dies auch die Vakuum-zu-Vakuum-Ubergangsamplitude. Da man t' so grof

machen kann, wie man mochte (solange t' < 7”) und ¢ so klein wie man mochte (solange
T < t), konnen wir fiir GL. (4.89) auch schreiben

(0; +00]0; —00)” ~ o (1.Q'|T,Q)” . (4.90)
T — —o0

Den Nenner auf der linken Seite in Gl. (4.89) haben wir weggelassen, da es sich lediglich
um einen numerischen Faktor handelt. Letztendlich benutzen wir noch die Pfadintegral-
Darstellung (4.77) der Ubergangsamplitude auf der rechten Seite und erhalten (nach Um-
benennung der Integrationsvariablen 7 — )

(0: +00[0; —00)” ~ /D@ exp {%/Z at [L@.q.) + hJ) q(t)” — 210, (a91)

- —

Die rechte Seite ist offenbar ein Funktional der Quelle J(¢). Man nennt Z[J| das erzeu-
gende Funktional fiir Korrelationsfunktionen. Dies bedeutet, dass man Korrelati-
onsfunktionen durch funktionales Differenzieren von Z [j] nach der Quelle J erzeugen
kann. Wir werden dies im folgenden genauer erldutern.

Zunichst aber miissen wir uns den Begriff des Funktionals, und wie man es differenziert,
in Erinnerung rufen. Betrachten wir zunéchst eine gewchnliche Funktion

f:M — N, MNCR,
r — f(z), zeM, f(r)eN. (4.92)

Wir bezeichnen den Raum der unendlich oft differenzierbaren Funktionen f auf der Man-
nigfaltigkeit M C R mit C*>°(M). Ein Funktional

F:C*M) — R,
[ — F[f], (4.93)

ordnet ein Element f € C>°(M) einer reellen Zahl F[f] € R zu.
Die Funktionalableitung von F[f] nach der Funktion f (genommen an der Stelle y)

ist definiert als

SFUF@) . FUf) + e8(e — y)] - FIf ()]
0f(y) 0 € '

In Worten berechnet man das Funktional F' fiir eine Funktion, die sich von der Funkti-

on f nur durch eine é—Funktion an der Stelle y, multipliziert mit €, unterscheidet, und

subtrahiert davon das Funktional F[f]. AnschlieBend dividiert man durch e und 148t €

gegen null gehen. Diese Definition der Funktionalableitung hat grofe Ahnlichkeit mit der

Definition der gewohnlichen Ableitung von Funktionen.

Um uns im Ableiten von Funktionalen zu iiben, betrachten wir einige Beispiele:

(4.94)
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(i) FIf] = Jo da f(2).

N %(S” _ lim1{/Oodx[f(:v)—i—eé(:z:—y)]—/Oodﬂff(l’)}

e—0 € oo oo
= / ded(lx—y)=1. (4.95)

(i) F,[f] = 7 dyG(x,y) f(y). Dieses Funktional hingt auBer von der Funktion f auch
noch von der Variablen x ab. Es ist also ein Funktional von f und eine Funktion

OF[fy)] . 1 f [ -
= i) b Z{/_wd?JG(%y) [f(y) +€d(y = 2)] —/_OodyG(ﬂf,y)f(y)}
~ | Ga)s-2) =62 (4.96)

(ili) Fiir die spezielle Wahl G(x,y) = 6(z — y) im vorangehenden Beispiel erhalten wir
Fulf] = J2odyd(@ —y) f(y) = f(@).

OF:[f(y)] _ of(x)
0f(2) — 0f(2)

Man kann also durchaus auch eine gewohnliche Funktion f(x) funktional nach f(z)
ableiten. Das Ergebnis ist eine 0—Funktion mit Trager bei x = z. Dieses Ergebnis
verallgemeinert das Resultat der gewohnlichen Ableitung der i—ten nach der j—ten
Koordinate, dz;/dxz; = 6;;. Die d-Funktion spielt also fiir Funktionen (Variablen
mit “kontinuierlichem” Index) die Rolle, die das Kronecker-Delta fiir Variablen mit
diskretem Index innehat.

Sz —2). (4.97)

Nun betrachten wir

—

s =t > [ogew (5 [~ a{t@in < nne + oo - nig0})
- [piew (5 [ {t@io+nsoa0}))
~ i L {i (ie)" / D7 { / Tt gu(t) 8t — tl)]negff; AL ()45 T(0)-70)
0 € | & n! oo
_ / Dien /o dt[L(tT,zit)+hf(t)~¢T(t)]}
_ / D g(ty) et I ML@dNh TO-T0)] (4.98)

Hier haben wir vom ersten zum zweiten Gleichheitszeichen den Anteil der Exponenti-
alfunktion im ersten Pfadintegral, welcher proportional zu € ist, in eine Taylor—Reihe
entwickelt. Der n = 0-Term dieser Reihe hebt sich gegen das zweite Pfadintegral weg.
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In der dann verbleibenden Reihe ist der Term der Ordnung n proportional zu ¢"~! (nach

Division durch den Faktor € im Nenner), und somit iiberlebt im Limes ¢ — 0 lediglich der
Term n = 1 der Taylor-Reihe.
Ganz dhnlich zeigt man

5"Z[ o
D, (1) Lo dt[L(G,q,t)+hT(t)-q(t)] 4.99
0Ty (t1) -+ 0Ty, (tn / T (t1) -G () €7 ’ (4.99)

wobei die Indizes kq, ..., k@. = z,vy, oder z sind.
Betrachten wir nun die Ubergangsamplitude

(troqrl ai(t)) |t @), ti<ty<ty, k=uz,yoderz. (4.100)

Wir wiederholen nun die Schritte, die wir in Abschnitt 4.2 durchgefiihrt haben, um GI.
(4.37) abzuleiten. Zunéchst partitionieren wir wieder das Zeitintervall [t;,t] in N + 1
gleiche Stiicke der Lange 7 und schieben vollstéandige Satze von zeitentwickelten Ortsraum-
Zusténden ein,

N
{Er, @l Gets) [t @) = /Hd3§n<tfa(ff|tN,(TN><tqaCTN\tN1,§N1>"' (4.101)

n=1

X (tjrs G| Ge(ty) [t5, @)ty Glty—1s Gi—1) - -+ (b, @ults, @) -
Der Satz
KA
ist derjenige, der aus Eigenzusténden zum Operator §x(¢;) besteht,
(L) [t5, @) = an(ts) |5, @) - (4.102)

Dieser Satz wird in Gl. (4.101) direkt hinter den Operator §x(¢;) eingeschoben, so dass
der Operator einfach durch seinen Eigenwert ersetzt werden kann. Damit taucht lediglich
dieser Eigenwert als zusétzlicher Faktor auf, aber die weiteren Schritte sind véllig analog
zur Herleitung von Gl (4.37). Wir erhalten als Endergebnis

i tf N —
(tr,@rl an(ty) [ty @) = / DIDgy(t;) et Jui 4P HEIO] (4.103)

Das Objekt auf der linken Seite bezeichnet man als Ein-Punkt-Korrelationsfunktion.
Vollig analog leitet man fiir ¢; < t; <ty < t; her, dass

oA R . e, i rtf S N
(trs @l ro (t2) Gy (t1) |ts, @) = /Dq@p%(tl)QkQ(tz)@”‘f“ WP HEGI] (4.104)

Hierbei ist zu beachten, dass der Operator Gy, (t2), der zum spéteren Zeitpunkt ¢, gehort,
links vom Operator g, (t;) steht, der zum fritheren Zeitpunkt ¢; gehort. Das sukzessi-
ve Einschieben von vollstandigen Sétzen von zeitentwickelten Ortsraum-Zustinden stoft
daher auf keine Probleme. Dies wiirde aber nicht so ohne weiteres funktionieren, wenn
ty < ty wére, weil dann der Satz, der zum fritheren Zeitpunkt gehort, links von dem
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zum spateren Zeitpunkt eingeschoben werden miisste. Wo dieses Problem dagegen nicht
auftritt, ist die folgende Amplitude fiir ¢; <ty <t < ty,

. R . e i rtf S5 RN
(s, dr| Qe (t1) Gy (t2) [ty @) = /DquC]kl(tl)ka(@)@hf” ®F-HETE (4.105)

Offensichtlich spielt die Reihenfolge der Faktoren g, (t1) und g, (t2) unter dem Pfadinte-
gral auf der rechten Seite keine Rolle, daher sind die Glgen. (4.104) und (4.105) identisch.
Um die linken Seiten dieser Gleichungen zusammenfassen zu konnen, benutzen wir den
Zeitordnungsoperator,

1
Cj]€2 (tg) (tl) fiir to > 1 R

so dass wir die Glgen. (4.104) und (4.105) kompakt schreiben kénnen als

o (1) G () fiir £ > o,
T[le(tl)Qk2(t2)]:{qk1( )222(2) LT (4.106)

TS R . o i rtr I g
(te @l T [Gr, (1) Gry (t2)] |t Gi) = / DIDF ry (1) Gy (1) e Jui HPTHETOL (4 107)

Dies ist eine Zwei-Punkt-Korrelationsfunktion. Dieses Ergebnis 14t sich fiir n Zeiten
t;, 7 =1,...,n, verallgemeinern,

P, . . e i rtf g
(e, @l T [Gry (B2) -+ G, (E0)] i, @) = /Dqu%(tl)---qkn(tn)eﬁfti wpaaEa
(4.108)
Dies ist eine n—Punkt-Korrelationsfunktion. Fiir Hamilton—Funktionen, die quadra-
tisch in den Impulsen sind, s. Gl. (4.39), kann man das Pfadintegral iiber die Impulse
wieder explizit ausfithren und erhéalt

A R o o it e
(tr, G T [dry (t1) <+ Gy (t0)] [t @) = N / Dy, (1) - - i, (t,) e S HEETD 1 (4.109)

Lassen wir nun noch ¢; — —oo und ¢y — +o00 gehen, so kénnen wir analog zur Herleitung
von Gl. (4.90) zeigen, dass

(T T (0) () 1) = A [ D (), 1) o 4500
f o
t; = —o0

~ {0;400| T [Gr, (t1) - - - Gi, ()] |0; —00) . (4.110)

—

Vergleichen wir dies mit Gl. (4.99), so sehen wir, dass Z[J] das erzeugende Funktional
fiir n-Punkt-Korrelationsfunktionen im Grundzustand ist,

-

s Z[J]
0T, (t1) -+ 0Tk, (L)

e 105 +00| T Gy (1) =+ G ()] [05—00) , (4.111)

-

d.h. durch funktionales Ableiten von Z [f] nach der Quelle .J (die dann anschliefend auf
null gesetzt wird) erzeugen wir die besagten n—Punkt- Korrelationsfunktionen.
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5 Funktionalintegral-Formulierung der
Quantenfeldtheorie

5.1 Das erzeugende Funktional fiir skalare Felder

In diesem Kapitel leiten wir das quantenfeldtheoretische Analogon zur quantenmecha-
nischen Vakuum-zu-Vakuum-Ubergangsamplitude, bzw. zum erzeugenden Funktional fiir
Korrelationsfunktionen, her, das wir in Abschnitt 4.7 besprochen haben. Wir betrachten
dabei zunéchst generische skalare Felder.

In der Tat miissen wir in der Herleitung des erzeugenden Funktionals gegeniiber dem
quantenmechanischen Fall nur das Offensichtliche &ndern:

(i) Koordinaten Z(t) werden zu Feldern ¢(t, ¥).
(ii) Impulse p(t) werden zu kanonisch konjugierten Feldern 7(t, Z) = 0L/0[00¢(t, T)].

(iii) Ortsraum-Zusténde |#) werden zu Feld-Zusténden |¢(Z)). Diese sind Eigenzusténde
zum Schrédinger—Bild-Feldoperator ¢(Z) zum Zeitpunkt ¢ = 0,

O(T) |0() = ¢(7) |6(7)) - (5.1)

Auch diese Zustinde sind vollstindig,

_ / [Lao(a) lo(@) (01 (5.2)

Hier ist das Integrationsmafl [].d¢(z) symbolisch zu verstehen. Wenn wir nédmlich
den Raum so diskretisieren, wie in Abb. 3.2 gezeigt, ist die Menge aller Punkte &
abzdhlbar unendlich (und in einem endlichen Volumen V' < oo sogar abzihlbar end-
lich). Dann ist das Integrationsmafl wohldefiniert: wir miissen an jedem (diskreten)
Punkt # im Raum tiber alle Werte von ¢(Z) integrieren. Nun bilden wir den Kon-
tinuumslimes, d.h. wir lassen den Gitterabstand gegen null gehen. Der Einfachheit
halber verwenden wir aber dasselbe Symbol fiir das Integrationsmaf.

Die Feld-Zusténde sind auch orthonormiert,

(0a(T)]00(T Ha Pa(T) — do(T)) = 0 [P0 — 1) - (5.3)

Die 6—Funktion mit den eckigen Klammern ist eine funktionale é—Funktion, d.h.
die Funktionen ¢,(Z) und ¢,(Z) miissen an allen Orten & gleich sein.
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5 Funktionalintegral-Formulierung der Quantenfeldtheorie

(iv) Impuls-Zusténde |p) werden zu kanonisch konjugierten Feld-Zusténden |7 (7)), wel-
che Eigenzustinde zum Schrodinger—Bild-Feldoperator 7(Z) zum Zeitpunkt

t = 0 sind,
w(Z) |7 (2)) = m(Z) |7 (Z)) . (5.4)
Auch diese Zustéande sind vollstindig,
o)) ()], (5.5)
und orthonormal,
(7(Z)|my(Z Ha To(Z) — mp(Z)) = 8 [mg — ) - (5.6)

Der Faktor 27 im Nenner des Integrationsmafles in Gl. (5.5) ist dabei Konvention.

(v) Die Verallgemeinerung des Uberlapps (4.34) ist

(@@ = [[ exp lim@6(@)] = exp [ / d%(f)qs@)] 6

Wir entwickeln nun den Schrédinger—Bild-Zustand |¢(Z)) vom Zeitpunkt ¢ = 0 zu einer
spéteren Zeit t. In Analogie zu Gl. (4.9) erhalten wir

U(0,1)|6(2)) = |t, 6(Z)) = |o(t, 7)) - (5.8)

Auch diese zeitentwickelten Zustédnde sind vollstandig,
1= 00.4) 00,0 = 00.t:) [ []doy(@) 052 0s(@)] U150
- /T TT 6, 010, les@} 64 01630
-/ Hd@@ 0@ 0@ = [ TLa6,@ 1636052 0,05,7)] . (59)

Wir betrachten nun die quantenfeldtheoretische Ubergangsamplitude

(tr, dp(Z)[ti, 9i(T)) = (s (ts, T)|i(ts, T)) (5.10)

und partitionieren das Zeitintervall [¢;,¢;] wieder in N + 1 gleich groBle Stiicke der Lange
7. Wir schieben dann N vollstédndige Sétze (5.9) von Feld-Zusténden ein, jeweils einen fiir
den Zeitpunkt ¢t; =¢; + j7, j=1,..., N,

<¢f(tf7 )|¢z th /HHCM)J gbf by, )|¢N(tNaf)>
X(ON(tn, D) On—1(tn—1, 7)) - (D1 (t1, T)|ds(ti, 7)) (5.11)
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5.1 Das erzeugende Funktional fiir skalare Felder

Nun betrachten wir den Faktor
(Dj+1(tj1, D)@(t5, D) = (9j1(2) (:f(tjﬂ, 0) U(0, ;) |6;(Z))
= U(tjs1,t5) |95(Z)) - (5.12)
Hier ist

U(tj1,t;) =T exp | — =T exp

tjr1 N
/ dt A (t)
t.

J

ti+1 .
—i/ dt/dng(t,f)] (5.13)
tj

der Zeitentwicklungsoperator fiir das quantenfeldtheoretische System, mit dem Hamil-
ton—Dichte-Operator #(t, Z). Dieser Operator hingt von Feldoperatoren und kanonisch
konjugierten Feldoperatoren (und u.U. explizit von Raum und Zeit) ab,

H(t, T) = H(7(T), d(T), 1, T) . (5.14)

Um die Abhéngigkeit von operatorwertigen Groflen loszuwerden, empfiehlt es sich, auch
vollsténdige Sétze (5.5) von kanonisch konjugierten Feld-Zustdnden einzuschieben. Ana-
loge Schritte wie die, die zu Gl. (4.37) gefiihrt haben, liefern dann

(07t D)|i(t:, 7)) /[Hgd% ”HHd% ]

=0 Z

X exp{iﬁ:T/dgf {wj(f)(bj“(‘f) — () —H(Wj(f),gbj(f),tj,f)]} . (5.15)

Wir bezeichnen nun ¢; (%) = ¢(t;, %), m;(Z) = n(t;,Z). Im Limes N — oo, 7 — 0 erhalten
wir als Endergebnis

(Pr(ts, @)|di(ts, 7)) (5.16)
/ Do(t, 7) Dr(t, ) exp {z /t "t / BF [x(t, ) oo (¢, T) —’H(w,qﬁ,t,f)]} |

Fiir neutrale skalare Bosonen ist m = 0L/9(0y¢) = 0y¢. Die Hamilton—Dichte fiir neutrale
skalare Bosonen hatten wir schon in Gl. (3.50) benutzt,

H(r, d) = <7r +V- v¢+m2¢2) (5.17)

Also ist

rOoh—H — —% (r— 80¢)2+% [(@0)? V6 T6—m?e?) = —% (7 — O0d)2+L . (5.18)

Das Funktionalintegral iiber die kanonisch konjugierten Felder in Gl. (5.16) ist nun einfach
ein verschobenes Gau—Integral und kann sofort ausgefiihrt werden. Das Resultat ist eine
simple Normierungskonstante, so dass Gl. (5.16) lautet

(65 (7, 8)|n (k. 7)) :/\/'/ng(t,f) exp [i/t;f dt/d%ﬁ(qﬁ,c’)ogb,t,f)} C (5.19)
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5 Funktionalintegral-Formulierung der Quantenfeldtheorie

Dieselben Uberlegungen, die auf Gl. (4.91) gefithrt haben, erlauben nun, das erzeugende
Funktional fiir n—Punkt-Korrelationsfunktionen fiir neutrale skalare Felder anzu-
geben,

/ Do(X exp{ [ iz 0u¢,X)+J(X)¢(X)]}
~ (05 +00]0; —o00)” . (5.20)

Hier haben wir gleich die relativistisch kovariante Notation benutzt. Das Zeitintegral lauft
von —oo bis +o0.

5.2 Das neutrale skalare Feld

Wir berechnen nun das erzeugende Funktional fiir ein nichtwechselwirkendes, neu-
trales skalares Feld. Dies geht analytisch, da die wechselwirkungsfreie Lagrange—Dichte

1
Lo=3 (0,00"¢ — m*¢?) (5.21)
eine quadratische Funktion der Felder ist, das Funktionalintegral iiber die Felder in

Gl (5.20) mithin einfach ein (verschobenes) Gaufi-Integral ist. Wir setzen zunéchst GL
(5.21) in GL (5.20) ein,

1
/ Do(X exp{ / d*X [5 (0,00 ¢ — m?¢?) + J(b]} , (5.22)
und integrieren den kinetischen Term partiell,
/ d*X 0,0t = — / d*X ¢0¢ + Oberflichenterme .

Die Oberflichenterme verschwinden, wenn wir annehmen, dass das Feld im Unendlichen
null ist. Dies ergibt

:/D¢(X) exp{—i/d4X B¢(D+m2)¢—J¢H : (5.23)

Wie bereits erwahnt, ist dies ein verschobenes Gaufi—Integral und kann analytisch ange-
geben werden.

In Ubungsaufgabe H13 (ii) haben wir eine niitzliche Formel fiir verschobene Gauf-
Integrale in N Dimensionen bewiesen. Sei A eine symmetrische, positiv-definite, nicht-
singulére (N x N)-Matrix und 7, b seien N—dimensionale Vektoren. Dann gilt

1 . 1op o
/ ANz exp <—§:Z=’TAJ?+ be) = (2m)2(detA) V2 exp <§ bTA‘1b> : (5.24)

Hier bedeuten Z7A # = vajzl x; Aij x; und b7 = sz\il b; x;. Wir wenden diese Formel
nun auf Gl (5.23) an. Dabei ist zum einen zu beachten, dass wir uns die Raum-Zeit
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5.2 Das neutrale skalare Feld

zundchst endlich und diskretisiert vorstellen miissen, so dass wir eine abzédhlbar endli-
che Anzahl von Raum-Zeit-Punkten X;, ¢ = 1,..., N, erhalten. Die Integrationsvariablen
¢(X;) an diesen Raum-Zeit-Punkten entsprechen dann den Komponenten des Vektors &
in GL. (5.24). Am Ende der Rechnung lassen wir das Raum-Zeit-Volumen gegen unendlich
und den Gitterabstand zwischen den Raum-Zeit-Punkten gegen null gehen.

Zum anderen ist zu beachten, dass das Argument der Exponentialfunktion in Gl. (5.23)
rein imaginér ist. Die Konvergenz des Integranden fiir beliebig grole Werte der Felder
¢(X) ist also nicht ohne weiteres gegeben. Dieses Problem werden wir dadurch 16sen, dass
wir die Zeitvariable ¢ der Minkowski-Raum-Zeit analytisch zur Euklidschen Raum-
Zeit fortsetzen.

Wir bringen zunéchst durch Einfiigen einer é—Funktion das Argument der Exponen-
tialfunktion in Gl (5.23) in die Form

ZolJ] = / Dé(X) exp {—% / d*X d'Y ¢(X) (O, +m?) s(X - Y)a(Y)

+ i / d*X J(X)gb(X)} (5.25)

/ Dp(X) exp B / d*X d*Y (X)) AX,Y)p(Y) +i / d*X J(X)QS(X)} ,
mit
AX,Y) = —i (0, +m?) WX -Y). (5.26)

Nun fithren die sog. Euklidsche Zeit 7 ein, indem wir die Minkowski—Zeit analytisch
fortsetzen,
t — —ir, it — 7. (5.27)

Der Euklidsche Raum-Zeit-Vektor ist
(X*) = (1,%) . (5.28)

Man beachte, dass wir keinen Unterschied zwischen ko- und kontravarianten Vektoren
(bzw. Spalten- oder Zeilenvektoren) machen miissen, da die Metrik des vierdimensionalen
Euklidschen Raumes einfach

g =

(5.29)

S O O
S O = O
o= O O
_ o O O

ist. Das 4-Skalarprodukt des 4-Vektors im Minkowski-Raum wird gemé8 Gl. (5.27) ana-
lytisch fortgesetzt zu

XP= XHX, =2~ 7 s = Xrg, XY= —X'X, =X,  (5.30)
Das infinitesimale 4-Volumenelement wird zu

id*X =idtd*’7 — drd’7=d'X, (5.31)
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5 Funktionalintegral-Formulierung der Quantenfeldtheorie

woraus folgt o
d*xd'y — —d'Xa'v. (5.32)
Der Euklidsche 4-Gradient lautet

(a?‘(u) B (%) - (a%’ 6) : (5.33)

Die analytische Fortsetzung des d’Alembert—Operators ist also

o2 o _ o 0
o~ o o2~ o " 90X, 0Xn

O, =

(5.34)

Die analytische Fortsetzung der o—Funktion in der Zeit ist

—Z(S(tx —ty) — /dko _’lk'()(toc_ty) /d<;7/k‘0) e—i(—ik‘o)(itx—ity)

s
— / e” =) = §(r, — 1) (5.35)

Hier haben wir auch die Energie-Variable ky analytisch fortgesetzt,
k?g — ik, —’Lk?() — K. (536)

Man beachte, dass die analytische Fortsetzung in der Energie das umgekehrte Vorzeichen
erfordert wie die der Zeit, vgl. Gl. (5.27). Aus Gl. (5.35) folgt nun

— WX -Y) — WX -Y). (5.37)

Nun kénnen wir auch die Matrix (5.26) analytisch fortsetzen. Mit den Glgen. (5.34) und
(5.35) lautet diese

o _ _ 'K gy, -
AX)Y) — AX,)Y)= (-0, +m?) WX -Y) :/We K=Y (K2 4+ m?)
(5.38)
Hier haben wir den Euklidschen 4-Impulsvektor,
(K") = (x, k) (5.39)

mit der Euklidschen Energie-Variablen x, und die Fourier-Darstellung der vierdimensio-
nalen Euklidschen é—Funktion,

- d*K e d/id?’k P o
5(4) X —YV)= /_ —iK-(X-Y) _ / —m('rz—ry)—zk;.(x—y) 5.40

benutzt.

Da r € R, ist K2 = k24 k2 > 0 und die Fourier-Transformierte der Matrix A(X,Y) ist
positiv definit, A(K) = K>4m? > 0 (fiir m > 0). Damit ist auch A(X,Y’) positiv definit.
Ferner ist A(X,Y) symmetrisch, A(X,Y) = A(Y,X), wie man an Gl. (5.38) sofort
erkennt (substituiere K* — —K*#). AuBerdem ist A(X,Y’) nicht-singulér, zumindest in
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5.2 Das neutrale skalare Feld

diskretisierter Raum-Zeit (in der 6 (X — V) — a~*% %y mit dem Gitterabstand a und

dem vierdimensionalen Kronecker—Delta). Es sind also alle Voraussetzungen gegeben, um
die Formel (5.24), zumindest in diskretisierter Raum-Zeit, anwenden zu konnen. Mit der
Identifikation

r,— d(X), Ay — AX,)Y), b — J(X), (5.41)

wird G1. (5.25) unter Verwendung der Glgen. (5.31) und (5.32) zu
ZolJ) = /ng exp { /d4X d*Y ¢(X) AX,Y) (Y) + /d“)_( J()_()gb()_()}
= N(detA) 2 exp {2 / X dY J(X)ATHX,Y) J(Y)] : (5.42)
Wir bestimmen nun A~1(X,Y). Es gilt mit Gl. (5.38)
SN~ 7) = / AV A(X, V) A"N(Y, 2)
= / AV (=0, + m®) §W(X = V) A Y(Y, 2)

= (-0, +mHAYX,Z), (5.43)

d.h. A71(X, Z) ist die Green—Funktion der freien Klein-Gordon—Gleichung (in Euklid-
scher Raum-Zeit)! o
Die Fourier—Transformation von A~'(X, Z) lautet

- = APKAQ ks +1i o A 07

ANX,Z) = / TRAQ irx ATY K, Q) e . (5.44)
(2m)®

Dass wir die Fourier—Transformation beziiglich des zweiten Arguments mit einem ande-

ren Vorzeichen im Argument der Exponentialfunktion durchfiihren, ist reine Konvention.
Setzen wir Gl. (5.44) in Gl. (5.43) ein, so erhalten wir

d4[_(d4Q iRX _ = 5 d4Q .
—iK- K2 K 1Q-Z / —iQ(X—-2) ) 4
| e ) AR Q e = [ S (5.45)
Diese Gleichung wird erfiillt, wenn
o |
(RK,Q) = 2m)" 6 (K = Q) s (5.46)
Eingesetzt in Gl. (5.44) erhalten wir
o GE e 1
-1 —iK-(X-Z

Nun kénnen wir die analytische Fortsetzung riickgéngig machen. Mit den Glgen. (5.27)
und (5.36), sowie K2 = k? + k2 — —k2 + k2 = —K? erhalten wir

ATNXKY) — AYXY) = —i / K i Civo)ta—ity) i) L
7 , (2m)* —K?% 4 m?
_ Z/ d'K ik (x-v) 1
(2m)? K22
— IAX—Y). (5.48)
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5 Funktionalintegral-Formulierung der Quantenfeldtheorie
Man beachte, dass fiir das so definierte A™*(X,Y") mit den Glgen. (5.26) und (5.48) gilt

/ AYAX, Y)AN(Y, Z) =

= / d'Y (=) (Op +m?) §W(X —Y) / CK ez T
) (2m)* K% —m?

= (0, +m?) K emikx-z 1 —0W(X - 2) (5.49)
B ‘ (2m)* K2 —m?2 ’ '

also mit einem anderen Vorzeichen als die entsprechende Relation (5.43) im Euklidschen.
Das erzeugende Funktional (5.42) lautet mit Gl. (5.48)

Zo[J] = N'(detA)? exp {—% / X AY J(X)AX -Y)JY)]| , (5.50)

wobei wir wieder Gl. (5.32) benutzt haben und Faktoren i in der Normierungskonstante
(jetzt mit N bezeichnet) absorbiert haben.
Wir hatten gesehen, dass A™}(X,Y) = iA(X — Y) die Green—Funktion der freien
Klein—-Gordon—Gleichung ist. Die Fourier—Transformierte
< 1

AK) = 15— (5.51)

der Green—Funktion A(X —Y') hat Pole auf der reellen ky—Achse bei

ko= £\ k2 +m? = +E), . (5.52)

Wie bei jeder Green—Funktion iiblich muss man eine Vorschrift angeben, wie man diese
Pole in der komplexen ky—Ebene umgeht. Wir wéhlen die sog. Feynman—Vorschrift:

< 1

Die Pole werden dadurch in die komplexe kg—Ebene verschoben, so dass Integrale entlang
der rellen ky—Achse wohldefiniert werden. Die Pole liegen nun bei

2= B2 — iy — kO:i,/E,g—m:iEk:m%ziEk:Fz'é, (5.54)
k

s. Abb. 5.1.
Wir hatten uns in Abschnitt 4.6 klar gemacht, dass Green—Funktionen (bis auf kon-
stante Faktoren) identisch mit Propagatoren sind. Daher nennt man

‘K 1
Ap(X —Y) = / IR ire ey

—_—— 5.55
(2m)4 K2 —m?+in (5:55)

den sog. Feynman—Propagator fiir neutrale skalare Bosonen.

130



5.2 Das neutrale skalare Feld

Im k,
ko

8$ f +Ek

“E, e 13 Rek,

Abbildung 5.1: Feynman—Vorschrift zur Verschiebung der Pole in der komplexen ky—
Ebene.

Nun berechnen wir aus dem erzeugenden Funktional (5.50) Korrelationsfunktionen.
Zunichst wihlen wir die Normierungskonstante N’ so, dass

Zol0] =1, (5.56)
d.h. ’
Zo[J] = exp {—% / BX Y J(X)Ap(X —Y) J(Y)} . (5.57)
Aus Gl. (5.20) folgt andererseits, dass
Zo[J] ~ (0; +00[0; —o0)” . (5.58)

Wir zeigen nun, dass die Wahl (5.56) dafiir sorgt, dass sogar
ZolJ] = (0; +00[0; —00)’ (5.59)

gilt. Zunéchst gilt offensichtlich aufgrund von GI. (5.58), dass
ZolJ] = N (0; +00|0; —00)” | (5.60)

mit einer noch zu bestimmenden Normierungskonstanten N. In Abwesenheit duferer
Quellen, J(X) = 0, lautet diese Gleichung

Zo[0] = N (0; +00[0; —c0) . (5.61)

Aber ohne duflere Quellen und im wechselwirkungsfreien Fall geschieht nichts und das
einlaufende Vakuum ist identisch mit dem auslaufenden Vakuum,

|0; —00) = ]0; +00) = |[0) = (0;400|0; —c0) = (0]0) =1, (5.62)
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5 Funktionalintegral-Formulierung der Quantenfeldtheorie

also

Zol0] = N . (5.63)

Aber wir hatten vereinbart, dass Z,[0] = 1, s. Gl. (5.56), also N' = 1. Dies beweist Gl.
(5.59), g.e.d.

GeméiB Gl. (4.111) ist die Ein-Punkt-Korrelationsfunktion

. 02 J] 0 Ay g4 Ap(U=V)J(V
0; +oo| H(X)[0; —o0) = —i — e—(@/2) [V AV I(U) Ap(U-V) J(V)
< 190201 > 0J(X) ] =0 6.J(X) J=0
— il [ty 229D
- 1[2/dUdV5J(X)AF( V) J(V)
i 0J (V)
—— [ d*Ud A
5 [TV IO AU - V) 5 )} ol
= {—%/d“VAF(X—V / U JU) Ap(U — X)} Zo[J]
J=0
= (P @V arx v 2l
J=0
= 0. (5.64)
Hier haben wir von der vierdimensionalen Verallgemeinerung von Gl. (4.97),
SIU) _ SW(U - X) (5.65)
dJ(X) ’ '

und von der Symmetrie des Feynman-Propagators, Ap(X —Y) = Ap(Y — X), Gebrauch
gemacht.

Die Zwei-Punkt-Korrelationsfunktion lautet gemafl Gl. (4.111)

(0; +oo| T [dS(X) é(yﬂ 03 —00) = (=1)° #Og](y) J=0
) 2 4
S g (=) /d VARY = V) J(V) Zo[J] L

= (—9)? {AF(Y —X) —i / d*V AR(Y = V) J(V) /d4U Ap(X —U) J(U)} ZolJ]

J=0

— iAF(X—Y) = Y e o X , (566)

wobei wir von der ersten zur zweiten und von der zweiten zur dritten Zeile vom Zwischen-
resultat in der vorletzten Zeile von Gl. (5.64), sowie wiederholt von der Symmetrie des
Feynman-Propagators Gebrauch gemacht haben. Die Zwei-Punkt-Korrelationsfunk-
tion ist also offenbar identisch mit der Green—Funktion der freien Klein—-Gordon—
Gleichung, bzw. (bis auf einen Faktor i) mit dem Feynman—Propagator!
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Die Drei-Punkt-Korrelationsfunktion ist

(0; +oo|T[q5( X)(Y) é(Z)} 05 —00) = (=i)” 5J(X)6;f?§[;])]5j(2)
5

() [ Ar(Z =)

- z/d4V Ap(Z —=V) J(V)/d4U Ap(Y —U) J(U)} ZolJ]

J=0

=

5J(X

J=0

= (—i)* {—z’ Ap(Z -Y) /d4V Ap(X —=V)J(V)
—iAp(Z — X) /d4U Ap(Y = U) J(U)
—i Ap(Y — X) /d4V Ap(Z =V)J(V)
+(—i)? / 'V AR(Z = V) J(V) /d4U Ap(Y = U)J(U)

« / AW Ap(X — W) J(W)] ZolJ]
_ 0. = (5.67)

Wir benétigen offensichtlich eine gerade Anzahl von Funktionalableitungen, um zumin-
dest bei einigen Termen alle Faktoren J zu eliminieren. Bei n-Punkt-Korrelationsfunk-
tionen mit ungeradem n bleibt also bei allen Termen immer mindestens ein Faktor J
iibrig, der die Korrelationsfunktion zum Verschwinden bringt.

Die Vier-Punkt-Korrelationsfunktion lautet

(0; +00| T [c?ﬁ(X) oY) d(Z) <5(U)] 05 —00) = (=)’ 57(X) 5J((5YZ)O(S[j](Z) 3.J(U)
5

J=0

= —

57(%) (—i)* | —i Ap(U — 2) /d4V Ap(Y = V) J(V)
i AR(U - Y) / QW Ap(Z — W) J(W)
—iAp(Z —Y) /d4V Ap(U—-V)J(V)
(i) / AV Ap(U = V) J(V) / RA(Z — R) J(R)
« / ATV Ap(Y — W) J(W)} Zol]

— PARX =Y)iAp(Z —U)+iAp(X — Z)i Ap(Y = U)
+ iARX —U)iAR(Y — 2)

J=0

(5.68)
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Y X Y X Y X

_ + + . (5.69)

u Z u V4 u Z

Offenbar werden die vier Punkte X, Y, Z und U auf alle méglichen Weisen mit freien Pro-
pagatoren miteinander verbunden. Man beachte, dass sich die Propagatoren im letzten
Diagramm nicht kreuzen, d.h. es existiert kein Vertex, da es solche nur bei wechsel-
wirkenden Theorien gibt.

Das Ergebnis (5.69) wird im sog. Wickschen Theorem auf n-Punkt-Korrelationsfunk-
tionen beliebiger Ordnung verallgemeinert,

(0; —|—oo\T[ (X1) -+ d(Xon)] [0; —o00)

- 2NN| D iAp(Xp, = Xp,) i Ap(Xp, — Xp,) -+ i Ap(Xpyy_, — Xpyy) - (5.70)
=

Hier lduft die Summe iiber die Menge P aller Permutationen (P, ... Pyy) des Satzes
(1,...2N). Der Normierungsfaktor beriicksichtigt, dass (a) das Paar (P;, P;) identisch mit
dem Paar (P;, ;) ist, da der Propagator eine gerade Funktion von Xp, — Xp, ist (dies
ergibt den Faktor 2V), und (b), dass die Reihenfolge, in der die Paare (P;, P;), d.h. also
die Propagatoren, angeordnet werden, keine Rolle spielt (dies ergibt den Faktor N!).

Zum Schluss dieses Abschnitts geben wir noch die physikalische Interpretation des
freien Propagators an. Wir bemerken zunéchst, dass im wechselwirkungsfreien Fall ohne
duBere Quellen das einlaufende Vakuum gleich dem auslaufenden ist, s. Gl. (5.62). Also
ist

IARX =) = (0500l T [9(X) B(Y)] 105 —00) = (0] T |9(X) 6(¥)] [0)

= (0] $(X) 9(Y) O(aro —30) + &(Y) $(X) Oy o—xo>\q> G
= O(z0 — yo) (0] 6 (X) ¢ (Y) [0) + O(yo — o) (0] 9 (V) 6 (X) 0)

wobei wir die Zerlegung ¢(X) = ¢(H)(X) + ¢f(_)(X) mit

HD(xX) = / T 32Ek () a(k)
PO = / m (X)al(F) (5.72)

benutzt haben. Die physikalische Interpretation von Gl. (5.71) ist nun folgende: Falls
Yo < g, so tragt nur der erste Term bei. Hier wird ein Teilchen bei Y erzeugt und bei
X wieder vernichtet. Falls xy < yo, so ist nur der zweite Term von null verschieden, bei
dem ein Teilchen bei X erzeugt und bei Y wieder vernichtet wird. In jedem Fall geschieht
die Erzeugung zum fritheren und die Vernichtung zum spéteren Zeitpunkt. Dazwischen
propagiert das Teilchen wechselwirkungsfrei.
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5.3 Das geladene skalare Feld
Die Lagrange—Dichte fiir das nichtwechselwirkende, geladene skalare Feld lautet
Ly = (0,0)"0"® —m*®*P . (5.73)

Aber wir erinnern uns daran, dass das komplexe Feld ® zwei reellen Feldern ¢; und ¢,
entspricht, s. Gl. (2.78), also

1

£0:§

1
(@gbl@“gzﬁl — m%%) + 3 (@(;528“@252 — m2gz5§) : (5.74)
Das nichtwechselwirkende, geladene skalare Feld & ist also mathematisch dquivalent zu
zwei nichtwechselwirkenden, neutralen skalaren Feldern ¢, . Das erzeugende Funktional
fiir Korrelationsfunktionen kann daher sofort hingeschrieben werden,

ZolJ1, Ja] (5.75)
= /D¢1 Dy exp {—i/d4X [%%(D +m?) gy — i1 + %%(D +m?) gy — J2¢2] } :

Hier wurde sowohl fiir ¢, als auch fiir ¢ Feld eine separate (reellwertige) Quelle eingefiihrt.
Alternativ konnte man auch eine komplexwertige Quelle

1 1
J=—(h+ik), J =—7(—iJ 5.76
5 Uhid) T = (i) (5.76)
einfithren. Mit Gl. (2.78) berechnen wir dann
1 —1
Jig1 + J; = Ji—=(@+P)+Jp—= (&P
101 + Ja2i2 1\/5( ) 2\/5( )
1 1
= — (J1—i)y) P+ P — (J1 + i/
\/5(1 iJa) \/5(1 iJa)
JP 0T (5.77)

Die Jacobi-Determinante der Variablentransformation (¢q, ¢2) — (®, ®*) berechnet man
mit Hilfe von Gl. (2.78),

(91, ¢2) —\2 —\_/% i ,
‘8@,@*) EE AR o)

Also kann man das erzeugende Funktional (5.75) auch durch das komplexe Feld ¢ und
sein komplex Konjugiertes ausdriicken,

Zo[J, J*] = /ch* D exp {—z‘/d4X [ (04 m*)® — J*® — @*J]} : (5.79)

WEeil es sich um ein wechselwirkungsfreies Feld handelt, faktorisieren die Funktional-
integrale iiber ¢ und ¢ in Gl. (5.75), und wir kénnen das erzeugende Funktional mit
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dem Resultat (5.50) aus dem vorangegangenen Abschnitt sofort analytisch angeben,
Zol v, Jo] = Zol 1] Zo[Js)]
= NdetAp exp {—% / d*X Y [J1(X) Ap(X —Y) Ji(Y)

LX) Ar(X —Y) JQ(Y)] } (5.80)
= ©xp {—% /d4X 'Y [Ji(X) Ap(X = Y) L1(Y) + Jo(X) Ap(X = Y) J2<Y)}} g

wobei wir im letzten Schritt die Normierungskonstante A" wieder so gewihlt haben, dass
Zp[0,0]=1. (5.81)
Machen wir nun die Transformation (5.76) riickgéngig,

1 . =i

und setzen dies in Gl. (5.80) ein, so erhalten wir
ZolJ, J*] = exp (—i / dUX dYY {[J(X) + J*(X)] Ap(X = Y) [J(Y) + J*(Y)] (5.83)
— JX) = T X)) Ap(X = Y) [(Y) = T (V)]

= exp {—% /d4X Y [J(X)Ap(X = Y)J*(Y) + J(X)Ap(X —Y) J(Y)]} :

5.4 Funktionalintegrale fiir fermionische Felder

Wir erinnern uns daran, dass fermionische Feldoperatoren Anti-Vertauschungsrela-
tionen erfiillen, s. Glgen. (3.134) und (3.135). Aber im Funktionalintegral-Formalismus
werden alle Operatoren durch Zahlen (die Eigenwerte der entsprechenden Operatoren) er-
setzt. Um die Anti-Vertauschungseigenschaft zu erhalten, und damit letztendlich auch das
Pauli—Prinzip zu garantieren, benotigen wir daher auch antivertauschende Zahlen.
Diese Zahlen existieren tatséchlich. Sie wurden 1855 von Hermann Grafimann eingefiihrt,
dem zu Ehren man sie als Gralmann—Zahlen bezeichnet.

Die Generatoren C,...,Cy einer 2V -dimensionalen Graflimann—Algebra erfiillen
die Relation
Daraus folgt

C?=0, i=1,...,N. (5.85)

Die Dimensionalitdt der Grafmann-Algebra kann man wie folgt verstehen. Fiir N Ge-
neratoren kann man nichttriviale Operatoren konstruieren, indem man die Generatoren
miteinander multipliziert. In diesen Produkten darf jeder Generator wegen Gl. (5.85) ent-
weder keinmal oder hoéchstens einmal vorkommen. Die Anzahl der méglichen Operatoren
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ist somit 2 (fiir jeden der N Generatoren C; gibt es zwei Moglichkeiten: entweder Cj
kommt im Produkt vor oder nicht).

Eine wichtige Folgerung aus Gl. (5.84) ist, dass ein Produkt C1Cy---Csy, aus einer
geraden Anzahl 2n von Grafimann—Zahlen sich unter Vertauschung wie eine gewo6hnliche
Zahl verhélt. Es geniigt, dies fiir n = 1 zu zeigen. Sei (Y eine beliebige Graimann—Zahl.
Dann gilt wegen Gl. (5.84) Vk € N

CngCk = —ClckCQ = Okchg, qed (586)

Ganz analog zeigt man, dass ein Produkt aus einer ungeraden Anzahl von Grafimann—
Zahlen sich unter Vertauschung wie eine Graimann—Zahl verhalt.

Sei f eine in eine Taylor-Reihe entwickelbare Funktion der Grafimann—Variablen C. Da
wegen Gl. (5.85) alle Potenzen C™ mit n > 2 verschwinden, bricht die Taylor-Reihe nach
dem zweiten Term ab,

f(C)=ag+a,C, (5.87)

wobei ag, a; gewohnliche (d.h. vertauschende, i.a. komplexe) Zahlen sind. Entsprechend
erhélt man fiir eine in eine Taylor-Reihe entwickelbare Funktion zweier Grafimann-—

Variablen C1, Cy,
f(Cl, 02) = Qo + a101 + GQCQ + agClOg = Qo + alCl + CLQCQ — agCgCl . (588)

Hier sind ay, . . ., asz gewohnliche (i.a. komplexe) Zahlen und fiir das letzte Gleichheitszei-
chen haben wir Gl. (5.84) benutzt.

Funktionen von Graimann—Zahlen sind auch differenzierbar. Man unterscheidet Links-
Differentiation, bzw. die linksseitige Ableitung,

8L

90, (C1,C) = a1+ a3Cy,
1

aL

% (01702) = ay —as3C (5-89>
2

und Rechts-Differentiation, bzw. die rechtsseitige Ableitung,

aR

90, (01702) = a; —azCy,
1

aR

% f(Cl, CQ) = a9+ agC'l . (590)
2

Im folgenden benutzen wir ausschliefflich die Links-Differentiation und lassen dementspre-
chend das Superskript ”L” weg.
Multiplizieren wir die erste Gl. (5.89) mit C, so erhalten wir

0
Cl = (Cl, CQ) = alCl -+ a30102 . (591)
oC,

Andererseits ist
C1 f(C1Cy) = apCy + axC1Cy
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und daher 9
=~ [C1f(C1, Ch)] = ag + axCs . (5.92)
oCy

Addieren wir die Glgen. (5.91) und (5.92), so erhalten wir
0 0
(01 — + = C’l) f(C1,C) = a1C1 + a3C1Cy + ag + axCy = f(C1,C2) , (5.93)

und da die Funktion f(C,Cy) beliebig war, muss gelten

0 0 0
— 4+ O, = — v —=1. 94
“oc Yo @ {Ol’ aol} (5:94)
Vollig analog zeigt man, dass
C-i =0, 1,j=1 N (5.95)
zyan — Y1) 7j_ yt . .

Leiten wir die zweite Gl. (5.89) nach C und die erste nach C5 ab, so erhalten wir

o 0 N o 0
0C, 00y 00, 0C

) f(C,Cs) = —az +az3=0. (5.96)

Da wegen Gl. (5.85) niemals zweite Potenzen der GraBmann—Zahlen C; und Cy auftreten
konnen, kann man dieses Resultat sofort zu

o 0 .
{aCl,a—q}—O, Z,j—l,...,N, (597)

verallgemeinern. Die Ableitungen nach Grafimann—Zahlen verhalten sich also selbst wie
GraBmann-Zahlen, vgl. Gl. (5.84).

Wenn man Grafmann—wertige Funktionen differenzieren kann, so sollte man sie auch
integrieren konnen. Dazu fithren wir zunéchst das “Differential” dC; der GraBmann—Zahl
C; ein. Da dieses ebenfalls GraBmann-wertig ist, muss nach Gl. (5.84) gelten

{C;,dC;} ={dC;,dC;} =0, 4,5=1,...,N. (5.98)

Fiir die Funktion (5.87) einer Gramann—Variablen C' ist dann
/dCf(C) _ ao/dC+a1/dCC. (5.99)
Da aufgrund von Gl. (5.85) niemals hohere Potenzen von C' auftreten konnen, miissen wir

lediglich die Integrale [ dCund [ dC C bestimmen. Der Wert des ersten Integrals folgt aus
folgender Uberlegung. Es ist (nach geeigneter Umbenennung der Integrationsvariablen)

(/d0)2 = /dOl/dOQE/dCldCQ:—/d02d6’1E—/dOg/dOl
= — (/d0)2 . (5.100)
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Hier haben wir beim dritten Gleichheitszeichen Gl. (5.98) benutzt. Diese Gleichung ist
erfiillt, wenn wir festlegen, dass

/dCiEO, i=1,... N . (5.101)

Aber was ist nun der Wert von [dC C? Hier haben wir eine gewisse Wahlfreiheit. Es
sollte nur nicht ebenfalls null sein, denn dann wére das Integral (5.99) der Funktion f(C)
identisch null, was keinen Sinn ergéibe, denn warum sollte die Ableitung der Funktion
einen nicht-trivialen Wert ergeben (ndmlich df(C)/dC = a;), aber ihr Integral trivial
verschwinden? Da das Produkt von zwei Grafimann—Zahlen dC;C; sich unter Vertau-
schung wie eine gewohnliche (i.a. komplexe) Zahl verhilt, kénnen wir nach geeigneter
Normierung (d.h. per Definition) festlegen, dass

/dC’iOizl, 1=1,...,N . (5.102)
Dies fithrt dann auf das interessante Resultat

0
/d01 f(Ch,Cy) = /dC1(ao + a1C1 + asCs + a3C1Cs) = ay + a3Cy = — f(C1, Cy)

oCy
(5.103)
vgl. Gl. (5.89). Ableiten und Integrieren sind also identische Operationen fiir Graimann—
wertige Funktionen!
Wir betrachten nun zwei Grafimann—Zahlen 7 und 7, d.h.

=7 =0, nj=—in, /dn:/dnzo, /dnn:/dnnzl. (5.104)

Da Terme von der Ordnung (71)"” mit n > 2 durch Vertauschen der Gramann-Zahlen
immer in eine Form ~ 7"n" gebracht werden konnen, bricht die Taylor-Entwicklung der
Funktion e~ wegen Gl. (5.85) nach dem zweiten Term ab,

e M=1-—1n. (5.105)
Also ist

/dndne—ﬁ" _ /dndn(l—nn)z— dndnnnzfdndnnn

= /dﬁ(/dnn)ﬁ:/dﬁﬁzl. (5.106)

Dies verallgemeinern wir nun auf zweidimensionale Vektoren von Graimann-Zahlen,

0= (), n= ( n ) , (5.107)

Up)
so dass
nm = mm -+,
(7n)? = (m + o) (o + Tonz) = imTenz + Tenefim = 2mians
()™ = 0 Vn>2. (5.108)
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5 Funktionalintegral-Formulierung der Quantenfeldtheorie

Dann gilt
_ 1
eM=1—-mnn+ 3 (1m)? = 1 — iy — Mo + Mumfan (5.109)

/ didne™ = /
= / dﬁg d'Fh dn1d772 ﬁlnl ﬁZT’Q

und

dmp Ay dnydng (1 — 7 — Mem2 4+ T 2nz)

dmne dny dmy (/ dng 772) (=1)*mmie
= /dﬁQ dm (/ dm 7}1) (= 1) e
= /dm (/ dim 771) =1, (5.110)

genau wie im eindimensionalen Fall. Dabei ist die Reihenfolge der einzelnen Integrati-
onsvariablen nach dem ersten Gleichheitszeichen Konvention. Mit einer anderen Reihen-
folge miissen wir durch Vertauschen von Grafmann—Variablen entstehende Faktoren —1
entsprechend beriicksichtigen. Die Verallgemeinerung von Gl. (5.110) auf mehr als zwei
Dimensionen ist ohne Probleme machbar.

Nun transformieren wir mit Hilfe von zwei (aus gewohnlichen Zahlen bestehenden)
(2 x 2)-Matrizen M und N zu neuen Grafimann—Variablen o und @,

m My, Mo o
(772) g @ (le Mzz)(()éz)
Nii Nig )

m,me) =1 = aN = (g, 5.111
) =1 = an = (ana) (31 32 5.1

Es gilt offensichtlich

mne = (Mnal + M12042)(M210é1 + M22CY2) = (M11M22 - M12M21)041a2 =det M oy .

(5.112)
Dabher ist
/dal day ooy = —1 = /dm dng mine = /dm dng det M ajag (5.113)
also
dny dngy = (det M)~ 'da; day . (5.114)
Ganz analog zeigt man
dﬁg d'l71 = (det N)ild(jég dO_él s (5115)
und daher (mit det N det M = det (NM))
1= /dndn e M = /da da (det (NM)) ™ emaNMa (5.116)
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Bezeichnen wir noch A = N M, so erhalten wir das Ergebnis
/da doae ™ = det A . (5.117)

Dies 1483t sich auf ein Kontinuum von Gramann—Variablen verallgemeinern. Wir fithren
dazu ein Gralmann—wertiges Feld C(X) ein, das an jedem Raum-Zeit-Punkt X*
existiert. Fiir dieses Feld gilt in Verallgemeinerung der Gleichungen (5.84), (5.95), (5.101)
und (5.102)

{¢(Xx),Cc(Y)} = 0, (5.118)
/dC(X) =0, (5.120)
[aceoom) = 1, (5.121)

und G1. (5.117) wird zum Funktionalintegral iiber GraBmann-wertige Funktionen C'(X)
und C(X),

/ DC DC exp {— / d*X d'Y O(X)A(X,Y)O(Y)| =det A . (5.122)

Man beachte, dass es aufler der Tatsache, dass A = NM, und dass N und M Matrizen
sind, die eine Variablentransformation bewirken, keinerlei Einschrankungen an die Form
von A gibt. Die einzige Forderung, die wir im folgenden stellen werden, ist, dass det A # 0,
d.h. dass A invertierbar ist.

Wir beschliefen diesen Abschnitt mit einer Diskussion des Analogons der Produktre-
gel fiir Funktionalableitungen nach Grafmann—wertigen Funktionen. Betrachten wir das
Funktional F[C] der Graimann-wertigen Funktion C'(X). Wir nehmen an, dass

F[C] = F,[C] + F_[C], (5.123)

wobei F[C] sich wie eine gewdhnliche Zahl unter Vertauschung mit der GraSSmann—
Funktion C'(X) verhélt, wihrend F_[C] sich wie eine Grafimann—Zahl verhélt,

C(X)FL[C] = £F,[C]C(X) . (5.124)

Zumindest fiir Funktionale F'[C], die sich in eine Taylor-Reihe entwickeln lassen, ist Gl
(5.123) offensichtlich: F [C] enthilt alle geraden Potenzen von Raum-Zeit-Integralen von
C(X), wiahrend F_[C] alle ungeraden Potenzen enthélt. Daraus folgt, dass 0 F, [C]/0C(Y)
~ Gy _[C], wobei Gy _[C] eine Grafmann-wertige Zahl ist, wihrend 0F_[C]/6C(Y) ~
Gy +[C], mit einer gewohnlichen Zahl Gy [C]. Weil F{[C] mit C(X) vertauscht, gilt nach
der gewohnlichen Produktregel

5 5C(X) SF.[C] 5C(X) SF.[C]
elva) (C(X)F+[C])=—5C(Y) FL[C]+ 5C0Y) ( ):—50(1/) F[C] - O(X) 5007
(5.125)
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wobei wir im letzten Schritt benutzt haben, dass die beiden Graimann—wertigen Zahlen
C(X) und 6F,[C]/6C(Y) antivertauschen. Andererseits gilt

sC(Y) (COFC]) = et (FL[Cle(X)) (5.126)
so dass
L. _ 90%) OF_[C] 1y _ 9C(X) 5F_[C)
SC(Y) (C(X)F_[C]) = 50(”&[0]— 50V (X)—WF,[ ell )W ,)
5.127

wobei wir im letzten Schritt ausgenutzt haben, dass sich §F_[C]/0C(Y') wie eine gewdhn-
liche Zahl verhilt, also mit C(X) vertauscht werden darf. Kombinieren wir die Glgen.
(5.123), (5.125) und (5.127), so erhalten wir die allgemeine Produktregel fiir Grafmann—
wertige Zahlen

W(C(X)F[C]) = 5C(Y)F[C] _C(X)dC(Y) (5.128)
Daraus folgt
O(X) O(EY) . O‘EY)C(X> FlC] - ?gg;F[C] (5.129)
und der Vergleich mit Gl. (5.119) ergibt die Relation
0C(X) _
T S(X —Y), (5.130)

genau wie im Fall gewohnlicher Funktionen, s. G1. (5.65).

5.5 Das Dirac—Feld

Wir wenden nun die Ergebnisse des vorangegangenen Abschnitts auf das Dirac—Feld
an. Die Lagrange—Dichte fiir das nichtwechselwirkende Dirac—Feld war in Gl. (2.111)
gegeben,

Lo =i —m) . (5.131)

Hier interpretieren wir ¢ und 1) aber als Gramann—wertige Felder. Das erzeugende
Funktional fiir n-Punkt-Korrelationsfunktionen lautet

Zo[1, m] =N/D¢ D1 exp {z‘/d"‘X (Lo +7(X)0(X) +w(X)77(X)]} . (5.132)

Hier haben wir zwei Graflimann—wertige Quellfelder, 7(X) und n(X), eingefiihrt.
Funktionales Ableiten nach 7(X) erzeugt Korrelationsfunktionen fiir 1/(.X), solches nach
n(X) erzeugt Korrelationsfunktionen fiir ¢(X). Wie im wechselwirkungsfreien skalaren
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Fall ist das erzeugende Funktional (5.132) analytisch berechenbar. Dazu bringen wir Gl.
(5.132) in eine Form, in der wir Gl. (5.122) anwenden konnen,

zinal = A | DzzmeXp{i [ Xty 06, - msx - v)u)

+z’/d4X [n(X)zb(X)qu(X)n(Xﬂ}

/\/'/Dz/) Dy exp{—/d4X d*Y (X)) AX,Y) (YY)

+1 / d*X [7(X)¢(X) +w(X)77(X)}} , (5.133)

mit
AX,Y) = —i(i, — m)dW (X —-Y) . (5.134)

Wir wihlen die Normierungskonstante A/ nun so, dass

1 = Z,[0,0] :N/Dwa exp [—/d”‘X d*Y (X)) A(X, Y)w(Y)} =Ndet A,

(5.135)
wobei wir im letzten Schritt Gl. (5.122) benutzt haben. Dies bedeutet

N = (detA)™" . (5.136)

Nun substituieren wir ¢»(X) und ¥(Y") im Exponenten in GI. (5.133) durch neue Gramann-—
wertige Felder

a(X) = () i [ Ay AT g).

a(X) = ) i [dYa) A x). (5.137)
was zur Folge hat, dass

= [y SO0 ACEY) ) +i [ 4 0800 + E0NX0]

= —/d4Xd4Y {a(X)ﬂ'/d‘*Zn Z,X]

l—|

)+ / 44U A, U) 5 (U)
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5 Funktionalintegral-Formulierung der Quantenfeldtheorie

S / X dYY a(X) ACX, V) a(Y) — i / 4 X [a(X) n(X) + 7(X) a(X)]
+ / d*X 'Y (X)) ATHX,Y)n(Y)
+1 / d*X 7(X) a(X) - / d*X d*Y (X)) ATHX,Y)n(Y)
+z‘/d4X a(X)n(X) - /d4X d*Y (X)) AH(X,Y)n(Y)
= — / X dY [a(X)AX,Y)a(Y) +7(X) A7H(X, Y)n(Y)] . (5.138)
Hier haben wir des Sfteren von der Identitiit
/d4Z AX,Z)ANZ,Y) = /d4Z ATNX, Z2) A(Z,Y) = 6W(X ~Y) (5.139)

Gebrauch gemacht. Setzen wir Gl. (5.138) mit Gl. (5.136) in Gl. (5.133) ein, so erhalten
wir (die Jacobi-Determinante der Variablensubstitution (5.137) ist eins)

Zolm,m] = (det A)~! / Da Do exp {— / d*X d*Y a(X) A(X, Y)a(Y)]
X exp {— / d*X d*Y 7(X) A7H(X, Y)n(Y)]
= (det A)"'detA exp {— / d*X d'Y p(X) A X, Y) n(Y)]

= exp {— / d*X d'Y (X)) A N(X, Y)n(Y)l : (5.140)

wobei wir zum zweiten Gleichheitszeichen Gl. (5.122) benutzt haben.
Nun bestimmen wir A~!(X,Y"). Mit der Definition (5.134) gilt

(X -Y) = /d4Z AX,Z2)AY(Z,)Y) = —i/d‘*z (idy — m) 6D(X — Z2) A™Y(Z,Y)
= —i(ig, —m) AHX,Y) = (i@, — m) S(X,Y), (5.141)

wobei
S(X,Y)=—iA"HX,Y) (5.142)

offensichtlich die Green—Funktion der freien Dirac—Gleichung ist. Wir werden nun
zeigen, dass

S(X,Y)=S5(X —Y) = (i, + m) A(X —Y) , (5.143)

mit der in Gl (5.48) definierten Funktion A(X — Y). Wir wissen bereits, dass diese
Funktion bis auf ein Vorzeichen identisch ist mit der Green-Funktion der freien Klein—-
Gordon—Gleichung,

4
Grna0r 1) = [ gy 1

@n)! K2 = m?
4
K .
_ / (C; T oKX =Y) — 5(4)(X -Y). (5.144)
T
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5.5 Das Dirac—Feld
Nun gilt aber
1
(i —m)(ip+m) = —4"v"8.0, —m® = —5 10"} 840, — m® = —g"'9,0, —m?

wobei wir die Relation
(At =29" 14 (5.146)
benutzt haben. Gleichung (5.144) kénnen wir also umschreiben in
SNX -Y) = (i —m)([id, + m) A(X —Y)
= / d*Z (i, — m) 0 (X — Z) (i, + m)A(Z —=Y) . (5.147)

Invertieren wir Gl. (5.142) und setzen die Definition (5.134) ein, so erkennen wir, dass
STHX,Y) =iAX,Y) = (i, — m) 6D (X = Y). (5.148)

Damit wird aus Gl. (5.147)
/ 47 $1(X, 2) (i + m) A(Z — V) = 6D (X — V) | (5.149)

Multiplizieren wir diese Gleichung von links mit S(U, X), integrieren iiber d*X und be-
nutzen

/d4X S(U,X)S™HX,Z)=6WU - 2),

so folgt daraus
(i +m)A(U - Y) = /d4X S(U,X)6W(X -Y)=8(U,Y), (5.150)

also (nach Umbenennung U — X) Gl. (5.143). Dass S(X,Y) lediglich von der Differenz
X — Y abhéngt, folgt daraus, dass auch A(X —Y') nur von dieser Differenz abhéngt.

Wie die Funktion A(X —Y') hat auch die Fourier—Transformierte der Funktion S(X —Y)
Pole auf der reellen ky—Achse, die man in geeigneter Weise in die komplexe ky—Ebene
verschieben muss. Wir wihlen wieder die Feynman—Vorschrift,

'K K+m
Sp(X —=Y) = (10, Ap(X -Y) = TRy T 5.151
r( ) = (id + m)Ap( ) /(2#)4 e K2 —m? +in ( )
Mit Gl. (5.142) lautet Gl (5.140) dann

Zo[,n] = exp {—z’/d‘lX A*Y (X)) Sp(X —Y)n(Y)| . (5.152)
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5 Funktionalintegral-Formulierung der Quantenfeldtheorie

Die Zwei-Punkt-Korrelationsfunktion (mit explizit ausgeschriebenen Dirac—Spinor-
Indizes) ist

O T [$5(7) ()] 10) = & / DD (¥ tha(X) '] 420

= N/D¢D¢¢ﬁ(y) (_Z)ML(X) ot S A1 Z[Lo+ii(2)y(2)] (5.153)
o 7=0
5 : 5 e i
LV / DO D (—1) (i)l i S AZ[ Lot A2 2) 402 n(2) '
( Z) 57704(X) ¢ 1/}( )( 7’) 5776(Y) € -

Hier kommt das negative Vorzeichen vor dem Funktionalintegral dadurch zustande, dass
man die Funktionalableitung nach 7, (X), die eine Grafmann-wertige Variable ist, mit der
Grafimann—Variable 15(Y) vertauschen muss, bevor man sie vor das Funktionalintegral
ziehen darf (die Vertauschung mit D1 Dy liefert kein zusitzliches Minus-Zeichen, da
man hier mit einer geraden Anzahl von Grafimann—Variablen vertauscht). Das negative
Vorzeichen unter dem Funktionalintegral kommt dadurch zustande, dass man, bevor man
die Funktionalableitung nach 7s(Y) auf n(Z) im Exponenten wirken lassen kann, noch
mit ¢)(Z) vertauschen muss.

Wir ziehen nun auch die Funktionalableitung nach 73(Y’) vor das Funktionalintegral
und erkennen, dass das Objekt, das abgeleitet wird, genau das erzeugende Funktional
(5.132) ist,

. N ]
O [350) 00| 10) = (=) 5oy oy 2ol g
_ (—i)257 (X()SZ(E 7 ot [ AU AV (U) SpU-V)n(V)
N Ul n=n=0
= (P (DD [ AU RO Sep =) Al
= (=)} (=1)Spas(X —=Y) = =i Spas(X = Y), (5.154)
bzw.
01T [da(X) ()] 10) =i Spas(X = Y) = ¥ X . (515)

Dies entspricht der Propagation eines Fermions vom Raum-Zeit-Punkt ¥ nach X. Da
Fermionen in der Regel eine Ladung tragen (elektrische Ladung, Flavor, Farbe, etc.), und
der Transport dieser Ladung eine Richtung festlegt, wird dies mit einem zusétzlichen Pfeil
am Propagator angedeutet.

Wenn wir die Feldoperatoren noch nach Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren zer-

146



5.6 Funktionalintegrale fiir Eichfelder — das Photon—Feld

legen, also

. 3k N
W) = [ GE X A s e

s=+£1/2
(=) d*k PN —iK-X
P(X) = (2732, Z bs(k)u(k,s)e
ks:i1/2
() &k WY a(k iK-X
#9000 = [ G X MO
ks:il/Z
7(=) d*k 5oL —iK-X
PU(X) = m Z ds(k)v(k,s)e , (5.156)
s=+1/2

so lautet die linke Seite von Gl. (5.155) explizit

(017 [da(X) d51)] 10)
= (O]9 (X) DD (V) [0) ©(o — yo) — (01057 (Y) LD (X) [0) © (o — o)

9~
o X
£
o<

(5.157)

Im ersten Term wird ein Teilchen bei Y aus dem Vakuum erzeugt und bei X wieder ver-
nichtet (denn die Feldoperatoren enthalten bi(k) und b,(k)). Beim zweiten Term dagegen
wird ein Anti-Teilchen bei X erzeugt und bei Y vernichtet (denn die Feldoperatoren ent-
halten dl(l;) und d,(k)). Das negative Vorzeichen vor diesem Term ergibt sich aus dem
Zeitordungsoperator fiir Fermionen, wo bei Vertauschung der Operatoren gegeniiber der
urspriinglichen Reihenfolge ein zusétzliches Minus-Zeichen auftritt. In der letzten Zeile
von Gl. (5.157) haben wir diese Situation in Form von Feynman-Diagrammen darge-
stellt. Dabei ist zu beachten, dass die Zeit in beiden Diagrammen von links nach rechts
verlauft. Da Anti-Teilchen umgekehrte Ladung wie Teilchen tragen, zeigt der Pfeil am
Propagator nun in die negative Zeitrichtung. Man konnte dies so interpretieren, dass
Anti-Teilchen “riickwérts” in der Zeit laufen, aber dies ist nicht richtig, auch sie laufen
geméfl der ©-Funktion vorwirts in der Zeit (von zo nach yo > x¢). Lediglich der La-
dungstransport scheint riickwérts in der Zeit zu laufen, aber es handelt sich eigentlich um

Anti-Ladungstransport, der vorwérts in der Zeit lduft.
5.6 Funktionalintegrale fiir Eichfelder — das Photon—Feld

Beim erzeugenden Funktional fiir Korrelationsfunktionen von Eichfeldern wie dem Pho-
tonfeld sehen wir uns mit einigen Problemen konfrontiert. Naiv wiirden wir dafiir in
Analogie zum neutralen skalaren Feld, s. Gl. (5.22), folgenden Ausdruck hinschreiben,

ZO,naiv[J] = /IDA'LL exp |:Z/d4X (E(] + JMA'M> , (5158)
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5 Funktionalintegral-Formulierung der Quantenfeldtheorie

mit ) 1
Lo = =g Ful™ = =3 (0uA, = 0,4,) 04" (5150)

Wir sehen nun sofort, dass der Exponent in Gl. (5.158) nur in quadratischer Ordnung
vom FEichfeld abhéngt. Dies liegt nahe, dass es sich wieder um ein verschobenes Gauf3-
Integral handelt, das wir mit der Formel (5.24) explizit 16sen kénnen. Zunéchst fithren wir
im Exponenten eine partielle Integration im Term mit der freien Lagrange—Dichte durch,

i / d'X L, = —% / d'X (9,4, — 0,A,) " A
= —|—%/d4X (A, 04" — A,0,0"A”) + Oberflichenterme
i
= 5 / d*X A, (Og" —0"0") A, . (5.160)

Hier haben wir wie gehabt die Oberflichenterme vernachlassigt, da das Feld und seine
Ableitungen im Unendlichen verschwinden sollen. Nun fithren wir eine spuriose Integration
iiber eine weitere Raum-Zeit-Variable Y ein,

i/&X@

Z’ v 12
3 / A X d'Y AL (X) (O, " — 0"97) 6 (X —Y) A (Y)

% / d*X d'Y A,(X) B*™(X,Y) A, (Y), (5.161)

mit der Matrix

B"™(X,Y) =i (0, g™ — 0"9Y) 6W(X —Y) . (5.162)

Diese Matrix ist symmetrisch in den Lorentz—Indizes und in den Raum-Zeit-Variablen X
und Y. Sofern sie auch noch positiv definit und nicht-singulér ist, konnen wir in der Tat
(nach analytischer Fortsetzung zu imaginérer Zeit) Gl. (5.24) anwenden und das Resultat
fir das erzeugende Funktional (5.158) wére

Zonav[J] = N exp {—% / dix dtY JH(X) B,L(X,Y) J'(Y)| . (5.163)

Nun miissen wir B;Vl (X,Y) bestimmen. Dazu berechnen wir zunéchst die Fourier—Trans-
formierte von B*(X,Y),

d*K
BUXY) = iQag - 080 [ ey

(2m)*
d*K ‘
— 4 _K2 Ny KMEKY —iK-(X-Y)
s (A0 )
'K - .
= i | —— BM(K)e HEY) 5.164
i [ G B , (5.164)
mit 3
B"(K) = -K?g" + K'K" (5.165)
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5.6 Funktionalintegrale fiir Eichfelder — das Photon—Feld

Wenn die Inverse B, (X,Y’) existiert, so muss auch B;J(K ) existieren. Dazu ist es erfor-
derlich, dass .
det B™(K) £0 . (5.166)

Um die Determinante von B*(K) zu berechnen, bedienen wir uns des folgenden Tricks.
Wir fithren zunéchst einen Projektor auf den eindimensionalen Raum parallel zu K*
ein,

., KrKY
EM = oz (5.167)
Dieser Projektor hat die Eigenschaften
, KFKY
EH Kl, - W Kl, - K'u y
K'K,
B, = K2 L,
. KrKN KyKY  KFKY 5
EMEY = o R E*  (Idempotenz) . (5.168)

Der Projektor auf den dreidimensionalen Raum orthogonal zu K* ist dann

174 v v 174 KMKV
PH = g — B — gt e (5.169)
Dieser hat die Eigenschaften
P"K, = ¢"™K,—FE"K,=K'—-—K'=0,
Po= g —FE,=4-1=3,
PRPY = (g — B)(g) — BY) = ¢ — 2B" + BBy
= ¢g" — E" = P" (Idempotenz) . (5.170)
Die beiden Projektoren P*” und E* sind orthogonal,
PREY = g EY — EMEY = B — B =0, (5.171)
und vollstindig,
Pr 4+ ERY = gtV | (5.172)

Vergleichen wir Gl. (5.165) mit der Definition (5.169) des Projektors P*”, so ist sofort
offensichtlich, dass

oY% v K'K” v
B"™(K) = —K* (g“ -~ ) = —K?*pm (5.173)
d.h. B*(K) ist orthogonal zu K*,
B"(K)K, = -K*P"K,=0. (5.174)

Man sagt, B*(K) ist 4-transversal zu K*.
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5 Funktionalintegral-Formulierung der Quantenfeldtheorie

Wir berechnen nun zunéchst ganz allgemein die Determinante einer Matrix A" (K),
die vom 4-Impulsvektor K* abhingt. Weil die Projektoren P*” und E*” vollstdndig sind,
Gl (5.172), kann man A*(K) als Tensorzerlegung in der Form

AP (K) = A(K) P + B(K) E™ (5.175)

schreiben, mit Lorentz—skalaren Koeffizienten A(K'), B(K), die als Lorentz—Skalare ledig-
lich vom 4-Betragsquadrat K? abhingen kénnen. Diese Koeffizienten kann man durch
geeignete Projektion aus A" (K') berechnen,

]' v 1 14 17 ]'
3 P AWK) = SA(K) P* Py + B(K) B Py] = 5 A(K) Pl = A(K) ,

E"ALK) = AK)E"™P, + B(K)E"E,, =B(K)E, =B(K), (5176)
wobei wir von den Eigenschaften (5.168) und (5.170) Gebrauch gemacht haben. Nun ist
A () = A (K) g (5.177)

also
det A" (K) = det A (K) det g™ = —det A" (K) . (5.178)
Weiterhin ist (fiir A(K) # 0)
Indet A% (K) = Trin A% (K)=Trin[A(K) P + B(K) EY]

— Trln {A(K) 9 {PPA + i((f[g Eﬂ }

B (m A(K) ¢ ]+1ﬂ{9 { ‘%1 EPA})

S D= T R (L O [1 B %Kﬂ e

n=1 n=1

= 41nA(K)+1n%:1n [A(K)’B(K)] . (5.179)

Hier haben wir die Reihenentwicklungen

n

In (z1l) = — i <_;) (z—1)"1L, In(l—=zA)= Z e : (5.180)

mit einer Matrix A, sowie die Idempotenz des metrischen Tensors und des Projektors E*”
benutzt. Eingesetzt in Gl. (5.178) erhalten wir also

det A"(K) = —A(K)*B(K) . (5.181)

Es ist also klar, dass die Eigenwerte von A*”(K) (bis auf das Vorzeichen) identisch mit
A(K) (dreifach entartet) und B(K) sind. Die Inverse von A*(K) ist also

» 1

AL (K) = MPW+

55 E,, . (5.182)

150
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Wir priifen dies nach,

1 1
AV K)AY(K) = |——P —F A(K)PY + B(K) EM
AV (E) = | s Pt G B [AGK) PV 4 B() BV
, , B(K) s A(K) , ,
PP+ i) P+ gy Bl o B
f— P'ul/ + EMV = gMV , (5183)

wobei wir im letzten Schritt Gl. (5.172) benutzt haben. In der Tat ist also die in GL.
(5.182) angegebene Matrix das Inverse von A" (K).

Nun wenden wir das Resultat (5.181) auf den Fall A*(K) = B*(K) an. Durch Ver-
gleich von Gl. (5.173) mit Gl. (5.175) lesen wir sofort ab, dass

AK)=—-K?*, B(K)=0.

Also ist B
det B (K) = —(K*)*-0=0, (5.184)

d.h. die Inverse BJJ(K ) existiert nicht! Dies ist das erste Problem mit dem naiven
Ausdruck (5.158) fiir das erzeugende Funktional.

Das zweite Problem ergibt sich aus folgender Uberlegung. Die Lagrange-Dichte (5.159)
ist eichinvariant, d.h. zwei i.a. unterschiedliche Eichfelder A% und A* = AL41 9"\ #
A¥ sind eich-dquivalent, d.h. sie beschreiben dieselbe Physik. Im Ausdruck (5.158) wird
jedoch iiber alle Eichfeld-Konfigurationen A* integriert, also auch iiber A# und A’*. Es
wird also eigentlich {iber redundante Information integriert.

Um dieses Problem zu l6sen, miifite man das Integrationsmafl DA* zerlegen in

DA* = DAF DA (5.185)

wobei A* die eich-infiquivalenten Eichfeld-Konfigurationen sind und A die Eichtrans-
formationen, die zwischen den eich-dquivalenten Konfigurationen vermitteln. Idealerweise
wiirde sich dieser letzte Beitrag dann faktorisieren lassen und koénnte in der Normierungs-
konstante des erzeugenden Funktionals absorbiert werden.

Wir werden sehen, dass das Problem der Nicht-Invertierbarkeit von B*(X,Y") und die
Redundanz bei der Integration iiber eich-dquivalente Eichfeld-Konfigurationen miteinan-
der zusammenhéngen und sich gleichzeitig 16sen lassen.

Um das korrekte erzeugende Funktional herzuleiten, kénnen wir zwei verschiedene
Wege verfolgen, einen nicht-kovarianten, dhnlich zur Strahlungseichung bei der ka-
nonischen Quantisierung, und einen kovarianten, analog zur Lorenz—Eichung bei der
kanonischen Quantisierung.

10.2.2021
5.6.1 Erzeugendes Funktional in vollstandig fixierter Eichung

Wir wihlen die axiale Eichung

A*(X) =0, (5.186)
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also Gl. (3.147) mit n* = (0,0,0,1)”. Das kanonisch konjugierte Feld ist

0Ly - > -
T, = W = (0, Fyo, Fyo, Fr0) = (0, VAy + 0yA) = (0, —E). (5.187)
Dies zeigt, dass A° kein dynamisches Feld ist, da das kanonisch konjugierte Feld ver-
schwindet, mg = 0. Auflerdem ist in axialer Eichung, Gl. (5.186),

M= —E =" = 0,A° + 9y A* = 9, A" . (5.188)

Dies ist einfach die z~Komponente des Gradientenfeldes des nicht-dynamischen Feldes A°.
Da in axialer Eichung A* = 0 ist, erwarten wir auch nicht, dass das kanonisch konjugierte
Feld 7, unabhéngige dynamische Information iiber das System liefert.

Die einzigen unabhingigen, dynamischen Freiheitsgrade sind daher A* und AY, mit
den zugehorigen kanonisch konjugierten Feldern

T, = —n° = 0,A° + 9yA* = —E° ,
T, = -1/ =09,A°+0AY = —EY . (5.189)

Diese Freiheitsgrade entsprechen den physikalischen, transversalen Polarisationsfrei-
heitsgraden des elektromagnetischen Feldes. Die unphysikalischen Freiheitsgrade sind
das longitudinale Eichfeld A%, welches aber in axialer Eichung (5.186) gleich null gesetzt
wird, sowie das zeitartige Eichfeld A° und das zum longitudinalen Eichfeld kanonisch
konjugierte Feld 7, = —FE?*. Wir zeigen nun, dass wir diese beiden Gréflen mit Hilfe des
Gaufischen Gesetzes (der ersten inhomogenen Maxwell-Gleichung)

V-E=V-%=0 (5.190)

als Funktional der unabhéngigen Freiheitsgrade 7,,m, ausdriicken koénnen (in Abwe-
senheit duBerer Quellen ist die rechte Seite der inhomogenen Maxwell-Gleichung null).
Gleichung (5.190) 148t sich nach 0,FE* auflésen,

0,B* = —9,E" — 0,E" (5.191)

und formal integrieren,

Bita,y.2) = — / 0 [0, E(t, 2.y, #) + 0,E¥(t, 2,9, )] + Cult, 2, 1)

20

= / d2' [0y (t, 2y, 2') + Oymy(t, 2, y, )] + Cr(t, z,y)

20

E*my,m,) . (5.192)

Damit ist £*, wie behauptet, ein Funktional der kanonisch konjugierten Felder 7, und
my. Formale Integration von Gl. (5.188) liefert dann

Atz y,2) = —/ d2" E*(t,z,y,2") + Calt, z,y)

20

= —/ dz”/ d2' [0y (t, 2y, 2') 4+ Oymy(t, 2y, 2')] — (2 — 20)CE(t, 2, y) + Calt, z,y)

Amy, T, - (5.193)
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Die Tatsache, dass zwei “Integrationskonstanten” Cg(t,x,y) und Cx(t,z,y) auftreten,
zeigt, dass die Eichung noch nicht vollsténdig fixiert ist. Durch Wahl von E* und A° auf
der durch z = zy definierten Raum-Zeit-Fléiche,

Ez<t7‘r7y7 ZO) = CE(t7x7y) ) Ao(tax7y7 ZO) = CA(t7$7?J) ) (5194—)

wird die Eichung jedoch vollsténdig festgelegt.
Nun berechnen wir die Hamilton—Dichte durch Legendre—Transformation der Lagrange—
Dichte

Lo= —i P = —%EE - ieijmeij”BmB" - %EQ - %(SmanB” - % <E2 - §2> ,
(5.195)
wobei wir die Glgen. (2.135), (2.136) und die Relation €;j,,,€;jn = 20, benutzt haben. Bei
der Legendre—Transformation miissen die Zeitableitungen der physikalischen Freiheits-
grade A* AY durch die entsprechenden kanonisch konjugierten Felder geméf Gl. (5.189)
ersetzt werden. Auflerdem ist £* = —m,, BY = —m,, E* = E*[n,, m,]. Wir erhalten also

_ z Yy _
Ho = m0A” +my00AY — Lo ‘ B A” = 1y — 9, AO
8o AY =y — 8, A

= m(mp — 0,A%) + m(m, — 9,A%) — % [Wi + 7+ (B7)? — B?

1 ~ ] z
= S| (E) B2| = 7,0,4° = m,0,A° — (E*)? (5.196)

Die letzten drei Terme werden unter Benutzung von Gl. (5.188) wie folgt umgeformt

To0p A® + w0, A" + (B7)? = 7,0, A° + 1,0,A° + 7,0.A° = —7 - VA
— V- (RAY+A'V.7. (5.197)

Der erste Term liefert bei Integration iiber den gesamten Raum d3Z einen Oberflichenterm,
den wir vernachléssigen konnen, wenn die Felder im Unendlichen verschwinden. Der zweite
Term ist aufgrund des Gaufischen Gesetzes (5.190) null. Also ist fiir Feldkonfigurationen,
die das GauBsche Gesetz erfiillen (und bis auf Terme, die Oberflachenterme generieren)

1 —
Ho =5 [wg + 72+ (B%)’ + BQ] . (5.198)

Nun konnen wir das erzeugende Funktional fiir n—-Punkt-Korrelationsfunktionen
in vollstindig fixierter Eichung hinschreiben. Dieses ist natiirlich identisch mit der
Vakuum-zu-Vakuum-Ubergangsamplitude. Setzen wir die Quellenfelder J,, J, fiir
die physikalischen Eichfelder zunéchst gleich null, so lautet diese

Zp[0] = ./\/'/'Dwx Dn, DA* DAY exp {i/d‘lX (MO0 A" + Ty 00 AY — ’Ho)} . (5.199)

Hierbei ist zu beachten, dass ausschlieflich iiber die physikalischen Freiheitsgrade
A*, AY und die zugehorigen kanonisch konjugierten Felder 7, 7, funktional integriert wird.
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5 Funktionalintegral-Formulierung der Quantenfeldtheorie

Dies kommt daher, dass wir bei der Herleitung des Funktionalintegrals nur vollsténdige
Satze von physikalischen Zusténden einschieben kénnen, also solche, die als Eigenwerte
die (unabhéngigen) Felder A®, AY, 7, und 7, haben.

Zur weiteren Berechnung von Z;[0] konnten wir nun aufgrund der Form von Hg, GI.
(5.198), argumentieren, dass die Funktionalintegrale tiber 7, und 7, wieder verschobene
GauB3-Integrale sind, sich also analytisch 16sen lassen sollten. Dies ist aber bei n&herer
Betrachtung nicht der Fall: £% in H, ist ein (kompliziertes) Funktional von 7, m,, vgl. Gl.
(5.192). Die kanonisch konjugierten Felder lassen sich also nicht einfach ausintegrieren.
Wir kénnen aber durch einen Trick £E? durch eine unabhingige Integrationsvariable
ersetzen, indem wir im Funktionalintegral in Gl. (5.199) eine Eins einfiigen,

- / Db [+ B[] - (5.200)

Die funktionale 6—Funktion erlaubt, iiberall im Integranden —FE?* durch die unabhéngige
Integrationsvariable 7, zu ersetzen,

Zol0] = N/ Dr, Dy D, DA* DAY § [, + E*[m,, m,]]
X exp {z’/d“X [wxaoAx + T, 00 AY — % (7?2 + EQ)] } . (5.201)

Allerdings ist eine direkte Integration iiber 7, m, immer noch nicht moglich, da diese Va-
riablen nun im Argument der zusétzlich auftretenden é—Funktion auftauchen. Wir formen
die 0—Funktion nun mit Hilfe der bekannten Relation

1

d(f(z)) = Flao)l d(x —xo) fiir f(xg) =0 (5.202)

um. Wir miissen diese Relation allerdings zunéchst fiir funktionale 6—Funktionen verallge-
meinern. Die Rolle von der Variablen x wird dabei von der Funktion 7, (X) ibernommen.
Die Rolle der Funktion f(x) spielt zunéchst ein beliebiges Funktional Fx[r,] der Funktion
7, das aber gleichzeitig noch eine Funktion des Raum-Zeit-Vektors X* sein soll (vgl.
Gl (4.97))

1

] =
OFx |[m,
’det 57::([3/)]

d [Fx[m.]

dmy —myo) fir Fx[m.o=0. (5.203)

Tz=T2,0

Nur dadurch, dass Fx[m,] auch eine Funktion von X* ist, tritt auf der linken Seite
ebenfalls eine funktionale —Funktion auf (ansonsten hétten wir, da Funktionale einfa-
che Zahlenwerte haben, eine gewohnliche é—Funktion). Zu beachten ist ferner, dass die
gewohnliche Ableitung der Funktion f(z) im Nenner von Gl. (5.202) durch die Funktio-
nal-Ableitung von Fx|[r,] nach 7,(Y') ersetzt wird. Weil aber Fx[r,] auch eine Funktion
von X* ist und nach 7, (Y") abgeleitet wird, haben wir bei der funktionalen Ableitung zwei
Raum-Zeit-Indizes (X und Y'), und die gewohnliche funktionale Ableitung ist durch die
Jacobi—Determinante der funktionalen Ableitungen zu ersetzen.
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Nun suchen wir ein Funktional Fx[r,], welches an der Stelle 7, = 7, den Wert null
annimmt. Offensichtlich ist dies fiir

Fylm) = / 4y 5O(X —Y) 9, 7(Y) =V, - #(X) = ¥ - #(X) (5.204)

fiir die Funktion
Moo = —E* [y, m,] (5.205)
der Fall, denn wir hatten ja gerade das Gauflsche Gesetz (5.190) benutzt, um E* als

Funktional von m,, 7, zu bestimmen. Bringen wir die Jacobi-Determinante auf die linke
Seite, so nimmt Gleichung (5.203) mit den Glgen. (5.204) und (5.205) die Form

5V - 7(X)

det 57 (Y)

8|V -7 = 6 [r, + E[my,m,)] (5.206)

an. An welcher Stelle die Jacobi-Determinante auszuwerten ist, muss nun nicht mehr
angegeben werden; die 0—Funktion auf der linken Seite der Gleichung sorgt automatisch
dafiir, dass nur die Funktion 7, = —FE?[r,, 7] dafiir in Frage kommt. Wir kénnen nun
die d—Funktion in Gl. (5.201) durch Gl. (5.206) ersetzen,

. vV - T(X
Zo0] = /\/”/DﬁDAf” DAY § [v-ﬂ det(SZ—g(/))
T,

X exp {z / d*X {wxako + T, AY — % (ﬁ2 + 52” } . (5.207)

Hierbei haben wir noch diverse Vorzeichen (z.B. das der Jacobi-Determinante) in die neue
Normierungskonstante A" absorbiert. Das Interessante an diesem Ausdruck ist, dass die
funktionale 6—Funktion dafiir sorgt, dass lediglich Feldkonfigurationen zum Funktionalin-
tegral beitragen, die das Gaufische Gesetz (5.190) erfiillen.

Um den Ausdruck etwas symmetrischer in Feldern und kanonisch konjugierten Feldern
zu gestalten, fiigen wir eine weitere spuriose Funktionalintegration ein,

- / DA SA7] . (5.208)

Diese funktionale J—Funktion erzwingt interessanterweise, dass die Feldkonfigurationen
die axiale Eichbedingung (5.186) erfiillen. Weil mit A* = 0 auch JyA* = 0 gilt, kann man
im Exponenten einen Term 7,0, A" dazuaddieren und Gl. (5.207) nun in der Form

SV - 7(X)
om.(Y)

— 1 —
X exp {z’/d“X [—ﬁ-@oA— 5 (7?2+B2)H (5.209)
schreiben.
Nun benutzen wir die Fourier-Darstellung der funktionalen é—Funktion,

5 [ﬁ-ﬁ] ~ /DAO exp (z’/d4X Aoﬁ-ﬁ) . (5.210)

Zol0] = N / DR DAS[A?)§ [ﬁ-ﬂ det
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5 Funktionalintegral-Formulierung der Quantenfeldtheorie

Eventuell auftretende konstante Faktoren sind dabei unerheblich, sie kénnen in die Nor-
mierungskonstante A/’ absorbiert werden. Zu diesem Zeitpunkt ist A° einfach nur eine
Integrationsvariable. Jedoch ist die Bezeichnung nicht zufillig gewahlt, wir werden sehen,
dass sie die Rolle der Zeitkomponente des Eichfeldes A* iibernehmen wird. Desweiteren
benutzen wir

5?7;?}(/))() - _5@6(5/) [O17,(X) + 0oy (X) + Oy (X)] = =03 69(X —Y) . (5.211)

Hier haben wir die rdumlichen Komponenten des 4-Vektors X* mit z¢, ¢ = 1,2, 3, ab-
gekiirzt (und entsprechend die Ableitung nach diesen Komponenten mit 9; = 9/0z*), um

sie von den Komponenten des 4-Vektors Y# zu unterscheiden. Auflerdem haben wir die
Relation 67, (X)/ém.(Y) = §®(X — Y) benutzt, s. GL. (4.97). Damit wird Gl. (5.209) zu

Zo0] = N” / D7 DA* §[A*] det [—05 6 (X — V)]

. L1 .
xexp{i/d4X {on-ﬁ—ﬁ-aoA—§(ﬁ2+B2>}}

_ W / DDA S| A7] det [~ 6D (X — V)]
X exp {i/d4X {7?- (—F A9 — 9, 4) — % (72 E?)] } C(5.212)

wobei zusétzliche Konstanten (z.B. aus Gl. (5.210)) in der neuen Normierungskonstanten
N absorbiert wurden. Im letzten Schritt haben wir auch noch den Term A°V - 7 partiell
integriert und Oberflichenterme vernachléssigt.

An dieser Stelle ist es nun moglich, die Integration iiber die kanonisch konjugierten
Felder als verschobenes Gaufi-Integral durchzufiihren, da

e a0 g dy = -1 (7?+€A°+aﬁ)2+1(—m0—aﬁ)2 (5.213)
2 0 2 0 2 o)

Die Integration iiber die verschobenen kanonisch konjugierten Felder 7/ = 7+ VA + aOA’
ergibt nur eine irrelevante Konstante, die man in A/ absorbieren kann. Bezeichnen wir

VA — 9 A=E (5.214)

was konsistent mit Gl. (5.187) ist, so erhalten wir mit Gl. (5.195)
Z[0] = N / DA §[A%] det [—05 6™ (X —Y)] exp (@ / d'x co) , (5.215)
Zum Schluss fiigen wir noch ein Quellenfeld J,, fiir das Eichfeld A" ein, so dass

ZolJ,] = N / D A" §[A7] det [~05 69 (X — V)] exp [z / d'X (Lo + JHA“)} . (5.216)
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Dies ist der korrekte Ausdruck fiir das erzeugende Funktional in axialer Eichung. Die funk-
tionale 0—Funktion und die Determinante sorgen dafiir, dass man nur iiber physikalische
Freiheitsgrade und eich-indquivalente Feldkonfigurationen integriert. Da

det [—05 6@ (X —Y)] = const. , (5.217)

konnte man im Prinzip die Determinante noch aus dem Funktionalintegral herausziehen
und in N/ absorbieren. Um dieses Resultat auf andere Eichungen zu verallgemeinern (bei
denen dies u.U. nicht moglich ist), lassen wir das Resultat in der Form (5.216) stehen.
Wir kénnen nun eine Vermutung anstellen, wie Gl. (5.216) auf andere Eichungen ver-
allgemeinerbar ist. Dazu schreiben wir die Eichbedingung ganz allgemein in der Form

Fx|A"] =0 (5.218)

In einer beliebigen axialen Eichung
Fx[A"] = / Ay n, A" (Y)dD(X —Y) =n,AMX) =0, (5.219)

und fiir n* = (0,0,0,1)7 erhalten wir wieder GI. (5.186), also
Fx[AF] = A*(X)=0. (5.220)

Ein beliebiges Eichfeld A’# in axiale Eichung zu bringen bedeutet, dass man eine
Eichtransformation durchfithren kann,

1
AM(X) = AM(X) 4+ - 0"A(X) (5.221)
e
so dass die z—Komponente des neuen Feldes A* verschwindet,
1
Fx[AF] = A*(X) = A*(X) — - J.ANX)=0. (5.222)

Offensichtlich ist

SEx[AY] _ 1, JA(X)

OA(Y) e FONY) _2‘93 I(X -Y). (5.223)

Zur besseren Unterscheidung haben wir im letzten Schritt die Ableitung nach der z—
Komponente von X* wieder mit 03 bezeichnet. Abgesehen von irrelevanten Konstanten,
die man in N absorbieren kann, kénnen wir Gl. (5.216) mit den Glgen. (5.220) und
(5.223) nun umschreiben in

5 Fy[A"]

2] =N [ DA (4] den S

exp [2 / A*X (Lo + J,AM) |, (5.224)

Dies ist der korrekte Ausdruck fiir das erzeugende Funktional in beliebiger Eichung
(5.218). Wir werden diesen Ausdruck im néchsten Abschnitt noch einmal auf eine andere
Weise herleiten.
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5 Funktionalintegral-Formulierung der Quantenfeldtheorie

5.6.2 Erzeugendes Funktional in kovarianter Eichung

Allgemein kann man Eichtransformationen in der Form (2.210) schreiben. Fiir das Pho-
tonfeld muss man die Ersetzungen A* — A" und ¢ — —e machen, so dass diese Gleichung
lautet

AF — A = UAMUT + - (0"U) UT | (5.225)

7
e
wobei wir das eichtransformierte Feld nun mit A}, bezeichnet haben. In der Tat folgt fiir
eine U(1)-Transformation

U=e ™ oU=—i(0"\)U, (5.226)
fiir diese Gleichung

i

AP —— Al = em R At 1 — (i) (0MA) e e = AF 4 Lora : (5.227)
(&

e

also der bekannte Ausdruck (2.97).
Wir schreiben nun eine beliebige Eichbedingung als

Fx [AfL]=0, (5.228)

was bedeutet, dass das eichtransformierte Eichfeld Aj; die Eichbedingung erfiillt. Zu
diesem Zeitpunkt kann dies noch jede beliebige Eichung sein, z.B. die axiale Eichung

Fx [Af,] = A7, (X) =0, (5.229)
oder die Lorenz—Eichung
Fx [A‘(j} = 0,4, (X)=0. (5.230)
Die spezielle Eichtransformation A
U, = e (5.231)

sorgt dafiir, dass A, die Eichbedingung erfiillt.
Wir betrachten nun das Funktionalintegral

AL [AM] = / DU § [Fy[AL] . (5.232)

Hier wird funktional iiber alle Eichtransformationen U integriert. Aufgrund der funk-
tionalen —Funktion tragt aber nur die spezielle Eichtransformation U, zum Integral bei,
da diese gerade Gl. (5.228) erfiillt. Dass das Funktionalintegral selbst ein Funktional des
(untransformierten) Eichfelds A* ist, folgt aus Gl. (5.227).

Wir zeigen nun, dass das Funktionalintegral (5.232) eichinvariant ist. Dazu betrachten
wir eine spezielle Eichtransformation U’. Fiir das entsprechend eichtransformierte Eichfeld
A}, lautet Gl (5.232) dann

AT[AL) = / DU S [Fy AL . (5.233)
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Setzen wir nun UU’ = U” und benutzen die Tatsache, dass (zumindest fiir kompakte
Gruppen) das Integrationsmafl invariant ist [20],

DU = DU” , (5.234)

so folgt
ATHAL] = / DU" § [Fx[A}]] = / DU S [Fx[A¥] = A7 A", qed.. (5.235)

Hier haben wir im zweiten Schritt die Integrationsvariable U” — U substitutiert.
Wir fiigen nun

1= A / DU 6 [Fy[AL]] (5.236)

in das naive erzeugende Funktional (5.158) ein, wobei wir das Quellenfeld J, zunéchst
null setzen,

Z[0] = / DA* A [AV] / DU § [Fx[AL]] ST (5.237)
wobei wir die Wirkung

1 1
S[AH] = / d*X Ly = -7 / d*'X F,, F" = -5 / d*X (9,A, —9,A,)0"A”  (5.238)

eingefithrt haben, um die Notation méglichst kompakt zu halten. Wir kénnen nun das
Funktionalintegral iiber U mit dem iiber die Eichfelder vertauschen. Das Integrationsmafl
DAF ist eichinvariant,

DA* =DA (5.239)

da man iiber alle Eichfeldkonfigurationen integriert, es also keine Rolle spielt, ob man sie
eichtransformiert hat oder nicht. Mit der Eichinvarianz von A[A*] = A[Af}] erhalten wir

Z[0] = / DU / DAY A[AL] § [Fx[AL]) e (5.240)

wobel wir die Substitution A* — A}, im Integrationsmafl und im Funktional A[A*] vor-
genommen haben. Desweiteren ist, wie wir wissen, auch die Wirkung eichinvariant,

S[A") = S[AY] . (5.241)
Damit kénnen wir Gl. (5.240) schreiben als
Z[0] = / DU / DAL A [AL] 5 [Fy[AL]] S146)

_ / DU / DA" A[AY] § [Fy[A"]] ¢S4 (5.242)

wobel wir im letzten Schritt die Integrationsvariablen wieder in A}, — A* umbenannt
haben.
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Obwohl es so aussieht, als hitten wir gar nichts erreicht, weil wir lediglich das naive
erzeugende Funktional (5.158) durch Einfiigen einer Eins, Gl. (5.236), umgeformt haben,
sind wir doch einen gewaltigen Schritt weitergekommen: wir haben das Funktionalintegral
iiber die Eichtransformationen, [ DU, vom Funktionalintegral iiber die Eichfeldkonfigu-
rationen absepariert, dhnlich wie wir dies im Zusammenhang mit Gl. (5.185) diskutiert
hatten. Es ist jetzt ndmlich nicht mehr so, dass wir im Funktionalintegral {iber A* iiber
alle Eichfeldkonfigurationen, also auch iiber eich-dquivalente, integrieren: die funktionale
0—Funktion mit der Eichbedingung im Argument sorgt dafiir, dass nur die Eichfeldkonfi-
gurationen in der speziellen Eichung U, beitragen!

Der letzte Schritt besteht in der Berechnung von A[A#]. Da diese Grofie eichinvariant
ist, konnen wir eine Eichfeldkonfiguration A* wihlen, welche sich nur infinitesimal von
Al , d.h. der Nullstelle der funktionalen d-Funktion in der Definition (5.232) von A™1[A#],
unterscheidet. Dann tragen aber nur infinitesimale Eichtransformationen U in der Néhe
von U,, U = U,e ™ ~ U,(1 —iA), |A| < 1, zum Integranden bei, d.h. wir diirfen das
Integrationsmafl DU durch DA ersetzen,

ATHAH] = /DU&[FX[A;;]] :N/DA5 {FX {A’HL éaﬂAH , (5.243)

wobei wir konstante Faktoren bei der Substitution U — A in eine Normierungskonstante
N absorbiert haben. Eine weitere Substitution der Integrationsvariablen

A(X) — Fx [A“ + é 0“/\] = F(X) (5.244)
liefert
ATNAY] = N / DA G [FX { éaﬂAH =N / DF det (‘;?8?) §[F]
= N det 5F(X) . (5.245)
bzw. nach Invertieren
A[A*] = N1 det iig)) . =N det %[é;] s (5.246)

Setzen wir dies in Gl. (5.242) ein und absorbieren [ DU und N ~! in eine neue Normie-
rungskonstante N, so erhalten wir

0 Fx [AM]

sa(y) O XA S (5.247)

./\/"’”/DA“d t ————

wobei die funktionale é—Funktion dafiir sorgt, dass die Determinante an der richtigen
Stelle (Fx[A*] = 0) ausgewertet wird. Die funktionale Ableitung von Fx[A*| nach A(Y)
ist wie in Gl (5.223) zu berechnen, d.h. man ersetzt in der Eichbedingung Fx[A#] = 0
das Eichfeld A* durch

AF(X) = A'R(X) + é@“A(X) , (5.248)
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und leitet dann funktional nach A(Y') ab. In Lorenz—Eichung,
Fx[A"] = 0,A*(X) , (5.249)
wiirde diese Operation beispielsweise lauten

OFx[AM] 6 » 1., 1, 0AX) 1 biv
5A(Y) _(SA(Y) 8u A (X)+68 A(X) —eﬁ,ﬁ (SA(Y) _GDI(;()(X 2;)250)

Fiigen wir jetzt noch im Exponenten in Gl. (5.247) einen Quellenterm z'fd4XJHA“ ein,
so erhalten wir wieder Gl. (5.224).
Wir schreiben nun die Determinante der Matrix der Funktionalableitungen in ein Funk-
tionalintegral {iber Gralmann—wertige Felder um. Wir bezeichnen
OFx[A"] _

ST = M(X,Y) , (5.251)

und schreiben
det [iM(X,Y)] = / Di D1 exp [—z’ / d*X Y (X)) M(X,Y)n(Y)| , (5.252)

vgl. GL. (5.122). Die GraBmann-wertigen Felder 7(X),n(X) entsprechen keinen physi-
kalischen Teilchen. Man bezeichnet sie daher als Geistfelder oder préziser, nach ihren
Erfindern, als Faddeev—Popov—Geistfelder. Die Determinante

OFx[A*]
det SAY) det M(X,Y) (5.253)

heit dementsprechend Faddeev—Popov—Determinante. Man beachte, dass die Fadde-
ev-Popov-Geistfelder zwar aus antivertauschenden Zahlen bestehen, aber ihrer Natur
nach Bosonen mit Spin null darstellen. Gleichung (5.247) nimmt jetzt (inkl. Quellterm)
die Form

Zol ] = N / DA D Dy § [Fy[A"]
X exp {—i / AX AYY (X)) M(X,Y) n(Y) + i / d*X (Lo + JMA”)] (5.254)

an, wobei wir weitere konstante Normierungsfaktoren (genauer, Faktoren —i aus der Er-

setzung det M — det[iM]) in N absorbiert haben.
17.2.2021

Fy[A" = 9. A(X) — C(X) | (5.255)

Zum Schluss legen wir noch die Eichbedingung fest. Wir schreiben

wobei C'(X) ein beliebiges, fest vorgegebenes Feld ist. In Lorenz-Eichung wére C(X) = 0
zu wihlen. Man beachte, dass das Feld C(X) keine Auswirkungen auf die Faddeev—
Popov-Matrix M hat, da diese aus den Ableitungen der Eichbedingung nach A be-
steht. Das erzeugende Funktional (5.254) ist nun eigentlich ein Funktional der Quelle
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J,(X) und des Feldes C'(X), Zy[J,,, C]. Nun multiplizieren wir dieses mit einem Faktor
exp [—iA/2 [d*X C*(X)] und bilden das Funktionalintegral iiber alle Funktionen C'(X),

Zow[ ) = / DC exp {—z% / d*X C’Z(X)} Zol ], C] (5.256)

Die funktionale Abhingigkeit von C'(X) wurde nun in eine parametrische Abhéngigkeit
von A iiberfithrt. Man fragt sich, ob man auch ohne den exponentiellen Gewichtsfaktor
iiber alle Felder C'(X) hitte integrieren kénnen. Dieses Funktionalintegral ist aber nicht
wohldefiniert. Fithrt man eine analytische Fortsetzung in die Euklidsche Raum-Zeit durch,
so erkennt man, dass dieser Faktor das Funktionalintegral (5.256) zu einem Gau-Integral
macht, also eine konvergenzerzeugende Wirkung hat (wobei wir A > 0 voraussetzen).

Setzen wir Gl (5.254) in Gl. (5.256) ein, so erhalten wir (nach Umbenennung des
Normierungsfaktors A" in N)

Zoow | ] = N/DA“ DIDNDC 5[0 A—C]
X exp [—i / XY X)) MX,Y)n(Y) +i / d*X (50 + J, A — g()?ﬂ
= N/DAﬂDﬁDnDC(S[aA—C]
X exp{—i / X dY (X)) MX,Y)n(Y) +1i / d*x [[,0%— J, AF —% (a-A)QH
= N / DA" Dij Dy (5.257)
X exp{—i/d4X A'Y (X)) M(X,Y)n(Y) +z’/d4X {,co —g (0 AP+ J“A“}} ,

wobei wir im vorletzten Schritt ausgenutzt haben, dass die 6—Funktion C(X) = 0 - A(X)
erzwingt, und im letzten Schritt die Relation

/DO(S[@-A—O] =1 (5.258)
benutzt haben.
In Lorenz—-Eichung ist
1
M(X,Y)= -0, 09X -Y), (5.259)
(&

s. Gl. (5.250), wobei der Faktor 1/e iiblicherweise auch in der Normierungskonstanten
N absorbiert und daher weggelassen wird. Die Faddeev—Popov—Determinante hingt also
nicht von den Eichfeldern A* ab und entkoppelt daher vom Funktionalintegral iiber die
Eichfelder. Sie liefert nur einen konstanten Beitrag zum erzeugenden Funktional, kann also
ebenfalls in NV absorbiert werden. Dies war auch schon in der Diskussion in vollstindig
fixierter Eichung (Abschnitt 5.6.1) der Fall. Dass die Geistfelder von den Eichfeldern
entkoppeln, ist eine generelle Eigenschaft Abelscher Eichtheorien. Wir werden in Abschnitt
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5.7 sehen, dass dies fiir nicht-Abelsche Theorien, wie der fiir das Yang—Mills—Feld, nicht
mehr gilt. Wir kénnen also Gl. (5.257) vereinfachen,

ZooylJu) = N / DA" exp {z / dix [EO - % (8- A)? + J“A“H . (5.260)

Vergleichen wir den Exponenten in Gl. (5.260) mit Gl. (3.179), so sehen wir, dass unsere
Manipulationen uns genau auf einen zusétzlichen eichfixierenden Term —2(9-A)? in der
Lagrange—Dichte gefiihrt haben! Dieser eichfixierende Term sorgt dafiir, dass die Matrix
B"(X,Y) aus Gl. (5.162) nun einen 4-longitudinalen Anteil bekommt, so dass sie
invertierbar wird. Die entsprechenden Schritte, die uns auf Gl. (5.161) gefiihrt haben,
lauten nun

z'/d4X {50—% (8-A)2}

— % / X dY A, (X) [DI g — (1 A)aga;] FD(X —Y) A (Y)

1 v
5 / d'X d'Y A,(X) BR)(X,Y) A(Y) (5.261)

mit der Matrix

Bl

(X,Y) = [Dx g — (1 — A)@g@;} DX — V). (5.262)

Fourier-Transformation liefert nun

(0;4[)(4 o~ iK-(X=Y)
T

d*K .
T

o (G L (X—
i / WB&(K)@ K(X-Y) (5.263)

BI(X,Y) = z[mx g — (1 )\)858;} /

mit
Y
B

wobei wir die Projektoren (5.167) und (5.169) benutzt haben. Fiir A # 0 besitzt die
Matrix B&V)(K ) sowohl einen nichttrivialen 4-longitudinalen wie einen 4-transversalen
Anteil, womit sie nach der Diskussion vor Abschnitt 5.6.1 nun klarerweise invertierbar ist,

. 1 1 1 1\ K,K
-1 v
B(,\)W(K) K2 Py N2 Eu = K2 [QW - (1 - X) ;<2 ] . (5.265)

(K)=-K?¢"™ +(1 - \NK'K" = —K? P" — \K* E* | (5.264)

Die Pole dieser Funktion erfiillen die Energie-Impuls-Relation fiir Lichtwellen,

ko = k| = +k . (5.266)
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5 Funktionalintegral-Formulierung der Quantenfeldtheorie

Wir haben auf der rechten Seite von Gl. (5.265) ein zusétzliches Minus-Zeichen eingefiigt,
weil analog zu Gl. (5.49) im Minkowski-Raum die Gleichung

/ d'Y BY (X, Y)B(,),, (Y, Z) = =gk 69(X - Z) (5.267)

also mit einem zusétzlichen Minus-Zeichen auf der rechten Seite, erfiillt sein soll.
Setzen wir Gl. (5.261) in Gl. (5.260) ein, so erhalten wir fiir das erzeugende Funktional

Zoyl / DA

X exp [2/d4Xd4YA (X) B,

(X Y) A (Y) 4 / d*X J,(X)AM(X)| .(5.268)

Dies ist nun ein verschobenes Gaufl—Integral, welches in der Tat analytisch berechnet wer-
den kann, weil Bé‘/\l’) (X,Y) nun invertierbar ist. Wir werden dies nun explizit vorfiihren,
wobei wir wieder analytisch zur Euklidschen Raum-Zeit fortsetzen. Neben der Eu-
klidschen Zeit it — 7 bendtigen wir nun noch Euklidsche Zeitkomponenten fiir das
Eichfeld und das Quellenfeld,

AO — ZAO s J() — ’Ljo s (5269)

so dass
T AP = JoAg — T - A — (iJo)(idg) — J- A= —(JoAo + J- A) = —J, A" | (5.270)
mit den Euklidschen 4-Vektoren
(Ju) = (Jo, ), (A") = (Ao, A). (5.271)

Desweiteren berechnen wir mit den Glgen. (5.34), (5.37), (5.264), der analytischen Fort-
setzung 0/0t — i0/0T, sowie der Bezeichnung

- (54)= ()~ (9

fiir den 4-Nabla-Operator im Euklidschen die analytische Fortsetzung des Ausdrucks

A X)BR(X Y)A®Y) = Ao(X) BR) (X, Y) Ag(Y) — Ao(X) B (X, Y) A(Y)
— AY(X) ’°>(X Y) Ao(Y) + AYX) B, (X, Y) A(Y)
— @AO(X) [0, — (1= X)id2id%] i6"(X — Y)idy(Y)
Ag(X)i [ ( —A)id2 L] i6W (X — V) A(Y)
—A%(X)z[ (1= N)Lid%] i6™W(X —Y)idy(Y)

+ AY(X)i [D 57 — (1= N) 0L 1] i6W(X —Y)AI(Y)
= A [0+ (01— )@000} SI(X = Y) Ag(Y)

+ Ag(X) [(1— 808’}5 (X —Y)AY(Y)

+ A(X) [(1~ 5”5’0}5 (X —Y) A (Y)

+ A(X) [-0,09 + (1 =X 0L97] dW(X —Y) A (Y)
= AJX)BR(X,Y)A, (3:/), (5.272)
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mit
B (X,Y) = [0, + (1= A\ 95 97] 09(X - 7). (5.273)
Die Fourier—Transformierte lautet
B (K) = K26 — (1= \)K"K" (5.274)

mit dem Euklidschen 4-Impulsvektor (5.39). Die Tensorzerlegung lautet

:/“/
By

mit den Euklidschen Projektionsoperatoren

KrKv KrKv
T B = (5.276)

(K)=K?P" + N\K? E™ | (5.275)

P — g —

Aus Gl. (5.275) lesen wir sofort die Eigenwerte von B( )(K ) ab: (i) K? (dreifach entartet)

und (ii) A K2 (einfach entartet). Mit Ausnahme der Nullmode (K*) = (s, k) = (0,0) und
fiir A > 0 ist Bé‘)\”)([_( ) also eine positiv definite Matrix. Die Nullmode miissen wir im
folgenden ausschliefen, aber das ist natiirlich, da es kein Photon mit verschwindender
Energie und Impuls gibt. Ferner ist Bé‘/\”) (K) symmetrisch. Beides muss dann auch fiir
die Fourier—Transformierte B (X,Y) gelten. Damit ist (i) B*(X,Y) invertierbar, und
(ii) wir konnen zur Berechnung des erzeugenden Funktionals (im Euklidschen Raum)
Gl. (5.24) anwenden. Unter Benutzung der Glgen. (5.31) und (5.32) erhalten wir fur das
analytisch fortgesetzte erzeugende Funktional

Zooyldu) = N / DA*

><.

J,(X)A (X)}

’*< [

X exp {—% / d'X d'Y A, (X) B (X, Y) A /
(X

= N (deth)’l/Qexp {Q/dA‘Xd“YJ“( )B ) JU(Y )} . (5.277)

bzw., nachdem wir die analytische Fortsetzung riickgéngig gemacht haben, fiir das erzeu-
gende Funktional in der gewdhnlichen Minkowski-Raum-Zeit

Zooyl ) = N (det B(A))_l/ 2 exp {—% / d*X dY T, (X) AR(X =) JI,(Y)] , (5.278)

mit dem (eichfixierten) Photon-Propagator

ARX =Y) = =i B (X,Y). (5.279)

Wiéhlen wir fiir diesen, wie iiblich, die Feynman—Vorschrift zur Umgehung der Pole (5.266),
so erhalten wir mit Gl. (5.265)

v . d4K —i K (X— H—1 v
My (X =) = (i) [ G e O B

BK 1 1\ K*K"
— 9 —K(X-Y) o - | 1— - ) =
/ e K2+m[ g +( A) o ].(5.28())
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5 Funktionalintegral-Formulierung der Quantenfeldtheorie

Der zusétzliche Faktor —i stammt aus der Definition der Fourier-Transformation (5.263).
Dort tauchte fiir Béf\") (X,Y) ein Faktor i auf, dementsprechend bendtigen wir fiir die
Inverse B(/\)W(X ,Y') einen Faktor —i, wenn wir Gl. (5.265) benutzen wollen.

Zwei spezielle Eichungen sind von besonderem Interesse:

(i) Feynman—Eichung: \ = 1,

A

d4K KX — < < gl“’
w (X_y):/ IR (K) AR (K) = ——S—— . (5.281)

(2m)* K2 +1in

(ii) Landau—Eichung: A — oo,
p

K?+in
(5.282)

AR

F(o0)

d4K —iK-(X-Y) A uv A MV
(X - Y) = (271')4 € AF(oo)(f(> ) AF(oo)([() -

Zum Schluss normieren wir das erzeugende Funktional (5.278) noch so, dass
Zooyl0] = 1. (5.283)

Dies liefert mit Gl. (5.278) das transparente Resultat
Zow[J) = exp {—% / d'X dY J,(X) AR (X =Y) J, (Y)} : (5.284)

Die Zwei-Punkt-Korrelationsfunktion lautet

O |4 a2 )] ) = (= 5203)5]1/) -
_ 59 Z/d 7 AO"’ (Z Y) Zox )[J]}Jp:(]
_ i, (X y) = WX . (5.285)

und ist damit (bis auf einen Faktor ¢) mit dem Photon-Propagator identisch.

Obwohl der Faddeev—Popov—Anteil des erzeugenden Funktionals fiir Abelsche Eichte-
horien faktorisiert, ist es im Hinblick auf nicht—Abelsche Eichtheorien, die wir im folgen-
den Abschnitt besprechen werden, sinnvoll, diesen noch einmal genauer zu betrachten und
auch (antivertauschende) Quellterme fiir Faddeev—Popov—Geistfelder einzufiihren. Mit Gl.
(5.257) haben wir dann

Zypcla, o] = N / Dii Dy (5.286)

x exp{—/d4Xd4Yﬁ(X)¢M(X, Y)n(Y)+z'/d4X [@(X)n(X)—l—ﬁ(X)a(X)]} .
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5.7 Das Yang—Mills—Feld
Eine analoge Rechnung wie im Fall der Fermionen (s. Gl. (5.140)) fithrt auf

Zppala,a] = N det(iM) exp{— / d*X d*Y a(X) [-i M (X, Y)]a(Y)}

exp {— / d*X d*Y a(X)[-i MY(X, Y)]a(y)} , (5.287)

wobei wir im letzten Schritt die Normierungskonstante so gewéhlt haben, dass
Zppil0,0] =1. (5.288)

Wir berechnen nun M~'(X,Y). In Lorenz-Eichung gilt gema Gl. (5.259) (ohne den in
der Normierungskonstanten absorbierten Faktor 1/e auf der rechten Seite)

SW(X-Y) = /d4Z M(X,Z)MY(2,Y) = /d4Z O, 0W(X - 2)M~YZ,Y)
= O, M YX,Y). (5.289)

Die Funktion M~'(X,Y) ist also die Green—Funktion der Wellengleichung. Man
tiberzeugt sich leicht durch Einsetzen in Gl. (5.289), dass diese die Form

'K, 1
-1 o —iK-(X-Y)
M (X,)Y)=— / 2 ( el (5.290)

hat. Wir bezeichnen mit

d'K KXYy

Wp(X -Y)=-M'(X,Y) = 291
F( ) F( ) ) /(271')46 K2+Z77 (5 9)
den Feynman—Propagator fiir Faddeev—Popov—Geistfelder und
Zepgla, a] = exp {—@ / d*X d'Y a(X) We(X —-Y) oc(Y)] (5.292)
ist das erzeugende Funktional fiir n—Punkt-Geist-Korrelationsfunktionen.
Die Zwei-Punkt-Geist-Korrelationsfunktion ist nun
A N . (52ZFP(;,[O_4 Oé]
0|7 [A(X)n(Y)] |0y = (=i)? —"——
O [COR] 1) = () asaie]
o 0 : _
— (_2)2504(}/) {—z/d4Z We(X — Z)a(Z) ZFpg[a,a]}a:azo
= iWp(X —Y) = Y X . (5.293)
- - — - ———— - -°
5.7 Das Yang—Mills—Feld 19.2.2021

Yang—Mills—Felder sind mathematisch komplizierter zu behandeln als das Photon-Feld.
Die Komplikationen lassen sich darauf zuriickfiihren, dass das Eichfeld A* = A#T, nun
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5 Funktionalintegral-Formulierung der Quantenfeldtheorie

matrix-wertig ist und dass die Generatoren T, der zugrundeliegenden Symmetriegruppe,
z.B. SU(N), i.a. nicht mehr vertauschen, vgl. GL. (2.198),

[T.,T3) = ifwel., abjc=1,...,N*—1.
Dies wiederum bewirkt, (i) dass die Faddeev—Popov—Geistfelder nicht mehr von der Dy-
namik der Eichfelder entkoppeln, sowie, (ii) dass die Eichfelder auch untereinander wech-

selwirken.

Wir machen uns zunéchst den ersten Punkt (i) klar. Dazu betrachten wir die Eichtrans-
formation (2.210), bzw. in der Notation des letzten Abschnitts

A AL =U AU - é e Ut (5.204)

wobei
U = e¢wele (5.295)

ein Element der SU(N) darstellt, mit den Parametern w, der Eichtransformation. Es
geniigt, infinitesimale Transformationen zu betrachten, |w,| < 1, so dass

U~1+iwT, . (5.296)
Eingesetzt in Gl. (5.294) erhalten wir

l

T, A, =~ (I+iwTy) T, AL (I — iw T:) J (10t T) (1 — iw,T.)
1

= T, A" + i AP T, T, — iw A" T,T. + = 0 w,T, + O(w?)
g

1
= T,A¥ —iw AL [Ty, T.) + = 0"w,T, + O(w?) (5.297)
g

wobei wir mehrfach Summationsindizes umbenannt haben. Unter Beriicksichtigung der
Vertauschungsrelation (2.198) und Vernachldssigung Terme hoherer Ordnung in den infi-
nitesimalen Parametern erhalten wir dann

1
Ta A’Za = Ta <AZ + fbcaAgwc + - auwa) 3 (5298)
’ g

bzw.
1
Al(},a = Ag + fabcAgwc + 5 auwa . (5299)
Nehmen wir an, dass jedes der N2 —1 transformierten Eichfelder A‘[j’a in Lorenz—Eichung

ist,

Fx[Af ] =0, Aua(X) =0. (5.300)
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5.7 Das Yang—Mills—Feld

Dann ist die Funktionalmatrix der Ableitung der Eichbedingungen nach den Parametern
der Eichtransformation

5FX [Alljf,a] . 0 o.- A (X)
(V) dwp(v) e
5 1
_ m {(‘)x . [fachc(X>wd(X) + ; a;cwa(X):| }

= 0, - {fachc(X) Spa OV(X —Y) + é O Oap OV (X — Y)}

= {00 400 + AX) -0 4 2 00T AVCX - )
~ é {800 = g fare [0 - ALX) + AX) - 0] J 59X = V) .(5.301)
Bis auf irrelevante Konstanten erhalten wir also fiir die Faddeev—Popov—Matrix
May(X,Y) = {00 = 9 fane [0 - A(X) + AX) - 0,] JIO(X=Y) . (5.302)

Diese Matrix héngt nun selbst vom Eichfeld A? ab und entkoppelt daher nicht mehr
vom Funktionalintegral iiber die Eichfelder, wie dies beim Photon-Feld noch der Fall war!

Die Faddeev-Popov-Determinante 148t sich wie gehabt durch ein Funktionalintegral
tiber Faddeev—Popov—Geistfelder ausdriicken, s. Gl. (5.252). Da die Faddeev—Popov—Ma-
trix auch eine (N? — 1) x (N? — 1)-Matrix im Raum der adjungierten Farbindizes ist,
benstigen wir nun auch N2 —1 Faddeev-Popov-Felder, d.h. diese tragen wie die Eichfelder
einen adjungierten Farb-Index a, der von 1 bis N2 — 1 liuft,

det (iM) = / Dy D1y exp {—i / A*XdYY 7,(X) May(X,Y) nb(Y)} (5.303)
~ [ DDy exp { [ XY () WX = Vym(y) 4 [ 44X g naamgnb)}
= /Dna Dna eXp |:Z/d4Xd4Y ﬁa(X) Wa_bl(X - Y) nb(Y) - Z/ d4X gfabc(auna)nbAg:| .

Hier haben wir von der ersten zur zweiten Zeile Gl. (5.302) eingesetzt, den inversen
freien Propagator
Wi (X —Y) = =000, 6W(X - V) (5.304)

des Faddeev—Popov—Geistfeldes eingefiihrt, vgl. Gl. (5.291), und im Geist-Eichfeld—
Wechselwirkungsterm die Integration iiber d*Y” mit Hilfe der é—Funktion eliminiert.
Von der zweiten zur dritten Zeile haben wir dann im besagten Wechselwirkungsterm eine
partielle Integration durchgefiihrt (und wie gehabt Oberflichenterme vernachléssigt).

Den Geist-Eichfeld-Wechselwirkungsterm bzw. den Geist-Eichfeld-Vertex kann man
graphisch in Form eines Feynman—Diagramms darstellen, s. Abb. 5.2.

Wir kommen nun zur Diskussion von Punkt (ii), der Wechselwirkung der Eichfelder un-
tereinander. Betrachten wir zunéchst die Lagrange—Dichte (2.222) des Yang—Mills—Feldes
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5 Funktionalintegral-Formulierung der Quantenfeldtheorie

Abbildung 5.2: Geist-Eichfeld-Vertex. Geist-Linien sind durch gestrichelte Linien, das
Eichfeld durch eine Schlangenlinie symbolisiert.

und setzen dort den Ausdruck (2.216) fir den Feldstérketensor ein,
1 a Qv
Ly = 1 GGy
1
= <—§8MA‘; - %fabcAZAi> (OHAY — 0" AL + g faae AL AY)
1 a v 174 g a v g C v
= —éﬁuAV (O*AY — OV AF) — 5 fade (0, AL)ALAY — 5 fabcAZAyﬁ"Aa
2
—gz FabeSade AVAC Al AY (5.305)
1 a v 174 v C gz C v
= —58,“41, (O*AY — 0" Al) — g fabc((‘?“Aa)AZAy -7 favefade AZAVAZAG .

Die Wirkung des Yang—Mills—Feldes lautet dann (nach partieller Integration und Ver-
nachléssigung von Oberflichentermen)

iSym[AY] = i / d*X Lyu

- 1 a 174 12 a 14 C 2 C 14
= i / d*X [éAM (Og" — 0"0") AL — g fape(O"AL) AL AL — gz Favefade AL AG AL AL

1 v
= 3 / d*Xd'Y A%(X) Bl (X, Y) AL(Y)
2
N v C g & v
—i / d*X {g Save(O"AL) AP AS + o foveTade AVACALAYL (5.306)
mit
BZ;<X7 Y) =1 (Daz g;w - a;;a;) 6ab 6(4)(X - Y) . (5307)

Nach Einfiihrung eines eichfixierenden Terms, der die Inversion dieser Matrix erlaubt,
erhalten wir, ganz analog zum Fall des Photon-Feldes, vgl. Gl. (5.279), dass das Inverse von
B!'Y(X,Y) (bis auf Faktoren) identisch ist mit dem freien Propagator des Eichfeldes,

A 1w Y X
iAN(X —Y) = B(}éfb (X,Y) = I;\_f\f\f\f\oa - (5.308)
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Wiéhlen wir die Feynman—Vorschrift zur Umgehung der Pole in der komplexen Energie-
Ebene, so haben wir explizit

d*K

AR (X =Y) = 8ap / 2n) e EIAR (K (5.309)
it 1 1\ K*K”
Afiy(K) = =15 e {g“” — (1 — X) e } : (5.310)

Offensichtlich besteht der einzige Unterschied zwischen freiem Propagator des Yang—Mills—
Feldes gegeniiber dem des Photon-Feldes im zusétzlichen Kronecker—Delta in den adjun-
gierten Farb-Indizes.

Die Terme in der zweiten Zeile in Gl. (5.306) symbolisieren die Selbstwechselwirkung
des Yang—Mills—Feldes. Es gibt einen 3-Eichfeld-Vertex und einen 4-Eichfeld-Vertex,
s. Abb. 5.3.

b a b a
Abbildung 5.3: Die 3- und 4-Eichfeld-Vertizes.

Letztlich lautet das erzeugende Funktional fiir n-Punkt-Korrelationsfunktionen des
Yang-Mills—Feldes

ZolJ Guan] = N / D A" D7, D, (5.311)
i u o
X exp {—5 / d'XAY AL(X) AR (X —Y) AL (Y)
+ i / A XAY G,(X) WX = Y)n(Y)
2
- 1% (& g a 12
— z/d4X [g fabc(ﬁ“Aa)AZAy + T fave fede A#AZAQ‘Ad
+ g fabc(auﬁa)nbAg - JZ;AZ - d/a,"’/a - ﬁaaa} } .
Die verschiedenen Wechselwirkungsterme (3- und 4-Eichfeld-Vertizes, Geist-Eichfeld-Ver-
tex) verhindern, dass wir dieses erzeugende Funktional (wie z.B. im Fall des Photon-
Feldes, wo es lediglich ein verschobenes Gaufi-Integral war) explizit berechnen kénnen. Die

Yang—Mills—Theorie ist eine Quantenfeldtheorie wechselwirkender Felder. Im néchsten
Kapitel werden wir Methoden kennenlernen, um solche Theorien zu behandeln.
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6 Wechselwirkende Feldtheorien 1412021

6.1 ¢*~Theorie

Wir betrachten die Lagrange-Dichte des neutralen skalaren Feldes mit einer lokalen
4—Punkt-Wechselwirkung, d.h. zusétzlich zur Lagrange-Dichte £y des freien Klein—
Gordon-Feldes, Gl. (2.32), tritt ein Term auf, der proportional zur vierten Potenz
des Feldes ¢(X) ist,

E - £0+£int7
Ly = 5 [0,000P6(X) - g (X)] |
A
Lin — 1 HX) . (6.1)

Hierbei ist A die Kopplungskonstante, die die Stirke angibt, mit der das Feld ¢(X)
mit sich selbst wechselwirkt, und der Nenner 4! ist reine Konvention (es vereinfacht die
nachfolgenden Ausdriicke).

Wie sieht das erzeugende Funktional fiir n—Punkt-Korrelationsfunktionen aus? Per De-
finition, s. Gl. (5.20), wiirden wir sofort hinschreiben

Z[J] :N/ng exp {i5[¢] —i—z'/d4X J(X)¢(X)} , (6.2)
mit der klassischen Wirkung
S[g] = / EX L. (6.3)
J(X) ist der Quellterm und die Normierungskonstante N ist so gewihlt, dass
Z0] =1, (6.4)
d.h.
Nt = /ng exp {iS[¢]} . (6.5)

Mit der klassischen Wirkung des nichtwechselwirkenden Klein—Gordon-Feldes

Sl = [ dtx £, (6.6)
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kéonnen wir den Anteil der Wirkung, der den Wechselwirkungsterm beinhaltet, im
erzeugenden Funktional (6.2) faktorisieren,

=N / D¢ exp [z / d*X ﬁint(czS)} exp {z’So[gb] + i / d*X J(X)gb(X)} . (6.7)

Die erste Exponentialfunktion hat die Taylor-Reihendarstellung

, =" SN L D) "
exp {z/d“Xﬁm(cb)] = 2%5 [/dA‘Xﬁint(ﬁb)} = 2;5 { T /d4X¢ (X )} ,
(6.8)
wobei wir Gl. (6.1) benutzt haben. Eingesetzt in Gl. (6.7) ergibt sich
A= / D¢ Z iy | [ atx ot || e acan) (69)

d*X; - --d4Xn/D¢¢4(X1) . "¢4(Xn) eiSolel+i [[d1X J(X)$(X)

Nun ist es aber so, dass jeder Faktor ¢(X;) vor der Exponentialfunktion aufgrund des
Quellterms im Exponenten auch durch eine Funktionalableitung nach J(X;) ersetzt
werden kann,

gb(Xi)6iSo[¢]+ifd4XJ(X)¢(X) l 0 oiSolél+i [ 'X J(X)$(X) (6.10)
{

L 0J(X3)

Benutzen wir dies in Gl. (6.9), und ziehen die Funktionalableitungen nach den Quelltermen
aus dem Funktionalintegral iiber die Felder ¢ heraus, so erhalten wir

Z[J] = NZ nn'/d4X1...d4Xn

16 1" 1 6 S 4
I I R iSo[p]+i [d* X J(X)¢(X)
s [mw} [ } /W@

o A I " iSolé+i [ d4X J(X)b(X)
- annv{ 4!/dX L 6J(X)] } N /ng6

=0

N exp [z/d“X Ling G %)} ZolJ], (6.11)

wobei N' = N'N”, wir die Taylor—Reihe wieder als Exponentialfunktion geschrieben und
das (auf eins normierte) erzeugende Funktional fiir nichtwechselwirkende skalare Fel-
der,

J] =N”/D¢ exp {z50[¢] +z’/d4X J(X)gb(X)} , Nl = /ng exp {iSo[@]} ,
(6.12)
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eingefiihrt haben. Letzteres hatten wir aber schon in Gl. (5.57) berechnet,
ZolJ] = exp {—% / dX Y J(X)Ap(X —Y) J(Y)} , (6.13)

mit dem Feynman—Propagator (5.55) fiir nichtwechselwirkende, neutrale, skalare Teilchen.
Die Normierungskonstante N/’ sorgt dafiir, dass Z[0] = 1, also

N1 =exp {z’/d“X Lint G %)] ZolJ]

Gleichung (6.11) mit Gl. (6.13) legt ein Berechnungsverfahren fiir das erzeugende
Funktional nahe: wir konnen die Exponentialfunktion wieder in eine Taylor-Reihe entwi-
ckeln und jeden Term der Reihe explizit berechnen. Formal ist dies gleichbedeu-
tend mit einer Entwicklung nach Potenzen der Kopplungskonstanten )\, also eine
storungstheoretische Entwicklung oder Storungsreihe. Natiirlich miissen wir die
Berechnung dieser Reihe nach einer endlichen Zahl von Termen abbrechen. Falls aber
A < 1, so steht zu hoffen, dass Terme hoherer Ordnung sukzessive kleiner sind als die
niedrigerer Ordnung und die Storungsreihe in A konvergiert.

Im folgenden wollen wir die Stérungsreihe in A exemplarisch bis zur ersten Ordnung in
A berechnen. Die Taylor-Reihe der Exponentialfunktion in Gl. (6.11) lautet bis zu dieser
Ordnung

exp {z’/d“X Ling G %)} =1- Z4—A| d*X B %r +O0(N\?) . (6.15)

Eingesetzt in Gl. (6.11) und wirkend auf Zy[J] reproduziert der Term nullter Ordnung in
A, die Eins, gerade das erzeugende Funktional Zy[.J] der wechselwirkungsfreien Theorie.
In erster Ordnung in A miissen wir nun die vierte Funktionalableitung von Zy[J] nach
dem Quellterm J(X) berechnen. Wir haben

(6.14)

J=0

Z
- {_1 /d4z Ap(X = 2)J(Z) - % Y J(Y)Ap(Y — X)} Zo[J]

[\)

— —/d4ZAF(X —2)J(Z) Zy|J] , (6.16)

wobei wir die Symmetrie des Feynman—Propagators, Ap(X —Y) = Ap(Y — X)), benutzt
und eine Umbenennung der Integrationsvariablen, Y — Z, im zweiten Term vorgenommen
haben. Die zweite Funktionalableitung ist

Ewé rZO[J]:idJ(é ){_/d4ZAF(X—Z)J(Z)ZO[J]}
{_—AF d4ZAF(X Z) J(Z) {—/d4UAF(X_U) J(U)”Zo[ﬂ

{z Ap(0 d4Z QU AR(X — Z2)Ap(X = U) J(2) J(U)] ZolJ] . (6.17)
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Die dritte Funkionalableitung ist dann

]
= % ﬁ;X) { [z Ar(0) + /d4Zd4U Ap(X — 2)Ap(X = U) J(2) J(U)] ZO[J]}
- % [/ d*U Ap(0) Ap(X —U) J(U) + /d4ZAF(X — 7Z) Ar(0) J(Z)} Zo[J]

{z Ar(0) + /d4Z AU AR(X — Z)Ap(X —U) J(Z) J(U)}
« l_ / AV AR(X — V) J(V)] ZolJ]
_ [—ZMAF(O) / 47 Aw(X — Z) J(2) (6.18)

— / d*Z AU AV Ap(X — Z2)Ap(X —U)Ap(X = V) J(Z) J(U) J(V)} Zo[J] ,

wobei wir einige Integrationsvariablen umbenannt haben, um die Terme geeignet zusam-
menzufassen. Letztlich berechnen wir noch die vierte Funktionalableitung,

— { {—32‘AF(0) /d4Z Ap(X —2)J(Z)
- / d*Z AU AV Ap(X = Z) Ap(X = U) Ap(X = V) J(Z) J(U) J(V)] ZO[J]}
= [—zﬁ [AR(0)] — 3/d4Z U Ap(X — Z2)Ap(X —U) Ap(0) J(Z) J(U)] Zo[J]
- [—SiAF(O) /d4Z Ap(X —2)J(Z)
— / d*Z AU AV Ap(X — Z2)Ap(X —U)Ap(X = V) J(Z) J(U) J(V)}
« {_ / AW AR(X — W) J(W)] ZolJ]
— {— 3[AF(0)) + 64 Ax(0) /d"‘Z AU Ap(X — Z)Ap(X —U) J(Z)J(U)

+/d4Z AU AV AW ARX - Z2)Ap(X —U)Ap(X = V) Ap(X — W)

x J(Z) J(U) J(V) J(W) } ZolJ] - (6.19)

176



6.1 ¢*~Theorie

Mit Hilfe der folgenden Feynman—Regeln in der Raum-Zeit,

iAp(X —Y) = Y X : (6.20)

iAp(0) = : (6.21)

X / dix = o« X . (6.22)
i / X J(X) = ®— , (6.23)

148t sich das Raum-Zeit-Integral iiber Gl. (6.19), multipliziert mit —i\/4!, in Form von
Feynman—Diagrammen folgendermaflen darstellen:

) Z 6 4 V4 u
/dx{—ﬁ Em]}zou]:% 3% +6;X-Q§ +:>< ZolJ] -

(6.24)
Bemerkungen:

(i) Dass sich stets vier Linien (Propagatoren) an einem Vertex ~ —i\ beim Raum-
Zeit-Punkt X treffen, liegt daran, dass L;,, vier Potenzen des Feldes ¢(X) enthélt.

(ii) Der 4-Punkt-Vertex ist proportional zur Kopplungskonstanten .

(iii) Die kombinatorischen Faktoren vor den einzelnen Termen in Gl. (6.24) kann
man sich folgendermafien klarmachen:

(a) Erstes Diagramm: Man nehme einen 4-Punkt-Vertex (6.22) und iiberlege sich
die verschiedenen Moglichkeiten, zwei der vier “Beine” zu einer geschlosse-
nen Schleife zu verbinden, um das erste Diagramm zu konstruieren. Das erste
Bein 148t sich offenbar auf drei verschiedene Arten mit jeweils einem anderen
Bein zu einer Schleife verbinden:

Abbildung 6.1: Es gibt drei Moglichkeiten, ein Bein eines 4-Punkt-Vertex mit einem an-
deren Bein zu einer Schleife zu verbinden.

Aber dann verbleiben nur noch zwei Beine, die man nur auf eine einzige Weise
miteinander verbinden kann. Insgesamt erhélt man also 3 als kombinatorischen
Faktor.
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(b)

()

Zweites Diagramm: Auch hier muss man sich {iberlegen, wieviele verschiedene
Moglichkeiten es gibt, irgendeines der vier Beine mit einem anderen zu einer
Schleife zu verbinden. Zunéchst numerieren wir die Beine des 4-Punkt-Vertex
durch:

1 2
4 3

Abbildung 6.2: Numerieren der Beine eines 4-Punkt-Vertex.

Wie wir gerade unter (a) gesehen haben, gibt es fiir das Bein Nr. 1 drei ver-
schiedene Moglichkeiten, eine Schleife zu konstruieren: (12), (13) und (14). Fiir
das Bein Nr. 2 bleiben dann noch zwei verschiedene Kombinationen: (23) und
(24). Die letzte verbleibende Kombination, die sich von den anderen unterschei-
det, ist dann, Bein Nr. 3 und Bein Nr. 4 miteinander zu verbinden. Insgesamt
macht dies also sechs verschiedene Moglichkeiten, was den kombinatorischen
Faktor erklart.

Man konnte sich nun fragen, warum es bei diesem Diagramm sechs, aber beim
ersten nur drei Moglichkeiten gibt. Denn im Prinzip kénnte man beim er-
sten Diagramm genauso wie beim zweiten argumentieren, dass es fiir Bein 1
drei Moglichkeiten (die Kombinationen (12), (13), (14)), fiir Bein 2 dann noch
zweil Moglichkeiten (die Kombinationen (23) und (24)) und fir Bein 3 dann
noch eine Moglichkeit (die Kombination (34)) gibt, zwei Beine miteinander
zu verbinden. Der Unterschied ist, dass beim ersten Diagramm jeweils zwei
dieser Kombinationen ein Paar bilden, ndmlich [(12), (34)], [(13), (24)] und
[(14), (23)], weil immer alle Beine paarweise miteinander verbunden werden
miissen, und damit insgesamt nur drei verschiedene Kombinationen existieren.

Drittes Diagramm: Hier wird nichts miteinander verkniipft, also miissen wir
auch keinen kombinatorischen Faktor ermitteln.

Wir berechnen nun die Normierungskonstante (6.14) des erzeugenden Funktionals bis
zur ersten Ordnung in A,

N'L = {1—%/014)( E %}:OM}Z{M J=o

3 2
= 1+Z (){) +O(\) (6.25)

wobei wir das Resultat (6.24) benutzt und dort einfach J = 0 gesetzt haben. Nun setzen
wir die Glgen. (6.24) und (6.25) in Gl. (6.11) und erhalten das erzeugende Funktional
fiir n—Punkt-Korrelationsfunktionen der ¢*-Theorie in erster Ordnung in der
Kopplungskonstanten A,
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1+%<><> +% ®Q® +}”x Al
Z|J) = +0()\?) . (6.26)
L5 (X0

Wir diirfen auch den Nenner in eine Taylor-Reihe bis zur ersten Ordnung in A entwickeln.
Wegen (1+2)~' =1 — 2z + O(2?) sehen wir, dass sich das “Doppel-Schleifen-Diagramm”
im Zéahler gegen das im Nenner weghebt und Gl. (6.26) vereinfacht sich zu

ZlJ] = @ll@ 4+ — ><: Jl+0(\?). (6.27)

Dies ist eine generische Eigenschaft fiir normierte erzeugende Funktionale: sog. Vakuum-
Diagramme, d.h. Diagramme ohne &duflere Beine, heben sich in Zihler und Nenner
gegenseitig weg. Dies gilt in allen Ordnungen in der Kopplungskonstanten \.

Wir berechnen nun die Zwei-Punkt-Korrelationsfunktion bzw. den Propagator
in ¢*Theorie bis zur Ordnung O()\) in Stérungstheorie. Per Definition

017 [S(X)9(1)] 10) = ()2 #ﬂm y=o

g o tde

J=0

NS
= S0
s B4
= 50 ST

in
4 5J(X)6J(Y)

C ARX —Y)— Z; /d4ZzAF(X 2)idp(0)ide(Z - Y) + O\

Zy|J] +O0(\?)

J=0

/d4Z d*U d*V J(U)iAp(U — Z)iAp(0)iAp(Z — V) J(V) + O(\?)

= — O(\?) . 6.28
% Y+2XZY+() (6.28)

Hier haben wir Gl. (5.66) benutzt, sowie die Tatsache, dass sdmtliche Terme, die nach
Ableiten nach J(X) und J(Y') noch Faktoren des Quellterms enthalten, verschwinden.
Der Symmetriefaktor 1/2 vor dem zweiten Term lafit sich auch mit kombinatorischen
Argumenten verstehen. Die Zwei-Punkt-Korrelationsfunktion verbindet zwei Punkte X
und Y mit Propagatoren und Vertizes,

X Y
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Bis zur Ordnung A benédtigen wir einen Vertex ~ —i) [ d*Z zwischen X und Y,

-
X 7 Y

Nun miissen wir die Beine des Vertex mit den Punkten X und Y verbinden. Es gibt vier
Moglichkeiten, ein Bein des Vertex mit dem Punkt X zu verbinden. Dann verbleiben noch
drei Moglichkeiten, eins der iibrigen Beine mit Y zu verbinden. Dies macht insgesamt zwolf
Maoglichkeiten (bei den verbleibenden Beinen gibt es lediglich eine Weise, sie miteinander
zu der geschlossenen Schleife zu verbinden). Im Lagrangian hat der Vertex allerdings noch
einen zusétzlichen Faktor 1/4! = 1/24. Dies ergibt genau 12/24 = 1/2 als Vorfaktor vor
dem zweiten Term in Gl. (6.28).

Physikalisch reprasentiert Gl. (6.28) die Propagation eines Teilchens von Y nach X.
Aber nur der erste Term reprisentiert die freie Propagation. Der zweite Term stellt
eine Korrektur der freien Propagation aufgrund der Wechselwirkung dar. In der ¢*-
Theorie bewirkt diese Korrektur eine Modifikation der Masse des Teilchens. Um dies
einzusehen, schreiben wir Gl. (6.28) unter Benutzung von Gl. (5.55) in Fourier-Darstellung
um,

017 [3(X)d(1)] 10) = / %e-m-y) i

K? —m? +in
_ —ZAF / 44z / d'K d4Q ~2)-iQ-(Z-Y) ‘ Z'
K2 —m?2+in Q> —m?2+in
+ O(N\?
CK ey i i\ i )
= [ S8 S PAR(0) | £ O(?) (6.29
/(27r)46 K2 —m? +1in 2! F()KZ—m2+i77 +O() (6:29)
wobei wir

/ d*Z e E-Z — (o)A sW(K — Q)

benutzt haben. Nun kénnen wir bis zur Ordnung O(A) den Term in eckigen Klammern
auch durch folgenden Ausdruck ersetzen,

. . —1
1 - %zAF(O) SN U— {1 () -

R 22 .
K2 —m?2+1n 2 K2 —m?2+in O, (6.30)

womit aus Gl. (6.29) folgt

~ 1 0 'K ikxey ¢ 2
(O [4(x)a(v)] |0>:/(27T)4e T D ee e CORICED

Dies hat formal Ahnlichkeit mit der Fourier-Darstellung (5.55) des freien Propagators,
allerdings wurde der Massenterm m? durch den Ausdruck

2
r

A
m? + om?* =m? + B iAp(0) (6.32)

m
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ersetzt. Die Wechselwirkung sorgt also fiir eine Korrektur der Masse des Teilchens.
m,. bezeichnet man als physikalische oder renormierte Masse. Um diese explizit zu
bestimmen, miissen wir

Ap(0) = Ap(X — X) = / (i;)i s — (6.33)

berechnen. Man macht sich leicht klar, dass dieses Integral quadratisch ultraviolett
(UV-) divergent ist, d.h. wenn wir als obere Integralgrenze zunéchst einen “cut-off” A
ansetzen, so kénnen wir den Beitrag von Impulsen K > m zu Ar(0) abschétzen durch

A A
1
lim [ dK K® e lim [ dK K ~ lim A*. (6.34)

A—co A—oo A—o0

Im Abschnitt iiber Renormierung werden wir sehen, wie wir diese Divergenzen behandeln
konnen. Zu diesem Zeitpunkt ist es lediglich erforderlich zu bemerken, dass sich der Mas-
senparameter m in der Lagrange—Dichte, die sog. nackte Masse, von der physikalischen,
renormierten Masse m, unterscheidet, sobald man Wechselwirkungen anschaltet.

Wir wollen auch noch die Vier-Punkt-Korrelationsfunktion bis zur Ordnung
O(A) berechnen,

O [S(X)6(0)H(2)0()] 10) = (i) 5T(X >an m
®Q® +7

(A 6"
= (=) 5J(X)3J(Y)8.J(2)5.J(U

+0(\?) .

Zo[J

Es ist am besten, dies Term fiir Term weiter zu berechnen. Der erste Term (die 1 in eckigen
Klammern) ergibt einfach die Vier-Punkt-Korrelationsfunktion (5.69) der freien Theorie,

. 5 Zo[J]
(=) ST X577 07 (2) 000 o
— i AR(X —Y)iAR(Z —U) +i Ap(X — 2)iAp(Y —U) +iAp(X —U)iAp(Y — 2)

_ + + = 3 . (6.36)

181



6 Wechselwirkende Feldtheorien

Der zweite Term ist

Ny ot 4 4 4
1 s s1 2500 / CX Xz d X

J=0
A 4 3 &
_ _ZzAF(O)/d X1 (=) §J(X)0J(Y)6J(2)

X {2 / A* X3 iAp(X, — U)iAp(X) — X3)iJ(X3) Zo[J]

+ / d* X, d* X5 d* Xy AR (X, — Xo) iAp(X) — X3) iAp(U — Xy)

i J(Xo) iJ(X3)iJ(X4) ZolJ] }JZO

= —% iAr(0) /d4X1 (—i)Qm { 20Ap(Xy = U)iAp(Xy — Z) Zy|J]

+ 2 / d* X3 d* X, iA (X — U)iAp(Xy — X3)iAp(Z — X4)iJ(X3)iJ(Xy)
+ 2 / A* X3 d* X, iA R (X — 2)iAp(X1 — X3) iAp(U — Xy)iJ(X3)iJ(Xy)

+ / X A X5 iA (X — Xo) iAp(X1 — X3) iAp(U — Z) iJ(Xo) iJ(Xg)} . (6.37)

J=0

Hier haben wir in den letzten drei Zeilen bereits den Faktor Zy[J] weggelassen, da die
verbleibenden zwei Funktionalableitungen nicht auf diesen Faktor wirken diirfen, weil
sonst Quellterme {ibrig bleiben, die fiir J = 0 dann in jedem Fall verschwinden. Also
kénnen wir hier gleich Zy[J] = Zy[0] = 1 setzen. Wir leiten weiter funktional ab,

= —% iAp(0) /(14)(1 { 2iAp(Xy — U)iAp(X, — Z)iAp(X —Y)

F2iAR(X1 — U)idp(Xy — X)iAp(Z —Y) + 2iAp(X) — U)iAp(X) — V) iAp(Z — X)
+2IAR(Xy — 2)iAp(Xy — X)iAp(U = V) + 2iAp(Xy — Z)idp(Xy — Y)ilp(U — X)
FiAR(X) — X)iAp(X) — Y)iAp(U — Z) +iAp(X) — V)iAp(X) — X)iAp(U — Z) }
- —% iAr(0) / dix, { iAp(X — Y)iAp(Z — X)) iAp(X, — U)

FIAR(X — Z)iAp(Y — X1)iAp(Xy — U) +iAp(Y — Z)iAp(X — X1)idp(X) — U)
FiAR(Z — U)idp(X — X1)iAp(X1 — V) +iAp(Y — U)iAp(X — X1)iAp(X) — 2)
FARX — U)iAp(Y — X)) iAp(X) — Z) }
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B Y X Y X Y X
PQ( + e
u Z u Z
1
= 5 =3 (6.38)
Y X Y X Y X
+
_ u Z u z u zZ

Der dritte Term ist

—)? d* X, d* X, dA X, dr X, A2 X
4!(Z)5J()6J( U/ 18 A28 As@ A4t as

XZAF(Xl XQ) ’LAF(Xl 3) F( X4) ZAF(Xl —X5)

A

- —24—' Al / X iAR(X) — X)iAp(X) — Y)iAp(X) — Z)iAp(X; — U)
Y X

— . (6.39)
u Z

Hier haben wir ausgenutzt, dass die vier Funktionalableitungen die vier Quellterme im
Vorfaktor vollsténdig eliminieren miissen; wiirden sie dartiberhinaus noch auf Zy[J] wir-
ken, giabe es nur weitere Quellterme, die fiir J = 0 verschwinden wiirden. Wir kénnen also
gleich Zy[J] = Z,[0] = 1 setzen.

Fassen wir nun die Resultate (6.36), (6.38) und (6.39) zusammen, erhalten wir insgesamt
fiir die Vier-Punkt-Korrelationsfunktion

54 [J]

01T [S(X)d(V)d(2)b(U >] 0) = (=i)* 5= B

_ 3 >< O(\?) . (6.40)
el

Die Vorfaktoren sind wieder leicht mit kombinatorischen Argumenten zu verstehen. Der
Faktor 3 vor dem Term der Ordnung O(\°), also dem nichtwechselwirkenden Term, riihrt
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daher, dass es drei Moglichkeiten gibt, die vier Punkte X,Y, Z und U mit freien Propa-
gatoren zu verbinden.

Beim zweiten Term miissen wir uns die Moglichkeiten iiberlegen, die Beine in folgender
Anordnung

X Y

.
¢

Z u
Abbildung 6.3: Ausgangssituation beim Term der Ordnung O()) in der Vier-Punkt-
Korrelationsfunktion.

so zu verbinden, dass sie das entsprechende Diagramm ergeben. Jedes der vier Beine des
Vertex kann mit dem Punkt X verbunden werden. Jedes der verbleibenden drei Beine
kann dann mit einem der drei verbleibenden Punkte Y, Z oder U verbunden werden. Das
ergibt 4 - 3 - 3 = 36 Moglichkeiten. Die verbleibenden beiden Beine des Vertex kann man
dann zu einer Schleife schliefien (keine Wahlmoglichkeit) und die verbleibenden freien
Punkte kénnen mit einem freien Propagator verbunden werden (keine Wahlmoglichkeit).
Auf diese Weise erzeugt man alle Diagramme, bei denen der Punkt X mit einem anderen
Punkt verbunden ist und die Propagation von dort nach X (oder umgekehrt) mit einem
Wechselwirkungsvertex und anhéngender Schleife modifiziert wird.

Man koénnte X aber auch mit jedem der anderen drei Punkte mittels eines freien Pro-
pagators (also ohne Wechselwirkung) verbinden. Dann miissen die verbleibenden beiden
Punkte iiber den Wechselwirkungsvertex miteinander verbunden werden. Fiir die Ver-
kniipfung des ersten Punktes mit einem der vier Beine des Vertex gibt es vier Moglichkeiten
und fiir die Verbindung des zweiten mit einem der verbleibenden drei Beine drei Méglich-
keiten. Die letzten beiden Beine miissen dann zu einer Schleife geschlossen werden. Dies
ergibt insgesamt 3 - 4 - 3 = 36 Moglichkeiten.

Insgesamt haben wir also 36436 = 72 = 2-(3-3-4) = 4!-3 Moglichkeiten fiir das zweite
Diagramm. Dividieren wir noch durch den Faktor 4! (von A/4! aus der Lagrange—Dichte)
erhalten wir genau den Faktor 3.

Fiir das dritte Diagramm miissen wir in Abb. 6.3 alle vier Punkte mit den vier Beinen
des Vertex verbinden. Das erste Bein kann mit jedem der vier Punkte X,Y,Z oder U
verbunden werden, das zweite noch mit jedem der drei verbleibenden Punkte, das dritte
mit einem der zwei verbleibenden Punkte und das letzte schliellich mit dem letzten freien
Punkt. Das ergibt genau 4! Moglichkeiten, die den Faktor 1/4! im Wechselwirkungsterm
in der Lagrange—Dichte wegheben.

In jeder n—Punkt-Korrelationsfunktion gibt es offenbar Diagramme, welche unver-
bundene Anteile enthalten, d.h. sie sind einfach Produkte von (Teilen von) m—Punkt-
Korrelationsfunktionen mit m < n. Ein Beispiel ist das zweite Diagramm in Gl. (6.40),
welches einfach aus dem Produkt einer freien Zwei-Punkt-Korrelationsfunktion (5.66) und
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der O(A)-Korrektur der Zwei-Punkt-Korrelationsfunktion, s. Gl. (6.28), besteht,

= ? ( ) . (6.41)

Solche sog. unverbundenen Diagramme lassen sich formal eliminieren, indem man zum
erzeugenden Funktional fiir verbundene n—Punkt-Korrelationsfunktionen iibergeht. Dies
wird im nédchsten Abschnitt besprochen.

6.2 Das erzeugende Funktional fiir verbundene
n—Punkt—Funktionen

Wir definieren
WlJ) = —iln Z[J] . (6.42)

Dies ist das erzeugende Funktional fiir verbundene n—Punkt-Korrelationsfunktionen.
Wir zeigen dies nicht in voller Allgemeinheit, sondern iiberzeugen uns am Beispiel der
Zwei- und Vier-Punkt-Korrelationsfunktion der ¢*-Theorie bis zur Ordnung O()), dass
dieses Funktional lediglich verbundene Korrelationsfunktionen erzeugt.

Die verbundene Zwei-Punkt-Korrelationsfunktion ist

M _ —i 5 ( 1 5Z[J])
ST 2T s 27 5700) |1y
— ( 0Z[J] 6Z[J] N 1 32 Z[J] )
2] 0J(X) 6J(Y) * Z[J] 6J(X)8J(Y) ) 1
5J(X) ﬂ —z‘ﬂ
) 0JV) |,y 0I(X)6I(Y) |,y (6.43)

wobei wir von der Normierung Z[0] = 1 des erzeugenden Funktionals fiir (gewthnliche)
n—Punkt-Korrelationsfunktionen Gebrauch gemacht haben. Mit der Ein-Punkt-Korre-
lationsfunktion

0Z]J]

o 1
B0 = 5 S| (6.44)
und der Zwei-Punkt-Korrelationsfunktion
AT - 1 6271 J]
o [¢(X)¢(Y)] 0) = 2 5I(X) 0TV, (6.45)

erhalten wir

3> WJ]

5I(X)0J() 01T [5(X)6()] 10) = 016()[0) 016(V)[0) . (6.46)

J=0
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In Theorien ohne spontane Symmetriebrechung (vgl. Kap. 7) verschwindet aber die Ein-
Punkt-Korrelationsfunktion (genau wie im wechselwirkungsfreien Fall) und daher

32 W[J]

SX)0I(T) o4

T SO _ &2l
=i 6(X)6()] I0) 570 6707 |,

Die Zwei-Punkt-Korrelationsfunktion kann sowohl mit Hilfe von Z[J] als auch mit Hil-
fe von W[J] erzeugt werden; bis auf einen Faktor i ergibt dies das gleiche Resultat.
Dies gilt in allen Ordnungen in der Kopplungskonstanten ). Da die Zwei-Punkt-
Korrelationsfunktion per Konstruktion keine unverbundenen Anteile enthélt, ist dieses
Resultat nicht sonderlich verwunderlich.

Nun berechnen wir die Vier-Punkt-Korrelationsfunktion. Benutzen wir die zweite Zeile
von Gl. (6.43) direkt als Zwischenresultat, erhalten wir

S
3I(X)0J(Y)6J(Z)6J(U)],_,
B 5? i ozl 6z[)] i 82Z[J]
T SJ(X) eI (Y) <Z2[J] 3J(2) 8J(U) ~ Z[J] 6J(Z) 5J(U)) Y
[

5 o §z|J] 6zJ) 6217 i &Z[J]  6Z|J]
57(X) (_ Z37] 5J(Y) 6(Z) 5J(U) ~ Z2[J] 67(Y)67(Z) 6J(U)
i 0zl 82Z[J] i 0zl 82Z[J]

Z21J] 6J(Z) 6J(Y)8J(U) " 22[J] 6J(Y) 6.J(Z)6J(U)

6Z[J]
3J(0)
|

6i  §Z[J) 62[J) 5Z|J) 62J) 2 ( 3710 8Z[J]
Z377] 5J(X) 3J(Y) 0J(Z) 3J(0) _ 23] \6J(X)0J(Y) 3 < )
5Z[J] 8221 8Z[J] 52[] AL AN
57(Y) 0J(X)0J(Z) J(U) * 5J(Y) 3J(Z) 8J(X)0J(U >)
2 §Z[J] 82l  6Z[)] 5 Z1J] 3Z[J]
73071 5J(X) (V) 0J(Z) 87(0)  Z2[J] (5J( X)6J(Y)6J(Z) 6J(U)
52Z[.J] §2Z[J] 2 oZ[J] 621  8°Z[J]
57(Y)0J(Z) 3J(X)0J <U>)‘Z3m 5J(X) 0J(Z) 6J(V)0J(U)
i 32 Z[J] 32 Z[J] 3Z1J] B[]
" m( 51(X)0J(Z) 5J(V)8J(U)  6J(Z) 6J<X>6J<Y>6J<U>)
2% §Z[J] 6ZJ]  §°Z|J) i 52 Z[.J] 52 Z[J]
73071 5J(X) 3J(Y) S1(Z)8(T) ~ Z22[J] (6J(X)5J(Y) 3.7(2)8J(U)
5Z[J] 5 Z[J] i 6Z[J] 5 Z[J]
5I(Y) 5J(X)8J(Z)6J(U ))*zzm 57(X) 3J(Y)3.J(2)5J(0)
i 5 Z1J]
~ Z[J] 6J(X)6J(Y)6J(Z)6J(U)

(6.48)

J=0
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6.2 Das erzeugende Funktional fiir verbundene n—Punkt—Funktionen

Benutzen wir nun, dass Z[0] = 1 und 6Z[J]/0J(X)|;=0 = 0, so vereinfacht sich dieser
Ausdruck zu

ST
8J(X)6J(Y)8J(Z)3J(U)|,_,
o 51Z1J] 52Z1J] 52Z1J]
- (6J(X) 5J(Y)6J(2)6J(U)  0J(X)6J(Y) 6J(Z)6J(U)
At o°z[1)  8°zZ[J] 5221J] )
JWU) 6J(X)6J(U) 6J(Y)6J(Z) ) ;-

5J(X)6J(Z) 8J (V) -
= i [T [608(H2)BW)] 10) — 01T [6X)3()] (0017 [6(2)6(07)] 10)

(
(O [6(x)8(2)| (0017 [4(¥)(1)| [0)
— {07 [6(X)o(0)] 0)0IT |6(V)6(2)] [0)] - (6.49)

Nun setzen wir die bis zur Ordnung O(A) berechneten Zwei- und Vier-Punkt-Korrela-
tionsfunktionen (6.28) und (6.40) ein,

Y X Y X Y X
z|: + +><

)
)

1 1
2: 2
u Z u Z u Z
Y
L 1 1
*3 +3 @2%
u
Y
+><
u Z

( s g)] con e
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6 Wechselwirkende Feldtheorien

Multiplizieren wir die Klammern in den letzten drei Zeilen aus und vernachléssigen dabei
Terme von der Ordnung O(A\?), so sehen wir, dass sich alle unverbundenen Diagramme
gegenseitig wegheben. Wir erhalten als Endresultat

S [J] _
6J(X)0J(Y)8J(Z)sJ(U)|,_y

— : (6.51)

u V4

also in der Tat nur den verbundenen Anteil der Vier-Punkt-Korrelationsfunktion (6.40).

123.4.2021
6.3 Die Streumatrix

Die Streumatrix (oder kurz, S-Matrix) beschreibt physikalische Streu- oder Zerfalls-
prozesse, d.h. den Prozess n — m, bei dem sich n Teilchen im Eingangszustand und m
Teilchen im Ausgangszustand befinden. Wir werden in diesem Abschnitt besprechen, wie
diese Prozesse und die zugehorige S—Matrix mit den n—Punkt-Korrelationsfunktionen ei-
ner gegebenen Theorie zusammenhéngen.

Einen gegebenen Anfangszustand, in dem sich eine gewisse Zahl von Teilchen befinden,
bezeichnen wir mit |¢). Diese Teilchen streuen oder zerfallen in einen Endzustand |f). Das
Element Sy; der S-Matrix ist definiert als

Sri=(f;t = +oo|ist = —00) = out(f] )in - (6.52)

Wir nehmen an, dass die Teilchen in den Fock—-Raumzustinden |[i)i,, |f)ou freie, d.h.
nicht-wechselwirkende Teilchen sind. In Abwesenheit langreichweitiger Kréfte ist dies
eine gute Niherung.

Befinden sich beispielsweise zwei Teilchen mit den Impulsen pi, ps im Anfangszustand
|1)in, so hat dieser die Form

i) = b, (7)) al, (72) [0) - (6.53)

Gangz dhnlich gilt fiir einen Endzustand | f) oy, in dem sich zwei Teilchen mit den Impulsen
p1, Py befinden,

out{f| = (0] Gout (P7) Gout () - (6.54)
Man koénnte nun im Prinzip die Glgen. (6.53) und (6.54) in Gl. (6.52) einsetzen und das
Streumatrix-Element Sy; berechnen. Das Problem dabei ist, dass wir nicht wissen, wie die
in-Zustand-Operatoren 4] (7;) bei t — —oco mit den out-Zustand-Operatoren oy (77) bei
t — 400 zusammenhéngen.

Anstelle der Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren a!. (7;), dou(F!) kénnen wir auch
die Feldoperatoren ¢, (X) und ¢ou (X) in der Raum-Zeit betrachten (diese sind nach Gl
(3.10) ja lediglich Linearkombinationen der Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren).
Wir bendtigen den Zusammenhang zwischen qfsin(X ) und qgout(X ), bevor wir Sy; berechnen
konnen. Wir postulieren die Existenz eines unitiren Operators S’, St =8 —1. welcher
diese beiden Feldoperatoren miteinander auf folgende Weise in Beziehung setzt,

Pous(X) = STon(X)S, ol (X) = STl (X)S . (6.55)
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6.3 Die Streumatrix

Mit Gl. (3.10) folgt daraus

Goue(P) = S'aw(P)S 64w (p) = S'al,(7)S - (6.56)
Analog gilt nach Multiplikation mit S von links und mit ST von rechts
On(X) = 8 Gour(X)S" O, (X) = S 8l (X)S" (6.57)
bzw. ) R R R
@i (7) = S dou(P)ST . af(F) = Sl (7)S" . (6.58)

Damit gilt nun fiir einen Endzustand |f)ou, bei dem sich m Teilchen an den Raum-Zeit-
Punkten X;, i = 1,...,m befinden,

|.f>0ut = H éout(Xz) |0> = H STQASln<X7,)'§ |0> = ST Hqgm(Xz) g|0>
=1 =1 =1
= ST du(x:)10) = 5" £) - (6.59)

Hier haben wir von der ersten zur zweiten Zeile benutzt, dass eine unitire Transformation
den Vakuumzustand hochstens um einen Phasenfaktor €*¥ verdndern kann, den wir aber
gleich 1 wéhlen koénnen,

S10) = €|0) = |0) . (6.60)
Multiplizieren wir Gl. (6.59) von links mit S, so erhalten wir
|f>in = S ’f>out . (6-61>

Ganz analog zeigt man fiir einen Anfangszustand mit n Teilchen an den Raum-Zeit-
Punkten X;, j=1,...,n

)

n

[iyin = [ [ & (X; H Pout(X;)ST[0) = 5 |)ous (6.62)

7j=1

wobei wir ST|0) = e~#|0) = |0) benutzt haben. Daraus folgt nach Multiplikation mit 51

~

Dout = ST [i)in - (6.63)

Die Interpretation der Glgen. (6.61) und (6.63) ist, dass der unitéire Operator S den
out-Zustand | f)oy in den in—Zustand |f);, transformiert, und entsprechend dass der ad-
jungierte Operator St den in-Zustand |i)in in den out-Zustand |[i)oy transformiert. Wir
haben damit erreicht, dass wir S-Matrixelemente Sy, nun mit denselben Sétzen von
Zusténden bzw. Operatoren berechnen kénnen,

Spi = out(f1in = i f1 5 [)in = out(F1 ] 8)ous (6.64)

oder konkret fiir unser Beispiel mit zwei Teilchen im Anfangs- und Endzustand

Sfi = in<f‘ g’2>lﬂ = <O‘ &ln(pl)a1n<p2>‘§ }L ( i
= out{f1 S )out = (0 dous(B7) dour(53) S e (1) bt (72)[0) . (6.65)
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6 Wechselwirkende Feldtheorien

Die physikalische Fragestellung der Streuung und des Zerfalls ist nun auf die Bestimmung
des unitidren Operators S reduziert.
Betrachten wir die Bewegungsgleichung fiir das Feld ¢(X), die aus der Lagrange—Dichte

L= Lo+ Loy = % (0,00°6 — m26%) + L (0) (6.66)
resultiert,
2 a‘Cint .
(Oe +m7)o(X) = Fo(X) =j(X) . (6.67)

Die allgemeine Losung ¢(X) ist die Summe der allgemeinen Losung ¢(X) der homogenen
Gleichung und einer speziellen Losung der inhomogenen Gleichung, die wir mit Hilfe der
Methode der Green—Funktionen erhalten kénnen,

H(X) = do(X) + / &Y G(X:Y) (Y., (6.68)

wobei G(X;Y) die Green—Funktion der Klein-Gordon-Gleichung ist,
(O, + m)G(X;Y) =69 (X -Y) . (6.69)

Es ist wohlbekannt (s. Ubungsaufgabe H15), dass es verschiedene Typen von Green-
Funktionen gibt, die sich durch ihre analytische Struktur in der komplexen Energie-Ebene
unterscheiden, z.B. die retardierte Green-Funktion G, (X;Y) ~ O(z9 — yp), die avan-
cierte Green—Funktion G.qy(X;Y) ~ O(yo — z0), oder kompliziertere wie die Feynman-—
Green—Funktion Gp(X;Y). Um also die allgemeine Losung (6.68) vollstandig zu spezifi-
zieren, miissen wir die Randbedingungen festlegen. Wir tun dies dergestalt, dass wir die
retardierte Green—Funktion in Verbindung mit der homogenen (nicht-wechselwirkenden)
Losung im Eingangszustand und die avancierte Green—Funktion in Verbindung mit
der homogenen (nicht-wechselwirkenden) Losung im Endzustand benutzen, also

H(X) = d(X) + / Y G (X3 V) J(Y) . (6.70)

bzw.

B(X) = dout(X) + / Y Gy (X Y) (V) . (6.71)

Wir nehmen an, dass die Wechselwirkung L;,; fiir xg — 400 verschwindet, oder anders
ausgedriickt, dass sie bei einem Zeitpunkt ¢,, > —oo an- und bei einem Zeitpunkt ¢,,s < 0o
wieder ausgeschaltet wird. Dann gilt

¢ (X) = lim ¢(X), (6.72)

out To—>F00
denn der zweite Term in den Glgen. (6.70) und (6.71) verschwindet dann aufgrund der
kausalen bzw. antikausalen Eigenschaften der jeweiligen Green—Funktionen. Dies garan-
tiert gleichzeitig, dass die ein- bzw. auslaufenden Losungen ¢, (X)) bzw. ¢ou (X ) Losungen

der homogenen (nicht-wechselwirkenden) Klein-Gordon-Gleichung sind. Damit sind die
Glgen. (6.70) und (6.71) konsistent mit Gl. (6.68).
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6.3 Die Streumatrix

Wir erheben nun die Felder ¢, ¢;, und ¢, zu Feldoperatoren gg, dgin und ngut und
nehmen an, dass die Glgen. (6.70), (6.71) auch fiir diese Operatoren Giiltigkeit behalten.
Man wiirde nun denken, dass dann zwangsldaufig auch Gl. (6.72) fiir die entsprechenden
Operatoren gilt,

G (X)= lim ¢(X). (6.73)

out To—F0o0

Dies ist die sog. starke asymptotische Bedingung. Man kann aber zeigen, dass dies
dazu fiihrt, dass iiberhaupt kein Streu- oder Zerfallsprozess stattfindet. Man darf lediglich
die sog. schwache asymptotische Bedingung (Lehmann, Symanzik, Zimmermann,
1955) fordern,

(@ldyy (X)18) = lim_(a]$(X)19) (674

To—Fo0

wobei |a), |3) beliebige Fock—-Raumzusténde sind.
Nun definieren wir das Funktional

I[J] =T exp lz / d'X J(X) é(X)] . (6.75)

Ganz offenbar gilt

A

io)j=1. (6.76)

Differenzieren wir funktional beziiglich der Quelle, so erhalten wir

A

1 SIMT]  afa o s 1 5" I[J] (o A .
i 0J(X) T{d)(X)IM} D i S (Xy) -0 (X,) T{¢(X1>”'¢(X")[[‘](]6}7'7>
Die n—Punkt-Korrelationsfunktion .
. . 1 5 Z1J]
O [6000)+- 6] 100 = & 7= | (6.78)
konnen wir aufgrund der Normierung (6.76) ausdriicken als
| = O [aen) a1
= O {ox) - dX) I} 10)]
B 1 5" I[J)
= O sy e »
L §"(0l{[J]|0)
in 8J(Xy) - 6J(X,) . (6.79)

Dies gilt fiir alle n. Aber wenn alle Ableitungen zweier Funktionale iibereinstimmen, dann
muss das (bis auf unwesentliche additive Konstanten) auch fiir die Funktionale selbst
gelten, also

Z[J] = (0|I[J]]0) = (0| T exp {z’/d‘lX J(X) é(x)] 0) . (6.80)
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6 Wechselwirkende Feldtheorien

Nun multiplizieren wir GL. (6.70) fiir die Feldoperatoren mit I[.J] und wenden auf das
Resultat den Zeitordnungsoperator an,

~ ~

{60010} = 1016000 + [ Gulti) T {jv) 1)}
= 10X+ [ A Gu(XiV) T {< o) 1)}
— () + [ A Guu(X3Y) @, + T{&Y n}

= f[J] hin(X) + /d4Y Gret(X;Y) (O, +m?) - J— : (6.81)
Hier haben wir in der ersten Zeile benutzt, dass ¢, (X) der einlaufende Zustand bei 2y —
—o00 ist, also im zeitgeordneten Produkt stets rechts von den Feldoperatoren im Funktional
I [J] auftritt. Ferner haben wir von der ersten zur zweiten Zeile die Bewegungsgleichung
(6.67) benutzt und von der dritten zur vierten Zeile die erste Identitéit (6.77).

Dieselben Rechenschritte, angewendet auf Gl. (6.71), fithren auf das Ergebnis

e 1 i1
7 {300 111} = GunCO T + [ Y Gun (6 @, +?) 57k (052
Subtrahieren wir von diesem Ergebnis Gl. (6.81), so erhalten wir
i i o [ty A ), 1T
bon(X) 1) = 117160 (X) = [ @V IAX =V) @, +md) S5 (639
wobei
AX =Y) =G (X;Y) — Ga(X;Y) . (6.84)

Diese Funktion ist identisch mit der in Gl. (3.97) definierten. Dass wir dasselbe Symbol
‘Qenutzen, ist also kein Zufall. Um dies zu sehen, berechnen wir mit den Ergebnissen von
Ubungsaufgabe H15

PIAX = Y) =1 Gagy(X;Y) =i Gret(X;Y)

. / I ey 1 - 1
(2m)4 K2 —m?2 —isgn(ko)n K2 —m?+isgn(ko)n
_ _Z-/ d'K —iK~(X—Y)|: © (ko) ©(—ko)

(2#)46 K2—m?2—in K?—m?+in
K2—m2+in K2-m2—1in '
d*K
~ / Gyt ¢ O [Blh) 201 8 — ) — Oy 2 81 )]
T
wobel wir die Dirac—Identitat
1 1 )
i 73; Fimo(x) (6.86)
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6.3 Die Streumatrix

benutzt haben. Nun benutzen wir noch
1

S(K? —m?) = g [0(hy — Ex) +0(ko + B (6.87)

und erhalten

3L - -
iAX—y) = [EE L [ imomm i i)+ @
(27’(’)3 ZEk

Bk 1 e (X

—

wobei wir von der ersten zur zweiten Zeile im zweiten Term die Substitution k — —k
vorgenommen und in der letzten Zeile die Abkiirzung K* = (FEj, E)T verwendet haben.
Dies ist aber genau Gl. (3.97).

Nun erinnern wir uns an den Zusammenhang (6.55) zwischen ngut und ¢Ein und multi-

plizieren Gl. (6.83) von links mit S,

() S 11-8 11600 = (30,5 11]] = [ @y iB0x-1) ©,+mt) 2
(6.89)
Dies ist eine Bestimmungsgleichung fiir SI[.J]. Da aufgrund von Gl. (6.60)
(0|SI[J]]0) = (0|I[J]]0) = Z[J] . (6.90)

vgl. GL. (6.80), erwarten wir, dass SI[.J] ~ Z[J]. Also machen wir folgenden Ansatz,

A A

SI[J] = exp U dYY 6w (Y)(O, + m?) %} Z1J] . (6.91)

Setzen wir dies auf der linken Seite von Gl. (6.89) ein, so folgt

6000, 810] = w000 | [ @ buV), ) 505 219

= |du(X), exp d4Y<z3m(Y)(Dy+m2)MLY Z[J], (6.92)
(Y)

weil Z[J] einfach eine gewohnliche Zahl und kein Operator ist und daher aus dem Kommu-
tator herausgezogen werden darf. Seien A, B Operatoren, deren Kommutator [121, E] eine
gewohnliche Zahl ist. Fiir diesen Fall lautet die Liesche Entwicklungsformel (manch-
mal auch Hadamard-Lemma genannt)

eBAe B =A+ (B, Al (6.93)

Daraus folgt nach Multiplikation von rechts mit B

~

[A,eP] = AeP — ePA=—[B, A]eP = [A, B]e? . (6.94)
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6 Wechselwirkende Feldtheorien

Diese Gleichung ist auf den Kommutator in Gl. (6.92) anwendbar, denn mit der Identifi-
zierung A = ¢ (X) und B = ¢i, (V) gilt

) . A3k, d3ky KX KX At T
[¢in<X)a¢in(Y)} = /m [e a(ky) +e a'(ky) ,

e () + eV al ()|

d3/g1 d3];2 iK1 XK YA (DN at/T Ky X iKY (At (TN A(T
a /(27T)64Ek1Ek2 {6 (a(k1), @' (k)] + e [ (kl)»a(kQ)]}

dSEl dSEQ 3¢(3) /1. 7. —iK1-X+iK2'Y iK1 X—iKs'Y
= m 2Ek1 (27T) ) (kl — kQ) |:€ — € :|
1 2

d*k LiK(X— KXY — - &
= /W[e K(x Y)—GK(X Y):| :ZA(X—Y), (695)

was in der Tat eine gew6hnliche Zahl (und kein Operator) ist. Wenden wir also Gl. (6.94)
auf Gl. (6.92) an, so folgt (der zusétzliche Faktor (O,+m?)d/6.J(Y) und das Integral iiber
d*Y stellen keine Probleme dar, sie kénnen wie multiplikative Operatoren, d.h. Zahlen,
behandelt werden)

[ém(X),gj[J]] — [q@in(X),/d‘lYéin(Y)(Dy + m?) %}

<o | [@2bu)O. 4wty 0| 20
= [ 30 600)] @, + ) 5700 811
= /&YiA(X —-Y) (3, +m?) %Y) SIJ, (6.96)

wobei wir in der vorletzten Zeile Gl. (6.95) benutzt haben. Dies ist aber genau die rechte
Seite von Gl. (6.89). Dies beweist, dass unser Ansatz (6.91) fiir den Operator SI[.J] korrekt
war.

Der letzte Schritt besteht in der Bestimmung von S. Aufgrund der Normierung (6.76)
gilt

S = exp { / Ad*X ¢ (X) (O, + m?) (6.97)

o
— | Z|J
w757) 2V
Dies ist nahezu der endgiiltige Ausdruck fiir den Operator S. Man muss lediglich sicher-
stellen, dass der Anfangszustand nicht mehr Teilchen enthilt als die, die man betrachten
mochte. Mit anderen Worten, es diirfen in S keine Erzeugungsoperatoren rechts von Ver-

nichtungsoperatoren auftreten. Dies wird wie gehabt durch Normalordnung erreicht,
d.h.

J=0

. A )

S =:exp [/d"‘X O (X) (O, + m?) —} Al (6.98)
| i) Y,

Man nennt diesen Ausdruck nach den Initialen seiner Entdecker Lehmann, Symanzik und

Zimmermann die LSZ—Reduktionsformel.

Wie ist dieser Ausdruck zu interpretieren?
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6.3 Die Streumatrix

(i) Wenn man die Exponentialfunktion in eine Taylor-Reihe entwickelt, so enthélt der
Term der Ordnung n eine n—te Funktionalableitung nach den Quellen J(X;), die auf
Z[J] wirkt. Dies erzeugt natiirlich gerade die n—Punkt-Korrelationsfunktion,

5 Z[J]
0J(X1) -+ 0J(Xn) | g

(i) Die inversen Propagatoren (., +m?)--- (0., +m?) im Term n—ter Ordnung “am-
putieren” aufgrund der Relation

(Op + m?)iAp(X =Y) = —idW(X - Y)

die externen Beine der n—Punkt-Korrelationsfunktion,

(iii) Die Feldoperatoren ¢Ein(X 1) (ﬁin(Xn) ersetzen die in Schritt (i) amputierten exter-
nen Beine. Sie enthalten Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren, d.h. sie erzeugen
und vernichten Teilchen, z.B.

195



6 Wechselwirkende Feldtheorien

(iv) Wenn wir das Matrixelement des Operators S gemiB Gl. (6.64) zwischen Anfangs-
und Endzustand nehmen, so iiberleben nur Terme in S mit Erzeugungs- und Ver-
nichtungsoperatoren, die zu den gegebenen Anfangs- und Endzustdnden korrespon-
dieren. Z.B. lautet das Streumatrix-Element Sy; fiir die Streuung zweier Teilchen
mit Anfangsimpulsen pj, gy und Endimpulsen p7, p}

P1 1’
Sti = (0lain (P} ain () S al, (51)ad, (72)]0) = - (6.99)
P, P

Obwohl S unendlich viele Terme beinhaltet, spielt nur der Term
~ djn(ﬁ{)djn(ﬁé)din<ﬁl)&in(52)
eine Rolle, weil nur dieser Term erlaubt, nichtverschwindende Kommutatoren
(@3 (57, aly (5])] = 2 (2m)*6C(0) . [aun(55). 43, ()] = 25, (2m)°6©)(0) .

zu bilden. Bei allen anderen Termen gibt es immer mindestens einen Erzeugungs-
oder Vernichtungsoperator, der nach links oder rechts auf das Vakuum angewendet
null ergibt. Wir werden dies im néchsten Abschnitt am Beispiel der Pion—Nukleon—
Streuung ausfiihrlich vertiefen.

6.4 Yukawa—Theorie: Pion—Nukleon—Streuung

Die Yukawa—Theorie in ihrer einfachsten Form ist eine Feldtheorie, die die Wechselwir-
kung zwischen Dirac-Fermionen und neutralen skalaren Bosonen beschreibt,

L = ‘CO + Ling )
Lo = 0~ M)+ (0,606 — m*e?)
Luw = 9000 (6.100)

Wir werden diese einfachste Variante aber nicht weiter betrachten, sondern eine Version,
die etwas grofleren physikalischen Bezug besitzt: eine Yukawa—Theorie, die die Wechsel-
wirkung zwischen Nukleonen und Pionen beschreibt.

Nukleonen bilden ein sog. Iso-Dublett im Isospin-Raum,

= < Z: ) : (6.101)

wobei der Index p fiir das Proton und der Index n fiir das Neutron steht (selbstversténdlich
sind sowohl 1, wie 1, vierkomponentige Dirac-Spinoren, ¢ hat also acht Komponenten).
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6.4 Yukawa—Theorie: Pion—Nukleon—Streuung

Dieses Iso-Dublett bildet die fundamentale Darstellung der sog. Isospin-Gruppe
SU(2)r, d.h. es transformiert sich wie ein zweidimensionaler Vektor unter SU(2),;~Trans-
formationen,

Y — Y =Us, (6.102)

wobei

Up=exp(—id-t) € SU(2); (6.103)

ein Element der SU(2); in der fundamentalen Darstellung ist. Dies bedeutet, dass
d = (a1, q9,as) der Vektor der Parameter der SU(2); und ¢ = 7/2 der Vektor der
Generatoren der SU(2); in der fundamentalen Darstellung ist, mit dem Vektor der
Pauli-Matrizen 7 = (71,72, 73). Da die Pauli-Matrizen (2 x 2)-Matrizen sind, ist auch
Uy eine (2 x 2)-Matrix, die die Komponenten ), 1, des fundamentalen Iso-Dubletts
untereinander transformiert. Der Dirac—adjungierte Spinor transformiert sich geméf

Y — ¢ = (Up) 0 = ¢TIy = iU} = $UT (6.104)

weil Dirac-Matrizen und Elemente der SU(2); in verschiedenen Réumen operieren.
Pionen bilden ein Iso-Triplett im Isospin-Raum,

. P1
o=1| ¢2 | . (6.105)
03

* 70 ergeben sich aus den Komponenten ¢; des Iso-Tripletts

Die physikalischen Pionen 7
gemaf

= % (b1 Fiy) , 7° = 3. (6.106)

Offenbar gilt 7= = (71)*. Das Iso-Triplett bildet die sog. adjungierte Darstellung der
SU(2);, und transformiert sich entsprechend wie

¢— ¢ =Ub, (6.107)

wobel

U, = exp (—iﬁ f) e SU(2); (6.108)

ein Element der SU(2); in der adjungierten Darstellung ist. Der Vektor der Parameter
ist 5 = (b1, B2, B3) und der Vektor der Generatoren in der adjungierten Darstellung
ist T = (11, Ty, Ty), mit

(T3)jw = —i€ijp, 0,5,k =1,2,3. (6.109)

Diese Generatoren sind offensichtlich (3 x 3)-Matrizen, und dementsprechend ist auch U,
eine (3 x 3)-Matrix, die die Komponenten des Iso-Tripletts untereinander transformiert.
Die Lagrange-Dichte des nichtwechselwirkenden Pion-Nukleon-Systems ist

Lo = 06— M+ 5 (0,605~ m?5-5)
= (i) — M)y, + Pn (i) — M)y + Oy~ 07" —mPn~n*
+ % [0, 700 7" —m?(=°)?] . (6.110)
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Man beachte die unterschiedliche Normierung der Terme, die den geladenen Pionen ent-
sprechen, im Vergleich zu denen des neutralen Pions. Dies muss aber so sein, denn wenn
wir & = 77 identifizieren, ist 7= = (77)* = ®* und die Terme der geladenen Pionen
entsprechen genau der Lagrange—Dichte (2.79) des geladenen skalaren Feldes.

Die Lagrange-Dichte (6.110) ist invariant unter (globalen) SU(2),;~Transformationen,
da

= (i) — M)y,
(/5 . <Z5 — (b' . gb/ = Qb;?b; = (Ua)ij¢j(Ua)ik¢k = (bj(Ua)]Ti(Ua)ik(bk (6-111)
= j(Ua);i(Ua)ik% = 0j0jkdr = Ppdr = 5 5
und analog B B ) ) ) )
0up- ") — 0,00 = 0,00 .

Hier haben wir benutzt, dass eine (3 x 3)-Matrix, die die Komponenten eines reellwerti-
gen dreidimensionalen Vektors ineinander transformiert, ebenfalls reellwertig sein muss,
d.h. U, € R, weshalb Ul = U].

Nun stellt sich die Frage, wie der wechselwirkende Anteil L;,, der Lagrange—Dichte
aussieht. Wir suchen nach einer Form, die q? mit ¢ und ¢ in einer SU(2);-invarianten
Weise koppelt. Die naive Yukawa-Kopplung

gv oy
scheidet offenbar sofort aus, denn ein einzelner Isospin-Vektor qi; ist niemals invariant. Wir
miissen das Skalarprodukt mit einem anderen Vektor in der adjungierten Darstellung

der SU(2); bilden, damit wir eine SU(2);-Invariante erhalten. Aber wir kénnen nicht

einfach einen weiteren Vektor 5 nehmen,

g ooy,
denn dieser Term enthélt zwei Felder q; und nicht ein einzelnes. Wir konnten aber das
Skalarprodukt von ¢ mit dem Vektor der Pauli-Matrizen nehmen, also

gUT-dU . (6.112)

Wir iiberzeugen uns davon, dass dieser Ausdruck invariant unter SU(2),;~Transformatio-

nen ist. Offenbar geniigt es, dies fiir infinitesimale Transformationen zu zeigen. Fiir
solche gilt geméf Gl. (6.107)

6 — ¢ =1—if T)+0(8) = ¢&le; — iBi(Ti)un] + O(B?)

= &(¢; — Bicijudr) + O(B*) = €(9; + ealicdn) + O(5%)

=¢+Bxd+0(5), (6.113)
also . . . L

79— T =T-0+T-Hxd+0(5). (6.114)
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Unter Benutzung der SU(2)-Vertauschungsrelation

[ti, t;] = i€ty = iEz‘jk% (6.115)

kénnen wir den zweiten Term in Gl. (6.114) folgendermaBen umschreiben,
7 Bx G = epmiBitn = enymubit; = (—i)iepTiBid; = —2ilti, ;]5:;
= —it-f7¢p+iT-G1-F. (6.116)

Damit a8t sich Gl. (6.114) (unter konsistenter Vernachléssigung von Termen der Ordnung
O(B?)) wie folgt umformen,

~ (11— it - )T - 4}
~ exp(—it- §) 7 exp(it - f)
= U(A) -GN (6.117)

Fog — Td ~ Fg—iff
_’T
)

Die Grofe 7 - 5 transformiert sich also wie eine Matrix in der fundamentalen Dar-
stellung. Wenn wir ¢ und ¢ mit den Elementen U }(5’) und Uy(f) der fundamentalen
Darstellung der SU(2); transformieren, d.h. also eine Transformation mit demselben
Parametervektor § durchfiihren, folgt sofort die SU(2);~Invarianz des Ausdrucks (6.112),

g7 oY — g T3 = g UNB)U(B) T SUF(BYUs(B)d = g 7~ 64 . (6.118)

Der Ausdruck (6.112) ist aber noch nicht ganz die korrekte Form fiir die Wechselwirkungs—
Lagrange—Dichte L;,;. Wir miissen noch in Betracht ziehen, dass Pionen pseudoskalare
Teilchen sind, d.h. sie transformieren sich ungerade unter Parititstransformationen,

&' (t,7) = Po(t, ") PT = npd(t, —7) = —d(t, —7) . (6.119)

Hierbei ist P der Operator der Paritédtstransformation und np die intrinsische Paritét
des zu betrachtenden Teilchens. Fiir Pionen gilt np = —1. Auf der anderen Seite gilt, dass
Nukleonen sich gerade unter Paritéatstransformationen transformieren,

1%/@77?) = S(PW(t» F) = 77P’Yo¢(ta _F) _E +P)/O¢(t> _F) )
W(@F) = w,T(ta 7:’)’)/0 = ¢T<t7 _F>73 ¢(757 _7_3)70 ) (6'120)

wobei wir die intrinsische Paritit np = +1 des Nukleons benutzt haben. Also transformiert
sich der Ausdruck (6.112) unter Paritétstransformationen wie folgt

G (8, 7) 7 B (T (4, 7) = —g Bt =) 7 - Gt —) it —7) (6.121)

Der Vorzeichenwechsel des rdumlichen Arguments spielt hierbei keine Rolle: wenn wir in
der Wirkung {iber den gesamten Raum integrieren, konnen wir diesen durch die Substitu-
tion 7 — —7 beheben. Insgesamt bleibt jedoch ein Minuszeichen iibrig, was bedeutet, dass
sich der Ausdruck (6.112) ungerade unter Paritédtstransformationen transformiert. Wir
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wiirden jedoch gerne haben, dass sich £;,; gerade unter Paritiatstransformationen trans-
formiert. Andernfalls wiirde dies bedeuten, dass die Pion-Nukleon-Wechselwirkung die
Paritét verletzt, was experimentell niemals beobachtet wurde. Die einfachste Moglichkeit,
dies zu beheben, ist ein 75 einzufiigen,

9T O (6.122)

Dies transformiert sich wie folgt (wir lassen im folgenden die Raum-Zeit-Argumente
weg; es ist klar, dass wir den Vorzeichenwechsel in der Raumvariable, ¥ — —7, bei
der Paritédtstransformation in der Wirkung durch Variablensubstitution 7 — —7 bei der
raumlichen Integration riickgéngig machen kénnen),

gV T oY — g TO Y = —gY B ToN Y = g0 T OY =g s ToY

(6.123)
wobei wir Y975 = —757% und 72 = 1 benutzt haben. Der Term (6.122) ist aber immer
noch nicht ganz der korrekte Ausdruck fiir Ly, denn er ist (fiir g € R) nicht hermitesch,
sondern anti-hermitesch,

(g7 o) = gt 7 @1l ot = gy T b (i)

= —gVBT NP =—gPT 0P, (6.124)
wobei wir die Hermitezitdt von 5 und von 7y sowie wieder vyvs = —7v57 benutzt ha-

ben. Eine anti-hermitesche Wechselwirkungs—Lagrange—Dichte fiihrt aber zu einer nicht-
unitidren Zeitentwicklung und damit zur Verletzung der Wahrscheinlichkeitserhaltung,
was wir unbedingt vermeiden sollten. Gliicklicherweise ist dies einfach zu beheben: wir
multiplizieren den Ausdruck (6.122) einfach mit einem Faktor i,

Ling ZiQ&%F'G;?ﬂ:igﬁé%,aﬁﬂj%wé ) (6.125)

wobei die Indizes die Werte i, j = 1,2 und a = 1, 2, 3 annehmen. Wir haben hier zusétzlich
die Dirac-Indizes explizit kenntlich gemacht und der besseren Ubersicht halber die fun-
damentalen Isospin-Indizes als Superskripts geschrieben. In physikalischen Feldern lautet
Gl (6.125)

Lie = 19 Wp,Pn)s ( " ﬁ:ai% ¢1__¢’;¢2 ) ( zii )

_ _ 0 +
= 19 (Y75, ¥ns) ( \/gf \/_5;2 ) < Z: )
= g @p% 0%, — Y5 T0%Un + V2 0y T by + V25 T ¢p> . (6.126)

Diese Wechselwirkungsterme lassen sich diagrammatisch wie in Abb. 6.4 gezeigt darstel-
len.
Das erzeugende Funktional fiir n—Punkt-Korrelationsfunktionen ist

- 1 9 1 9 1 9 >
Z[Ja ﬁ? 77} :N €xXp [Z/d4X ‘Cint <; 5 = 5 ; - > ZO[‘Lﬁ? 77] .

(6.127)
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0 0 - -
i i v A
p ﬂ\ p . 4\ - " 4\p p ﬂ\ -
igY, ~igys 2'igy, 2igy;

Abbildung 6.4: Diagrammatische Darstellung der Pion-Nukleon-Wechselwirkungsterme
aus Gl. (6.126). Die Pfeile an den Linien deuten den Flufl der positi-
ven elektrischen Ladung an, wobei beim letzten Diagramm zu beachten
ist, dass ein einlaufendes 7~ einer auslaufenden positiven Ladung ent-
spricht.

Hierbei sind (wenn wir wie gehabt die Normierung Z10,0,0] = 1 fordern)

1 0 ) 1 6 -
N_lzex Z'/d4X£in - = P y L ZJ7_7 )
P [ "\ eJ(x) i on(X) i on(X) o P
(6.128)
und (aufgrund von Gl. (6.125))

e (o bt o L o ) L o o5l o0 1 9

s o) T an(x) ) ) a0 P ST § ()
(6.129)

Wie gehabt generieren diese Funktionalableitungen, angewendet auf Zo[j, 7,m], genau die
Wechselwirkungs—Lagrange—Dichte (6.125). Das zusétzliche Minuszeichen im Nenner vor
der Funktionalableitung nach 7’ (X) riihrt daher, dass man diese erst mit der GraBmann—
Variable ¢ (X) (im Term i [ d*X ¢ (X)n’,(X) im Exponenten von Zy[J,7,7]) vertau-
schen muss, bevor man sie auf 7’ (X) anwenden kann.

Das erzeugende Funktional der nichtwechselwirkenden Theorie 148t sich wie gehabt in

geschlossener Form angeben, vgl. Glgen. (5.57) und (5.152),

Zo[ T, 73, 7) (6.130)

1)
= exp {—z’ / Ay d*z B Jo(Y) Apap(Y = Z) J(Z) + 0, (Y) S 5(Y = Z) ng(Z)} } .

Hierbei ist

d*K 0,
Apap(Y = Z)= | —— ¢ #EOV-2)___"ob 6.131
Fab( ) / (2m)* € K2 —m?2+in ( )
der freie Feynman—Propagator des Pionen-Feldes, a,b = 1,2, 3, und
y d*K , K+ Mbys .
SY (Y —2) = miRY=2) 71 10§ 6.132
F’”/é( ) /(27r)4€ K2 — M?+1in ( )

der freie Feynman—Propagator des Nukleon-Feldes, 7,7 = 1, 2.
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Der Streuoperator ist

A 4 T m2 0 B ij )
S = exXp {/d X [gba,ln(X)(Dx + )(Sab 5Jb( ) ‘f"@z)a 1n( )( @w M)a/g(s 577%()()
- 5771-(;)()(—%'596 —M)ap 67 z@é,m(X)H L Z[J, 7, - (6.133)

Hierzu sind folgende Bemerkungen zu machen:

(i) Der erste Term im Exponenten ist eine direkte Verallgemeinerung des Terms im
Exponenten in Gl. (6.98) auf die drei Isospin-Freiheitsgrade a = 1, 2,3 des Pions.

(ii) Der zweite Term im Exponenten ist die Ubertragung des Terms im Exponenten in
Gl. (6.98) auf Fermionen mit zwei Isospin-Freiheitsgraden i, j = 1, 2. Die Funktional-
ableitung nach 77(X) erzeugt Korrelationsfunktionen von ¢(X). Der Dirac-Operator

(i, — M) “amputiert” die duBeren Beine und der Feldoperator 1y, erzeugt oder
vernichtet Fermionen. Der Dirac-adjungierte Feldoperator tritt auf, damit der ge-
samte Ausdruck ein Poincaré-Skalar ist. Wir haben Dirac-Indizes wieder explizit
aufgefiihrt.

(iii) Der dritte Term im Exponenten ist das Analogon des zweiten Terms, aber mit ei-
ner Funktionalableitung nach 7(X) und einem Feldoperator ¢y,. AuBerdem tritt
der Dirac-Operator fiir das Dirac-adjungierte Feld auf, vgl. Gl. (2.115). Die ge-
samte Struktur ist wieder Poincaré—invariant. Wieder haben wir die Dirac—Indizes
a, B explizit aufgefithrt. Das zusétzliche Minuszeichen erklart sich daraus, dass man
die Grafimann—wertige Funktionalableitung nach n zunéchst mit der Graimann-
Variable 77 im Exponenten von Zo[j, 7,m] vertauschen muss, bevor man sie auf 7
anwenden kann.

Nun berechnen wir das erzeugende Funktional bis zur zweiten Ordnung in der Kopp-
lungskonstanten g, durch Entwicklung der Exponentialfunktion in Gl. (6.127) bis zum
Term zweiter Ordnung. Wir schreiben Dirac—Indizes explizit aus und notieren fundamen-
tale Isospin-Indizes der besseren Ubersicht halber als Superskripts,

5 1 ) ] ) 1 )
ZJ,ﬁﬂ? :N 1+Z/d4XZg V5,0 a_' -
S ) (X)) > G 5I(X) T s (x)
1 ) 1 ) 1 )
— [ d'YVd'Xi = =
/ Ty on(v) P00 G 5 0,(Y) i oni(Y)
1 ) ] 1) 1 )
X ig Vap e~ +0(g%)
(=) i, (X) 77 60l (X) i spl(X)
o GV AW [Side(V) il p (VW) iJa(W)ting (V) iS g, (V=W) inj (W)] (6.134)
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Es empfiehlt sich, die Terme der Ordnung O(g) und O(g?) separat zu berechnen. Fiir den
Term der Ordnung O(g) erhalten wir

1 ) 10 ~
Zg=i | d'Xig— = 150p T = WS (X — W) i (W
g Z/d g (—Z) 577l (X) 757 57_(1 7/ 5Ja(X> /d ZSF,[?U( )2770'( )

07

el AV AW iTe(V) il ca(V=W) iJa(W)+iy (V) iS g, (V=W) ing (W)]

= Z/d4X g =) W%,aﬂ TS /d4W ZS}%%(*X = W)ing (W)

« / AU i g (X — U ida(U)

< el 4V AW [§iJe(V) A ca(V=W) ia(W)+img (V) iS 2 (V=W) i (W)]

= / A* X igvs.05 T {—z'sgﬁa(()) / AU iApea(X —U)iJy(U)
— / AW S (X — W) in2 (W) / AU iApea(X — U)iJy(U)
X /d‘*V@'ﬁ;”(V)i ;j;fa(v—X)} ZolJ 1, 1]
= / d*X {—z’gtrp,[ (5 72 1S (0)] / AU iApaa(X = U)iJy(U)
+ / AV (V) iSg (V — X) ig ¥s.ap 72 / d'W S (X — W) ink (W)

X / A*U iAp (X — U)z’Jd(U)] ZolJ, 77,1

777777777 QR + @ | ZolT.mm) - (6.135)

Il
I
<
S
<
S

144

Hier haben wir in der diagrammatischen Darstellung den Nukleonenpropagator ¢Sy mit
einer durchgezogenen Linie und den Pionenpropagator iAgr mit einer gestrichelten Linie
gekennzeichnet. Die Pfeile geben den Nukleonenfluss an, wobei beim zweiten Diagramm
der Fluss aus der n—Quelle heraus und in die 7—Quelle hineinfliefit. Die geschlossene Schlei-
fe im ersten Diagramm entspricht einer Spur iiber Dirac—und Isospin-Indizes, die wir mit
trp ; abgekiirzt haben. Die Farbkodierung haben wir eingefiihrt, um bei der Berechnung
des Terms zweiter Ordnung die Ubersicht zu behalten, welche Terme von diesen beiden
Termen erster Ordnung herriihren.
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Der Term zweiter Ordnung ~ O(g?) berechnet sich unter Zuhilfenahme des gerade be-
rechneten Terms (6.135) erster Ordnung wie folgt (die Farbkodierung der einzelnen Terme
eines Ausdrucks soll die Zuordnung zu denen des vorangegangenen Ausdrucks erleichtern:
Terme in rot und purpur rithren vom roten Term im vorangegangenen Ausdruck her,
und entsprechend Terme in blau und violett vom blauen Term, sowie Terme in griin und
schwarz vom schwarzen Term),

7 1 ) 1 ) 1 %)
Zz = - d4Yi —~ T TM—, - Z
s 2/ IS0 o) P07 G50,V § oY)
) 1 )

= 5 At et
X {—igtrDJ (V5 74 iSF(0)] / A*U iApea(X —U)iJy(U) / AW iSEL, (Y — W) ink(W)
+ iSE (Y — X)igYsaps T / WS (X — W) in2 (W) / A"V iApaa(X = U)iJa(U)
+ / AWV i (V) iSEL(V = X)igysap 7 / AW iS5, (X — W) iy (W)

X /d‘*Uz'AF,ad(X —U)idy(U) / d*ZiSgh (Y — Z) z’nf(Z)} ZolJ, 7, 7m]

= f/d4Xd4Y¢ L0
T2 GRS

X {— igtrp.r (V5 Ta 157 (0)] iA (X —Y) / AW iSgEL, (Y — W) ink(W)
— gt [ys T iSr(0)] / QU i g oa(X — U iJu(U) / AW iS L (Y — Wi (W)
X / AV iApp(Y = V) id (V)
+ iSEs (Y = X)igysas Ty / WS (X = W) ik (W) iApa(X —Y)
IS E Y = X)ig ) [ AWISE (X - W) inb(v)
« / AU A pa( X — U ida(U) / AV iA gV — V) idu(V)
b [V S I = X)iganaand [ AW iSE, 0= W)inov)
X iApap(X —Y) / d*ZiSgh (Y — Z)in?(Z)
b [ AV W) ISELY = X)ig e [ AWISE, (X - W) ins(v)
X / AU iApea(X — U)iJy(U) / d*ZiSgh (Y — Z)in?(Z)

X /d4RZ'AF7bC(Y - R) ZJc(R>} Zo[ja 7_77 77]
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2
% /d4X d4Y { Zg tI‘DJ [’}/5 Ta ZSF(())] iAF,ab(X — Y) Zg tI‘DJ [’}/5 Ty ZSF(O)]
— zq tl"D’] [’}/5 Ta ZSF(O)] ’L'Apﬂb(X — Y)
X / AV (V) iSEE (V =Y ) igvsqs 7" / AW iSEL, (Y — W) ink(W)
Zg tl"DJ [’75 Ta ZSF(O)] /d4UiAF7ad(X — U) ZJd(U)
X zg tI‘D’[ [75 Tb ZSF(O)] /d4V Z'AFJ)C(Y — V) ZJC(V)
ig tI‘DJ [’}/5 Ta ’LSF(O)] /d4UZ'AF’ad(X - U) ZJd(U) /d4RZﬁgL(R) ZS&%(R — Y)

X G V55 T / AW iSEs, (Y — W) int (W) / AV iApp(Y = V)iJ.(V)

trp 1 [1Sp(Y — X)ig v 70 iSp(X —Y) igvs 7 1A pap(X — Y]

[ AV WSV = Y)ig s IS Y~ X)idral(X - V)

<ig sy [ AW EST, (X = W)ing ()

/ AV iJ.(V)idpa(V = Y)trp s [iSp(X — Y)igvs 1 iSp(Y — X)ig s 7a]

X / A*U iApa(X — U)iJy(U)

/ AV iJ.(V)idAps(V —Y) / d*"Rin (R)iSE% (R =Y ) igvsqs 7y iS55,(Y — X)

X 09 Y508 T, / WS (X = W) ink (W) / d*U iAp (X — U)iJy(U)
/ AV (V) iS (V= X)igys.as 7l 1825 (X = V)igvsqs 7 iAppa(Y — X)
X / d'ZiSh (Y — Z)in?(Z)

/ d*V i (V) iSEe (V = X) igYs.as T2 / d'W S (X — W) ink (W)
X IAp (X —Y)trp[igys 7 4Sr(0)]

/ Vi (V) iSEe (V — X) ig Y56 T2 / AW S (X = W) int (W) iApa(X = Y)
< [ dRing (R isE (R-Y)ignsaentt [Zisf (v - 2)i2)

/ d'U iJa(U) iApaa(U — X) / AV i (V) iSglpa(V — X) ig Y505 72

X iS5 (X =Y )igys st / d*ZiSgh (Y — Z)in?(Z) / d*RiApp(Y — R)iJ.(R)
/ AV il (V) iS eV = X)ig 5,5 720 / AW S, (X — W) ing(W)

X / A*U iApea(X — U)iJg(U) trp g [igvs 73S#(0)] / d*RilApp(Y — R)iJ.(R)
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+ / AV i (V) iS e (V = X)ig Vs, 720 / AW S (X — W) in (W)

X / A*U iApea(X — U)iJg(U) / d*Sinl(S)iS g (S = Y)igyss i

X / d*ZiSh (Y — Z)in?(Z) / d*RilApp(Y — R) z‘JC(R)} ZolJ. 7,1] (6.136)

N —

T o N U _ 3
N =1+ - YQ X Yy | +0(®) .  (6.137)

Wiederum heben sich die Vakuumdiagramme im Z#hler und Nenner von Gl. (6.127) ge-
geneinander weg. Wenn wir noch topologisch dquivalente Diagramme zusammenfassen,
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6.4 Yukawa—Theorie: Pion—Nukleon—Streuung

(b)

7—]777]2 ZO[ 77_]777]‘

K L
1
-5 &t ® + m
(d) (e)
2
DO

i ? 0)

(6.138)

Diskussion der einzelnen Diagramme:

(a)

(b)
(c)

Dieses Diagramm der Ordnung O(g) ist das sog. Kaulquappen-Diagramm (eng].
tadpole diagram). Die geschlossene Nukleonenschleife bildet den Kopf und der Pio-
nenpropagator den Schwanz der Kaulquappe.

Dieses Diagramm der Ordnung O(g) ist der Pion-Nukleon-Vertex.

Diese beiden Diagramme stellen die Beitriige der Ordnung O(g?) zur sog. Nukleon-
Selbstenergie dar. Das erste Diagramm modifiziert die freie Propagation des Nu-
kleons um einen tadpole—Einschub, das zweite ist der Beitrag des sog. Pionaus-
tausches. Dabei wird ein Pion vom Nukleon emittiert, aber dann wieder von ihm
eingefangen.

Dieses Diagramm bildet den Beitrag der Ordnung O(g?) zur Pion—Selbstenergie.
Dabei wird die freie Propagation des Pions durch virtuelle Erzeugung und Ver-
nichtung eines Nukleon-Antinukleon-Paares modifiziert.

Von links nach rechts in der Zeit gelesen stellt dieses Diagramm den Beitrag der
Ordnung O(g?) zur Pion-Nukleon-Streuung dar. Ein Nukleon absorbiert ein Pion
und emittiert es anschlieBend wieder. In der QED heifit der entsprechende Prozess
(bei dem ein Elektron ein Photon absorbiert und wieder emittiert) Compton—
Streuung. Liest man das Diagramm aber von unten nach oben in der Zeit, handelt
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(2)

es sich um die Vernichtung eines Nukleon-Antinukleon-Paares mit anschlieflen-
der Erzeugung von zwei Pionen. Umgekehrt, von oben nach unten gelesen, han-
delt es sich um die Vernichtung von zwei Pionen mit Erzeugung eines Nukleon-
Antinukleon-Paares. Welche dieser Prozesse selektiert werden, entscheiden der je-
weils gewahlte Anfangs- bzw. Endzustand der S—Matrix. Da in diesen Diagram-
men keine Schleifen (engl. loops) auftreten, spricht man von Diagrammen auf sog.
Baumgraphen-Niveau (engl. tree-level diagrams).

Von unten nach oben gelesen handelt es sich bei diesem Baumgraph um den Beitrag
der Ordnung O(g?) zur Nukleon-Nukleon-Streuung. Umgekehrt, von oben nach
unten gelesen, handelt es sich um den O(g?)-Beitrag zur Antinukleon-Antinukle-
on-Streuung. Von links nach rechts (oder rechts nach links) gelesen, handelt es
sich um den O(g?)-Beitrag zur Nukleon- Antinukleon-Streuung. Welche dieser
Prozesse im einzelnen selektiert werden, entscheiden wiederum der jeweils gewéhlte
Anfangs- bzw. Endzustand der S—Matrix.

Hierbei handelt es sich lediglich um das Quadrat des O(g)—Beitrags, also um unver-
bundene Diagramme.

Wir fassen im folgenden noch einmal die Feynman—Regeln in der Raum-Zeit zu-
sammen, die noétig sind, um Formeln in Diagramme zu iibersetzen:

(i)

(i)

(iii)
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Pion-Nukleon-Vertex:

Z‘/d4Xig’y57a/37';j: X p----- a . (6.139)

Quellterme:
/d4Xz'Ja(X): QX
a
[axineo = >ex .
i o
/d4Xiné(X)— <X . (6.140)
i o
Propagatoren:
Y X
ZAFab()( - Y) = ¢ - ---------- .
b a
Splap(X —Y) . L (6.141)
! — = O+C . )
s i B i o
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(iv) Jede geschlossene Fermionenschleife sorgt fiir ein zusétzliches Minuszeichen. Dieses
haben wir allerdings immer explizit vor den Diagrammen notiert.

Die kombinatorischen Faktoren in Gl. (6.138) lassen sich auch leicht verstehen. Z.B. gibt es
bei Diagramm (e) zwei Moglichkeiten, die Nukleonenbeine der beiden Vertizes miteinander
zu verkniipfen, aber bei Diagramm (f) nur eine Méglichkeit, vgl. Abb. 6.5. Zusammen mit
dem Faktor 1/2 vor dem Term der Ordnung O(g?) resultieren daraus die in Gl. (6.138)
angegebenen Faktoren.

,,,,,,,,,,,

Abbildung 6.5: Es gibt zwei Moglichkeiten, das Diagramm der Pion-Nukleon-Streuung
aus zwei Pion-Nukleon-Vertizes zu konstruieren, aber nur eine fiir das der
Nukleon-Nukleon-Streuung.

Wir diskutieren jetzt die Pion-Nukleon-Streuung im Detail. Die Kinematik sei so, dass
ein Pion mit Impuls k und Isospin a und ein Nukleon mit Impuls p, Spin s und Isospin ¢
einlaufe und ein Pion mit Impuls k' und Isospin b und ein Nukleon mit Impuls p’, Spin
s’ und Isospin j auslaufe, vgl. Abb. 6.6.

->

k a K b

pi 23

Abbildung 6.6: Kinematik der Pion-Nukleon-Streuung.

Der Eingangszustand ist demzufolge
[i)in = 15,5, 5 K, a)in = b, 5,(7) ] 5 (K) 10) (6.142)
Entsprechend ist der Endzustand
out (f| = out(F 8,33 k' b = (0] byrjont (F") ot (K) - (6.143)
Das S—-Matrix-Element ist

sz = Out<f|i>in = 1n<f|g|l>ln = <0| Z;S’j,in(ﬁ/) &b,inugl) géli,in(@ d;in(]g) |0> . (6144)

209
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Bei der Pion-Nukleon-Streuung handelt es sich um eine Vier-Punkt-Korrelationsfunktion
(zwei ein- und zwei auslaufende Teilchen). Daher miissen wir die normalgeordnete Expo-
nentialfunktion im Streuoperator (6.133) bis zur vierten Ordnung in ihrem Argument
entwickeln. Bezeichnen wir

P 4 2 9 ) y 5
A = /d X [¢a,in(X)<Dx +m )5ab (SJb( ) + ¢a m( )( ax - M)aﬁ 0 517]%()()
- 577;)()(_"596 —M)ap 8 90 (X )} : (6.145)

so lautet der bis zur vierten Ordnung entwickelte Streuoperator

. ~ 1 1 - 1 - -
S~ (1+A+§:A2:+—:A3:+5:A4:) Z[J,n,m) (6.146)

3!

J.iin=0

Beim Term erster Ordnung in A ist die Normalordnung iiberfliissig, da lediglich erste Po-
tenzen von Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren auftreten. Wir setzen diesen Aus-
druck in Gl. (6.144) ein und berechnen nun Term fiir Term. Wir unterdriicken auch den
Index “in” an den Operatoren, da keine Verwechslung mehr moglich ist. Fiir den Term
der Ordnung A° erhalten wir mit Z[0,0,0] = 1

(01 by (5") an (R B, ()l (B) 0) = (0] {bws @), 0L} |an(B"),al(B)] 0} (6.147)

(
— 4B, B} 8,y 055 6 (21)56 (5 — ') 6P (k — k') .

Hier haben wir beim ersten Gleichheitszeichen benutzt, dass Vernichter (Erzeuger), nach
rechts (links) angewendet auf das Vakuum, null ergeben. Fiir das zweite Gleichheitszei-
chen haben wir die bekannten Vertauschungsrelationen (3.36) und (3.121), entsprechend
erweitert auf Isospin-Indizes, und die Normierung des Vakuumzustands, (0|0) = 1, ausge-
nutzt. Gleichung (6.147) bedeutet, dass kein Steuprozess stattgefunden hat, alle Teilchen
behalten ihren Impuls und ihre Spin- und Isospin-Quantenzahlen.

Fiir den Term der Ordnung A berechnen wir

(O bey (7) () A ZLT. 0. gy ) B 0
- [ax [<0653<*'> (B8O B B 00, + ) T (1)
0y 7) ) PO D) ) 0009, — Moy “s
52‘]_’77’ o o~ Tk STN
—%mzo—m— Jos (0] () a0 F") G5) B, a5 Ry 0

Setzen wir nun die Fourier—-Entwicklung fiir die Feldoperatoren ein, so erkennen wir, dass
wir bei allen Termen den Vakuumerwartungswert einer ungeraden Zahl von Erzeugern
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oder Vernichtern erhalten. Daher gibt es immer einen iiberzéahligen Vernichter (Erzeuger)
der nach rechts (links) auf das Vakuum wirkt. Daher verschwinden alle Terme identisch.
Im Term der Ordnung A? treten folgende Funktionalableitungen auf:

27 87 87 872 87 8Z
5J8.J° §J57° 8.Jon° o7on’ onon’ 67oq

(6.149)

Von diesen iiberleben, wenn wir die Quellen anschliefend gleich null setzen, lediglich
627/8J6J und 6°Z/5idn, weil 7 und 1 in Z stets paarweise auftreten; wenn man nach der
einen Quelle ableitet, muss man auch nach der anderen ableiten, um sie zu eliminieren,
ansonsten verschwindet der Term, wenn man die Quellterme null setzt. Betrachten wir
also zunichst den Term ~ §22/§J8J,

~

L <0|bs](*’) (E)/d4Xd4Y:<£C(X)(Dx+m2)MLm ¢d(Y)(Dy+m2)5Jd(Y):
x Z[.J,7,n] Fereneo bl,(p) (k) |0)
1 Ay 14 2 2 522[j; 7, 1)
= é/d Xdawy (Dx +m )(Dy +m ) (5JC(X)53(1(7]Y) P
% (01 by (), B3 } (R : e X) (Y () 10) (6.150)

Hier haben wir einige Terme umsortiert, indem wir ausgenutzt haben, dass (a) die beiden
d’Alembert—Operatoren lediglich auf die Funktionalableitung von Z wirken, (b) dass der
fermionische Erzeugungsoperator mit den bosonischen Feldoperatoren und dem bosoni-
schen Vernichter vertauscht und (c) dass die Kombination by ;(5")bl,(5) auch durch den
entsprechenden Antikommutator ersetzt werden kann, da ein nach links auf das Vakuum
wirkender Erzeuger null ergibt. Der Antikommutator der beiden fermionischen Operato-
ren ergibt nun aber

{803 (). 848 | = 2B, 6,01, (275D (5 = ')

d.h. das Nukleon behélt seinen urspriinglichen Impuls, Spin und Isospin bei. Dies bedeutet
aber wiederum, dass keine Streuung stattgefunden hat. Nichtsdestotrotz lohnt es sich fiir
spétere Zwecke, den bosonischen Vakuumerwartungswert zu berechnen,

(018 000602 al(B0) = [ Gt
< (018 (F) <[ a@) + ¢Nal(@)] [ auld) + 0 al(d)]  al ) o)

d3qd3§' —iQ-X—iQ’- AT A Ao at (e
- /W{e CET0] an(k) ac(q) aa(q") al (k) 0)

it ( )yo>] . (6.151)
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Der erste und letzte Term verschwinden, da sie eine ungerade Zahl von Erzeugern und
Vernichtern enthalten. Beim zweiten und dritten Term koénnen wir jeweils die beiden
ersten und letzten Operatoren durch die entsprechenden Kommutatoren ersetzen, da die
zusétzlichen Terme verschwinden (es wirken dort Vernichter nach rechts bzw. Erzeuger
nach links auf das Vakuum). Wir erhalten

(0] ap(k') - de(X )éd(Y)idl(Eﬂmz/(Q:)gT%

X [e_iQ'XHQ/'YZLEk/Ek Oac Obd (27T)65(3) (];, —q) 0 (E )
+ eiQ.X—iQ’-Y4Ek,Ek Oad Obe (271')65(3) (/2/ - @) 5(3)(E - Jl)]

= Gue Opg e KAFEY 5 4 Gy B XTEY (6.152)

Eingesetzt in Gl. (6.150) ergibt sich

1 4 4 2 522[‘77 _7 ]
§/dXdY (O, +m?)(0, +m)W63d(UY) -
< (0] LBy (7). 81,00 ") :3.(X)dulY): a}(F) [0}

% 2B, 05y 055 (2m)368) (5 — ") / d*Xx d'y
2 52Z[j7 7_]7 77]
m”)
0Jo(X)0 (V)|

(Ey _'_m2> 6iK’-Y

x e YO, +

82Z[J, 7, m)

7 = 2\ iKY
SO (0, +m?) e . (6.153)

+ ‘KX(Dﬁm)

Durch Umbenennen X <+ Y erkennen wir, dass die beiden Terme in geschweiften Klam-
mern identisch sind (die beiden Funktionalableitungen nach den Quellen J,(X), J,(Y)
vertauschen), und wir erhalten

1
§/d4Xd4Y (O, +m*)(3, + m?)

= 2F, 0. 05 (2m)36) (5 — ") / d*x d'y

212



6.4 Yukawa—Theorie: Pion—Nukleon—Streuung

Nun betrachten wir den Term ~ §27/870n, 12.5.2021

—1<oybsj(*') J(F) /d4Xd4Y

T~ My ot j_ng—zéy M) AY) (6.155)
6*Z1J, . 1]

Den bosonischen Vernichtungsoperator konnen wir ohne weiteres direkt vor den entspre-
chenden Erzeugungsoperator schreiben, da er mit allen anderen Operatoren vertauscht.
Anwenden der Kommutationsrelation (3.36) fithrt dann zu dem Schluss, dass das Boson
seinen Impuls beibehélt, dass also wiederum keine Streuung stattfindet. Wir berechnen
den Ausdruck dennoch fiir spatere Zwecke weiter,

1 .
= =5 2B da (27)20® (k — k") / d*x d'Y (6.156)

*Z[J. i1, n)
(Xt (V) |,

*Z[J. 7, 1)
5()§()

(= Z@ = M)55 (0] by (") - 0(X) 5(Y): BL,(5) [0)

X {(lazv _M)Ozﬁ 5

+ (Z@y - M)MS

(=i, M) (0] by () 04X )ﬁﬁ(Y)tgii(@l())}

Die Vakuumerwartungswerte berechnen wir ganz analog wie den in Gl. (6.152), indem wir
die Fourier-Entwicklung (3.119) der Feldoperatoren einsetzen,

<0|b83(_’,) ¢k( ) ( ﬁ)|0 Z/ 2: géldE_'/E

% (0] by (7') £ |79 X dyu (@) 94(d, 1) + €V NB(@) T (7)) (6.157)

x [ (@) ub(@' ') + Y d (@) (@ 1) | 85 10)

Alle Terme mit Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren fiir Antiteilchen verschwinden:
die, die nur einen dieser Operatoren enthalten, verschwinden, wenn dieser (nach links oder
rechts) auf das Vakuum wirkt, und der Term :d,(q)d’,,(7") := —cil,g(q_’ "Yd,1,(q) verschwin-
det ebenfalls, da das Vakuum keine Antiteilchen enthalt. Wir erhalten also

dqu?’_’/ ~ N DT 7 N —k > L=t 1Y iQ-X—iQY
=3 [ gy e D)) 0136 ) )

d3qd3_” A - 2 k= L=t iQ-X—iQ'Y
- X / seyan gy V) 8@ f bl @), 00 }10) B (@) i@ 1) e
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d*qd*q’ 35(3) (=~ 3¢(3) /= =
= Z/ 27 o1E, B, 2L O die (27) 0I5 = §) 2Ey Gopr 630 (2m)°6P (5 — 7')

—

X ug(q,r) us(q', ") e
= O 0wl (7', 8) us(, 5) T XTI (6.158)

iQ-X—iQ'Y

Ganz analog berechnen wir

<O|b51(_”) @ij( ) ( ﬁ)|0 Z/ 2: éI4dE’_)/E

>«m@¢ﬁ>{a@XmA®u4¢m+«@XﬂA@v4¢m]
< [TV @) 01 + V(") T )| () [0)

> LTET b (57) B ) @) BL (5 10) ) () @R
27T 64EE 57 't )

S 8o (", ') uly (P, s) e XY (6.159)

Das zusétzliche Minuszeichen stammt aus der Definition der Normalordnung fiir fermioni-
sche Operatoren. Setzen wir die Glgen. (6.158) und (6.159) in Gl. (6.156) ein, so resultiert

o _% 2E, 6, (27?)35(3)(12— E/) /d4X diy (6.160)
o 8271, 7, ] Py
x e Xl (57,8 (ify — M)ap L (=i, —M)\sus(p,s) e
{ o (X)em(y|,
A 2

= VUGS (i)~ M)y

. (=i P, —M)gaug(D,s) e 4 .

s (X)om )

Im zweiten Term substituieren wir nun X < Y und vertauschen die Reihenfolge der
funktionalen Ableitungen, was ein zusétzliches Minuszeichen erzeugt. Wir erkennen dann,
dass der zweite Term identisch mit dem ersten ist und wir erhalten als Endresultat

= —2F 8 (2m)36P) (k — k') /d4X dty (6.161)
X . §2Z[J, 7,1 =
x e Xgd (p, 8" (idy — M), . - —i M) s ub(p,s) e Y
L', 8") (i )as 575,03 (Y) (=i @, —M)qsus(p, s)
0

Nun betrachten wir den Term der Ordnung A3. Hier treten dritte Funktionalableitungen
von Z|[J,7,n] auf. Allerdings kann man sich wieder auf solche beschréinken, in denen §/d7
und 0/dn paarweise auftreten. Von diesen gibt es nur zwei,

837 d 3z

— un )

0J3 0J ondn
Aber diese Terme werden stets von einer ungeraden Anzahl von bosonischen Erzeugungs-

oder Vernichtungsoperatoren begleitet, so dass das Endresultat, dhnlich wie beim Term
der Ordnung O(A), null ergibt.

(6.162)
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Beim Term der Ordnung O(fl4) brauchen wir aus oben genannten Griinden nur die

Funktionalableitungen

5z 5z 5z

6JL7 6J%26n0n  ondndnon’
betrachten. Mit der ersten treten nur bosonische Feldoperatoren auf, d.h. das Fermion
streut demzufolge nicht. Dieser Term ist daher uninteressant. Mit der letzten treten nur
fermionische Feldoperatoren auf, d.h. das Boson streut nicht. Auch dieser Term ist da-
her fiir die Pion-Nukleon-Streuung vernachléssigbar. Der zweite Term lautet vollstindig
ausgeschrieben

(6.163)

5 OB an(E) [ AX QY ¢ 2 600, + ) S5(Y) i, — M)

3*Z[J, 1, n) (=i, —M)ys GUZ) (O +m?)da(U): B (5) il (F) |0)

" SIS (2)50a(U) |

1 4 4 4 4 2 . [ 7]
_§/dXde 24 @+ )iy~ Moo 57 )5%( S )

X (=i 9, =M )os(Du +m2) (0] by (5") (') < 3ol X) VE(Y) 04(Z) dalU) s BE,(5) () [0)
(6.164)

Hier haben wir schon einige Terme durch Substitution der Integrationsvariablen zusam-
mengefafit, was den Faktor 12 in der ersten Zeile erklirt ([(a — b) + c]* ~ ... + 6(a —
b)2c> + ...~ ... —12abc® + ...). Wichtig ist nun, sich klarzumachen, dass bei der Be-
rechnung des verbleibenden Vakuumerwartungswertes der bosonische und fermionische
Sektor komplett entkoppeln. Wir kénnen daher einfach die vormals erhaltenen Resultate
(6.154) und (6.161) kombinieren,

- _ / X Ay d*Z d*U KX (O, + m?) Y W (57, 8) (i — M)ap  (6.165)

4 T = P L )
0 2L, 1) (i, —M)s (7, 5) =P (O, +m?)e—iKV
GGG

Der zusétzliche Faktor 2 gegeniiber Gl. (6.164) erklart sich aus Gl. (6.154), wo ebenfalls
ein Faktor 2 auftrat. Bei Gl. (6.161) gab es diesen Faktor zwar auch, aber aufgrund
der Tatsache, dass wir hier von Beginn an zwei Mischterme betrachtet hatten. Diese
Mischterme sind in Gl. (6.164) bereits im Faktor 12 beriicksichtigt.

Der néchste Schritt besteht in der Berechnung der Vier-Punkt-Korrelationsfunktion in
Gl. (6.165). Dazu betrachten wir Z[j, 77,n] bis zur Ordnung O(g?), Gl. (6.136). Wenn wir
einige oder alle Funktionalableitungen auf den Faktor Zo[j, 7, n] wirken lassen, erzeugen
wir weitere unverbundene Diagramme, die nichts mit der Pion-Nukleon-Streuung zu tun
haben. Die Funktionalableitungen miissen also auf die Terme (a) bis (g) in Gl. (6.138)
wirken. Da wir anschlieend alle Quellterme null setzen, miissen wir Sorge tragen, dass alle
Quellterme durch die Funktionalableitungen “amputiert” werden, ansonsten verschwindet
der entsprechende Term. Also kommen nur zwei der aufgefithrten Diagramme in Frage: (e)
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und der Mischterm beim Ausmultiplizieren von (g). Aber letzterer ist ein unverbundenes
Diagramm, hat also wieder nichts mit dem Streuprozess eines Pions an einem Nukleon zu
tun. Wir brauchen also lediglich Diagramm (e) betrachten, vgl. Gl. (6.138),

Y, Yy
d @ @c

Nt lo,~
nX; Xp
m 5 o k
Y Y;
= / 4 X d'X, / AV id.(Y2) iAp(Yy — Xa) / QY3 i (Va) iSpap (Vs — Xo)
X 19 Vs.p0 T 1SEor(Xo — X1) 19 Vs.0n T5™ (6.166)

X / d*Y1iSp (X1 — Y1) ing"(Y7) / A5 iAp(X) — Ya)ie(Ya) .

Hier haben wir im Vergleich zum entsprechenden Term in Gl. (6.136) die Vertizes in
X — X1, Y = X5 und die duleren Punkte in W — Y, U - Y, R—> Ysund V — Y}
umbenannt. Auflerdem haben wir die Dirac-Indizes umbenannt und die Isospin-Summen
unter Verwendung von Ap (X —Y) = 64 Ap(X = Y), ST (X —Y) = §9Sp(X - Y)
vereinfacht. Nun berechnen wir geméaf8 Gl. (6.165) die vierte Funktionalableitung dieses

Ausdrucks,
Y Y
AN g 5t e 1™
SI(X)TR(Y )i (Z)8Ja(U) | a8 (X) 0¥ ) ibmi(Z) i alU) 7™ FP,

Y, Y
= —if / Ad* X, d* X5 iSp,(Y — X2) i V5.0 T2 iSker(Xa — X1) 19 Ys.mm T 1Sy (X1 — Z)
X [0pe 0ag iIAF(X — X3) iAR(X) — U) + 054 00c iDp (U — Xo)iAp(X; — X)] .
= —8 / d*X, d*X, [iAF(X — X3)iSp3,(Y — X3) 0975 p0 T 1Sp0r(Xo — X1)
X iG Vs5.mm To 1S g0y (X1 — Z)iAp(Xy — U)
+iAp(U — X2)iSrp,(Y — X2) 19 V5,00 T2 1S p0r (Xo — X1)
X i Y5,mn Ty 1SFy (X1 — Z) iAF(Xy — X))

al/al\ ,’}'<b aq\\ --cb
o e G- N It.-3~ 1o _ (6.167)
, nX; X P . nX; %P
i ] le J
| zY Py A Y
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Bemerkungen:

(i) Das Vorzeichen folgt daraus, dass wir die Funktionalableitung nach der Grafimann—
wertigen Variablen 7 (Z) zunichst mit der Grafmann-wertigen Variablen 7% (Y3)
vertauschen miissen, bevor wir sie auf nj*(Y;) wirken lassen konnen.

(ii) Es treten zwei Terme auf, da wir die Funktionalableitungen nach J,(X) und J,(U)
jeweils sowohl auf J.(Y;) als auch auf J;(Y;) anwenden koénnen. Die diagramma-
tische Darstellung liefert Klarheit iiber die Bedeutung dieser beiden Terme: beim
ersten Term wird das einlaufende Pion vom Nukleon bei X; absorbiert und das aus-
laufende Pion bei X5 emittiert, wihrend beim zweiten Term das auslaufende Pion
vom Nukleon bei X; emittiert und das einlaufende Pion bei X, absorbiert wird.

(iii) Da die Positionen der Vertizes in der diagrammatischen Darstellung beliebig ver-
schoben werden konnen, kann man das zweite Diagramm auch folgendermaflen dar-
stellen:

.,
7z X

Abbildung 6.7: Alternative Darstellung des zweiten Diagramms aus Gl. (6.167).

Wir setzen nun den Ausdruck (6.167) in Gl. (6.165) ein und nutzen die folgenden Iden-
titdten, die aus der Tatsache folgen, dass die Propagatoren bis auf Faktoren identisch mit
den jeweiligen Green—Funktionen sind, vgl. Glgen. (5.141) und (5.144),

i(0, +m?)iAp(X — X;) = WX -X;),
iAp(X: — U)i(0, +m2) = dD(X; - U),
Z(Zﬁy - M)ozﬁ ZSF,B/J(Y - X2) = _5ap 5(4)(Y - X2) )

P

iSF7n7(X1 - Z) i(_i @Z _M)vé = _5775 5(4)(X1 - Z) . (6.168)
Das Streumatrix-Element Sy; besteht aus einer Reihe von Termen, die keinem echten

Pion-Nukleon-Streuprozess entsprechen. Diese fassen wir in der Notation “1” zusammen.
Der einzige Term, der einer echten Streuung von Pion und Nukleon entspricht, d.h. bei
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dem sich auch die Impulse der beteiligten Teilchen &ndern konnen, ist der Term von Gl.
(6.165). Wir erhalten daher

Spo= 17442 / d* X, d* X, (6.169)

« [ez‘(K'+P')~X2 o

Uy (ﬁ/a S,) Zg ’75,040 Tgé iSF,oT (XQ - Xl) Z.g ’75,7'5 Tfi Ug(ﬁ» 3) e_i(K+P).X1

4+ UK =P)Xy (K—P')-Xs

ﬁ'gc (ﬁ/7 S/) Zg ’75,040 Tge iSF,JT(XQ - Xl) Zg ’75,7'6 T[fi Ufs(ﬁ S) e_i

Gegeniiber Gl. (6.167) sind die Propagatoren, die die &uleren Punkte mit den Vertizes
verbinden, nun durch Ebene-Wellenfaktoren (mit wohldefiniertem Impuls) und Dirac—
Spinoren ersetzt worden,

ZAF(X — XQ) — GiK/‘XQ ,

iAp(X, —U) — e EX

iNp(Xy = X) — N

ZAF(U — XQ) — G_iK.XQ s

iSp(Y — X5) — a(p’, s) et Xe

iSp(X, — Z) — u(p,s)e TX (6.170)

Ein am Vertex bei X; einlaufendes Pion mit Impuls K entspricht also einem Faktor e %%

und ein auslaufendes mit Impuls K’ triigt einen Faktor e'*" % bei. Bei Nukleonen haben
wir zusétzlich zu den Ebene-Wellenfaktoren bei einem einlaufenden Nukleon mit Impuls
P und Spin s noch einen Dirac—Spinor u(p, s), und bei einem auslaufenden mit Impuls p”
und Spin s einen Dirac-adjungierten Spinor u(p”, s’). Gleichung (6.169) 148t sich weiter
auswerten, indem wir die Fourier-Darstellung (5.151) des Dirac-Propagators einsetzen
und die Raum-Zeit-Integrale ausfithren. Mit

4
/d4X1 d4X2 e’i(K’—‘y—P')‘Xz / ﬂ e—iQ-(XQ—Xl) Z M e_i(K"‘P)'Xl

(2m)4 Q2 — M2 +in
= / (‘12% iSpor(Q) (2m)* W (K + P' — Q) (21)*6™(Q — K — P)
= iSpe (K + P)(2m)*'6W(K' + P — K — P), (6.171)
wobei
Sror(Q) = % , (6.172)
sowie

4
/ d* X, AU X, P X / AR _igxa-x; @or + M bor o i(K—P) X

(2m)* Q* — M? +1n
N / (d%?‘* iSper(Q) (2m) 6 (K’ — P+ Q) (2m) 6 (P — K - Q)
= iSpor(P— K" (2r)*"(K'+ P — K - P), (6.173)
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erhalten wir letztendlich
Spi=“1+ 2m)*W(K' + P — K — P)i My, (6.174)
mit der Streuamplitude

My = (=g B 5) A0 [ 1807 (K + P) 78+ 73850 (P = ) 111] 00 w7 )

_ A It ! G/Z; T+ p ot S--L9, . (6.175)
5 K+p @ o p_K ©
F,S,l. F;s,/j F,S,l. F/S,/j

Mit diesem Ergebnis haben wir den Streuprozess komplett im Energie-Impuls-Raum
formuliert. Die 0—Funktion in Gl. (6.174) driickt die Energie-Impuls-Erhaltung im Streu-
prozess aus: die Summe der einlaufenden 4-Impulse ist gleich der Summe der auslaufen-
den. Das erste Diagramm in Gl (6.175) ist der sog. s—Kanal, wobei

s=(K+P)?=(K'+P)? (6.176)

die erste Mandelstam—Variable ist. Das zweite Diagramm in Gl. (6.175) ist der sog.
u—Kanal, mit der dritten Mandelstam—Variablen

u=(P—-K) = (P —-K)*. (6.177)
Die zweite Mandelstam—Variable ist
t=(P—-P)Y=(K-K). (6.178)

Anhand der Diagramme in Gl. (6.175) konnen wir die Feynman—Regeln fiir die S—
Matrix im Impulsraum ablesen. Wir geben diese hier zu Referenzzwecken in groflerer
Allgemeinheit an:

(i) In n—ter Ordnung in Stérungstheorie zeichne man alle topologisch indquivalente,
verbundene Diagramme mit n Vertizes. Die Amplitude eines vorgegebenen Streu-
prozesses, also fiir vorgegebenen Anfangs- und Endzustand, ist dann identisch mit
der Summe aller Diagramme, bei denen die einlaufenden Teilchen dem vorgegebe-
nen Anfangszustand und die auslaufenden Teilchen dem vorgegebenem Endzustand
entsprechen.

(ii) Fiir externe Linien gilt folgendes:

a are und pseudoskalare Teilchen beliebigen Impulses tragen einen Faktor
Skal d doskal Teilchen beliebi I 1 i Fak
1 bei.

(b) Einlaufende Fermionen mit 3-Impuls 7, Spin s und Isospin ¢ werden durch
den Dirac—Spinor u'(p, s) reprisentiert.

(c) Einlaufende Anti-Fermionen mit 3-Impuls 7, Spin s und Isospin ¢ werden
durch den Dirac-Spinor v*(p, s) reprisentiert.
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(iii)

220

(d) Auslaufende Fermionen mit 3-Impuls p”, Spin s’ und Isospin j werden durch
den Dirac—Spinor @ (p’, s') repriisentiert.

(e) Auslaufende Anti-Fermionen mit 3-Impuls p”, Spin s’ und Isospin j werden
durch den Dirac—Spinor o/(p”, s') reprisentiert.

(f) Spin—1-Bosonen mit 3-Impuls k, Polarisationsrichtung A und Isospin a tra-
gen einen Polarisationsvektor e\ (k) bei.

Fiir Vertizes, die die Wechselwirkung von Bosonen und Fermionen beschreiben, gilt
folgendes:

(a) Skalar-isoskalar: ig.
Skalar-isovektor: ig7,.

Pseudoskalar-isoskalar: —g-s.

(
(h) Axialvektor-isovektor: —igyH y57,.

Fall (d) ist derjenige, der in der Pion-Nukleon-Streuung auftritt. Der Faktor —g =
i?g erklirt sich aus einem Faktor ig aus der Lagrange Dichte und einem weiteren
Faktor 7, der von den Feynman—Regeln fiir Vertizes im erzeugenden Funktional
stammt. Fiir die anderen Wechselwirkungen gilt entsprechendes.

Jedem Vertex wird eine vierdimensionale d—Funktion zugeordnet, die die Energie-
Impuls-Erhaltung am Vertex garantiert,
(2m)'6 (P — ;) | (6.179)

wobei P; ; die Summe der in den Vertex ein- bzw. auslaufenden Impulse darstellt.

Jede interne Linie entspricht einem Faktor ¢ multipliziert mit dem entsprechen-
den Fourier—transformierten Propagator. Das Argument des Propagators ist der
4-Impuls @, der iiber die Linie transportiert wird.

(a) Skalare und pseudoskalare Propagatoren:
IAR(Q) = = = o Q o . (6.180)

Falls weitere Quantenzahlen (wie z.B. Isospin in der adjungierten Darstellung)
iiber den Propagator transportiert werden, ist dieser noch mit Kronecker—
Deltas in diesen Quantenzahlen (z.B. fiir Isospin 04, a,b = 1,2,3) zu mul-
tiplizieren.
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Propagatoren fiir Spin—1/2-Fermionen:

N i Q
i90(Q) = QQ(E@T% ~ . .. (6.181)

Falls weitere Quantenzahlen (wie z.B. Isospin oder Farbe in der fundamentalen
Darstellung) iiber den Propagator transportiert werden, ist dieser noch mit
Kronecker-Deltas in diesen Quantenzahlen (z.B. fiir Isospin d;;, 4, j = 1,2 und
fir Farbe 6;; = 1,..., N,) zu multiplizieren.

Propagatoren fiir masselose Spin—1-Bosonen (Eichbosonen) in kovarianter Ei-
chung:
> v Q
<A MV _ ¢ v 1 QMQ o
A (@) = 07t in [9“ - (1 - X) 0 _H.n] = W
(6.182)

Falls weitere Quantenzahlen (wie z.B. Farbe in der adjungierten Darstellung)
iiber den Propagator transportiert werden, ist dieser noch mit Kronecker—

Deltas in diesen Quantenzahlen (z.B. fiir Farbe 4, a,b = 1,...,N? — 1) zu
multiplizieren.

Propagatoren fiir massive Spin—1-Bosonen in Stiickelberg—Eichung (d.h. mit
einer Lagrange—Dichte £ = —%FWF“”—i—mTZ A-A—%(@-A)2, F., =0,A,—0,A,):

A g =QrQ /m* . QrQY/m?
iNpy(@Q) = —i ekl y e (6.183)

Falls weitere Quantenzahlen (wie z.B. Isospin in der adjungierten Darstellung)
iiber den Propagator transportiert werden, ist dieser noch mit Kronecker—
Deltas in diesen Quantenzahlen (z.B. fiir Isospin 64, a,b = 1,2,3) zu mul-
tiplizieren.

(v) Uber alle internen 4-Impulse, d.h. also iiber die Impulse, die von Propagatoren

transportiert werden, ist mit dem Maf} [ d*Q/(27)* zu integrieren.

Die Streuamplitude (6.175) l&8t sich noch weiter vereinfachen, indem wir die (Anti-)

Vertauschungsrelationen fiir die Pauli-Matrizen,

1 1
5[7—@,7—(,] = iEabc Te 5{7'(177'1)} = 5[11) ,

also
TaTh = 5ab +l€apcTe s ToTa = 5ab — L€abcTe

und die Relation

S = _— = _—

= 5r(-Q)

(6.184)

(6.185)

(6.186)
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benutzen, wobei wir bei der letzteren y*v5 = —y57* und 72 = 1 benutzt haben. Dann
lautet Gl. (6.175)

My = g0 s) | (66” —i at?’) Spas(—K = P)
4 (Bap 07+ i €apet?) Sprag (K — P)] Wi (5, 5)

— 27 (=1 I i _K_E—’—M KI_E—i_M

g ua(p 75){5(1175 |:(K—|—P)2—M2—|—Z’]7 + (K,—P)2—M2—|—Z7’] s (6187)
—K—p+M K—p+M ug (P, s)

K+P)?—M2+in (K'—P)22—M2+in| ) 7"

— ieab(ﬂ'gi [
(
Mit der 4-Impulserhaltung gilt

u(p’,s') K u(p,s) = a(p’, s') (K + P — P)ulp,s) = a(p’,s') Ku(p,s),  (6.188)

wobei wir Gl. (3.108) und ihre Dirac—adjungierte Version, u(p’,s") P = u(p’,s')M, be-
nutzt haben. Mit den Mandelstam—Variablen (6.176) und (6.177) gilt dann

y 1 1
o= g% |07 | — 6.1
My g [ ’ < s—M2+i77+u—M2+in> (6.189)

1 1
S—M2—|—i77+u—M2—|—in

+i €qpeT?’ ( )] al (5, 8") Kas us(p, s) .

Im ersten Term der Streuamplitude wird der Isospin der beteiligten Teilchen im Streu-
prozess erhalten (ausgedriickt durch das Produkt der —Funktionen), wihrend er sich im
zweiten Term dndert.

Im folgenden werden wir uns auf den Streuprozess pr™ — pr™ konzentrieren. In die-
sem Fall tragt der s-Kanal nicht bei, da das Nukleon im Zwischenzustand die Ladung
+2|e| tragen wiirde, was unmoglich ist. Also trégt nur der u-Kanal bei, wo das Nukleon
im Zwischenzustand die Ladung 0 tragt, also ein Neutron ist. Der Endzustand besteht
dann wieder aus prt, d.h. die Isospin-Quantenzahlen sind identisch mit denen im Aus-
gangszustand. Also triagt lediglich der isospinerhaltende Anteil der Streuamplitude in GI.
(6.189) bei. Der prt—Vertex ist allerdings ~ v/2g, nicht nur ~ g, vgl. Gl. (6.126). Also
erhalten wir fiir die uns interessierende Streuamplitude mit i = j = 1/2 (dem Proton
entsprechend) einfach

9 1

w— M2+ Z'n a(al/Z)(_)lv S/) Kaé u((sl/Q)(ﬁa 3) . (6190)

My =29

Nun miissen wir die Streuamplitude mit einer experimentellen Observablen in Ver-

bindung bringen. Diese Observable ist in der Regel der Wirkungsquerschnitt fiir den

betrachteten Streuprozess. Zuniichst definieren wir den Ubergangsoperator T durch
die Relation

S=1+iT. (6.191)

Dann kann das Streumatrix-Element S¢; folgendermafien geschrieben werden,

Spi = out(F1i)in = in{fIS1D)in = w(FIL+ iT(8)in = in(f|D)m + i (FIT1i)in = 855+ Tps ,
(6.192)
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wobei die Ubergangsamplitude

alle nicht-trivialen Streuprozesse enthélt, wihrend ¢y, alle Prozesse beinhaltet, bei dem
die beteiligten Teilchen nicht aneinander streuen. Die Ubergangsamplitde ist mit der
Streuamplitude durch die Relation

Ty; = (2m)*6@W (Z PP =" Pﬁ) My (6.194)
f i

verkniipft, vgl. Gl. (6.174), wobei P]’c“ der 4-Impuls des f-ten Teilchens im Endzustand
und P! der 4-Impuls des i—ten Teilchens im Anfangszustand ist. “Nicht-triviale Streuung”
bedeutet, dass lediglich verbundene Diagramme zu T; bzw. M; beitragen.

Man koénnte nun denken, dass in einem Streuexperiment der Anfangsimpuls der betei-
ligten Teilchen recht genau durch die Beschleunigungsenergie (z.B. des Teilchenbeschleu-
nigers) bestimmt ist, also der Anfangszustand aus Impuls-Eigenzustidnden der beteilig-
ten Teilchen besteht. Dies ist aber nicht so: in einem Beschleuniger werden Projektil-
Teilchen in lokalisierten Biindeln beschleunigt. Die Target-Teilchen befinden sich
entweder in Ruhe (engl. fized-target experiment) in einem ebenfalls lokalisierten Target
(weshalb sie auch nicht in einem Impuls-Eigenzustand sein kénnen), oder in einem relativ
zum Projektilstrahl gegenlaufigen Strahl (engl. collider experiment), der aus lokalisier-
ten Biindeln besteht. Impuls-Eigenzusténde (also ebene Wellen) sind aber gerade nicht
lokalisiert. Der Anfangszustand besteht also i.a. aus Wellenpaketen, die miteinander

streuen. Daher gilt
d q’L 7 — —
m » .]_
][/ sy i) 1) (6.195)

wobei ¢;(;) die Fourier Transformierte der Wellenfunktion des i-ten einlaufenden Teil-
chens ist,

, — d’q; e Qi X B 7T
00 = [ G TR Q= (BB (6190

Die Wellenfunktion ist auf Eins normiert, d.h.

d3q; d3k; ey v
1 d3 = : /d3 e d / 1 zQz (7 / 7 —iK;- X ; kz
/ [9:(X 2qu (]51 (@) (2m)3+/2E}, ‘ éilks)

/ 43¢, B3k ~ 3 (F 5@ (G _ 1) gi(Ea—Bi))t
B (27)m¢( G) ¢i(ks) (2m)* 69N, — ky) €' Foi™ P

- [ G (6.197)

Obwohl sich die miteinander streuenden Teilchen in lokalisierten Biindeln (oder einem lo-
kalisierten Target) befinden, ist in der Regel die Fourier—Transformierte ¢(g;) dennoch eine
Funktion, die ein relativ scharfes Maximum beim mittleren Impuls p; = (g;) des i—ten
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Teilchens hat. Dagegen ist der Endzustand im Prinzip ein Impuls-Eigenzustand, wenn
man einen Teilchendetektor mit unendlich guter Impuls-Auflésung bauen konnte,

f

Ein fized-target Streuprozess 1a8t sich nun wie in Abb. 6.8 gezeigt veranschaulichen.

Abbildung 6.8: Schematische Darstellung eines fixed-target Streuprozesses.

Ein Biindel von Projektil-Teilchen “P” bewegt sich in Strahlrichtung (z—Richtung) auf
ein Target-Teilchen “T”, das im Labor ruht, zu. Es findet eine Kollision zwischen Target-
Teilchen und einem der Projektil-Teilchen bei einem gewissen Stofiparameter b statt.
Der Stoflparameter ist ein zweidimensionaler Vektor, der in der Ebene transversal zur
Strahlrichtung liegt, b €, = 0. Die Fourier-transformierte Wellenfunktion des Target-
Teilchens sei &T(q}), die des Projektil-Teilchens ép((jp) e~"ar  wobei der Exponential-
faktor der rdumlichen Verschiebung dieses Teilchens um den Stoflparameter b Rechnung
tragt. Die Amplitude fiir den Streuprozess zwischen Projektil- und Target-Teilchen ist
dann

4’ q’ T (72 p—ib-dp
N etbdp T, — 1
H/ 2myi2E, Y@ Ji (6.199)

H / 27T 32E q)efleP 27]' 45 (Z P/N Q“ Qg,) Mfz(Pll,PQI, .. ';QP;QT) .

i=P,T

Hier ist die Definition der Amplituden 7y; und My, so modifiziert worden, dass der
Anfangszustand aus einem Produkt von Impuls-Eigenzustinden besteht,

i — [] @) . (6.200)

i=PT

so dass die Wellenfunktionen aus der Definition von [i);, herausgezogen werden konnten.
Der Endzustand ist nach Gl. (6.198) bereits ein Produkt aus Impuls-Eigenzustdnden und
muss daher nicht modifiziert werden.
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Die Wahrscheinlichkeit fiir einen Streuprozess ist das Betragsquadrat der entspre-
chenden Amplitude, also

dSEj 7 7 ib-(kp—qp) 8 / H
11 / 27r32E (27)32E, o) 05k e (2m)°8 ZP — @

i,j=P,T

x W (ZP}“—Kg—f@) Myp(PL, Py, .3 Qp, Qr) MGy (P, Py, ... Kp, Kr) .
!

(6.201)

Dies ist die Wahrscheinlichkeit fiir einen Streuprozess bei festem StofSparameter und fes-
ten 4-Impulsen P/*, P,*, ... fiir die auslaufenden Teilchen. Wenn wir beliebige Stofipa-
rameter und 4-Impulse der auslaufenden Teilchen zulassen wollen, miissen wir iiber bund
den (Lorentz—invarianten) Phasenraum der auslaufenden Teilchen integrieren. Dies bildet
dann die Definition des totalen Wirkungsquerschnittes fiir die Reaktion P + 1T —
14+2 +...,

d3q; d3k;
2 i j
o(P+T—1+2+ /de/ 27T32E/ ¥ / 2m)32E,, (21)32E;,
X 6ul@) &3 (ky) e Fr=ie) (27)85(0 (Z P — Qfp — ) V(K + Kf— Qb — Q)
X Mfz(PllapzlanPaQT) jf(PllaPQIa'--aKPaKT) : (6202)

Die lgjflntegrale konnen mit Hilfe der zweiten vierdimensionalen d—Funktion und der
Relation

/d256i5'(EP_qP) = (27T>26(2)<EP,L — (7]3#) (6203)

eliminiert werden:

/ Ly Oy (2m)°0® (kpy — p1) 0P (kpy + K Gr.L — dr..)
pL—qp P T,. —d4dp1L — 4T
(27r)64EkPEk_T ) ) ) ) ) ;
< 3(kpp+ ki = 45 = 47) 8By + By — Eyp — Ey)

dgkp dng (2) e — z z z z
= L 5@ (kpy — @pi )0 (Rt — Gra) 0(Kp + K — qb — ¢3)
4Ey, Er,

X 5(Ekp + EkT - EQP - EQT)

dkp dk%
——— kL + k5 — g — g5) O(E k.. —F,_ —F
/4EkakT ( pTRhkr—qp (IT) ( kp T Lk qp QT) Romg

dk7
- / L 5(Ekp + EkT o ECIP o EQT) (6204)

4Ey, By,

ki1 =aj.
kp =qp + a7 — k%

Die verbleibende 6-Funktion kann benutzt werden, um das k%-Integral zu eliminieren.
Das Argument der §—Funktion ist (unter Benutzung der Randbedingungen)

9(k3) = \J(p + 65 — K3)2 + 3+ bt ()2 + @+ mi—\J @3+ b=/ + 3
(6.205)
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d.h.
z + qz — kZ Lz
(k)= I TIT T N e e 6.206
9 (k) By, Fer T P ( )
also die Relativgeschwindigkeit zwischen Target und Projektil. Also wird Gl. (6.204)
zZu

dkz
— )(FE E. —E, — FE
/ 4Ekp EkT ( kp + kr qp qT)

1 1
4By, By, [vp — 7]

ki1 =qj1
kp =aqp + a7 — k%

(6.207)

Ej,J_ =qj,1

kp = ap + a7 — k7

k% Losung von Ey, + Ex, = Eqp + Eqp.
Dies ist nun in Gl. (6.202) einzusetzen. Um den entstehenden Ausdruck zu vereinfachen,
benutzen wir die Tatsache, dass die Fourier-transformierten Wellenfunktionen ¢;(q;),
¢73(k;) ein scharfes Maximum um den mittleren Impuls p; = (¢;) = (k;) haben. Dann
kénnen wir in allen anderen Faktoren in guter Naherung K} = Qj = P} ersetzen und
erhalten

4¢(4 /
oP+T =1 +2 +.. H/ 2W32E/ )5<>(prﬂ—P£—Pﬁ> (6.208)

1 d3q; ~
(P, Py, ...; Pp, Pr) 2 / : (G 2
* 4EPPE prr |UP _UT| |Mf( b 27 BT ‘ H 27T 32E Q)‘

1=PT
2
45(4) ! H Iz |MfZ(P1,7P2,77PP7PT)|
5 PPt P
H/ 27T 32E | ) <; 4 P T) 4EppEpT‘vZP B U%‘ ,

wobei wir im letzten Schritt Gl. (6.197) benutzt haben. Dies ist der Wirkungsquerschnitt
fiir die Streuung von Spin-Null-Teilchen an Spin-Null-Teilchen.

Fiir Spin-1/2-Teilchen muss man noch iiber die Spins im Endzustand summieren
und iiber die Spins im Eingangszustand mitteln. Fiir den Pion-Nukleon-Streuprozess
ergibt sich damit der totale Wirkungsquerschnitt als

o (Wa +N() = m(k) + N(ﬁ’)) (6.209)

/ CTaE oy v kP ) LS e P )P
(2m)4E, By 4B, By vy 2 &= R0

mit der Relativgeschwindigkeit der aneinander streuenden Teilchen

—

k
\/ M2 VR
Die weiteren Berechnungen fithren wir im Schwerpunktsystem der Impulse der ein-

laufenden Teilchen (engl. center-of-momentum frame oder kurz CM frame) durch, d.h.
in dem System, in dem

VUrel = ‘Up — ’l_)'k‘ (6210)

p

k=—p. (6.211)
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Die Mandelstam-Variable (6.176) berechnet man in diesem System geméf

2
s=(P+K)?=(E,+E)?—(F+k?=(E,+ E) = (\/k2+M2+\/k2+m2> :

(6.212)
aber da s Lorentz—invariant ist, ist dies der Wert von s in allen Bezugssystemen (wobei
aber in dieser Gleichung die Werte von E, und Ej im CM-System einzusetzen sind). Die
Relativgeschwindigkeit (6.210) im CM-System kann man auch durch s ausdriicken,

Ey+E, _ k+/s

—k =
E,Ey B B’

(6.213)

so dass wir fiir den totalen Wirkungsquerschnitt (6.209) erhalten
o (7(B) + N(@) = =(F') + N(7))

d3ﬁ’ d3];/ A ®
B /(27r)64Ep/Ek/ (2m)°6(Ey + B — V/s) 000" + 4k\/—QZ|Mﬁ )

A3k’ 11 )
= [ i 7B B D gy S M

AQ, ¥
— /47T2 1i; 4k\/_QZp\/tﬂ . (6.214)

Hier haben wir im letzten Schritt Kugelkoordinaten fiir die k '~Integration benutzt,

&Pk dE K2 Ay

= =dE. k/ dQ /
Ek/ Ek/ k k'

und die Ep—Integration mit Hilfe der 6—Funktion eliminiert. Desweiteren ist

Ey = /P2 + M2 =\/k'2 + M?

und £’ ist die Losung der Gleichung

Vs=FEy+ Ey=\E"?+ M2 +\/k'2+m?.

\/§:Ep+Ek:\//2’2+M2+\/E2+m2,

folgern wir sofort, dass k' = k ist. Eine kleinere Rechnung, die wir als Ubungsaufgabe
iiberlassen, liefert das Resultat

Weil aber auch

/ 1 2 2
k;:k:2—\/§\/[s—(M+m)][s—(M—m)]. (6.215)
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6 Wechselwirkende Feldtheorien

Daraus folgt dann

E, = \/12/2 + M2 = L\/_ Vs — (M +m)?] [s — (M —m)?] + 4sM?

= 2\/_ V82— 25(M2 +m?2) 4+ (M2 — m2)2 4 4sM?

s+ M? —m?
— 21 2s(M? —m?) + (ME —m2)p = T
2\/_\/s—l— s( m?) + ( m2) NG

Mit den Glgen. (6.215) und (6.216) erhalten wir dann den differentiellen Wirkungs-
querschnitt

(6.216)

do 1 )
AQ, 642 s+M2 Z Myl (6.217)

Der letzte Schritt besteht in der Berechnung der Spm—Summen. Mit der Streuamplitude
(6.190) ergibt sich dafiir

S Ml = (U_Aji 5 3l ) ol 50) K )

= u — M2 2 Zua ) S KO@(S u(;(p, )UB(ﬁ,S) KﬁV uv(ﬁ/asl) ) (6'218)

wobei wir den Isospin-Index (1/2) der Ubersicht halber unterdriickt und im zweiten Schritt
die Relation ’yofyl'yo = 7, benutzt haben. Desweiteren haben wir angenommen, dass die
Kinematik der Reaktion stets dafiir sorgt, dass die Pole bei u = M? F in vermieden
werden. Die Spin-Summen werden nun mit Hilfe der folgenden Identitdten berechnet,

Zm; 0, 5) U _;3) = (E_’_M)(Sﬁa
Zuv Nua(p"s") = (P'+ M), , (6.219)
so dass

SO IMyP = (4%&5 (P+ M)y Koy (P + M),

_ 49" ,
= woare (K (P+M) K (P +M) . (6.220)

Fiir die Berechnung von Spuren von -Matrizen gelten folgende Regeln (vgl. Ubungsaufgabe
H5.1):

(i) Die Spur iiber eine ungerade Anzahl von y—Matrizen verschwindet.
(ii) Tr(y"v") = 4g".

(ili) Tr(v*y"y*7) = 4(g" g™ — g"g"" + g"7g™), usw.
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6.4 Yukawa—Theorie: Pion—Nukleon—Streuung

Damit berechnen wir

Te[K (P+M) K (P'+M)] = Tce[KPK P+ M TR

= 4(K-PK-P' = K*P-P'+K-P'P-K+ MK?)

= 8K-PK-P —4m?*(P-P — M?),

(6.221)

wobei wir benutzt haben, dass alle Impulse auf der Massenschale liegen, also fiir das Pion
K? = K'? = m? und fiir das Nukleon P? = P’? = M?. Gleichung (6.221) L3t sich durch

die Mandelstam—Variablen ausdriicken,

v = (P-K)Y=(P ~-K?=P?+K?*-2P -K=M+m?-2P - K

— P K =
s = (P+K)\?=P*+K*+2P - K=M*+m*+2P - K
— P-K = %(s—th?),

t = (P=P)y=pP*+P?-2P-P'=2M*-2P. P

(M2+m2_u)7

N —

— P.P = M2—%,
so dass
Te[K (P+M) K (P +M)] = 2(s—M*—m?)(M?*+m? —u) +2m*t

(6.222)

= 2(s— M*)(M?* —u) +2m*(s +u+t—2M?) — 2m*

= 2[(s— M*)(M? —u) + m4] :
wobei wir die in Ubungsaufgabe P16.1 bewiesene Relation

s+u+t=2M?+2m?

benutzt haben. Setzen wir Gl. (6.223) in die Spin-Summe (6.220) ein, so folgt

SIMuE = 2 (= 0 ) ]

_ gt S—M2+ m?
- S\ (M2 —wu)?]| "’

und damit fiir den differentiellen Wirkungsquerschnitt (6.217)

ko/_@S+M2— *

M2 —u  (M?—u)?

do gt 1 s — M? m*
m? '

Im Niederenergielimes, E, p—0, By, = m, E, = M gilt

= M*+m*+2P-K — M?’+m?>+2Mm= (M +m)*,
u = M*+m?—2P - K — M?*+m?>—-2Mm=(M—m)?,

(6.223)

(6.224)

(6.225)

(6.226)

(6.227)
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6 Wechselwirkende Feldtheorien

so dass
do ¢* 1 m(2M + m) N m?
dQpw 872 2M(M +m) [m(2M —m) = (2M — m)?
B gt 1 4M?
- 872 2M(M +m) (2M — m)?
g' 1
— : 6.228)
27002 m m 2 (
16m=M= (14 5) (1 - 337)

6.5 Das erzeugende Funktional fiir Vertex—Funktionen

Wir betrachten nun wieder die ¢*-Theorie. Im allgemeinen definieren wir die verbundene
n-Punkt-Funktion dieser Theorie als

1 STWJ]
1 5J(X1) - 0J(X,)

GM(Xy,... X, = (6.229)

J=0

Die verbundene Zwei-Punkt-Funktion, die gem&fi Gl. (6.47) identisch mit der gewohnlichen
Zwei-Punkt-Funktion ist, lautet,

1wl

CAXY) =5 5750

1 82z
T2 6J(X)6J(Y)

= (Ol [30)8(V)] [0)

(6.230)
Die storungstheoretische Entwicklung dieser Funktion bis zur Ordnung O()\?) 14Bt sich
diagrammatisch wie folgt darstellen (s. Ubungsaufgaben H14 und P14):

ieN
OO, +;&+; Q

o) .

J=0 J=0

GOXY)= — +

0| =

+ +
h‘»—‘

(6.231)
Die kombinatorischen Faktoren der Diagramme der Ordnung O()\?) (zweite Zeile dieser
Gleichung) erklédren sich wie folgt:

(i) Beim ersten Diagramm haben wir zwei Vertizes, die untereinander auf 4 - 4 = 16
verschiedene Weisen verbunden werden kénnen. Die drei verbleibenden Beine des
ersten Vertex konnen auf 3 verschiedene Weisen entweder mit X oder mit Y ver-
bunden werden, was 3-2 = 6 Moglichkeiten entspricht. Die drei verbleibenden Beine
des zweiten Vertex konnen dann auf 3 verschiedene Weisen mit dem verbleibenden
Punkt (X oder Y') verbunden werden. Fiir die dann jeweils verbleibenden zwei Bei-
ne der Vertizes gibt es keine Moglichkeiten mehr, sie miissen jeweils miteinander
zu einer Schleife geschlossen werden. Insgesamt ergibt dies also 16 - 6 - 3 = (4!)2/2
Moglichkeiten. Beide Faktoren 4! werden durch die Faktoren 1/4! an den beiden
Vertizes gekiirzt. Es gibt aber einen weiteren Faktor 1/n! beim Term ~ A" in der
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6.5 Das erzeugende Funktional fiir Vertex—Funktionen

Taylor-Reihenentwicklung von Z[J] nach Potenzen von A, hier also 1/2! = 1/2. Dies
erkldrt den Faktor 1/4.

(ii) Beim zweiten Diagramm werden zunéchst zwei der vier Beine eines der beiden Ver-
tizes mit den Punkten X und Y verbunden. Dafiir gibt es 4 - 3 = 12 Moglichkeiten,
multipliziert mit 2, da wir diese Operation sowohl bei einem als auch beim anderen
Vertex durchfithren kénnen. Sodann werden die verbleibenden zwei Beine mit je-
weils zwei der vier Beine des anderen Vertex verbunden. Dafiir gibt es ebenfalls 4 - 3
Moglichkeiten. Die verbleibenden zwei Beine werden zu einer Schleife geschlossen (1
Moglichkeit). Insgesamt ergibt dies wie beim ersten Diagramm 12-2-4-3 = (4!)%/2
Moéglichkeiten. Mit denselben Argumenten wie oben resultiert daraus dann der Fak-
tor 1/4.

(iii) Beim dritten Diagramm (dem sog. “Sonnenuntergangs”- bzw. “Sunset”-Diagramm)
verbinden wir zunéchst eines der vier Beine eines Vertex mit X, wofiir es 4 Moglich-
keiten gibt, oder Y, wofiir es ebenfalls 4 Moglichkeiten gibt, also insgesamt 4-2 = 8
Moglichkeiten. Dann verbinden wir eines der vier Beine des anderen Vertex mit dem
verbleibenden Punkt (X oder Y'), wofiir es nun lediglich nur noch 4 Méoglichkeiten
gibt. Die verbleibenden drei Beine eines Vertex miissen jetzt jeweils mit einem Bein
des jeweils anderen Vertex verbunden werden. Fiir das erste Bein gibt es 3, fiir das
zweite 2 und fiir das letzte nur noch eine Moglichkeit, dies zu tun. Insgesamt ergibt
sich also ein Faktor 8 -4 -3 -2 = (41)?/3. Mit denselben Argumenten wie oben
resultiert daraus der Faktor 1/6.

Ein sog. trunkiertes Diagramm ist ein Diagramm ohne externe Beine, z.B.

————— Z--- (6.232)

(6.233)

das “Sonnenuntergangsdiagramm”, das in Ordnung O()\?) zu G¥? beitragt. Man erhélt
diese trunkierten Diagramme, indem man die entsprechenden Diagramme von G% von
links und rechts mit dem inversen Propagator A" multipliziert, da diese Operation gerade
die dufleren Beine, die ja ebenfalls Propagatoren A sind, “amputiert”.

Betrachten wir nun Gl. (6.231), so erkennen wir, dass abgesehen von den beiden dufleren
Beinen das erste Diagramm der Ordnung O(\?) einfach aus zwei Kaulquappendiagrammen
der Ordnung O(\) besteht, die mit einem Propagator miteinander verbunden sind,

ARG
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6 Wechselwirkende Feldtheorien

Auch in hoheren Ordnungen von A werden wir immer wieder Diagramme finden, die aus
mehreren trunkierten Diagrammen niedrigerer Ordnung von A bestehen, die mittels Pro-
pagatoren miteinander verbunden sind. Andererseits ist das Sonnenuntergangsdiagramm
(6.233) ein genuin neues Diagramm der Ordnung O(\?) und kein Produkt von trunkierten
Diagrammen niedrigerer Ordnung mit Propagatoren.

Um zu gegebener Ordnung in A zwischen genuin neuen Diagrammen und Diagrammen,
die lediglich aus mehreren trunkierten Diagrammen niedrigerer Ordnung bestehen, die
mittels Propagatoren miteinander verbunden sind, zu unterscheiden, fithren wir den Be-
griff der Irreduzibilitit ein:

Definition: Ein verbundenes Diagramm heifit n-Teilchen irreduzibel (engl. n-particle
irreducible, nPI), wenn es durch Zerschneiden von n beliebigen internen Linien nicht
in zwei unverbundene Stiicke zerfallt. Falls doch, so nennt man es n-Teilchen reduzibel
(engl. n-particle reducible, nPR).

Beispiele:

(i) Das Kaulquappendiagramm (6.232) ist 1PI:

N 7
N 7
N 7
N e
‘o
7N
4 N
_____ —— - = e N
7

und 2PR:
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6.5 Das erzeugende Funktional fiir Vertex—Funktionen

(iii) Das Sonnenuntergangsdiagramm (6.233) ist 2PI:

und 3PR:

Wir definieren nun die eigentliche Selbstenergie als Summe aller trunkierten 1PI-
Diagramme:

ve =1 () LNl gt @ +00) .

(6.234)
Nun schreiben wir die verbundene Zwei-Punkt-Funktion mit der Abkiirzung Gy = iAp
als

1 1 1
G? = Go+Gi-SGo+Go=-2Gy=2Go+ ...
1 7 1

+ @ n M ... (6.235)
SRR T « ID=UN o To T

Ganz offensichtlich handelt es sich hierbei nur um eine Reorganisation der urspriinglichen
Storungsreihe (6.231).
Wir erkennen nun, dass es sich bei Gl. (6.235) um eine geometrische Reihe handelt,

A=

1
4

1 1 1
G? = @G, (1+;EG0+22G052G0+...>

o) 1 n 1 —1 1 -1
= GOZ(EZGO) :Go(l—gEG()) :(Ggl—gEGOG(jl)

n=0
PR DU
= (G'-52) (6.236)

Dies ist eine wichtige Gleichung. Ihr Inverses lautet

GO =G -~y (6.237)

¢ 1
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6 Wechselwirkende Feldtheorien

die sog. Dyson-Schwinger-Gleichung fiir die verbundene Zwei-Punkt-Funktion. Thre
formale Losung lautet

1
G =Gy+Go-2GP | (6.238)
]

oder diagrammatisch

7
——— = & .+ @—o—
(6.239)

Man bezeichnet G2 auch als den vollen oder “angezogenen” (engl. “dressed”) Propa-
gator.

Betrachten wir nun den vollen Propagator unter Einbeziehung der eigentlichen Selbst-
energie bis zur Ordnung O(\), d.h. wir beriicksichtigen lediglich das erste Diagramm auf
der rechten Seite von Gl. (6.234), also das Kaulquappendiagramm. Die Feynman-Regeln
im Impulsraum (s. Abschnitt 6.4) liefern

1 A
Sy = —% iAR(0) (6.240)
7
d.h. dieser Beitrag zur eigentlichen Selbstenergie ist unabhéngig vom Impuls. Im Impuls-
raum gilt ferner Gy (P) = —iAN(P) = —i(P? — m?), so dass

(GEP)) ™ = Gyt (1)~ 12 = =i [P = ir(0)| = =P ) (6201

r

mit der renormierten Masse m? = m? + 3 iAp(0). Dies ist konsistent mit Gl. (6.32). Das
Inverse von Gl. (6.241) hat die Reihendarstellung

1 < > 1 g ? g ?
4+ = . . 4+ — +
(6.242)

Obwohl die eigentliche Selbstenergie mit dem Kaulquappendiagramm lediglich den Beitrag
erster Ordnung in A enthélt, tragt dieses Diagramm im vollen Propagator in unendlicher
Ordnung in A bei. Fiir eine gegebene Approximation der eigentlichen Selbstenergie resum-
miert die Losung der Dyson-Schwinger-Gleichung (6.241) also bestimmte Klassen von
Diagrammen, in unserem Fall das Kaulquappendiagramm (6.232). Selbstverstandlich
ist dies nicht die komplette Losung fiir den vollen Propagator. Dazu miisste man die ei-
gentliche Selbstenergie vollstéandig in jeder Ordnung in A berechnen. Es handelt sich aber
dennoch um eine Approximation fiir den vollen Propagator, die unendlich viele Ord-
nungen von A\ enthélt. Die Losung der Dyson-Schwinger-Gleichung geht also weit iiber
jede storungstheoretische Berechnung von G hinaus.

Abgesehen vom inversen freien Propagator —i A' enthilt der inverse volle Propaga-
tor [G2]7", GL (6.237), ausschlieBlich die trunkierten 1PI-Diagramme der eigentlichen
Selbstenergie. Der inverse volle Propagator ist das einfachste Beispiel fiir eine sog. 1PI-
Vertexfunktion, in diesem Fall die Zwei-Punkt-1PI-Vertexfunktion,

G2 —

c

rO(X,v) =i [GP] (X,Y) = iG;{(X,Y) — (X, Y), (6.243)

c
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bzw. im Impulsraum
r@(P) =iGy (P) — X(P) = P> —m? — X(P) . (6.244)

Sie erfiillt offensichtlich die Gleichung
/ 2 X, ) T2 Y)=isW(X -Y), (6.245)

Wie fiir die verbundenen n-Punkt-Funktionen G, GI. (6.229), gibt es auch fiir die n-
Punkt-1PI-Vertexfunktionen I'™ ein erzeugendes Funktional, I'[¢]. Es ist definiert
als funktionale Legendre-Transformierte von W|[J], dem erzeugenden Funktional der
verbundenen n-Punkt-Funktionen,

Lol =W[J] - / d*X J(X)p(X) , (6.246)
wobei W]
o(X) = 5700 (6.247)
Fiir verschwindende Quellen J(X),
o) = fme(X) = S| = OB (6.248)

erhilt man den Vakuumerwartungswert (engl. vacuum ezpectation value, v.e.v) des
Feldes, also die Ein-Punkt-Funktion.
Offensichtlich gilt aufgrund der Ketten- und Produktregel und mit Gl. (6.247)

ollel i [SWT] 8J(Y)  8J(Y) - W
6p(X) / ”{wm So(X) () PY) T I =Y

= —J(X). (6.249)

In Abwesenheit von Quellen J gilt dann mit Gl. (6.248)

Ol [p

—

=0, (6.250)

d.h. der Vakuumerwartungswert ¢(X) ist ein Extremum des Funktionals I'[¢].
Wir miissen nun zeigen, dass die Funktionalableitungen von I'[¢], genommen am Ex-
tremum ¢ = ¢, genau den 1PI-Vertexfunktionen entsprechen, also

o"T'[ep]

r™x, ... X .
A S e |

(6.251)

Bei diesem Beweis beschrinken wir uns auf die Félle n = 2,3, man kann dies aber auch
fiir beliebiges n zeigen.
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Wir zeigen zuniichst, dass 6Tp] /¢ (X)0p(Y )| =g = TP(X,Y), mit der in GL. (6.245)
definierten Zwei-Punkt-1PI-Vertexfunktion. Dazu betrachten wir die Funktion

1 SW[I] 1§ W] 16p(Y)
G =T SI08IY) T 500 aIY) 1 aJ(X)

wobei wir Gl. (6.247) benutzt haben. In Abwesenheit von Quellen gilt mit Gl. (6.230)

(6.252)

lim G(X,Y) = GP(X,Y), (6.253)

J—0

d.h. die Funktion G(X,Y") wird zur verbundenen Zwei-Punkt-Funktion, bzw. zum vollen
Propagator. Andererseits gilt mit Gl. (6.249)

8Tyl 6 Tyl SJ(Y)
FEY) = 5 X000 ) ~ 50X 60(Y) ~ 5p(X)

Also gilt mit den Glgen. (6.252), (6.254), sowie nach Riickgéngigmachen der Kettenregel

4 [, 0p(Z2) ([ 6J(Y) _Z-5J(Y):Z- @y
Jazaaran = [oz: 355 (-505) = g =600 (’6/)2’55)

d.h. bis auf einen Faktor i sind G(X, Z) und I'(Z, Y') Inverse voneinander. In Abwesenheit
von Quellen gilt aufgrund der Glgen. (6.250) und (6.253)

(6.254)

lim [ d'ZG(X,2)T(Z,Y) = / d*ZGP(X,Z) im[(Z,Y) =i6W(X —Y). (6.256)

J—0 =0
Der Vergleich mit Gl. (6.245) liefert

2
PO(X,Y) = lim T(X, V) = —° alkd

o dp(X)op(Y) (6.257)

p=¢
Dies beweist, dass die zweite Funktionalableitung von I'[¢] nach den Feldern ¢(X) und
©(Y) am Extremum ¢(X) = ¢(X) von I'[¢] gerade die Zwei-Punkt-1PI-Vertexfunktion
ergibt.

Fiir den Fall n = 3 betrachten wir zunéchst die verbundene Drei-Punkt-Funktion
1 SBWJ]
i 6J(X)dJ(Y)oJ(Z)

GIXY,Z) = , (6.258)

J=0

vgl. Gl (6.229). Wir erwarten, dass diese Funktion diagrammatisch eine analoge Darstel-
lung hat wie Gl. (6.239) fiir die verbundene Zwei-Punkt-Funktion, also

(6.259)
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6.5 Das erzeugende Funktional fiir Vertex—Funktionen

Hierbei sind die drei Punkte (X,Y und Z) iiber volle Propagatoren €S (fette Linien
mit schwarzem Punkt) mit der Drei-Punkt-1PI-Vertexfunktion I'® (schraffierter Kreis)
verkniipft. Wir zeigen nun, dass dies in der Tat der Fall ist. Dazu differenzieren wir GI.
(6.255) (nach Umbenennen der Variablen X — Y, Z — V., Y — W) funktional nach
J(X)7

/d4V {M L(V,W)+G(Y,V) M} =0. (6.260)

dJ(X) 0J(X)
Geméafl Gl (6.254) hingt I'(V, W) nur implizit von J(X) ab, also miissen wir fiir den
letzten Term die Kettenregel in der Form

) B 4 5g0(U) 1) B drr - 1)
6J<X>‘/ U5 MU)‘/ TG V) 5o

anwenden, wobei wir Gl. (6.252) benutzt haben. Mit den Glgen. (6.252) und (6.254) wird
Gl. (6.260) dann zu

i1 FWIJ)
/ Vs 5J(X)6J(Y)oJ (V) LV, W)

= - / d*Ud*'V G(Y,V)iG(X,U) 5 (U>§¢1;‘[/9‘;]5¢ ) .(6.261)
Wir definieren die Funktion
_ 6°T'[]
MUY W) = 5600 7) (6:262)

multiplizieren beide Seiten von Gl. (6.261) mit G(W, Z), integrieren iiber W und benutzen
Gl. (6.255),

oo 1 FW[J] .
/d V3 5J(X)0J(Y)6J(V) /d WIV. W)W, 2)

[l FPW[J] , - FPW[J]
- / AV ST )6 (V) 6V ~2) = 3I(X)0J(Y)6J(Z)

= —i / d*U AV AW G(X,U)G(Y,V)T(U,V,W)G(W, Z) . (6.263)

Nach Division durch i? erhalten wir im Limes J — 0, bzw. ¢ — ¢ mit Hilfe der Glgen.
(6.229) und (6.251)

GI(X,Y,Z) =i / d*U v atw GP(X,U) GA (Y, V)TOU, Vv, W) GP W, Z) .

(6.264)
Dies entspricht (bis auf einen Faktor i) genau Gl. (6.259). Damit ist Gl. (6.251) auch fiir
den Fall n = 3 bewiesen.
Gleichung (6.263) ldsst sich durch Multiplikation mit I'(R, X) I'(S,Y) ['(Z, T), Integra-
tion {iber d*X d*Y d*Z und Benutzung von Gl. (6.255) formal nach T'(R, S, T) auflésen,
1 SBWJ]

['(R,S,T) = /d4Xd4Yd4ZF(R,X)F(S, Y) F(Z,T)Z_—z STX6I(Y107(Z) (6.265)
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Im Limes J — 0, bzw. ¢ — ¢ wird dies zu
I'®(R,S,T) = / X Y dZTO(R, X)T@ (S, )T (Z,T)GP(X,Y,Z), (6.266)

oder diagrammatisch

\

(6.267)

Durch erneutes funktionales Ableiten von Gl. (6.263) nach der Quelle J lassen sich nun
auch Gleichungen fiir die verbundenen n-Punkt-Funktionen fiir n > 4 herleiten, z.B. fiir
die verbundene Vier-Punkt-Funktion,

(6.268)

wobei wir Gl. (6.259) benutzt haben. Diese Gleichungen kann man dann unter zu Hilfe-
nahme von Gl. (6.255) wieder nach den n-Punkt-1PI-Vertexfunktionen auflésen. Dies soll
hier aber nicht weiter ausgefiithrt werden.
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6.6 QED: Ward-Takahashi—Identitdten

Wir betrachten das erzeugende Funktional fiir n-Punkt-Funktionen in der QED. In
kovarianter Eichung gilt (vgl. Glgen. (5.132), (5.260))

Z\J,n,m = N/DA“D@DD@/J exp {i/d4X {—EF"”FNV—%(&‘A”)Q

n zZ(ilD—m)w+JuA“+ﬁw+1Zn]} . (6.269)

Da die Fadeev-Popov-Determinante in der QED von den anderen Felder entkoppelt, haben
wir sie bereits in der Normierungskonstanten N absorbiert.

Ganz offensichtlich héngt die detaillierte Form des erzeugenden Funktionals (6.269) von
der Wahl der Eichung ab. Physikalische Observable diirfen jedoch nicht von der Eichung
abhéngen. Im Prinzip kénnen physikalische Observable durch die n-Punkt-Funktionen der
Theorie ausgedriickt werden (s. z.B. der in Abschnitt 6.4 berechnete Wirkungsquerschnitt
fur die Pion-Nukleon-Streuung), und daher diirfen die n-Punkt-Funktionen nicht von
der Wahl der Eichung abhingen. Dann muss aber auch das erzeugende Funktional fiir
die n-Punkt-Funktionen eichunabhéngig sein. Aus dieser Forderung werden wir nun eine
funktionale Differentialgleichung fiir Z[J, 77, 7] ableiten.

Unter einer infinitesimalen Eichtransformation U(eA) = e ™ = 1 —ieA + O(A?),
|A| < 1 transformieren sich das Eichfeld und die Materiefelder wie folgt,

AP AP L OFN ) = —dep, Y — )+ ieA) . (6.270)

Man beachte, dass wir hier, entgegen der bisherigen Diskussion von Eichtransformationen,
den Parameter A der Eichtransformation mit einem zusétzlichen Faktor e (der Elemen-
tarladung) definiert haben.

Nun wenden wir diese Eichtransformation auf das erzeugende Funktional (6.269) an.
Das Integrationsmaf} bleibt invariant, weil die Eichtransformation des Eichfelds ledig-
lich einer Verschiebung der Integrationsvariablen A* um einen (konstanten) Term O*A
entspricht, wihrend sich die Eichtransformationen von Dt und Dt gerade gegeneinan-
der wegheben. Im Exponenten bleibt der Eichfeld-Term und der Dirac-Term unter einer
Eichtransformation (6.270) invariant. Der eichfixierende Term und die Quellterme sind
aber nicht eichinvariant. Also fiithrt die Eichtransformation (6.270) zu einem zusétzlichen
Faktor

exp {z / diX {—)\ 9, A" OA — %(DA)Q + JEO, N — del (i — @n)} }
~ 144 / d*X [-X9,A* OA + J*9,A — ieA (p — ¥m) ]
_ 14 / 4X [-AD9, A" — 0, — ic () — )] A (6.271)

im Funktionalintegral, wobei wir im ersten Schritt die Exponentialfunktion bis zur linearen
Ordnung im kleinen Parameter A entwickelt haben und im zweiten Schritt mehrfach
partiell integriert haben (die Oberflichenterme verschwinden im Unendlichen).
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6 Wechselwirkende Feldtheorien

Die Bedingung, dass das erzeugende Funktional eichunabhéngig ist, lautet nun

Z['L 777 77] = ZA[Ja 7_]7 77]
Z[J, 7,1

- N/DA“ D) D) z’/d4X [-A009, 4% — 9,J" —ie (1 — ¢n)] A
A _
cesp{i [V [P E = 3 @4 460D )

AR T+ Jm} } . (6.272)

12

Die linke Seite hebt sich gegen den ersten Term auf der rechten Seite weg. Der Vorfaktor
vor der Exponentialfunktion 148t sich aus dem Funktionalintegral herausziehen, wenn wir
die Felder durch Funktionalableitungen nach den Quellen ersetzen. Dies fiihrt dann auf
die Bedingung

1 ) 1 (5 1 0
— [ dXA|-AD8,--2 — 9,0 — LA AR 2
bzw., weil die Funktion A(X) beliebig ist,
607 02 07
— _ w_ Z 4=
0 MD@“&}“ Z0,J" —e (77 57 + 5 ) . (6.274)

Dies ist die gesuchte funktionale Differentialgleichung fiir Z[J, 7, n]. Mit Z = ¢V erhalten
wir eine dquivalente Differentialgleichung fiir das erzeugende Funktional W[J, 7, 7] der
verbundenen n-Punkt-Funktionen,

0=-\0O0 (5W—8 J”—ze(n

ow (5W
"6, '

2
57 5 (6.275)

Nun fithren wir das erzeugende Funktional fiir n-Punkt-1PI-Vertexfunktionen als funk-
tionale Legendre-Transformierte von W{[J, 7, 1] ein,

LAY, U] = WI[J,7,1] — /d4X (J, A" 4+ Un +70) (6.276)
wobei S S 5
= — U=_— v=—. 2
Mit einer Rechnung analog der in Gl. (6.249) zeigt man
or or or
T 6.278

0= —ADL 7 A"(X )+855A51; 5 ie( or \II(X)+\II(X)55F ) (6.279)
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6.6 QED: Ward-Takahashi-Identitédten

Nun differenzieren wir funktional beziiglich ¥(Y") und ¥(Z). Der erste Term auf der rech-
ten Seite héngt nicht von diesen Feldern ab und verschwindet. Bringen wir die Klammer
auf die linke Seite, so erhalten wir

O 5\1/(2)5@5(3;)5,4#()() = ieaqf{z@ {5@(}3)2;\14)() LX) +00(X -Y) 55(2()
) s
- i s Y s Y 2
#8K Y) grs Y S

(6.280)

Nun werten wir diese Gleichung am Extremum A = A, U = ¢, ¥ = ¢ von I'[A, ¥, ¥
aus. Zumindest in Storungstheorie liegt dieses bei A = 1) = ¢ = 0 und wir werden dies im
Folgenden benutzen, um die Notation zu vereinfachen. Desweiteren kénnen wir ausnutzen,
dass dieselbe Zahl von Fermionen in einen Vertex hinein- wie hinauslaufen miissen, d.h.
alle dritten Funktionalableitungen von I, die nicht dieselbe Zahl von Ableitungen nach ¥
und nach ¥ haben, verschwinden. Also erhalten wir

I, 0T = e |0W(X -Y) __or
E S IAK) | s U250 (V) | sys
52T
(X —z) O } ,
X2 D50 |y
(6.281)

wobei wir die Argumente der Funktionalableitungen mit Hilfe der §-Funktion umbenannt
haben, sowie §°T'/6W6¥ = —4§°T/§¥S¥ benutzt haben. Gleichung (6.281) ist die sog.
Ward-Takahashi-Identitét (in Raum-Zeit-Koordinaten). Sie verkniipft die 4-Divergenz
des Elektron-Photon-Vertex mit der Differenz von zwei Zwei-Punkt-1PI-Vertex-
funktionen fiir Elektronen. Letztere sind, wie aufgrund der Diskussion aus Abschnitt
6.5 zu erwarten ist, (bis auf Faktoren i) identisch mit inversen vollen Elektron-
Propagatoren. Um dies zu sehen, bemerken wir zunéchst, dass aufgrund von Gl. (6.277)

52w SU(Y)

GX,)Y)=1i— = —i— : 6.282
) =Sy~ ) (0:252)

Fiir verschwindende Quellen und unter Benutzung von W = —iln Z folgt, dass

52w 627
g X7 Y =n=n= = Z N N = —

R (e 10| M 716'o7 v P

= (O[T [$(X)e(Y)] |0) = 62 (X, Y) (6.283)

gerade die volle verbundene fermionische Zwei-Punkt-Funktion (also bis auf einen
Faktor ¢ der volle Propagator, vgl. Gl. (5.155)) ist.
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6 Wechselwirkende Feldtheorien

Ferner ist aufgrund von Gl. (6.278)

__r e2r (Y
L, Y) = SU(Y)oU(X)  sU(X)0U(Y)  6U(X)’ (6.284)
Somit ist 52
X Y) | acwmimo = SOV (X) |y r®(X,Y) (6.285)

die fermionische Zwei-Punkt-1PI-Vertexfunktion. Die in den Glgen. (6.282) bzw.
(6.284) definierten Funktionen G(X, Z) und I'(Z,Y) sind (bis auf einen Faktor i) zuein-
ander invers,

/d4zg(X, Z)Y(Z,Y) = /d4z (—i ‘W(Z)) < ‘WY)) _ ) i0W(X -Y),

on(Xx)) \ 6%(2))  on(X)
(6.286)
wobei wir die Kettenregel angewendet haben. Also ist
__ T =TO(X,Y) =i [6?] ' (X,Y). (6.287)
SW(Y)OW(X) | 4_g_g-0 ’ ¢ ’

Weil der volle Fermion-Propagator identisch mit —iG'> ist (vgl. Gl (5.155) fiir den

nicht-wechselwirkenden Fall), ist i[géz)}*l identisch mit dem inversen vollen Fermion-
Propagator. Dies beweist die Behauptung, dass die Zwei-Punkt-1PI-Vertexfunktion iden-
tisch mit dem inversen vollen Propagator ist.

Wir transformieren die Ward-Takahashi-Identitédt (6.281) nun in den Impulsraum. Fiir
die linke Seite benutzen wir

5T
SU(Z)5W(Y)6AL(X) | 4yt
= —e(2n)%W(P -~ P—-Q)T"(P',P,Q), (6.288)

/d4X d4Y d4Z ei(P’-YfP-ZfQ-X)

wobei dies als Definition fiir den vollen Elektron-Photon-Vertex I'*(P’, P,Q) im Im-
pulsraum anzusehen ist, vgl. Abb. 6.9 fiir eine graphische Darstellung. Die vierdimensio-
nale -Funktion stellt hierbei die Energie-Impuls-Erhaltung am Vertex sicher, wéhrend
der Faktor —e reine Konvention ist.

In niedrigster Ordnung in Storungstheorie erwarten wir, dass I'*(P’, P,Q) = v*. Dies
kann man mit einem einfachen heuristischen Argument begriinden. Dazu bemerkt man
zunichst, dass das erzeugende Funktional T'[A, ¥, ¥] mathematisch einer Wirkung ent-
spricht. Man bezeichnet I' deshalb auch als effektive Wirkung. Wenn wir Quanten-
fluktuationen vernachléssigen, also die Funktionalintegrale iiber die Felder der Theorie
ignorieren, wird das erzeugende Funktional

Widass[, 71, 1] = —i I Ziass[J, 7, 1] = / A'X [L(A, T, 0) + JFA, + Uy + 7]

wobei wir die Quantenfelder A,,, 1, ) durch ihre Erwartungswerte A, U, ¥ (in Anwe-
senheit von Quellen J#, 77, n) ersetzt haben, vgl. Gl. (6.277). Eingesetzt in die Definition
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6.6 QED: Ward-Takahashi-Identitédten

Abbildung 6.9: Der volle Elektron-Photon-Vertex im Impulsraum.

- Q

N

0)T'® PQ
/7 Q\\
p p

von T'[A, ¥, U], Gl. (6.276), ergibt sich sofort

Diass|A, U, U] = /d4X£(A,\11,\I/) = S[A, ¥, V],

also gerade die klassische Wirkung der Theorie. Daraus folgt wiederum

53Fklass
SU(Z)6T(Y)5A,(X)

= —ey"dW(X —Y)oW(X - 2) .
A=U=0=0

Eingesetzt in Gl. (6.288) ergibt sich fiir die linke Seite
—e / d*X ei(P/_P_Q)'XW = —6(27r)45(4)(P’ — P—-Q),

also wie erwartet I'}, (P, P,Q) = v*.

Um die rechte Seite der Ward-Takahashi-Identitét (6.281) in den Impulsraum zu trans-
formieren, benutzen wir

/ Ay a*z PP (GO (Y, 2) = (2n) (P - P) [6P] T (P),  (6.289)

wobei dies als Definition der inversen vollen verbundenen Zwei-Punkt-Funktion | éQ)]*l (P)
im Impulsraum anzusehen ist.

Mit den Glgen. (6.288), (6.289) erhalten wir die in den Impulsraum transformierte
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6 Wechselwirkende Feldtheorien

Ward-Takahashi-Identitdt (6.281):

(P 5T
d4X d4Y d4Z ez(]:’ Y-P-Z-Q-X) af _
/ HOW(Z2)0W(Y)0AL(X) | 4 g0
(P 5T
— d4X d4Y d4Z (—ZQ )67,(P Y-P-Z-Q-X) _
/ a OV (Z)0W (Y )0ALX) | 4g—d—o

= iQu(—e)2m)'dW(P' -~ P - Q)T*(P, P,Q)

— /d4X d4Y d4Z ei(P’.Y—P.Z—Q-X) ie {5(4)(X - Y)Z [géQ)] -1 (}/’ Z)
(v,2)}

— —e¢ / d'y d*z {eiKP’*Q)'Y*P'Z] - ei[P"HP*Q)'Z]} (62 (v, 2)

-1

— (X - 2)i [6P]

= —em8 0P - P-{[g®) " (P) - (62 P+ @)} (6.290)

wobei wir zur zweiten Zeile partiell integriert und zur vierten Zeile Gl. (6.287) benutzt ha-
ben. Kombinieren wir die dritte mit der letzten Zeile, erhalten wir die Ward-Takahashi-
Identitidt im Impulsraum,

—iQI"(P+Q,P,.Q) = [62] " (P+Q) - [62] " (P) . (6.291)
Graphisch 148t sich dies wie folgt darstellen:
k/ Q
¥ -1 -1
—iQu ® = <+> - <—o—>
AN P+Q P
P P+Q
Im Limes @,, — 0 erhalten wir aus Gl. (6.290) die sog. Ward-Identitét
(P, P0) = -2 6217 (P) . (6.292)
0P,

In niedrigster Ordnung Stérungstheorie ist der volle Propagator gerade gleich dem freien,
also GV (P) = iSp(P), [6P]"1(P) = —iS;7 (P) = —i(J — M), und der volle Elektron-
Photon-Vertex gerade gleich dem der klassischen Wirkung, T'*(P, P,0) = 4*. Dann ist die
Ward-Identitat automatisch erfiillt,

o, »
5 (P =)= —int

6.7 QCD: Becchi—Rouet—Stora—Tyutin—Transformation
und Slavnov—Taylor-Identitdten

Wir betrachten die reine Yang—Mills—Theorie, d.h. ausschlie§lich nicht-Abelsche Eich-
felder mit SU (N )-Eichsymmetrie ohne Fermionen. In einer gegebenen Eichung lautet
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6.7 QCD: Becchi-Rouet-Stora—Tyutin—Transformation und Slavnov—Taylor-Identitédten

die Lagrange-Dichte
L=Lyv+ ﬁgf + Lrpa , (6293)

wobei Lyy die Yang-Mills-Lagrange-Dichte (2.222) ist. In kovarianter Eichung lautet der
eichfixierende Anteil, vgl. GL. (3.179),

Ly = —g (8- A,)° (6.294)

und der Anteil der Faddeev-Popov-Geistfelder, vgl. Glgen. (5.302) und (5.303),

Lrpc = Tat—0a 0+ g fabe [(O,AL) + ALOL]} 1y
= —1a 0N + g fabeNaOyu (Alimp)
= (OuTa) "0 — g fave (Oplla) Al
= (0u7a) (0"Na + g fabrcApTe)
= (&Lﬁa) Diene
= 10" Daene (6.295)

mit der kovarianten Ableitung in der adjungierten Darstellung
Dgc = 6#5(10 +g fabcA/[j . (6296)

In Gl. (6.295) haben wir von der zweiten zur dritten Zeile beide Terme partiell integriert
und von der dritten zur vierten Zeile die Farbindizes im zweiten Term vertauscht (b < ¢)
sowie die Antisymmetrie der Strukturkonstanten ausgenutzt. Von der fiinften zur sechsten
Zeile haben wir ein weiteres Mal partiell integriert.

Zur Form der kovarianten Ableitung in der adjungierten Darstellung bemerken wir
noch, dass die kovariante Ableitung allgemein wie in Gl. (2.205) definiert ist, also

D, =08, —igA, =0, —ighA (6.297)

dass wir aber nun die Generatoren in der adjungierten Darstellung benotigen, vgl. Gl.
(6.109) fiir die Gruppe SU(2), also allgemein fiir die Gruppe SU(N)

(Tb)ac =1 fbac = Z‘fabc . (6298)

Damit nimmt die kovariante Ableitung in der adjungierten Darstellung (in Komponenten)
genau die in Gl. (6.296) angegebene Form an. Man beachte, dass im Gegensatz zur kova-
rianten Ableitung in der fundamentalen Darstellung, Gl. (2.203), nun adjungierte (a, b, ¢)
anstelle der fundamentalen Farbindizes (i, k) auftreten.

Eine SU(N)-Eichtransformation des Eichfeldes lautet wie in Gl. (5.294) angegeben,
also

l
Ay — A, =UAUT - p 0, U)U", (6.299)
mit U = e™Ta vgl. Gl. (5.295). Wir bemerken nun, dass das Produkt von zwei Graimann—

wertigen Variablen sich wie eine gewohnliche klassische Zahl (eine sog. c¢-Zahl) verhélt.
Dies gilt auch fiir die (raum-zeit-abhéangigen) Parameter w®(X) der Eichgruppe SU(N).
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6 Wechselwirkende Feldtheorien

Da die Eichparameter beliebig gewéhlt werden kénnen, kénnen wir auch folgende spezielle
Wahl treffen, die aus dem Produkt von zwei Graimann—Variablen besteht,

W (X) = —n*(X)C (6.300)

wobei n%(X) gerade das Gramann-wertige Geistfeld ist, was sowohl den Farbindex a als
auch die Raum-Zeit-Abhéngigkeit des Eichparameters w®(X) iibernimmt, wéihrend ¢ eine
raum-zeit-unabhéngige, also konstante Gramann—Variable ist. Das Minus-Zeichen in GI.
(6.300) ist reine Konvention. Fiir das Element U der Eichgruppe erhalten wir in diesem
speziellen Fall

e} n

U = eeX va —Tona(X) " =1—iTyn.(X)C, (6.301)

n=0

|®v

weil in allen Termen n > 1 die Gramann—Zahl ¢ mehr als einmal vorkommt und (nach
entsprechendem Antivertauschen mit 7,(X)) Potenzen n > 2 von ( auftreten, fiir die
("™ = 0 gilt. Unter Benutzung der Tatsache, dass (" = 0 Vn > 2, berechnen wir die
Eichtransformation (6.299) zu

la a 1 .
AZTCL%AHTCL = (1—2Tb?7b<)14 (1—|—ZT T]CC) g(ﬁuna>CTa<1+1Tbnb<)

1
= Al i[Ty, Ta] Ajy € — 9 (Ouma) ¢ T

T, —
= |: a+fcbaAanC_;( ,un(l)<:|
|: fabc AZ T]CC - ; (aﬂla) <:|
T, (A% +0642%) (6.302)

mit ]
5AZ = —5 (chnc) ¢, (6.303)

vgl. GL. (6.296). Wir fordern nun, dass sich die Geistfelder n* und 77 in folgender Weise
transformieren:

Nt — =0+, 0t — 0" =0+, (6.304)
mit
1
2fabc b CC (6305)
A
5 = —g(a-Aa)g. (6.306)

Die Gleichungen (6.303), (6.305) und (6.306) bezeichnet man als Becchi-Rouet—Stora—
Tyutin—Transformation, oder kurz BRST-Transformation. Man beachte, dass n* und
n® voneinander vollig unabhédngige Grafmann—Variablen sind, daher sich auch in unter-
schiedlicher Weise transformieren diirfen.

Wir zeigen nun, dass die Lagrange-Dichte (6.293) invariant unter dieser Transforma-
tion ist, die Lagrange-Dichte also eine sog. BRST—-Symmetrie besitzt.
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(i) Zunéchst ist klar, dass der Eichfeldanteil Lyy BRST—invariant ist: hier wird lediglich
das Eichfeld A, um den Beitrag (6.303) korrigiert, was einer iiblichen Eichtransfor-
mation des Eichfeldes entspricht. Wir wissen aber bereits, dass Ly eichinvariant
ist.

(ii) Wegen ¢? = 0 brauchen wir lediglich Terme in linearer Ordnung in dAf, betrachten.

Dann lautet die Anderung des eichfixierenden Anteils (6.294) unter der Transfor-
mation (6.303)

Lyr = A0+ A)(0-5A) = (0 A)(0-Dun) ¢ (6307)

(iii) In linearer Ordnung in §7,, 07, und 5AZ lautet die Anderung des Faddeev—Popov-
Anteils (6.295)

dLppg = =01 0 - Doctle — Tq 0,0 (DE.1e) (6.308)
Der erste Term lautet mit Gl. (6.306)
A A

— 01 0 Doty = g (0-Au)CO- Dyenye = p (0-Au) (O Dyene) € (6.309)

wobei das Minus-Zeichen im letzten Schritt durch (Anti-)Vertauschung der beiden
Grafimann—Variablen ¢ und 7, zustande kommt. Wir sehen, dass dieser Term sich
exakt mit 6L, Gl. (6.307), weghebt.

Fiir die gesamte Anderung der Lagrange-Dichte (6.293) unter einer BRST-Transformation
verbleibt also lediglich der zweite Term aus Gl. (6.308),

0L = =114 040 (Dgene) -
Wir zeigen nun, dass dies verschwindet. In linearer Ordnung in 67, und 5AZ haben wir

d (Dgch) =9 [(5ac oM +yg fabcAg) 776]
= 0010 + g fave (VAL + A}'on,)

1 g
= _5 fabc o (771)770) C - fabc (Dsd nd> Cnc - 5 fabc Ag fcde TdTe C )

wobei wir die Glgen. (6.303) und (6.305) benutzt haben. Wir berechnen dies nun weiter,
indem wir im ersten Term die Produktregel, im zweiten Term die Definition (6.296) und
die Antivertauschungseigenschaften von Grafimann—Variablen ausnutzen,

1
5 (Dgcnc) = {_5 fabc [(aunb) Ne — (aunc) nb] + fabc (a#nb + g fbedAgnd) Ne

)
- 5 fabcfcdeAanne} C

- |:_fabc (a“nb) Ne + fabc (a#nb + g fbedAgnd) Ne — g fabcfcdeAgndne} (

= g <2facefcbd - fabcfcde) Agndneg ,
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wobei wir von der vorletzten zur letzten Zeile im ersten Term lediglich Indizes umbenannt
haben (b — ¢, ¢ — e, e — b). Mit der Jacobi-Identitét fiir die Strukturkonstanten der
SU(N) (vgl. Vorlesung ”Quantenmechanik 11”7, Gl. (2.62))

0= fabcfcde + fadcfceb + faecfcbd (6310)
berechnen wir weiter:
g
d (DZLCUC) = 5 (_Qfaecfcbd - fabcfcde) Agndneg
g
= 5 (_faecfcbd - faecfcbd - fabcfcde) Agndneg
g
= 5 (_faecfcbd + fadcfceb) Agndnec
- g (fadcfcbe + fadcfceb) A'gndneg = 0 5 (6311)
wobei wir zur letzten Zeile im ersten Term die Summationsindizes d <> e vertauscht haben,
aber wegen n.ng = —ng7n. ein weiteres Minuszeichen erhalten. Der gesamte Ausdruck

verschwindet aufgrund der Antisymmetrie der Strukturkonstanten. Insgesamt haben wir
damit die BRST-Invarianz der Lagrange-Dichte (6.293) gezeigt.

Wir werden nun aus der Forderung, dass das erzeugende Funktional fiir die Yang—
Mills-Theorie BRST-invariant ist, die sog. Slavnov—Taylor—Identitéten herleiten, das
Analogon zu den Ward-Takahashi-Identitéiten der QED. Es ist zweckméfig, nicht nur fiir
das Fichfeld A? und die Geistfelder n* und n® Quellen einzufiithren, sondern auch fiir die
Terme éDgcnc und —% fabenbne:

Z[s, x,y;u,0] = N/DAZD??“DT]“ exp {@'/d4X £+ sp AL+ 20" +y' "

+ uy, lfocnc + v (—lf“b"nbncﬂ } :
g 2
(6.312)
Man beachte, dass 2, y* und uj GraBmann-wertig sind, v* dagegen eine gewdhnliche
c-Zahl.

Nun fiithren wir eine BRST-Transformation von Z[s, x,y; u,v] durch. Im Exponenten
ist £ BRST-invariant, wie wir gerade gezeigt haben. Ferner ist der Koeffizient von uf,
D# n., BRST-invariant, s. Gl. (6.311). Desweiteren ist auch der Koeffizient von v* BRST-
invariant, denn mit Gl. (6.305) erhalten wir

) (fabcnbnc) — fabc [(5,'71)) nc + nbé‘nc}
1
— _5 fabc (fbdendnecnc + deenbndUGC)

1 aoc € e _C cae e
= = [ (fentntnt — felnnn®) ¢

2
1 aoc e _C e cae e
= §fb (f*%nnn® — fn’n'n°) ¢
1 aoc cae e cae e
= —§fb (fn’nn® + fn’n"n°) ¢
— _fabc‘fcdenbndnegj
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wobei wir zur vorletzten Zeile die Indizes b <+ ¢ im ersten Term umbenannt haben und
die Antisymmetrie der Strukturkonstanten, fo = — 2% ausgenutzt haben. Nutzen wir
die Antivertauschungsregeln fiir GraBmann—Variablen, kénnen wir das Ergebnis in der
folgenden Form schreiben,

1
) (fabc,',]b,r]c) g fabCfcde (nbndne ndnenb nenbnd) <—
1
g (fabCfcde faeCfcbd fadCfceb) nbndneC =0 7

wobei wir zur letzten Zeile die Indizes im zweiten und dritten Term der ersten Zeile
geeignet umbenannt haben. Die rechte Seite verschwindet aufgrund der Jacobi-Identitéit
(6.310).

Wir zeigen nun, dass auch das Integrationsmasf in Gl. (6.312) BRST-invariant ist.
Dazu miissen wir folgende Jacobi-Determinante berechnen:

L (LA AR5 £ X)) + 09 ()]
J = ‘“( STAL V), (0, P Y] ) (6:513)
6[6Az<x>,5ﬁa<x>,6na<x>]>

ST ), V) (V]

det (]l + det (14+0A) . (6.314)

Nun ist

n

InJ =1Indet (14 0A) = Trin (1 +64) = = <_;)

Tr (6A)" .

n=1

Da 6A ~ ¢ (s.u., Gl (6.319)), bricht die Summe (wegen (* = 0) nach dem ersten Term
ab und wir erhalten

Ing = TréA =Tr (5[51451()()7 on°*(X), 577“(X>]>

o[AL(Y), (Y ), n°(Y)]
Mit den Glgen. (6.303), (6.305) und (6.306) berechnen wir die nichtverschwindenden Ele-
mente von 0 A,

%((;())) — fene(X) .Y 60 (X — V)¢ (6.315)
%((f))) = —%}Dzb(X)(S(‘*) (X -Y)¢, (6.316)
M = =5 ) — ()8 80X - )¢

= (X)X —Y)(, (6.317)
% —g 95 (X —Y) (. (6.318)

Schematisch nimmt das (X, Y)-Element der Matrix A daher folgende Form an:
—fPn(X) g, 0 - D(X)
SA(X,Y) = —2Qbw, 0 0 SW(X -Y)C. (6.319)
0 0 —f*n(X)
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6 Wechselwirkende Feldtheorien

Man beachte, dass das (1,1)-Element auch noch eine Matrix im Raum der adjungier-
ten Farben (Indizes a,b) und eine Lorentz—Matrix (Indizes p und v) ist, wihrend das
(1,3)-Element ebenfalls eine Farbmatrix und einen Lorentz—Vektor darstellt. Das (2,1)—
Element ist lediglich ein Lorentz—Vektor und das (3, 3)-Element lediglich eine Farbmatrix.
Die Spur von 6 A verschwindet nun, da die f%¢ antisymmetrisch sind, also keine nichtver-
schwindenden Haupt-Diagonalelemente (Terme ~ §%°) existieren. Daher gilt

g =TrdA=0, J=1. (6.320)
Die Bedingung, dass Z|s, =, y; u, v], Gl. (6.312), BRST—invariant ist, lautet nun 4.6.2021

Z[57I7y;u7v] = ZBRST[87x7y;u7 U]
= N/DAZDnaDna exp {i/d4X [ﬁ—i—sZ (Al +6A7%)

a (.0 a a(=a —a al w a 1 abc, b, c
+ 2 (n* +0n") +y* (1 +5n)+uM§Dacnc+v —5 [

- N / DA“Di" Dy {1 i / d*x (szaAgm%nuy“éna)]
. 4 a a, . a a—a a 1 a 1 abc, b, c

xexpqgi [ &Y | L+ s, A + 20" +y*n +UM§D5077C+U —§f n’n )
(6.321)

Hier haben wir von der zweiten zur dritten Zeile alle Terme im Exponenten, die dAj;, on*
und 67® enthalten, in Form einer Exponentialfunktion faktorisiert und diese dann nach
Taylor entwickelt. Da aber 0Af,, dn® und 67" proportional zu ¢ sind, bricht diese Taylor-
reihe nach dem linearen Term in ¢ ab. Nun benutzen wir die Glgen. (6.303), (6.305) und
(6.306) und erhalten

Z[Sa T,y u, U] = ZBRST[S7 T, y;u, U]
1 1 A
_ aTy=a a . 4 a a abc, b _c a
- /\/'/DA“DU Dn {1+@(/d X (sugDﬁfcnchﬂU §f n'n°+y EGMAS)]
1 1
X exp {z / dy {ﬁ + s, AL + a0t +y'nt +up, —Dine + vt (—ﬁf“bcnbnc>} }
g

= [1+z’§/d4X (sZ% d —x“l d +ya381 0 )} Zls,x,y;u,v] , (6.322)

a TS a B S a
5u# 1 0v 1 53u

wobei wir den Vorfaktor der Exponentialfunktion wieder aus dem Funktionalintegral unter
Ersetzung von Feldern durch entsprechende Funktionalableitungen nach Quellen heraus-
gezogen haben. Die Bedingung, dass Z|s, =, y; u,v] BRST—invariant ist, lautet nun

07 0z A 07
_ 4X a’™—" _ ,a a __ -
0 /d (S“(Suz x 5v“+y ga’”dsz)

= 0 = /d‘*X <s“5W— “5W+y“38 ‘W), (6.323)

I‘ —_—
Fous, ov® g “5SZ
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6.7 QCD: Becchi-Rouet-Stora—Tyutin—Transformation und Slavnov—Taylor-Identitédten

wobei wir Z = e/ benutzt haben.
Wir fiithren nun die Legendre-Transformierte von W ein,

LA, n, 5 u,v] = Wls, x,y; u,v] — /d4X (SZAZ + 0 + yaﬁa) , (6.324)
wobel S SW SW
— AP —n® =%, 32
05 @ gga T oy K (6.325)

Damit zeigt man, dass

or or or
gk = 2 =qy”. 6.326
5 qz Sa Y (577(1 x Y — y ( )

Desweiteren gilt
ow  or oW or

a a ’ a a’
5uu 5uu ov ov

(6.327)

da die Abhéngigkeit von W von den Feldern ug und v® nicht Legendre-transformiert wird.
Mit den Glgen. (6.325) — (6.327) wird Gl. (6.323) zu

6T o' 6 6T 6T A
— 4 — _ dalind jz
0 /d X ( SAE 5w S oo + 577&98“Aa) : (6.328)

Diese Gleichung 148t sich noch etwas vereinfachen, indem man ausnutzt, dass Differentia-
tion nach und Integration {iber Graimann—Variablen im Prinzip dasselbe sind, d.h.

[ 430 5 £ 00) = [ (0 a3 £ () = 0.

Also gilt

aTy=a a 6 . 4 —a ac, ¢
0 = ./\/’/DAMDn Dn 57 (X) exp{z/d Y[LYM+£gf_q7 MDD

1 1
+ sEAN 4 2" + y 0" 4 uf = Dhne + 0° (——f“bcnbncﬂ }
g 2
= N / DAD D i [-0" Do (X)n°(X) — y*(X)] exp {z / d'Y [L + 5 Al

1 1
+ 20"+ y 0 + ngfcﬁc + 0 (—if‘“’cnbnc)} }

: 4 a : a
= /\/’/DAZDnaDn“Z {—GM g—X) -y (X)] exp {z/d4Y £+ sp AL

i Gul(
a,.a a=a a]' a 1 abc, b, ¢
+ 20" +y'n +uu§D2‘cnc+v =5 [

= i [—QM %(SUGL(X) - ya(X)} Z[s,x,y;u,v] . (6.329)
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6 Wechselwirkende Feldtheorien

Ersetzen wir Z durch W = —ilnZ und benutzen die Glgen. (6.326) und (6.327), so
erhalten wir

or or
—g0,— =y'=—". 6.330
" ous on® ( )
Damit wird Gl. (6.328) zu
oI oI or oT o\ A
0 — /d4X[ RN +g(a—) —aVAg}
0 AL dul — 6ne ov® “ous ) g
or [ or ol oI
4 o == v

/d X {5% <M5 )\8#81,14@) 5 w] , (6.331)

wobei wir im letzten Schritt partiell integriert haben. Wir definieren nun noch das Funk-
tional

Es gilt
or' 4r o .
SALX) oA / d'Y [0 AL (V)] 0u0 (X —Y)
_ o Av Ay [Ay Av @y
T AN(X) A/dY@[@VAAY)M (X -Y)
T SAR(X) O Aa(X) .

wihrend alle anderen funktionalen Ableitungen unveréndert bleiben,

QXA A KA N WA &

Sup suw’ om S v oo

(6.334)

Mit den Glgen. (6.333), (6.334) wird Gl. (6.331) zu

oI’ 6T oI’ T
= [d'X | | .
0 / d { Suz 548+ 5 o (6.335)

Dies ist die Gleichung, die die Basis fiir die Slavnov—Taylor—Identititen bildet.
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7 Spontane Symmetriebrechung

7.1 Das Vakuum und spontane Symmetriebrechung

Das Vakuum ist per Definition der Zustand niedrigster Energie, d.h. der Grund-
zustand. In der klassischen Physik entspricht dieser dem Minimum der potentiellen
Energie.

Dies gilt auch in der Quantenfeldtheorie. Betrachten wir z.B. die ¢* Theorie mit der
Lagrange—Dichte (6.1), die wir in der Form

L= 10,00% V(9 (7.1)

schreiben konnen, mit der potentiellen Energiedichte, oder kurz (aber nicht ganz
korrekt) dem Potential

2
V(o) =0 gt ot (72)

Solange m? > 0 und \ > 0, besitzt V(¢) ein Minimum bei ¢ = ¢y = 0, s. Abb. 7.1.

V(9)

0

Abbildung 7.1: Die potentielle Energiedichte der ¢*~Theorie fiir m? > 0, A > 0.

Das Vakuum oder der Grundzustand liegt also bei ¢y = 0. Die Kriimmung des Potentials
am Minimum ist

A2V (¢
% =m?>0. (7.3)

¢=¢o=0
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7 Spontane Symmetriebrechung

Bislang haben wir m? als die (quadrierte) Masse der Anregungen des neutralen skalaren
Feldes ¢ interpretiert. Aber das Feld ¢ muss nicht notwendigerweise Teilchen mit der
Masse m beschreiben. In der Theorie der kritischen Phinomene beispielsweise kann
¢ der Ordnungsparameter fiir einen Phaseniibergang sein.

Das Potential V(¢) ist auch nicht notwendigerweise auf quadratische und quartische
Terme beschrénkt. Allgemeiner kann es z.B. ein Polynom in ¢ sein,

V(o) = Z ol ¢ . (7.4)

Die einzige physikalisch begriindbare Forderung, die man an das Potential V' (¢) stellt ist,
dass es nach unten beschrinkt sein muss. Dies bedeutet, dass ay > 0 und N eine
gerade Zahl sein muss (ansonsten geht V(¢) — —oo fiir ay > 0 und ¢ — —oo oder fiir
ay < 0und ¢ — +00). Eine zusétzliche Forderung im Rahmen der Quantenfeldtheorie ist,
dass V(¢) renormierbar ist (s. Kap. 8). Diese Forderung wird dann eine obere Schranke
fiir N setzen (die i.a. von der Zahl der Raum-Zeit-Dimensionen abhéngt).

Wir machen nun einen Gedankensprung, der aus der Tatsache resultiert, dass die Theo-
rie (7.1) allgemeiner giiltig ist als die bislang studierte Anwendung als wechselwirkende
Quantenfeldtheorie neutraler skalarer Teilchen. Wir fragen uns deshalb, warum man m?
auf positive Werte beschrinken muss. Wenn wir auch Werte m? < 0 zulassen, dann hat
das Potential (fiir A > 0, was aufgrund der Beschrénktheit nach unten gefordert werden
muss) die in Abb. 7.2 gezeigte Form.

V(0)

0

Abbildung 7.2: Die potentielle Energiedichte der ¢*-Theorie fiir m? < 0, A > 0.

Wie man sieht, liegt der Grundzustand nun nicht linger bei ¢ = 0. Dieser Punkt
entspricht jetzt einem lokalen Maximum des Potentials. Die beiden energetisch ent-
arteten Minima bestimmt man als nicht-triviale Losungen der Gleichung

_dv(9)
d¢

= +¢y <m2 + %q&%) = £¢y=H/— Gm? . (7.5)

! A

p==¢o
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7.1 Das Vakuum und spontane Symmetriebrechung

Das System wéhlt eines der beiden (aber nicht beide gleichzeitig) als Grundzustand aus.
Die Kriimmung des Potentials am lokalen Maximum bei ¢ = 0 ist

d*V(¢)

——=  =m?<0, (7.6)
de? ‘qs:o
aber in den beiden Minima
d’V(¢) 2, A o 2 A Gm?
_ 22— _Z = _9 0. 7.7
d¢2 ton m + 2 ¢0 2 )\ m > ( )

Der Fall m? < 0 ist ein klassisches Beispiel fiir die spontane Symmetriebrechung.
Spontane Symmetriebrechung liegt dann vor, wenn eine Theorie (genauer gesagt, die
Lagrange—Dichte der Theorie) eine Symmetrie besitzt, aber das Vakuum bzw. der Grund-
zustand diese Symmetrie nicht erfiillt. Im hier diskutierten Beispiel besitzt die Lagrange—
Dichte (7.1) eine sog. Zy—Symmetrie, d.h. sie ist invariant unter der Zy—Transformation

¢ — —0. (7.8)

Der Grundzustand besitzt diese Symmetrie jedoch nicht, denn wenn wir annehmen, dass
das System bei +¢y (—¢g) im Grundzustand ist, so geht dieser unter der Zy—Transforma-
tion (7.8) in —¢g (+¢p) iiber, oder anders ausgedriickt, das System geht vom rechten
(linken) Minimum in Abb. 7.2 in das linke (rechte) iiber.

Physikalische Anregungen, sprich Teilchen, entsprechen Fluktuationen um den Grund-
zustand. Wir zerlegen das Feld geméfl

¢=¢o+¢, (7.9)

wobei ¢ die Fluktuation des Feldes um den Grundzustand ¢, darstellt. Setzen wir dies
in die Lagrange—Dichte (7.1) ein, so erhalten wir (unter der Annahme ¢y = const.)

1 m? A
L= 50,00 — = (0 + 2000 + ¢’2) — 5 (90 4¢3¢’ +6075¢'% +4go¢"* + ¢'Y)
1 1 A A
= 3 L@/ 0" g — B (mQ + §¢(2)) ¢ Cb ¢/3 ¢/4 V(o) — (m2 T ¢g) b0’
o 1 / / 1 2 12 /3 14
= 3 L@ 0" P — 5 (—Qm ) Q" — 5 Do ° — Z @' " + const. . (7.10)
Hier haben wir im letzten Schritt die Bedingung (7.5) fiir das Minimum ¢, des Potentials

benutzt, woraufhin der letzte Term in der vorletzten Zeile verschwindet. Das Potential
V(o) am Minimum stellt eine (irrelevante) Konstante dar,

m* A L5\ Lo m?* X\ 6m?\ 6m? m? 6m? 3m
Vo) = ( 2 +Z¢°)¢0:_<___T)T:_TT:_W_CM“
(7.11)

die lediglich den Nullpunkt der Energieskala verschiebt, und daher im folgenden wegge-
lassen werden kann.
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7 Spontane Symmetriebrechung

Gleichung (7.10) stellt die Lagrange-Dichte einer Theorie fiir das Fluktuationsfeld ¢’
dar. Die Fluktuationen (Teilchen) tragen die (quadrierte) Masse pu? = —2m? > 0. Gemf3
Gl. (7.7) ist die Masse identisch mit der Kriimmung des Potentials am Minimum. Spontane
Symmetriebrechung erzeugt auch eine neue Wechselwirkung; zur urspriinglichen quarti-
schen (4-Punkt—)Wechselwirkung (\/4!)¢'* kommt nun eine kubische (3-Punkt—) Wech-
selwirkung (A\/3!)¢o¢’? hinzu. Diese ist proportional zum Wert des (urspriinglichen) Fel-
des ¢ im Grundzustand, ¢g, d.h. seinem Vakuumerwartungswert. Man beachte jedoch,
dass die Lagrange-Dichte trotz dieser kubischen Wechselwirkung immer noch die ur-
spriingliche Z-Symmetrie aufweist. Die entsprechende Transformation lautet ndmlich
aufgrund der Verschiebung (7.9) nicht einfach ¢/ — —¢’ (hier wiirde der kubische Term
die Zo—Symmetrie in der Tat brechen), sondern ¢'+¢g — —(¢'+¢g). Ferner sollte erwihnt
werden, dass der Vakuumerwartungswert ¢y des Feldes nicht unbedingt physikalisch ob-
servabel sein muss.

9.6.2021

Das obige Beispiel ist in vielerlei Hinsicht das einfachste denkbare. Weil Z; eine dis-
krete Symmetriegruppe ist, passiert auch nicht allzu viel Aufregendes. Viel interessanter
ist der Fall, bei dem eine kontinuierliche Symmetrie spontan gebrochen wird. Um dies
niaher zu beleuchten, betrachten wir die einfachste uns bekannte kontinuierliche Symme-
triegruppe, namlich U(1), in Verbindung mit der einfachsten uns bekannten Feldtheorie,
dem geladenen skalaren Feld,

L = 0,0°0" — V(D,9%)
V(®,0%) = m2d*d + A(P*D)2 . (7.12)

Diese Theorie besitzt eine globale U(1)—Symmetrie, d.h. die Lagrange-Dichte ist inva-
riant unter der U(1)-Transformation

P — P =D, O — P =eNP*, A= const. . (7.13)

Fiir m? > 0 ist der Grundzustand wiederum bei ® = ®* = 0. Fiir m? < 0 ist er jedoch
die nicht-triviale Losung der Gleichung

oV (®, d* 2

0= V(2. ) = m2®) + 2A(D; Do) D = (m? + 2)\| D)) D) =  |Do|* = e
00 |4_g, 2\

(7.14)

In der komplexen ®—Ebene hat das Potential die Gestalt eines “Mexikanerhutes” oder die
des Bodens einer Weinflasche, s. Abb. 7.3.

Es gibt unendlich viele Minima des Potentials V (®, ®*); sie liegen auf einem Kreis mit
Radius |®y| = /—m?/2)\ in der komplexen ®—Ebene. Das System wihlt einen dieser
Zusténde als Grundzustand aus, z.B. den fiir verschwindenden Imaginérteil und positiven
Realteil, &y = |Pg|. Dieses “Auswihlen” ist synonym mit der spontanen Brechung der
Symmetrie (in diesem Fall U(1)).

Wir bestimmen nun die Lagrange—Dichte fiir die physikalischen Anregungen (Teilchen)
im Fall der spontan gebrochenen U(1)-Symmetrie. Dazu miissen wir die Felder ®, ®*
wieder in Grundzustand und Fluktuationen um denselben zerlegen. Der Einfachheit halber
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7.1 Das Vakuum und spontane Symmetriebrechung

Abbildung 7.3: Die potentielle Energiedichte (7.12) fiir m? < 0, A > 0. [21]

nehmen wir fiir den Grundzustand

2
¢y = % (G0 +idoa) = |Po| , o1 = V2|P| = \/ _mT , Po2=0. (7.15)

Die gesuchte Zerlegung lautet nun
1 1

P =)+ & = |Dy| + 7 () +idy) , @ =|Po| + 7 (@) —idy) . (7.16)

Setzen wir dies in die Lagrange-Dichte (7.12) ein, so erhalten wir

1 PN / Y
L= 0.0 —i9h)0"( + idy) —m’ (|q>0| + O ﬁl%) (|q,0| L4 jﬁz%)

- o — idh o +idy\]
(o 255%) (10045552

]' / / / m2
= 5 (0u010"6 + 0u050"65) — m?|@o[* — V2m?|Po|] — - (917 + 6’)

4
+ V2|Dol} (912 + 65 |

1
—A [|<I>o|4 20006 + L (67 4 612)? + 22 Dol + |B0f? (67 + 65)

]‘ / / / 1 / 1 /
2 (8;#518“(/51 + au¢28“¢/2) D) (m2 + 6)‘|(I)0|2) 12 ) (m2 + 2>‘|(I)0|2) 22

, A
—VRARo|¢ (#7 + 657) — T (617 +057)" — V21 (m + 2M|20]?)|o|
~V(|%o, [%])
1 1 1 )
= 5 (Ou0" ) + 0,650 0%) — 5 (m® +6M| @) 7 — 5 (m® + 22|20 [?) ¢

A
—\/§>\|<I>0|(b’1 ( 12+ qb’f) — 2 ( 2+ ¢'22)2 + const. , (7.17)
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7 Spontane Symmetriebrechung

wobei zum vorletzten Schritt die Definition (7.12) des Potentials benutzt wurde und zum
letzten Schritt der vorletzte Term aufgrund von Gl. (7.14) verschwindet und das Potential
V(|®ol, |Po|) nur eine irrelevante Konstante darstellt, die im folgenden weggelassen wird.
Die Lagrange-Dichte (7.17) représentiert eine Theorie mit zwei neutralen skalaren Feldern,
die mittels kubischen und quartischen Termen miteinander wechselwirken. Die Quanten
des Feldes ¢} sind Teilchen mit (quadratischer) Masse

2

m2 = m?2 + 6A|Dp|2 = m? — 6) ;”—A = —2m? = 4)\|®y|? (7.18)

wéhrend die Quanten des Feldes ¢, Teilchen mit der (quadratischen) Masse

2

m3 = m? + 2| ®|? :m2—2)\7;—>\ =0 (7.19)
sind. Die Existenz eines masselosen Feldes, eines sog. Goldstone—Bosons, ist eine Kon-
sequenz der spontanen Brechung einer kontinuierlichen Symmetrie. Dies folgt aus dem
sog. Goldstone—Theorem, welches wir im néchsten Abschnitt besprechen.

Zum Schluss dieses Abschnitts wollen wir noch ein physikalisch anschauliches Argument
geben, warum das Feld ¢| massiv, das Feld ¢, jedoch masselos ist. Dazu betrachten
wir wieder Abb. 7.3. Der Grundzustand |®g| ist hier gerade das rechte Minimum des
Potentials auf der ¢;—Achse. Um von diesem Punkt aus in ¢;—Richtung (die identisch mit
der ¢j—Richtung ist) fluktuieren zu kénnen, muss man gegen die positive Kriimmung des
Potentials anlaufen. Diese Kriimmung entspricht aber gerade der Masse des Feldes ¢,

0*V (¢, ¢5)

TR =m? + 6X|Dg|* = m? . (7.20)

¢ =¢5H=0

Dagegen kosten Fluktuationen in ¢o—Richtung (die identisch mit der ¢,—Richtung ist)
vom Grundzustand aus keine Energie, denn man lauft entlang des Kreises mit Radius
|®|. Das Potential hat in dieser Richtung keine Kritmmung und die Masse des Feldes ¢,

verschwindet,
OV (41, ¢5)

94 =m* + 2\ Po)* =m3=0. (7.21)
2

&l =¢h=0

7.2 Das O(N)—Modell und das Goldstone—Theorem

Wir betrachten die folgende Lagrange—Dichte,

-

[ D D N,
L=506-06="2-6-6- 169, (7.22)

wobel

—

¢:(¢17"'7¢N>T7 (723)

ein N-komponentiges, reelles skalares Feld ist. Offensichtli_ph ist die Lagrange-Dichte
(7.22) invariant unter O(N)-Transformationen des Feldes ¢,

6—¢'=0(9)¢. (7.24)
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7.2 Das O(N)-Modell und das Goldstone—Theorem

Hier ist O(g) die Darstellung eines Elementes g € G, wobei G = O(N) die Gruppe
der orthogonalen Transformationen in N Dimensionen ist. Da gg ein N-komponentiger
Vektor ist, muss O(g) eine orthogonale (N x N)-Matrix sein. Da O(N) aber auch eine
(nicht-Abelsche) Lie-Gruppe ist, wissen wir, dass O(g) die folgende Form haben muss,

~

O(g) = et (7.25)

mit den Parametern «; und den Generatoren 7}, der Gruppe O(XN). Eine Summe iiber
k von 1 bis N(N — 1)/2 (die Zahl der Generatoren der O(N)) ist impliziert.

Beispiel: N = 2. O(2) ist die Gruppe der orthogonalen Transformationen in zwei Di-
mensionen, also mit anderen Worten die Gruppe der Drehungen in einer Ebene. Die Zahl
der Generatoren ist N(N — 1)/2 = 1; der einzige Generator T} = 7y ist identisch mit der
zweiten Pauli-Matrix. Der einzige Parameter oy = A ist der Drehwinkel in der Ebene.
Die (2 x 2)-Matrix-Darstellung von Elementen der 0(2) lautet

A - —iATy - ( ) n_n __ - ( 2n 2n n+1 2n+1_2n+1
O(g) = e —Z ol A Q_Z ( A +Z 2n+ A T2
n=0 n=0

o 1)» > " . .
HZO (( ;‘ A2Y ZO » +1 AP =1 cos A — iy sin A

_ (C?SA —smA) 7 (7.26)

sinA cosA

wobel wir 722 = 1y.9 = 1 benutzt haben. Dies ist in der Tat eine Drehmatrix fiir eine
Drehung in zwei Dimensionen, d.h. in einer Ebene, um den Winkel A.
Wie gehabt suchen wir das Minimum des Potentials

—,

w@:—¢¢+ @ )2 (7.27)

Fiir m? > 0 ist das Minimum offensichtlich bei qb = 0, aber fiir m? < 0 befindet es sich
bei

-

V(o)
9¢;

Dies entspricht wieder einem Kontinuum von Punkten im N-dimensionalen Raum, ndmlich
die gesamte Oberfliche der N-dimensionalen Kugel mit Radius ¢g = /—Nm?/(4N).
Das System wird als Grundzustand einen Punkt auf der Oberfliche auswéhlen (was der
spontanen Symmetriebrechung entspricht). O.B.d.A. kénnen wir annehmen, dass er auf
einer der kartesischen Achsen liegt, z.B. der ¢;—Achse,

4N - - Nm?
=i (m2+ FIGE) = ldl=e= -0 @)

=®0

0=

gg() = (¢07 07 s 70 )T (729)
——
N-1
Obwohl V() invariant unter O(N)-Transformationen ist,
V(¢') =V(O(9)9) = V(9) (7.30)
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7 Spontane Symmetriebrechung

(da V(q;) nur vom Skalarprodukt ¢ - ¢ = ]5\2 abhéngt, welches invariant unter Drehungen
ist), ist es der Grundzustand i.a. nicht mehr,

¢4 = O(g)¢o # ¢o - (7.31)

Die Wahl eines bestimmten Grundzustands, z.B. (7.29), bricht die O(N)-Symmetrie spon-
tan. Dennoch verbleibt eine residuale O(N — 1)-Symmetrie, die Drehungen um die ¢;—
Achse entspricht,

O(h) = ( b ) . (7.32)

O(N=1)x(N-1)

Hier ist h ein Element der Untergruppe H = O(N — 1) der urspriinglichen Symmetrie-
gruppe G = O(N), d.h. O(y_1)x(n—1) ist eine orthogonale (N —1) x (N —1)-Matrix. Diese
Transformationen lassen das Vakuum (7.29) offensichtlich invariant,

5= O(h)do = o - (7.33)
Beispiel: N = 3. Die Gruppe O(3) hat drei Generatoren, z.B.

0 — 0 0 0 —i 00 O
Tis=X=|17 0 0], Th=Xx=100 0 , =M= 0 0 —i
0 0 0 ¢ 0 0 0 2 0
(7.34)
Diese erzeugen Drehungen um die z—, die y— und die z—Achse. Wenn das Vakuum in
Richtung der z—Achse zeigt, gz% = (¢0,0,0)T, dann lassen Drehungen um diese Achse, also
in der zweidimensionalen (y, z)-Ebene, das Vakuum invariant. Die O(3)-Symmetrie ist
zu O(2) gebrochen und

o0

O(h) — 6—ia1T1 = e—iA)q — Z (_TLZ') An>\'r77,
n=0
2 . (_1)71 2n . . (_1>n 2n+1
~ AT — — 2 A
]1+A721 2n)! XD B Ty
n= n=0
= 1+ A3(cosA — 1) —i\; sin A
1 0 0
= 0 cosA —sinA | . (7.35)
0 sinA cosA
Hier haben wir
0 00
MN=]010|=A" (7.36)
0 01

benutzt.
Die Frage, die sich nun stellt, ist, wie viele Goldstone—Bosonen, also masselose An-
regungen, es gibt. Hierzu machen wir wieder die Zerlegung

é=o+ 0 (7.37)
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7.2 Das O(N)-Modell und das Goldstone—Theorem

und setzen diese in die Lagrange-Dichte (7.22) ein. Dabei benutzen wir Gl. (7.29), so dass

G- 6= ¢ +200- '+ 6" = o + 200, + "% (7.38)
Bezeichnen wir noch
=0, T=(0,¢h...,00)7 = ¢*=0+77, (7.39)
so erhalten wir
L = la,pa“wr la,ﬁ-a”ﬁ— m; (65 + 2¢00 + 0° + %)
—i 7 [0 +4050° + (0% + 7°) + 263(0” + %) + 400 + dgoo(0? + 77)]
= 5@00“0— % (m +Q¢O %@7?-8“7?— % (m2+%¢g> 72
—%% o(o® +7%) — %(02 +7%)% — o (m2 + %%) Vi(go) .  (7.40)

Der vorletzte Term verschwindet wieder aufgrund von Gl. (7.28). Der letzte Term stellt ei-
ne irrelevante Konstante dar und kann weggelassen werden. Insgesamt stellt die Lagrange—
Dichte (7.40) eine Theorie mit einer massiven Anregung, dem Feld o, mit einer (qua-
drierten) Masse

12X 8A
m2 = m? & _% m2—3m2 = —92m?2 = Fqsg , (7.41)

g

und N — 1 masselosen Anregungen, den Komponenten des Feldes 7, mit Masse
4\
m2 =m? + W¢§ =0, (7.42)

dar. Die letztgenannten Freiheitsgrade sind die Goldstone—Bosonen, die aufgrund der
spontanen Brechung der O(N)-Symmetrie zu O(N — 1) auftreten. 1162021

Gibt es ein allgemeines Kriterium, anhand dessen man die Zahl der Goldstone-Bosonen
bestimmen kann? Dazu betrachten wir die Taylor-Entwicklung des Potentials V' (¢) um

seinen Grundzustand ¢y,

(¢i — d0.3) (B — doy) + O (i — ¢0:)°) . (7.43)

$=go

V(o) =V Zwmj

Hier haben wir bereits ausgenutzt, dass aufgrund der Definition von 50 (als Minimum des
Potentials)

-,

0¢;

=0, i=1,....,N. (7.44)
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7 Spontane Symmetriebrechung

Damit 50 ein Minimum des Potentials darstellt, muss fiir die Massenmatrix gelten

>0 Vi, j=1,...,N. (7.45)

Die Frage ist nun, fiir welche Felder M7, > 0 und fiir welche M5 = 0 ist. Die letztgenann-
ten sind natiirlich die Goldstone-Bosonen. Eine andere Formulierung der Tatsache, dass
es sich um masselose Teilchen handelt, ist zu sagen, dass das Potential in Richtung der
Goldstone—Freiheitsgrade flach ist bzw. keine Kriitmmung aufweist. Um zu klédren, wel-
che Felder die Goldstone-Bosonen sind, betrachten wir eine Symmetrie-Transformation
(7.31) des Potentials V (¢) am Minimum und benutzen Gl. (7.43),

V(dg) = V(O(g9)do) = Z o000 + O (365,) . (7.46)

$=¢o

5@0%

wobei 0o = ¢ ;— o, die Anderung der i-ten Komponente von (50 unter der Symmetrie—
Transformation O( ) ist. Da das Potential invariant unter dieser Transformation ist, muss
(gbo) V(¢) sein und daher (bis zur quadratischen Ordnung in d¢bo.4)

2PV (9)
; 0000,

N
0060 = Y M 6o id; =0 (7.47)

1,j=1

Nehmen wir an, dass ¢ € H. Dann ist (56 = q?o und d¢p; = 0Vi=1,...,N. In diesem
Fall folgt aus Gl. (7.47), dass die Massenmatrix M;; beliebige Werte annehmen kann.
Firi=2,...,N ist d¢p,; jedoch trivialerweise gleich null, weil O(g) fiir ¢ € H lediglich
Nullen in Nullen transformiert. Wir schliefen daraus, dass wir fiir 4,5 = 2,..., N keine
Aussage iiber die Werte ij der Massenmatrix treffen konnen. Fiir ¢ = j = 1 kénnen wir
M > 0 haben (obwohl auch zufillig M7 = 0 sein kénnte). Dies ist die massive Mode.

Nun nehmen wir an, dass ¢ ¢ H. Dann ist q;é # (gg und d¢g; # 0 fiir einige (oder
zumindest ein gewisses) i. In diesem Fall ist ¢ € G/H (sprich “G modulo H”), d.h.
die Menge der (Links-)Nebenklassen (engl. (left-)coset) von H in G. Dies sind alle
Transformationen g € G, die bis auf eine Transformation h € H identisch sind. Die Menge
der Nebenklassen bildet i.a. keine Gruppe (sie ist eine Gruppe, falls H eine normale
Untergruppe bildet).

Die Dimension von G/H ist

dimG/H =dimG — dim H . (7.48)
In unserem Fall gilt daher
dim [O(N)/O(N —1)] =dim O(N) —dimO(N — 1) . (7.49)

Die Dimension eciner Lie-Gruppe ist die Zahl ihrer Generatoren, also N(N — 1)/2 fiir
O(N). Also haben wir

dim [O(N)/O(N—l)]:N(N_l) WDV =2) :N_l(N—N+2):N—1.

2 2 2
(7.50)
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7.2 Das O(N)-Modell und das Goldstone—Theorem

Die Dimension von G/H ist die Zahl der Generatoren, die Transformationen g € G/H
erzeugen. In unserem Fall sind es N — 1 der urspriinglichen N(N — 1)/2 Generatoren
der O(N), die diese Transformationen erzeugen. Im obigen Beispiel fiir N = 3 sind zwei
Generatoren in G/H, namlich T3 und 75, da der verbleibende Generator Ty € H O(2)-
Transformationen um die z—Achse erzeugt.

Wir kénnen nun danach fragen, wie viele linear unabhingige Transformationen g €
G/H existieren. Dies sind offensichtlich genau N — 1, namlich eine fiir jeden Generator
in G/H. Fiir diese N — 1 Transformationen O(gj), g; € G/H, j =2,...,N, kann man
annehmen, dass d¢g ; # 0 ist, aber (bis zur Ordnung O(«;) im infinitesimalen Parameter
a; der Transformation) d¢p; = 0 fir i = 1,...,5 — 1,7+ 1,..., N. In unserem Beispiel
fiir N = 3 wiiren dies die Transformation O(g,), entsprechend einer Drehung um die z(!)-
Achse, mit 8¢5 # 0 und 8¢ 1 = d¢pgs = 0, und die Transformation O(gs), entsprechend
einer Drehung um die y(!)—Achse, mit d¢p1 = d¢pgo = 0 und d¢ 3 # 0.

Fiir diese N — 1 Transformationen reduziert sich Gl. (7.47) jeweils auf

2 .
MJJZO, j:2,...7N. (7.51)

Daraus folgt, dass die Zahl der Goldstone—Bosonen identisch ist mit der Zahl der
Generatoren in GG/ H. Dies ist eine allgemeine Schlussfolgerung und héngt nicht von der
speziellen Gruppe ab, die man betrachtet. Fiir das Symmetriebrechungsschema

O(N) — O(N —1) (7.52)

haben wir aufgrund von Gl. (7.50) folglich O(N —1) Goldstone-Bosonen (2 im Fall N = 3,
die Anregungen in y— und z—Richtung entsprechen). Das Goldstone—Theorem fasst die-
se Beobachtungen formal zusammen:

Falls ein Feldoperator ¢(X) existiert, der einen nichtverschwindenden Vakuu-
merwartungswert hat,

(0¢(X)[0) #0, (7.53)

und falls QB(X ) nicht wie ein Singulett unter einer Symmetriegruppe der La-
grange—Dichte transformiert, so existieren masselose Anregungen.

Beweis: Falls die Lagrange-Dichte £ invariant unter Transformationen einer Gruppe G
ist (d.h. wenn G eine Symmetriegruppe von L ist), dann existieren aufgrund des Noether—
Theorems erhaltene Stréme. Fiir die Anderung des Feldoperators unter der Symmetrie-
transformation gilt

AG(X) = Qa(X) bw, (7.54)

vgl. Gl. (2.43), und die Noether—Stromdichte ist, falls wir uns auf interne Symmetrien
beschranken,

Lo AL
\7& (X) - Q(GMQAS(X)) Qa(X> ) (755)

vgl. GL. (2.59). Diese Stromdichte ist erhalten,

0, THX) =0, (7.56)
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7 Spontane Symmetriebrechung

mit den zugehorigen Noether-Ladungen

dQ,
dt

Q. = /d?’fjao(X) = const., d.h. =0. (7.57)

Die Ladungen tragen die Quantenzahlen der adjungierten Darstellung der Symme-
triegruppe. Sie geniigen daher den Vertauschungsrelationen

[Qaa Qb} = Cape Qe (7.58)

wobei Cg,. die Strukturkonstanten der Gruppe G darstellen. Aus diesem Grund stel-
len die Noether—Ladungen einen alternativen Satz von Generatoren der Gruppe G
dar (weil letztere dieselben Vertauschungsrelationen erfiillen). Fiir Lie-Gruppen ist eine
Darstellung eines Elementes g € G folglich

Ulg) = e @ | (7.59)
Falls das Vakuum invariant unter Transformationen g € G ist, so gilt

U(g)10) = [0) . (7.60)
Fiir infinitesimale Transformationen lautet diese Gleichung

1 — iw,Qq + O(w?) | |0) = |0) | (7.61)

d.h. die Noether-Ladungen Qa miissen das Vakuum vernichten,

Q.]0)=0. (7.62)
Falls das Vakuum nicht invariant ist,
U(g) [0) = [0} #0) , (7.63)
so gibt es verschiedene energetisch entartete Vakua und
Qal0) #0. (7.64)

Dies ist der Fall der spontanen Symmetriebrechung. Da ¢(X) sich nicht wie ein Singulett
under G transformiert (also unter Transformationen aus G nicht invariant bleibt), existiert

ein ¢/ (X) # $(X), so dass

~ A~

O(X) = U(9) §(X) UT(9) = §(X) — iwa [Qu. #(X)| + OW?) £ (X) . (7.65)

Hier haben wir wieder infinitesimale Transformationen betrachtet und die Taylor—Entwick-
lung von U (g) und U (g) benutzt (sowie die Tatsache, dass die Ladungen Q, hermitesch
und die Parameter w, reell sind). Die letzte Ungleichheit impliziert (da die Parameter w,
i.a. nicht verschwinden)

[Qa, &(X )] #0. (7.66)
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7.2 Das O(N)-Modell und das Goldstone—Theorem

Der Vakuumerwartungswert dieser Ungleichung lautet mit der Definition (7.57) der Noether—
Ladungen

0 # (0] [Qu ()] 10) = (0] Qud'(X) = &'(X)Qul0)
= [ 0120800 - STV )
= 3 [ 012 Il &) [0) = 01 5(CX) ) (n] T2V 0)] - (767

Eine Raum-Zeit-Translation des Ladungsdichteoperators,
TIY) = e PI0)e™ T (7.68)

liefert mit e**|0

) =|0) (das Vakuum ist translationsinvariant)
0 # 3 [ @7 [0 P ald Ol0) - O CO) e (0l O)0)] (769

= > RO [(01T20) )l (X)0)e ™ — (0l (Xln) (| T2 (O)]0)e ]

n

= > @R G) [(01720) ) (rld (O)[0)e™ e — (016 (X)) (n] T 0)e 0]

n

wobei wir im letzten Schritt F,(p, = 0) = M, benutzt haben, mit der “Masse” M,
des Zustands |n). Man beachte nun, dass der Term n = 0, d.h. das Vakuum |0), in
der Summe iiber n keinen Beitrag liefert (da My = 0). Dies gilt auch fiir Zusténde |n),
die keine Teilchen enthalten, die von qg’ (X)) vernichtet bzw. erzeugt werden, also fur die
(0]¢/(X)|n) = 0 gilt. Wir bezeichnen die Summe iiber die verbleibenden Zustéinde (die
einen nicht-trivialen Beitrag zur Summe iiber n liefern) mit >, o und erhalten

0 # (O] [Qu.d(0)] I0)

= 3 @n)O5) ({0172 (0)m) (nl ' (X) |0} — (016! (X)) {n| TS (O)]0)e e
n#0
= f(yo) - (7.70)

Die linke Seite war urspriinglich aber unabhéngig von yg, d.h. f(yo) = const.. Dies kann
man unter Zuhilfenahme der Stromerhaltung (7.56) auch formal beweisen

01 [Qud 0] ) = [ @10l -2 13 o)

=~ [ &7l [9, Z.0).600] )
=~ a5 [Emdeo]m =0, @
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7 Spontane Symmetriebrechung

weil J,(Y) im Unendlichen verschwindet. Wenn also die in Gl. (7.70) definierte Funktion

f(yo) = const., muss die yo—Abhéingigkeit in der Summe verschwinden. Dies geht i.a.

nur, wenn die Masse M,, der in der Summe verbleibenden Zustéande |n) verschwindet,

M, = 0. Die Summe kann auch nicht leer sein, d.h. es muss wenigstens einen solchen

Zustand geben, dessen Masse verschwindet, sonst wére f(yo) = 0, was der linken Seite

der Ungleichung widerspriache. Damit ist das Goldstone-Theorem bewiesen, q.e.d.
16.6.2021

7.3 Spontane Symmetriebrechung in Eichtheorien

Wir betrachten nun ein geladenes skalares Feld, welches mit sich selbst mittels einer 4—
Punkt-Wechselwirkung und zusatzlich mit dem elektromagnetischen Feld wechselwirkt,

1
L= (D,®)D"® — m*®*d — \(®*P)* — ZFWFW , (7.72)

mit der kovarianten Ableitung D, = 0, + teA,. Dies ist die geeichte Version der in
Abschnitt 7.1 betrachteten Feldtheorie. Der Unterschied ist, dass die urspriingliche Versi-
on lediglich eine globale U(1)-Symmetrie besaf, wihrend Gl. (7.72) symmetrisch unter
lokalen U(1)-Transformationen

P(X) — P (X)=e 2O p(X),
1
AuX) — ALX) = AuX) + - 9, A(X) (7.73)
also symmetrisch unter U ( )—Eichtransformationen, bzw. U(1)—eichinvariant ist. Wir
nehmen nun an, dass m? < 0, so dass das Vakuum bei ®y = /—m?2/(2)\) liegt. Mit der

Zerlegung (7.16) (der Ubersicht halber lassen wir die Striche an den Feldern ¢/, ¢, weg)
lautet der kinetische Term der Lagrange-Dichte (7.72)

(D,®)* D"®

{au o1 \_/;52 —icA, <<I>0 + & \_/g@)] {aﬂ o1 :;gi% +ie AV (cbo 4o \J;;%)}
ﬁ+%)
2

1
= 5 (0u010"01 + 0,620 02) + €2 4, A" (@3 + V2o +

: $1 + i P1 — i 1 — i ¢1+ i
sear | (252 0,2 (g B ) 0,2

1 2 “w 2 QS% + Q%
= 5 (0401001 + 0,020" ) + €A, A" | B + V2B + :

e Al (~iV2000,0 + 62001 — i610,62)
1
= 3 (0,010" P1 + 0, 20" o) + 62@(2)14#14“ +V2ed A"0, 0o

2

V22 By A, AP Dy + e AP (10,02 — $20,01) + % ALAY(S + 62 . (7.74)
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Kombinieren wir dies mit der Berechnung der potentiellen Energiedichte fiir die Zerlegung
(7.16), die wir schon vorher durchgefiihrt hatten, so erhalten wir fiir die Lagrange-Dichte
(7.72)

1 1 1 1
L = 5 010" Py — 5(—2m?)<z>§ +35 8, 20" by — T F F* 4 B2, A" 1 /26Dy A9, 69

—vﬂ%@w%wa—%ﬁ+%F+¢%%wmwm+ww@m@—@@@>
2

+5 A (6} + ) (7.75)

Wieder gibt es ein massives (¢;) und ein masseloses skalares Feld (¢9). Dariiberhinaus
sind aber folgende Fakten bemerkenswert:

(i) Das Photon-Feld hat einen Massenterm bekommen,

M2
= At M= V2ed, (7.76)

die Photonmasse ist also proportional zum Vakuumerwartungswert ®, des skalaren
Feldes.

(ii) Es gibt einen bilinearen Mischterm zwischen A* und d,,¢2. Solch ein Term ist im
Prinzip unerwiinscht, da die Lagrange—Dichte in quadratischer Ordnung diagonal
in den Feldern sein sollte. Partielle Integration dieses Terms (welche immer méoglich
ist, da nur die Wirkung S = [ d*X £ eine Rolle spielt) fiihrt zur Schlussfolgerung,
dass ¢9 mit 0 - A mischt, also mit der unphysikalischen, 4-longitudinalen Kom-
ponente des Eichfeldes. Diese Mischung zwischen dem masselosen Boson ¢y (dem
Goldstone-Boson im Fall der spontanen Brechung der globalen U(1)-Symmetrie)
und dem Eichfeld A* ist eine generische Eigenschaft bei der spontanen Brechung
von Eichsymmetrien.

Der Mischterm zwischen ¢2 und A* kann durch geschickte Wahl einer Eichung eliminiert
werden. In der sog. 't Hooft—Eichung addiert man den eichfixierenden Term

1 1
2% 2%

zur Lagrange-Dichte (7.75). Die 't Hooft-Eichung ist niitzlich, um die Renormierbarkeit
von Theorien mit spontan gebrochener Eichsymmetrie zu beweisen. Der Mischterm in
Gl. (7.77) kann durch partielle Integration genau auf die Form des Mischterms in der
Lagrange—Dichte (7.75) gebracht werden, nur hat er dann das umgekehrte Vorzeichen,
so dass sich die beiden Terme gegeneinander wegheben. Der letzte Term in Gl. (7.77)
impliziert aber, dass das skalare Feld ¢, eine Masse bekommt,

Lyt = (8- A—EMpy) = (8-A)2+M¢28-A—§M72¢§, (7.77)

my = EM? (7.78)

Wir haben jedoch noch die Freiheit, den Eichparameter ¢ nach Belieben wéhlen zu
konnen. In der Landau—Eichung ¢ = 0 ist das skalare Feld ¢, dann wieder masselos.
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7 Spontane Symmetriebrechung

In der Feynman—Eichung ¢ = 1 dagegen ist das Feld ¢, genauso schwer wie das
Photon.

Schliellich kann man noch die Eichung & — oo betrachten. In diesem Grenzfall wird das
Feld ¢2 unendlich schwer und damit aus dem Spektrum der physikalischen Anregungen
der Theorie entfernt. Der ¢o—Freiheitsgrad ist damit effektiv “eingefroren”. Diese Eichung
bezeichnet man iiblicherweise als unitédre Eichung.

Wie sieht der Photon-Propagator in diesen Féllen aus? Wir betrachten zunéchst den in-
versen Photon-Propagator, inklusive des eichfixierenden Terms (so dass die Invertierung
iberhaupt moglich wird),

1
AZ(X —Y) = | (0, + M2)g™ + (1 - g) aga;] (X -Y), (7.79)
bzw. im Impuls-Raum
A" (K) = (K= M*)g" — (1 — %) K"K
= (K? - M?*)(P" + E") — K? (1 - %) B
K2
e s (B ae) -

wobei wir die Projektoren (5.167) und (5.169) benutzt haben. Daraus folgt (man beachte
das zusétzliche Minus-Zeichen beim Invertieren im Minkowski-Raum)

. 1 ¢
j2274 _ - v _ s v
A(€)<K) o K2 — M2 P* K2 — M2 EF
B 1 w  K'KY 19 K'KY
A K2 K2 —eM? K2
B 1 w oy 1 19 K'KY
- TRk me? K2 M? KZ_¢eM?) K?
1 K? KFrKY
e 1 1 —
red T man 1
1 KrKY
= — " -(1—-§)———— 81
i | 0 9an (7.81)
In Landau—Eichung, £ = 0,
< v 1 ,  KFKYYN pr
A?O)(K) = _K2 . M2 (gﬂ - K2 ) = _K2 — M2 . (782)
In Feynman—Eichung, £ =1,
A (K) = ——9° (7.83)
) TR .
In unitédrer Eichung, ¢ — oo,
- 1 ,  KrKY
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Der Unterschied ist, dass in den ersten beiden Fillen das Feld ¢, immer noch présent ist
und die unphysikalischen Beitrdge des Photon-Feldes authebt, wihrend im letzten Fall ¢,
aus dem Spektrum der physikalischen Anregungen entfernt ist.

Den Mechanismus, aufgrund dessen das Photon eine Masse bekommt, also die spontane
Brechung einer Eichsymmetrie, nennt man Anderson—Higgs—Mechanismus. Anstel-
le eines masselosen Goldstone-Bosons, wie bei der spontanen Brechung einer globalen
Symmetrie, wird das Eichfeld massiv. Massive Vektorfelder haben drei Freiheitsgrade
(drei Spin-Polarisationen), anstelle der zwei Freiheitsgrade (zwei Spin-Polarisationen) bei
Eichfeldern. Die Zahl der Freiheitsgrade bleibt also konstant. Man spricht (etwas bildlich)
davon, dass das Eichfeld das Goldstone-Boson “gegessen” hat. Streng genommen gilt dies
aber nur in unitarer Eichung.

7.4 Das Weinberg—Salam—Modell der elektroschwachen
Wechselwirkung

Die dem Weinberg-Salam-Modell, dem sog. Standardmodell der elektroschwachen
Wechselwirkung, zugrundeliegende Idee ist, dass die schwache Wechselwirkung, wie
schon die elektromagnetische Wechselwirkung, durch Eichbosonen vermittelt wird. Wie
das Photon sind sie zunédchst masselos. Sodann fiihrt man ein skalares Feld, das sog.
Higgs—Feld, ein. Spontane Symmetriebrechung mittels des Anderson—Higgs—Mechanis-
mus gibt diesen Eichbosonen dann eine Masse. Das Weinberg—Salam—Modell inkorporiert
auch die elektromagnetische Wechselwirkung, ist also insofern eine echte vereinheitlich-
te Feldtheorie. Allerdings 1&8t der Anderson-Higgs—Mechanismus im Weinberg—Salam—
Modell das Photon unberiihrt, dieses bleibt also masselos.

Die schwache Wechselwirkung ist fiir den f—Zerfall von Atomkernen verantwortlich. Sie
muss demnach wie die starke Wechselwirkung auf Hadronen, bzw. auf fundamentalem
Niveau auf Quarks wirken. Eine weitere Teilchensorte, die bei der schwachen Wechselwir-
kung eine Rolle spielt, sind die Neutrinos. Diese gehoren, wie auch das Elektron, das
Myon und das Tauon, zur Gruppe der Leptonen, vgl. Kap. 1.

Der Anderson—-Higgs—Mechanismus gibt nicht nur den schwachen Eichbosonen eine Mas-
se, sondern auch den Materiefeldern, also Elektronen, Myonen, Tauonen, sowie den ver-
schiedenen Quark-Flavors. Lediglich die Neutrinos bleiben im Weinberg—Salam—Modell
masselos. Heutzutage wissen wir, dass dies nicht der Fall ist: sog. Neutrino-Oszilla-
tionen, d.h. der Prozess der Umwandlung verschiedener Neutrino-Flavors ineinander, der
experimentell bereits beobachtet wurde, deutet daraufhin, dass die Neutrinos eine (sehr
kleine, aber nichtverschwindende) Masse besitzen. Dies wird in diesem Kapitel aber nicht
weiter ausgefiihrt.

Wir beginnen unsere Uberlegungen zum Standardmodell der elektroschwachen Wech-
selwirkung mit dem Elektron-Neutrino-Sektor. Spéter fiigen wir die anderen Eichboso-
nen und das Higgs—Feld hinzu, und zum Schluss betrachten wir auch noch die ande-
ren Leptonen (Myonen, Tauonen und die dazugehérigen Neutrinos) und die Quarks.
Zunéachst miissen wir den Begriff der Chiralitit einfithren. Dazu definieren wir rechts-
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und linkshéndige Dirac-Felder mittels

Yrr=Prrt, (7.85)
wobei -
Pri=— s (7.86)

die Projektionsoperatoren auf Zusténde mit rechts- bzw. linkshdndiger Chiralitit
sind. Diese Chiralitétsprojektoren sind orthogonal

1+ 1F 1
PriPrr = 2% 275 = 1 (1 T Fs — ’7?) =0, (7'87>
idempotent,
1+~51+ 1 1
73}22’1; _ V5 s _ = (1 + 25 + 7?) = _(1 + 75) =PrL ., (788)
2 2 4 2
und vollstandig,
Pr+Pr=1. (7.89)

(Wir unterdriicken gewohnlich die (4 x 4)-Einheitsmatrix 14,4 und schreiben vereinfacht
1 auf der rechten Seite.) Die Dirac-Lagrange-Dichte fiir masselose Fermionen lautet

Lp =i . (7.90)

Wir zerlegen nun 1 und 1 in rechts- und linkshéindige Anteile,

Y = (Pr+PL)=PrY+Prp=1r+vr, (7.91)
O = YI(Pr+PL) = 0N (PL+Pr)vo = (P + Pr)¥) 70 = (@) + 1)y = L + ¥ ,
wobel wir - .

YuPrL = Y 275 = :;75 Yu = Pr,rVyu (7.92)

und 73;% ;, = Prr benutzt haben. Man beachte, dass die erste Relation (7.91) zusammen
mit der Idempotenz (7.88) impliziert, dass

VYrr = Prr¥ = PrLYgL (7.93)

wéhrend die zweite Relation (7.91) zusammen mit der Idempotenz (7.88) impliziert, dass

Ur.r = VPr1i = VLrPRL - (7.94)
Die Dirac-Lagrange—Dichte (7.90) lautet mit Gl. (7.93)
Lp = (Yo +Yr)id (Vr+vr) = brid Vg +bridr +Yridvr + Yrid Yr
ULPriP Privr + VL Prid P + YrPrid Pribr + YrPrid Priy

Vi PLPrYR + Vi@ PLPrir + Yrid PrPribr + YR i) PRPLYL
= iYL+ Yri YR - (7.95)
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Hier haben wir zur zweiten Zeile die Glgen. (7.93) und (7.94), zur dritten Zeile Gl
(7.92) und im letzten Schritt die Orthogonalitdt (7.87) und Idempotenz (7.88) der Chira-
litdtsprojektoren sowie wieder Gl. (7.93) ausgenutzt.

Man sieht anhand von Gl. (7.95), dass die Dirac-Lagrange—Dichte fiir masselose Teil-
chen in zwei Lagrange—Dichten fiir rechts- und linkshidndige Teilchen separiert. Man
spricht in diesem Zusammenhang von einer sog. chiralen Symmetrie. Falls die Dirac—
Teilchen Quarks mit Ny masselosen Flavors sind, dann wére die Symmetrie von Gl. (7.95)
eine U(Ny)r x U(Ny)—Symmetrie, da wir rechts- und linkshéndige Quark-Flavors un-
abhéngig voneinander unitdren Transformationen unterwerfen kénnen.

Der elektronische Teil der Lagrange—Dichte des Weinberg—Salam—Modells enthélt rechts-
und linkshéndige Elektronen, aber nur linkshindige Neutrinos,

£€:éLi@6L—|—éRi@€R+ﬂei@I/€ , (796)
wobel
Prve =Ve, Prr.=0. (7.97)

(Die Existenz von Neutrino-Oszillationen, die eine nichtverschwindende Masse von Neu-
trinos impliziert, widerlegt die Annahme, dass es nur linkshdndige Neutrinos gibt; es
muss auch rechtshéndige Neutrinos geben. Eine der gegenwértigen Herausforderungen
ist, das Standardmodell der elektroschwachen Wechselwirkung so zu erweitern, dass dies
beriicksichtigt wird, ohne die grofien Erfolge dieses Modells bei der Beschreibung experi-
mentell beobachtbarer Fakten zu beeintréichtigen.)
Wir schreiben linkshéndige Elektronen und Neutrinos als Komponenten eines sog.
linkshindigen Dubletts,
L= < Ve ) . (7.98)
€L

Dieses Dublett wird als fundamentale Darstellung einer Symmetriegruppe, der sog.
schwachen Isospin-Gruppe SU(2)., betrachtet. Das Neutrino hat die SU(2),-Quan-

tenzahlen Iy, = 3, I}, = 3, wihrend fiir das Elektron Iyy = £, If}, = —1 gilt. Rechtshéndi-

ge Elektronen transformieren als Singulett unter SU(2);,
R=ep (7.99)
mit Iy = I3, = 0. Dann kénnen wir die Lagrange-Dichte (7.96) kompakt schreiben als
L.=LipL+ RipR. (7.100)
Das linkshéndige Dublett L transformiert unter SU(2),, wie
L — L' =72 (7.101)
wéahrend das rechtshéndige Singulett R invariant bleibt,
R— R=R. (7.102)

Die elektrische Ladung der Teilchen héngt folgendermaflen mit ihrer schwachen Isospin-
Quantenzahl zusammen. Fiir das linkshédndige Dublett gilt
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Qu="Th 3. (7.103)
was Neutrinos elektrisch neutral macht und linkshéndigen Elektronen die Ladung —1 (in
Einheiten der Elementarladung e = |e| > 0) gibt. Fiir das rechtshéindige Singulett dagegen
gilt

Qr=1I), —1, (7.104)
da rechtshindige Elektronen ebenfalls die Ladung —1 tragen. Die Relationen (7.103) und
(7.104) erscheinen unnatiirlich, denn warum sollte sich die Ladungsformel d&ndern, wenn
man links- oder rechtshidndige Teilchen betrachtet? Man kann die Ladungsformel verein-
heitlichen, wenn man die Existenz einer zusétzlichen U(1)-Symmetrie annimmt, die sog.
schwache Hyperladungsgruppe U(1)y. Die schwache Hyperladung der linkshéndigen
Teilchen ist Yy, = —1, die der rechtshéndigen Teilchen Yy p = —2. Die Ladungsformeln
(7.103) und (7.104) kann man dann zu

Y
Q=1+ TW (7.105)
verallgemeinern und vereinheitlichen. Gleichung (7.105) erinnert an die Gell-Mann—Nishi-
jima—Formel fiir Hadronen (vgl. Gl. (2.204) der Vorlesung “Quantenmechanik II”). Schwa-
che Hyperladungstransformationen fiir das linkshéndige Dublett lauten

L — L =Wl =¢f2] (7.106)
wéihrend fiir das rechtshandige Dublett
R — R = W2R=(¢PR (7.107)

gilt. Die Lagrange-Dichte (7.100) ist offensichtlich invariant unter globalen SU(2), x
U(1)y—Transformationen, £, — L. = L.. Wir machen diese globale Symmetrie nun
lokal, d.h. wir eichen das Modell. Dazu fithren wir die kovariante Ableitung beziiglich
der SU(2),—Symmetrie ein, wie sie auf linkshdndige Fermionen wirkt,

—

Dy, =0, - ig% W, (7.108)

mit den Generatoren der SU(2),-Gruppe, den halben Pauli-Matrizen 7;/2, sowie drei

Eichfeldern W; ,, i = 1,2, 3. Die SU(2) - Kopplungskonstante bezeichnen wir mit g. Des-

weiteren brauchen wir eine kovariante Ableitung beziiglich der U(1)y—Symmetrie,
Yw

Dy, =0,—1y — B

5 i (7.109)

mit der Hyperladungsquantenzahl Yy, dem Eichfeld B, und der U(1)y—Kopplungskon-

stanten ¢’. Die kovariante Ableitung beziiglich der SU(2);, x U(1)y—Symmetrie, wirkend
auf linkshindige Fermionen, lautet dann

/
D,L = (5’”—2'57:’-1/1/”—1—2'% Bu> L, (7.110)
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wobei wir die Hyperladungsquantenzahl Yy, = —1 des linkshéndigen Dubletts L benutzt
haben. Die kovariante Ableitung beziiglich der SU(2);, x U(1)y—Symmetrie, wirkend auf
rechtshindige Fermionen, lautet

D,R=(d,+i¢ B))R (7.111)

wobei wir die Hyperladungsquantenzahl Yy, = —2 des rechtshéndigen Singuletts R be-
nutzt haben. Die SU(2),-Eichfelder WW; , tauchen in der kovarianten Ableitung des rechts-
héndigen Singuletts nicht auf, da sie nicht an letzteres koppeln.

Die lokal SU(2);, x U(1)y—invariante Lagrange-Dichte (7.100) lautet nun

L.=LiDL+RiPR=L (wﬂg?- i —%/15) L+R@p—-¢B) R. (7.112)

Um eine dynamische Theorie der Wechselwirkung von Elektronen, Neutrinos und Eichfel-
dern zu bekommen, ist hierzu noch die Lagrange—Dichte der Eichfelder hinzu zu addieren,

L, = _411 W - WH — }lB,WBW : (7.113)
mit dem Feldstéarketensor des Abelschen U(1)y—Eichfeldes
B, = 0,8, — 0,B,, (7.114)
und dem Feldstérktetensor der nicht—Abelschen SU(2);—Eichfelder
W = 0, W, — 8,W, + g W, x W,, . (7.115)

Der néchste Schritt besteht in der Einfiihrung eines geladenen, skalaren, isovektori-
ellen Feldes, dem sog. Higgs—Feld,
Jr
b — ( o0 ) . (7.116)

Dieses transformiert sich wie ein SU(2),—Dublett,

d — P = TP (7.117)
Unter U(1)y transformiert es sich wie

d — =20, (7.118)

d.h. es tragt die schwachen Isospin- und Hyperladungsquantenzahlen Iy, = %, Yw = 1.
Aus der Ladungsformel (7.105) folgt dann, dass die obere Komponente des Isodubletts
(7.116), mit I3, = —l—%, einfach positiv geladen ist, wahrend die untere Komponente, mit

L, = —%, neutral ist. Dies haben wir in Gl. (7.116) schon durch die Indizes an den
Komponenten kenntlich gemacht. Sowohl &+ als auch ®° sind komplexwertige Felder,
d.h.
ot L [ ¢3+igy :
o = = — . , o e R, i=1,...,4. 7.119
(@0) \/§(¢1+1¢2 ¢ / (7.119)
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Die kovariante Ableitung des Higgs—Feldes lautet

/
D,® = <au — i 7 W, - iz BN) . (7.120)

Die Lagrange-Dichte des Higgs—Feldes ist
Ly = (D,®) D'd — 1201 — \(DTD)? . (7.121)

Bei spontaner Symmetriebrechung, p? < 0, nimmt das Higgs—Feld den folgenden nicht-
verschwindenden Vakuumerwartungswert an,

1 112
90 = 561+ 08+ da+ 0 = 00 =/ =55 (7.122)

vgl. Gl. (7.14). Wir kénnen die Orientierung von @, so wihlen, dass ¢p1 = \/T2//\7
$o2 = Qo3 = Poa = 0, d.h.

(g3 + ida)
_ V2
¢_<¢Oﬁ&§(a+i¢2)) , (7.123)

wobei wir die Fluktuation von ¢; um das Minimum ¢y mit ¢ bezeichnet haben. Wahlen
wir eine unitire Eichung, so werden nach dem im letzten Abschnitt 7.3 Diskutierten
die Fluktuationen ¢o, ¢3, ¢4 unendlich schwer, und wir kénnen sie im folgenden gleich null
setzen. Das Higgs—Feld (7.123) vereinfacht sich dann zu

0
q):(%Jr%) . (7.124)

In dieser Eichung lautet die kovariante Ableitung (7.120) des Higgs—Feldes

0 i w3 Wl — w2 0
= JR— M M 12 /
v = (a0 )5l (g " )+ (o)
—iG W (00t %)

1 i 3 / o ’ (7.125)
2 Ouo + §(ng, -9 Bu) <¢0 + 75)

wobei wir \/§VV;t = Wl} T zWi benutzt haben. Ganz analog

(D,®) = (z’i W, <¢o +

o
v ) st 5wt - gB) (et 7)) ()

und
1 2 1 2
(D) Db = - 000" + {% W W 2 (oW g’BM)Q] (¢g + V2000 + %
(7.127)
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Man erkennt in diesem Ausdruck einen Massenterm fiir die geladenen Eichfelder WJ
und W, = (W5,

2 2
‘% QoW W= My W, WHe o Mg, = % o (7.128)

und auf den ersten Blick auch Massenterme fiir Wj’ und B,. Es gibt aber auch einen

gemischten Term ~ 979/ o5 WEB“. Dies bedeutet, dass die Massenmatrix im Raum der
Felder Wg und B, nicht diagonal ist, d.h. wir miissen sie erst diagonalisieren, um die
Masseneigenwerte zu bestimmen. Die Masseneigenzustinde sind dann Linearkom-
binationen der Felder W? und B,. Wir definieren

Z, = —EAE———- :cos@WWff—sin@WBu,

_ o 3
A,U« = W = S1n @W WM -+ cos @W BN s (7129)
fithren also eine Drehung der Felder WE und B, durch, mit

/

g g

wobei der Drehwinkel Oy, als Weinberg—Winkel bezeichnet wird. Inspektion von GI.
(7.127) ergibt, dass Z,, eine Masse trigt,

cos Oy = , SinOy = (7.130)

1 ) P+ M2
10 (W —dB.)" = T 2,20 = TZ Z,Z" (7.131)
2, 2 2 2 2
o _ 9 tgT o g 2 2 _ 9 s My
= Mz = 2 % = 2 (14 tan”Ow)ép = 2¢0820y 0 cos2Op

Die Masse des Feldes Z, ist also um einen Faktor 1/ cos? Oy grofer als die der Felder
Wj Die Quanten der Felder Wj sind die sog. W*—Bosonen, mit einer Masse

My, = (80.379 £ 0.012) GeV . (7.132)
Die Quanten des Feldes Z,, sind die Z'—Bosonen, mit einer Masse
My = (91.1876 4+ 0.0021) GeV . (7.133)

Daraus berechnet man den Weinberg—Winkel zu

Oy = arccos My _ 28.1780° . (7.134)
My
Das A,-Feld, als zu Z,, orthogonale Linearkombination der urspriinglichen Felder Wj’ und
B, bleibt gemafl Gl. (7.127) masselos, also ist nach wie vor ein Eichboson. Dies ist das
elektromagnetische Feld, mit Photonen als Quanten. Die residuale Eichsymmetrie
ist also die U(1)en—Symmetrie der elektromagnetischen Wechselwirkung. Das Schema der
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spontanen Symmetriebrechung im Standardmodell der elektroschwachen Wechselwirkung

ist demzufolge

Wir betrachten nun die elektronische Lagrange-Dichte (7.112) und schreiben die dort
auftretenden Felder W) und B, unter Benutzung von W = (W} FiW?2)/v2 und der
Umkehrung von Gl. (7.129),

B, cos O A, —sinOw 7, ,
W) = sin®w A, +cosOw Z, , (7.136)

in die physikalischen Felder Wj, Z, und A, um. Dazu ben&tigen wir

S _gB,=\P+92,=—L 2 1
gW, —4'B, G+ 9= g (7.137)

gW2+g'B, = g(sinOw A, + cosOw Z,) + ¢ (cos Oy A, — sin Oy Z,,)
= (gsinOw + ¢ cos Ow) A, + (gcos Oy — ¢'sinOw) Z,
= 2¢gsinOy A, + g(cos Oy — tan O sin Oy ) 2,
cos(20w)
cos Oy

= g l2 sin@w A, + Zﬂ] : (7.138)

und
¢'B, = gtan Oy (cos Oy A, — sin Oy Z,,) = gsin Oy (A, — tan Oy Z,,) . (7.139)

Gleichung (7.112) lautet dann

Lo = L :Z@Jrg (T'Wh+ W3 +% ( gW?’O—g’E —gW3O— B )} L
+R (i) —gB) R
. + . 0
+ R [ip) — gsinOy (A — tan Oy Z)] R
= U iQve.+erifer +erider + % (ZeWther +eLWre) + m VA
— gsinOwepder — g % érfer — gsin Oweér Aer + gsin Oy tan Oy eg Zep
= Ryt Yeidbe = e G pbe + T (W en + e W ve) + 5o m fv
+ m (2 sin? Oy erYuer — cos(20y) éL”yueL) Z" . (7.140)
Hier haben wir die Elektronenladung
e = ¢ sin Oy (7.141)
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eingefiihrt und die Relation

ELVuEL + ERVUER = @e%ﬂﬁe (7.142)

benutzt.
Wir kénnen nun den Vakuumerwartungswert ¢y berechnen. Es gilt geméf Gl. (7.128)

V2 V2 1
= — My = — My sin Oy =
¢0 q w e w w \/%

Die Masse des Higgs—Teilchens ist mittlerweile recht gut experimentell bestimmt, My ~
(125.25+0.17) GeV, was einem erlaubt, die Konstanten p? und A in der Lagrange—Dichte
(7.121) festzulegen,

My sin Oy ~ 177.270 GeV . (7.143)

M 2
My = —2u° =4\gy = —p® ~ (88.565GeV)*, \= <—H) ~ (0.12480 . (7.144)

200
25.6.2021

Zum Schluss bemerken wir, dass der Mechanismus der spontanen Symmetriebrechung
auch dazu dient, dem Elektron eine Masse zu geben. Dazu addieren wir zur Lagrange—
Dichte (7.140) eine Yukawa—Wechselwirkung,

Liy = —G. (LOR + RO'L) . (7.145)

Man beachte, dass dieser Term ebenfalls invariant unter SU(2), x U(1)y—Transformatio-
nen ist: die SU(2);-Matrizen heben sich zwischen L® und ®fL weg, und die U(1)y—
Phasen aller Felder ergeben einen Faktor 1, weil sich die Hyperladungen Yy aller Felder
zu null addieren. Mit Gl. (7.124) erhalten wir dann

Lo = —G. [(ﬂ,éL) ( (20 ) er + en(0, o) < v )} +O(LoR, Rol)

—Ge¢0(éL€R + éReL) + O(EO’R, RUL)
~Gotpo Vet + O(LoR, RoL) , (7.146)

wobei wir B B B B
érer + égrer = Ve PrUR + VePribe = Ye(Pr + PrL)te = Vet (7.147)

benutzt haben. Die Elektronenmasse identifizieren wir als

me = Gogp =~ 0511 MeV = G, = % ~ 2.8826 - 1070 . (7.148)
0

Die Kondensation des Higgs-Feldes in einen Vakuumzustand mit nichtverschwinden-
dem Erwartungswert ¢g # 0 sorgt also fiir die Erzeugung der Masse des urspriinglich
masselosen Elektrons.

Nun koénnen wir die Lagrange-Dichte des Weinberg—Salam-Modells auch auf die an-
deren Leptonen-Familien sowie Quarks verallgemeinern. Es gibt drei leptonische und
drei Quark-Familien, sowie das Higgs—Feld ® und das dazu adjungierte Feld & =
(@%, —d)T, &~ = (®*)F, s. Tab. 7.1.
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Ve v vy i 1 —1 0
SR G HEIEIE
€r 298 TL 3 3 1 1
RlzeR RQZ/LR RS*TR 0 0 —2 -1
@ | ¢t = ur, ¢ = cr ¢ = tr % % % %
cNa ) el )
p = Ur qn = Cr i = tr 0 0 3 2
qr = dr qn = Sr ¢k = br 0 0 —2 -1
1 1
ol 1 —1 1 0
(I)O* % 12
- 1 1 -1 -1
—P 2 2

Tabelle 7.1: Die drei leptonischen Familien, die drei Quark-Familien, und das Higgs—Feld,
mit ihren elektroschwachen Quantenzahlen. Welche Bedeutung die Tilde iiber
den Quarkfeldern mit Ladung @ = 2/3 hat, wird im Text erlautert.

Die Lagrange-Dichte des Standardmodells der elektroschwachen Wechselwirkung lautet
L=Ly+L;+Ly+ Ly + Line (7.149)

mit

co= Yo=Y [0 (0 e - B) e - g

a=1
3 3 g_ = g
L= S =3 a0+ P Lp)
a=1 a=1
+QR<2$+— )QR+QR<$__$) }
L, = —i W - WH — 1 BWB”” :
Ly = (D,@)'D'® — 1210 — \(0TD)?
Eint = /:'int,Z + Lint,q . (7150)

Die Wechselwirkungs—Lagrange-Dichte enthélt die Yukawa—Wechselwirkungen des Higgs—
Feldes mit den Fermionen, die letzteren bei Kondensation des ersteren eine Masse geben.
Fiir den leptonischen Anteil gilt

3 o
Linte = — L — RQ+R°‘—maL°‘ . 7.151
== (B e S ) (7150
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T
Hierbei ist m,, die Masse der Leptonenfamilie . In unitirer Eichung, ¢ = <0, b0 + \%) ,

o Me €Rr
Lingy = —(1+ ) (er, iz, L) m KR
V260 g m, TR
Me €r
+(€r, ir, TR) my 153
m., Tr,
o Me e
= —(1+ >(é,,a,7") m J7 (7.152)
( V200 R i

wobei wir im letzten Schritt wieder von der Relation (7.147), jetzt aber nicht nur fiir das
Elektron, sondern auch fiir Myon und Tauon, Gebrauch gemacht haben.

Der Quark-Anteil der Wechselwirkungs-Lagrange-Dichte in Gl. (7.150) ist komplizier-
ter als der leptonische, weil die Quark-Eigenzustinde zu schwachem Isospin nicht
identisch mit den Massen-Eigenzustinden sind,

- @ B —a&) T8 —oz(I)T T8 :a&)T ot B
Lingg = — Z qL¢_MaﬂqR+qL¢_Ma6qR+qR¢_MaﬁqL+qR¢_Ma5qL :
et 0 0 0 0

(7.153)
Die Quark-Massenmatrizen M, M sind i.a. nicht-diagonale, komplexwertige Matrizen

T
(in der Basis der schwachen Isospin-Zusténde). In unitidrer Eichung, ¢ = (0, ¢o + \%)

~ T
and & = (¢0+%,0) ,

o 7 7 = = = = ~
'Cint,q = — <1 + \/_ ) (dL, §L; bL)M SR + (UL, Ccr, f}L)M QR (7154)
260 br in
B B dr, S ur,
+ (dr, 5, bp)M" | sp | + (ag,ér,tr)M" | ¢
bL tL
Man kann zeigen, dass man fiir die Familienmitglieder mit Isospinkomponente I3, = —%
die Matrix M als reell und diagonal annehmen kann, so dass deren Massenterm zu
B B mg d
—(d,3,b) M s (7.155)
my b
wird. Fiir die Familienmitglieder mit I3, = % dagegen muss M zunichst mit Hilfe einer

unitiren Matrix C, C~! = CT, der sog. Cabibbo—Kobayashi-Maskawa (CKM)—

Matrix, diagonalisiert werden,

My
CMCt = me =CcMiCt. (7.156)

my
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Die Massen-Eigenzustinde der Quarks sind dann mit den Flavor-Eigenzustinden auf
folgende Weise verkniipft,

UR,L, UR,L UR,L, UR,L,
GR,L = CT CR,L 3 CR,L =C QR,L . (7157)
tR,L tR,L lRL tR,L

Damit erhalten wir fiir den Massenterm der betreffenden Quarks

my, u
— (u,c,t) me c |, (7.158)
my t

wie erwartet. Die CKM—Matrix beeinflusst nicht den elektromagnetischen oder den neu-
tralen elektroschwachen Sektor der Lagrange—Dichte (7.150), weil bei den oberen Diago-
nalelementen der SU(2),—Matrizen die dort paarweise auftretenden Faktoren C’l 5 und Cg,,
einfach 0, ergeben. Anders ist die Situation dagegen bei den sog. geladenen linkshéndi-
gen elektroschwachen Stromen, die mit dem Austausch von W' oder W~-Bosonen
einhergehen. Hier bleibt stets ein Element der CKM-Matrix {ibrig. Der entsprechende
Anteil der Lagrange-Dichte (7.150) lautet

gl - B ur, o dr,
5 (dL7 gLa bL)Wi §L + ('&La éL; tL)VVV+ SL
| tL bL
g [ B B ur, ~ dr,
= 5 (dngL’bL)chT Cr, +(aL76L;tL)W+C ST, . (7159)
i tL bL

Die CKM-Matrix mischt also Quarks unterschiedlichen Flavors iiber die Mischung
d <> u, s <> ¢, und b <> t hinaus. Dies ist aufgrund von experimentellen Befunden
notwendig, weil ohne diese Mischung die K° K% Mischung und der Zerfall K° — pu*pu~ zu
grofle Werte annehmen wiirden. Die Quark-Massen m, wie auch die Elemente der CKM~—
Matrix, sind Parameter des Standardmodells der elektroschwachen Wechselwirkung.

Wie viele freie Parameter sind in der CKM-Matrix enthalten? Im allgemeinen hat
eine komplexe (3 x 3)-Matrix 2 - 32 = 18 freie Parameter. Die Unitaritéitsbedingung,
CozBCg’y = 0oy, reduziert diese Zahl um 32 = 9 auf 9 freie Parameter. Die CKM-Matrix
spielt, wie wir gesehen haben, lediglich bei den geladenen elektroschwachen Stréomen eine
Rolle, wo sie zwischen (@, cr,tr) und (dg,sz,br)? vermittelt. Wir kénnen nun in fiinf
dieser sechs Quarkfelder einen (relativen) Phasenfaktor absorbieren (eine globale Phase
bleibt unbeobachtet), so dass die CKM-Matrix vier freie Parameter enthélt. In der Regel
schreibt man diese in der Form von drei Mischungswinkeln ©;, i = 1, 2,3, zwischen den
Quark-Flavors und einer (weiteren) komplexen Phase §, z.B. [9]

C1 51C3 5183
C=| —s1ca c1e9c3 — 59536 10983 + S9c5€™ , (7.160)
S18y  —C1S9C3 — (95360 —18983 + Cocze™
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7.4 Das Weinberg—Salam—Modell der elektroschwachen Wechselwirkung

wobei ¢; = cos0;, s; = sin®;. Den Winkel ©; = O¢ bezeichnet man als Cabibbo—
Winkel.

Zum Schluss dieses Abschnitts betrachten wir als Anwendung des Standardmodells der
elektroschwachen Wechselwirkung den f—Zerfall des Neutrons,

n—pte +r. (7.161)

Da der Quarkinhalt des Neutron ddu und der des Protons uud ist, ist der f—Zerfall auf
Quark-Ebene der Prozess
d — u+e +7v. (7.162)

Das Feynman—Diagramm fiir diesen Prozess ist in Abb. 7.4 gezeigt. Man beachte, dass
ein in einen Vertex einlaufendes WT-Boson einem aus diesem Vertex herauslaufenden
W ~-Boson entspricht.

dy
p,s p,s
kr
%

Abbildung 7.4: Das Feynman—Diagramm fiir den g-Zerfall eines d-Quarks in ein u—
Quark, ein Elektron und ein Anti-Elektron-Neutrino.

Geméf den Feynman—Regeln ist die Amplitude fiir diesen Zerfall

. N 1 1 P—-P),(P—-P),
M = cosOc iy (p", s )V Prua(p, s) % PP — G + ( 3\2(2 )
w w
< L o (B, 1) Prvw, (5 — 7 — Eyr) . (7.163)

V2

Hier haben wir u— und v—Spinoren den jeweiligen Teilchen entsprechend mit Indizes ver-
sehen.

Wenn Energie und Impuls, die iiber das W~-Boson an das Elektron- und Elektron-
Antineutrino-Paar weitergegeben werden, viel kleiner sind als die Masse My,

(P— P < M, , (7.164)
so kann man den W~-Boson-Propagator durch

Juv
Mg,

(7.165)
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7 Spontane Symmetriebrechung

approximieren. Ein konstanter Propagator bedeutet aber, dass der W ~—Boson-Austausch
instantan, d.h. am selben Raum-Zeit-Punkt stattfindet. Dies sieht man, wenn man
eine Fourier—Transformation in den Ortsraum durchfiithrt, wo der Propagator dann ~
§®(X —Y) wird. Dies bedeutet aber fiir das Feynman-Diagramm in Abb. 7.4, dass die
W~-Boson-Linie auf einen Punkt zusammenschrumpft. Dies fithrt dann effektiv zu einer
Vier-Punkt-Wechselwirkung der Fermionenfelder (in unserem Fall d-Quark, u—Quark,
Elektron und Anti-Elektron-Neutrino). Eine solche effektive Theorie der schwachen Wech-
selwirkung wurde von E. Fermi entwickelt und ist historisch betrachtet der Vorlaufer des
Weinberg-Salam—-Modells. Sie wird als Fermi—Theorie der schwachen Wechselwir-
kung bezeichnet.

In der Fermi—Theorie der schwachen Wechselwirkung vereinfacht sich das Diagramm
aus Abb. 7.4 so wie in Abb. 7.5 gezeigt.

d

v,

Abbildung 7.5: Das Feynman—Diagramm fiir den f—Zerfall im Rahmen der Fermi—Theorie
der schwachen Wechselwirkung.

Dann wird das Matrixelement (7.163)

mit dem Quark-Strom
Q" (0", 5,8') = uu(p’, )" Prua(p, s) (7.167)

dem Leptonen-Strom

und der sog. Fermi—Konstante

2 62 ™ (%

_ g -5 -2
Grp = = =— —— ~1.1252-107° GeV™“ .
PTAVEME T AVEMZ sin?0y V2 M, sin® Oy
(7.169)
Dass G so klein ist, liegt natiirlich an der groflen Masse des W—Bosons. Historisch hat

dies zur Bezeichnung “schwache” Wechselwirkung gefiihrt.
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8 Renormierung

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit den Divergenzen, die uns schon an ver-
schiedenen Stellen in der Quantenfeldtheorie begegnet sind. Wir werden sehen, dass es
ein wohldefiniertes Verfahren gibt, diese Divergenzen mathematisch zu behandeln, die sog.
Regularisierung. Dabei wird ein neuer Parameter mit der Dimension Energie auftreten.
Da dieser Parameter zunéchst willkiirlich eingefiihrt wird, physikalische Observable aber
nicht von solchen Gréflen abhéngen konnen, muss ein weiteres Verfahren, die sog. Re-
normierung, angewendet werden, um diese spuriose Abhéingigkeit zu beseitigen. Wie wir
sehen werden, hat dies weitreichende Konsequenzen fiir die uns bekannten Feldtheorien.
Insbesondere werden wir damit auf die asymptotische Freiheit der QCD gefiihrt, d.h.
die Tatsache, dass die Wechselwirkung zwischen Quarks und Gluonen bei hohen Energien
immer schwécher wird.

8.1 Divergenzen in der ¢*—Theorie

Wir erinnern uns an den Ein-Schleifen-Beitrag dm? aus Gl. (6.32) zur Masse des skalaren

Bosons,
A A d*Q 1
2= A = — 1
om” =5 i8r(0) =3 /(2@4 Q> —m?+in’ (8.)

wobei wir Gl. (6.33) benutzt haben. Wir hatten schon damals gesehen, dass dieses Inte-
gral quadratisch UV-divergent ist. Wir wollen diese Divergenz im folgenden genauer
untersuchen. Nach analytischer Fortsetzung zu imaginiren Energien, s. Gl. (5.36), gilt in
vierdimensionalen Kugelkoordinaten

[ dho 1 a0
l/(%)ﬁi@?—mum_)/( )Q2+m2 /dQQ/ QR s +m2'

Um das dQ-Integral zu berechnen, fiihren wir nun einen Ultraviolett (UV)—Abschnei-
deparameter (engl.: cut-off) A ein, den wir am Schluff der Rechnung gegen unendlich
schicken werden,

/OdQQ3 / 00 G / QQ?’inmr (8.3)

Hier sei p eine intermediére Impulsskala mit m < p << A. Wegen p > m konnen wir im
zweiten Integral die Masse im Nenner vernachléssigen und erhalten die Abschétzung

A
/dQQ3Q m2s/ 0@ 5= [ 40Q=-30 - ©4)

(8.2)
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8 Renormierung

Dieser Ausdruck divergiert quadratisch fiir A — oc.
Ein weiteres Diagramm mit einer UV-Divergenz ist die in Abb. 8.1 gezeigte 4-Punkt-

Funktion, die einen Ein-Schleifen-Beitrag zur Streuamplitude von zwei skalaren Bosonen
bildet.

Q,
b

L

B 1
Q,

Abbildung 8.1: Ein-Schleifen-Beitrag zur 4-Punkt-Funktion in der ¢*-Theorie.

Der Beitrag zur Streuamplitude ist gemafl den Feynman—Regeln

2
iMy, = 4-3-4-3-2 (—iﬁ) / I'Q: 40, (2n)* W (P, + Py — Q1 — Q)

1) ] @ 20
1 )
CQF—m tin Q3 —m? +in
_ X / d'Q 1 1 (8.5)
2 ) )t Q2—m2+in (PL+ P — Q)2 —m?+in '

Der kombinatorische Faktor ergibt sich wie folgt: Fiir den einlaufenden Impuls P; gibt
es vier Moglichkeiten, am ersten Vertex “anzudocken”. Dann verbleiben dort noch drei
Moglichkeiten fiir den zweiten Impuls P,. Entsprechend gibt es vier Moglichkeiten, den
auslaufenden Impuls P] mit Beinen des zweiten Vertex zu verbinden, und drei Moglichkei-
ten fiir den verbleibenden Impuls P,. Die dann jeweils verbleibenden zwei Beine an den
beiden Vertizes konnen auf zwei verschiedene Weisen miteinander verbunden werden.

Desweiteren haben wir die Energie-Impuls-erhaltende J—Funktion am zweiten Vertex,
§M(Q1 + Qy — P| — P}), bereits aus iM; herausfaktorisiert, da sie zusammen mit der
ersten 0 Funktion auch als (P, + P, — P/ — P}) geschrieben werden kann, also fiir die
Energie-Impuls-Erhaltung des gesamten Streuprozesses sorgt, vgl. Gl. (6.174).

Nun schreiben wir das Impulsintegral nach analytischer Fortsetzung wieder in vierdi-
mensionalen Kugelkoordinaten, fithren einen UV—cut-off A und eine intermedidre Impuls-
skala p ein, mit m, |P, + Py| < p < A. Wir erhalten

A2 o 1 1
' = 1— [ dQp dQ Q* = — — =
ZMl 7 9 / Q\/O QQ Q2 +m2 (Pl + PQ _ Q)2 +m2
+ ')\Q/dQ /AdQQ3 ! ! (8.6)
Z— A = = = — . .
2 ¢ u Q? +m? (Q — P, — P)? +m?
Das zweite Integral konnen wir wieder nach oben abschétzen,
A A 33 A A
- 1 1 - Q d@ A
dQ Q? = — </ dQ —== = —=In—. (87
[ 9 e g s Qg G e D
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8.1 Divergenzen in der ¢*—~Theorie

Es handelt sich also (im Limes A — o0) um eine logarithmische UV-Divergenz.

Wie kann man den Grad der Divergenz eines bestimmten Feynman-Diagramms able-
sen? Hierzu gibt es eine Methode, das sog. Potenz-Zihlen (engl. power counting). Be-
trachten wir z.B. eine Theorie mit einem skalaren Boson, mit einer r—Punkt-Wechselwir-
kung ~ ¢", in d Raum-Zeit-Dimensionen. Es gilt

(i) Jede interne Linie (jeder Propagator) des skalaren Bosons verhélt sich fiir grofie
Impulse wie ~ @2, wobei Q* der d-Impuls ist, der vom Propagator iibertragen
wird. (Anmerkung: fiir Fermionen gilt entsprechendes, aber hier verhélt sich der
Propagator aufgrund des zusitzlichen Faktors () im Zihler wie ~ Q™).

(ii) Fiir jede interne Linie gibt es eine d-dimensionale Integration ~ [ d?Q ~ Q.

(iii) Jeder Vertex wird von einer d-Impuls erhaltenden §—Funktion ~ Q=% begleitet, die
eines der d-dimensionalen ()-Integrale eliminiert.

(iv) Es gibt eine j—Funktion, die die gesamte d—Impuls-Erhaltung garantiert und nicht
benutzt werden kann, um ein d-dimensionales ()—Integral zu eliminieren.

Nun betrachten wir ein Diagramm mit n Vertizes, I internen Linien (Propagatoren)
und F externen Linien. Die erste Frage, die sich stellt, ist, wieviele Schleifen L dieses
Diagramm hat. Die Behauptung ist, dass

L=I—-n+1. (8.8)

Dies macht man sich folgendermaflen klar. Wenn wir eine interne Linie aus dem Diagramm
entfernen (z.B. durch Durchschneiden eines Propagators, was aus der internen Linie zwei
externe macht), dann haben wir gleichzeitig eine Schleife gedffnet und damit beseitigt.
Die Relation (8.8) lautet dann

L-1=(I-1)—n+1.

Wenn man diese Prozedur wiederholt, bis alle Schleifen entfernt wurden, bleibt ein sog.
Baum-Graph, auch Baum-Diagramm (engl. tree diagram) genannt, iibrig. Per Defi-
nition ist dies ein Diagramm ohne Schleifen. Es besitzt noch J < [ innere Linien (weil
durch das Durchschneiden von internen Linien externe Linien geschaffen werden). Die
Relation (8.8) fiir den Baum-Graphen lautet

0=J—-n+1. (8.9)

Nun entfernen wir einen Vertex von (irgend-)einem Ende des Baum-Graphen. Dies ver-
ringert n um eins und macht eine der verbleibenden J internen Linien zu einer externen
Linie, verringert also auch J um eins:

0=J—-1-(n—1)+1.

Nun wiederhole man diese Prozedur, bis man den einfachsten Baum-Graphen erzeugt hat,
namlich den mit einer internen Linie und zwei Vertizes, vgl. Abb. 8.2. Fiir diesen lautet
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8 Renormierung

1 1
2 2
r—2 r=2
r—1 r—1

Abbildung 8.2: Der einfachste Baum-Graph in der ¢"—Theorie.

die Relation (8.8)
—1-2+1,

was offenbar richtig ist. Die urspriingliche Relation (8.8) muss also korrekt gewesen sein.
(Bemerkung: dieser “Beweis” hilt mathematischen Anspriichen natiirlich nicht stand,
sollte aber fiir den Physiker hinreichend einleuchtend sein.)

Die Relation (8.8) bedeutet auch, dass die Zahl der Schleifen identisch ist mit der
Zahl der unabhingigen d—Impuls-Integrale, L = I — (n — 1), denn man integriert
iiber jede interne Linie, aber es gibt n — 1 é—Funktionen, mit denen man solche Impuls-
Integrale eliminieren kann (eine steht aufgrund der gesamten Energie-Impuls-Erhaltung
nicht zur Verfiigung). Diese Tatsache kann man auch in der Aussage zusammenfassen,
dass man iiber alle Impulse integriert, die durch eine Schleife flieflen.

Nun sind wir in der Lage, den Grad der Divergenz eines gegebenen Diagramms zu
bestimmen. Der sog. oberflichliche Grad (engl. superficial degree) der Divergenz, D,
ist einfach die Zahl der unabhéngigen d-Impuls-Integrale (die, wie wir gerade gesehen
haben, identisch mit der Zahl der Schleifen ist, multipliziert mit d), minus der Anzahl der
Potenzen der Impulse, die von internen Linien stammen also (fiir skalare Bosonen)

D=dL-2I. (8.10)
Mit Gl. (8.8) gilt dann auch
D=dI—-n+1)—2[=(d—2)] —nd+d. (8.11)

Fiir die Ein-Schleifen-Korrektur (8.1) zur Masse haben wir d =4, I =n =1, was D = 2
ergibt, also in der Tat eine quadratische UV-Divergenz. Fiir den Ein-Schleifen-Beitrag
(8.5) zur 4-Punkt-Funktion ist d = 4, I = n = 2, also D = 0, was gleichbedeutend mit
einer logarithmischen UV-Divergenz ist.

In ¢"-Theorie hat jeder Vertex r Beine und jede interne Linie ist mit zwei Vertizes
verbunden. Dies bedeutet, dass in jedem Diagramm die Relation

rn=F+2I (8.12)
erfiillt sein muss. Nach I aufgelost haben wir also
- F

1::T”2 : (8.13)
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8.1 Divergenzen in der ¢*—~Theorie

und eingesetzt in Gl. (8.11) ergibt sich

D= (d—z)”‘; b ndtd= Kg . 1) r —d} n—(g - 1) Etd= —6n— (g . 1)(E+d),
8.14

5Ed—<§—1>r. (8.15)

Die Zahl d der Raum-Zeit-Dimensionen ist durch das gegebene Problem festgelegt (bei
Quantenfeldtheorien in der Minkowski-Raum-Zeit ist gewohnlich d = 4). Die Zahl E der
externen Linien ist fiir einen gegebenen Streuprozess fixiert. Daher héngt D eigentlich nur
vom Typ der Wechselwirkung ab, d.h. von der Zahl r der Felder, die an einem Raum-Zeit-
Punkt wechselwirken, und der Anzahl n solcher Vertizes in einem gegebenen Diagramm.
Wir machen folgende Fallunterscheidung;:

mit

(i) 0 < 0: Der oberflichliche Grad der Divergenz D wéchst proportional zu n an. Dies
bedeutet, dass die Divergenzen in jeder ndchsthoheren Ordnung in Storungstheorie
(die identisch mit der Zahl n der Vertizes ist) schwerwiegender sind als in der vor-
angegangenen. Solche Theorien bezeichnet man als storungstheoretisch nicht
renormierbar.

(ii)) & = 0: Der oberflichliche Grad der Divergenz D ist unabhingig von der Anzahl
der Vertizes und héngt lediglich von der Anzahl der Raum-Zeit-Dimensionen und
der Zahl der externen Linien ab. Da beide Grofien, wie oben erldutert, vorgegeben
sind, divergiert kein Diagramm hoherer Ordnung in Stérungstheorie (d.h. mit einer
grofleren Anzahl Vertizes) schwerwiegender als die in niedrigerer Ordnung. Solche
Theorien bezeichnet man als storungstheoretisch renormierbar.

(iii) 6 > 0: Der oberflichliche Grad der Divergenz D nimmt mit n ab. Dies bedeu-
tet, dass ab einer bestimmten Ordnung in Storungstheorie keine UV-Divergenzen
mehr auftreten. Solche Theorien bezeichnet man als stérungstheoretisch super-
renormierbar.

Beispiele:

(a) r =4: In diesem Fall ist
d
(5:—4<§—1>+d:—2d+d+4:4—d. (8.16)

Die ¢*Theorie ist also nicht renormierbar in d > 4 Raum-Zeit-Dimensionen, renor-
mierbar in d = 4 Dimensionen und super-renormierbar in d < 4 Dimensionen.

(b) 7 = 6: In diesem Fall ist

5:—6<g—1>+d:—3d+d+6:2(3—d). (8.17)

Die ¢ Theorie ist also nicht renormierbar in d > 3 Raum-Zeit-Dimensionen, renor-
mierbar in d = 3 Dimensionen und super-renormierbar in d < 3 Dimensionen.
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8 Renormierung

(¢) d=2:1In diesem Fall ist 6 = 2, unabhéngig vom Wert von r. Alle ¢"—Theorien sind
in d = 2 Raum-Zeit-Dimensionen super-renormierbar! Der oberfldchliche Grad der
Divergenz ist

D=2(1-n), (8.18)

d.h. kein Diagramm mit n > 1 Vertizes divergiert!

Der oberflachliche Grad der Divergenz ist nicht der tatsichliche Grad der Divergenz.
Beispiel: Wir betrachten d = 4, r = 4, woraus 0 = 0 und D = 4 — E folgt. Dies bedeutet,
dass alle Diagramme mit £/ > 4 externen Beinen konvergent sein sollten. Nun betrachten
wir einen Streuprozess, bei dem drei Teilchen miteinander streuen, d.h. E = 6 (drei einlau-
fende und drei auslaufende Beine). Alle drei Diagramme in Abb. 8.3 haben demzufolge den
oberflichlichen Grad der Divergenz D = —2. (Man kann dies auch “von Hand” bestétigen,
indem man die Zahl der internen Linien, der Impuls-Integrale und der unabhéngigen d—
Funktionen bestimmt.) Dennoch wissen wir, dass der (eingerahmte) Ein-Schleifen-Beitrag
in Abb. 8.3 (b) quadratisch und die beiden (eingerahmten) Ein-Schleifen-Beitriage in Abb.
8.3 (c) logarithmisch divergieren! Also ist der tatséchliche Grad der Divergenz in der Tat
nicht identisch mit dem oberflachlichen. Man muss nach Subdivergenzen Ausschau hal-
ten, d.h. divergente Unterdiagramme eines gegebenen Diagramms.

N * N
VAR A N S S

(a) (b) (c)

Abbildung 8.3: Drei Diagramme mit D = —2, aber unterschiedlichen Subdivergenzen.

Ohne Beweis geben wir das sog. Weinberg—Theorem an:

Ein Feynman-Diagramm ist konvergent, wenn der oberflachliche Grad der Divergenz al-
ler seiner Unterdiagramme negativ ist.

Der oberflichliche Grad der Divergenz in der ¢*-Theorie in d = 4 Raum-Zeit-Dimensio-
nen ist nach obigem Beispiel unabhingig von der Ordnung n eines bestimmten Dia-
gramms. Daher erwarten wir, dass die Zahl der divergenten Diagramme endlich ist.
Diese divergenten Diagramme nennt man primitive Divergenzen. In der ¢* Theorie
gibt es in der Tat nur zwei primitive Divergenzen, den Ein-Schleifen-Beitrag (8.1) zur
Masse mit D = 2 (quadratische UV-Divergenz) und den Ein-Schleifen-Beitrag (8.5) zur
4-Punkt-Funktion mit D = 0 (logarithmische UV-Divergenz).

Wir zeigen nun, dass die in Gl. (8.15) definierte Grofie § identisch mit der Dimension
der Kopplungskonstanten in der ¢"—Theorie ist. Dies ergibt dann ein einfaches Kri-
terium fiir die Renormierbarkeit einer gegebenen Theorie. Als erstes bemerken wir, dass
die Wirkung S einer beliebigen Theorie fiir jede Zahl d von Raum-Zeit-Dimension (in
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8.2 Dimensionale Regularisierung der ¢*-Theorie

natiirlichen Einheiten, wo A =1 1st dimensionslos sein muss,
S = /ddX£ =1. (8.19)

Dies muss so sein, da S z.B. im Exponenten des Integranden von Funktionalintegralen
auftritt.

Daraus folgt sofort, dass die Dimension der Lagrange—Dichte identisch mit der d-ten
Potenz der inversen Lénge oder (in natiirlichen Einheiten, wo hc = 1 ist) des Impulses
bzw. der Energie sein muss,

L] = L~" = A, (8.20)

wobei L eine Langenskala und A eine Impuls- bzw. Energieskala ist.
Sodann bemerken wir, dass der kinetische Term in der Lagrange-Dichte stets quadra-
tisch in Gradienten des Feldes ist, ~ 0,00"¢. Da

0)=7=A, (5.21)
folgt
A = [£] = [0,00"6] = A2[7] (8.22)
und daher
[¢] = A2 (8.23)

Dies ist die kanonische Dimension des Feldes.
Nun ist der Wechselwirkungsterm in der Lagrange-Dichte ~ A¢". Daher gilt

AT = (L] = \g'] = [N[9]" = [AJAT@E (8.24)

also
[A] = AT7@27D = AT qed. (8.25)

Aus Punkt (ii) der obigen Fallunterscheidung folgt dann, dass Theorien mit dimensions-
loser Kopplungskonstante, 6 = 0, renormierbar sind.

8.2 Dimensionale Regularisierung der ¢*—Theorie

Gleichung (8.14) 148t sich auch folgendermaflen schreiben,

r E
D:{(§—1>n—§+1]d—rn+E, (8.26)

Wir betrachten nun Diagramme mit einer festen Zahl n von Vertizes. Von allen diesen Dia-
grammen haben die Baum-Graphen darunter offensichtlich die grofite Zahl von externen
Linien F, weil man aus einem Diagramm mit Schleifen durch Aufschneiden aller interner
Linien einen Baum-Graphen erzeugen kann. Jede durchgeschnittene interne Linie erzeugt
dabei zwei externe Linien. In einem Baum-Graphen mit n Vertizes gibt es I = n — 1
interne Linien, die die n Vertizes miteinander verbinden. Nach Gl. (8.12) ist dann die
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8 Renormierung

Zahl der externen Linien £ = rn —2[ =rn—2(n—1) = (r —2)n+ 2. Da fiir Diagramme
mit Schleifen die Zahl der externen Linien stets kleiner ist als die fiir Baum-Graphen, gilt

also fiir alle Diagramme
E<(r—2n+2. (8.27)
Dies bedeutet, dass der Koeffizient von d in Gl. (8.26) positiv semi-definit ist, dass also der
oberflachliche Grad der Divergenz mit der Zahl der Raum-Zeit-Dimensionen anwéchst.
Die Idee, die der dimensionalen Regulierung zugrundeliegt, ist daher, Diagramme,
die in d = 4 Dimensionen divergent sind, in d < 4 Dimensionen zu berechnen, wo sie noch
konvergent sind, und dann am Schluss der Rechnung den Limes d — 4 durchzufiihren.
Der erste Schritt besteht also darin, die Lagrange-Dichte der Theorie von 4 auf d Raum-

Zeit-Dimensionen zu verallgemeinern. Fiir die ¢*~Theorie lautet die Lagrange-Dichte
1 m? A
L=20,00"¢p——¢ — =" 8.28

Dies ist formal identisch mit Gl. (6.1), allerdings ist die Dimension der Kopplungskon-
stanten nun geméf den Glgen. (8.16) und (8.25)

(A =A% = AT (8.29)

d.h. in d # 4 Raum-Zeit-Dimensionen ist die Kopplungskonstante nicht mehr dimensions-
los. Wir kénnen sie aber weiterhin dimensionslos halten, wenn wir sie mit einem Faktor
multiplizieren, der die richtige Dimension hat, also die Ersetzung

A — At (8.30)

in der Lagrange—Dichte (8.28) vornehmen, wobei p ein beliebiger Parameter mit der Di-
mension Energie (bzw. Impuls oder Masse) ist. Die Lagrange—Dichte lautet nun

1 m? A4
525 u(b@“(b—?(f—g/ﬁ d¢4- (8.31)

Der Ein-Schleifen-Beitrag (8.1) zur Masse des Bosons lautet nun

o N 4y [ 4°Q 1
m* = 5 M /(27r)d i (8.32)

und der Ein-Schleifen-Beitrag (8.5) zur 4-Punkt-Funktion

A2 9 ddQ 1 1
) = — (476[)
M= / 2m)d Q2 —m2 +in (P, + P, — Q)2 —m2 +in (8.33)

Das Integral 148t sich mit Hilfe der sog. Feynman—Formel (die eigentlich nichts anderes
ist als ein elementares Integral) umschreiben,

/1 dz B /1 dz 1 1 '
o laz+b(1—=2)2  Jy [(a=b)z+b2 a—b (a—b)z+b],

1 1 1 1 b—a 1
B _a—b<a_g)—_a—b ab  ab’ (8:34)
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8.2 Dimensionale Regularisierung der ¢*-Theorie

Wir identifizieren a = Q* — m? +in und b = (Q — P, — P;)> — m? + in und berechnen
(@*—m*+in)z+ [(Q — PL — P)* —m?+in)| (1 — =)
= (@—m)z+[Q*=2Q - (PL+P)+ (P + P)*—m?| (1—z) +in
Wir erhalten dann fiir G1. (8.33)

)\2 1
iM, = ?/ﬂ‘**d) / dz (8.35)
0

y / d4Q 1
M) [Q2 —m?—2Q - (Pi+ P)(1 —2)+ (P + Py)?2(1 — 2) +in]*

Zunichst wiirde man denken, dass man mit der Feynman-Formel (8.34) nichts gewonnen
hat, im Gegenteil hat man ja nun ein zusétzliches Integral (das {iber z) zu losen. Bei
genauem Hinsehen sieht man, dass aber nun das Integral in Gl. (8.32) und in Gl. (8.35)
vom selben Typ sind. Wir kénnen némlich beide (nach analytischer Fortsetzung) auf das

Integral
1

o i~
ol P = [ €0 55y
zuriickfithren, das in GI. (8.32) fiir P* = 0, M? = m? und a = 1 und das in GI. (8.35) fiir
Pt =—(1-2)(P'+ P, M?=m?+ (P, + P,)*(1 — z) und o = 2.
Wir berechnen nun I, (P, M?). Wir schreiben Q? + 2P - Q = (Q + P)? — P? und
substituieren die Integrationsvariable Q* — Q'* = Q* + P*. In d-dimensionalen Kugel-
koordinaten fiihrt dies (nach Umbenennung Q' — Q) zu

(8.36)

B o Qd—l
Iio(P,M*) = [ dQp d@) — — 8.37
d,( ’ ) / Q/O‘ Q<Q2+M2—P2)a ( )
Das d-dimensionale Raumwinkelintegral kann direkt ausgefiihrt werden,
2md/?
dQs = ——— (8.38)
Q )
/ r(2)

was identisch mit der Oberfliche der d—dimensionalen Einheitskugel ist. Damit er-
gibt sich

_ B 2d/2 0o Qd_l
I4(P, ]\/[2) = @/0 d@ (Q2 Y p2)a . (8.39)

Nun erinnern wir uns an die Eulersche Beta-Funktion,
() I'(y) / > 2!
B(z,y) = —— =2 dt ————— . 8.40
(z.9) I'(z+y) 0 (1 + t2)vty (8.40)

Mit den Substitutionen s = Nt, f = 2z — 1 (also x = (1 + )/2), a = z + y (also
=a—12z=a— (14 )/2) kénnen wir damit das folgende Integral berechnen,

= o T 148 148
[T S S
0o (AN o ) T (N2 Ia) -
(8.41)
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8 Renormierung

Mit der Identifizierung N2 = M? — P2, 8 = d — 1 wird dann Gl. (8.39) zu

[ (a—5) L .
T(a) (MZ?— P2)o-df?

Io(P, M?) = %2 (8.42)

Dieses Resultat wenden wir nun zur Berechnung der Integrale in den Glgen. (8.32) und
(8.35) an. Mit id4Q — —d?Q, P* =0, M? = m? und « = 1 erhalten wir fiir Gl. (8.32)

A pte A opte I'(1-4) 1
2 _ A I (0.m2) = 2 d/2 2
om 2 (21 )d 41(0,m%) =5 Cmd"™ T (1) (m2)-ae
2—d/2
2 (4m)de e ' '

Mit d4Q — id?Q, P* = —(1 — 2)(P!' + P}), M? = m? + (P, + P,)*(1 — z) und a = 2
erhalten fiir Gl. (8.35)

My = ,u( . 37 ? /1 dzlgs (—(1 = 2)(Py + Po),m* + (P, + P2)*(1 — 2))
prd T (2= 4) L
(4

02 T(2) /o dz [m2 + (P + Po)2(1 = 2) — (P + Po)2(1 — 2)2) "
2(2-d/2)

r2-—4) r
2C=d/2) (—d/g) / dz e 2-d/2
(47) 0 [m2+z(1—2)(P1+P2)2}

d/2—2
2(2—d/2)r<2_g) ld m? — 2(1 — 2)(P, + Py)? / 44
(4m)?2 J I

= {—

= ¢ —

P
2
i
2
%
2
A2
2

wobei wir im letzten Schritt die analytische Fortsetzung P/ — P! riickgiingig gemacht
haben, d.h. (P, + P)? — —(P, + P,)2.
Wir beweisen nun die Relation

—-1)" |1
['(—n+e¢€) = ( m) {E +(n+1)+ O(e)] : (8.45)
wobeil € < 1 und A T(2)
nl'(z
¥(s) = = = 1) () (8.46)
die Eulersche )—Funktion ist. Es gilt [22]
~ 1
Gt =—y+) —, v1)=-7, (847)
r=1
mit der Euler-Mascheroni—-Konstante
1
y = lim (; ~—1n n> ~ 0.5772157 . (8.48)
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8.2 Dimensionale Regularisierung der ¢*-Theorie

Zum Beweis von Gl. (8.45) benutzen wir zunéchst die Relation I'(z 4 1) = 2I'(2) rekursiv,

n

I'(—n+e) H = n1!)" T ][ - _1€/T : (8.49)

Wir berechnen nun I'(e) und den letzten Term separat. Eine Taylor-Entwicklung ergibt

(146 =T1)+el'(1) +0(®) =1+ el (1)Y(1) + O(*) =1 — ey + O(?),  (8.50)
wobei wir die Glgen. (8.46) und (8.47) benutzt haben. Also ist

F(e):%F(l—l—e):%—’y—i—O(e). (8.51)

Aufgrund des Terms ~ 1/e miissen wir das Produkt in Gl. (8.49) bis zur Ordnung O(e)

in eine Taylor-Reihe entwickeln, um alle im Limes ¢ — 0 endlichen Terme in GI. (8.49)
zu beriicksichtigen. Mit der Definition der geometrischen Reihe erhalten wir

H e/r HZ() Hl<1 >+O —1+EZ + O(e (8.52)

Setzen wir dieses Resultat sowie Gl. (8.51) in Gl. (8.49) ein, so erhalten wir

I'(—n+e¢€) = (_n1|)n (% -7+ O(e)) (1 +e Z % + O(€2>>

r=1

(=" (1 1
= —— |-+ ; S+ 0 ] - (8.53)
Mit Gl. (8.47) ergibt dies Gl. (8.45), q.e.d.
Setzen wir p p
€ €
—4-d d=4—¢, =9 £ o 2_°¢ 54
— 3 2" “T 27 2 (8.54)
so folgt
d € 2
r(1—§) - r<—1+§> =Sy —1+0(),
d € 2
F(2—§) - F<§>—E—7+O(e). (8.55)
Damit haben wir fiir Gl. (8.43)
A 2 Ay ¢/
om? = —= -1 2 :
m 2(4%)2{ €—|—7 +O(e)}m (mQ) (8.56)
Mit
¢ =" =1 +elnx+ O(?) (8.57)
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8 Renormierung

wird dies zu

32712 | € 2 m?
Am? [ 2 47
= —— —1n
3272 m?
Am?  Am?  4mple
= — — In
16m2e 3272 m2ey

Der erste Term wird im Limes ¢ — 0 (also d — 4) unendlich, wihrend der zweite Term
eine endliche Korrektur zu m? darstellt.
Ganz dhnlich berechnen wir Gl. (8.44),

. A2 2o 940(e) [P [m?—2(1-2) (P + R)?2]
M= gy /d[ Ty ]

2 2
2 _ A {—2+7—1+0(e)] {1+Eln4ﬂ'u +0(3)}

; +’y—1—|—O(e)]

O(e) . (8.58)

A ]2 ' e m?—2(1—2)(P+ P)? 2
= @327T2/~L _2—7%—0(6)}/0 dz {1—5 In T + O(e )]
A 2 ' m? — 2(1 — 2)(P1 + 1)
= 1 == — [ dzl
3272 1 € i /0 = Ay +O(5)]
A ]2
= 3ot _g—W—F(S,m,/L)JrO(e)}
N 2
= ezt T igg [v+ F(s,m,u)] + O(e) , (8.59)

wobei wir die (endliche) Funktion

—z2(1—2)s
47

1 2
F(s,m, p) = / dz In 2 , s=(P+PR)?, (8.60)
0

definiert haben. Die (quadratische) renormierte Masse ist bis zur Ein-Schleifen-Ordnung

A A drp®e
2 2 2 _ 2 (1 _ _
m;=m"+dm°=m (1 T672c 3.2 In — 67) ) (8.61)
und die volle Streuamplitude bis zur Ein-Schleifen-Ordnung ist
S
t u

= —Au"+ My(s) + Mqy(t) + Mi(u) (8.62)
_ e S N e B(s )+ F(tm, )+ P, m, )]
- :U’ ].671'2 € 327’(’2 fy ) y ) ) ,u ) ) M

3\ A
M { Tonze T 3pz 57+ Flsmo ) + F(tm, ) + (u,m,m]}
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8.3 Renormierung der ¢*—Theorie

Sowohl m? als auch M divergieren wie 1/¢ im Limes ¢ — 0. Beide Grofien sollten je-
doch endlich sein, um physikalisch sinnvolle Resultate zu liefern. Wir werden im néchsten

Abschnitt sehen, wie man dies erreichen kann.
7.7.2021

In Gl. (8.61) haben wir die renormierte Masse (bis zur Ein-Schleifen-Ordnung) de-
finiert. Diese scheint ~ 1/e fiir ¢ — 0, bzw. fiir d — 4, zu divergieren und kann daher
eigentlich nicht der physikalischen Masse der skalaren Teilchen entsprechen. Es gibt je-
doch einen Ausweg aus diesem Dilemma, ndmlich indem wir annehmen, dass die nackte
Masse m? ebenfalls divergiert und zwar in der Weise, dass sich die Divergenz in m? mit
der ~ 1/¢ exakt aufhebt. In diesem Fall ist die renormierte Masse m? identisch mit
der physikalischen Masse der Teilchen.

Um diese Idee zu formalisieren, 16sen wir Gl. (8.61) nach m? auf,

8.3 Renormierung der ¢*—Theorie

Am?  Am? | dmule
2 2
m- = m, + + In
"o 16m2e 3272 mPeY
Am?2  Am? | dmule
2 T r
Pt 1672 € - 3272 m2er

+O0(N\?) . (8.63)

Hier haben wir im zweiten Schritt iterativ auf der rechten Seite m? durch m? ersetzt. Die
Korrekturen sind dabei von der Ordnung O(A?) (auch im Term mit dem Logarithmus, da
An(1+ X)) = X2+ O(A\?)), die wir aber hier bis zur Ein-Schleifen-Ordnung generell nicht
betrachten.
Die weiteren Betrachtungen vereinfachen sich, wenn wir den bis jetzt beliebigen Para-
meter 2 so wihlen, dass der Logarithmus verschwindet,
o miel

— . 8.64
W= (8.64)

Diese Wahl nennt man das minimale Subtraktionsschema (MS-Schema). Fiir das
folgende ist dies aber unerheblich, wir hétten auch eine andere Wahl treffen kénnen. Im
MS-Schema lautet Gl. (8.63)

m? = m? (1 + ) +O0(N\?) . (8.65)

1672 €
Die Divergenz ~ 1/e auf der rechten Seite entspricht, zumindest bis zur Ordnung O(\?),
bis zu der wir diese Betrachtung machen, der Divergenz der nackten Masse. Oder mit
anderen Worten, wenn wir Gl. (8.65) nach m? auflsen, heben sich diese Divergenzen bis
zur Ordnung O()\?) exakt gegeneinander auf,

m2 = m—2+0()\2)—m2 -2 )y omy
L B 1672 €
A A
2 _ 2
- (1 * 167T2€) (1 1671'26) +OX)
= m2+O0(N\?). (8.66)
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8 Renormierung

Man beachte, dass der Term ~ (A/€)? von der Ordnung O(\?) ist, also zu den in dieser
Rechnung (die bis zur Ordnung O()) durchgefithrt wurde) nicht betrachteten Termen
gehort. Er muss sich natiirlich bei der Definition der renormierten Masse in néchsthoherer
Ordnung wegheben, so dass die renormierte, physikalische Masse m? stets endlich
bleibt.

Dieselbe Prozedur kann man auch auf die Streuamplitude (8.62) anwenden. Wir defi-
nieren die renormierte Kopplungskonstante

3\ 3\
A=A 1— — F(0,m, . 8.67
(1= S+ s FOOm 0]} (5.67)
Hier haben wir als Renormierungspunkt s =t = u = 0 gewahlt. Dies ist aber lediglich
eine Moglichkeit, man kann auch eine andere Wahl treffen. Wir 16sen diese Gleichung nach
A auf und setzen den entsprechenden Ausdruck im Sinne einer iterativen Losung wieder
auf der rechten Seite ein,

3\2 32
= — F
A Mt Teae T 3 1V HE(0m )]
3\2 32
= A+t — L [y + F(0,m, )] + O(N2) . (8.68)

" 16m2e 3272

Die nackte Kopplungskonstante )\ divergiert, und zwar in einer solchen Weise, dass
die Divergenz diejenige auf der rechten Seite in Gl. (8.67) exakt aufhebt, so dass die
renormierte Kopplungskonstante endlich bleibt, zumindest bis zur betrachteten
storungstheoretischen Ordnung. Wir iiberpriifen dies, indem wir Gl. (8.68) in Gl. (8.67)
einsetzen,

3\ 3\
= 1 r — r F 2
/\'r' >\r { + 167T2 € 327T2 [f)/ + (07 m’ lu)] + O()\'r‘)}

1672 €

3\ 3\
{1 oo + gy by + FO.m] )

3\ 3\
— 14+ =T r F 2
w1 fo = o b PO, )] + 00 )

3\, 3\, )
X {1_ 1672 ¢ "’@[W‘FF(Q"%M)]"‘O(}V)}

= A[1+0002). (8.69)

Hier haben wir im zweiten Schritt in der zweiten geschweiften Klammer Gl. (8.68) ein-
gesetzt. Terme ~ A?/e* und ~ A?/e sind formal von der Ordnung O()\?) und werden
hier nicht weiter betrachtet. Sie miissen sich dann in der n&chsthcheren Ordnung in
Storungstheorie gegen entsprechende Terme wegheben. Gleichung (8.69) ist das gewtiinsch-
te, aber auch erwartete Ergebnis: bis zur Ordnung O(A?) heben sich alle Divergenzen weg
und die renormierte Kopplungskonstante ist endlich.

Fassen wir das bisher Gesagte kurz zusammen: wir haben gesehen, dass Schleifen-
Diagramme UV-Divergenzen besitzen, die man dadurch entfernen kann, dass man an-
nimmt, dass die nackte Masse m? und die nackte Kopplungskonstante A in der Weise
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8.3 Renormierung der ¢*—Theorie

divergieren, dass sie die o.g. UV-Divergenzen wegheben. Dies bedeutet aber im Ge-
genzug, dass die Lagrange—Dichte der Theorie nicht mehr wohldefiniert ist, da sie
unendlich grofle Parameter enthélt.

Dieses Problem 148t sich nun folgendermafien beheben. Wir beginnen mit der Definition
einer wohldefinierten Lagrange-Dichte £, fiir das renormierte, physikalische Feld
¢y, in der lediglich renormierte, physikalische Parameter m?, ), auftreten, z.B.

1 " m2 L, Apc oy
L= 1 0ubd o — g2 = gt (8.70)
Im néchsten Schritt addieren wir sog. Gegen-Terme (engl. counter terms), die die Di-
vergenzen der nackten Parameter enthalten. Diese Gegen-Terme werden als neue Wech-
selwirkungsterme interpretiert. So addieren wir fiir die Divergenz der nackten Masse
den Term L A2
. 9

2 1672 ¢ a (8:71)
wobei wir im zweiten Schritt angenommen haben, im MS—Schema zu renormieren, und
gegeniiber Gl. (8.65) die nackte Kopplungskonstante A durch die renormierte Kopplung
A ersetzt haben, was bis zur Ordnung O()\,) gestattet ist, vgl. Gl. (8.68) . Ganz analog
beriicksichtigen wir die Divergenz der nackten Kopplungskonstanten, indem wir folgenden
Term zur Lagrange—Dichte (8.70) addieren,

2
55125%#:

A i€ 3, [2 B

2 ~—F(0 4= 4 8.72
TN Pt (0,m, )| @, o b, (8.72)

0Ly =—

Im allgemeinen braucht man noch einen weiteren Gegen-Term, der die Form des kineti-
schen Terms in der Lagrange—Dichte (8.70) hat,

Ly = é 5.0, (8.73)

Bis zur Ordnung O(\,) ist A = 0, weshalb wir von der Existenz dieses Terms bislang
nichts ahnen konnten. In der Ordnung O(A?) tritt allerdings ein nichtverschwindender
Beitrag auf, der von dem in Abb. 8.4 dargestellten Zwei-Schleifen-Diagramm herriihrt,
das in der Zwei-Punkt-Funktion der Theorie vorkommt.

Abbildung 8.4: Zwei-Schleifen-Diagramm, das zur Konstanten A beitréagt.

Die Lagrange-Dichte (8.70) plus die drei Gegen-Terme (8.71), (8.72) und (8.73) lauten
L = L, +0L1+0Ly+ L3
2 _ 5m2

- Lasopere - >

5 ¢ — At (14 B) ¢+ . (8.74)

4]
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8 Renormierung

Nun definieren wir die Wellenfunktions-Renormierungskonstante
Zy=1+A, (8.75)

die Massen-Renormierungskonstante

2 _ om? om2\ 1
72 My Zom- 1 ) = )
mm2(1+ A) < ) (8.76)

und die Kopplungskonstanten-Renormierungskonstante

1+B 1+B
o 2
(1+A)2 Z;

Zy = (8.77)

Die Beziehung zwischen nacktem Feld ¢ und renormiertem Feld ¢, lautet

¢ =\Zy¢r , (8.78)
die zwischen nackter und renormierter Masse

m= Zy,m,, (8.79)
und die zwischen nackter und renormierter Kopplungskonstante

A=\ . (8.80)

Man beachte, dass die Divergenzen der Theorie in den Renormierungskonstanten Z,, Z,,
und Z, auftreten. Die Lagrange-Dichte (8.74) lautet nun

Zy m? TS
L = S 0ub 0" = F2075 6, — == DaZg o
1 m? A
= 3 O — > @ — o o, (8.81)

wobei wir die Glgen. (8.78), (8.79) und (8.80) benutzt haben. Dies ist in der Tat unsere
urspriingliche Lagrange—Dichte mit nackten Parametern und Feldern. Man beachte, dass
unsere Definition (8.80) der nackten Kopplungskonstanten dimensionsbehaftet ist, d.h.
sie enthélt den Faktor uc.

In einer storungstheoretischen Rechnung berechnet man alle Diagramme bis zu einer
gegebenen Ordnung in . Dabei betrachtet man die Gegen-Terme (8.71), (8.72) und (8.73)
ebenfalls als Wechselwirkungsterme, wobei die Gegen-Terme (8.71) und (8.72) von der
Ordnung O(\,) sind und der Gegen-Term (8.73) von der Ordnung O()\?) ist. Diese Gegen-
Terme heben nun systematisch alle Divergenzen von Schleifen-Diagrammen in derselben
Ordnung von A, auf, sofern man letztere mit den endlichen, renormierten Parametern m,.,
A, der Lagrange—Dichte berechnet.
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8.4 Die Renormierungsgruppe

Berechnen wir physikalische Groflen in der renormierten Theorie, so hingen diese von
der Renormierungsskala p ab, die wir willkiirlich im Zuge der (dimensionalen) Re-
gularisierung eingefiihrt hatten. Dagegen hdngen unrenormierte Groflen nicht von u
ab.

Betrachten wir konkret die renormierte und die unrenormierte n—Punkt-Vertex-Funk-
tion I'"™ bzw. I'™. Da die unrenormierte Vertex-Funktion nicht von der Renormierungs-
skala p abhéngt, ist sie invariant unter einer sog. Skalentransformation

pw — e < Inp — Inp+s. (8.82)

Solche Skalentransformationen bilden eine Gruppe, die sog. Renormierungsgruppe.
Invarianz einer physikalischen Grofle unter Skalentransformationen bedeutet im all-
gemeinen, dass sie nicht vom Parameter p abhingen darf, oder mit anderen Worten,
dass ihre (logarithmische) Ableitung bzgl. i verschwinden muss. Fiir die unrenormierte
n—Punkt-Vertex-Funktion lautet diese Bedingung dann
d (m oOr™

0=p—TI" = :
M@u Oln

(8.83)

Wie lautet nun der Zusammenhang zwischen der unrenormierten Vertex-Funktion I'")
und der renormierten Vertex-Funktion T''™? Eine n-Punkt-Vertex-Funktion héngt von
den Impulsen P;, P, ..., P, ab, die in den Vertex hinein- bzw. hinauslaufen, s. Abb. 8.5.
Dies gilt sowohl fiir '™ als auch fiir I',.(n).

Abbildung 8.5: Die n—Punkt-Vertex-Funktion I'™ mit den in sie hineinlaufenden Impul-
sen P, B, ..., P,

Desweiteren héngt sie von den Parametern der Theorie ab, also den Massen und Kopp-
lungskonstanten. Dabei héingt I'™ von den unrenormierten, nackten Parametern m, A
und T'™ von den renormierten, physikalischen Parametern m,, A\, ab. Auflerdem
héngt '™ auch noch von der Renormierungsskala p ab,

r® = ™R}, A\m),
ngn) = an) ({PZ}’ Ay My, :u) . (884)
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Wir hatten im letzten Abschnitt gesehen, dass die renormierte Lagrange—Dichte L,,
plus Gegen-Terme, identisch mit der unrenormierten Lagrange—Dichte L ist. Dies
bedeutet, dass die erzeugenden Funktionale fiir Vertex-Funktionen in beiden Theo-
rien identisch sein miissen,

Tl = Wi7 = [ X JX00(X) = Tlo] = W) - [aXJ(X)6.(x) . (885)

wobel SW ] SW, ]
_— X " — X . .
Son=e), Gl = e (5.56)
Fiir die renormierte n—Punkt-Vertex-Funktion gilt dann mit den Glgen. (8.78) und (8.85)
an) P}, Ar,my, = = Z
AP At 1) =55, (B 06, (Ba) ~ B0(P) - d0(Py)
= 2T (P} m) (8.87)
bzw.
P (P} A m) = Z,"P TP (P} Ao, ) (8.88)

Leiten wir diese Gleichung auf beiden Seiten nach p ab und multiplizieren mit Zg/ Zu, SO
folgt mit Gl. (8.83)

n 8an¢+ o\, O n om, 0 n g
o o e axn. TH o am, T ap

. ne O™
= 73

g =0 (8.89)

Hierbei haben wir die Kettenregel angewendet, unter Beachtung der Tatsache, dass die
Wellenfunktions-Renormierungskonstante Z,, sowie die renormierten Parameter A, und
m, von der Renormierungsskala p abhéngen,

Zo=Zy(p) » A =A(p), my=m,(p) . (8.90)
Nun definieren wir die sog. 8—Funktion

O\,

B(A) =p o

(8.91)

welche eine Aussage dariiber trifft, wie sich die renormierte Kopplungskonstante A, mit
der Renormierungsskala p dndert, sowie die Funktionen

Pt vz n L wyz
(A = > on hlZd)_Mau In\/Zgy,

om,
me Ym(Ar) = 1 o (8.92)

Setzen wir die Glgen. (8.91) und (8.92) in Gl. (8.89) ein, so erhalten wir die sog. Renor-
mierungsgruppengleichung

0 0 0

0= /L%‘i‘ﬁ()v) X _n’V()‘T)"i"mr’Ym()‘r)

e (8.93)

om,

300



8.4 Die Renormierungsgruppe

Sei nun D die kanonische Dimension von I''™,

[T ({P} Ay )] = A (394)
Wir betrachten die Skalentransformation
P,—tP,, m,—tm,, p—tu, (8.95)

d.h. alle Gréflen mit der Dimension A werden mit einem Faktor ¢ multipliziert. Aufgrund
von Gl. (8.94) gilt

T™ ({t B, A, my, p) = 2T ({Pi},)\r, mT %) , (8.96)
oder (logarithmisch) nach ¢ abgeleitet,

0
— 10 (1t p.
tat r ({t 2}7)\7'7m1"7/"l')

_ [Dth&(mr/t) 0,0/t 9 ]tDF$”)<{B},>\T,%,%>

ot d(m,/t) ot I(u/t)
_ mpy , 0 AY 4 9 ro ep
= [D+t(— t2)t8mT+t(_t2>tf9u] Y ({E8 ) Ay, o)
0 0
= (D-m,— —p=— )T {tP .
( LS uau> 2 {E P Ay, ) (8.97)

wobel wir zum vorletzten Schritt wieder Gl. (8.96) benutzt haben, was uns erlaubt, bei
der Differentiation nach m, /t und p/t den Skalenfaktor ¢ konstant zu halten. Umgestellt
lautet Gl. (8.97)

0 0
o8 (R v, ) = (—t 0 m L D) L) ((¢ Py A gt) - (8.98)

Kombinieren wir dieses Resultat mit der Renormierungsgruppengleichung (8.93), so er-
halten wir

o:{—tﬁwm O A+ () — 1] =

(n) ‘
ot 8)\1" amr +D}FT ({tpz},)\“mr’lu) .

(8.99)

Falls die Funktionen S(A.) = v(Ar) = 0, ym(A.) = 1 (was Om,./Op = m,./pu oder m, ~

bedeutet), so ist die Skalenédnderung von '™ durch die kanonische Dimension D gegeben,

1 9 pm Z pro | (8.100)
62(: T T

Nicht-triviale Funktionen S(A,) # 0, v(Ar) # 0, ¥m () # 1 fithren zu einem anderen Ska-

lenverhalten, zu sog. anomalen Dimensionen. 9.7.2021

Wir 16sen jetzt Gl. (8.99). Diese Gleichung bedeutet, dass eine Skaleninderung um
einen Faktor ¢ durch entsprechende Anderungen von \,, m,, sowie einen multiplikativen
Faktor kompensiert wird. Also muss es Funktionen A,.(t), m,(t) und f(¢) geben, so dass

I ({t P} Aeymy, ) = fFOTI (P A(E), me(t), 1) (8.101)

301



8 Renormierung

was differenziert nach t auf folgende Bedingung fiihrt,

0
T (£t p
to D ({E P} Ay, )

{0 B e e ) T R A0

(n)
B {tﬂ ) [GAT(t) 0 om,(t) 0 }} 0 ({t P}y Ay my, 1) (8.102)

dt ot O\(t) ot 0m,(t) f(t) ’
wobei wir im letzten Schritt Gl. (8.101) benutzt haben. Umgestellt lautet diese Gleichung
0 t df [ oN(t) O om,(t) 0
—t— =+t t ™ ({t P}, \yme, ) =0
{ g Fma T o o T ot o) R A )
(8.103)
Vergleichen wir dies mit Gl. (8.99), so erhalten wir die Bedingungsgleichungen
240
t = Ar) 104
H ) (8.104)
om,(t
/ ”gt( ) ) = 1] (8.105)
t df
— = = D- Ar) 1

Diee Losung der Gl. (8.104) bestimmt die sog. laufende Kopplungskonstante (engl.
running coupling constant) A.(t) der Theorie. Die Losung von Gl. (8.105) bestimmt die
laufende Masse m,(t). Die Losung von Gl. (8.106) ist

F(t) = tP exp {— /1 At M} , (8.107)
denn
= e -0 D o sonon £
— %% — Dm0, qed

Der Exponent in Gl. (8.107) stellt eine der oben schon erwihnten anomalen Dimensio-
nen dar.

Wie sieht die f—Funktion aus? Es ist klar, dass sie fiir verschwindende Kopplungskon-
stante A, ebenfalls verschwindet, denn wenn die Kopplung gegen null geht, dann geht
auch ihre Anderung gegen null,

lim B(\,) =0. (8.108)

Ar—0

Die Werte fiir die Kopplungskonstante, bei denen die f—Funktion verschwindet, nennt
man Fixpunkte, denn offenbar &ndert sich hier die Kopplung nicht mehr, wenn sich die
Skala ¢ @ndert, vgl. GL. (8.104). In Stérungstheorie erwarten wir, dass die f—Funktion
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8.4 Die Renormierungsgruppe

B(}\'i’) A,B>O 6(7\4’)

/ A<0, B>0
yan e R
07%=0 Ar 0T Ar
t»w& N\ t—=0

A>0, B<O A,B<O\‘

(a) (b)

Abbildung 8.6: Szenarien fiir den Verlauf der S—Funktion.

als Polynom in der Kopplung A, darstellbar ist. Wir beschréinken uns im folgenden auf
die beiden niedrigsten nicht-trivialen Potenzen von A,. Ein moglicher konstanter Term
kann aufgrund von Gl. (8.108) nicht existieren und, wie wir weiter unten (in Gl. (8.114))
zumindest fiir die ¢* Theorie sehen werden, ist der erste nicht-triviale Term von der
Ordnung O()\?). Also lautet der Ansatz fiir die S-Funktion

B(A) = AX2 + BX + O(\)) . (8.109)

Wir machen eine Fallunterscheidung:

()

A, B > 0: Die f-Funktion ist stets positiv, 5(A,) > 0, s. die griin-gestrichelte
Linie in Abb. 8.6 (a). Die Kopplung A, nimmt also mit wachsender Skala, ¢ — oo,
zu oder mit fallender Skala, t — 0, ab. Wéahrend die Kopplung fiir wachsende
Skala dann gegen unendlich strebt, handelt es sich beim Ursprung A\, = 0, also
der einzigen Nullstelle der f-Funktion, um einen IR—stabilen Fixpunkt, d.h.
die Kopplung andert sich nicht mehr, wenn die Skala ¢ — 0 geht. Der Wert der
Kopplung am IR-stabilen Fixpunkt ist A, = 0, die Theorie wird also im IR zu einer
nichtwechselwirkenden, freien Theorie.

A > 0, B < 0: Die f—Funktion verhilt sich wie die blaue Linie in Abb. 8.6 (a). Wie
beim vorangegangenen Fall gibt es den IR-stabilen Fixpunkt A, = 0. Zusétzlich
gibt es jedoch einen weiteren Fixpunkt bei einer endlichen, nichtverschwindenden
Kopplung \}. Nehmen wir an, dass wir uns in der Ndhe dieses Fixpunktes befinden.
Wir lassen nun die Skala ¢ — co gehen.

1. Fir A\, < Afist 5(A;) > 0. Dies bedeutet nach Gl. (8.104), dass die Kopplung
A bei wachsender Skala anwichst und von unten gegen A\ strebt.

2. Fir A\, > Afist 5(A.) < 0. Dies bedeutet nach Gl. (8.104), dass die Kopplung
A bei wachsender Skala abfillt und von oben gegen A\ strebt.

In beiden Fillen strebt die Kopplung fiir £ — oo gegen Ar. Es handelt sich bei A}
um einen sog. UV—stabilen Fixpunkt.
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8 Renormierung

(c) A, B < 0: Die f-Funktion ist stets negativ, 5(\,) < 0, s. die griin-gestrichelte Linie
in Abb. 8.6 (b). Die Kopplung A, nimmt also mit wachsender Skala, ¢ — oo, ab oder
mit fallender Skala, ¢ — 0, zu. Wihrend die Kopplung fiir fallende Skala dann gegen
unendlich strebt, handelt es sich beim Ursprung A, = 0 um einen UV—stabilen
Fixpunkt, d.h. die Kopplung dndert sich nicht mehr, wenn die Skala t — oo geht.
Der Wert der Kopplung am UV-stabilen Fixpunkt ist A\, = 0, die Theorie wird
also im UV zu einer nichtwechselwirkenden, freien Theorie. Theorien, deren
Kopplung im UV verschwinden, nennt man asymptotisch frei. Wie wir sehen
werden, gehort die QCD in die Klasse solcher Theorien.

(d) A <0, B> 0: Die f—Funktion verhélt sich wie die blaue Linie in Abb. 8.6 (b). Wie
beim vorangegangenen Fall gibt es den UV-stabilen Fixpunkt A\, = 0. Zusétzlich
gibt es jedoch einen weiteren Fixpunkt bei einer endlichen, nichtverschwindenden
Kopplung Af. Nehmen wir an, dass wir uns in der Ndhe dieses Fixpunktes befinden.
Wir lassen nun die Skala ¢ — 0 gehen.

1. Fir A, < Afist B(\,) < 0. Dies bedeutet nach Gl. (8.104), dass die Kopplung
A bei fallender Skala anwéchst und von unten gegen \! strebt.

2. Fir A, > Afist 5(A.) < 0. Dies bedeutet nach Gl. (8.104), dass die Kopplung
A bei fallender Skala abféllt und von oben gegen A strebt.

In beiden Féllen strebt die Kopplung fiir £ — 0 gegen A*. Es handelt sich bei A} um
einen sog. IR—stabilen Fixpunkt.

Es ist klar, dass ein UV-stabiler Fixpunkt gleichzeitig IR-instabil und ein IR-stabiler
Fixpunkt gleichzeitig UV—instabil ist.

Es stellt sich nun die Frage, zu welchem Typ die ¢* Theorie gehort. Dazu berechnen
wir die f—Funktion bis zur Ein-Schleifen-Ordnung. Wir betrachten zunéchst die Relation
(8.80) zwischen nackter und renormierter Kopplungskonstante. Nach p abgeleitet lautet
diese (die nackte Kopplungskonstante héngt natiirlich nicht von p ab)

O\ . AZa\) O\ D(Zy A\
0= =eu" 12\ +pf —220 = 7t e Z0 N, AR 8.110
alu/ elu“ A + /"L alu/ /’l’ € A + M 8/,L a)\r ) ( )
bzw.
O\ I\ A
(o2

Bis zur Ein-Schleifen-Ordnung war Z, = 1 und daher (vgl. Glgen. (8.72) und (8.77))

32 32

A =(1+8B = - — F 112
also
B(Zx \) 3\, 3\
— =1 — F . A1
a>\r + 87T2 € 167T2 [r)/ + (07 m’ lu)] (8 3)
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8.4 Die Renormierungsgruppe

Eingesetzt in Gl. (8.111) erhalten wir

1+ 127);55 - 332);:2 [7 + F(Oamvﬂ)]
' 1 + 8?;')\;6 - 136);:2 [7 + F(07 m, H’)]
3\, 3\,

— — _ . 3
e, {1 e s HF, m,u)]} + 00
3\

1672

B(Ar) = —€A

+0(\) (e —0). (8.114)

Die p—Funktion ist also positiv definit, zumindest stérungstheoretisch, also in der Néhe
von A\, = 0. Daher gehort die ¢*-Theorie zum in Abb. 8.6 (a) abgebildeten Typ von
Theorien, sie ist also nicht asymptotisch frei, wie z.B. die QCD. Man beachte, dass die
[—Funktion, zumindest in erster Ordnung in Stérungstheorie, durch den Koeffizienten
von 1/e¢ in der primitiven Divergenz (hier der in der Streuamplitude) bestimmt wird.
Ob die ¢*Theorie einen weiteren, UV-stabilen Fixpunkt \* besitzt, kénnen wir erst
entscheiden, wenn wir die hoheren Korrekturen in A, der S—Funktion berechnet haben.
Dies soll hier aber nicht weiter vertieft werden.

w1y

A(Ut----mmmm

M T

Abbildung 8.7: Die Kopplungskonstante der ¢*-Theorie.

Wir bestimmen zum Schluss dieses Abschnitts noch die laufende Kopplungskonstante
Ar(1), indem wir die gerade berechnete f—Funktion (8.114) benutzen,

o\ 32
T = )\7‘ = r
A, 1 3 du 3
— = d— = H_ 2 g
22 X 1672 16m2
1 1 3 L
= — = In — |
Ar(po) — Ar(p) 1672 po
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1 1 3\ (o), p }
— = 1— In— |,
Y v | e
Ar(Ho)
<= )\,«(/L) = 1 B (110) Lz . (8115)
T6n2 g

Die Kopplungskonstante wichst also mit der Skala p an. Storungstheoretisch gibt es sogar
einen Pol bei
167> 1

3)\r (NO)
den sog. Landau—Pol, bei dem die Kopplungskonstante divergiert, vgl. Abb. 8.7.

1= po exp [ (8.116)

8.5 Renormierung der QED

Bei der Quantenelektrodynamik (QED) handelt es sich um eine renormierbare Quanten-
feldtheorie. Dies bedeutet, dass es geniigt, die primitiven Divergenzen der Theorie zu
identifizieren, um die fiir die storungstheoretische Renormierung in der Lagrange—Dichte
benotigten Gegen-Terme zu bestimmen. Die primitiven Divergenzen der QED sind fol-
gende:

(i) Selbstenergie des Elektrons. In Ein-Schleifen-Ordnung und in Feynman—Eichung
fiir den Photon-Propagator gilt,

| ey [E L i(P—K+m)  —igw
—in(P) = (—ie) / @)t (P =K —m? +in K2+
K

—~ . (8.117)

,>, ,>,
P P-K P

Der oberflachliche Grad der Divergenz dieses Diagramms ist D = 1, es handelt sich
also um eine lineare UV-Divergenz. Die Elektron-Selbstenergie trigt sowohl zur
Massen— als auch zur Wellenfunktionsrenormierung des Elektrons bei.

(ii) Selbstenergie des Photons. Es gilt in Ein-Schleifen-Ordnung

i (K) = _(_7;6)2/ d'r [,Yu ip+m) ., iP—K+m)

(2m)* PZ—m?%—z’nfy (P—K)>—m?2+1n
p
= S0 SN (8.118)
K K
P-K
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8.5 Renormierung der QED

Der oberfliachliche Grad der Divergenz dieses Diagramms ist D = 2, es ist also qua-
dratisch UV-divergent. Die Photon-Selbstenergie trigt zur Wellenfunktionsre-
normierung des Photons bei.

(iii) Vertex-Korrektur. In Ein-Schleifen-Ordnung triagt folgendes Diagramm zum Pho-
ton-Elektron-Vertex bei (wiederum rechnen wir in Feynman-FEichung),

—ie AM(P + Q> P7 Q)

, d*K —igu . K+ @+m) i(K+m)
i | Gy e PR A QF i

~

-
’
~
N
s

= K ii K+Q . (8.119)

Py Tgp €

Dieses Diagramm hat den oberflachlichen Grad der Divergenz D = 0, ist also loga-
rithmisch UV-divergent. Es trigt zur Renormierung der Kopplungskonstan-
ten, d.h. also zur Ladungsrenormierung bei.

Nun miissen die divergenten Beitrige in diesen Diagrammen extrahiert werden. Dies geht
wiederum am besten mit Hilfe der dimensionalen Regularisierung. Wir geben hier nur das
Ergebnis an und verweisen fiir die explizite Rechnung auf die Literatur [3],

62

Y(P) = = (4m — P) + endliche Terme ,

e
2

I"(K) = 662 (K*KY — g™ K?) + endliche Terme,  (8.120)
e
2

AMP+Q,PQ) = 862 v + endliche Terme . (8.121)
e

Die Zwei-Punkt-Vertex-Funktion des Elektrons lautet dann (in Ein-Schleifen-Ord-
nung und unter Vernachlissigung endlicher Terme)

e? e?

FPP) = Sp'(P)=S(P) = P—mt g P 5

—p (1 + 8;;) —m (1 + 2;6) . (8.122)

Die auftretenden Divergenzen miissen durch Gegen-Terme im Dirac-Anteil der Lagrange—
Dichte eliminiert werden,

m

Ly =i —m) = Zoth, iy — Zymy Upth, (8.123)
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wobei
=21y, m= Z’Zn . (8.124)
Die benoétigten Gegen-Terme lauten explizit
o2
Zy = 1+B=1- 87r—ge ,
o2
Zmmy = m,+A=m, (1— 27?2.5) : (8.125)

Damit kénnen wir die Lagrange—Dichte (8.123) schreiben als

Ly = (1+ B i, — (m, + A,
= L, +0L,+ 6Ly, (8.126)

mit der renormierten Dirac-Lagrange-Dichte

‘Cfﬂ“ = @ET(Z@ - mr)"vz)r ) (8127)
und den Gegen-Termen
_ e2 _
0Ly = —Ah = 9 ; my Yty
e
2
— 6 _
= B ) =T ; ) 12

5£2 wr Z@ wr 871'2 € wr Z@ % (8 8)

Die Vorzeichen in den Gegen-Termen sind so gewdhlt, dass sie die Divergenzen in GI.
(8.122) exakt wegheben.

Die Zwei-Punkt-Vertex-Funktion des Photons lautet (in Ein-Schleifen-Ordnung,
in Feynman-Eichung, und unter Vernachlissigung endlicher Terme)

2

_ e
D) = AS(EK) = T (K) = K2 g + 5o (g0 K° — K, K)
9 e e?
= K|\ 1+ —— v — —— KK, . 8.129
( * 671'26) Jnw = Gz ( )

Der zweite Term bedeutet, dass man nicht ldnger in Feynman-FEichung rechnet. Um
ihn zu eliminieren (und die Feynman-Eichung zu restaurieren), muss man auch einen
Gegen-Term fiir den eichfixierenden Term im Eichfeld-Anteil der Lagrange-Dichte
beriicksichtigen. Wir werden dies hier aber nicht weiter ausfithren, sondern konzentrie-
ren uns stattdessen auf den Gegen-Term, der die Divergenz des ersten Terms eliminiert.
Die Photon-Lagrange-Dichte lautet

1 Zs

Ly = 4 B = 4 Frw FY (8.130)
wobel
Frlw _ 8“Al; o 8”Aﬁ , AH = 4 /Zg Aﬁ , (8.131)
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und )
e
Zy=1+C=1——. 8.132
s * 672 e ( )
Damit lautet die Photon-Lagrange—Dichte (8.130)
1+C
Ly = i ru Y = Lyy +0L3 (8.133)
mit der renormierten Photon-Lagrange-Dichte
1
Ly, = -2 F.wFr (8.134)
und dem Gegen-Term
C e2
0Ly =——F,  F"=—"—F,,F". 8.135
3 4 MY T 2472 € MY T ( )

Es bleibt noch, den Wechselwirkungsterm zwischen Elektron und Photon in der Lagrange—
Dichte zu renormieren. Dieser lautet

£int = _677; Adj = —¢€ \/ZZQ @Er Ar ¢r = _Zl €r [116/2 QZT ‘AT wr . (8136)

Hier haben wir im ersten Schritt die Definitionen (8.124) und (8.131) der renormierten
Felder eingesetzt. Im zweiten Schritt haben wir die renormierte Kopplungskonstante
e, durch die Definition
_ Tyl
e= er
VZ3 Z
eingefiihrt. Der Faktor /2 ergibt sich aus der Forderung, dass e, auch in d = 4 —e Dimen-
sionen dimensionslos sein soll. Aus den kinetischen Termen bestimmt man die kanonischen
Dimensionen von Photon- und Elektron-Feld zu

(8.137)

[AF] = A2~ 0[] = AD/2 (8.138)

und damit die der Kopplungskonstanten zu
[6] _ Adfd/2+1f(d71) — A27d/2 _ A(47d)/2 = AE/2 ) (8139)
Um die Divergenz im Ein-Schleifen-Beitrag (8.121) zum Photon-Elektron-Vertex zu eli-

minieren, miissen wir

62

Z1=14D=1—-—=1Z 8.140

! * 82 e ? ( )
withlen. Damit vereinfacht sich Gl. (8.137) zu
€/2

e="r__¢, . (8.141)

Die Wechselwirkungs—Lagrange—Dichte (8.136) liest sich damit

Line = —€ 1"y A0y + 0L, (8.142)
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mit dem Gegen-Term
_ e3 /2 _
0Ly = =Dy ity fothr = L=y fr ¥y (8.143)
Zum Schluss dieses Abschnitts bestimmen wir noch die f—Funktion der QED (dhnlich
wie wir dies in Gl. (8.110) fiir die ¢*~Theorie getan haben). Gem&f Gl. (8.141) ist

0= Oe _ € /21 Er 4ol Ner/VZs) i€ e de, de./\/ Z3)

T o 2 Zs o s 2\/73+ﬂ8u de, ’
(8.144)
bzw. 5
N4
Be) = p 0 = € Gl D (8.145)

op 2 UiV

Mit Z3 aus Gl (8.132) und bis zu Termen der Ordnung O(e?) gilt dann

-1

€ er 0 ér
e = 3= o0 =
1_671'26 1 6#26

e? 0 e -1 5
(1 + 1271'26) {8_67ner (1 + 127?%)} +0(er)
€ e? e2 \ 7! 5
= —ze <1+ 12W2€> <1+ W%) + O(ey)

4
2 2 2
[ o )+O(e§):—§er <1— o >+O(e§)

€
) “r 1272¢  4n2e 672 €
3
67” 5
— gt O(e)) (e—0). (8.146)

Die f—Funktion ist also positiv und QED damit keine asymptotisch freie Theorie. Die
laufende Kopplungskonstante bestimmen wir wie folgt:

de, el
han — Pl =5
de, 1 1 d 1
¢ = ——de;? = A dlnp
el 2 1272 p 1272
1 1 1w
— - - — In-—
) @ o Mo
1 1 2
- _ . |:1 . 6T<M20) Ilﬂ:|
er(n) e; (ko) 67 Ho
2
2 o er(:uo)
— ei(p) = T L (8.147)
62 Ho

Wie in der ¢*-Theorie wird die Kopplungskonstante bei groBeren Impulsskalen (klei-
neren Abstanden) stiarker, bzw. bei kleineren Impulsskalen (groferen Abstanden) kleiner.
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8.6 Renormierung der QCD

Abbildung 8.8: Abschirmung einer Ladung aufgrund der Polarisation des Vakuums.

Dies ist der Effekt der Abschirmung der elektrischen Ladung aufgrund der Po-
larisation des Vakuums. Um dies zu verstehen, erinnere man sich daran, dass die
Wellenfunktions-Renormierungskonstante Z3; die Divergenzen der Photon-Selbstenergie
[1* auch Photon-Polarisationstensor genannt, enthélt. Physikalisch beschreibt die-
ser Tensor die Modifikation der Propagation des Photons durch Erzeugung virtueller
Elektron-Positron-Paare, vgl. das Diagramm in Gl. (8.118). Diese Paare schirmen ei-
ne Ladung effektiv so ab, dass sie bei grofieren Abstédnden kleiner erscheint, s. Abb. 8.8.

Mit der Hilfe der Ward-Takahashi-Identitdten kann man die Renormierbarkeit der
QED in allen Ordnungen zeigen, vgl. Ref. [3].

8.6 Renormierung der QCD

Die primitiven Divergenzen der Quantenchromodynamik (QCD) sind im Prinzip die
gleichen wie bei der QED:

(i) Selbstenergie der Quarks. In Ein-Schleifen-Ordnung und in Feynman—Eichung
fiir den Gluon-Propagator gilt,

K
Yi(P) = :
1 J
,>, ,>,
P P-K P
4 g* .
= 3053, (4m — P) + endliche Terme ,
4 2
— Z, = 1—§ﬁ. (8.148)

Hier sind 7, j fundamentale Quark-Farbindizes und der Faktor 4/3 ergibt sich aus
der Tatsache, dass Gluonen adjungierte Farben tragen.
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(ii) Selbstenergie der Gluonen. Es gilt in Ein-Schleifen-Ordnung,

P
P
: @ /P‘\
e (K) = Qb Lol RALN LA Ve
K K K K Ko K
P-K N p-K
Ny 15 2
= (Tf — Z) Oab 67€2 - (K“K” — g’“’K2) + endliche Terme ,
2
g (Ny 15
g o= 19 (N 15y 8.149
s 672 € ( 2 4 ( )

Abgesehen vom Faktor N¢/2 — 15/4 und dem Kronecker-Delta in den adjungier-
ten Farb-Indizes hat der divergente Term im gluonischen Polarisationstensor diesel-
be Form wie im Photon-Polarisationstensor in der QED, vgl. Gl. (8.120). Hierbei
stammt der Term Ny /2 von der Quark-Schleife (da dort Ny Quark-Flavors umlaufen
konnen) und der Term 15/4 von den Gluon- und Geist-Schleifen. Man beachte, dass
sich die beiden Beitrage im Vorzeichen unterscheiden, was eine wichtige Rolle fiir
die f—Funktion der QCD spielen wird.

(iii) Quark-Gluon-Vertex-Korrektur. In Ein-Schleifen-Ordnung tragen folgende Dia-
gramme zum Quark-Gluon-Vertex bei (wiederum rechnen wir in Feynman—FEichung),

e Q ¢ 0

Az,ij(PvP+Q7Q) = K ii K+Q K K+Q

P . o P+
P Tkep 0 B e ©

= 3 3.7 (T")ijv, + endliche Terme ,
13 ¢2
— 7, = 1—§$. (8.150)

Abgesehen von der Gell-Mann-Matrix 7% und dem Faktor 13/3 hat der divergente
Term im Vertex dieselbe Struktur wie der im Photon-Elektron-Vertex in der QED,
vgl. Gl. (8.121).

Wir berechnen nun die f—Funktion der QCD. Zuné&chst gilt, weil die Struktur des Quark-

Gluon-Wechselwirkungsterms dieselbe ist wie die der Photon-Elektron-Wechselwirkung in
QED, analog zu Gl. (8.137)

B Zl Me/?

9= gr -
V23 Z

(8.151)
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8.6 Renormierung der QCD

Wir setzen die Renormierungskonstanten 7, Z, und Z3 aus den Glgen. (8.148), (8.149)
und (8.150) ein und entwickeln bis zur Ordnung g2,

13 ¢2 g? Ny 15 4 g?
— 1 - =2 r 1 T Y e 1 = T €/2 , O 5
g ( 3 87?%){ T\ 2 T T3 gz ) 19 T OW)
2 2
9r 9r 2Nf €/2 5
1- 1 it ,
( 387r26> [ * 1672 € ( 3 )] w1 gr +0lg)

2
g, 2Ny ¢/2 5
= |1 =7 11 -+ 0(g°) . 152
{ +16W2€( 5 Hu gr +0O(g;) (8.152)

Leiten wir diese Gleichung nach p ab, so erhalten wir

. 2 2N
0 = @:Mﬂ&ia 9r 14— (=L
ol ou 0g, 16m2¢e \ 3
2
g 1 S (B gy 8.153
oder nach (g,) = ndg, /Op umgestellt,
a9, € g? 2Ny g2 !
) = = —Sgli+Z (ZX 1)1 *_ (2N — 33
flar) =5, 29[+167r2e 3  Torze 2N =33
2
€ 9r 2Nf 5
= g 1--E (ZL_1)l+o0
s 1= (1) v o)
3 2N
— I (11} 4+ 0(gF) (e —0). (8.154)
1672 3
Nun ist Ny <6, also
2N
Tf—11g—7<o —  B(g,) <0, (8.155)

d.h. QCD ist eine asymptotisch freie Theorie. Wihrend die Quark-Beitrédge allein
fiir eine Abschirmung von Farbladungen sorgen, 2N¢/3 > 0, bewirken die Gluon- und
Geist-Beitrdge eine Anti-Abschirmung, —11 < 0, die die abschirmende Wirkung der
Quarks mehr als kompensiert.

Durch Integration der S—Funktion erhalten wir die laufende Kopplungskonstante
der QCD,

dg, _ 1. 11— 2N;/3

g 2% = _len“’
L1 11—2Ny3 1n“—2
(o) g2(1) 1672 ug
2
2 _ g (o)
= g (n) = ) N - (8.156)
T 15
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8 Renormierung
Mit dem Aquivalent der Sommerfeldschen Feinstrukturkonstante fiir die QCD,

s (1) gi(:) : (8.157)

und unter Absorption der Eins im Nenner in der Renormierungsskala z2 schreibt sich dies
in der landlaufig gebrauchten Form

47
11— 2N, /3) n(12/72)

as(p) = ( (8.158)

wobel
47

ig = pgexp |—
Ho = Ho as(jio) (11— 2N, /3)
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