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1 Einleitung

1.1 Motivation, Ziele und Inhalte der Vorlesung

e Quantenfeldtheorie (QFT):

— Formalismus zur Beschreibung quantenmechanischer (QM) Vielteilchensysteme, ins-
besondere von Prozessen, bei denen Teilchen erzeugt und/oder vernichtet werden.

— Z.B. Teilchenkollision in einem Beschleuniger:

x Klassische Mechanik ausreichend? ... Nein! QM Effekte zur korrekten Beschrei-
bung elementarer Teilchen essentiell.

x QM ausreichend? ... Nein! Jedem Teilchen ist eine Wellenfunktion zugeordnet,
konnen daher nicht erzeugt oder vernichtet werden.

x Klassische Feldtheorie ausreichend? ... Nein! Geeignet zur Beschreibung sehr vie-
ler gleichartiger Teilchen (z.B. Photonen im Rahmen des Elektromagnetismus),
nicht geeignet zur Beschreibung einzelner oder weniger Teilchen.

— QFT erforderlich (i.d.R. relativistisch formuliert; beriicksichtigt damit bei der
Teilchenerzeugung /-vernichtung die Aquivalenz von Energie und Masse E = mc?
bzw. E = (m?c* 4+ p?c?)'/?).
— Anwendungen in vielen Teilgebieten der Physik: Teilchenphysik, Festkorperphysik,
Optik, ...

e Teilchenphysik:
— Beschiftigt sich mit den fundamentalen Bausteinen der Materie und deren Wechsel-

wirkungen (WWs).

— Damit wesentliche Unterscheidung von z.B. Festkorperphysik (Ising-Modell, ...),
Stromungslehre, ...

— “.. was die Welt im Innersten zusammenhélt ...” (z.B. Goethe, “Faust”).

Historische Entwicklung:
% 5. Jh. v. Chr.  Demokrit:

Postuliert Atome (“unteilbare Teilchen”).

* 1808  Dalton:
Atomtheorie der chemischen Elemente (Gesetz der multiplen Proportionen; “Bil-
den zwei Elemente miteinander mehrere Verbindungen, so stehen die Massen-
verhéltnisse, mit denen die Elemente in diesen Verbindungen auftreten, zueinan-
der im Verhéltnis kleiner ganzer Zahlen.”).

* 1897  Thomson:
Elektron.

* 1919  Rutherford:

Proton.



1932  Chadwick:

Neutron.

1932 Anderson:

Positron (Antimaterie; theoretisch bereits 1928 von Dirac vorhergesagt).

1937  Anderson, Neddermeyer:

Myon.

Ab ~ 1950:

Teilchenzoo ... Pionen, Kaonen, J/v, ...

1956  Cowan, Reines:

Neutrino (theoretisch bereits 1930 von Pauli vorhergesagt).

1964  Gell-Mann, Zweig:

Quarks, d.h. Substruktur von Nukleonen, etc.

Heute:

Hunderte von Teilchen (i.W. Hadronen = Zweier- und Dreiergruppen von Quarks,
zusammengehalten von Gluonen) bekannt, alle beschrieben durch einige wenige
(nach heutigem Stand des Wissens) fundamentale Teilchen und vier WWs

— Standardmodell der Teilchenphysik.

e Standardmodell der Teilchenphysik:

— Materieteilchen (Abbildung [1]):
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Abbildung 1: Das Standardmodell der Teilchenphysik.

x Quarks: (u,d), (¢,s), (t,b) (drei Generationen) + Antiteilchen.



* Leptonen: (ve,e), (v, 1), (vr,7) (drei Generationen) + Antiteilchen.

* Antiteilchen: Gleiche Masse, gleicher Spin, entgegengesetzte Ladung (e~ <> et
U 4> W), ...

— WWs iiber Kraftfelder; Quantisierung liefert Austauschteilchen.

Kraft Phénomene Reichweite | relative | Austausch-
Stéarke teilchen
Starke WW | Bindet Quarks zu Sehr kurz 1 Gluonen
(QCD) Nukleonen und (= 10719 m)

diese zu Kernen
Elektro- Elektrizitit, Licht, | unendlich 1072 Photonen

magnetische Atomkrifte, ...
WW (QED)
Schwache Radioaktiver Extrem kurz | 1071 W- und
WWwW Zerfall (< 10715 m) Z-Bosonen
Gravitative Erdanziehung, unendlich 10~* | Gravitonen
Ww Planetenbewegung,
Kosmologie, ...

— Higgs-Boson: Verantwortlich fiir die Massen der Materieteilchen.

— Alle anderen Teilchen, z.B. Proton, Neutron, etc. sind aus obigen zusammengesetzt.
e Der “Teilchenzoo”:

— Offizielle Liste der bekannten Teilchen: Particle Data Group (http://pdg.1bl.gov/).
— Klassifizierung;:

* Masse.
x Zerfallsrate bzw. Lebensdauer.
x Zerfallskanéle.
* Quantenzahlen (beschreiben innere Struktur; Liste nicht vollsténdig):
- Spin bzw. Gesamtdrehimpuls J (Bosonen: J =0, 1,2, ...; Fermionen
J=1/2,3/2,5/2,...).
- Elektrische Ladung.
- Paritdt P = +1.
- Ladungskonjugation C' = +1.
- Flavor-Quantenzahlen:
Isospin: I, = +1/2 (u), I, = —1/2 (d).
Strangeness: S = —1 (s), S =
Charm: C = +1 (¢), C = -1 (¢).
Bottomness: B’ = —1 (b), B’ = +1 (b).
Topness: T = +1 (t), T = —1 (¢).
- Leptonenzahl L = +1 fiir e, u, 7, Ve, vy, V7.
- Baryonenzahl B = 1/3 fiir u, d, ¢, s, t, b.

— Hadronen (bilden sich auf Grund der starken WW):



*

Quarks treten nie isoliert auf, sondern immer in gebunden Zusténden (Hadronen)
— Confinement.

* Mesonen: gg-Paare.
* Baryonen: qqq oder ¢qq.
* Beispiele:

- Pion: 7t =ud (J=0,P=—,1=1,1,=+1).
- Proton: p=wud (J=1/2, P=+,1=1/2, I, = +1/2).
- Neutron: n =wudd (J =1/2, P=+,1=1/2, 1, = —1/2).
e Ungeklirte Fragen im Zusammenhang mit dem Standardmodell:
— Es existieren gegenwiirtig keine Experimente, die Standardmodell-Vorhersagen wider-
sprechen, aber ...

— Keine Quantengravitation.

Radikal unterschiedliche Kopplungsstérken ...7

Asthetik: Viele Parameter (> 18) ... gibt es eine fundamentalere Theorie, die diese
Parameter vorhersagt?

— Dunkle Materie ...7

Baryonen Asymmetrie ...7

e Mogliche Auswege/Erweiterungen des Standardmodells:

— Grofle Vereinheitlichte Theorie (grofere Symmetriegruppen bei hohen Energien, die
vier fundamentalen Kréfte verschmelzen zu einer einzigen Kraft).

Supersymmetrie (Symmetrie zwischen Bosonen und Fermionen, jedes Boson erhélt
einen fermionischen Partner gleicher Masse).

Stringtheorie (alle Elementarteilchen besitzen die selbe Stringsubstruktur, Art der
Oszillation bestimmt das beobachtete “Elementarteilchen”).

1.2 Einheiten in der Teilchenphysik

e Energie F:
— [E] =J =kgm?/s? = VC.

— Typische Energien einzelner Teilchen: Winzige Bruchteile von J.
— Verwende in der Teilchenphysik daher eV:

* 1eV: Energiezuwachs/-verlust einer Elementarladung e nach Durchlaufen einer
Potentialdifferenz von 1V.

* 1eV =1.602...x 1071 J.

* 1MeV =10%eV.

* 1GeV =10%eV.



Masse m, Impuls p:
— [m] = kg, [p] = kgm/s (spiegelt sich in der relativistischen Energie-Impuls-Beziehung
wider, E2 = m2c¢* + p2c?).
— Verwende in der Teilchenphysik fiir Massen MeV /c?, fiir Impulse MeV /c.
— Natiirliche Einheiten: Definiere ¢ = 1 (¢ = 2.997...x1078 m/s hat lediglich historische
Griinde); damit [m] = [p] = MeV.
Zeit t:

— [t] =s.

— Plancksches Wirkungsquantum h = 6.582...x 10716 eV s; stellt Verbindung zwischen
Energie und Zeit her.

— Verwende in der Teilchenphysik fiir Zeiten h/MeV.
— Natiirliche Einheiten: Definiere & = 1; damit [t] = 1/MeV.

Lénge L:

— [L] = m.

— Lichtgeschwindigkeit ¢ stellt Verbindung zwischen Zeit und Lénge her.
— Verwende in der Teilchenphysik fiir Langen hic/MeV.

Natiirliche Einheiten: [L] = 1/MeV.

Temperatur 7"

— [T] =K.

— Boltzmann-Konstante kg = 8.617...x 107° eV K; stellt Verbindung zwischen Energie
und Temperatur her.

— Verwende in der Teilchenphysik fiir Temperaturen MeV /kp.
— Natiirliche Einheiten: Definiere kg = 1; damit [T] = MeV.

In natiirlichen Einheiten wird jede dimensionsbehaftete Grofle in Potenzen von MeV an-
gegeben.

Gebriuchlich ist auch die Verwendung von fm an Stelle von MeV:

— 1fm =10"%m.
— Umrechnung zwischen fm und MeV mittels ic = 197.326... MeV fm.
— Damit: [L] = [t| = fm, [E] = [m] = [p] = [T] = 1/fm, ...
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2 Teilchen in der klassischen Mechanik und QM

2.1 Teilchen in der klassischen Mechanik

e Masse m, Position r.
e Bewegung im i.d.R. zeitunabhéngigen Potential V (r).

e Trajektorie r(t) ist Losung der Newtonschen BGI
mi(t) = —VV(r). (1)

Eindeutige Losung erfordert Angabe von Anfangsbedingungen (ABs) von z.B. r(t = 0)
und (¢t = 0).

2.1.1 Lagrange-Formalismus

e Lagrange-Funktion:

(T kinetische Energie).

e Wirkung:
ty
Stil = [ arLes), (3)
t;

e Hamiltonsches Prinzip (Prinzip der kleinsten Wirkung):

— Die physikalische Trajektorie r(¢) mit Randbedingungen r(¢;) = r; und r(ty) = ry
minimiert S, also 5 = 0 bei Variation der Trajektorie um dr(#).

— Variationsrechnung fithrt auf Euler-Lagrange-Gleichungen
d OL oL
o= 2= 4
dt Or Or (4)
Diese sind identisch zur Newtonschen BGI.

e Vorteil: Der Lagrange-Formalismus ist (im Gegensatz zu den Newtonschen BGIs) leicht

auf die Feldtheorie iibertragbar, da er in offensichtlicherer Weise die Symmetrien einer
Theorie wiederspiegelt.



2.1.2 Hamilton-Formalismus

2.2

e Legendre-Transformation von L(r, ) bzgl. i:

— Kanonisch konjugierte Impulse:

pirs) = 2H0E) o)

— Auflésen von nach r
—  1(p,r).

— Hamilton-Funktion:
H(p,I‘) = pI‘(p,I’) - L(I‘,f'(p,l‘)) = T+ V. (6)
(in H darf kein 1 auftreten). H entspricht der Gesamtenergie.

Hamiltonsche BGls:

. o0H ) 0H

Diese sind identisch zu den Euler-Lagrange-Gleichungen.

Vorteil: Hamilton-Formalismus ermdglicht den direkten Ubergang zur QM.

Teilchen in der QM (kanonische Quantisierung)

Vorgehensweise:

— Ersetze klassische Observablen durch hermitesche Operatoren:
* Ort: r — 1.
* Impuls: p — p.
« Energie: E = H(r,p) — H(#,p) (Hamilton-Operator).

— Operatoren sind i.A. nicht vertauschbar, d.h. erfiillen spezielle Kommutatorrelatio-
nen.

— Fordere fiir kanonisch konjugierte Variablen A und p4 die Kommutatorrelation
[A,pal = Apa — paA =i, 2.B. [}, pr] = i0p..
— Ersetze klassischen Zustand (r, 1) durch QM Zustand |¢)).

Eine sehr gingige Darstellung von Orts- und Impulsoperator, die die geforderten Kommu-
tatorrelationen [7;, px| = i, [7j, 7x] = [Pj, Px] = O erfiillt, ist die Ortsdarstellung,

0
r, = ri , pi = —i—. (8)
J J j or;
Fine andere mogliche Darstellung ist die Impulsdarstellung,
0
ri = +i=— , P;i = Dpj. 9
/ 8]9]- J J ( )



e Wichtiges Hilfsmittel: Eigenwerte \; und Eigenzustdnde |);) eines Operators O. Diese
erfiillen

OlN) = Ao (10)

Fir O = H (Hamilton-Operator) und bei Verwendung der Ortsdarstellung ist dies die
bekannte stationire Schrédinger-Gleichung (SG),

( L8y V(r)>¢j(r) = Bjiy(r). (11)

2m

e Messung einer Observablen O im Zustand [¢)):

(a) Wahrscheinlichkeit fiir Messergebnis A; ist |[(|A;)]?.
(b) Erwartungswert: (O) = (|O) (folgt aus (a)).
(¢) Streuung (Varianz) der Messergebnisse: AO? = (1)|(O — (0))2|y) (folgt aus (a)).

e Falls [A, B] #0:

— Es existiert keine Basis, deren Zustdnde sowohl Eigenzustinde von A als auch von B
sind.

— Es existiert eine Unschérferelation beziiglich A und B:
1 ~ A
AAAB > |wlld, Bl (12)
Bekanntes Beispiel ist AxAp, > h/2.

e Ortseigenzustinde:
— tlg) = dlq).
— |q) beschreibt ein Teilchen am Ort q.
— Orthogonalitét: (qi|q2) = d(q1 — q2)-
— Vollstéindigkeit: [ d3q|q)(q| = 1.
— Schrodingersche Wellenfunktion in der Ortsdarstellung: ¥ (r) = (r|).

e Impulseigenzusténde:

- plk) =k[k).
— |k) beschreibt Teilchen mit Impuls k.

— Orthogonalitdat und Vollsténdigkeit analog zu Ortseigenzusténden.



2.2.1 Zeitentwicklung

e Schrodinger-Bild:

— Zusténde [1)(t)) zeitabhingig, Operatoren O zeitunabhingig.

— Zeitentwicklung von Zusténden durch die SG bestimmt:
() = H|():;
Losung ist
W) = e MU yy)
bei Anfangsbedingung [¢(to)) = |10).

(13)

(14)

*XFAF D3, Oktober 2024 (3. Vorlesung) **#**

— (13) in Ortsdarstellung liefert die Kontinuitétsgleichung
8,5,0(1', t) + Vj(I‘, t) =0

mit der Aufenthaltswahrscheinlichkeit

p = P

und dem Wahrscheinlichkeitsstrom
e _ .
i= g (0T - ().

(15)

(16)

(17)

Die Existenz einer Kontinuitdtsgleichung ist essentiell, um *vy als Aufenthaltswahr-

scheinlichkeit interpretieren zu konnen.
e Heisenberg-Bild (wird in der QFT héufig verwendet):

— Zusténde |¢g) zeitunabhingig, Operatoren OH(t) zeitabhéngig.

— Zeitabhingiger Erwartungswert verdeutlicht Ubergang zwischen Schrodinger- und

Heisenberg-Bild:

WE)O[(B) = (W(to)] 10 Qe HE—t0) (1)) .
=] =0 (t) =|vmu)

— Opg(t) erfiillt die Heisenbergsche BGI:

d 4 A A

SOou(t) = i, O]
— Beispiel: Fiir Op =+t

4, _ o8

- 0p

und fir Oy = p

d, _ _oH

a® T o

was den Hamiltonschen BGls aus der klassischen Mechanik entspricht.

10

(18)



2.2.2 Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren am Beispiel des 1-dimensionalen

harmonischen Oszillators

e Hamilton-Operator:

A2 242

2 p mw-q
H = —
QmjL 2
e Definiere
R mwur./ I
a = —q+ iy —p.
2 a mep
Es folgt
At mw, 1
al = —q— i\ —
2 1 2mwp
sowie
- : ata o L 7ot ot T4
[a,a'] = 1 , H = aa+§ w , [H,a'] = +wa' , [H,a] =

e Interpretation von G und a als Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren:

— Sei |n) ein Eigenzustand von H, d.h.

Hln) = Ey,n).
— Aus
Hafln) = (a'H + [H.a])ln) = (B.+w)alln)
folgt, dass a' ein Energiequant der Grofie w erzeugt.
— Aus
Haln) = (aﬁ + A, a]) n) = (En - w)d|n);

folgt, dass a ein Energiequant der Gréfle w vernichtet.

— Probleme: (1) Unendlich groe negative Energien ...7 (2) Auflerdem gilt
E, = (n|H|n) = |a|y)|?w + w/2 > w/2.

— Ausweg: Betrachte

NN s H 1 E,
| = it - mKw—me - u

[t

11

(22)

(23)

(24)

(28)



Fiir E,, = w/2 folgt |ajn)|? = 0 und damit an) = 0. Definiere den Grundzustand
|0) als Zustand mit Ey = w/2 (damit a|0) = 0, unendlich grofle negative Energi-
en sind ausgeschlossen). Konstruiere alle weiteren Zustéinde durch Anwendung von

Erzeugungsoperatoren,

1
atlloy = 1) , E = (1+2>w (30)
Loty = ), By = (n+2)w (31)
\/m - 9 n - 2

(Normierung 1/v/n! ergibt sich durch Uberlegungen analog zu ) Dabei ergibt sich
alln) = Vn+1ln+1) , an) = Van-—1) (32)
sowie

dlafn) = nln) (33)
=N

(N bezeichnet man als Besetzungszahloperator).

Im Folgenden werden Dicher auf Operatoren stets weggelassen.

12



3 Relativistische Wellen-/Feldgleichungen

3.1 Spezielle Relativititstheorie

o Ziel:

Relativistische Formulierung von QFTs (solche QFTs beschreiben z.B. das Stan-

dardmodell, QED, QCD). Daher im Folgenden eine kurze Wiederholung der speziellen
Relativitétstheorie.

3.1.1 “Herleitung”, Lorentz- und Poincare-Transformationen

e Raumzeitvektor 2# = (2%, 21, 22, 23) = (t,z,y, 2) = (t,%).

82

Betrachte den “Abstand” zweier Raumzeitvektoren z# und y*,

— (xo—y0)2—(xl—yl)Q—(xz—y2)2—(:c?’—y3)2. (34)

=50 =s! =52 =3

e Sind z* und y* iiber ein Lichtsignal verbunden, gilt s* = 0.
e Experimente:
— Licht breitet sich in allen Inertialsystemen mit der gleichen Geschwindigkeit aus;
damit gilt fiir zwei Inertialsysteme ¥ und ¥/  s2=0 ¢« s2=0.
— §2 =352,
e Notation: Unterscheide zwischen oberen und unteren Indizes.

Kontravarianter Vektor: z*.
Kovarianter Vektor: z, = (x¢, 1, 22, 23) = (t, —x, -y, —2) = (t, —x).

Ubergang zwischen kontra- und kovarianten Vektoren/Indizes mit Hilfe des metri-
schen Tensors/der Minkowski-Metrik 7, z.B. z, = nua” bzw. 2# = n*x,, wobei
N =N = diag(+1, -1, -1, -1).

: 2 _ v __
Damit s = s, s” = st's,,.

e Welche Koordinatentransformationen verbinden Inertialsysteme?

Homogenitét von Raum- und Zeit bedingt inhomogene lineare Transformationen,
'* = AP, z¥ + at.

s? = §2 fithrt auf

s’ = AMQSQT]#VAVb?SB = so‘na/gsﬁ. (35)
Da s* beliebig sein kann, folgt

Aoy nuwh’s = N  — ATpA = n  (Matrixform) (36)
-~

=(AT)ak

(“A ist also eine Art orthogonale Transformation.”). Transformationen A, die (36)
erfiillen, werden als Lorentz-Transformationen bezeichnet.

13
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e Klassifikation von Groflen geméf ihres Transformationsverhaltens unter Lorentz-Transfor-
mationen:
— 2 =x — Skalar.
— P = Aty  —  (kontravarianter) Vektor.
— 2 = AP, Az —  (kontravarianter) Tensor (2-ter Stufe).

— 2P = NG AY AP —  (kontravarianter) Tensor 3-ter Stufe.

e Ableitungen transformieren kovariant:

— 0y = (04, 0z,0y,0,) = (01, V).
— Es folgt 0" = (0, =0y, —0y, —0-).
— D’Alembert-Operator: O = 949, = 97 — 92 — 05 — 02 =07 - A.

e Spezielle Lorentz-Transformationen:

— (1) Rotationen:

A = <(1”2L> (37)

wobei R eine Rotationsmatrix ist, also RTR = 1 und det(R) = 1. Damit ¢ = ¢ und
x' = Rx.

— (2) Boost in z-Richtung (analog in y- oder z-Richtung):

v +y8 0 0
_ 8 v 0 0 B 1
A - 0 0 1 0 9 B - v 9 fy - m? (38)
0 0 01

wobei sich die beiden Inertialsysteme relativ zueinander in z-Richtung mit Geschwin-
digkeit v bewegen. Damit (¢, 2,4y, 2") = (v(t £ fx),v(x £ t),y, 2).

— (3) Zeitumkehr:

-1 0 0 O
o 41 0 o0
A= 0 0 +1 O (39)
0 0 0 +1
— (4) Paritit (Raumspiegelung):
+1 0 0 O
N L (40)

0 0 -1 0
0o o0 0 -1

— Jede Lorentz-Transformation ldsst sich als Kombination von (1), (2), (3) und (4)
schreiben.

14



— Klassifikation:

* AOO >0

—  orthochrone Lorentz-Transformationen (Zeitrichtung wird nicht umgekehrt).
* A% det(A) >0

—  orientierungstreue Lorentz-Transformationen (Raum wird nicht gespiegelt).
* AOO >0, det(A) =1

—  eigentliche Lorentz-Transformationen (orthochron und orientierungstreu).

Inhomogene Lorentz-Transformationen (Poincare-Transformationen): Lorentz-Transforma-
tionen + Translation, d.h.

), = A’ 4 at (41)

Standardmodellphysik in allen Inertialsystemen gleich, die durch eigentliche inhomogene
Lorentz-Transformationen verbunden sind.

3.1.2 Enmergie und Impuls relativistischer Teilchen

Weltlinie eines Teilchens in einem beliebigen Inertialsystem X: x#(t) = (¢, x(t)).
Im Ruhesystem ¥’ des Teilchens: dz'* = (dr,0).

(dr)? = (d2')? gilt, obwohl ¥’ im Allgemeinen kein Inertialsystem ist, da fiir eine infin-
tesimale Zeitspanne die Geschwindigkeit des Teilchens in 3 konstant ist. Damit kann das
Teilchen zum Zeitpunkt ¢ als in einem Intertialsystem ruhend betrachtet werden, das sich
mit konstanter Geschwindigkeit v(¢) = dx(t)/dt relativ zu ¥ bewegt.

Es folgt dm? = dt? — dx? = dt*(1 — v?).

Eigenzeit:
ty

T = / dt 1 —v? (42)
t;

(Zeit die im Ruhesystem ¥’ des Teilchens vergangen ist, wihrend der Zeitspanne t;...tf
im Inertialsystem ).

Vierergeschwindigkeit:

dz# 1

wo— 2 L (1)) (43)
dr Vi—v2 \ |V
—_———

=

Viererimpuls: p* = mut.
— ¥ = mu® = my = m +mv?/2 + O((v?)?); legt Interpretation als Gesamtenergie

nahe, also p° = E.

15



— p =myv =mv + O(|v|?); entspricht also fiir kleine Geschwindigkeiten dem nichtre-
lativistischen Impuls mv.

e Lorentz-Invariante p:

— Im Inertialsystem ¥: p? = E? — p2.

— Im Ruhesystem ¥': p2 = m?.

— Auf Grund von p? = p?  E? = m? + p? (relativistische Energie-Impuls-Beziehung).

3.2 Die Klein-Gordon-Gleichung

e Ziel: Aufstellen einer relativistischen Version der SG.
o (Nicht-relativistische) SG:

— Starte mit der nicht-relativistischen Energie-Impuls-Beziehung E = p?/2m + V (r).

— Korrespondenzprinzip £ — 9, p — —iV und Anwenden der resultierenden Opera-
toren auf eine Wellenfunktion 1) liefert

0 t) = ( _ %A + V(r)>1/1(r, ). (44)

e Analoges Vorgehen im relativistischen Fall:
— Relativistische Energie-Impuls-Beziehung: F = /m? + p2.
— Korrespondenzprinzip:
iat¢(r> t) =V m? — AQS(I" t); (45)

Probleme verursachen die Ableitungen A unter der Wurzel. Entwicklung fiithrt zu
unendlich hohen Ableitungen. Gleichung daher ungeeignet.

o Weiterer Versuch:

— Starte mit E? = m? + p2.
— Korrespondenzprinzip liefert die sogenannte Klein-Gordon-Gleichung (KGG):

_92p(r,t) = (mQ—A>¢(r,t) (46)
bzw.
(8“8M+m2)¢(x) = 0 (47)

diese Gleichung ist forminvariant unter Lorentz-Transformationen von Y nach X'
* 010y, = 00,
* ¢(x) = ¢/(2') (das Transformationsverhalten eines Skalarfelds).

* Damit
(a'ﬂa;+m2>¢’(x'> ) (48)

KEAEX 30, Oktober 2024 (5. Vorlesung) *****
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e Losung der KGG:
— Ansatz: Ebene Welle, ¢(z) = e~
(8/‘8“ +m2) o) = (_ Ky +m2) p(x) = 0, (49)

also —kHk,, +m? =0 bzw. —(k°)? + k? + m? = 0 bzw. k° = £v/m? + k2.
— Korrespondenzprinzip: k° entspricht der Energle k dem Impuls; k° = +vm?2 + k2.
Die KGG erlaubt damit negative Energien ...7 (1. Problem der KGG)

— Allgemeine Losung der KGG durch lineare Superposition:

P(z) = /dSk (N_,_(k)e*i(JrE(k)tka) _i_N_(k)efi(fE‘(k)tka))

= /d3k <N+(k)e—i(E(k)t—kX)+N_(_k)e+i(E(k)t—kx)> — (50)
mit E(k) = v/m? + k2. Die Definition/Konvention
g N =t (51)

(27)32E (k)
fiihrt auf (Fortsetzung von (50)))

_ /( )d3];(k) ( (k)efik:p_i_b*(k)eJrikm)) (52)

(hier & = (E(k), k)).
— Reelles ¢: b(k) = a(k).
— Komplexes ¢: a(k) und b(k) unabhéngig.

Ni(k) =

e Es existiert eine Kontinuitédtsgleichung d;p + Vj = 0 bzw. 9,j# = 0 mit

o= pd) e = #i(e@0) - @99) 5 o= —i(¢"(Ve) - (Ve)e).
(53)

j hat dieselbe Form wie der nicht-relativistische Wahrscheinlichkeitsstrom . Die Inter-
pretation von p als Wahrscheinlichkeitsdichte scheidet jedoch aus, da p negativ sein kann
(¢ muss lediglich die KGG erfiillen, eine Differentialgleichung (DGI) 2. Ordnung. Dies er-
laubt die beliebige Vorgabe von ABs ¢(x,t = t;) und é(x,t = t;), z.B. so, dass p negativ
ist) ...7 (2. Problem der KGG)

e Zusammenfassung: Die KGG fiihrt zu Problemen,

(1) negative Energien,

(2) keine Wahrscheinlichkeitsinterpretation der Wellenfunktion (Ursache: KGG ist DGI
2. Ordnung),

(3) Teilchenerzeugung/-vernichtung nicht beschreibbar (siehe Abschnitt [1.1)).

e Ausblick: ¢ beschreibt nicht die Wellenfunktion eines einzelnen Teilchens sondern im Rah-
men der QFT ein Feld, dessen angeregte Quanten skalaren Teilchen (z.B. das Higgs-Boson)
entsprechen.
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3.3 Die Dirac-Gleichung
o Ziel: Aufstellen einer relativistischen Version der SG, die eine DGI 1. Ordnung ist (in der

Hoffnung, zumindest das Problem mit der Wahrscheinlichkeitsinterpretation der Wellen-
funktion zu lésen), also

iop(z) = Huy(x), (54)
wobei H linear in den réumlichen Ableitungen 0; ist.

e Ansatz:

o) = (-0 + om ) (o) (59

e Beistimmung der Koeffizienten o, 3:

— Ableiten mit i9y und Einsetzen des Ansatzes ([55)):
—831/)(:3) = <Z a;(—i0;) + 5m> i0g(x) =
J

= (Z aj(—i0;) + Bm> <Z o (—i0%) + 5m>¢(9ﬁ) =

J k
= ( - Z a?@? + [32m2>w(m)

J
1 .
— (2 Z (Ozjak + akaj>0j8k + zmz (Oéjﬂ + ,304j)8j)¢($). (56)
J

JF#k

— Korrespondenzprinzip idy — E und —id; — p’ fiihrt auf

E*(z) = <Za§(p">2+52m2>w<w)

+<;Z (ajak+akaj>pjpk+mz (ajﬁ+5aj)pj>¢($)- (57)

J#k
Diese Gleichung sollte der relativistischen Energie-Impuls-Beziehung entsprechen. Da-
her
of = B =1, ojaptopeyy; = 0 firj#k , ajf+Ba; = 0. (58)

Diese Bedingungen kénnen nicht von vertauschbaren Zahlen erfiillt werden. Verwende
daher Matrizen o; und .

— Zusitzliche Bedingung: H hermitesch, also H = HY, erfordert o = oz; und g = jf.
— Weitere Eigenschaften:

x Auf Grund von a? = 32 = 1 sind die Eigenwerte von aj, 8 £1.

* Tr(ay) = Tr(a;8%) = Tr( &Oij/ B) = —Tr(a;), also Tr(a;) = 0.

——a;,8
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* Analog Tr(5) = 0.
* Tr = Summe der Eigenwerte, daher gerade Dimension von «;, 3.

— Mit 2 x 2-Matrizen sind obige Bedingungen nicht zu erfiillen, aber mit 4 x 4-Matrizen

0 +Hoj +1 0
Ozj:<_|_0_j OJ),B=<O_1> (59)

mit den Pauli-Matrizen

0 +1 (0 = (410
Die Wahl (“Standarddarstellung”) ist nicht eindeutig.

e Die Gleichung mit den Matrizen wird als Dirac-Gleichung (DG) bezeichnet. 1)
hat vier Komponenten, ist aber kein Vierervektor, sondern ein “(Dirac-)Spinor” (anderes
spezielles Transformationsverhalten unter Lorentz-Transformationen).

KXFFE (1. November 2024 (6. Vorlesung) *****

e Kovariante Form der DG:

— Definition:

S N v} oy

-
— Eigenschaften der v-Matrizen:

O S (e A 7 S A G0 LI G CR) LN ()
— Multiplikation von mit S fithrt auf

iBavb(x) = (Zﬁaj<—iaj>+m)w<x> (63)
J

bzw.
(i'yuau - m)dj(az) =0 (64)

(die y-Matrizen Verdndern sich nicht bei Lorentz-Transformation, auch wenn sie einen
Viererindex tragen; mehr dazu in Abschnitt [3.3.5)).

e Losung der DG:
— Die DG enthilt die KGG, d.h. ein Spinor % der die DG erfiillt, muss auch die KGG
erfiillen (die DG wurde so konstruiert; siche und (58)).

— Benutze daher den Ansatz

Y@) = < o > FEOT) B = m? (63)
(fiir Vorzeichen et entspricht das positive F(k) dem Betrag der negativen
Energie und k entspricht dem negativen Impuls, d.h. Impuls p = —k [Korrespon-
denzprinzip)).

E(k)t—kx)
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— Einsetzen des Ansatzes in die DG fithrt auf
(E(k) Fm)p(k) —dkx(k) = 0 (66)
(E(k) £ m)x(k) —dkp(k) = 0. (67)

— Obere Vorzeichen, 1) o e~ {(EH)t—kx)

« Umstellen von (67)):

, d.h. positive Energie:

R ] (65)
* Kinsetzen in : )
(00— m - g Yol = o (69
-0

wobei (k)? = k? = E(k)? —m? = (E(k) +m)(E(k) —m) verwendet wurde, d.h.
jedes beliebige ¢ ist moglich, also zwei linear unabhéngige Losungen
v1 = N(1,0) und w2 = N(0,1) (Hinweis auf “Spin up” und “Spin down”; mehr

dazu in Abschnitt [3.3.2]).
* Spinoren mit positiver Energie:
Uia) = wp(k)e (IO (70)
1
k 0
mto = (A ) = N e ()
E(k)+m9"1( ) E(k)+m
+k! +ik?
E(k)+m
0
k 1
uz(k) = 552( ) . = N| +r-ir2 |. (72)
E(k)+m¢2( ) E(k;f-é-m
E&)+m

— Untere Vorzeichen, ¢ o eti(EK)i—kx)

+ Umstellen von :

, d.h. negative Energie:

ok
k) = —x(k).
) = g (73)
* Einsetzen in :
(6k)?
Ek)—m-— ——F"— k) =0 74
(B0 —m - %)) = o ()
=0
d.h. jedes beliebige x ist moglich, also zwei linear unabhéngige Losungen
X1 = N(O7 1) und X2 = N(LO)
* Spinoren mit negativer Energie:
Uia(m) = vp(k)etFIOTI) (75)
+k—ik?
ak k E(kgg’:m
Ul(k) — E’(k)+mX1( ) = N E(k)+m (76)
x1(k) 0
1

20



+k?

ok o (k fl(clff'z?;
w) = [ mome® ) Hgi | (77)
x2(k) 1
0
— Normierung N = /FE(k) +m (Konvention). Damit ui(k)us(k) = 2E(k)d,s und

vl (K)vs (k) = 2E(K)6ps.

— Fiir kleine Impulse |k| < E(k) (nicht- bzw. schwach relativistischer Bereich) domi-
nieren fiir positive Energien die oberen beiden Komponenten, fiir negative Energien
die unteren beiden Komponenten.

— Allgemeine Losung der DG durch lineare Superposition:
d®k , 4
— br k . k —ikx d* (k \ k —I—Zk:r)
0@ = [ oy 3, (09006 + 09009 (78)
(hier k* = (E(k), k)).
e Es existiert eine Kontinuitétsgleichung d;p + Vj = 0 bzw. 95" = 0 mit

gH = apTyOytah = ipytap, wobei p = 1140 (adjungierter Spinor). Da
p =47 =T > 0ist eine Interpretation von p als Wahrscheinlichkeitsdichte denkbar, d.h.
die DG ist diesbeziiglich der KG {iberlegen.

e Ausblick: 1 beschreibt nicht die Wellenfunktion eines einzelnen Teilchens sondern im Rah-
men der QFT ein Feld, dessen angeregte Quanten fermionischen Spin-1/2-Teilchen (z.B.
Elektronen, Quarks) entsprechen.

3.3.1 Losungen mit negativer Energie

e Teilchen mit beliebig grofien negativen Energien —FE(k) = —v/m? + k? konnen nicht exi-
stieren (Energiegewinn durch “Abrutschen” zu immer negativeren Energien).

e Ignorieren/Wegwerfen der Losungen mit negativer Energie? ... Fragwiirdig! Schlechte Theo-
rie!

Ausweg (1): Dirac-See.

e Pauli-Prinzip: Zwei gleichartige Fermionen (z.B. Elektronen) kénnen nicht im selben Zu-
stand sein.

e Vakuum: Alle negativen Energieniveaus sind besetzt, alle positiven unbesetzt.
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e Einzelnes Elektron mit Impuls k: Energieniveau E(k) = v/m? + k? ist zusitzlich besetzt.

e Elektron-Positron-Paarerzeugung: Ein Elektron mit negativer Energie wird auf ein posi-
tives Energieniveau gehoben (dafiir minimal notwendige Energie: 2m); das entstandene
Loch entspricht einer fehlenden Ladung und verhélt sich daher wie ein Positron.

— Vorhersage von Antiteilchen.

e Betrachtungsweise in der Festkorpertheorie erfolgreich, scheitert jedoch fiir Bosonen.

Ausweg (2): Feynman-Stiickelberg-Interpretation.

e Literatur: [6], Kapitel 3.1.

e Wesentliche Idee: Teilchen mit negativer Energie laufen riickwérts in der Zeit, entsprechen
Antiteilchen, die vorwérts in der Zeit laufen und positive Energie haben:

— Teilchen mit negativer Energie:
P1.0(x) = vy 9(k)etH BRIk

— Umkehren der Zeitrichtung durch ¢ — —t:
n 2(33) = Q(k)e+i(E(k)(7t)7kx) = Q(k)efi(E(k)t&kx);
Energie damit positiv.

e Damit konnen vier scheinbar unterschiedliche Prozesse (Teilchen-Streuung, Antiteilchen-
Streuung, Paarerzeugung und Paarvernichtung) als ein Phénomen verstanden werden.
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e Vorteil gegeniiber dem Dirac-See: Auch auf Bosonen anwendbar, z.B. Pionen 7+, 7.

e Problem negativer Energien also nicht nur fiir die DG, sondern auch fiir die KGG gelost.

3.3.2 Spin

e Die DG beschreibt ein freies Teilchen, also ein rotationsinvariantes System. Bei solchen
Systemen ist der Gesamtdrehimpuls J (Summe aus Bahndrehimpulsen und Spins) erhalten.

e Die Verwendung der Pauli-Matrizen als Bausteine der v-Matrizen und die Existenz von
jeweils zwei Losungen mit gleichem Impuls sowohl fiir Teilchen/Antiteilchen legt nahe,
dass die DG Teilchen mit Spin beschreibt.

e Erwartung: Der Bahndrehimpuls L = r X p ist keine Erhaltungsgrofle,
[L,H] = [rxp,adp+pfm] = [rdp]xp = idxp. (79)

Erwartung damit bestétigt.

e Gesucht: Spinoperator S. Dieser muss
JH =0 , J = L+S (80)

erfiillen.
KKFAH 6. November 2024 (7. Vorlesung) **#**

e Drehimpulse und Spins erfiillen die Drehimpulsalgebra, z.B. [S}, Si] = i€ S;. Diese wird
auch von den Pauli-Matrizen erfiillt, [0;/2, 01/2] = i€jp107/2.
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e Versuch:

Es folgt

[SJ’H]

S Q

1 .

Qo

)

1 . o
Q[Epak]pk = ieupta = —i(@xp)j,

—ia a3l

—iyy2y%5.

(82)

wobei [}, ag] = 2iejp0q und [}, ] = 0 verwendet wurde. ist erfiillt, S scheint damit
der Spinoperator zu sein.

e Eigenwerte s; von S; sind +1/2 (Eigenwerte der Pauli-Matrizen sind +1). Eigenwerte

s(s+1) von
12 3
§* = ¥ = °
4 4

(s

0
1

)

(83)

sind 3/4, damit s = 1/2. Die DG beschreibt also Fermionen mit Spin 1/2.

e Spineinstellung der Losungen der DG:

— zeigt, dass die Spinkomponente parallel zum Impuls erhalten ist. Wihle daher
0.B.d.A. p = (0,0,p?) und betrachte S3.

— Teilchen (siehe (70)):

1
1 o3 0 0 —4 —
Saaht _ - N i(E(k)t—kx)
i (2) 2 ( 0 o3 > R |
0
0
1/ 03 O 1 ;
+ _ 3 —i(E(k)t—kx)
Stz (v) = 2(0 03>N 0 ¢
k3
E(k)+m
— Antiteilchen (siehe (75))) analog,
_ 1 _ 1 _
Sgiby (z) = _5% () , Sz, (z) = +§1/’2 (2).

3.3.3 Lorentz-Kovarianz der DG, Transformationsverhalten

Lorentz-Transformationen

= @) 6

U@, ()
272

(36)

von Spinoren unter

e Als relativistische Gleichung muss die DG forminvariant unter Lorentz-Transformationen
sein, d.h. in jedem Inertialsystem gleich aussehen. Die beiden Gleichungen

(Wuau - m) Y(z)

0 , (i’y“(?;—m)w’(x') =0

(87)

miissen also die gleiche Information beinhalten, d.h. durch Lorentz-Transformation in-
einander iiberfithrbar sein. Dies legt das Transformationsverhalten von Spinoren unter
Lorentz-Transformationen fest.
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o oM — g/t = AF 2V,

e Spinoren miissen auf Grund der Linearitit der DG linear transformieren, d.h.

U(x) = ' (@) = S(A)Y(z).
e Gesucht: Die im Spin-Raum wirkende 4 x 4-Matrix S(A).

— Rechte Gleichung in (87):

0 = (i’y”@ll, — m) P(2') = (i’y”@{, - m) S(A)yY(x). (88)
— Linke Gleichung in (87)):
0 = ("0 —m)v(e) = (V"0 —m)u(), (89)

wobei 0, = (9z""/dx*)9, = AY,0, verwendet wurde. Multipliziere mit S(A) (um
“Rechte Gleichung” und “Linke Gleichung” vergleichen zu kénnen),

0 = S(A)(MA”M@L—m)S”(A)S(A)w(x) =

= (iS5 WA, = m) S(A)u(a). (90)
— Vergleich von und ergibt die Bestimmungsgleichung fiir S(A),
7= SAHSTHAA,. (91)
— Fiir infinitestimale Lorentz-Transformationen, A#, = n#,+¢e", mit e = —e”* | ergibt
sich
1 1
S(A) = 1- Zgﬂvauy y Oy = 5[%“7”]; (92)
endliche Lorentz-Transformationen kénnen aus infinitesimalen zusammengesetzt wer-
den,
i
S(A) = exp < - 46“”0#,,> (93)

(limpy oo (1 +2/N)N = e%).

e Analoges Vorgehen zeigt, dass sich die Losungen der KGG unter Lorentz-Transformation
nicht verdndern, also sogenannte Lorentz-Skalare sind:

— Die beiden Gleichungen
(8”8M+m2)¢(x) -0 , (8’”8;+m2>¢'(x/) ~- 0 (94)

miissen die gleiche Information beinhalten, d.h. durch Lorentz-Transformation inein-
ander tiberfithrbar sein.

— Rechte Gleichung in :
0 = (a’ua,g + m2><b'(x') - (aua# + m2)¢>’(x'). (95)

— Vergleich der linken Gleichung in und ergibt ¢(z) — ¢'(2') = ¢(x).
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3.3.4 Transformationsverhalten von Spinoren unter Paritiat und
Ladungskonjugation

Paritiat P:

e Paritdt entspricht der speziellen Lorentz-Transformation (40]).

e Die entsprechende Spinortransformationsmatrix S(A) muss erfiillen:

v=0 —p ¥ = +SA)N’ST(A) (96)
v=j —p 7 = =SSN (97)

dies fithrt auf S(A) = €Y wobei €'® eine beliebige Phase ist (hiufig, wie auch im
Folgenden, wird e'® = 1 gewihlt).

e Damit transformieren sich Spinoren unter Paritit geméaf
b@) —p W) = ). (98)
xHR*XE 8. November 2024 (8. Vorlesung) *****

Ladungskonjugation C':

e Als Ladungskonjugation bezeichnet man den Ubergang zwischen Teilchen und Antiteil-
chen.

e Die Spinoren fiir Teilchen und Antiteilchen gehen (bis auf irrelevante Phasen-

faktoren) durch Komplexkonjugation und Anwenden der Matrix e’“y? ineinander iiber

(hiufig, wie auch im Folgenden, wird e® = i gewihlt),

up (k)e i(BMt=kx) i’y2<u1(k)e’i(E(k)t’kx))* — oy (ke i)k (99)

us(K)e BN i,y2<u2(k)e—i(E(k)t—kx))* = (ke tiBM)kx) (100)
bzw. allgemein
Y(z) —c Pz) = iy’ (a). (101)

e Bestitigung der Transformation ([101)) als Ladungskonjugation durch Betrachten der DG
fiir ein Teilchen im elektromagnetischen (em) Feld:

— Einfiihren des em Felds durch minimale Substitution (wie in der nicht-relativistischen
QM): p#* — p* — eA* bzw. 0, — 0, — ieA, ergibt

(i’y“(@u—ieAu)—m>w(a:) _— (102)
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— Erwartung: Erfiillt ein Spinor ¢ die DG (102)) erfiillt der ladungskonjugierte Spinor
i29* ebenfalls (102) mit e — —e,

(iv“(@u +ieA,) — m) 2t (z) =
= (0 @ —ied) —m) () 0@) =

*

= =i ((~ (20" A0 —ieA) = (7P m)e)) =

:—'yN =1
- —i72<(iv“(@u—ieAu)—m>w(:v)> _— (103)
=0
wobei (7013)* = 44013 und (12)* = —~? verwendet wurde. Erwartung damit

bestétigt.

3.3.5 Bilineare Kovarianten

Zwei Spin-1/2-Teilchen lassen sich durch geeignete Linearkombination zu Gesamtspin
S =0und S =1 koppeln (Clebsch-Gordan-Kopplung):

— (1) = 14)/V2 = S =0 (Singlet).
= [, (M) +1I)/V2, [ W) — S =1 (Triplet).

Der Singlet-Zustand ist rotationsinvariant.

Die drei Triplet-Zustéinde transformieren (nach erneuter geeigneter Linearkombination)
unter Rotationen wie die drei Komponenten des Ortsvektors (z,y, z) (Analogie: Die Ku-
gelflichenfunktionen Yj ,,, die Bahndrehimpuls L = 1 entsprechen, sind in kartesischen
Koordinaten proportional zu = + iy, z, x — iy).

Ziel /Fragestellung dieses Abschnitts: Welche Linearkombinationen zweier Spinoren Pp@)
und ) transformieren wie Skalare (“entsprechen Gesamtspin S = 0”), welche wie Vek-
toren (“entsprechen Gesamtspin S = 17).

Starte mit der infinitesimalen eigentlichen Lorentz-Transformation eines Spinors (92)). Es
folgt

1
S(A) = T4 ey (104)
1 1
STA) = 14 oehll]l = 1- gl (105)
1 1 _
P8I = 1= 2y A0 = 1= o] = STHA. (106)

Adjungierter Spinor: 1) = ¥~ Dieser transformiert unter Lorentz-Transformation gemf

P o= P = Y0 = (ST = ¢iST(A)RY = ¥T0408T(A)°0 =
——
=5 =5
= $STHA). (107)
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e Damit ist /(M3 offensichtlich ein Lorentz-Skalar, d.h.

PO @) (@) = W (@)@ = PO (@) (@) (108)

(im weiteren Verlauf dieses Abschnitts wird das Raumzeitargument der Spinoren wegge-
lassen).

e Definition von ~°:
. 0 +1
5 _ 01,23 _
7 o= vyt = <+1 0>. (109)

Es folgen die Beziehungen (7°)2 = 1, {y#,7°} =0, v° = (v°).

e Damit ist /(1453 ebenfalls Lorentz-invariant, denn

PP @ WP = ST A) P 5(A) 9@ = A, (110)
5
=S(A)y

e Beachte das unterschiedliche Transformationsverhalten von ¥y und ¢yM~%43 unter
Paritét:
— W@ 5 p MR = (D40~ 04(2) = 4 4)(1)g(2) (“Skalar”).
— G s p GOPY = G054 C) = G5y (“Pseudoskalar”).

. ist dquivalent zu
STHANWS(A) =AM (111)
Damit folgt

PWApyp@ L Gy = G0 G AESA) @ = AR GDAYp@ (112)
—_—

:Alel/yV

d.h. MA@ transformiert unter Lorentz-Transformation wie ein Vierervektor. Unter
fiaritiit ~ -

1/_}(1)7%(2) —p @(1)/7%(2)/ = +%(1)79¢(2)

Wi 5 p h WD) = (Vi g(2) (“Vektor”).

e Mit analogen Uberlegungen erhilt man
_ 1?(1)7#751/}(2) - 1;(_1)/%75%2)' — Auy_@(l)fywﬁw(?)
117,(1)70'7511,(2) —p %(1)’797511,(2)/ = _%(1)797511,(2)
pWyIinPpD — p pDyd 5@ = 4h(D4in59p(2) (“Pseudovektor”).
— W) 5 p (1) ghve(2)r — AMQAVBQE(DU&/?M?)
W92 5 p p(1) 5002 = (1) 507 4)(2)
W aikep(D) 5 p (N gk = 44h(1) g7k (2) (“antisymmetrischer Tensor”;

ot = i[y*,~4"]/2 [siehe (92))]).
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3.4

e Die sechzehn Matrizen 1, 7°, v, ¥#+® und ¢ sind linear unabhiingig und bilden eine

héufig gewidhlte Basis der 4 x 4-Matrizen im Spin-Raum. Jede beliebige Bilinearkombinati-
on von ) und ¢ lisst sich damit als Linearkombination der oben diskutierten sechzehn
bilinearen Kovarianten schreiben. Damit lésst sich einfach das Transformationverhalten un-
ter Lorentz-Transformation und Paritéit ablesen und z.B. der Gesamtspin angeben (wie in
der Einleitung dieses Abschnitts angedeutet).

KHIFAH 14. November 2012 (9. Vorlesung) *****

An Stelle eines adjungierten (d.h. komplex konjugierten) Spinors ¢ (spiter in der QFT ein
“Antiteilchen” ) kann auch it)Ty24? (spiter in der QFT ein “Teilchen”) verwendet werden
(der ladungskonjugierte adjungierte Spinor, d.h. ¢ —¢ 7 v27°; siche ), da dieser
das gleiche Transformationsverhalten unter Lorentz-Transformation besitzt:

W' = Ty = iyTy?097 (M) (113)

(Rechnung analog zu (104)) bis (107) liefert erst —y%y2ST(A)y2+0 = S_l_(A) und dann
(113)). Beachte jedoch das unterschiedliche Transformationsverhalten von ¢ und it)7»2~°
unter Paritét:

— ¢ —=p ¢ ="
= Wy —p )Ty = —(T?90)y".
Beispiele:

— Betrachte im Folgenden Quarks, Notation u, d an Stelle von w(l), w(z).

— dvPu ist ein Pseudoskalar, hat also S = 0 und P = —; kann die Wellenfunktion des
Pions 7t beschreiben [7].

— (1 +9%u (uT4*9%95d) hat also S = 1/2 und P = +; kann die Wellenfunktion des
N—— —m—m—m—

S=1/2, P=+ S§=0, P=+
Protons beschreiben [?].
Die Weyl-Gleichung
Betrachte die DG im Spezialfall m = 0:
() = 0 (114)
ist mit ¥ (x) = (¢(z), x(z)) dquivalent zu

Fidhp(a) + io,0x(a) = 0 (115)
—i0ox(x) —i0;0;p(x) = O. (116)

Linearkombination ¢r(z) = ¢(x)+x(x) und ¢1.(z) = ¢(x)— x(z) entkoppelt die masselose
DG in zwei unabhéingige Gleichungen,

(i80+i0j3j)gbR(:I:) - 0 (117)
(iao—iajaj)¢L(x) ~ 0, (118)
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die jeweils als Weyl-Gleichung (WG) bezeichnet werden. Die zugehorigen zweikomponen-
tigen Spinoren ¢r und ¢, heilen Weyl-Spinoren.

e Wihrend massive Spin-1/2-Fermionen durch vierkomponentige Dirac-Spinoren und die
DG beschrieben werden, ist fiir masselose Spin-1/2-Fermionen entweder ein rechts- oder
ein linkshéndiger zweikomponentiger Weyl-Spinor ¢ bzw. ¢, ausreichend.

e Losung der rechtshéndigen WG:
— Ansatz ¢g(x) = (¢1(k), p2(k))eTE®HHR it B(k) = VK2 = [K| liefert

) = 0. (119)

— O.B.d.A. k = (0,0, k%) mit k% > 0 (also Bewegung in positiver z-Richtung). Damit
k)
+ k% — o3k’ (‘bl( ) = 0 120
( 78 ) 2(K) (120)

damit (¢1(k), p2(k)) = (1,0) fiir “positive Energie” (e~*#®?) und
(61(k), p2(k)) = (0, 1) fiir “negative Energie” (et?F)),

— Umschreiben von ;
ak (¢i(k) | _ é1(K)
k| < ¢2(k) > B i( o (k) > (121)

h = &k/2|k|, die Projektion des Spins auf die Bewegungsrichtung, wird als Heli-
zitit bezeichnet (tritt bei masselosen Teilchen an Stelle des Spins [mechanische Ana-
logie: ein rotierendes Objekt, das sich mit Lichtgeschwindigkeit bewegt, wird un-
endlich stark ldngenkontrahiert, seine Rotationsachse kann daher nur parallel oder
antiparallel zur Bewegungsrichtung sein]). Spin-1/2-Teilchen (positive Energie), die
durch die rechtshédndige Weyl-Gleichung beschrieben werden, haben positive Heli-
zitét h = +1/2, Spin-1/2-Antiteilchen (negative Energie), die durch die rechtshéndige
Weyl-Gleichung beschrieben werden, haben negative Helizitdt h = —1/2.

e Losung der linkshidndigen WG analog.

e Paritét: 0; — —0;, damit geht die rechtshindige WG in die linkshéndige WG (118)
iiber und umgekehrt. Eine Paritétsverletzung tritt damit auf, wenn rechts- und linkshéndi-
ge Weyl-Spinoren in unterschiedlicher Art und Weise in einer Theorie auftreten (z.B. Neu-
trinos im Standardmodell).

3.5 Die Maxwell-Gleichungen

e Maxwell-Gleichungen (MGs):

— Inhomogene Gleichungen:
VE(r,t) = p(r,t) , VxB(rt)—0E(t) = jr,t) (122)
mit der elektrischen Ladungsdichte p und der elektrischen Stromdichte j.
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— Homogene Gleichungen:
VB(r,t) = 0 , VxE(rt)+0B(r,t) = 0. (123)

Definiere dabei die elektrische Feldkonstante ¢ = 1. Damit magnetische Feldkonstante
o = 1/€oc? = 1. folglich [E] = [B] = MeV? bzw. [E] = [B] = 1/fm? (natiirliche Einheiten;
siehe Abschnitt .

e Kovariante Form der MGs:
— Verwende Vektorpotential A* = (¢, A) an Stelle von E und B:
E(z) = —0A(x)—Ve¢(z) , B(r) = VxA(z). (124)
— Feldstarketensor: F* = Ot AY — 9V AF. Damit Ej = FI9 und Bj = —ejlekl/Q bzw.

0 -E, —-E, —-E,
+E, 0 —-B., +B,

v —
P (x) +E, +B. 0 -B, (125)
+E., —-B, +B, 0
— Mit j* = (p,j) ist (122]) dquivalent zu

P (z) = () (126)
und ([123)) dquivalent zu

P9, Fop(z) = 0 (127)
(123 = +1).

— Die homogenen MGs (|127]) werden bei Verwendung von Vektorpotentialen automa-
tisch erfiillt:

P, o (z) = e“”paay<8pAU(x)—8gAp(x)) ~ 0 (128)
e Eichfreiheit:

— Die Beziehung zwischen A* und E, B ([124)) ist nicht eindeutig. Eine gegebene em
Feldkonfiguration E, B wird durch unendlich viele verschiedene A* beschrieben.

— Messbar, d.h. von direkter physikalischer Bedeutung sind E, B (z.B. iiber die auf eine
Testladung ¢ ausgeiibte Kraft F = ¢(E + v x B)). A,, enthilt daher unphysikalische
Freiheitsgrade (FHGs), sogenannte Eichfreiheitsgrade.

— Eichtransformation:
Aua) = Aya) = Aue) - 9. (). (129)
Der Feldstérketensor F'*¥ (und damit E, B) verdndert sich dabei nicht:
F¥(z) — F™(z) = oMrAY(z)—9"AM(z) =
- 8“<A”(x)—8”f(a:)) —6”(A“(m)—6“f(x)> = P(g). (130)

— Eichfixierung: Zusétzliche Bedingungen an A*, die die Eichfreiheitsgrade reduzieren,
nicht aber die physikalischen FHGs (d.h. keine “physikalische em Feldkonfiguration”
darf durch die Eichfixierung ausgeschlossen werden).
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— Lorenz-Eichung: Fordere 9, A" = 0. Damit werden die inhomogenen MGs (126 zu
0 F"(z) = 0, (8“A”(:n) - 6"A“(x)) = O4%z) = 5%(z) (131)
(vier unabhéngige masselose KGs).

— Coulomb-Eichung: Fordere VA = (0. Damit
pla) = VE@) = V(-0A@)-Vé@) = —Ls() (132)

(Poisson-Gleichung). Im Vakuum (j# = 0) und bei Wahl geeigneter RBs (A* = 0 im
Unendlichen) folgt ¢ = A° = 0.
e Losung der MGs im Vakuum (in Coulomb-Eichung):

- ¢=A"=0.
— Verbleibende Gleichungen:

8, F1i(z) = 8, (8“Aj (z) — 8jA“(x)) — OA4@) = o (133)
(drei unabhéngige masselose KGs) und VA = 0.
— Die KGs werden durch
Alz) = / L DAY (a,\(k)e_ikm + ai(k)eﬂ"m)) (134)
(2m)32E(k) Nyt
gelost (siehe Abschnitt , wobei €/(\), A = 1,2, 3 orthonormale Vektoren sind.
€

— Die Eichfixierung liefert kje/(A\) = 0 (e()\) steht also senkrecht zum Impuls, muss
also k-abhiingig sein, also ¢/(\) — €/(\, k), A = 1,2). Z.B. fiir k = (0,0,k3)
e (1,k) = (1,0,0) und €/(2,k) = (0, 1,0).

— Endergebnis:
Az) = 0 (135)
. 3 . . .
Al(z) = / @j;‘iE(k) 3 e]()\,k)<a)\(k)e_m—I—aj(k)e”’m)). (136)

A=1,2
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*HFAE 15, November 2024 (10. Vorlesung) *****

4 Klassische Feldtheorie

4.1 Mechanische Analogie zur Feldtheorie: Federkette

o Federkette, N Massenpunkte (Masse jeweils m, Koordinaten ¢;) verbunden durch Federn
(Federkonstante k), zusétzlich jeweils mit einer Feder (Federkonstante a) mit ¢; = 0 ver-
bunden:

N m k 2 q
L(gj,45) = z; <2(q'j(7f))2 - §<Qj(t) - qgel(t)) - 5(%‘ (t))2>, (137)
RBs g9 =0, gy = 0.

e Ubergang ins Kontinuum, d.h. unendlich viele Massenpunkte, N — oo, diskreter Index j
wird zu “kontinuierlichem Index” x € [0,d], damit Az = d/N — 0:

N U 2
Lapd) = 3 ae(g@or -5 (POZ) L wor) -

d m a
— Llg,¢.¢] = /0 dx (m(Q(%t))Q - T(q/(ﬂfat))Q - M(Q(ﬂfat))Q) (138)

(die Lagrange-Funktion L(gj, ;) [eine Funktion von vielen Variablen ¢;] wird zu einem
Funktional L[q, q,q'] [bildet Funktionen von x auf eine Zahl ab, d.h. L[q,q, ¢'] ist x-un-
abhingig]).

e Wihle k = m/(Ax)?, auBerdem Umbenennung /m/Axq(z,t) — ¢(x,t), a/m — m?:

d m2
L] = [ do (50002 - 300 - o)) (139)
bzw.

d m2
Lol = [ o (50600000 - 5 (0(e0)?) (140)

(“Viererindex” p = 0,1; kann jedoch im Rahmen der mechanischen Analogie auch auf
w=0,1,2 erweitert werden [Federnetz| oder auf p = 0,1, 2,3 [Massenpunkte und Federn
fiillen in kubischer Anordnung den 3-dimensionalen (3D) Raum aus]).

e Hiufig verwendet man auch die sogenannte Lagrange-Dichte

L(,0u0) = %(3%(%))(3@(%))—7(<Z>(fv))2, (141)

wobei ab jetzt = (¢,r) wieder den Raumzeitvektor bezeichnet.
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e Die zugehorige Wirkung ist

m2
Si.0,0] = [ ds (5@ 60,06 - - (01)?) (142)

wobei die Integrationsgrenzen von [ d*z i.d.R. weggelassen werden und sich aus dem je-
weiligen Kontext ergeben.

4.2 BGls

e BGlIs fiir relativistische Feldtheorien sollen forminvariant unter Lorentz-Transformation
sein, d.h. in allen Inertialsystemen gleich aussehen
— Wirkung muss Lorentz-invariant sein, d.h. z.B. S[¢, d,¢] = S[¢’, 9,¢'].
— Raumzeitintegration:

It
/ dtz’ = / d*z | det (gﬁy)‘ = / d%(det (A“y) = / d*z, (143)

wobei 2/# = AF,z” + a* und det(A*,) = £1 (folgt aus (36)) verwendet wurde.

— Damit muss die Lagrange-Dichte ein Lorentz-Skalar sein, d.h. z.B.
L(),0u¢) = L(¢',0u¢) = L(&,0u9).

— Bedingungen erfiillt fiir z.B. und , wenn ¢ — ¢’ = ¢ (dieses Verhalten
unter Lorentz-Transformation wird fiir ¢ vorgegeben bzw. gefordert).

e BGIs ergeben sich aus dem Hamiltonschen Prinzip (siehe auch Abschnitt [2.1.1)).

— Die physikalische Zeitentwicklung einer Feldkonfiguration ¢(x) mit Randbedingungen
¢(x € Rand) = ¢g(x € Rand) (haufig ¢(|r| — oco,t) =0, ¢(r,t;) = ¢o,(r),
o(r,tf) = ¢o¢(r)) minimiert S, also 05 = 0 bei Variation der Feldkonfiguration um
do(x).

— Variationsrechnung fiithrt auf Euler-Lagrange-Gleichungen:
= S[6,0u0] + / d'a 55 0519 0udl 541y 4 / gtz 510008 55 0

o¢(x) 50,¢(x)
[(bv ,ud)] =
= [t AT 5 / ta 2E0L2). ?; @ ))8u5¢(x) -
[ (L) 0,0(x) ) DL
- / ! ( oo(e) " aauQs 09(=
. (OL(6(x), 0,6(x)
+ faten (G gotn) ) (144)
m =0 fiir zeRand
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mit Nebenrechnungen

5S[p, 0.0 _ 0L(¢(x),0u9(x))
o) T T oolw) (145)
05[¢, o] _ _ O0L(9(x), 0u0(x))

50,0(x) = ... = 90,0(x) (146)
doup(x) = ... = 0u0¢(x); (147)
da d¢(x) beliebig, folgt
oL oL
9 Oum = 0. (148)

— Rechnung geradlinig auf beliebig viele Felder erweiterbar: mit ¢ — ¢% lauten die
Euler-Lagrange-Gleichungen

oL oL
— = 0. 14
09° Ou 00,9° 0 (149)

4.2.1 Lagrange-Dichte und BGI eines reellen Skalarfelds, Hamilton-Formalismus
fiir Felder

e Lagrange-Dichte (141]).

e FKuler-Lagrange-Gleichungen:

oL oc e

3 = m2¢ a“iaam = 9,0"¢; (150)
damit

<8H8”+m2>¢ = 0. (151)

Die KGG ist also die BGI eines reellen skalaren Felds.

e Der Feldauslenkung ¢ an jedem Raumpunkt x wird ein kanonisch konjugierter Impuls
zugeordnet, d.h. unendlich viele kanonisch konjugierte Impulse; Definition wie in der Me-

chanik (siche Abschnitt [2.1.2]):

I
W) = soh = ann = (152)

Die kanonisch konjugierten Impulse haben nichts mit dem vom Feld ¢ “getragenen” Impuls
zu tun (siehe Abschnitt [4.3.3)).

KFAFX20. November 2024 (11. Vorlesung) *****
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e Legendre-Transformation der Lagrange-Dichte liefert die Hamilton-Dichte:

. 2

H(m¢) = w(2)(z) — L(9,0u0) = %(w(x»?+§<V¢(:c>>2+m7<¢(z)>2- (153)

Die Hamilton-Funktion lautet

Hlr, ¢] = /d37“7-[(7r,¢>). (154)

e Hiufig bewegt sich das Feld ¢ in einem Potential V(¢), z.B. V(¢) = A¢*. Damit

L(#,0u0) — L(#,0u0) —V(9), (155)
was in der BGI

(aua“ + m2)¢ + C”;(f) = 0 (156)

resultiert.

4.2.2 Lagrange-Dichte und BGI eines komplexen Skalarfelds
e Komplexes Skalarfeld ¢ = (A +iB)/v2, ¢ € C, A, B € R,
e Lagrange-Dichte:
L(¢,0u0) = (0"9)"(9uo) —m*¢*¢ =

m? m?
_ (;(am)@m - 2A2> + <;<8“B><8MB) - 2Bz>, (157)

entspricht also der Lagrange-Dichte zweier unabhéngiger, d.h. nicht-WW reeller Skalarfel-
der. Diese Lagrange-Dichte ist reell (damit reelle Wirkung).

e BGIs fiir A und B:
(00" +m*)a = 0, (80" +m*)B = 0. (158)
Diese kénnen zu einer “komplexen BGI” zusammengefasst werden:

(8M8“+m2)¢ _— (159)
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4.2.3 Lagrange-Dichte und BGI eines Spin-1/2-Felds (Dirac-Feld)

e Spin-1/2-Feld ¢ € C, hat vier Komponenten, ist ein Dirac-Spinor.

e Lagrange-Dichte:
L(,0u) = JJ(W@M - m)zb- (160)

Diese Lagrange-Dichte ist reell (damit reelle Wirkung), auflerdem ein Lorentz-Skalar, da
Wy*) wie ein Vierervektor und 1) wie ein Skalar unter Lorentz-Tranformation transfor-

mieren (siehe Abschnitt [3.3.5)).
e BGI:

—Yvp=A+iB,veC, A, BeR.
— Euler-Lagrange-Gleichung fiir A:

gfj = —mp+ 0 — Y 3u£i4 = i(0u¥)7"; (161)

damit

Q) + mp — iy "o +may = 0. (162)
— Euler-Lagrange-Gleichung fiir B analog:

i(z’(@,ﬂﬁ)v“ + m@) - z( — i1 0, + m701/1> = 0. (163)
— Geeignete Linearkombinationen von und ergeben

O —mp = 0, —i(@u)y" —mi; (164)

diese Gleichungen sind dquivalent (lassen sich mittels Komplexkonjugation ineinander
iiberfithren). Die DG ist also die BGI eines Spin-1/2-Felds.

4.2.4 Lagrange-Dichte und BGls des Maxwell-Felds

e Maxwell-Feld A* € R, hat vier Komponenten, ist ein Vierervektor.

e Lagrange-Dichte:
1
L(A*,0,A") = _ZFWFW , FHo= grAY — 9V AH, (165)

diese Lagrange-Dichte ist reell (damit reelle Wirkung), auBerdem ein Lorentz-Skalar.

e FEuler-Lagrange-Gleichungen:

88/5, = 0 , aﬂaii = =0, " (166)
damit
o F" =0 (167)
(MGs).
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4.3 Symmetrien und Erhaltungsgrofien

e Kontinuierlichen Symmetrien der Wirkung bzw. der Lagrange-Funktion bedingen Konti-
nuitétsgleichungen, die wiederum Erhaltungsgréofien zur Folge haben.

e Noether-Theorem: Ermoglicht bei gegebener Symmetrietransformation die zugehorige Kon-
tinuitatsgleichung bzw. Erhaltungsgrofie auszurechnen.

4.3.1 Herleitung des Noether-Theorems

e Ausgangspunkt:

— Lagrange-Dichte L(¢%, 0,¢%).
— Transformation der Felder: ¢%(x) — ¢%(s,x) mit ¢?(0,x) = ¢*(x).

o Es gilt

S (5,0, 0,075, 0)) =
aﬁ(ﬁf?a(S, LE), 8M¢a(87 SU)) 8¢b(87 l‘) + 8£(¢a(3’ ‘T)v aﬂ¢a(57 m)) 68,,@55(5, 5U)

AP (s, x) ds 00,¢° (s, x) ds
<3£(¢a(873€),3y¢“(8,$)) B <8 85(45“(8,96)73@“(8,36))) 9¢°(s, z)
Db (s, ) v 00,9 (s, ) ds

(Euler-Lagrange-Gleichungen)

OL(¢" (s, ), 0u9" (5, %)) DP"(s,x)
+0, < 861,<Z>b(s!jx) 0s > '

(168)

Erfiillen die Feldkonfigurationen ¢%(x) die BGls, folgt

O (625, 2), 0,0 (5, 2))

_ IL(¢"(x), 0ug™ () DY’ (s, )
ds - a”(

00, ¢t () ds

s:o) (169)

s=0
(Noether-Theorem).

e Lisst die Transformation der Felder die Lagrange-Dichte invariant, d.h.

L(¢%(s,2), 0ud"(s,2)) = L(¢%(x),0u0"(x)) (170)
bzw.

8 a a

%‘C((b (S7x)7aﬂ¢ (va)) = 0, (171)

folgt eine Kontinuitétsgleichung,

OL($"(x), 040" (x)) 99°(s, )

ayju(w) = 0 ) ]V(x) aay¢b(x) 0s _0.

(172)
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o Ist z.B. j(|r| — oco) = 0 ldsst sich mit dem Satz von Gauf eine Erhaltungsgrofie angeben:

0 = /d4x8Mj“(1:) = jl{dnuj“(ﬁ) = /d3rj0(t1,r)—/d3rj0(t0,r) (173)

liefert

Q = /d3rj0(t,r) = konstant. (174)

4.3.2 Energie-Impuls-Tensor

e Transformation der Felder: ¢*(z) — ¢%(s,z) = ¢*(s+x) (hier ist s kein einzelner Parame-
ter, sondern ein Vierervektor s# mit vier unabhingigen Eintréigen). Diese Transformation
lasst die Lagrange-Dichte nicht invariant. Dennoch lassen sich Kontinuitédtsgleichungen

herleiten.
e Es gilt
9 0
as,,ﬁ(fﬁa(&x)?au‘ba(&x)) _ — 88V£(¢“(s+a;),8“¢a(s+m)) - =
= 0,L(¢%(x), 80" (). (175)

e Kombination mit (169) liefert

8£(¢a(x)vaﬂ¢a($)) a¢b(871.) _ a a
o (G L B )~ 0L (w).0,0) (176
=0, (x)
bzw. in kompakter Schreibweise
oL
vp vp pAb _ vp .
o,T o, T 88,,(;5178(;5 n"PL; (177)

TH wird als Energie-Impuls-Tensor bezeichnet (Begriindung im né#chsten Abschnitt).

*HFAE 22, November 2024 (12. Vorlesung) *****

4.3.3 Anwendungsbeispiele des Noether-Theorems
Komplexes Skalarfeld, Multiplikation mit einer Phase:

e Komplexes Skalarfeld ¢ = (A +iB)/v2, ¢ € C, A,B € R.

e Lagrange-Dichte:
L = (8"¢)"(9u0) —m?¢*¢ =
2 2
= (;(G“A)(au/l) — T;A2> + <;(8“B)(€)MB) - T';Bz). (178)
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e Transformation der Felder: ¢(z) — ¢(s,x) = e**¢(x) lisst die Lagrange-Dichte invariant.
Damit A(s,z) = A(x) — sB(z) + O(s?), B(s,x) = B(z) + sB(x) + O(s?).

o Mit
OL(¢(x), Ougp(x)) 1., OA(s, x) _
(93,,14(?6) = 58 A(z) s L —B(z) (179)
OL(P(x),0.0(x)) 1, OB(s, )
90, B(x) = 5(“) B(z) s . +A(x) (180)
liefert das Noether-Theorem den Viererstrom
@) = 5~ @ A@)BE) + (@ Ba)AW) =
= (@6 @)ele) = 6" (@)(0"6()) ) (181)

bis auf einen irrelevanten Faktor entspricht dieser Viererstrom gerade der im Rahmen
der KGG diskutierten Kontinuitétsgleichung (siche Abschnitt [3.2)). Nach der Quantisie-
rung des komplexen Skalarfelds wird klar werden, dass es sich bei j° um die elektrische
Ladungsdichte und bei j um die elektrische Stromdichte handelt.

e Physikalische Konsequenz: Die elektrische Ladung kann sich zwar umverteilen, ist in Sum-
me aber erhalten.

Mechanik, rdumliche Translation:

e “Lagrange-Dichte”:

L = %jﬂ. (182)

e Transformation des “Felds”: z(t) — z(s,t) = z(t) + s lésst die Lagrange-Dichte invariant.
o Mit

OL(x(t), i(t))

550 = mi(t) | =1 (183)

liefert das Noether-Theorem ({172))
oi°(t) = 0, () = mi(t) (184)

bzw. in einer in der Mechanik iiblicheren Notation

d

Zp(t) = 0, p = mi(t). (185)

R&umliche Translationen liefern also im Fall freier Teilchen die Impulserhaltung.
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Mechanik, zeitliche Translation:

e “Lagrange-Dichte”:

L = %:kz—V(x). (186)

e Transformation des “Felds”: z(t) — xz(s,t) = z(s + t).
o Mit

OL

5 = m (187)

liefert das Noether-Theorem ((177))

8HT® = 0 , T = mii—L = %j:2+V(x) (188)

bzw. in einer in der Mechanik iiblicheren Notation

d m
—F = E = —j? . 1
g 0o , 5% + V(x) (189)

Zeitliche Translationen liefern also die Energieerhaltung.
Reelles Skalarfeld, Raumzeittranslationen:

e Lagrange-Dichte:
1 " m? 9
L= S(0"0)0u0) - 0" (190)

e Transformation des Felds: ¢(z) — ¢(s,z) = ¢(s + ). An Hand obiger Uberlegungen im
Rahmen der Mechanik sollte s = (s",0) die Energieerhaltung und s = (0,s) die Impul-
serhaltung liefern. Beide Erhaltungssétze werden durch den bereits hergeleiteten Energie-
Impuls-Tensor und dessen zugehorige Kontinuitatsgleichung beschrieben.

o Mit

oL
90, ¢

= 0"¢ (191)
lautet der Energie-Impuls-Tensor

T = 0"¢d°¢ —n"PL; (192)
dabei entspricht

T = S8+ (V) + e (193)
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der Energiedichte (konsistent mit der in Abschnitt abgeleiteten Hamilton-Dichte

(153), d.h. H =T%) und

PY = /d3r 7% = konstant (194)
der vom Feld getragenen und erhaltenen Energie. Analog entspricht

% = (3°¢)(0"¢) (195)
der Impulsdichte und

Pl = /dST T% = konstant (196)

dem vom Feld getragenen und erhaltenen Impuls. Dieser “physikalische Impuls” hat, wie
in Abschnitt bereits erwihnt, nichts mit den kanonisch konjugierten Impulsen
7(r) = é(r) der Feldvariablen ¢(r) zu tun (Gleichung (152)).
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5 Quantisierung nicht-WW Feldtheorien

e Im Folgenden ausschliefllich kanonische Feldquantisierung (Quantisierung iiber Operato-
ren, Kommutatorrelationen, etc. analog zu Abschnitt “Teilchen in der QM (kanonische
Quantisierung)”).

e Die ebenfalls gingige Feldquantisierung iiber Pfadintegrale erst in der Vorlesung “Quan-
tenfeldtheorie 11”7 [§].

5.1 Quantisierung des reellen Skalarfelds

e Grundidee: Die Lagrange-Dichten nicht-WW Feldtheorien sind quadratisch in den Feld-
variablen und den zugehotrigen kanonisch konjugierten Impulsen, haben also eine dhnliche
Struktur wie der HO. Benutze daher die in Abschnitt wiederholte “Erzeuger- und
Vernichter-Technik” zur Konstruktion einer Basis von Energieeigenzustinden (damit bleibt
die erforderliche Mathematik einfach, d.h. kein Lésen von DGls [SG], etc. erforderlich).

e (1) Ausgangspunkt: Klassische Observablen werden zu Operatoren, “Feldope-
ratoren” und deren kanonisch konjugierte Impulse erfiillen Kommutatorrela-

tionen.
— HO:
. . L ﬁQ mwQ(jQ
¢ > 4, p = b, Hpad = HDG = -+ (197)
@i = i (19%)

— Reelles Skalarfeld:
o) = M) wr) - ()
1 A m? -
Hipr] — Hp.d] / Er (P + (V)P + 6w

(199)
[(r1), d(r2)] = [A(r1),7(ra)] = 0 , [(r1),#(ra)] = id(r1—r2)  (200)
(gZ; und 7 sind in Anlehnung an ¢, 7 € R hermitesche Operatoren; im Gegensatz
zur QM ist in der Feldtheorie r kein Operator sondern ein “kontinuierlicher Index”
der Feldoperatoren); hier sind ¢ und 7 zeitunabhéngige Schrodinger-Operatoren; bei

Verwendung der in der QFT iiblicheren zeitabhingigen Heisenberg-Operatoren gelten
die Kommutatorrelationen (200) fiir identische Zeitargumente, d.h.

[d3(r1,t),<z§(r2,t)] = [#(r1,t),7(r2,t)] = 0,
[qb(rl,t),fr(rg,t)] = i5(r1—r2). (201)

e Ab jetzt werden Décher auf Operatoren wieder weggelassen.
e (2) Definiere in geeigneter Weise Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren:

— HO:

mw 1
_ P 202
a 5 a4+ 5P (202)
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(Vernichtungsoperator). Damit folgt

= - i (203)

(Erzeugungsoperator).

Reelles Skalarfeld: Die Definition der Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren ori-
entiert sich einerseits am HO (Gleichung , andererseits an der allgemeinen klas-
sischen Losung der KGG fiir ¢ € R (Letzteres wird am Ende von Schritt (3)
ersichtlich),

ak) = / &3r (E(k)¢(r)+m(r))e*ikr (204)

(Vernichtungsoperatoren). Damit folgt

k) = / &r (BQs(r) — in(r)) e (205)

(Erzeugungsoperatoren).

***XX 27, November 2024 (13. Vorlesung) *****

e (3) Auflésen nach “Feldoperatoren” und kanonisch konjugierten Impulsen:

HO: Trivial,

q = +\/2T:Lw<a+aT) Cp = —iﬁ(a—a*). (206)

Reelles Skalarfeld: Nach geeigneter Linearkombination,

a(+k) +a' (k) = /dsr 2B (k)¢(r)e K (207)
a(+k) —af (k) = /d3r 2im(r)e kT, (208)
kann mit Hilfe von Fourier-Transformation nach ¢ und 7 aufgelést werden,
o(r) = + / (27r§32];?(k) (a(+k) + aT(—k)>e+ikr =

- +f <27r>§2’2<k> (a7 + al e ) (209)

m(r) = —1/5;2 <a(+k) _aT(_k)>e+ikr
- _i/ (265:))];2 (atk)e ™ — al (e ) (210)

(wie in Schritt (2) angedeutet, wurde die Definition (204)) so gewihlt, dass (209)) der
klassischen Losung der KGG fiir ¢ € R und ¢ = 0 entspricht (Gleichung ) und
(210) den entsprechenden klassischen kanonisch konjugierten Impulsen).
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¢ (4) Berechnen verschiedener Kommutatorrelationen fiir Erzeugungs- und Ver-
nichtungsoperatoren, Ausdriicken des Hamilton-Operators durch Erzeugungs-
und Vernichtungsoperatoren:

— HO:
[a,al] = 1 (211)
1 1
- 4t T - T il
H 2(a a+aa )w (a a+ 2>w (212)
[H,a'] = 4wa' , [Ha = -wa (213)

(diese Gleichungen erlauben die Berechnung der Energieeigenwerte und die Konstruk-
tion der Energieeigenzustinde [siche Abschnitt [2.2.2]).

— Reelles Skalarfeld:
la(k1),a'(ks)]

- /
_ / i(kir1 —kara)
(-iz
/

/ itar—ker) (B (k) g(ry) + in(r1), E(k2)p(rz) — im(ra)] =

[B(ra), ()] 4 (ko) (), 0(r2)] ) =

%,_/
—+z§(r1 ra) =—id(r1—r2)

By e~il—ka)ry (E(k1)+E(k2)> = (2n)%2B(k)d(k; — ko). (214)

=(2m)38 (k1 —k2)

Analog
la(k),a(ke)] = [al(ki),al (k)] = 0. (215)

Fiir den Hamilton-Operator ergibt sich nach lingerer Rechnung
0 3,. 00 3, (1 2, 1 o m? 2
Ho= P = [arT® = [ & (500 +5(Vom)? + 5 (6m)? ) =

& BK)
- / SR (al (K)a() + allal () =
E(k)

d3k
— - r T 3 7
/(27r)32E(k)E(k)a (k)a(k) + /d ko(0) 5 , (216)
=FEVakuum =00 (Vakuumenergie)

fiir den Impulsoperator des Felds (Gleichungen ((195]) und (196)))

Pl = /dBrTOj = —/d3r7r(r)V¢(r) = ... =
= /mggﬁ,(k)l;(awk)a(k)—l—a(k)ﬂ(k)) -

3
_ / (%)‘52’2 kel (a0 (217)
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(— Hausaufgabe). Weitere essentielle Kommutatorrelationen sind
[H,a'(k)] = ... = +E(k)a'(k) (218)
[H,a(k)] = ... = —Ekal(k) (219)

(— ebenfalls Hausaufgabe). Das reelle quantisierte Skalarfeld entspricht also einer
unendlichen Menge quantisierter HOs (fiir jeden denkbaren Impuls k ein HO).

e (5) Zeitabhingige Heisenberg-Operatoren (werden in der QFT hiufiger ver-
wendet, als zeitunabhingige Schrédinger-Operatoren):

— HO:

* Zeitabhéngige Heisenberg-Operatoren erfiillen die Heisenbergsche BGI , spe-
ziell
%a(t) = i[H,a(t)] , a(t=0)=a. (220)

* Ansatz: a(t) = f(t)a mit f(t =0) = 1.

* Damit
ft)a = if()[H.a = —if(tjwa (221)
bzw.
f&) = —iwf(t); (222)

die Losung dieser DG1 mit den geforderten ABs ist f(t) = e~™?! also ergibt sich
fiir den zeitabhingigen Heisenberg-Vernichtungsoperator

a(t) = ae ™, (223)
*x Durch analoge Rechnung bzw. komplexe Konjugation erhilt man fiir den zeitab-
héngigen Heisenberg-Erzeugungsoperator

af(t) = alet™ (224)
— Reelles Skalarfeld:
* Zeitabhéngige Heisenberg-Operatoren erfiillen die Heisenbergsche BGI , spe-

ziell
%a(k,t) = i[H,a(k,t)] , a(k,t=0)=a(k). (225)
« Ansatz: a(k,t) = f(k,t)a(k) mit f(k,t=0)=1.
* Damit
flk,t)ak) = if(kt)[H ak)] = —if(kt)E(k)a(k) (226)
bzw.
fk,t) = —iE(k)f(k,t). (227)

Die Losung dieser DGl mit den geforderten ABs ist f(k,t) = e E® also ergibt
sich fiir die zeitabhéngigen Heisenberg-Vernichtungsoperatoren

ak,t) = a(k)e EE? (228)
x Durch analoge Rechnung bzw. komplexe Konjugation erhélt man fiir die zeitab-
héngigen Heisenberg-Erzeugungsoperatoren

al(k,t) = af(k)etPM, (229)
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* Fir die zeitabhéngigen Heisenberg-Feldoperatoren und die entsprechenden kano-
nisch konjugierten Impulsoperatoren folgt bei Verwendung von (209)) und (210))
d3k , .
) = ( K, ¢ +ikr f K, ¢ —zkr) _
o(r,t) +/(27r)32E(k) a(k,t)e +a'(k,t)e

d*k , ,
— —i(E(k)t—kr) T +i(E(k)t—kr)
+/ (2m)*2E (k) (alk)e +af(k)e ) (230)
. d3k ikr —ikr
m(r,t) = —2/ LS (a(k,t)e+k —al(k,t)e k) =
d®k , ‘
- —i(E(k)t—kr) ¢ +i(E(k)t—kr)
i / @ (a(k)e af (ke ) (231)

bzw. kompakter
3k A A
000) =+ | G (109 +al096)

m(r) = z/(;f% (a(k)e_ikxfaT(k)e*'ikm).

Diese Operatoren haben die gleiche Form, wie die klassische Losung der KGG fiir
¢ € R (Gleichung ) An Stelle der beliebigen klassischen “Koeffizientenfunkti-
on” a(k) treten die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren a' (k) und a(k). Der
Feldoperator ist auf Grund der gewé#hlten Normierung o< 1/E(k) forminvariant
unter Lorentz-Transformation (d*k/E(k) ist Lorentz-invariant [— Hausaufgabe]).

*FAFX29. November 202/ (14. Vorlesung) *****

¢ (6) Konstruktion des Zustandsraums in Form von Energieeigenzustinden:

— HO:
* Definiere den Operator
N = dla. (232)
Dieser vertauscht mit H, d.h. [N, H] = 0. folglich kénnen die Eigenzustéinde von
H nach Energieeigenwerten und zusétzlich nach Eigenwerten von N klassifiziert

werden.
* Sei [1)) Eigenzustand von H und von N, d.h.
Hly) = Eylg) . N[) = nyl). (233)
auf Grund von
H - <N+;>w (234)
sind Ey und ny nicht unabhéngig, d.h.
E, = (nd, + ;)w (235)
x Es folgt
Ha'ly) = (a'H+[H.a)lw) = (By+w)allw) (236)
Halg) = (aH +[H.a))lp) = (By-w)alp), (237)
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d.h. af bzw. a erzeugt bzw. vernichtet ein Energiequant der Gréfie w. Analog
folgt bei Verwendung von [N, a'] = +af und [N,a] = —a

Naflg) = (alN+[Nal))[p) = (ny+1)alw) (238)

Naly) = (aN+[Noal)lw) = (ny—1)aly). (239)
* Probleme: (1) Unendlich grofie negative Energien ...7 (2) Auflerdem gilt
ny = (YIN[¢) = [aly)> > 0.
* Ausweg: Definiere den Grundzustand |0) als den Energieeigenzustand, der durch
no = 0 charakterisiert wird, fiir den damit N|0) = 0 gilt und damit
0 = (0|N|0) = |a|0)|? und damit a|0) = 0 (|0) ist der einzige Energieeigenzustand
von dem aus durch Anwenden von a nicht zu tieferen Energieeigenzustinden
abgestiegen werden kann).
x Konstruiere alle weiteren Zustéinde durch Anwendung von Erzeugungsoperatoren,

) = dflo) (240)
2) = (a")?0) (241)
5) = (@)’)o) (242)
(die Zusténde |j) sind im Gegensatz zur Darstellung in Abschnitt nicht
normiert).
* Physikalische Interpretation dieser Zusténde:
Nij) = niliy = Jli), (243)
d.h. N zdhlt die Anregungsquanten;
. ‘ o1 .
iy = Bl = (5+5)el (244

d.h. |j) ist ein Energieeigenzustand mit Energie E; = (j + 1/2)w.
— Reelles Skalarfeld:

x Definiere die Operatoren
1
Nk) = T(k)a(k). 245
Diese vertauschen sowohl miteinander als auch mit H, d.h.
[N(ky), N(ka)] = [N(k), H] = 0. Folglich kénnen die Eigenzustéinde von H nach

Energieeigenwerten und zuséitzlich nach Eigenwerten von N (k) klassifiziert wer-

den.
% Sei |¢) Eigenzustand von H und von sémtlichen N (k), d.h.
Hly) = Eyl¢) . NE)[Y) = nyK)p). (246)

Auf Grund von
A3k t
H = 7E(k)a (k)a(k) + Evakuum

(27)32E (k)
= [ @ESOEIING + Evuann (247)
sind Ey und ny(k) nicht unabhéngig, d.h.
by = / d’k 6(0) E(k)np (k) + Evakuum (248)
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(das Auftreten von §(0) erkldrt sich plausibel aber in “schlechtem mathemati-
schem Stil” wie folgt: 6(0) = 1/d®k; damit [ d3k 6(0) — >_,; bei einer endlichen
oder abzihlbar unendlichen Anzahl von Anregungsquanten ist [ d*kd(0) also
gerade eine Summe {iber alle besetzten Impulse).

Es folgt
Ha ()) = (' H + [Ha' ®))[0) = (By+E®)a () (249)
Ha(®)[y) = (a)H + [Ha®))l0) = (By - E®)a®le),  (250)

d.h. a'(k) bzw. a(k) erzeugt bzw. vernichtet ein Energiequant der GréBe E(k).
Analog folgt bei Verwendung von [N(k;),al(ks)] = +(d(k; — k2)/6(0))al(ky)
und [N (ki), a(ks)] = —(d(k1 — ko)/5(0))a(ky)

Naa()l) = (al (o) Nict) + [N, a'(o)]) [0 =

= (motie + 2 )ty (251)
Nia(eold) = (alke)N(ke) + (V). alke))) ) =

— (notien = 2 i (252)

(8hnliche Argumente wie oben liefern 0(ky — k2)/8(0) — 6k, k, [Kronecker-6],
d.h. die Quantenzahl n (k) steigt bzw. sinkt um 1, falls k; = ko).

Probleme: (1) Unendlich grofle negative Energien ...7 (2) Auflerdem gilt

ny (k) = (WIN(k)|[p) = la(k)[)]?/(27)*2E (k)d(0) > 0.

Ausweg: Definiere den Grundzustand |0) (Vakuumzustand) als den Energieeigen-
zustand, der durch ng(k) = 0 charakterisiert wird, fiir den damit N(k)|0) = 0
fiir alle k gilt und damit 0 = (0| N (k)|0) = |a(k)|0)|?> und damit a(k)|0) = 0 (|0)
ist der einzige Energieeigenzustand, von dem aus durch Anwenden von keinem
a(k) nicht zu tieferen Energieeigenzustinden abgestiegen werden kann).

Konstruiere alle weiteren Zustinde durch Anwendung von Erzeugungsoperatoren,

ki) = al(k1)[0) (253)
ki,ko) = al(ki)al(k2)[0) (254)
ki, ko, ... k;) = al(ky)al(ks)...al(k;)|0). (255)
Physikalische Interpretation dieser Zustéande:
— 6(p — k;j)

N(p)lki, ko,.... k) = — 7 |k, ko, ..., k), 256

(p)| 1, K2, ) > ; (5(0) | 1,82 > ( )

n(p)

d.h. N(p) zdhlt die Anregungsquanten mit Impuls p. Definiere
N = / d*k 6(0)N (k). (257)
Es folgt
N’kl,kg,...,kn> = n’kl,kg,...,kn>, (258)
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d.h. NV zdhlt die Anregungsquanten aller Impulse.
Hlki k... k <Z E(k;) + Evakuum) ki, ks, ..., Kn), (259)

d.h. jedes Anregungsquant mit Impuls k liefert einen Beitrag E(k) zur Energie.
Der Vakuumzustand besitzt offensichtlich die unendliche Energie

Fyatomm = / @k 5(0) 21X (260)

(jeder Impuls entspricht einem HO, der eine Grundzustandsenergie von E(k)/2
besitzt). Diese unendliche Energie ist unproblematisch, da in der Physik nur
Energiedifferenzen von Bedeutung sind. Nach Umdefinition H — H — Evakuum
verschwindet diese Unendlichkeit und das “neue Vakuum” |0) hat Energie £y = 0.

Plki, ko, ..., ky, Zk ki, ko, ... k), (261)

d.h. jedes Anregungsquant mit Impuls k liefert einen Beitrag k zum Gesamtim-
puls. und legen nahe, dass der Erzeugungsoperator a'(k) ein Teilchen
mit Impuls k erzeugt, d.h. der QM Ein-Teilchen-Wellenfunktion

Y(r) = ¥ entspricht der QFT Zustand af(k)|0), der QM Zwei-Teilchen-Wellen-
funktion v (r1,re) = eX1T1etK2r2 1 (1) <5 o) entspricht der QFT Zustand
a'(k1)af(k2)|0), etc. Da beliebig viele Quanten eines Impulses k durch entspre-
chend hiufige Anwendung von af(k) erzeugt werden kénnen, beschreibt das Feld
¢ offensichtlich Bosonen.

e Besetzungszahldarstellung: An Stelle einer Auflistung aller Einteilchenimpulse ki, ko, . ..
(der gleiche Impuls kann mehrfach vorkommen), kénnen Zusténde auch durch die Quan-
tenzahlen n(k) charakterisiert werden (Besetzungszahldarstellung), z.B.

In(k) =1) = |k (262)
In(k) =2) = |kk) (263)
In(k1) = 1,n(ke) =1) = [ki, ko). (264)

e Normierung der Zustédnde (253|) bis (255)):

— Einteilchenzusténde:
Kilko) = (Ola(k)a (k2)|0) = (0](at(ke)a(ky) + [a(ky), o' (ka)])0) =
= (2m)*2E(k1)d(k; — ko). (265)
— Mehrteilchenzusténde:

(n(kr), n(ks), . (ko) n(ks), ...} =

— (k) — Lon(ko). . a()al (k) (k) — Ln(ks).. ) =
(n(k1) - L, n(ks), .. |(27)*2E(ki)5(0)(N (k1) + Dln(ky) — Ln(ks),...) =
= (k) (27)32B(k)8(0)(n(k1) — 1, n(ka), ... |n(k) — Ln(ks),...) =

_ Hn ( 328 (K, )5(0))"“‘”‘ (266)
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— Da E(k;)d (k1 —k2) forminvariant unter Lorentz-Transformation ist (— Hausaufgabe),
bleibt die Normierung der Zustéinde unter Lorentz-Transformation erhalten.

— Eine in der Literatur ebenfalls hiufig gewéhlte und durch gewisse Umdefinitionen
in der Quantisierung erreichbare Normierung ist (kj|ks) = d(k; — ko) (bleibt unter
Lorentz-Transformation nicht erhalten).

e ¢(r)|0) beschreibt ein bei r lokalisiertes Teilchen:
— QM: Ortseigenzustand |r), Impulseigenzustand |p),
Bl) = # [dr e ) = e (267)
— QFT, reelles Skalarfeld:

3 .
Plo0)0) = Ola(p) [ s (a0 +aloe ) o)

d3k 1 .
= [ e )0y = eiPr. 2
| g ¢ Ol )0, = e (268)
— Vergleich von (267) und (268 fiihrt zur genannten Interpretation.
*REFF 4. Dezember 2024 (15. Vorlesung) *****

5.2 Quantisierung des komplexen Skalarfelds

e Die Definition von Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren orientiert sich wieder an der
allgemeinen klassischen Losung der KGG und den entsprechenden klassischen kano-
nisch konjugierten Impulsen:

3 . .
p(r) = o(rit=0) = +/<27r;§2]jg(k)(a(k)eﬂkr—l-bT(k)e_lkr)) (269)
. 3 . .
7(r) = d(rt=0) = —i / (2‘;)”;2 (at)e ™ — bi(k)e™). (270)

¢ und 7 sind, im Gegensatz zum reellen Skalarfeld, keine hermitischen Operatoren, weshalb
auch zwei Sorten von Erzeugungs und Vernichtungoperatoren a, a! und b, b' benotigt
werden.

e Auflosen nach a und b:
a(k) = / Pr (BUo(r) + in(r) e (271)
/ d3r (E(k)w(r) + mT(r))e—ikr. (272)

e Aufstellen der Kommutatorrelationen fiir nicht hermitische Feldoperatoren ¢(r) und de-
ren kanonisch konjugierte Impulse 7(r): Definiere ¢ = (A + iB)/v/2 mit hermitischen
Operatoren A und B (damit folgt 7 = (74 + imp)/v/2), verwende das iibliche schon in
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der QM diskutierte Prinzip, dass ein hermitischer “Feldoperator” und dessen kanonisch
konjugierter Impuls nicht vertauschen:

[p(r1),m(r2)] = %[A(rl)+iB(P1)a7TA(r2)+i7TB(r2)] =

= S TG, ma(ea)] +2 [ACr), ma(e)] + 5 [Blr), ma(ea)] 5 [Blr), ma(ra)] =

=id(ri1—r2) =0 =0 =id(r1—r2)

_ o (273)
Mit dhnlichen Uberlegungen erhélt man
[p(r1), 7l (ra)] = ... = id(r; —ry) (274)
[(r1), 6(r2)] = [¢(r1), ¢! (r2)] 0 (275)
[r(r1),m(ra)] = [w(r1),7'(r2)] = 0. (276)

Geradlinige Rechnung liefert die Kommutatorrelationen fiir die Erzeugungs- und Vernich-
tungsoperatoren,

la(ki),al(ko)] = [b(ki),b(ko)] = (27)°2E(k1)d(k1 — ko) (277)
[aki),a(ks)] = [b(k1),b(ke)] = [a(ki),b(ks)] = [a(k1),bi(ks)] = O, (278)

den Hamilton-Operator,

H o= [ (71@e@) + (V60) (Vo) +mtdl o) -

3
= [ G 00(a109a00) + 5 (9b(K)) + P (279
[H,a'(k)] = +EK)a (k) , [Hak)] = —Ek)ak) (280)
[H,b'(k)] = +EXD(k) , [HbKk)] = —Ek)bk). (281)

Weitere Schritte zur Quantisierung genau wie in Abschnitt [5.1}. Das komplexe Skalarfeld
beschriebt also zwei Sorten identischer Spin-0-Teilchen (“a-Teilchen” und “b-Teilchen”,
die Antiteilchen der a-Teilchen). Dies hatte sich bereits auf klassischer Ebene angedeutet
(ein komplexes Skalarfeld ist dquivalent zu zwei reellen Skalarfeldern, Abschnitt .
Koppelt man ein komplexes Skalarfeld an ein em Feld, erhalten a-Teilchen und b-Teilchen
zwangslaufig entgegengesetzte Ladungen.

e Elektrische Ladung;:

— Beim erstmaligen Aufstellen der KGG mit Hilfe des Korrespondenzprinzips wurde ei-
ne Kontinuitétsgleichung angegeben (Gleichung ) Der Versuch einer Interpreta-
tion von j° als Wahrscheinlichkeitsdichte scheiterte (negative Wahrscheinlichkeiten).
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— Die angesprochene Kontinuitéitsgleichung wurde in Abschnitt mit Hilfe des
Noether-Theorems und der Symmetrietransformation “Multiplikation mit einer Pha-
se” hergeleitet.

— Die zugehorige klassische Erhaltungsgrofie ist

av = [@rley = [dr (00 @6 - ¢ @oe) -

= konstant, (282)

der entsprechende Operator
@ = [ari(dwo) - o) -

3
— —% / (27T)C§2]€E(k)<aT(k)a(k) — bT(k)b(k)) 4+ konstant =

=00

1
—3 <Na — Nb> + konstant. (283)
@ entspricht also der Differenz der angeregten a-Quanten und b-Quanten (bzw. Teil-
chen und Antiteilchen), was zur Interpretation als elektrische Ladung fiihrt. Die Kon-

tinuitétsgleichung beschreibt also die Erhaltung der elektrischen Ladung.

5.3 Quantisierung des Dirac-Felds

e Zunichst analoges Vorgehen, wie bisher.

e Klassische kanonisch konjugierte Impulse: Definiere ¢» = A 4 iB, dann

oL

malr) = : = qh(r = i) = i r) —:B(r

A = SR = T = i) = AR - iB) (284)
_ 9 = —Y(r = —f(r) = —(A(r)—iB(r

) = e = S = =) = (A6 - iB) (285)

(Feldvariablen und kanonisch konjugierte Impulse sind also dquivalent).

e Klassische Hamilton-Dichte:

H = 7a(0)A(r) +7p(r)B(r) — L = ip(r)y%0p(r) — L =
= W (r)y 05 (r) + mp(r)i(x). (286)

e Definition von Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren geméf der allgemeinen klassischen
Losung der DG (|78)):

3
Y(r) = / (%)‘;2’;(1{) > (br(k)ur(k)e“kr—|—di(k)vr(k)e_ikr>. (287)

r=1,2

(die vier Komponenten von ¢ werden durch zwei b, und zwei dr ausgedriickt).
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e Hamilton-Operator:
3
H = ... = / (277)6522(1@; E(k)(bl(k)br(k)—d,(k)dl(k)). (288)

e Problem: Standardkommutatorrelationen,
b, (k1),bl(k2)] = [dr(ky1),dl(ko)] = (27)32E(k1)d(k; —ko)drs , ... (289)

wiirden auf Grund von —d, (k)di(k) im Hamilton-Operator zu unendlich groflen negativen
Energien fiihren ...7

e Ausweg: Fordere stattdessen Antikommutatorrelationen,

{br(ki),bl(k2)} = {dr(ki),di(ka)} = (2m)*2E(k1)d(ki —k2)d,.s (290)
{br(k1),bs(ko)} = {dr(k1),ds(ko)} = {b,(ki),ds(ko)} = {b,(kr),df(ka)} = O.
(291)

Dies fithrt auf

3
H = / (27r)cf§2kE(k);;2E<k) (bi(k)br(k) + di(k)dr(k)> + Evakuum- (292)

e Einschub: QM “HO” mit Antikommutatorrelationen (“fermionischer HO”).

— Ausgangspunkt:
{a,d'} = 1 , {a,a} = 0 , H = dlaw. (293)
— Offensichtlich gilt a® = (af)? = 0.
— Sei |¢) ein beliebiger Zustand. Dann
Halp) = 0, (294)
also ist a|¢) entweder Eigenzustand von H mit Energieeigenwert E = 0 oder a|¢p) = 0.
— Sei |¢) ein beliebiger Zustand. Dann
Hdllg) = wallg), (295)
alTso ist af|¢) entweder Eigenzustand von H mit Energieeigenwert E = w oder
aflg) = 0.

— Definiere den Grundzustand |0) analog zum HO via a|0) = 0. Fiir diesen Zustand gilt
H|0) =0, also Ey = 0.

— Definiere |1) = a'|0). Fiir diesen Zustand gilt (1|1) = (0|aa|0) = (0|(—a’a+1)[0) = 1
und H|1) = atawa’|0) = w(—aal + 1)a’|0) = w|1), also By = w. AuBerdem
af|1) = afat|0) = 0 und a|1) = aal|0) = (—ata + 1)]0) = |0).
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— Es gibt also zwei Energieeigenzusténde |0) und |1) mit Energien Ey = 0 und E; = w.
Durch Anwenden eines “Erzeugungsoperators” a' bzw. eines “Vernichtungsoperators”
a kann zwischen den beiden Zustdnden gewechselt werden. Fiir beliebige Zustéinde
|¢) (Linearkombinationen von |0) und |1)) gilt aa|¢) = aTaf|p) = 0. Der fermionische
HO ist also deutlich primitiver als der iibliche “bosonische HO”.

e Die eben an Hand des QM fermionischen HOs gezeigten Uberlegungen lassen sich direkt

auf das quantisierte Dirac-Feld iibertragen. Z.B.

— Fiir den niedrigsten Energieeigenzustand, den Vakuumzustand |0), gilt
b, (k)|0) = d.(k)|0) = 0. |0) hat Energie Evakuum-

— bl(k) angewendet auf |0) erzeugt ein Teilchen mit Impuls k und 7 = 1,2 entsprechen-
dem Spin; bj(k)|0) ist ebenfalls ein Energiceigenzustand mit E(k) 4 Evyakuum.

— Auf Grund von b} (k)b,t(k) |0) = 0 ist es nicht moglich, dass zwei Teilchen mit gleichem
Impuls und gleicher Spineinstellung existieren. Das Pauli-Prinzip ist also automatisch
erfiillt, d.h. nicht langer ein Prinzip, sondern eine Konsequenz der Antikommutator-
relationen.

— Analoge Aussagen fiir die entsprechenden Erzeugungsoperatoren dI(k) der Antiteil-
chen.

e Quantisierung des Dirac-Felds also nicht vollstéindig analog zur QM/zur Quantisierung

5.4

5.4.1

des skalaren Felds (kanonisch konjugierte Impulse und Feldvariablen sind identisch, damit
kann die Hamilton-Funktion vollstdndig durch Feldvariablen ausgedriickt werden; Anti-
kommutatorrelationen an Stelle von Kommutatorrelationen) ... Ursachen: (1) Nur erste
(Zeit-)Ableitungen treten in £ auf, (2) DG beschreibt Fermionen, d.h. beinhaltet bereits
das Pauli-Prinzip ... aber dennoch sehr dhnliches Vorgehen.

Quantisierung des Maxwell-Felds

Ahnlich wie bei der Quantisierung des Dirac-Felds weicht auch die Quantisierung des
Maxwell-Felds in gewissen Aspekten von der QM/der Quantisierung des skalaren Felds
ab. Ursache: Unphysikalische Eichfreiheitsgrade.

Im Folgenden drei mogliche Wege der Quantisierung. Physikalische Ergebnisse sind not-
wendiger Weise identisch.

“Phinomenologisch orientierte Vorgehensweise”, Coulomb-Eichung

e In Abschnitt wurden mit Hilfe der Coulomb-Eichung (VA = 0; im Vakuum folgt

dann A" = 0) unphysikalische Eichfreiheitsgrade eliminiert. Verwende die entsprechende
allgemeine Losung der Maxwell-Gleichungen, (136)), als zeitabhéingigen Feldoperator,

Al(z) = / (27;;2’;’3(1{) > @0k (ani)e ™ + af (et ), (296)

A=1,2
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bzw. betrachte diese Losung bei ¢ = 0 als Definition der zugehorigen zeitunabhéngigen
Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren ay (k) und ai(k),

3 . .
Al(r) = / (27&?{2];(1@ S @K (an)e ™+ a (k)e k). (207)

A=1,2

e Fordere die iiblichen Kommutatorrelationen fiir Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren,

lax, (k1),a), (ko)) = (27)°2E(k)d (ks — ka)dx, a, (298)
[ax, (k1),an, (k)] = [a}, (ki),a], (ka)] = O. (299)

e Hamilton-Operator:

— Kanonisch konjugierte Impulse zu A*:

oL Y
mulr) = DAn(r) = —Fou(r) = nuF"”, (300)
d.h. mo(r) = 0 (nicht weiter stérend, da auch A°%(r) = 0), m;(r) = —E;(r).

— Hamilton-Funktion:

H = m@die)—£ = %(EZ(r)+B2(r)>, (301)

wobei A7 = 9047 = FOI = —F; verwendet wurde.

— Einsetzen von 1) in D und anschlieflende Interpretation von ay(k) und af\(k)
als Operatoren liefert den Hamilton-Operator

d3k
1= / <27r>32E<k>A;‘TQE(ka)aA(k)+Evakuum. (302)

o Alles Weitere (Konstruktion der Zusténde und deren Interpretation) wie bei der Quan-

tisierung des reellen Skalarfelds. Die Erzeugungsoperatoren al(k) erzeugen Photonen der

beiden A = 1,2 entsprechenden Polarisationsrichtungen mit Energie

E(k) = Vk2 = |k|.

KXFFE06. Dezember 2024 (16. Vorlesung) *****

5.4.2 “Theoretisch orientierte Vorgehensweise”, Coulomb-Eichung

e Kanonisch konjugierte Impulse wie in (300)).

e Versuch: Fordere die iiblichen kanonischen Kommutatorrelationen,

[Aj:(rl),wk(rg)] = 7;(5]'7]6(5(1‘1—1‘2) (303)
[AT(r1), A¥(ra)] = [mj(r1), me(r2)] = 0. (304)
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e Problem: (303) ist inkonsistent mit der Eichfixierung VA = 0. Dies wird bei Anwendung

von 8j(-r1) auf (303|) ersichtlich,
VA (ry), m(r2)] = [(0FVAI(r1)), mi(r2)] = 0 (linke Seite) (305)
aj(rl)iéj,ké(rl—rg) = i@,(crl)é(rl—rg) # 0 (rechte Seite). (306)

o Ausweg: Verallgemeinerung von (303), ersetze 6; 5, — Aji (Ajk ist zundchst unbestimmt).
Damit wird (306]) zu

10" Ajd(r1 — r2). (307)
Dieser Ausdruck verschwindet z.B. bei Wahl von

o'r) gr1)
A = ik iy (308)

((308) verschwindet nicht nur, Aj; wurde auch “mdéglichst dhnlich” zum urspriinglichen
9,k gewdhlt; die k-Richtung wurde aus der J-Funktion “rausgefiltert”, wie

otr) glra) '
Ajpd(ry —rp) = <5j,k— i Yk )( 1) /d3ke_’k(r1_r2)

A(r1) 27)3
( ]{7 k’k) —ik(r1—r2) (309)
zeigt). Damit
| o)
[A](rl), 7rk(r2)] = i<5j,k — ]A(l‘1)>6(r1 — 1‘2). (310)

e Definition von Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren analog zu (297)):

Alr) = / (%;132’;(1{) )\;Zej()\,k)(a,\(k)e“kr+a:r\(k)e_ikr)) (311)
mj(r) = Al(r,t=0) = |

- i / (Qd:)k;,Q Az;g (k) (a,\(k)e”kr —ag(k)e*ikﬂ); (312)
Auflgsen nach ay (k) und al (k) ergibt
(k) = / Pre(\K) (B 49 (x) + imj(x) ) e (313)
al(k) = / &Br e (A, k) (E(k)AJ’(r) —mj(r))e“kf. (314)

e Die Kommutatorrelationen fiir Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren kénnen nun be-
rechnet werden. Es ergeben sich (298) und (299).

o Alles Weitere wie in Abschnitt B.4.11
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5.4.3

“Lorentz-kovariante Vorgehensweise”, Lorenz-Eichung

Verwende im Folgenden zeitabhéngige Heisenberg-Operatoren.

Wiinschenswert fiir eine Lorentz-kovariante Quantisierung wéren vier Eichfeldkomponen-
ten A* und vier zugehorige kanonisch konjugierte Impulse 7, mit Standardkommutator-
relationen

[A# (e, 1), Ty (1o, 1)] = id(r1 —r2)nt, (315)
[A“(I‘l,t),AV(I‘Q,t)] = [W“(I‘l,t),ﬂy(rg,t)] = 0. (316)

Problem: my(r) = 0 (klassische Feldgleichung, siehe (300))), d.h. Konsistenz mit (315
(Operatorgleichung) fiir p = v = 0 fragwiirdig.

Ausweg: Verwende eine Lorentz-invariante Eichfixierung, d.h. Lorenz-Eichung, in der klas-
sischen Feldtheorie 0,A" = 0. Die Ubersetzung auf Quantenebene ist nicht trivial (siehe
weiter unten).

Addiere einen Term zur Lagrange-Dichte, der auf Grund der Eichfixierung verschwindet,

1 1 1
L(AF,9,A) = —ZF“”FW — —EFWFM,,—ﬁ(auA“)Q, (317)

der aber zu verdnderten kanonisch konjugierten Impulsen

oL .
) = She = oA (318)

fithrt (die kanonisch konjugierten Impulse 7;(r) verdndern sich nicht). Die MGs lauten

0 = 8#853H€4V = —6HFMV _ a‘u‘/]’l}’“/(ao—Ao-) =
Y (8“A” . 8”A”) 9 (8,A%) = —DAY, (319)

entsprechen also vier unabhéngigen KGGs (siehe auch (131))).

Definiere Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren geméfl der bekannten bzw. offensicht-
lichen klassischen Losung von (319)):

o dgk o —ikx ik
At(z) = / GrREE A:OZT"ZSE (\ k) (ax(k)e ko 4 gl (k)etik ) (320)
mo(z) = —0,A%(z) =
d3k u . —ikx . ikx
- / T A:§2736 (A,k)((+zku)a,\(k)e k +(—zk#)a1(k)e+k) (321)
mi(x) = —Ejx) = ..., (322)

wobei (A, k), A =0,1,2,3 orthonormale Vektoren sind, die wie folgt gewéhlt werden:
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— “Zeitartige Photonen”:
e*(A=0,k) =(1,0,0,0).

— “Longitudinale Photonen”:
e'(X\ = 3,k) in Impulsrichtung, also z.B. fiir k = (0,0, k > 0)
e*(A=3,k) =(0,0,0,1).

— “Transversale Photonen”:
e*(A =1,k) und e*(\ = 2,k) senkrecht zur Impulsrichtung, also z.B. fiir
k= (0,0,k > 0), e*(A\ = 1,k) = (0,1,0,0) und ¢*(\ = 2,k) = (0,0,1,0).

e Fiir die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren folgen die Kommutatorrelationen

[ax, (k1) a, (ka)] = —(2m)*2E(k)d(k1 — ka)i,, (323)
[ax, (k1) ax, (ko)) = [a} (ki),al, (ko)] = 0, (324)

der Hamilton-Operator ist

3
H - p° — / ME(k)<—ag(k)ao(k)+ :Z al(k)ax(k))+EVakuumv

52 A=1,2,3
(325)
der Impuls-Operator
pPio= / d?”'“k<aT K)ao(k) + Y (k)a,\(k)>. (326)
(27)32E (k) 0 A

e Probleme:

— “Falsches Vorzeichen” bei der Kommutatorrelation fir Ay = X = 0, d.h.
[ao(ki), af (ko)) = —(27)*2E (k)5 (ki — ka).

— “Falsches Vorzeichen” im Term —ag;(k)ag (k) sowohl in H als auch in P7.

— Ja} (k)]0)[2 = (0]ao(k)a} (k)[0) = —(27)*2E(k)6(0) < 0, d.h. der Zustand
k,\ = 0) = ag(k)|0> hat negative Norm ...?! (Hierbei wurde von einem Vakuum
ausgegangen, fiir das ag(k)|0) = 0 gilt.)

**FAF 11. Dezember 2024 (17. Vorlesung) *****

e Ausweg: Eichfixierung auf Quantenebene, fordere fiir physikalische Zustédnde |phys) und
phys')
(phys|9, A¥|phys’) = 0, (327)

d.h. die Eichfixierung auf klassischer Ebene, 0,A*, gilt auf Quantenebene nicht fiir Ope-
ratoren, sondern ist lediglich als Erwartungswert physikalischer Zusténde erfiillt. (327)) ist
erfiillt, wenn physikalische Zusténde |phys) als diejenigen definiert werden, fiir die

9, AT |phys) = 0 (328)
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gilt, wobei

Bk ,
+,1 _ —ikx )
ATH(x) / r)2E (k )\:051 y B\ k)ay(k)e (329)
A3k .
— _ w i +ika
A~ e) /(QW)?’QE(k) )\:0,1,236 a9 (330

Beweis, 0 = (9, A" #|phys))" = (phys|d, A™*, damit
(phys|0,, A phys) = (phys|(9, A ™ + 9, A~)[phys) = 0.

e Physikalische 1-Photon-Zustinde mit Impuls k = (0,0, & > 0):

— Allgemeine 1-Photon-Zustédnde mit Impuls k = (0,0, %k > 0):
ag) = Y. caah(k)]0). (331)

2=0,1,2,3

— Die Bedingung (328)) entspricht
0 = 0 AT |ayg) =

3 1./ 1
- / (27r)C§2]j5(1<) Yo FN Ky K)(—ik)e T YT @) =

N=0,1,2,3 2=0,1,2,3
>k W 10\, —ik'z
= /(27’[‘)32_E1(k,) Z EM(A 7k )(—Zku)e Z C)\
N=0,1,2,3 A=0,1,2,3
lax (K),al (k)] 10) =
—_—

=—(2m)32E(K’)6(k'—Kk)nysy
= +i Y WV Kke T YT amnl0) = L =
\=0,1,2,3 A=0,1,2,3

_ +ik0€—ikx (CO 4 03) ‘0>7 (332)

also co + c3 = 0.

— Der oben diskutierte problematische Zustand mit negativer Norm, ao( )|0), ist damit
unphysikalisch. Physikalische 1-Photon-Zustédnde sind

o) = > xal®)I0) +eglo) L 16) = (ab(k) - af1)) o). (333)

A=1,2

=[tpt)
— Eigenschaften von |tphys):

* Norm: (¢|¢) = 0, (¢|¢r) = 0, damit sind Skalarprodukte unabhéngig von cg4|¢),

d.h. <¢phy8|¢phy8> = <7/’t‘1/’t>'
* Erwartungswert der Energie: (pnys|H|¥phys) = - .. = (| H|1y).
* Erwartungswert des Impulses: (¢phys|P? [Vphys) = - .. = (40| P7|ay).
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— co|®), d.h. zeitartige und longitudinale Photonen, hat/haben also keinen Einfluss auf
physikalische Observablen. Zusténde, die sich nur in ¢4 unterscheiden, sind physika-
lisch ununterscheidbar. Definiere daher die Aquivalenzrelation |Uphys) ~ Wl’)hys>, falls
|e) = [1}) + c|p). Arbeite der Einfachheit halber stets mit dem Repréisentanten, der
nur transversale Photonen enthilt, also fiir den ¢y, = 0 gilt.

e Analoge Uberlegungen fiir Mehr-Photon-Zustéinde.
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6 WW Quantenfelder, Storungstheorie

6.1

Literatur: Darstellung orientiert sich an [4].

Lagrange-Dichten, in denen die Felder hichstens linear oder quadratisch auftreten, be-
schreiben frei Teilchen (siche Kapitel [3] bis [5)).

WW Quantenfelder erfordern kubische oder hohere Terme in den Feldern.

Einfaches, in diesem Kapitel diskutiertes Beispiel: ¢*-Theorie,

1 " m? 9 A 4
L£(6,040) = 5(0"0)(0u0) — 50" — 70 (334)
mit ¢ € R. Fiir den Hamilton-Operator folgt

2
H = /d3r <;¢2 + %(W)Q + ”;&) +/d3r %&; (335)

=Hp =Hing

Hj ist der freie Hamilton-Operator, Hij,; beschreibt die WW.

Die S-Matrix

la(t)): Zeitabhingiger Schrodinger-Zustand, der zu einem initialen Zeitpunkt ¢; Eigenzu-
stand einer Menge untereinander vertauschender Operatoren ist, deren Quantenzahlen mit
a zusammengefasst werden (Beispiel: a steht fiir die in Abschnitt eingefiihrten Beset-
zungszahlen, d.h. |a) = |a(t;)) entspricht einem Zustand mit fester Teilchenanzahl und
definierten Impulsen).

|b(t)): Zeitabhéngiger Schrodinger-Zustand, der zu einem finalen Zeitpunkt ¢y Eigenzu-
stand einer Menge untereinander vertauschender Operatoren ist, deren Quantenzahlen
mit b zusammengefasst werden, d.h. |b) = [b(t¢)).

Zeitentwicklung:

la(t)) = ) b)) = e T, (336)

Die Amplitude fiir den Ubergang von |a) nach |b) nach verstrichener Zeit ¢ — t; betrigt

(b(tp)lalty)) = (ble HEt]a). (337)
S-Matrix:
S = lim ety —t), (338)

ti—>—oo,tf—>+oo

— Im Limes t; = —o0, ty — +o00 entspricht (337) den Elementen (b|S|a) der S-Matrix.
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— Die S-Matrix bildet initiale Zusténde auf finale Zusténde ab: |a) — Sla).

— In einer WW QFT beschreiben die Elemente der S-Matrix mogliche Streu- und Zer-
fallsprozesse und deren Wahrscheinlichkeiten (inklusive Teilchenerzeugung und -ver-

nichtung). Kennt man die S-Matrix, kénnen Streu- und Zerfallsprozesse berechnet
werden (siehe Kapitel [7)).

e Gelegentlich verwendet man auch die T-Matrix, definiert via S = 14 ¢7". Die T-Matrix ist
vom Informationsgehalt dquivalent zur S-Matrix.

e Ubergang zum in der QFT iiblicheren Heisenberg-Bild:
— Zustinde sind zeitunabhéngig, d.h. entsprechen den Schrédinger-Zustinden zu fester
Zeit, 0.B.d.A. zu Zeit t = 0, d.h. |ag) = |a(0)) = etHli|q).

— Um deutlich zu machen, auf welchen Zeitpunkt sich die Quantenzahlen a beziehen,
wird folgende Notation benutzt: |a,t;) = |ag).

% |a,t;) ist der Zustand bei t = 0, der bei t = ¢; der Zustand |a) war (“war” wenn
t; < 0, sonst “sein wird”).

% |a,t;) ist also Eigenzustand zu den zu den Quantenzahlen a gehorigen zeitabhéngi-
gen Heisenberg-Operatoren bei t = t;, wie folgende “Rechenskizze” zeigt:

- ala)y = ala).
- Damit et HtigetHticTitlti|g) = getiHli|g), d.h. et Hlige Y a, t;) = ala,t;).
- Aufgrund von (18)) gilt az(t) = et tae=t, Damit ax(t;)|a,t;) = ala,t;).
— Analog |b,tf) = |bg) = |b(0)) = eTH1|b).
— Elemente der S-Matrix:
lim (btrla,t;) = (b|S]a). (339)

tiﬁfoo,tf%Jroo

6.2 Die LSZ-Formel

e Die LSZ-Formel verbindet die zur Berechnung von Streu- und Zerfallsprozessen notwen-
digen Elemente der S-Matrix mit z.B. im Rahmen der Stérungstheorie berechenbaren
Vakuumerwartungswerten (VEVSs) von zeitgeordneten Produkten von Feldoperatoren.

e Keine Herleitung der LSZ-Formel, da aufwéndig. Siche z.B. [4], Kapitel 5.2.

e LSZ-Formel (Lehmann-Symanzik-Zimmermann) fiir ¢*-Theorie:

(M) (15

(P1,-- -, PmlSlar, ..., qn) ~
j=1 pj —m? j=1 aj ~ m2>
~ 1 [ ataermn T [ dtewmi@ir{o). .. oot oo }19). (10)
j=1 j=1

e Linke Seite:

— |P1,-- -y Pm), [d1,- .-, Qn): m- bzw. n-Teilchenzustédnde mit definierten Impulsen (sie-
he Abschnitt . Voraussetzung fiir Giiltigkeit der LSZ-Formel: p; # q.
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— (p1,---,Pm|S|d1,-..,qn): Die zur Berechnung von Streu- und Zerfallsprozessen er-
forderlichen Elemente der S-Matrix.

— Da p; # qi, folgt (p1,...,Pmla1,...,dn) = 0 und daraus
(P1,- - 7pm’S|QI7 o dn) = (P1y- -, PmliT]q1, - - -, Q).

— Z: Renormierungsfaktor der Wellenfunktionsrenormierung (siehe z.B. [§], Kapitel 8).
Z =1+ 0()\?), d.h. kann fiir Stérungsentwicklungen bis einschlielich O()) ignoriert
werden.

e Rechte Seite:

— T{...}: Zeitgeordnetes Produkt, d.h. die Feldoperatoren werden geméifl ihren Zeitar-
gumenten sortiert, grofle Zeiten links, kleine Zeiten rechts, z.B.

- o(x)p(y) falls xg >
T{o)} = {¢<y>¢<i> fals o > 20 (341)

— |Q): Vakuum der WW ¢*-Theorie. |Q2) # |0), wobei |0) das Vakuum der freien ¢-
Theorie bezeichnet (siehe Abschnitt .

— (QT{p(z1) ... d(xm)d(Y1) - - - ¢(yn) }|2): VEVs, die mit Hilfe von Stérungstheorie (sie-
he Abschnitt und folgende Abschnitte) oder auch nicht-perturbativ mit Hilfe von
Pfadintegralen und Gitterfeldtheorie berechnet werden kénnen (siehe z.B. [§]). Diese
speziellen VEVs werden auch als n-Punkt-Funktionen bezeichnet.

e ~ bedeutet, dass linke und rechte Seite lediglich in der Umgebung der Multipole
p? — E(pj), q? — E(qj) identisch sind, d.h. sich abseits dieser Multipole um schwécher
divergente oder endliche Terme unterscheiden. Um ein Element der S-Matrix zu bestim-
men (linke Seite), muss die Fourier-transformierte n-Punkt-Funktion (rechte Seite) in der
Umgebung der Multipole berechnet und der entsprechende Koeflizient abgelesen werden.

#R¥HFX 18 Dezember 2024 (18. Vorlesung) *****

Umschreiben WW VEVs in freie VEVs

e Ziel: Berechne die in der LSZ-Formel auftretenden n-Punkt-Funktionen

QT{d(x1), .-, p(n)} ).

e Die in Kapitel [5| zur Quantisierung freier Felder verwendeten Erzeuger- und Vernichter-
techniken lassen sich nicht direkt auf WW Feldtheorien anwenden (die zu Grunde liegende
Feldgleichung muss linear sein, d.h. lineare Superposition von Einzellésungen, z.B. ebene
Wellen, bildet die allgemeine Losung).

e Strategie: Driicke die n-Punkt-Funktionen (Q|T{¢(x1),...,d(zyn)} Q) der WW Theorie
vollstdndig durch Feldoperatoren und Zusténde der freien Theorie aus. Solche Ausdriicke
konnen dann mit den Erzeuger- und Vernichtertechniken aus Kapitel |5| berechnet werden.

e Feldoperator im WW-Bild ¢;:
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— Definiere ¢;(r,t) als einen Feldoperator, der zum Zeitpunkt ¢ = 0 dem zeithabhéngi-
gen Feldoperator ¢(r,t) der WW Theorie im Heisenberg-Bild entspricht, bzw. dem
zeitunabhéngigen Feldoperator ¢(r) im Schrédinger-Bild (siehe (209)),

or(r,t =0) = ¢(r,t =0) = ¢(r), (342)
sich aber zeitlich wie ein Feldoperator der freien Theorie mit Hy entwickelt, d.h.
pr(r,t) = eTHoly (r ¢ = ()eHot (343)

(Hy ist, im Gegensatz zu H, in der WW Theorie nicht zeitunabhéingig; im Folgenden
bezeichnet Hy stets Hy(t = 0)). Operatoren, deren Zeitentwicklung durch Hy gegeben
ist, bezeichnet man als Operatoren im WW-Bild.

— Definition fiir andere Operatoren im WW-Bild analog, z.B. 7.

— Bei t = 0 erzeugen die Operatoren ¢;(r,t) und ¢(r,t) jeweils ein ¢-Teilchen am Ort
r (siehe (267) und (268]) und umgebenden Text).

— Die zeitlichen Entwicklungen von ¢y und ¢ unterscheiden sich jedoch. Es gilt
p(r,t) = etHlprt=0)e Ht = etilllgmitholy (p p)etiHoto—iHt
A,_/

=¢1(r,t=0)
= UT(t,0)¢1(r, )U(t,0), (344)

wobei der Zeitentwicklungsoperator
U(t, tO) _ e—i—iHote—iH(t—to)e—iHoto (345)
definiert und verwendet wurde (siehe [9]).

— Nebenbemerkung: Die Zeitentwicklung eines Zustands [¢7) im WW-Bild ist, passend

zu (343)), durch

[r() = erleT i y) (346)
gegeben, wobei [¢) = |¢7(t = 0)) = [y (t = 0)) = |hg). Daraus folgt unmittelbar
[hr(t)) = Ut to)|vr(to))- (347)

Der Zeitentwicklungsoperator U(t,ty) verschiebt also einen Zustand im WW-Bild in
der Zeit von tg nach t (daher der Name “Zeitentwicklungsoperator”).

— ¢7 und 7y erfiillen bei t = 0 offensichtlich Standardkommutatorrelationen . Dies
ist auch bei beliebigen anderen Zeitpunkten der Fall, wie sich leicht zeigen lésst.
Zusammen mit der vorgegebenen Zeitentwicklung wird eine vollstindige Quan-
tentheorie fiir ¢; und 7; definiert, die gerade der freien in Kapitel diskutierten
Theorie fiir ein reelles Skalarfeld entspricht. Alle dort diskutierten Eigenschaften und
Gleichungen koénnen im Folgenden fiir ¢; und m; verwendet werden. Z.B. kann ¢f
als lineare Superposition von Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren ausgedriickt
werden,

3
or(x) = /(275522(@ (a(k)e—ikx+aT(k)e+ik:c>’ (348)

wobei deren Kommutatorrelationen ebenfalls denen in Kapitel entsprechen ((214))
und (215))) und damit geradliniges Rechnen erlauben.
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o Zeitentwicklungsoperator:

— Ausgehend von (345|) lasst sich
Uty t2)U (ta, t3) = U(ty,t3) , Ul(ty,ta) = U(ta, t1) (349)

geradlinig zeigen (Hausaufgabe).
— U ertfiillt folgende DGI:

iUt tg) = et ot (H — Hy)e tH—t)pmiHoto  —  pFiHotpr o=Hot {74 1) =
N—_—— ~
:Hint :Hf(t)

= Hi@)U(t,t) (350)

(genau wie Hy ist Hiy nicht zeitunabhéngig und bezeichnet im Folgenden stets
Hini(t = 0); Hy wird als Hamilton-Operator des WW-Bilds bezeichnet; diese iibli-
che Notation ist nicht konsistent, da H; nicht den vollstdndigen Hamilton-Operator
im WW-Bild bezeichnet, sondern nur den WW Anteil; eine bessere Notation wire

Hin 1).
— Losung der DGI (350) mit der entsprechend der Definition von U notwendigen AB
Ulto, to) = 1:

Ut tg) = T{exp(—i/t:dt’H[(t')>} (351)

(kann durch Entwicklung der Exponentialfunktion Ordnung fiir Ordnung nachgepriift
werden).

— Ausdriicken von Hj durch ¢;:

H[(t) — 6+1HotHinteleot — 6+1H0t / d37‘ 7( ¢(r7 0) )4 eszot
PTG

=¢1(r,0)
= [ @ it (352)
e Beziehung zwischen |0) und |Q2):
— Betrachte die Zeitentwicklung von |0) in der WW ¢*-Theorie:
e~"|0) Z Iyt nj0) = Qe FNQI0) + D [n)e FE(n|0),  (353)
n#Q

wobei |n) die Energieeigenzustinde der WW ¢*-Theorie bezeichnen.

— Betrachte den Limes t — oco(1 — i€) (die Zeit wird also imaginir mit einem winzigen
Imaginérteil; viele der Limites t — oo sind in der QFT in dieser Weise zu interpre-
tieren; schreibe im Folgenden nur ¢ — oo; siehe [§]):

_ 1 —th _ . 1 —iHt +iHot _
o = tlLooe 1E9t<Q|O> 0 = tlirgo e*i(EQ*Eo)t<Q|O>Lez—”O> -
=UT(-t,0)
1
— lim — U(0,—1)|0), (354)

t—oo e~ (Ea—Eo)t (©]0)

wobei (©2]0) # 0 angenommen wurde (fiir A < 1, d.h. wenn Storungstheorie an-
wendbar ist, sind |0) und |€2) &hnlich) und die rechte Gleichung in (349)) verwendet

wurde.
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— Analog l&sst sich
1
e—i(EQ—Eo)t<0|Q>

(@ = lim(0]U(+,0) (355)

zeigen.

*HFAF 18. Dezember 2024 (19. Vorlesung) *****

e n-Punkt-Funktionen:

— O.B.d.A. im Folgenden t; >ty > ... > t,. Damit
(Qo(z1)d(x2) ... ¢(2n)[Q2) = (QUT{P(x1)P(22) ... ¢(2n) }2).
— Ausdriicken der n-Punkt-Funktionen durch ¢y:

(Qo(a1)o(r2) .. 6(xn)|Q) =
= (QI(U (12, 001(21)U (11,0)) (U (2,001 (22)U (82, 0) ) . .

(Ut 0061 (@)U (0, 0)) 190 =
= (QU(0,t1)pr(z1)U(t1,t2)pr(x2)U (L2, t3) ... U(tn-1,tn)0r(xn)U(tn, 0)|2),
(356)
wobei die beiden Gleichungen in verwendet wurden.
— Fiihre neuen Zeitpunkt ¢ ein mit +¢t > t; > ... > t, > —t. Damit gilt

(Qp(z1)d(22) . .. d(zn)|Q) =
= <Q’U(O, +t) (U(+t, t1)¢[(x1)U(t1, tg)(ﬁ[(xg)U(tQ, tg) -
Ultn—1,tn) 01 (@)U (tn, =) )U(—1,0)[2) =

= QU0 +t)T{¢1(x1)¢1(x2) 1)U (+, —t)}U(—t, 0)lQ) =

+t
<Q|U(O, +t)T{¢[(x1)¢](x2) ce ¢I($n) exXp ( — Z/ dt/ H](f’)) }
—t
U(~t,0)2) (357)
(der Ubergang am zweiten Gleichheitszeichen ist zulissig wegen der Zeitordnung).
— Betrachte den Limes t — oo und verwende (354)) und (355)):

QT{61)o(22) .. dlan) }I2) =

. 1
il T AT

<0|T{¢I<x1>¢1<x2>...¢1<xn>exp ( i f

—t

+t

dt’ H](t’)> }|0> (358)

(die linke Seite wurde durch Wiedereinfithren der Zeitordnung in dem Sinn verallge-
meinert, dass t; > to > ... > t,, nicht mehr erforderlich ist: (1) Ersetze auf der linken
Seite ¢(x1)p(x2) ... ¢(xy) durch T{d(xp,)d(zp,) ... ¢(xp,)}, wobei p; eine beliebige
Permutation von j = 1,...,n ist; (2) innerhalb von T{...} auf der rechten Seite
konnen die Feldoperatoren beliebig vertauscht werden; ordne sie in analoger Weise
¢(2p,)P(Tp,) - - - P(2p,,) an; (3) benenne z,,, in x; um).
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— Benutze

L= (0) = Jim . HO’Q)P(O]T{exp<—i/+tdt’H1(t')>}\O>,

—t

(359)
um den Vorfaktor loszuwerden.
— Endergebnis:
QT {o)d(@s). .. olwn) }IO) =
T {br)drwa) - drlen) exp (i [T e H(0)) o)
(o|T {exp<—2f+°°dt’H t’))}]O)
O {or(@)or(e2) . onan) exp (=i [ 'y 3(6r())!) 0} 0

O/ { exp (=i [ diy X(61(9))*) }0)

Wihrend die linke Seite einer n-Punkt-Funktion in der WW ¢*-Theorie entspricht,
enthiilt die rechte Seite ausschlieflich Feldoperatoren der freien ¢*-Theorie (siehe
(348)) und den Vakuumzustand der freien ¢*-Theorie und kann damit mit den Erzeu-
ger- und Vernichtertechniken aus Kapitel [5| berechnet werden.

6.4 Der Feynman-Propagator

e Im Folgenden wird tiberwiegend mit ¢; gerechnet. Verwende daher die vereinfachte Nota-
tion ¢ — ¢’ (WW Feldoperator) und ¢; — ¢ (freier Feldoperator).

e Wesentlicher “Baustein” bei der Zerlegung und Berechnung von (360)): Feynman-Propagator,

Ap(=y) = ©OT{e(x)ey)}0). (361)

Dieser beschreibt in der freien skalaren QFT die Amplitude ein Teilchen, das zum Zeitpunkt
y¥ bei y pripariert wurde, zum spiteren Zeitpunkt x° bei x zu finden (falls z° > 3°) oder
umgekehrt (falls 3° > z9).

e Aufspalten der Feldoperatoren in Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren, ¢ = ¢+ + ¢,

3 ) 3 )
5t () = / (27552’;@@<k>e—m L @) = / @Jig(ma*(k)e*m. (362)

Es gilt ¢*(2)[0) = 0 und (0|¢~ (z) = 0.

o 20> 90

= 1 9(2)d(y) : +[o"(2), 6~ (V)] (363)
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(: ... : bezeichnet “Normalordnung”, d.h. alle Erzeugungsoperatoren stehen links, alle
Vernichtungsoperatoren rechts, z.B. : a(k;)a(ks) := a'(k2)a(ky)).

T{o@ew)} = ... = :9@)0y) : +o* 1), 6~ (@) (364)

T{cb(w)@b(y)} = 1 p(x)o(y) : +0(z° — y")[p" (x), 0~ ()] + O° — 2°)[oT (v), ™ (x)].
(365)

Da (0] : ¢(z)é(y) : |0) = 0 und der Kommutator [¢T (x), ¢~ (y)] kein Operator ist, sondern
lediglich eine Funktion, folgt

Ap(r—y) = 0" —y")[p*(x).6~ ()] +O° — 206" (). 0 (x)] =
3 . .
- / (27r)d32kE(k) (8" —4)e ™) 4 O — a)e ). (366)

Mit Hilfe des Residuensatzes kann man

Ap(z—y) = / e (367)
FE=Y = (277)46 k? —m?2 + ie

zeigen (e ist eine winzige positive Zahl; sie definiert, welcher Pol beim Residuensatz inner-
halb des Integrationswegs liegt):

— Zunéchst:

dgk +ik(x7y) dko 7ik0(x07y0) Z
Ar(r—y) = /(2@36 /271'6 K02 — (K2 +m2 —ie)

—ikO (20—
_ _/ &’k e+z‘k(xy)/dko ey . (368)
(2m)? 27 (K9 — \/E(k)? — i) (k° + /E(k)2 — ie)

— Residuensatz, ¥ — 3% > 0, der k%-Integrationsweg muss in der negativen imaginiren
Halbebene geschlossen werden,

_ d3k +ik(x—y) e_iE(k)(xO_yO) _
Arte—y) = - @np <‘ 25(K) ) -
Bk N
_ v —ik(z—y)
/ (2m)32B (k)" (369)

(der Pol bei K = /E(k)? —ie liegt innerhalb des Integrationswegs; zusitzliches
Minuszeichen, weil der Integrationsweg im Uhrzeigersinn verléduft, also “entgegen der
rechten Hand”).
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— Analoges Vorgehen fiir y° — 20 > 0 liefert die Behauptung (367).
e Hiufig verwendet man auch den Feynman-Propagator “im Implusraum”,
Ap(h) = ' / g R A () (370)
k2 —m? + ie

(folgt unmittelbar aus (367))).

6.5 Storungsentwicklung von n-Punkt-Funktionen

e Annahme/Voraussetzung: “Kopplungskonstante” \ < 1, d.h. Hiy ist klein gegeniiber Hy.
Damit konnen die Effekte der WW Ordnung fiir Ordnung in A berechnet werden. Der
Entwicklungspunkt der entsprechenden Taylor- bzw. Stérungsreihe ist A = 0, die freie
¢*-Theorie.

e Wick-Theorem:
T{¢(x1)...¢(zn)} =

= :¢(x1)...¢(zy) : +alle Kombinationen von Normalordnung und Kontraktionen,
(371)

wobei eine Kontraktion zweier Felder ¢(x1) und ¢(z2) der Feynman-Propagator

Ap(z1 — x2) ist (Gleichung (368)).
— Hier keine Herleitung des Wick-Theorems (findet sich z.B. in [5], Kapitel 4.3).

— Beispiel:
T{o(e1)d(@)dlas)o(xs) } =
= : p(21)9(w2)(x3)P(24)
+: d(x1)d(22) : Ap(r3 — 24)+ 2 O(21)P(23) : Ap(22 — 24)
+: d(x1)P(xs) : Ap(xa — 23)+ : d(x2)P(x3) : Ap(x1 — 24)



+: d(x2)P(xa) - Ap(z1 — 23)+ : d(x3)p(x4) : Ap(z1 — 2)

+Ap(x1 —x2)Ap(xs — x4) + Ap(x1 — 23)Ap(r2 — 24)

+Ap(x1 — x4)Ap(z2 — 23); (372)
da (0] : ¢(x1)...:|0) =0,

OIT{ d(w1)d(w2)d(ws)o(wa) }l0) =
—i—AF(:L‘l — .rQ)AF({Bg — 1'4) + Ap(xl — wg)AF(iL‘Q — $4)
).

+AF(ZL‘1 — $4)AF(.CI}2 — X3 (373)

e Die Storungsentwicklung einer n-Punkt-Funktion entspricht einer Taylor-Entwicklung der
beiden Exponentialfunktionen der rechten Seite von (360)), d.h. einer Entwicklung in A:

QIT{¢/ (1) (zn) }I2) =
O {otw)...ofe) exp (=i d'y (o)) }0)
oir{exp (=i [ diy 3 (6)*) Jio)
= (O {ste)-on}o - 5 [ Om{s)...owem) o) +00)
(HZ/CZ{U <0\T{(¢(y))4}|0>+0(A2)> -
= (O {é(1) ... 6(wa) }10)

([ atworr (o). ot o
O {(en) st }o) [ aty iz { (o) o))
+0(\?). (374)

e Beispiel: Berechnung von (QT{¢'(x1)¢ (z2)¢d' (x3)¢' (x4)}|2), liefert die ndtigen Elemente
der S-Matrix fiir elastische Streuung ¢ + ¢ — ¢ + ¢.

— Ordnung \°:
* Entspricht , also freie, d.h. unabhéngige Propagation bzw. Bewegung zweier
¢-Teilchen
T1 <> r9 und x3 <> T4 sowie
1 <> x3 und x9 <& T4 sowie
T1 <> x4 und x9 <> 3.
* Wird bildlich in Form des Feynman-Diagramms

XA X’Z |

+ - N
. 4 | < N
-&ls /’(r
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geschrieben (Feynman-Diagramme sind eine kompakte bildliche aber dennoch
prizise Notation fiir lingliche mathematische Ausdriicke).

* Beitrag zur S-Matrix: Die LSZ-Formel (340) erfordert die Fourier-transformierte
n-Punkt-Funktion,

/d4l‘1 e+zp1x1/d4x2 e+zp2z2/d4l,3 e—zq1z3/d4x4 e 1a2%4

OIT{dlw1)d(w2)6(3)0(x0) }0) =

/d4x1 etTwp1T1 /d4$2 e+lp2w2/d4$3 e—ZQ1Z’3/d4$4 e 14274

(AF(xl —x9)Ap(x3 — x4) + . ) =

_ /d4x2 e-‘ri(pl-l—pz)xz /d4(x1 _ x2) e-i-ipl(:vl—xz)AF(xl _ x2)

~~

=(2m)*5(p1+p2) =Ap(p1)

/d4$4 e—i(q1+¢]2)w4 /d4(:€3 _ :B4) e—iq1(x3—x4)AF(x3 _ $4> +... =

-~

=2m)*5(q1+q2) =Ap(q1)

= (27r)85(p1 +p2)d(q1 + q2) 2 o (375)

pi—m?q
wobei (370) verwendet wurde. Damit

) 3 (p1,p2|S|lai,q2) ~

b1 — m? D5

1
~ (2%)85(]71 +p2)d(q1 + q2) 2 2 2 g T
py—m7qy—m

2 2 2 2 2
—m*qi —m=qg5 —m
{

(376)

Die rechte Seite ist in der Umgebung der Multipole p? — E(pj), q? — E(qj) we-
niger divergent als die linke Seite, also verschwindender \’-Beitrag zu Elementen
der S-Matrix (p1, p2/S|qi, z2) mit p; # qy.

* Allgemeine Regel: Kein Feynman-Diagramm, das einen Feynman-Propagator
Ap(z;—xm) (27 und z,, bezeichnen duBere Punkte) beinhaltet (also ein Teilchen,
das am WW-Prozess nicht teilnimmt), trigt zu Elementen der S-Matrix mit

Pj # qi bei.
— Ordnung \':
* Enﬁhéilt
_Z!\(/dﬁ/ <0\T{¢(9€1)---¢($n)(¢(y))4}!0) +> _
— —i)\/d4y Ap(x1 —y)Ap(re — y)Ap(xs —y)Ap(zg —y) + ...,  (377)

also Propagation bzw. Bewegung zweier ¢-Teilchen von/nach x1, x9, x3, 4 mit
WW bei y (Faktor 1/4! verschwindet, weil es 4! mogliche Kontraktionen gibt, die
mathematisch identisch sind).

* Beitrag wird bildlich in Form des Feynman-Diagramms
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*(\ X

4

X
-

geschrieben.

* Beitrag zur S-Matrix: Die LSZ-Formel (340) erfordert die Fourier-transformierte
n-Punkt-Funktion,

/d4:1:1 etipiz1 /d4x2 6+1p2$2/d4$3 e“119€3/d4x4 e 19274

( — i>\/d4y Ar(z1 —y)Ar(z2 — y)Ar(zs — y)Ap(za — Z/)) +... =

— —i)\/d4y/d4m1 6+ip1$1AF($1—y)/d4l'2€+ip2z2AF(l'2—y)

=eTP1Y A (p) =etiP2Y A p(ps)

/d4:n3 e+iqw3AF(m3 — ) /d4x4 e+iq”4AF(:U4 —y) =

~~

:e*iquF(ql) :e*iqzyAF(qg)

{ ? { ?

°

= —iA2m)*(p1+p2— @1 — @) +..
p?—m2p3 —m2q} —m2¢2 —m?

(378)
wobei (370) verwendet wurde. Aus der LSZ-Formel folgt
(p1,p2lSlar, @2) = —iA2m)*6(p1+p2— a1 —q2) + ... (379)

fiir p; # Q.
« Samtliche Feynman-Diagramme bis einschliellich O(X) ((374)) graphisch):

73



+ + A (X |
e N Ay Buitrag 2w ScHebriy
5 T / wel | Pole zo Schepacl,
T T 1T T T 111
= = : + -
R 1o
-7 |2y Yy + 12 + ] + 4 pedere
L
AR | —s —
L L fall e L |
= SC—BMK-D Tur A I ‘
| W f i f f t } } } \
| ARannd RARR N N
Tk + + K )x3 v 00
- ——to & ¥ S \? / A | I
: : : : i e - ]
7Rl dal Y. b be
1 | I‘/I. ufﬂ ‘¢ ‘”'3’

P,

b4
SN
AN
<+

r i /e

£\
W

Ne o8N
Iy
Y
f-"'-\
NS
4N
p—

Vakuumdiagramme heben sich weg (allgemeine Regel fiir beliebige A-Ordnungen).
Kein Beitrag zu den Elementen der S-Matrix, wenn mindestens ein Teilchen nicht
an der WW teilnimmt (siehe oben).

— Endergebnis:
(pr,p2lSla, @2) = —iA(2m)"3(p1 +p2 — a1 — q2) + O(N?) (380)
fiir p; # qx.
e Beispiel: Berechnung von (Q|T{¢'(x1)¢'(x2)}|?), des ¢-Teilchen-Propagators.
— Ordnung \°:

« Entspricht dem Feynman-Propagator (367)), also freie Propagation bzw. Bewe-
gung eines ¢-Teilchens.

* Wird bildlich in Form des Feynman-Diagramms

4 ¥,

Kaaw

geschrieben.
— Ordnung \':
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* Enthalt

([ atvor{soemto ... ) =
- _?/d4yAF($1_y)AF(@—y)AF(?J—yH... = .., (381)

also Propagation bzw. Bewegung eines ¢-Teilchens von/nach z1, zo, WW mit
einem virtuellen ¢-Teilchen bei y (Faktor 1/4! wird durch 1/2 ersetzt, weil es 12
mogliche Kontraktionen gibt, die mathematisch identisch sind).

* Beitrag wird bildlich in Form des Feynman-Diagramms

geschrieben.

* Einsetzen von ([366)):

i 3
= —;/d4yAF($1—y)AF(x2—y)/(27r)§2];(k)+---
—4(;?)3 [ty are - part—y) 1 [ (382)

=27 limy_, o0 k2=00

... unendlicher Beitrag ...7!

s« Ahnliche Unendlichkeiten treten auch bei anderen Feynman-Diagrammen auf,
die Loops enthalten.

* Ausweg: Renormierung, “schicke” die in der Lagrange-Dichte auftretenden Para-
meter (in ¢*-Theorie m, A, ¢) auf geeignete Weise gegen extreme Werte (i.d.R.
0 oder oo), um trotz der auftretenden Unendlichkeiten endliche physikalische
Ergebnisse zu erhalten (siche [§], Kapitel 8).

e Feynman-Regeln:

— In der Praxis startet man zur Berechnung von n-Punkt-Funktionen nicht mit Rech-
nungen/Formeln wie z.B. oder (382), sondern zeichnet zunéchst alle bis zur
gewiinschten Ordnung auftretenden Feynman-Diagramme. Diese iibersetzt man dann
mit Hilfe der unten angegebenen Feynman-Regeln in mathematische Ausdriicke.

— Feynman-Regeln im Ortsraum fiir n-Punkt-Funktionen

UT{0(41) - (o) }12) - (383)
* Ap(x,y) fiir jede Linie von x nach y (“freie Bewegung” eines ¢-Teilchens von z
nach y).
* Integration iiber WW-Punkte y,
i 4
A Ly, (384)
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s Vorfaktoren durch einfache kombinatorische Uberlegungen (zdhlen der #quiva-
lenten Kontraktionen).

— Feynman-Regeln im Impulsraum fiir Fourier-transformierte n-Punkt-Funktionen (zeit-
geordnete Produkte von n Feldoperatoren ¢(y;)), d.h. jeder in der n-Punkt-Funktion
auftretende Feldoperator wird geméif d4yj e %395 fiir ein einlaufendes Teilchen (Teil-
chen im initialen Zustand, siehe ) und gemif [ d4yj etPi¥i fiir ein auslaufen-
des Teilchen (Teilchen im finalen Zustand, siehe (340))) Fourier-transformiert (damit
konnen S-Matrix-Elemente direkt mit Hilfe der LSZ-Formel abgelesen werden).

* Jede Linie erhélt einen Pfeil, der die Impulsrichtung anzeigt. Die Pfeilrichtung
ist dabei willkiirlich. Auflere Linien werden mit dem entsprechenden Impuls p;
bzw. q; beschriftet, innere Linien mit einem neuen Impuls k;. Jede Linie liefert

Ap(q) = — s 4 = Dj gk (385)

g% —m?2 + ic
Da die Beitriige Ap(q) der #uBeren Linien immer in gleicher Weise auftreten und
diese Beitrige sich auch in der linken Seite der LSZ-Formel (340|) finden, werden
sie i.d.R. weggelassen.
* Jeder WW-Punkt (Vertex) liefert

by
—(2%)41—'5(1411 + ko + ks + k), (386)

wobei die k; die einlaufenden Impulse sind.

1

x Innere Linien liefern zusétzlich eine Impulsintegration
d*k;
. 387
| o 57
* Kombinatorische Vorfaktoren analog zum Ortsraum.
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7 Zerfalls- und Streuprozesse in der QFT

e Rigorose Behandlung von Zerfalls- und Streuprozessen ist schwierig/aufwindig. Im Fol-
genden daher eher eine Skizze ihrer QFT Beschreibung.

7.1 Zerfallsprozesse

e Ein Teilchen A, das mit anderen Teilchen B; auf geeignete Weise wechselwirkt, kann in
diese Teilchen zerfallen, falls ma >, mp,; (Energieerhaltung damit nicht verletzt):
A= Bl =+ BQ 4+ ...

— Zerfall ¢ — ¢ + ¢ + ¢ in ¢p*-Theorie ist damit also ausgeschlossen.

— Betrachte daher als einfaches Beispiel zwei reelle Skalarfelder A und B (Massen m 4
und mp mit my > 2mp) mit WW

Hyy = / d3r N\AB? (388)
und berechne die Zerfallsrate (Zerfallswahrscheinlichkeit pro Zeit) von A — B + B.

e Zerfallswahrscheinlichkeit nach sehr langer Zeit (S-Matrix entspricht ¢y —t; — 00): Sum-
miere das Betragsquadrat der Ubergangsamplituden (B(p1), B(p2)|S|A(k = 0)) iiber alle
finalen Zusténde (d.h. tiber alle Impulse der B-Teilchen):

= S [BE), BE)IslAk=0)[ =

P1 P2

1V 14
PICRE / TPt (g

(das A-Teilchen ist in Ruhe, daher k = 0; Y- — (1/(dp)?) [ d®p = (V/(27)*) [ d°p)

[ | (B, Bleo)s| At = 0) (39)

e Normierung der Zustidnde:

— Bisher “relativistische Normierung”, z.B. (ki|ks) = (27)32F(k;)d(k; — k) (siche
(265]) ).
— (389)) erfordert “Normierung auf 17, z.B. (k;|ka) = dk, k,-
— Korrigiere daher fiir jeden Zustand und jedes Teilchen mit Impuls k mit dem Faktor
1/2 1 , 1/2
3 _ 3 3,. Ji(k=0)r _
((2m)°22005(0) ) ((2@ 28(K) s / Pre )
1/2
= (2B00V) " (390)

— (389)) wird damit zu
W =

1V 14
T 2 / TPt (e

(B(p1), B(p2)|S|A(Kk = 0))

/ P 1 1
P2 AV 2E(p1)V 2E(pa)V
2

‘ (391)
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e Berechnung der Ubergangsamplituden wie in Kapitel |§| am Beispiel der ¢*-Theorie gezeigt:

(B(p1), B(p2)|S|AGk =0)) = —2iA2m)*3(k —p1 = p2) + OO (302)
2
(B(p1), B(p2)|S|A(k = 0))‘ _

I =

AN (27m)86(k — py — pQ)L / dig hp=p2=0r L O(\1) =

(2m)*
AN (2m)*6(k — p1 — p2)V (tr — t;) + O(AY). (393)
P |
O (X):
X ) ]5//5
A
-+
& ;
~-
¥ Kein ( ;’\1 ‘) Dia 3 colutun,
X (N° 2.3 obes | omch sedere
3 N 3//. 'Dta?'mvwwb
A B A
-+
& 3
1% ~e
e Zerfallsrate = Zerfallswahrscheinlichkeit pro Zeit:
W —
tr—1t;
1V sV s 1 1 1 2o s
st | 7 et | O s ey a2 00— =)V
+O(NY) =

wobei

s —2B(p) + OV =
(27)24m (E(p1))

)\2 47T/oodpp2 1 5(mA/2_E(p)) +O()\4) —
0

(@nama EP 2
2 o0 1
8Tm 4 /mB dE Ep(E) ﬁd(mA/Q —E)+0\Y =
A2\ /(ma/2)? —m3
dmm’ = oY, (394)

78



- [d*p= fooo dp p? f09 df sin(0) 027r do,
— dE = (dE/dp)dp = (p/ E)dp,
= Jo dpp= [, dEE

verwendet wurde (einfacher Check: [A] = 1/Lénge, I' hat also die richtige Dimension).

7.2 Streuprozesse

e Wirkungsquerschnitt o:

— [o] = (L#inge)?.

— Anschaulich: “Trefferfliche” eines Targetteilchens (z.B. Mechanik, Streuung zweier
Kugeln mit Radien r; (Projektil) und 7o (Target), o = m(r1 + 2)?).

— Prézise Definition:
N = jo(ty —t;). (395)

N ist die mittlere Anzahl der Treffer im Zeitraum ¢y — t;, wenn ein Targetteilchen
einem einlaufenden Strom j von Projektilen ausgesetzt ist. Fiir j = pv = v/V (der
Strom besteht aus einem einzelnen Teilchen) entspricht N der Wahrscheinlichkeit W
fiir eine Streuung.

e Beispiel: ¢*-Theorie, elastische Streuung zweier ¢-Teilchen, ¢ + ¢ — ¢ + ¢.

e Wahrscheinlichkeit fiir eine Streuung:

1 ) 2
W = 522 ’<P17P2|ZT|k17k2 = 0)’

P1 P2

1V /d3 14
~ 20@n3 ) “ P (2n)s
(b1, p2iT Ky, ks = 0)

/ 2 1 1 1 1
P2 S E()V 2mV 2E(p1)V 2E(pa)V

2
)

(396)

wobei im letzten Schritt von “Normierung auf 17 zu “relativistischer Normierung” {iber-
gegangen wurde.

o Ubergangsamplituden (siehe (380])):

(p1,p2|iT ki, ko = 0) = —iX(27)"6(k1 + k2 — p1 — p2) + O(N?) (397)
2 )
(P1, P2|iT|k1, ko = 0>’ = N2@2m)* (k1 + k2 — p1 — p2)V(ty — t;) + O(N?). (398)
e Wirkungsquerschnitt:
N Wy
Jty —ti) v(ty —ti)
_ )\Q/d?’ /d3 L St ka—pr—pa) + OO =
)\2
R (399)

327 (ky + k)2
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(Rechnung nicht ganz einfach; siehe z.B. [5], Abschnitte 4.5 und 4.6).
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KEAFEX LT, Januar 2024 (22. Vorlesung) *****

8 Quantenelektrodynamik (QED)

8.1 QED = U(1)-Eichtheorie, Eichprinzip

e Die Lagrange-Dichte des freien Dirac-Felds,
L(, 0up) = 7/71(1"7#8# - m>¢7 (400)

ist invariant unter globalen U(1)-Transformationen, d.h. mit 1 (x) — 9/(z) = e "Mp(x)
(A = konstant, d.h. z-unabhéngig) gilt L(v¢, 0,1) = L(¢', 0,¢’). Die dieser globalen Sym-
metrie zugeordnete Erhaltungsgrofie ist die elektrische Ladung (siehe Abschnitt .

e Gruppe G = U(N):

— Gruppe der unitiren N x N-Matrizen: g o gf = ¢gf 0 g = 1 (“Rotationsmatrizen im
Komplexen”), wobei g bzw. g; hier und im Folgenden Gruppenelemente bezeichnen,
d.h. g, g; € G.

— Gruppeneigenschaften:

*

Abgeschlossenheit: g1 0 g9 € G.

Assoziativgesetz: (g1 0 g2) 0 g3 = g1 0 (g2 © g3).
Existenz eines neutralen Elements, 1 € G: log=gol=g.

*

*

Existenz eines inversen Elements zu jedem g, gf € G: gogf =gt og=1.

*

*

Kommutativgesetz gilt nur fiir G = U(1): g1 0 g2 = g2 0 g1. U(1) wird auch als
Abelsche Gruppe bzw. U(1)-Eichtheorie als Abelsche Eichtheorie bezeichnet.

e Gruppe G = U(1): Der oben verwendete Phasenfaktor e~** ist Element von U(1).

e Gruppe G = SU(N): Eine Untergruppe von U(NN) mit der zusétzlichen Eigenschaft
det(g) = 1.

e Eichprinzip:

— Fordere Invarianz von £ unter lokalen U(1)-Transformationen,
W) = W) = e N y() (401)
Modifiziere die Lagrange-Dichte des freien Dirac-Felds auf minimale Weise, so dass
die Forderung nach lokaler U(1)-Symmetrie (= Eichsymmetrie) erfiillt ist.

— Das Eichprinzip gehort zu den fundamentalen Prinzipien der Physik. Alle
vier Fundamentalkrifte werden durch Eichtheorien beschrieben, die mit
dem Eichprinzip konstruiert werden kénnen (Elektromagnetismus = U(1)-
Eichtheorie; Starke WW (QCD) = SU(3)-Eichtheorie; Schwache WW =
SU(2)-Eichtheorie; Gravitation: Invariant unter lokalen Koordinatentrans-
formationen).

e Anwenden des Eichprinzips:
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— Starte mit der Lagrange-Dichte des freien Dirac-Felds (400)).
— Fiihre eine lokale U(1)-Transformation (= Eichtransformation) aus:
L) — LOWLOW) = a)e™™) (999, —m)e " Oy(a) =
= L, 0u1) + (2 (0uA(z)) (). (402)

— Fiihre ein neues Feld A, ein, das sich unter Eichtransformationen gemif

Auz) — Alz) - %%A(x) (403)
transformiert, und addiere einen zusétzlichen Term zu £ der den “storenden Term”
+(z) (0, A ( in (402) kompensiert:
LO0Ob A4y) = ila) (wau —m)i(@) + D)y edu (@) =
= Y(z) (m“(@u—ieA”(ac)) —m)¢ (m“D - ) (z) (404)
=D

(D,, wird als kovariante Ableitung bezeichnet, e als Kopplungskonstante).

— Damit
‘C(wva,uwaA,u) - ‘C(/lvb,?a,uwlaA;L) = E(W@T%Au)a (405)
d.h. die Lagrange-Dichte (404)) ist lokal U(1)-invariant, erfiillt also die Forderung des
Eichprinzips.

e Transformationsverhalten der kovarianten Ableitung unter Eichtransformationen:

D) > Da) = (0 ie(4400) ~ 200 ) ) (o)) =
= ¢ MOD (). (406)

D,y hat also das gleiche Transformationsverhalten, wie ¢. Damit ist die Eichinvarianz der
Lagrange-Dichte (404]) offensichtlich.

e Das neue Feld A,, benétigt fiir eine physikalisch sinnvolle Dynamik selbst einen “kinetischen
Term” (mindestens quadratische Terme in A, mit Ableitungen). Eine einfache Lorentz-
und eichinvariante Kombination, die quadratisch in A, ist, ist

F'LWF;W s F,ul/ = 8/J,AI/ - aI/Aua (407)

wobei F),,,, der sogenannte Feldstérketensor, bereits eichinvariant ist und die Komponenten
den elektrischen und magnetischen Feldern entsprechen (siche Abschnitt [3.5)).

e Lagrange-Dichte der QED:
Iy [ 5 A 1 v
EQED(¢l7 a;ﬂ;bla A,u) = Z ¢l (Z'V Du - ml>¢l - ZF F;wa (408)
l:€7/*’/77

wobei 1), Elektronen und Positronen (bzw. Myonen bzw. Tauonen) und A, Photonen
beschreibt (m. = 0.511MeV, m, = 106 MeV, m, = 1777 MeV).
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8.2 Feynman-Regeln der QED (Lorenz-Eichung)
8.2.1 Der Feynman-Propagator fiir Elektronen (bzw. Myonen oder Tauonen)

o Zeitgeordnetes Produkt fermionischer Operatoren:

r{wwann} = { TR0 s )

(beim Verbinden von S-Matrix-Elementen und n-Punkt-Funktionen tritt Zeitordnung auf
[LSZ-Formel, sieche Abschnitt [6.2]; + in (409)) ergibt sich [im Gegensatz zum bosonischen
Fall] auf Grund der Antivertauschungsrelationen fermionischer Operatoren).

e Feynman-Propagator fiir Elektronen:

d*k

Sre(e—y) = OT{ve(@)de) }l0) = / S o—ika—y) 11"k +me)

41
k? —m2 + ie (410)

:gF,e (k)

(eine 4 x 4-Matrix im Spinraum; Berechnung analog zu Abschnitt . Aus den Uberle-
gungen aus Kapitel insbesondere Gl. (287), folgt
(01T{¥ () (y)}10) = (0]T{¥(x)y(y)}|0) = 0.

8.2.2 Der Feynman-Propagator fiir Photonen

e Verwende Lorenz-Eichung 9,4, = 0 (sieche Abschnitt [5.4.3)) und eine verallgemeinerte
Form der Lagrange-Funktion (317))

1
4

1
26

(in (317) & = 1: Feynman-Eichung; ebenfalls géngig ist £ = 0: Landau-Eichung).

L(AM,8,47) = —%FWFW o _ipwp, - Lgany (411)

e Feynman-Propagator fiir Photonen:

Dz —y) = OT{Ad2)A,W)}0) =
d*k ; —1 kuky
_ / (27r)4 e—zk(x—y) 2 +ZZ€ <77‘Lw + ({ — 1) 22 ) . (412)
:DFVMV(k)

*rx** 22, Januar 2024 (23. Vorlesung) *****
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8.2.3 Feynman-Regeln

e Feynman-Regeln im Impulsraum fiir Fourier-transformierte n-Punkt-Funktionen (zeitge-
ordnete Produkte von n Feldoperatoren ;(y;), ¥;(y;) und/oder A,(y;)), d.h. jeder in der
n-Punkt-Funktion auftretende Feldoperator wird gemé8 [ d4yj e~'Y fiir ein einlaufendes
Teilchen (Teilchen im initialen Zustand, siehe ) und gemisB [ d4yj etPiYi fiir ein aus-
laufendes Teilchen (Teilchen im finalen Zustand, siehe (340))) Fourier-transformiert (damit
konnen S-Matrix-Elemente direkt mit Hilfe einer LSZ-Formel analog zu abgelesen
werden).

e Zeichne zunéchst alle bis zur gewiinschten Ordnung in e auftretenden Feynman-Diagramme.

e Jede Elektron-Linie (bzw. Myon-Linie bzw. Tauon-Linie) erhilt einen Pfeil, der die Impuls-
richtung anzeigt. Der Pfeil fithrt stets von v; nach ;. Der Pfeil zeigt damit von einlaufen-
den Elektronen weg und zu auslaufenden Elektronen hin, umgekehrt fiir Positronen, d.h.
Antiteilchen. AuBere Linien werden mit dem entsprechenden Impuls pj bzw. g; beschriftet,
innere Linien mit einem neuen Impuls k;. Jede innere Linie liefert

i(Y* ki + 1)

2 2
k:j—ml + 1€

Sra(k;) (413)

Fiir duflere Linien gilt

— einlaufende Elektronen mit Spin s; liefern ... w5, (g;),

auslaufende Elektronen mit Spin r; liefern @, (p;) . . -,

einlaufende Positronen mit Spin s; liefern vy 5,(q;) - - .,

— auslaufende Positronen mit Spin 7; liefern ... v, (p;),

wobei Faktoren oc 1/ (qu-—m?) bzw. x 1/ (pjz—ml?), wie schon bei der ¢*-Theorie weggelassen
werden (siehe Abschnitt [6.5)).

e Jede Photon-Linie erhélt einen Pfeil, der die Impulsrichtung anzeigt. Die Pfeilrichtung ist
willkiirlich. AuBere Linien werden mit dem entsprechenden Impuls p; bzw. g; beschriftet,
innere Linien mit einem neuen Impuls %;. Jede innere Linie liefert

- —1 kjukju
D (k) = m <77;w + (£~ 1)7 . (414)

Fiir duflere Linien gilt
— ein- bzw. auslaufende Photonen mit Polarisation A liefern €,(p, A),
wobei Faktoren o< 1/ qu- bzw. o< 1/ p? ebenfalls weggelassen werden.

o Aufgrund des Weglassens der Faktoren o< 1/(q]2~ —m3), o 1/(p? —m3), o l/q]z bzw. l/pg
entspricht die Summe aller Diagramme bis zu einer gegebenen Ordnung der Reihenent-
wicklung eines S-Matrix-Elements (mit anderen Worten: die angegebenen Feynman-Regeln
sind Regeln zur Berechnung von S-Matrix-Elementen).
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e Jeder WW-Punkt (Vertex) liefert

—(2m)4ied(ky + ks + ks) ( T ) (415)
wobei die k; die einlaufenden Impulse sind.

e Innere Linien liefern zusétzlich eine Impulsintegration
d4kj
. 416
| e (o)

e Kombinatorische Vorfaktoren (bzw. Regeln zum Angeben dieser Faktoren) kénnen mit
Uberlegungen analog zu Abschnitt gewonnen werden.

8.2.4 Elementarprozesse

e Fir Elektronen (bzw. Myonen oder Tauonen) gibt es acht Elementarprozesse, die dem
kubischen WW-Term

(@) (@) e Ay (@)t (@) (417)

der Lagrange-Dichte (408|) bzw. dem Vertex (415)) entsprechen:

— Ein Elektron bzw. Positron emittiert bzw. absorbiert ein Photon (4x).

— Ein Elektron-Positron-Paar wird erzeugt bzw. vernichtet, ein Photon wird erzeugt
bzw. vernichtet (4x).

- - T il
\ \ \ C /
. \ ) £ Ssion /
%’” L N Y pepse
ADsorbrion
- ‘ , ’\ eines | IThotous
Voin AR VK
l.ﬁ
< = \_+ t \_"‘ P +-
+ +
e e e e
i A " / Eleleleon -
N/ AN) 4 / Eleleleo -
*‘/ ,’ ?a Alex2edung
// 1 A( \\/ 7 \ N bzw. '\/eﬂncc{'ﬂtuw
) AR MRS
& < 1GA €

e Prozesse der Art u~ — e~ + 7 (ein Myon geht unter Aussendung eines Photons in ein
Elektron iiber), etc. werden in der Natur nicht beobachtet. Dementsprechend wurde die
Lagrange-Dichte (408 konstruiert, d.h. in den WW-Termen treten Elektron- und Myon-

Operatoren nicht gleichzeitig auf (analog auch fiir Elektronen und Tauonen sowie Myonen
und Tauonen).
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— Leptonenzahl: L = L, + L, + L.

— Leptonenfamilienzahlen: L; = n; — iy (Differenz der Anzahl der Leptonen [z.B. Elek-
tronen| und der Antileptonen [z.B. Positronen] einer Familie).

— Leptonenzahl und Leptonenfamilienzahlen sind in der QED und im Standardmodell
erhalten.

8.3 Streuprozesse

e Literatur: [6], Kapitel 5.

8.3.1 Elektron-Myon-Streuung

e Streuprozess: e~ +u~ — e +u .

e Nur ein Feynman-Diagramm in niedrigster Ordnung (O(e?)).

2\

"

s

X
N

ﬁ

94

/

e Fiir die relevanten Elemente der S-Matrix (e (p1,71), 4~ (P2, 72)|Sle” (a1, s1), 1~ (q2, s2))
beno6tigt man die Fourier-transformierte 4-Punkt-Funktion, d.h. man verwendet die Feyn-
man-Regeln im Impulsraum (siehe Abschnitt [8.2.3)):

TS 77 ®
t 5 4 {
‘?K

[ e (= Cmtiedtar =1 = 1) (Rers o0 s a1)

. i ) i
(= @m)tiestaz = pa k)] (T (P22 s () ) 15w
o 4 2 — u — 1
= i(2m)"0(q1 + g2 — p1 — p2)e <u6,r1 (P1) Y tte,s (q1)> (uu,m (P2) YUy, 50 (Q2)) m
“="{e= (P1,r1):0~ (P2,72)|Sle™ (a1,51),u7 (az,52)) +O(et)
(418)

(es wurde Feynman-Eichung [{ = 1] verwendet).

e Hiufig wird bei Streuexperimenten Spin und Polarisation nicht gemessen. Dann muss iiber
einlaufende Spins/Polarisationen gemittelt werden, hier

iz > (419)

s1 S2
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und iiber auslaufende Spins/Polarisationen summiert werden, hier

2. (420)

ry o re

e Berechnung des Wirkungsquerschnitts wie in Abschnitt skizziert. Ergebnis im Center
of Mass System und im relativistischen Grenzfall (E,-, E,- > m.-,m,-, d.h.

Me—,my,~ ~0):
d 4 1 4(6/2
A e bl LI} (421)
aQ 3272 (q1 + q2)®  sin*(6/2)
wobei cos(f) = p1q1/|p1llai]-
8.3.2 Elektron-Elektron-Streuung
e Streuprozess: e~ +e~ — e~ +e.
e Zwei Feynman-Diagramme in niedrigster Ordnung (O(e?)).
xli' </ ~Nel <
. \L N,
) s
Ve || e\ | || Ve~ e\
e Wirkungsquerschnitt im Center of Mass System und im relativistischen Grenzfall
(Be- > m,-):
do et 1 +cos*(0/2) 14 sin(6/2) N 2 (422)
dQ  327%(q1 + )\ sin*(6/2) cos*(6/2)  sin?(0/2)cos2(0/2) )’
Diagramm 1 Diag;armm 2 Mischterm

wobei cos(f) = p1d1/|p1||qi1| oder cos(f) = p1qz/|p1||qz|-

KHAEX 24, Januar 2024 (24. Vorlesung) *****

8.3.3 Myon-Paarerzeugung
e Streuprozess: e~ +et — pu= +pu'.

e Ein Feynman-Diagramme in niedrigster Ordnung (O(e?)).
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A

-

8.3.4 Elektron-Positron-Streuung (Bhabha-Streuung)

e Streuprozess: e~ +et — e~ +et.

e Zwei Feynman-Diagramme in niedrigster Ordnung (O(e?)).

[y ¢
A * N
e
e~ e?" '.\
-

}"Ys

O

N

(TN

e Ein Vergleich storungstheoretischer Ergebnisse mit experimentellen Daten findet sich z.B.
in [6], Seite 72 und 73.

8.3.5 Compton-Streuung

e Streuprozess: e~ +7y — e + 1.

e Zwei Feynman-Diagramme in niedrigster Ordnung (O(e?)).

)
¢ X

Y
194
B Pt

1
v

® N\
1
=
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8.3.6 Paarvernichtung

e Streuprozess: e~ +et — v+ 7.

e Zwei Feynman-Diagramme in niedrigster Ordnung (O(e?)).

N\ ¥ X
‘\\ // “&_\ /../
~, J /\:\‘_
/| 7/ P
A \ \
/f’. e’ \ /e e’ \

8.4 Strahlungskorrekturen, laufende Kopplung, Renormierung

e In fithrender Ordnung (O(e)) koppeln zwei Elektronen/Positronen (Impulse ¢; und g¢2)
und ein Photon (auslaufender Impuls p) gemés

—(2m)%id(q1 — g2 — p) (X(e; q2)e{y"} X (e; Q1))Xu(’Y§P)u (423)

wobei z.B. X,(v;p) = €u(p, A), falls es sich um ein ein- oder auslaufendes Photon mit
Impuls p und Polarisation A handelt, oder X, (v;p) = —inu./ p?, falls das Photon virtuell
ist, Impuls p hat und iiber den Index v an einen anderen Vertex koppelt. Analog kann z.B.
X(e;q1) = e, (q1) ein einlaufendes Elektron mit Impuls ¢; und Spin s; beschreiben, etc.

o le) O(?)

h
1~

A\

AR AN

e In hoheren Ordnungen (niichste Ordnung ist O(e?)) tragen weitere Diagramme bei, z.B.
/ d*kq / d*ko / d*ks
@2m)* ) (2m)* ) (2m)*
( — (2m)tied(—ky + ks + q1)> ( — (2m)Yied (+hky — ks — qz))

( — (2m)ied(+ky — ko — p))

(X(E; 02)7" (Y k2,0 + M)V (VP k1 g + me)y X (€ QI))XM('7§]9)
i i i
K2 —m2kd —m2 k27

g _P&g r

/s\
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= —(@2m)*d(q1 — g2 —p)
> 3) d4k1 'Yp('ya(kl —q1+ Q2)a + me)'yu(')’ﬂkl,ﬁ + me)'Yp
(X(e 2) { | G e e }

=F§’I(Q17Q2)N# S dk1 1/ ki =#limy, o0 log(k1)=00

X(e: qn)Xm;p» (124)

In hoheren Ordnungen ist die Elektron-Elektron-Photon-Kopplung also abhéngig von den
ein- bzw. auslaufenden Impulsen.

e Die physikalische Kopplung entspricht einer Summe (> j) iiber diese und weitere Diagram-
me,

ephys (91, @2)7" = 67“+€32 i(a1,q2) + O(e °), (425)

ist also impulsabhéngig und wegen Fég ;0 scheinbar unendlich:

— Impulsabhéngigkeit:
0O.k., physikalisch beobachtbares Phanomen, wird als “laufende Kopplung” bzw. “Run-
ning Coupling” bezeichnet.

— €phys —7 00!
Nicht akzeptabel, eppnys muss endlich sein, sollte sogar klein sein, damit Stérungstheo-
rie anwendbar ist. Renormierung 16st dieses Problem:

x Regularisiere Unendlichkeiten, z.B. mit einem Impuls-Cutoff A,

[e9) A
/ dkl — / dkl. (426)

Wihle A hinreichend grofl bzw. bilde am Ende einer Rechnung den Limes A — oo.
Damit Fé‘g’j(ql, @) — Fe‘g’j (q1,q0; A) (fiir endliches A ist ng’j(ql, q2; A) endlich).

« Lose (425]) nach e, der sogenannten nackten Kopplung (bare coupling) auf (im
Folgenden nur schematisch, d.h. Spinabhéngigkeit wird ignoriert):

e(A) = ephys(q1,q2) — ZFS a2 A) + O(e(A)’) =

= ephys(q17q2) - ephys q1,q2 ZFe3,j q1,q2; A) + O(e(A)5) =
J
_ 2 .
= ephys(Ql: QQ) (1 - ephys(Ql: QQ) Z Fe3,j(QI7 q2; A) + O( phys(Q17 Q2)))
J
(427)
Die nackte in der Lagrange-Dichte auftretende Kopplung muss also im Limes

A — oo ebenfalls in spezieller Weise (427) gegen Unendlich geschickt werden, um
eine endliche physikalische Kopplung zu erhalten.

e Die eben skizzierte Renormierung wird in der Praxis anders ausgefiihrt:
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— Da die eben und in Abschnitt studierten Elementarprozesse, z.B. e~ +et — 7,
auf Grund der Viererimpulserhaltung verboten sind, d.h. nur als Teile von Feynman-
Diagrammen mit zumindest teilweise virtuellen Teilchen auftreten kénnen, betrachtet
man stattdessen z.B. die in Abschnitt besprochenen Streuprozesse, z.B.
e~ 4+ u~ — e~ + u~. Diese Prozesse sind in fithrender Ordnung proportional zu e
und haben eine Entwicklung in geraden Potenzen von e, weshalb man als Kopplungs-
konstante o = e2/4r, die Feinstrukturkonstante, verwendet (Rechnungen #hnlich,
allerdings etwas aufwindiger).

2

— Die Regularisierung iiber einen Impuls-Cutoff wird haufig durch elegantere Regulari-
sierungen ersetzt, z.B. dimensionale Regularisierung (man rechnet in einer kontinu-
ierlichen Anzahl d von Raumzeitdimensionen und bildet am Ende den Limes d — 4).

— Neben der Kopplungskonstante muss auch die Elektron-, Myon- und Tauon-Masse
renormiert werden, sowie die Felder v; und A,,.

— Details in [§].
*x4k%4% 009 Januar 2025 (25 VO’F[@SUTLQ} Kok oKk K

e Laufende Kopplung:

— a ~ 1/137 bei dufleren Energien/Impulsen ~ m..
— o~ 1/128 bei dufleren Energien/Impulsen ~ 200 GeV.

— « steigt zu groflen Energien hin an.

I - ] —
N < = Cpiys
Pors e

757 T

I8
S

— Die Feinstrukturkonstante ist also keine Konstante.

91



9 Phinomenologie der starken WW

9.1

Proton:
Massiv (m, = 938.3MeV), Spin J =1/2 —  Dirac-Feld p(x).

Neutron:
Massiv (my, = 939.6 MeV), Spin J =1/2 —  Dirac-Feld n(z).

Proton und Neutron haben gleiche Eigenschaften (Spin, gleiche Kernkréfte), nahezu gleiche
Masse, (m,, —my)/my, ~ 0.0014
— approximative Symmetrie (“Isospin”).

Protonen, Neutronen und Isospin

Nukleon: Kombination zweier Dirac-Spinoren,

N(z) = (p(f”) > (428)

Der vierkomponentige Spin-Raum wird damit um einen zweikomponentigen Isospinraum
erweitert. Insgesamt hat N(z) also acht Komponenten.

Zwei komplexe Felder, deren zugeordnete Teilchen sich gleich verhalten bzw. gleiche Ei-
genschaften aufweisen, legen folgende Isospinsymmetrie nahe: “Komplexe Rotationen” im
zweikomponentigen Isospinraum, d.h. SU(2)-Isospintransformationen,

N(z) — N'(z) = UN(=z) , U = exp(iaaT“) , T = %a (429)

(Transformationsverhalten genau wie bei zwei Spinzustidnden | 1) und | )).
Proton N(z) = (p(x),0) hat Isospinquantenzahlen I = 1/2, Is = +1/2.
Neutron N(z) = (0,n(x)) hat Isospinquantenzahlen I = 1/2, I3 = —1/2.

Elektrische Ladung;:

Proton — Q= —e,

Neutron — @ =0,

allgemein fiir Nukleonen @ = 1/2 + I3.

— Die em WW bricht die Isospinsymmetrie.

Experimentell beobachtet man weitere approximative Isospin-Multiplets:

— Pionen (J = 0), II(x) = (7 F(z), 7%(x), 7 (x)):
Isospin-Triplet, I = 1, I3 = +1,0,—1, d.h. SU(2)-Isospintransformationen wie in
([429), jedoch mit anderen Generatoren T, die die 3 x 3-Darstellung der SU(2)
Matrizen erzeugen. Massen m,+ = 139.6 MeV, m_ o = 135.0 MeV, Massendifferenz
(Mt —myo)/(Myx +myo) = 1.7 x 1072,

~ p-Mesonen (J = 1), (p* (2), p°(x), p™ ()):
Isospin-Triplet, I =1, Is = +1,0, —1.

92



— Y-Baryonen (J = 1/2), (X*(z), X%(x), ¥ (2)):
Isospin-Triplet, I =1, Is = +1,0, —1.

— Kaonen (J = 0): (KT (z), K°)) und (K°(x), K~ (x)): Isospin-Doublet, I = 1/2,
Iy = +1/2,—1/2.

9.1.1 Isospininvariante freie Theorie (Protonen und Neutronen)

e Isospininvariante Ausdriicke:
— NTN =plp+nin, da

NTN' = N'UTUN =NT'N. (430)
=1

NN = NTUA#UN = NT4#N (431)
——
:'yNUT

(v* wirkt im Spinraum, U wirkt im Isospinraum, die beiden Operationen sind also
unabhéngig und vertauschen damit).

e Isospininvariante freie Theorie:
L = N(i’y“@u — mN)N = ﬁ(iv“@u — mN)p + ﬁ(i'y“c?u — mN>n (432)

(exakte Isospinsymmetrie erfordert m, = m,,, hier bezeichnet mit my = m, = m,,).

9.1.2 Isospininvariante WW Theorie (Protonen, Neutronen und Pionen)

e Pionen: Pseudoskalare Mesonen, d.h. JF =0~
— freie Theorie beschrieben durch KG-Felder.

e Konstruiere Nukleon-Pion-WW mit folgenden Eigenschaften:

(1) Lorentz-invariant.
(2) Isospininvariant.
(3) Paritdtsinvariant (wird experimentell beobachtet).

e Pseudoskalares Isospin-Triplet aufgebaut aus N erforderlich: Niv>T*N (Kopplung von N
und N via T analog zur Kopplung zweier Spins zu einem Spin-1-Triplet).

e WW-Term in L:

) (rt +77)/V2
L = g(Ni’T°N)g" . ¢" = it =) V2 (433)

mit reellen Feldern 7%, 7~ und =°.
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KIFAE 31, Januar 2025 (26. Vorlesung) **#**
e Isospininvariante WW Theorie:

L = N

(190, = ma )N + 5(00)/ (9,6) = =616 + 9 (Nir* TN )
p(z’v“@u - mN)p + ﬁ(ify“(‘)u - mN>n

1 + Ly mi
+§(8“7r )(Oum™) — o>
+5(070)(9un") — S (n)?
—i—% (\/ﬁ(ﬁfy%) T+ \/§<ﬁfy5p)7r_ + (137517 — ﬁ'yg’n) 7r0).

(Y 4 L) @) — T ()2
2 " 2

(434)

e Elementarprozesse: Vier kubische WW-Terme, wobei jeder jeweils acht unterschiedliche
Elementarprozesse beschreibt (siehe auch Abschnitt |8.2.4)).

-ln" TT—
S Y
/

Mo

E

e Warum gerade diese spezielle Zuweisung von 7+, 7~ und 70 auf die drei Komponenten ¢®
(und nicht z.B. ¢ = (7 +, 77, 7Y))?

— Bei dieser Zuweisung ist die elektrische Ladung bei WW erhalten.
— Besseres Verstindnis durch das im néchsten Abschnitt diskutierte Quark-Modell.

9.2 Quark-Modell

9.2.1 Flavor-Multiplets, Flavor-Quantenzahlen

e Hunderte von Hadronen werden experimentell beobachtet:

— Mesonen: Ganzzahliger Spin, d.h. Bosonen, z.B. m, K, D, Dy, ...
— Baryonen: Halbzahliger Spin, d.h. Fermionen, z.B. p, n, A, 3, = Q,
— Lé&sst universelle Substruktur vermuten.
e Quark-Modell (Gell-Mann, Zweig, 1964): Hadronen setzen sich aus Quarks (Spin 1/2,

verschiedene Sorten, sogenannte “Flavors”) zusammen:

— Mesonen: gq (Quark-Antiquark-Zusténde).
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Baryonen: gqq (3-Quark-Zusténde).

e Beispiel: Pion-Isospin-Triplet.

Pionen (I = 1) setzen sich aus zwei fundamentalen I = 1/2 Bausteinen zusammen,
einem u-Quark (I3 = +1/2) und einem d-Quark (I3 = —1/2).

Isospinsymmetrie wie bei Nukleonen (Gleichung (429))): “Komplexe Rotationen” im
zweikomponentigen Isospinraum, also SU(2)-Isospintransformationen,

(Z) - (Z:> = U(Z) , U = exp(iaaT“> ST =

Die drei Pionen entsprechen den I =1 Quarkkombinationen at =du, 77 = ud,
70 = (@u — dd)/+/2. Isospintransformationen mischen die drei Pionen des Triplets
untereinander, nicht jedoch Pionen mit dem Singlet-Zustand o' = (au + dd)/v/2.

Das Pion-Isospin-Triplet ¢ fiir den WW-Term (433)) ergibt sich analog zum NT%N-
Triplet im selben WW-Term, also

a
5
(435)

B 4 du + ud
s (5 () - 585
uu — dd

e Hinzunahme eines dritten Quarks: (u,d) — (u,d, s). Damit Erweiterung der SU(2)-Isospin-
Symmetrie auf SU(3)-Flavor-Symmetrie,

/

u u u \@
d — d = U| d , U = exp(ia“T“) , T* = o
s s s
(437)
wobei A* die Gell-Mann-Matrizen (die Erzeugenden der SU(3)) bezeichnen.
e Fiir die Flavor-Multiplets gilt:

— Mesonen:

33 = 138 (438)

(vorher 2@ 2 =1 3).

95



mesoun octef
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— Baryonen:
30323 = 168®8® 10 (439)
(vorher 2®2®2=2@®2®4).
spin |V botyor ocdet
W =/uelo] \P=franel
=0
/0 \ / I\
IL=14 ,
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Ne/dss =/ s _' w g T Al 0977
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/ < / -
Q= =1 Q=0

— Bei exakter SU(2)-Isospin- bzw. SU(3)-Flavor-Symmetrie wéren die Hadronen inner-
halb eines Multiplets gleich schwer.
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— In der Natur beobachtet man &hnliche aber nicht identische Hadron-Massen innerhalb
eines Multiplets.

— Ursache: SU(2)-Isospin- bzw. SU(3)-Flavor-Symmetrie nicht exakt realisiert (wiirde
gleiche Quarkmassen m,, = mg = ms [und gleiche elektrische Ladungen] erfordern).

— SU(2)-Isospin-Multiplets: m, = 2.3MeV =~ 0, mg = 4.8 MeV = 0, erklirt
my, = 938.3 MeV ~ m,, = 939.6 MeV oder m =+ = 139.6 MeV ~ m, o = 135.0 MeV.

— SU(3)-Flavor-Multiplets: ms; = 95 MeV. Damit mg ~ 0 bzw. m, ~ mg ~ m in we-
niger guter Ndherung erfiillt, damit nur grobe Ubereinstimmung von Hadron-Massen
innerhalb eines Multiplets, z.B. m, + = 139.6 MeV ~ my+ = 493.7MeV.

e Insgesamt existieren sechs verschiedene Quarkflavors, (u,d, s, ¢, b,t). Auf Grund der schwe-
ren sich unterscheidenden Quarkmassen m. = 1.275 GeV, m;, = 4.18...4.65 GeV und
my = 160...174 GeV macht eine Erweiterung auf SU(4)-, SU(5)- oder SU(6)-Flavorsym-
metrie i.d.R. wenig Sinn.

KHXAE 5. Februar 2025 (27. Vorlesung) **#**

e Fiir jeden Quarkflavor existiert eine separate U(l)—Symmetrieﬂ die die Erhaltung der
Anzahl der Quarks minus die Anzahl der Antiquarks des entsprechenden Flavors zur Folge
hat (siehe Abschnitt . Diesen Symmetrien sind die folgenden Flavor-Quantenzahlen

zugeordnet:
— Baryonenzahl:
B = +(Ny, — Ng)/3, wobei Ny = Ny, + Ng und Nz = Ny + Ng.
— Isospin:
I, I, (bezieht sich auf u- und d-Quarks; siehe oben).
— Strangeness:
S == _(NS - Ng)
— Charm:
C == +(NC - NE)
— Bottomness:
B' = —(Ny, — Ny).
— Topness:
T = +(Ny — Ny).

e Elektrische Ladung Q:
AQ = +2/3 fiir u-, ¢- und t-Quarks, AQ = —1/3 fir d-, s- und b-Quarks, umgekehrt fiir
Antiquarks.

9.2.2 Quarkfarben

e Warum nur gg-Zustéinde (Mesonen) und gqg-Zustéinde (Baryonen)? Warum z.B. keine gqg-
oder gqq- oder qqqg-Zustinde?

!Diese Symmetrien werden von der schwachen WW gebrochen (siehe Abschnitt |12.3]).
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e Quarks besitzen einen nicht beobachtbaren, zusétzlichen “internen” FHG, ihre Farbe (“Co-
lor”). Drei mogliche Zustéande, ¢ = (r, g,b) (rot, griin, blau).

e Zugehorige Symmetrie: SU(3)-Farbsymmetrie,

r r
g — g = Ul g , U = exp (z’aaTa> , T = o (440)
b b b

<

Die Farbe ist die Ladung der starken WW (analog zu elektrischer Ladung und em WW;
im Gegensatz zur elektrischen Ladung gibt es drei Arten der Ladung, rot, griin und blau).

e Farbe ist nicht direkt beobachtbar, d.h. farbige Zusténde wie z.B. ein rotes Quark oder ein
griines Quark treten nicht auf. Physikalische Zustdnde sind immer farbneutral, d.h. enthal-
ten rote, griine und blaue Quarks in gleichberechtigter Weise (— Farb-Singlet-Zusténde).

e Farb-Multiplets:

— qq-Zustande:

33 = 1®8

— enthélt einen Singlet-Zustand, also physikalisch realisierbar.
— qqq-Zusténde:

IRI®3 = 16848410

— enthélt einen Singlet-Zustand, also physikalisch realisierbar.

— qq-Zustande:
33 = 3®6
— enthélt keinen Singlet-Zustand, also physikalisch nicht existent.
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10

Quantenchromodynamik (QCD)

10.1 QCD = SU(3)-Eichtheorie

Betrachte im Folgenden allgemein SU(N)-Eichtheorien, N > 2 (“Yang-Mills-Theorien”).
Uberlegungen analog zur U(1)-Eichtheorie (Abschnitt .

Starte erneut mit der Lagrange-Dichte des freien Dirac-Felds,

£,0:0) = d(iy" 0, —m), (441)
wobei 1) ein N-komponentiger Vektor im “Farbraum” ist, d.h. ¢ = (1, ... ™).

Fordere Invarianz von £ unter lokalen SU(N)-Transformationen,

ba) = Y(@) = G@pwe) . G@) = exp(-id@)T"), (442)
wobei T'* die Erzeugenden der SU(N) bezeichnen, z.B. T* = ¢%/2 fiir SU(2) oder

T = \%/2 fiir SU(3). Modifiziere die Lagrange-Dichte des freien Dirac-Felds auf minimale

Weise, so dass die Forderung nach lokaler SU(N)-Symmetrie (= Eichsymmetrie) erfiillt
ist.

Fiihre ein neues Feld A, = AjJT® ein (eine N x N-Matrix im Farbraum), das sich unter
Eichtransformationen gemaf

Au(x) — A (x) = G(x)(Au(x)—k;BM)Gl(x) (443)

transformiert.

Definiere analog zur U(1)-Eichtheorie eine kovariante Ableitung D, = 0, — igA,. Diese
transformiert sich unter Eichtransformationen geméaf

D, — D; = 8H—igG(:c)(AH(m)+;8u>G1(x) =

= G(2)0,G N (z) + (0,G(2)) G (z) + G(x)( - igAM(:c))G’l(a;)
+G(2)(8,G7 () =
= G(z)D,G !(z). (444)

Es folgt Dyi(x) — D)3’ (z) = G(2)Dyy(x), womit sich leicht eine eichinvariante Modifi-
kation von (441]) konstruieren lasst,

L0000, Ay) = $(v" D —m)v. (445)
Konstruktion des kinetischen Terms fiir das Eichfeld A,:
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— Feldstérketensor (ebenfalls eine N x N-Matrix im Farbraum):
i i
F,. — -0, —igA,, 0, —igA)] =
! pl P . ]

= 0,A, — 0,A, —ig[A,, A, (446)

Dy, D)

Dieser ist im Gegensatz zum Abelschen Fall nicht eichinvariant, sondern transformiert
sich unter Eichtransformationen geméf Fy,, (z) — F},,(z) = G(x)F, ()G~ (x).

— Eine einfache Lorentz- und eichinvariante Kombination dhnlich zum kinetischen Term
der U(1)-Eichtheorie ist
Tr (F‘“’FW> . (447)

e Lagrange-Dichte der QCD:

Lacp (s, duvbp Ay) = Y Wy (iv“Du - mf) by = %Tf <F ’”Fw)v (448)
f=u,d,s,c,b,t

wobei 1y Quarks und Antiquarks und A, Gluonen beschreibt (m, ~ 2.3 MeV,

mg ~ 4.8MeV, mg ~ 95MeV, m. =~ 1.28GeV, my ~ 4GeV, my ~ 170GeV). Die in
Kapitel [9]aus phénomenologischer Sicht diskutierten Isospin-, Flavor- und Farbsymmetrien
sind nun auf fundamentaler Ebene sichtbar.

e Quantisierung der QCD:

— Nicht einfach, Probleme bereiten erneut die unphysikalischen Eichfreiheitsgrade (siehe
die Quantisierung des Maxwell-Felds, Abschnitt [5.4)).

— Auf Grund der notwendigen Eichfixierung treten neue Felder, sogenannte Geistfelder
auf (Spin-0-Teilchen die sich dennoch wie Fermionen verhalten).

— WWs, d.h. Vertices in Feynman-Diagrammen: 19 A,,, (4,)3, (A,)*; dariiber hinaus
noch WWs mit den Geistfeldern, deren Struktur von der gewihlten Eichfixierung
abhéngt.

— Siehe z.B. Vorlesung “Quantenfeldtheorie II” im Sommersemester [§].

10.2 Weitere Phinomene der starken WW/QCD

e Die folgenden Phénomene werden hier nur oberflachlich beschrieben. Eine detailliertere
Behandlung findet sich ebenfalls in der Vorlesung “Quantenfeldtheorie 117 [8].
10.2.1 Laufende Kopplung und asymptotische Freiheit

e Genau wie in der QED héngt auch die QCD-Kopplungskonstante g von den Impulsen
der ein- und auslaufenden Teilchen (Quarks- und Gluonen) ab (“laufende Kopplung”,
“Running Coupling”).

e Grofie Energien und Impulse Z Aqcp ~ 200 MeV:
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— Die QCD-Kopplungskonstante g wird klein (umgekehrt bei der QED), man spricht
von “asymptotischer Freiheit”.

— Storungstheorie ist eine gute Naherung, kann z.B. zur Berechnung hochenergetischer
Streuprozesse verwendet werden.

¢ Kleine Energien und Impulse <Agcp ~ 200 MeV:

— Die QCD-Kopplungskonstante g wird grofi (umgekehrt bei der QED).

— Storungstheorie versagt, da gz 1. Massen von Hadronen (gebundene Zusténde von
Quarks und Gluonen mit iiberwiegend niedrigen Impulsen) kénnen nicht im Rahmen
der Stérungstheorie berechnet werden (numerische Rechnungen notwendig — Gitter-

QCD).

d.zl

= Ver

/
S

r

1 1 il
4T

KIAAX Y Februar 2024 (28. Vorlesung) *****

10.2.2 Confinement

e Quarks treten bei niedrigen Energien und Temperaturen nicht isoliert auf, sondern stets in
Form von gebundenen farbneutralen Zustdnden, den sogenannten Hadronen, entweder als
Mesonen (Quark-Antiquark-Paare) oder als Baryonen (drei Quarks bzw. drei Antiquarks).
Dieses Phénomen wird als “Confinement” bezeichnet.

e Versucht man ein Quark aus einem Hadron zu entfernen, also zu isolieren, entsteht bei
einem Abstand von = 1fm ein neues Quark-Antiquark-Paar. An Stelle eines isolierten
Quarks erhilt man erneut ein Hadron.
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e Verstindlich wird das Phénomen des Confinements an Hand des (statischen) Quark-
Antiquark-Potentials, das sich z.B. mit Gitter-QCD berechnen lisst (erste Gitter-QCD-
Berechnungen in den 1980er Jahren [siehe z.B. Arbeiten von Michael Creutz]; eine Stan-
dardgroBe, die sehr héufig berechnet wird; Abbildung aus [10]). Im Gegensatz zum Elek-
tromagnetismus oder der Gravitation wird die Kraft zwischen einem Quark und einem
Antiquark mit steigendem Abstand nicht kleiner, sondern bleibt konstant. Die zur Sepa-
ration notwendige Energie ist also nicht endlich, sondern wéchst linear mit dem Abstand

an. Ab ~ 1 fm ist ausreichend Energie vorhanden, um ein neues Quark-Antiquark-Paar zu
bilden.

0.50
_ 025
2
o 0.00
® _0.25 :
£ 050 — V/Bt;~0.088 fm x?*/DOF =0.818
a8 e — Cornell fit
<°-0.75 0 8tr = 0.102 fm
y \/— ® ensemble A
-1.00 8tr=0.112fm  , onsemble B
_— \/ST'fz 0.121fm = ensembleC
-1.25

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
r[fm]

e Das qualitativ unterschiedliche Verhalten der starken Kraft im Vergleich zur elektroma-
gnetischen Kraft wird hdufig mit der Tatsache in Verbindung gebracht, dass Gluonen
selbst Ladung tragen und sich damit gegenseitig anziehen kénnen (WW-Terme (A,)3,
(A,)%). Wie man ebenfalls mit Gitter-QCD-Rechnungen nachweisen kann, breitet sich das
von einem Quark ausgehende gluonische Feld nicht in alle Richtungen aus, sondern ist
in einer Art Rohre (“Flussschlauch”, “String”) konzentriert, die das Quark mit anderen
Quarks/Antiquarks verbindet. Der Querschnitt des Flussschlauchs ist im Wesentlichen
unabhingig vom Abstand der von ihm verbundenen Quarks, was wiederum das lineare
Potential erklért.

r ~ 0.56 fm r~ 0.93fm
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10 ¥ 10 T
8(Zg 0.0014 8|Zg 0.0014
6 6
4 0.0012 4 0.0012
2 2
4 0.0008 " 0.0008
-6 0.0006 -6 0.0006
- 2 2 2 - - 2 2 2 -
12 AE, AE, AE, 18 AE, AE, AE,
s 0.0004 s 0.0004
6 6
.0002 .0002
M 0.000: A 0.000:
2 0 2 0
2 -0.0002 2 -0.0002
-4 -4
) -0.0004 -6 -0.0004
-8 AB? B, 4B? -8 AB2 2B, 4B?
-10 -0.0006 -10 -0.0006
864202468 64202468 64202468 864202468 64202468 642024638
z/a z/a z/a z/a z/a z/a

(Beitrige zur gluonischen Energiedichte [obere Reihe: chromoelektrische Feldkomponenten;
untere Reihe: chromomagnetische Feldkomponenten]; Abbildung aus [I1])

10.2.3 Beobachtete Hadronen

e Siche z.B. die www-Seite der Particle Data Group http://pdg.1bl.gov/ [7].
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11 Der Higgs-Mechanismus

e Motivation:

— Die fundamentalen Krifte werden fast alle durch Eichtheorien mit entsprechenden
masselosen Eichbosonen beschrieben (Elektromagnetismus, starke WW, Gravitation).
Die schwache WW passt dagegen nicht ins Bild (massive W- und Z-Bosonen) ...7

— Der Higgs-Mechanismus erlaubt die Vereinheitlichung von elektromagnetischer und
schwacher WW zur elektroschwachen WW auf der Ebene von Eichtheorien.

— Der Higgs-Mechanismus erklért, wie Teilchen Masse erhalten.

e Der Higgs-Mechanismus wird im Folgenden an Hand eines einfachen Modells, der skalaren
Elektrodynamik (keine direkte Entsprechung in der Natur), erldutert:

1

L(¢,Ap) = (D) (Dpg) = VI(9) = L I Fuy (449)

mit der iiblichen kovarianten Ableitung D, = 0,, — ieA,,.

e Bisher stets Potentialstruktur V(¢) = m?¢*¢+ \(¢*¢)?. Dieses Potential entspricht einem
Massenterm bzw. einer Masse m fiir ¢-Teilchen und einer 4-Teilchen WW.

2

e Was passiert bei umgekehrter Wahl des Vorzeichens vor m® ...7 D.h. studiere im Folgenden

das Potential

A 2\ 2 A2
Vi) = §(ve-) = #-Tp oot reer (450)
——

=m?2

wobei A > 0 (“Mexican-Hat-Potential”, “Higgs-Potential”).

NV (9)

rotalions+

\ 9Ywme_h AN /
NGEEE: SaaER

\\;// 4

" v Rc(¢
-7/ e
e m? = —\v?/4 < 0, also negatives Massenquadrat ...? Haben ¢-Teilchen eine imaginire

Masse ...7

e Nein, Storungstheorie ist fir m? < 0 i.d.R. nicht direkt anwendbar. Der Grund hierfiir
lésst sich einfach an Hand der QM illustrieren.
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— QM Teilchen in einer Dimension, Masse m, Potential
V(z) = +mwz?/2+ (451)

(m,w, A > 0):

Storungstheorie basiert auf einer Entwicklung um die gel6ste Theorie mit Potential
V(x) = +mw2?/2 (HO). Fiir hinreichend kleines A und niedrige Energieeigenzustéinde
der “z*-Theorie” #hneln die Energieeigenzustinde den HO-Energieeigenzustinden.
Anschaulich spiiren die entsprechenden Wellenfunktionen den z*-Term kaum, d.h.
dessen Effekt kann Ordnung fiir Ordnung in A berechnet werden. Ist man z.B. an
den niedrigen Energieeigenwerten interessiert, ist Storungstheorie bereits in fithrender
Ordnungen in A eine gute Ndherung.

— QM Teilchen in einer Dimension, Masse m, Potential

2\ 2 2
V() = Z(ﬂ - ”2> = #— %xQ + #at (452)
(m, A\, v > 0):

Die eben angestellten Uberlegungen sind nicht iibertragbar. Der “HO” mit

V(z) = —\v?x?/4 ist mathematisch 16sbar, macht aber physikalisch wenig Sinn (die
Energie ist nach unten unbeschriankt, die niedrigen Energieeigenzustdnde haben also
unendlich groBe negative Energie). Die niedrigen Energieeigenzustinde der z-Theorie
sind in den beiden Potentialtopfen konzentriert und haben offensichtlich endliche
Energie. Die beiden Theorien haben im Hinblick auf das Spektrum also wenig mitein-
ander zu tun, eine Storungsentwicklung der Energieeigenwerte macht deshalb keinen
Sinn.

— Ausweg:
Storungsentwicklung um einen der beiden Potentialtopfe, d.h. um zg = 4v/v/2. Setze
zu diesem Zweck z = xo + y. Fiir das Potential ergibt sich

V()—>3 SR 2—£2—5i\/§+22—
v 1 oY) Te) T wev) =
Av? Av? 2 1
_ N v<ivy3+ y4>. (453)

:‘/int (y)

Fiir hinreichend niedrige Energien sehen die beiden Potentialtépfe néherungsweise
wie HOs aus, d.h. die Energieeigenzustéinde #dhneln den bekannten Eigenzustinden
des HOs. Eine Storungsentwicklung in der neuen Koordinate y mit WW-Term Vin(y)
macht bei kleinen 1/v also Sinn.

e Verallgemeinerung auf Feldtheorien: Finde zuerst die energetischen Minima einer Theorie
(klassische Feldkonfigurationen, die die Energie minimieren). Benutze eines dieser Minima
als Entwicklungspunkt und wende Stérungstheorie auf die entsprechenden neuen Koordi-
naten (Feldauslenkungen relativ zum Entwicklungspunkt) an.

e Anwendung auf skalare Elektrodynamik mit Potential (450)):
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— Die Minima des Potentials (450) liegen in der “Hutkrempe” |¢| = v/+/2. Definiere
also neue Koordinaten geméafl

1 ,

x) = —(v+px )67”((33)/1) 454
o) = 5 (vt (454)
mit p,x € R, p > 0.

— Das Feld x steht im Exponenten, ist daher mathematisch nur schwer zu behandeln.
Benutze daher die U(1)-Eichsymmetrie, um dieses Feld zu eliminieren. Eichfixierung
x(x) = 0 (offensichtlich erfiillbar, da unter Eichtransformationen

p(z) — ¢'(z) = e 1@ (), siehe (401)).
— Die Struktur der Lagrange-Dichte verédndert sich:

o@) > s (v+ (o) (455)
Dyup(x) — (%—ieAu(w))\%(Hp(x)) jg)ﬂp( )= 5@ (v + o))
(456)
Av? 9 AV 3 A 4
V(o) = Vi) = S(p@)+ Se@) + S e@), (457)
also
£(¢aAM) - E(paAN) =
1 Iz 1 1% e? M 2
= 5(0"0)(Oup) = V(p) = TF" Fuy + S A @) Au(@) (v + pla)) (458)

e Physikalische Interpretation der Theorie (458) (“Welche Teilchen beschreibt sie?”):

— Feld p:
x Reelles Feld, ein FHG, Teilchen ist also gleich Antiteilchen.
* Quadratischer p-Term mit negativem Vorzeichen —\v?p? /4, also massive Teilchen
mit Masse m, = /Av?/2.
— Feld A,:
* Quadratischer A,-Term mit positivem Vorzeichen —|—€2U2A“Au /2, also keine Pho-
tonen mehr, sondern massive Vektorbosonen mit Masse m 4 = ewv.
— Abzidhlen der FHGs:

* Vorher: ¢ (2 FHGs), A, (2 FHGs; ein Photon hat zwei Polarisationsrichtungen

[Abschnitt [5.4]).
* Nachher: p (1 FHGs), A, (3 FHGs; ein massives Vektorboson [d.h. ein Spin-1-
Teilchen| hat drei Spineinstellungen).

* Das Umschreiben der Theorie auf einen geeigneteren Satz von Feldvariablen
veréndert also nicht die Anzahl der FHGs (ein guter Cross-Check).

— WWs, d.h. Vertices in Feynman-Diagrammen: p3, p?, pA*A,,, p? A A,,.
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— ¢ bzw. p werden als Higgs-Felder bezeichnet.

— Die Lagrange-Dichte mit dem Mexican-Hat-Potential ist zwar U(1)-sym-
metrisch beziiglich ¢, das Potential bewirkt aber, dass die klassischen Grundzusténde,
um die eine Storungsentwicklung und Teilcheninterpretation sinnvoll ist, diese Sym-
metrie nicht mehr besitzen. Die U(1)-Symmetrie ist damit dynamisch gebrochen, die
masselosen Eichbosonen werden zu massiven Vektorbosonen. Dieser Mechanismus,
d.h. dass zunéchst scheinbar masselose Teilchen zu massiven Teilchen werden, wird
als Higgs-Mechanismus bezeichnet.
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KHFAAF 12, Februar 2025 (29. Vorlesung) *****

12 Das Standardmodell der Teilchenphysik

e Literatur: [3], Kapitel 87 bis 89.

e Beschreibt starke, schwache und em WW durch eine SU(3) x SU(2) x U(1)-Eichtheorie.
Gravitation ist nicht Teil des Standardmodells der Teilchenphysik.

e Leptonen:
Jeweils drei Sorten von linkshidndigen Weyl-Feldern in den Darstellungen (1,2, —1/2) (be-
deutet z.B. Singlet beziiglich SU(3), Doublet beziiglich SU(2), U(1)-Ladung —1/2 [Hyper-
ladung bzw. Hypercharge, entspricht nicht der elektrischen Ladung]) und (1,1,+1).

e Quarks:
Jeweils drei Sorten von linkshéndigen Weyl-Feldern in den Darstellungen (3,2,+1/6),
(3,1,-2/3), (3,1,+1/3).

o Higgs-Feld:
Ein komplexes Skalarfeld in der Darstellung (1,2, —1/2).

12.1 Elektroschwacher Eich- und Higgs-Sektor

e Starte mit dem Higgs-Feld (Darstellung (1,2,—1/2)) und den relevanten SU(2) und U(1)
Eichfeldern:

— Reicht aus, um zu verstehen, warum die Austauschteilchen der schwachen WW (/-
und Z-Bosonen) massiv sind (Eichtheorien implizieren i.d.R. masselose Vektorboso-

nen; siehe Abschnitte [8.1| und [10.1]).

— Der zu Grunde liegende Mechanismus ist der Higgs-Mechanismus (siehe Kapitel .

— Die Eichgruppen SU(2) und U(1) miissen gleichzeitig betrachtet werden. Bei Iden-
tifikation der physikalischen FHGs mischen die beiden Eichgruppen auf Grund des
Higgs-Mechanismus. Nach geeigneter Eichfixierung verbleibt eine U(1)-Symmetrie,
die der em WW entspricht (dies ist nicht die U(1)-Symmetrie, mit der gestartet wur-
de).

e Lagrange-Dichte:

1 v,a a 1 v
El = (Du¢)T(Du¢) - V((ZS) - ZF# ’ F;u/ - zB’u BMV (459)
mit dem Higgs-Potential
A 02\ 2
Vie) = 7 <¢Td> - 2) (460)
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der kovarianten Ableitung

@ 1
Do = 5u¢—i<9214202+913u<—2)>¢ =

i < +g2 A3 — 1By ga(A}, —iA2) > 5 (461)

Oud — = ;
n® 2 gg(A}L + ZAZ) —ggAi — 1By

(also SU(2)-Eichfeld A, = Afc®/2 und U(1)-Eichfeld B,,) und den iiblichen Feldstérke-

tensoren
F;lez = 8MA$ — 8,,142 + ggﬁabcAZA,Cj ) B;u/ = auBV - auBu (462)

(Fuw = Fj,0/2; die linke Gleichung in (462) ist damit &quivalent zu (446)), wie man durch
eine kurze Nebenrechnung zeigen kann [ist als Ubung zu empfehlen|; in &hnlicher Weise
gilt bzw. kann man zeigen —(1/2)Tr(F* F),,) = —(1/4)FFFg)).

o Identifikation der physikalischen FHGs:

— Stérungsentwicklung um eines der Minima des Higgs-Potentials. Diese liegen bei
6] =v/V2.
— Eichfixierung ¢(x) = (v + H(x),0)/v/2, wobei H ein reelles Feld ist.

— Das Feld ¢ verliert durch die Eichfixierung drei FHGs. Dies deutet an, dass die masse-
losen Eichfelder diese FHGs erhalten und damit drei massive Vektorbosonen entstehen

(analog zu Kapitel .
— Das Higgs-Potential verdndert seine Struktur:

v? A A
Vi) — V(H) = g2y 203y St (463)
4 4 16
Die Masse des Higgs-Teilchens ist damit (mgy)? = \v?/2.

— Der kinetische Term des Higgs-Felds veréndert seine Struktur:
1 T
(D) (Dug) = 5(D"w+H,0)) (Dulv+ H,0)). (464)

Der v2-Anteil entspricht Massentermen fiir die Eichfelder:

v? +g2 AP — g1 B go( AP — A2 + A3 — 1B, ...
8 92( H—i—’z M)

(465)
Die gemischten Terme (D*v)"(D,H) und (D*H)'(D,v) heben sich gegenseitig weg.

— Eine Lagrange-Funktion, ausgedriickt durch physikalische FHGs, enthilt keine ge-
mischten quadratischen Terme. Dies erreicht man durch folgende Linearkombination:

1 , _ 1 ,
WS = E(A}ﬁzAi) , W, o= wht E(AL+1AZ) (466)
Z, = +cwAd—suB, , A, = +suAl+cuBy (467)
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mit ¢, = cos(0y), Sy = sin(fy,) und 6, = atan(gy/g2). Der Massenterm (465)) wird
zu

SR (2 ) (G e -

= (mw)*WHrw,; +( 2) Z'7, (468)

mit my = vga/2 und myz = vga/2¢,, = myy/cy. Das masselos verbleibende Vektor-
boson A, entspricht dem Photon.

e Lagrange-Dichte in physikalischen FHGs: Nach Einsetzen der physikalischen Vektorboson-
felder (466]) und (467) in die kinetischen Terme der Eichfelder F*"*Fg, und B*” By, ergibt
sich

L =
— oy - Mgz Mg T
2 . 2 20 8v?
1 14 1 14 V,—
— P By = 2 2, — (DY) (D Wi —DVWJ)
H 2
+<( w) W, +( 2) Z“Z)( +U>
+ie (FW + cot(@w)Z‘“’> WiEw,
2
o oyt v,+ w1V T —
282<W W W W, — W W W). (469)

— Zeile 1: Massives reelles Higgs-Feld und dessen Selbst-WW.
— Zeile 2: Kinetische Terme der Vektorbosonen, wobei

Fo = 0,A,—0,A, , Zuw = 0uZ,— 0,2, (470)
Fiir die kovariante Ableitung gilt
Dy = Op—igAl = 8, —ic(Ay+cot(6,)Z,) (471)

mit der em Kopplungskonstante e = ga25,, d.h. die W-Bosonen sind elektrisch geladen
und tragen Ladung +e.

— Zeile 3: Massenterme der W- und Z-Bosonen, WWs der W- und Z-Bosonen mit dem
Higgs-Feld.

— Zeile 4 und 5: WW-Terme der Vektorbosonen untereinander.

— Die Beziehungen zwischen den vier physikalischen Parametern mpg, my, mz und e
und den vier urspriinglichen Parametern A, v, g1 und g nochmals zusammengefasst:
(mp)? = M?/2 ~ 125GeV (?),
mw = vga/2 = 80.4 GeV,
myz = mw/cy = 91.2 GeV (wobei 0, = atan(g;/g2) und damit s2 = 0.223),
€ = g9Sy-

e Obwohl mit einer SU(2) x U(1)-Eichtheorie gestartet wurde, ist aufgrund des Higgs-
Mechanismus und nach der Identifikation der physikalischen FHGs, unter anderem mit

Hilfe einer geeigneten Eichfixierung, lediglich noch eine U(1)-Eichsymmetrie sichtbar. Die-
se entspricht nicht der urspriinglichen U(1)-Eichsymmetrie.
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12.2 Lepton-Sektor

e Fiige zur Lagrange-Dichte £; (Gleichung (469))) drei Familien/Generationen von Leptonen
hinzu, (e, ve), (i, v,) und (7, v7).

e Starte zunéchst mit einer Familie, (e, v,). Diese wird durch linkshéndige Weyl-Felder (sie-
he Abschnitt I und € (der Uberstrich ist Teil des Namens, bezeichnet also keine
Komplexkonjugation, etc.) in den Darstellungen (1,2, —1/2) und (1,1, +1) beziiglich der
FEichsymmetrie beschrieben. Da nur linkshéndige aber keine rechtshindigen Weyl-Felder
verwendet werden, bricht dieser Teil des Standardmodells die Paritiit.

e Kinetische Terme:
Lieptonin = 16" Dyl +ie'a" D, e (472)

mit ¢# = (1,—d) (analog zu den y-Matrizen fiir Dirac-Spinoren) und den kovarianten

Ableitungen

. 00 1
D, = 0d—i ggAM7 +91B,| — 5 ! (473)
D,e = 0,e—igi1Bu(+1)e. (474)

e Aufgrund der Tatsache, dass nur linkshiéndige aber keine rechtshéindigen Weyl-Spinoren
zur Verfiigung stehen, und der Forderungen nach Lorentz-Invarianz, Eichinvarianz und
Renormierbarkeit ist lediglich ein WW-Term folgender Form erlaubt:

Elepton,Higgs—WW = _yeab¢albé+h-c-7 (475)

wobei y eine Kopplungskonstante und e der total antisymmetrische Tensor ist

(e!2 = +1), die Indizes a und b die Doublets der SU(2)-Eichgruppe betreffen und im
Spinraum die {ibliche abkiirzende Schreibweise lé = ePlges = [T (—ioy)e (ist ein Lorentz-
Skalar) verwendet wurde.

KFAAH 14. Februar 2025 (30. Vorlesung) *****

e Die in Abschnitt (12.1) gewiihlte Eichfixierung ¢(x) = (v + H(z),0)/v/2 verindert die
Struktur von (475):
Elepton,Higgs—WW = _i(v + H) <l2é + hC) . (476)

V2

e Verwende die Notation [ = (I',1?) = (v, e). Definiere einen Dirac-Spinor £ = (e, +ic?e*),
das Elektron-Feld (man kann zeigen, dass sich +io?e* unter Lorentz-Transformationen
wie ein rechtshiandiger Weyl-Spinor transformiert; aus Abschnitt ist bekannt, dass ein
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Dirac-Spinor eine Kombination eines links- und eines rechtshindigen Spinors ist). Damit

wird (476) zu

['lepton,Higgs—WW = _%( +H)<6T(_i02)é+éT(+i02)e*> =
_ 7%( +H)(éT(—iog)enLeT(vLiag)é*) - f%( + H)EE (477)

(beim Vertauschen der Reihenfolge von e und e tritt ein zusétzliches Minuszeichen auf, da
e und € bereits wie fermionische Operatoren behandelt werden miissen), wobei die chirale
Darstellung

7 = <f1 451> e)

verwendet wurde, d.h. £ = €170 = (&7(—io?),el). Das Elektron hat damit die Masse
me = yv/+v/2 erhalten.

e Definiere fiir das Neutrino ebenfalls einen vierkomponentigen Spinor, N7, = (v,0).

e Ausdriicken der Ableitungsanteile der kinetischen Terme (472)) durch & und N:
»Clepton,kin = z’g_v“aué‘ + i/\_/’m*‘auN +... (479)

e Analog zu Abschnitt konnen die verbleibenden WW-Terme, die den kovarianten Ab-
leitungen entspringen, durch die physikalischen FHGs &£, N, ch, Z, und A,, ausgedriickt
werden:

e

Lloptonkin = .-+ % (Wi s W) + S 2" e T (480)
mit

JhT = NpyrEL o, JRT = EpPNL (481)
gl = %(/\_/’L’}/”NL—SL’Y“EL)—S?UJ“’GIH (482)
Jrem —  _gyug (483)

und &1 = (1 —5)€/2 = (e,0).

e Die Terme iE4#0,E aus (A79), eA,JH™ = iEyFieA,E aus (480)) und

—yvEE/V2 = —mEE aus (477) bilden zusammen
iEV'DLE —meEE ., D, = 0,+ieA,, (484)
also im Wesentlichen die Lagrange-Dichte der QED (408|) (bis auf eine Umdefinition von

e — —e [in diesem Kapitel e > 0], Beschrinkung auf eine Familie und den kinetischen
Term der Photonen, der sich bereits in (469)) findet).

e Die WW-Terme in (477) und (480) konnen in gewohnter Weise interpretiert werden.
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— Experimentelle Beobachtung: Elektronen sind einfach elektrisch geladen, Neutrinos
dagegen elektrisch neutral.

— Dies spiegelt sich konsistent in den WW-Termen in (480) wieder: Es existiert kein
WW-Term, in dem N7, und A, vorkommt.

e Erweiterung auf drei Familien:
— Kinetische Terme: Summiere iiber drei Familien,
3
Lieptongin = > ({0 DI +i(eW)la# D, o). (485)
A=1
— WW-Terme: Der allgemeinste erlaubte WW-Term ist

3
£1epton,Higgs-WW - = Z (yABeabgbalb’(A)é(B)+h-c->§ (486)
A,B=1

dieser kann durch geeignete unitére Transformationen der Feldvariablen
1A LABZ(B) und &) — EABé(B) “entkoppelt” werden, d.h.
yap — diag(y1,y2,y3)ap mit y4 € R; damit

3
£1ept0n,Higgs-WW - = Z <yA€ab¢alb’(A)é(A) + hC) . (487)
A=1

— Jede weitere Lepton-Familie ((14,7,), (,v;)) hat also genau die gleiche Struktur, wie
(e, ve)-

e Der Lepton-Sektor tragt
[:2 = Elepton,kin + Elepton,Higgs-WW (488)

zur Lagrange-Dichte des Standardmodells bei.

e Beispiel-Prozess: Myon-Zerfall, u= — e~ + . + v, (siche z.B. [3], Kapitel 88).

v =
)= P
- \"Y o
/174 20 0 0

N N

\ —

\Z

.\&-‘ P

12.3 Quark-Sektor

e Die Konstruktion ahnelt der des Lepton-Sektors.

e Fiige zur Lagrange-Dichte £ + Lo (Gleichungen [469) und (488])) drei Familien/Generatio-
nen von Quarks hinzu, (u,d), (¢, s) und (¢, b).
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e Starte zunédchst mit einer Familie, (u, d). Diese wird durch linkshidndige Weyl-Felder (sie-
he Abschnitt ¢, % und d (der Uberstrich ist Teil des Namens, bezeichnet also keine
Komplexkonjugation, etc.) in den Darstellungen (3,2, +1/6), (3,1,—2/3) und (3,1, +1/3)
beziiglich der Eichsymmetrie beschrieben (3 bezeichnet die komplex konjugierte Darstel-
lung zu 3 mit den Erzeugenden 75 = —(T3)*). Da nur linkshéindige aber keine rechtshéindi-
gen Weyl-Felder verwendet werden, bricht dieser Teil des Standardmodells die Paritiit.

e Kinetische Terme:
Lowarkyin = i¢'6"Dyq +ia'a" Dyt +id 6D, d (489)

mit den kovarianten Ableitungen

, o\ o 1
D,g = 0ug—i <93Au2 + ggAu? +g1B, ( + 6)>q (490)
A 2
D,u = 0uu-— i(ggAZz + ngH( — 3))71 (491)
_ - ¢ 1\ -
Dyd = 0,d- ¢<93AZ2 +g1B,, < + 3>>d (492)

(A = —(\%)*; das SU(3)-Eichfeld Aj, beschreibt Gluonen).

e Aufgrund der Tatsache, dass nur linkshéndige aber keine rechtshindigen Weyl-Spinoren
zur Verfiigung stehen, und der Forderungen nach Lorentz-Invarianz, Eichinvarianz und
Renormierbarkeit sind lediglich WW-Terme folgender Form erlaubt:

£quark,Higgs-WW = _y//(¢a)fqacac - yleab¢aqchc =+ h.C., (493)

wobei ¢ und 3" Kopplungskonstanten sind, die Indizes a und b die Doublets der SU(2)-
Eichgruppe und c die Triplets der SU(3)-Eichgruppe betreffen und im Spinraum die iibliche
abkiirzende Schreibweise qii = e Bqptiy = q7 (—ioy)u (ist ein Lorentz-Skalar; analog fiir

qd) verwendet wurde.

e Die in Abschnitt gewihlte Eichfixierung ¢(z) = (v+ H(x),0)/+/2 verindert die Struk-
tur von (493)):

7 /
Louarcttiggsvww = =50+ g — (0 + M) + b (494)

e Verwende die Notation ¢ = (¢'¢,¢%*) = (u,d°) im SU(2)-Raum. Definiere die Dirac-
Spinoren U¢ = (u¢, +io?(u)*) und D¢ = (d, +ic?(d)*), die u- und d-Quark-Felder (diese
Felder gehoren zur 3-Darstellung der SU(3)-Eichsymmetrie). Damit wird (494) zu

y// _ y/ _
L quark, Higgs- = ... = ——@wW+HUU - =—=(v+ H)DD" 495
quark,Higgs-WW \/5( ) \/5( ) (495)

(im Folgenden werden die SU(3)-Farbindizes ¢ weggelassen). Das u-Quark hat damit die
Masse m,, = y"v/v/2, das d-Quark die Masse mg = y'v/+/2 erhalten.
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e Ausdriicken der Ableitungs- und gluonischen Anteile der kinetischen Terme (489) durch ¢
und D:

Lauarkkin = UVDU+IiDYD,D+... , D, = 0, —igsAy. (496)

e Analog zu den Abschnitten [[2.1] und [12.2 kénnen die verbleibenden WW-Terme, die den
kovarianten SU(2)- und U(1)-Ableitungen entspringen, durch die physikalischen FHGs U,
D, Wﬁt, Z, und A, ausgedriickt werden:

(&

Lonarkiin = ...+\%(W;JW+W;J%+) e O (497)
mit
JhT = Uy*Dp , T = Diytu (498)
1/ _
Jwe = §<uquL—DLwDL) g2 Jem (499)
2 _ 1
JHm = —|—§Z/l'y“u—§D7“D (500)

und Uz, = (1 — v5)U/2 = (u,0) und analog fiir Dy,.
e Die Terme in ({96) und —y"vlid/\/2 — yvDD/V2 = —m UU — mygDD aus (495) bilden

zusammen
U DU — mUU +iDY*D,D —mgDD , D, = 0, —igsAu, (501)

also im Wesentlichen die Lagrange-Dichte der QCD (448)) (bis auf Beschréinkung auf eine
Familie und den kinetischen Term der Gluonen).

e Die WW-Terme in (495)), (496) und (497) kénnen in gewohnter Weise interpretiert werden.

— Experimentelle Beobachtung: u-Quarks tragen die elektrische Ladung +2/3, d-Quarks
die elektrische Ladung —1/3.

— Dies spiegelt sich konsistent in den WW-Termen, z.B. in (500)), wieder.
e Erweiterung auf drei Familien:

— Kinetische Terme: Summiere iiber drei Familien,
3
Laumrisin = O (10154, +i(a) 5 Dyt 1 i(d D)o D).
A=1

(502)

— WW-Terme: Der allgemeinste erlaubte WW-Term ist

3

Equark,HiggS-WW - - Z (yZB(gba)Tqa’(A)ﬂ(B) + y;lBeab(z)aqb’(A)CZ(B) + hC)
A,B=1

(503)
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Dieser kann durch geeignete unitére Transformationen der Feldvariablen
WD 5 Uapu®), 7@ 5 Uapa®, dD 5 Dapd® und d4 - Daypd® “ont-
koppelt” werden, d.-h. yi5 — diag(y{, 5, y5)ap und vy — diag(y], vh, y3)ap mit

Y4,y € R; damit

3
Equark,Higgs—WW - - Z (yjéll(¢a)Tqa7(A)ﬁ(A) =+ yf46ab¢aqb’(A)CZ(A) + h~C‘>;
A=1
(504)
in den Strémen, die an die W-Bosonen koppeln, vermischen sich jedoch die Quarkfa-
milien,
JhT S U VARDL MY DrVIyRUL (505)

mit der Cabibbo-Kobayasi-Masawa-Matrix (CKM-Matrix) V' = UTD. Diese kann
nach geeigneten Phasentransformationen der Feldvariablen ¢(4) — e*agf(4) und

DA 5 ¢iBaDA) qurch vier reelle Grofen 01, 05, 03 und d parametrisiert werden
) ) p )
+c1 +s1c3 +5153
V = —81C2  Fc1cocs — S983€0  Hcicass + saczet® (506)
—518y  +c182¢3 + cas3e®  ¢1s983 — cacze®

mit s1 = 0.224, so = 0.041, s3 = 0.016 und § = 40° entsprechend experimentellen
Beobachtungen.

e Der Quark-Sektor tréigt

1
£3 = Equark,kin + Equathiggs—WW - Z]:MV’(I]:;:V (507)
zur Lagrange-Dichte des Standardmodells bei, wobei F, der iibliche gluonische Feldstérke-
tensor ist,
Fo, = OuAL — 0, A% + g3 A AS. (508)

e Beispiel-Prozess: m1-Zerfall, 77 — et 4+ v, (71 = du).

— el
1 7 _ R .
L o(\} o A d
| Y7 N
— 'v,'
| G

12.4 Die Lagrange-Dichte des Standardmodells
e Kombiniere die Betréige der drei vorausgegangenen Abschnitte:

Lsvy = L1+ Lo+ Ls. (509)
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