
H. van Hees Sommersemester 2026

Übungen zur Theoretischen Physik 1 für das Lehramt L3 – Blatt 9

Aufgabe 1 (10 Punkte): Poisson-Klammeralgebra
Es seien A, B und C beliebige Phasenraumfunktionen, also Funktionen von (q , p)≡ (q1, . . . , q f , p1, . . . q f ).
Zeigen Sie, dass die folgenden Formeln für Poisson-Klammern erfüllt sind:

(a) (2 Punkte) {A,λ1B +λ2C }pb = λ1 {A,B}pb + λ2 {A,C }pb, wobei λ1,λ2 ∈ R beliebige Konstanten
sind.

Lösung: Mit der abkürzenden Schreibweise aus dem Hinweis folgt die Behauptung sofort aus der
Linearität der partiellen Ableitungen:

{A,λ1B +λ2C }pb = Jαβ(∂αA)[∂β(λ1B +λ2C )]

= Jαβ∂αA(λ1∂βB +λ2∂βC )

= λ1 {A,B}pb+λ2 {A,C }pb .

(1)

(b) (1 Punkt) {B ,A}pb =−{A,B}pb.

Lösung: Dies ergibt sich aus der Antisymmetrie der Matrix Ĵ :

{B ,A}pb = Jαβ(∂αB)(∂βA) =−Jβα(∂βA)(∂αB) =−{A,B}pb . (2)

(c) (4 Punkte)
¦
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©

pb
= 0. (Jacobi-Identität)

Lösung: Für den ersten Term gilt
¦

A,{B ,C }pb

©

pb
= Jαβ(∂αA)∂β[Jγδ(∂γB)(∂δC ) = JαβJγδ(∂αA)[(∂β∂γB)(∂δC )+ (∂γB)(∂β∂δC )].

(3)
Die anderen beiden Terme erhält man daraus durch die „zyklische Permutation“ A→ B→C →A:

¦

B ,{C ,A}pb

©

pb
= JαβJγδ(∂αB)[(∂β∂γC )(∂δA)+ (∂γC )(∂β∂δA)], (4)

¦

C ,{A,B}pb

©

pb
= JαβJγδ(∂αC )[(∂β∂γA)(∂δB)+ (∂γA)(∂β∂δB)], (5)

Um die linke Seite des Ausdrucks zu erhalten, müssen wir (3-5) addieren. Betrachten wir nun die
beiden rot gefärbten Beiträge zu dieser Summe, folgt aus der Antisymmetrie der Matrix Ĵ und der
Vertauschbarkeit der zweiten partiellen Ableitungen von B

JαβJγδ(∂αA)(∂δC )(∂β∂γB)+ JαβJγδ(∂γA)(∂αC )(∂β∂δB)

=JαβJγδ(∂αA)(∂δC )(∂β∂γB)− Jγδ Jβα(∂γA)(∂αC )(∂δ∂βB) = 0.
(6)

Im letzten Schritt haben wir verwendet, dass sich der zweite Term vom ersten nur durch das Vorzei-
chen unterscheidet, da nur Summationsindizes umbenannt sind, d.h. die beiden Beiträge heben sich
gegenseitig auf. Die gleiche Überlegung zeigt, dass sich auch die blau bzw. grün gefärbten Beiträge
jeweils gegenseitig wegheben. Damit ist die Jacobi-Identität gezeigt.



(d) (3 Punkte) {AB ,C }pb =A{B ,C }pb+ {A,C }pb B .

Lösung: Dies lässt sich auf die Produktregel für partielle Ableitungen zurückführen:

{AB ,C }pb = Jαβ[∂α(AB)](∂βC ) = Jαβ[(∂αA)B +A(∂αB)](∂βC ) = {A,C }pb B +A{B ,C }pb . (7)

Hinweis: Die Rechnungen mit Poisson-Klammern werden erheblich vereinfacht, wenn man die Pha-
senraumvariablen wie folgt organisiert: (η1, . . . ,η f ,η f +1, . . . ,η2 f ) = (q1, . . . , q f , p1, . . . , p f ) und die reelle
(2 f )× (2 f )-Matrix Jab einführt mit

Ĵ =
�

0 f × f 1 f × f
−1 f × f 0 f × f

�

, (8)

wobei 0 f × f die f × f -Matrix mit allen Matrixelementen gleich 0 und 1 f × f = diag(1, . . . , 1) ( f -dimensio-
nale Einheitsmatrix) sind. Mit dieser Notation ist dann

{A,B}pb = Jαβ(∂αA)(∂βB), (9)

wobei griechische Indizes von 1 bis 2 f laufen und ∂αA = ∂ A/∂ ηα ist. Auch hier wird wieder die Ein-
steinsche Summenkonvention verwendet.
Beim Beweis der Jacobi-Identität benötigt man dann nur noch, dass ∂α∂βA = ∂β∂αA und die Antisym-

metrie von Ĵ , also Jαβ =−Jβα.

Bemerkung: Mit den Identitäten (a)-(c) erweist sich die Poisson-Klammer als eine Lie-Algebra, die auf
dem Vektorraum der Phasenraumfunktionen operiert.
Die Eigenschaft (d) macht die Poisson-Klammer zugleich zu einer sog. Derivation, so dass für die in der
Vorlesung definierten Lie-Ableitungen die Produktregel gilt.

Aufgabe 2 (10 Punkte): Endliche Galilei-Boosts als kanonische Transformation
Für den Galileiboost hatten wir als infinitesimale Generatoren

K⃗ = mx⃗ − p⃗ t (10)

gefunden. Wir betrachten nun einen endlichen Boost in Richtung von n⃗. Zur Abkürzung schreiben wir
im Folgenden K = n⃗ · K⃗ . Wir berechnen den endlichen Boost mittels dieses infinitesimalen Generators
auf zwei Arten:
(1) Mit Lie-Ableitungen (5 Punkte)
Die kanonische Transformation einer beliebigen Phasenraumfunktion, die durch den infinitesimalen Ge-
nerator K definiert wird, ergibt sich durch die Differentialgleichung

∂vΦv =−LKΦv =−{K ,Φ}pb = {Φ,K}pb . (11)

Formal ist die Lösung durch die Operatorexponentialfunkion gegeben, also

Φv = exp(−vLk )Φ. (12)

Nun ist
LK =Ln⃗·(mx⃗− p⃗ t ) = mLn⃗·x⃗ − tLn⃗· p⃗ . (13)

Man berechne die Operatorexponentialfunktion. Gehen Sie dabei wie folgt vor



(a) Zeigen Sie, dass
�

Ln⃗·x⃗ ,Ln⃗· p⃗

�

= 0 ist, d.h. dass

exp(−vLK ) = exp(−mvLn⃗·x⃗ )exp(v tLn⃗· p⃗ ) (14)

Lösung: In der Vorlesung haben wir gezeigt, dass

[LA,LB] =L{A,B}pb
. (15)

Nun ist
�

n⃗ · x⃗, n⃗ · p⃗
	

pb = na nb {xa , pb }pb = na nbδab = n⃗2 = 1= const ⇒
�

Ln⃗·x⃗ ,Ln⃗· p⃗

�

=L1 = 0. (16)

(b) Berechnen Sie die Wirkung der beiden Exponentialfunktionen durch Auswerten der Exponential-
reihe, berechnen Sie dazu zuerst

Ln⃗·x⃗Φ, Ln⃗· p⃗Φ (17)

und dann durch wiederholte Anwendung der Ergebnisse die Expontialreihen
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j
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Φ.

(18)

Lösung: Es gilt

Ln⃗·x⃗Φ= {n⃗ · x⃗,Φ}pb = n j

¦

x j ,Φ
©

pb
= n jδ j a∂pa

Φ= n⃗ · ∂ p⃗Φ,

Ln⃗· p⃗Φ=
�

n⃗ · p⃗,Φ
	

pb = n j

¦

p j ,Φ
©

pb
=−n jδ j a∂xa

Φ=−n⃗ · ∂x⃗Φ.
(19)

Einsetzen in die Exponentialreihen in (18) liefert dann jeweils Taylorreihen, die besagen, dass

exp(−mvLn⃗·x⃗ )Φ(x⃗, p⃗, t ) = Φ(x⃗, p⃗ −mv⃗, t ),
exp(v tLn⃗· p⃗ )Φ= Φ(x⃗ − v⃗ t , p⃗, t ).

(20)

Der Boost ist also durch
Φv (x⃗, p⃗, t ) = Φ(x⃗ − v⃗ t , p⃗ −mv⃗, t ) (21)

gegeben.

(c) Zeigen Sie durch Anwendung auf H = p⃗2/(2m), dass dies wirklich eine Symmetrie ist, d.h. dass
H ′(P⃗ ) =H (P⃗ ) ist, wobei P⃗ = p⃗v und H ′ =Hv ist.

Lösung: Da H = H ( p⃗) ist, folgt H ′ = Hv = H ( p⃗ − mv⃗) und P⃗ = p⃗v = p⃗ − mv⃗ und damit
H ′(P⃗ ) =H (P⃗ ), d.h. der Galilei-Boost ist eine Symmetrietransformation.

(2) Als endliche kanonische Transformation (5 Punkte)
Verwenden Sie das Resultat der vorigen Aufgabe, also die Transformation von (x⃗, p⃗) zu neuen Phasen-
raumvariablen (X⃗ , P⃗ ) = (x⃗v , p⃗v ), um die erzeugende Funktion der endlichen kanonischen Transformation
in der Form g (x⃗, P⃗ , t ) zu bestimmen, die die kanonische Transformation durch

p⃗ = ∂x⃗ g (x⃗, P⃗ , t ), X⃗ = ∂P⃗ g (x⃗, P⃗ , t ), H ′ =H + ∂t g (22)



definiert.
Lösung: Die obige Rechnung zeigt, dass die kanonische Transformation durch

X⃗ = x⃗v = x⃗ − v⃗ t , P⃗ = p⃗v = p⃗ −mv⃗ (23)

gegeben ist. Wir suchen nun die erzeugende Funktion, so dass diese Transformation gemäß (22) definiert
wird. Es ist also

p⃗ = ∂x⃗ g (x⃗, P⃗ , t ) = P⃗ +mv⃗ ⇒ g (x⃗, P⃗ , t ) = x⃗ · (P⃗ +mv⃗)+C1(P⃗ , t ) (24)

und
X⃗ = ∂P⃗ g (x⃗, P⃗ , t ) = x⃗ + ∂P⃗ C1(P⃗ , t ) = x⃗ − v⃗ t ⇒ C1(P⃗ , t ) =−P⃗ · v⃗ t +C2(t ). (25)

Es ist also
g (x⃗, P⃗ , t ) = x⃗ · (P⃗ +mv⃗)− P⃗ · v⃗ t +C2(t ) (26)

und damit schließlich

H ′ =H = ∂t g =
1

2m
p⃗2− P⃗ · v⃗ + Ċ2(t ) =

1
2m
(P⃗ +mv⃗)2− P⃗ · v⃗ + Ċ2(t ) =

1
2m

P⃗ 2+
m
2

v⃗2+ Ċ2(t ). (27)

Setzen wir C2(t ) =−mv⃗2 t/2, also

G(x⃗, P⃗ , t ) = x⃗ · (P⃗ +mv⃗)− P⃗ · v⃗ t − m
2

v⃗2 t , (28)

folgt schließlich

H ′ =
1

2m
P⃗ 2 =H (P⃗ ), (29)

d.h. der Boost ist eine Symmetrietransformation.

Homepage zu Vorlesung und Übungen:
https://itp.uni-frankfurt.de/~hees/theo1-l3-SS26/index.html

https://itp.uni-frankfurt.de/~hees/theo1-l3-SS26/index.html

