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Ubungen zur Theoretischen Physik 1 fiir das Lehramt L3 - Blatt 6

Aufgabe 1 (10 Punkte): Perle auf rotierendem Stab

Eine Perle der Masse 7 sei auf einem Stab befestigt, auf dem sie reibungsfrei gleiten kann, sowie an einer
Feder mit der Federkonstanten D und der Linge L (wenn sie entspannt ist) befestigt. Der Stab rotiere mit
der konstanten Winkelgeschwindigkeit co um die é5-Achse eines kartesischen Koordinatensystems.

Wir nehmen im Folgenden an, dass am Stabende bei x; = 0 die Perle festgehalten wird, d.h. es kann nicht
x! < 0 sein.
1

(a) (1 Punkt) Beschreiben Sie die Koordinaten x = (x;,x,)" im Inertialsystem als Funktion der gene-
ralisierten Koordinate ¢ = x| (das ist offenbar eine kartesische Koordinate im rotierenden Bezugs-
system) und berechnen Sie x.

Losung: Aus der Skizze liest man direkt ab

()32

Die Zeitableitung, also die Geschwindigkeit, ist

i <cos(a)t)>+x{w<—sin(a)t)>. )

sin(ewt) cos(wt)
(b) (1 Punkt)Berechnen Sie das Potential V/(x}) fiir die Federkraft und stellen Sie die Lagrangefunktion
L(x},x])=T—V auf.

Lésung: Die Federkraft, ausgedriickt durch Komponenten bzgl. des rotierenden Systems, ist

E%eder = —D(X{ _L)E{ (3)

und damit das Potential 5
Vi) =2 —L), )



denn der Gradient, berechnet im rotierenden Bezugssystem ist
F'=—V'V(x))=—¢]V'(x{) =—D(x; — L)e. ©)

Die Lagrange-Funktion ist L =7 — V = mx?/2— V(x]) mit (2) ergibt sich

m
T:?x2 2(x1 —i—x{z 2) (6)
Es ist also
D
L=T—V= ’Z(xl xfe?) = () — L) %

(c) (3 Punkte) Wie lautet die Bewegungsgleichung fiir x{ und wie ist sie im Rahmen des allgemeinen
Formalismus’ fiir rotierende Bezugssysteme (also mit Trigheitskriften) zu interpretieren? Welche
Krifte wirken aufler der Federkraft und den Trigheitskriften noch auf die Perle?

Lésung: Die Bewegungsgleichung erhilt man aus der Euler-Lagrange-Gleichung. Der kanonisch
konjugierte Impuls ist

dL ,
r= 7% = myy ®)
und die Euler-Lagrangegleichung lautet daher
: dL
p=m ¥ B —— =mew?x|—D(x]— L) = (mw* —D)x; + DL. ©9)
axl R/—/%/—/
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Als ,Netto-Kraft“ wirkt auf das Teilchen offenbar die Federkraft F}é dert und die Zentrifugalkraft
F/
71"

Es wirken natiirlich, vom rotierenden System aus gesehen aufler diesen beiden Kriften (Federkraft
und Zentrifugalanteil der Trigheitskrifte) noch die Coriolis-Kraft und die entsprechende ,Zwangs-
kraft“ der Stange, F’, die die Perle auf der Stange festhilt.

Quantitativ erkennt man das, indem man die allgemeine Formel fiir die Bewegung im rotierenden
Bezugssystem verwendet. Dabei ist in unserem Fall ' = we’, = const, und die Bewegungsgleichung
lautet (mit x" = (x,0,0)T)

mx'=  Fruet+f,  —2me xi —me' x (o xx)
—_
echte Wechselwirkungskrifte (10)
/ 2.2
_[—D(x;—L)+ mx{"w L
= B E,.
2ma)x1

Da x; = 0 = const ist, muss also die Zwangskraft

0
F' = 11
-z <+2ma)5c{> (11)

sein, d.h. sie muss die Coriolis-Kraft kompensieren.



(d) (2 Punkte) Welchen Wert D, ; muss die Federkonstante D mindestens besitzen, damit es eine sta-
bile Ruhelage fiir die Perle gibt, also x;(t) = x{, eine Losung der Bewegungsgleichungen ist?

Lésung: Gemif} der Bewegungsgleichung (@) muss fiir x; = x|, = const

DL
(mew?—D)x}y+DL=0 = x| =—— (12)
mew?—D
gelten. Da offenbar x; > 0 sein muss, ist dies nur eine Ldsung, wenn D > D, mit
Dmin = mwz (13)

1st.

(e) (3 Punkte) Losen Sie die Bewegungsgleichung fiir beliebige Werte der Federkonstanten D und die
Anfangsbedingungen x7(0) = x{, > 0 und x7(0) =0.
D>D

Hinweis: Es ist sinnvoll, die drei Fille D < D und D = D_;, zu unterscheiden.

min?® min

Losung:

* D > D, Wirsetzen Dy = D — mew? > 0. Dann lautet die Bewegungsgleichung, in die

min
»2Normalform*“ einer linearen DGL gebracht,

1
i1+ —Dgx; =DL. (14)
m
Mit x{ = DL/D g4+ v}, folgt

9, +wix] =0 mit wy=4/Dy/m. (15)

Das ist die Gleichung fiir einen ungedimpften harmonischen Oszillator mit der allgemeinen

Losung
y1(t) = C, cos(wyt )+ C,sin(wyt) (16)
und damit bl DL
x1(t) = y1(t) + == = — + C, cos(wyt) + C, sin(wyt ). (17)
Deti Dyt
Mit x7(0) = DL/D 4+ C, = x4, also C; = xo—DL/D g und x1(0) = C,cw, = 0 folgt
. DL DL
t)=— e t). 18
xy(2) D +1 %10 D cos(w?) (18)

Damit die Perle nicht an die Begrenzung bei x| = 0 prallt, muss fiir alle Zeiten x{(z) > 0 und
damit 0 < x;y < 2DL/D 4 sein.

e D <D, .Dannist mit den obigen Bezeichnungen D 4 < 0. Setzen wir also D, = —D,¢ >0,
lautet die Bewegungsgleichung
1 ~
¥j — —Degex; = DL (19)
m
mit der allgemeinen Losung
/ DL . , 1
x1(t) =——=—+C,cosh(yt)+ C,sinh(yt) mit y=1/—D. (20)
m

eff



Mit den Anfangsbedingungen erhilt man

) DL [/, DL
xl(t):—N—+<x10+7>cosh(yt). (21)
Dt D

Damit fiir alle Zeiten x{(¢) > 0 ist, muss x}, > 0 sein.

® D =D, .Dann lautet die Bewegungsgleichung

DL DL
x{:7 = x{(t):%tz—i-Clt-i-Cz, (22)

also mit den Anfangsbedingungen

DL
x{(t):x{o+%t2. (23)

Damit fiir alle Zeiten x,(¢)' > 0 ist, muss x;, > 0 sein.
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