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1 Einleitung

Die Mathematik ist die Sprache der Natur. Ein tieferes \@&rdhis der Naturwissenschaften ist daher
ohne gute mathematische Kenntnisse kaum moglich. Diegayiz besonders fir die quantitativste und

fundamentalste aller Naturwissenschaften, die PhysierJehysikstudent muss sich daher das notwen-
dige mathematische Handwerkszeug grundlich aneignen.

Um den Beginn des Physikstudiums auch im Sommersemestemzigkchen, wird die Vorlesung
“Theoretische Physik 1/2 (Mechanik)” angeboten. Der samgivei Semestern angebotene Stoff wird
auf ein Semester komprimiert, weswegen wenig Raum bleibtdie bendtigten mathematischen Tech-
niken in der Mechanikvorlesung einzufiihren. Ziel derdzringsvorlesung zur Theoretischen Physik
1/2 ist es daher, die mathematischen Hilfsmittel naherigkutieren, die in der Mechanik-Vorlesung
benotigt werden. Es handelt sich also keineswegs um elevertige” Mathematikvorlesung. Hierfur
ist die Teilnahme an der dreisemestrigen Vorlesung “Mattéafiir Physiker” im Bachelorstudium Phy-
sik unverzichtbar und im Studienplan auch verpflichtendygschrieben.

Der Schwerpunkt der Erganzungsvorlesung liegt auf demm&elernen von wichtigen Rechenmethoden,
wobei auf strenge Beweisfuhrungen und axiomatische Fenadg kein Wert gelegt wird. Als Vorkennt-
nis wird Vertrautheit mit dem Stoff der Schulmathematikawsgesetzt und zwar elementare Algebra,
elementare Geometrie, transzendente Funktionen, Difiefeund Integralrechnung in einer Dimensi-
on. Themen der Vorlesung sind: Komplexe Zahlen, Vektomeaaly, Kurven in drei Dimensionen, Diffe-
rentialrechnung fur Funktionen mehrerer Variablen, kmlmige Koordinaten und gewodhnliche Diffe-
rentialgleichungen. Das vorliegende Skript erhebt keivespruch auf Vollstandigkeit oder Originalitat,
es soll nur die Rolle einer Gedachtnisstutze fur die &uwhgsteilnehmer spielen.

Literatur

Die Mathematik fur Physiker wird in zahlreichen Lehrb&ah mit verschiedenem Anspruchsgrad dar-
gestellt. Neuerdings gibt es eine ganze Reihe von Werkeorim von Ebooks, die fir Studierende der
Goethe-Universitat kostenlos zuganglich sind (diese @ der untenstehenden Liste mit einem Stern
(x) gekennzeichnet. Man kann sie online am Bildschirm lesehauch (kapitelweise) in PDF-Form
herunterladen. Voraussetzung ist der Zugang aus dem Caetpusder (alternativ) das Einloggen tber
den Account der Universitatshibliothek. Im folgendendsg@inige nuitzliche Bucher zum Thema zusam-
mengestellt. Sie sind zur Vorlesungserganzung und zuhatieh zum Selbststudium geeignet.



e Markus Otto:Rechenmethoden fur Studierende der Physik im ersten dghr (
Spektrum Akademischer Verlag, 2011, 380 S
Inhalt: Vektorrechnung, Lineare Algebra, Differentiaih@ung, Integration (mehrfach), Differen-
tialgleichungen, Komplexe Zahlen, Vektoranalysis, Fexamnalysis, Partielle Dgin, Anwendungen
in Mechanik+Edynamik

e Lothar Papula:Mathematik fur Ingenieure und Naturwissenschaftigr (
Vieweg+Teubner Verlag / GWV Fachverlage GmbH, Wiesbad8A9212. Auflage
Sehr ausfuhrlich, mit vielen Beispielen ubibungen
Band 1,827 S
Inhalt: Vektoralgebra, Funktionen und Kurven, Differafriechnung, Integralrechnung, Potenzrei-
henentwicklung, Komplexe Zahlen und Funktionen
Band 2,795 S
Inhalt: Lineare Algebra, Fourier-Reihen, D+l in mehrereémBnsionen, Gewodhnliche Differenti-
algleichungen, Fouriertransformation, Laplacetramagtion
Zusatzlich: Band 3: Klausur- urldbungsaufgaben

e Helmut Fischer, Helmut Kaul: Mathematik fur Physikej (
Teubner Studienbiicher Band 1: Grundkurs
Inhalt: Grundlagen, Vektorrechung, Analysis einer Veléntichen, Lineare Algebra, Analysis
mehrerer Variabler, Vektoranalysis, Elementare Funktibneorie
Band 2: Gewdhnliche und partielle Differentialgleicheng mathematische Grundlagen der Quan-
tenmechanik 3. Aufl. 2008, 752 S.
Diese Bucher sind in der Bibliothek (Bibliothekszentrunederursel) als “Semesterausleihe” in
100 Exemplaren verfugbar.

e G.B. Arfken, H.J. WebeiMathematical methods for physicists
Academic Press, 6th ed. 2005
Ein nutzliches Werk, teils Lehrbuch, teils Formelsamnglun

e Karl-Heinz Goldhorn, Hans-Peter Heinkathematik fur Physiker:)
Springer, 2007
Band 1: Grundlagen aus Analysis und linearer Algebra
Anspruchsvolleres Buch, dass den mathematischen “SateiBeStil verwendet.

e Hans Kerner, Wolf von WahMathematik fur Physikers)
Springer, 2007, 568 Seiten

e Siegfried GroBmannviathematischer Einfuhrungskurs fur die Physik
Teubner, 2004, 9. Aufl.

Zusatzlich sind auch die Lehrbiicher der TheoretischeysiRl{speziell Mechanik) zu empfehlen, da
dort meist auch die mathematischen Grundlagen eingefignden. Zum Beispiel:

e W. Nolting: Grundkurs Theoretische Physik, Band 1: Klassische Mekhani
8. Aufl. Springer-Verlag, 2006

e W. Greiner:Theoretische Physik 1, Klassische Mechanik 1
8. Aufl., Harri Deutsch, 2007

e R. Dreizler, C. lildde Theoretische Physik 1, Theoretische Mechanik
2. Aufl. Springer-Verlag, 2008
Umfangreicher mathematischer Anhang auf CD-ROM



2 Komplexe Zahlen

Wir setzen die Kenntnis der reellen ZahbkeiE R als gegeben voraus. Dabei ist anzumerken, dass die
dabei auftretendenegativen Zahlen x 0 bereits eine gewisse Abstraktion beinhalten. Man bghsie
etwa, um lineare Gleichungen der Art- 1 = 0 losen zu kdnnen, namlich= —1. Dieser Schritt (und

die Einfuhrung der Null) wurde bereits vor tiber 2400 Jaherstmals in Indien) vollzogen. Die reellen
Zahlen reichen aber nicht aus, um alle algebraischen Glegdm (also Gleichungen der Art “Polynom
von x gleich Null”) I6sen zu kdénnen, z.B. die Gleichum§+ a = 0 mit positivema. Zu diesem Zweck
wurden in der Renaissance diemplexen Zahlearfunden. Erste Spuren finden sich in den Arbeiten der
italienischen Mathematiker Cardano und Bombelli im 16.rJahdert, die weitere Entwicklung wurde
besonders von Euler und Gaul? vorangetrieben.

Definition: Dieimagirére Einheit ilost die Gleichung?+ 1 = 0 alsoi = v/—1.

Diese Schreibweise geht zurtick auf Leonhard Euler (17488)L Darauf aufbauend kann miain ima-
ginare Zahlen der Forniy durch Multiplikation der imaginaren Einheit mit einer Hea Zahly € R kon-
struieren. Durch Addition reeller und imaginarer Zahlegeben sich schliel3lich die komplexen Zahlen.

Definition: Einekomplexe Zahhat die Formz = x+ iy mit x = Rez € R (Realteil) undy = Imz e R
(Imaginateil)

Die Menge aller komplexen Zahlen wird ndit bezeichnet. Fir komplexe Zahlen sind die Operationen
der Addition und der Multiplikation definiert, mit densetb&echenregeln (Kommutativ-, Assoziativ-
und Distributivgesetz) wie im Reellen. (Anmerkung: Dagysaafir, dass es sich b&i und C mathe-
matisch betrachtet utdorper handelt.)

Es kann gezeigt werden, dass die Einfuhrung der imagin&ieheit ausreicht, uralle algebraischen
Gleichungen zu losen. Dies besagt Bendamentalsatz der Algebrdede algebraische GleichuNger
Ordnung, d.h.zr'}':oanx” = 0, hat genalN Losungen. Dies funktioniert aber nur, wenn man auch kom-
plexe Losungen beriicksichtigt. Lasst man nur reellelefazu, dann liegt die Anzahl der Losungen
irgendwo zwischen 0 undl, abhangig von den Werten der Koeffizientgn Der Fundamentalsatz der
Algebra wurde von Carl Friedrich Gaul3 im Jahr 1799 in seinattBrarbeit bewiesen.

Rechnen mit komplexen Zahlen

Um mit komplexen Zahlen zu rechnen, kann man diese in RedlHmaginarteil aufspalten und dann
diese Anteile einzeln miteinander verknupfen.

Addition:  z +2 = (X1 +iy1) + (X +iy2) = (X +X%2) +i(Y1+Y2)
Multiplikation:  z;-2o = (X1 +1y1) - (X2 +iy2) = (XaX2 — Y1Y2) + i (X1y2 + X2Y2)

Komplexe Zahlen treten immer paarweise auf, zu jeder Zgjitht es einekomplex konjugiert&@ahl z*,
bei der das Vorzeichen des Imaginarteils das Vorzeichexmsait. Man definiert

Komplexkonjugation: i* = —i und somit z* = (X+1iy)* =x—1iy

Dies kann benutzt werden, um den Betrag einer komplexenzZatifinieren:

Betrag: |7 = vZz= /(X—iy)(X+iy) = /X2 +y?2
Diese Konstruktion ist ganz analog zum Betrag (Lange)sWektors in zwei Dimensionen= x&; +

y&, namlich|F| = /X2 +y2, es wird auch die gleiche Notatidn.. | benutzt. Wir werden die Analogie
zwischen komplexen Zahlen und zweidimensionalen Vektoos weiter verfolgen.

Abschlie3end lasst sich auch ddévision zweier komplexer Zahlem, /z, einfuhren. Der Trick besteht
darin, den Bruch mig;/Z;, = 1 zu erweitern, was dazu fuhrt, dass die komplexe Zahl imnidedurch
eine reelle Zahl (das Betragsquadrat wgnersetzt wird, durch die man problemlos dividieren kann.



Division: 2 — 4% _ (atiyl)(xe—iy2) _xpetyiyz . Xyi—xy2
ivision: — = = =
2 25 22 XS+Y3 S+Y3

Noch zwei Anmerkungen:

1. Ein prinzipieller Unterschied zwischen reellen und kéempn Zahlen: Der Korper der reellen zahlen
ist geordnet Das heisst: Es existiert eine Relation “grof3er als”, diejades Paar reeller Zahlen an-
wendbar ist. Entweder gilt; > x, oder es giltx; > x; (wenn die Zahlen nicht identisch sinkl, = x2).

Die reellen Zahlen sind sozusagen wie auf einer Perlensdfintereinander aufgereiht. Fir komplexe
Zahlen hingegen macht eine Aussage derZrt z, keinen Sinn: Der Korper der komplexen Zahlen
ist nicht geordnetDie Gleichheitz; = z ist davon naturlich nicht betroffen. Und man kann komplexe
Zahlen nach ihrem Betrag sortieren, also eteyg> |z|. Man beachte aber, dass aus der Gleichheit der
Betrage|z;| = |z| nicht die Gleichheit der Zahlen = 7, folgt! Es gibt unendlich viele komplexe Zahlen
mit dem gleichen Betrag.

2. Eine komplexe Gleichung enthalt in gewisser Weise “edipgd viel Information” wie eine reelle Glei-
chung, denn sie beinhaltet ja die Gleichheit des Realtaiisdes Imaginarteils. Die komplexe Gleichung
7y = 2z ist also aquivalent zum Gleichungssystgia= X, undy; = y,. Ob man mit einer komplexen oder
mit zwei reellen Gleichungen arbeitet ist im Prinzip glegjghig, je nach Problemstellung kann die eine
oder die andere Formulierung vorteilhaft sein.

Die Polardarstellung

Wie schon bemerkt besteht eiAlnlichkeit zwischen komplexen A

Zahlen und zweidimensionalen Vektoren. Beide lassen siothd y=tmz Z=x+iy
Zahlenpaare beschreiben, im einen Fall Real- und Imagihar I I
im anderen Fall die cartesischen Komponenten entlang der Ac Iz

senrichtungerg; und&,. Dementsprechend kann man eine kom-
plexe Zahl durch einen Pfeil in der— y—Ebene (dekomplexen
Ebend darstellen, siehe das nebenstehende “Zeigerdiagramm”.
(Man benutzt das Wort Zeiger statt Vektor, damit klar wirdssl

ein Unterschied zwischen beiden Konzepten besteht: DigiMul III 1A%
plikationsoperationen fir Vektoren und fur komplexe Eahha-
ben ganz unterschiedliche Eigenschaften.)

Nun ist es noch nutzlich, zur Beschreibung des “Zeig&dar-
koordinatenzu verwenden. Man schreibt also

L
x=Rez

X
y

Rez = |z|cos¢
Imz=|z|sing

oder zusammengefasst z= |z|(cos¢ +ising) .

Hierbei ist|z| die Radialkoordinate (Lange des Zeigers) yndie Winkelkoordinate (Azimutalwinkel).
Die Kenntnis der Zahlenpaafg,y) und(|z], ¢ ) ist aquvalent. Ist die Polardarstellung gegeben, kann man
sofort Real- und Imaginarteil berechen. Umgekehrt gelaives, namlich

|z = /X2 +y? und ¢ :arctanz.

Die zweite Beziehung folgt, indem man die Gleichungen yitund x durcheinander dividiert, also

_s:)r:i =tang = g und dann naclp auflost. Der Winkel wird auch als das “Argument” der komple-

xen Zahl bezeichnet, also ag- ¢.



Bei der Bestimmung vor ist noch eine kleine Komplikation zu v 4
beachten. Bekanntlich sind die trigonometrischen Funktioperi- I I
odisch, d.h. wenn man zum Winkel beliebige Vielfache von 2
addiert andert sich nichts an der komplexen ZaWndererseits im-
pliziert dies, dass die Umkehrfunktion, also der Arcustanryj eine
mehrdeutige Funktion ist; ihr Wert ist nur Modular2efiniert. Dies
fuhrt nun dazu, dass es verschiedene Moglichkeiten ddat, Wer-
tebereich des Winkelg zu wahlen. Die Alternativen werden klar, II1
wenn man die komplexe Ebene in vier Quadranten aufteitigsid-

bildung. Die Tabelle zeigt zwei mogliche Arten der Winkefliahition,

die wir zur Unterscheidung voriuibergehend ghiind ¢ bezeichnen.

v

IV

Quadrant| | x>0|y>0| O0<¢<Z 0<d<7
Quadrantll| x<0|y>0| Z<¢<m s<Pp<m
Quadrantlll| x<0|y<0|-m<¢p<-F| n<d<3
Quadrant IV| x>0 |y<0| —Z<¢<0 |F<p<2n

Bei der ersten Alternative hat der Winkel den Wertebereieh< ¢ < +mim zweiten Fall gilt hingegen
0< ¢ < 2. (Wo man hier dast —Zeichen setzt ist Konventionsfrage.) In den ersten beidesd€anten

sind die Werte identisch) = ¢, in den Quadranten Il und IV gil§ = ¢ + 2. Beim Berechnen des
Winkels muss man sich den korrekten Ast der mehrdeutigektieumArcustangens herauspicken.

A

) arctan x
+7/2

tan ¢

|
|
:
|
: Cos @ \
|
I
|
|
[}

sin @

-

Der Hauptwert der

Funktion

Arcustangens-

m

Beschrankt man sich auf den ersten Ast der Arcustangekigian(den “Hauptwert”) im Wertebereich
zwischen—11/2 und+1/2 dann muss man fur die Quadranten Il und Ill eine Verschighwon+ 7 bzw.
—rmvornehmen, um auf den “richtigen Ast” zu kommen:

[arctarﬁl
X

[arctar!
X

]+7T fur x<0,y>0
]—n fir x<0,y<0

wobei die eckigen Klammern andeuten sollen, dass der Hauptyemeint ist. Fup kommt dann fur
y < 0 noch eine zusatzliche Verschiebung umtinzu.
Die Euler-Moivre-Formel

Die Polardarstellung komplexer Zahlen lasst sich in eimmpaktere und aul3erst praktische Form um-
schreiben, indem man die trigonometrischen Funktionectdame Exponentialfunktion ersetzt. Dies



geschieht durch eine fundamentale Gleichung, die von LamhBuler entdeckt wurde (mit Vorarbeiten
von Abraham de Moivre). Diese Euler-Moivre-Formel (haufigfach Eulersche Formel genannt) lautet

cosp +ising =€

und verknupft Funktionen, zwischen denen man zunachseRéerbindung vermuten wirde. Im Reel-
len sehen Sinus und Cosinus als beschrankte, periodigilienende Funktionen vollig anders aus als
die monoton anwachsende unbeschrankte ExponentialfmnKkin der Euler-Formel wird jedoch eine
“analytische Fortsetzung” vorgenommen: man betrachteEdponentialfunktion bei komplexen (genau
gesagt imaginaren) anstelle von reellen Argumenten.

Der Beweis der Euler-Moivre-Formel geschieht am klarstedem man die Potenzreihenentwicklung
der beiden Seiten miteinander vergleicht. Dazu betrachienunachst zunachst die allgemeine Formel
fur die Potenzreihenentwicklung einer beliebig oft diéflezierbaren Funktiori(x) um einen Punkkg
(die Taylor-Reihe):

1 d?f

Latr 2
T dR Xo(x X0)<+ ...

df
100 = 100)+ g, (x—0)+
@ 1 dkf
= Y o] (x=x0)
2. K O b
mit der Fakultak! =1-2-3-...-kund 0!'= 1.

Wir entwickeln die Exponentialfunktiog® um die Stellexy; = 0. Dies ist besonders einfach, da sich die
Exponentialfunktion beim Differenzieren immer wieder neguziert, alsod®e*/dx¢ = €. Mit € = 1
folgt:

1, 1 1 1
e?‘:1+x+zx +§X3+IX4+§X5+““

Bei der Entwicklung der Funktiorf(¢) = cos¢ an der Stellep = O gilt cosO= 1, dcos¢ /d¢|o =
—sin 0= 0, d?cosp /d$?|o = —cos 0= —1, d3cosp /dp3|o = +sin 0= 0, und d*cosp /d¢*|o =
+cos 0= +1, also

1., 1,
cos¢:1—5¢ +E¢ F....
Ganz analog ergibt sich fur den Sinus
sm¢:¢—§¢ +§¢ F....

Der entscheidende Schritt ist nun die analytische ForsgtaVir betrachten die Exponentialfunktiet
und setzen statt des reellen Argumenésn imaginares Argumemd ein. Unter Benutzung der Potenzen
der imaginaren Einheif = 1,it =i,i? = —1,i® = —i, i* = +1 usw. ergibt sich

- o1 1, 1, 1,
d? = 1+'¢+§'2¢2+§'3¢3+I'4¢4+§'5¢5+"'
B 01, 1.5 1., 1.5
= 1+'¢_E¢ —|§¢ +I¢ +|§¢ +...

Nun fassen wir die reellen und die imaginaren Summanderm@tzusammen und finden die Eulersche
Formel:

do — (1_%¢2+$¢4+...) +i(¢—%¢3+é¢5+...) = cos¢ +ising .



Anmerkung: Dieser Beweis ist elegant und Uberzeugend Méthematiker muss ihn allerdings noch
durchUberlegungen zur Konvergenz der betrachteten unendliBe@men und zur Zulassigkeit des Ver-
tauschens der Summation einer unendlichen Reihe untermaue

Entscheidend ist, dass sich die Rechenregeln fur die Exg@ifunktion problemlos vom Reellen ins
Komplexe Uibertragen lassen, insbesondere die Gleichung

gY=¢g¢e gultigfuralle xyeC.

Mittels der Eulerschen Formel lasst sich die Polarddtstgl einer komplexen Zaht sehr einfach in
folgender Form, deEuler-Darstellung schreiben:

z=|7€?

also als Produkt des reellen Betrdgsund eines komplexeRhasenfaktors'@. Dieser Phasenfaktor hat
den Betrag 1, denfé?| = \/(€?)*€9 = Ve 1?69 = /& = 1, er beschreibt also den Einheitskreis in
der komplexen Ebene.

Spezialfalle der Eulerschen Formel sind
€?=i und €7=-1.

Das zweite Ergebnis wird manchmal als die schonste ForereMdithematik bezeichnet, verknupft es
doch auf einfache Weise zwei transzendente Zalden)( eine negative Zahl und die imaginare Einheit.

Die Rechenregeln fur die Exponentialfunktion konnenrdeltht auf die Regeln fir das Rechnen mit
komplexen Zahlen angewandt werden. Insbesondere fuhtatiphkation und Division einfach auf die
Addition bzw. Subtraktion der Phasenwinkel.

Multiplikation: z=2z -2 = |z|€% |2| €% = |z |z|€91192)

Lo Z Z .
Division: z= 2= = 12| g(91-92)
7 |z

Potenzieren: 2" = |z|"&"¢

Diese Beziehung wurde hier fur ganzzahlige PotenzerN hingeschrieben, gilt aber genauso gut auch
allgemein fur reelle Potenzen. Ist die Potenz ein BruchFdem 1/m, m € N, dann handelt es sich um
die Wurzelmten Gerades:

¢

i(— + 2n5>

Radizieren: ¥z=7"/"=|7YMe\M M/ far k=0,1,....m—1

Hier wurde beriicksichtigt, dass die Wurzel emehrdeutige Funktiomst. Das ruihrt daher, dass das
Argument vonz (der Phasenwinkel) nur bis auf ein ganzzahliges Vielfachas 21 definiert ist
argz= ¢ + 2nk mit k € Z. Beim Wurzelziehen verkleinern sich diese Winkel um dentéiak/m. Sie
riicken naher zusammen, so dass insgesahitsungen in das Standardintervall der Langefdlen: Es
existierenm verschiedene Wurzeln einer ZahlAber auch nicht mehr: Nimmt man noch grof3ere Werte
vonk, dann wiederholen sich die schon bekannten Wurzeln (mdiglo

Anmerkung: Um die Formel fur die komplexe Wurzel nicht otig zu komplizieren wurde nicht hinge-
schrieben, dass die Winkel falls erforderlich noch in das8ardintervall, entwedgr-r1/2 + 11/2] oder
[0, 2m7)), gebracht werden mussen.



Betrachtet man speziell diinheitswurzelnV/1, also|zl = 1 und¢ =0 4.,

so liegen diese symmetrisch auf dem Einheitskreis in derpkexen V1
Ebene. Der Fall der Quadratwuraal= 2 ist speziell, denn hier ergeben {-/“\\
sich die bekannten zwei reellen Werte >

\/izé(°+2"5):{ =1 \W/z Rer

dm=-1

Die Logarithmusfunktior{naturlicher Logarithmus) ist als Umkehrfunktion der Brentialfunktion de-
finiert, also

d?=z oder InfF=z

woraus auch folgt IfiL) = 0 sowie
In(z122) =Inzz+1Inz

Fur den Logarithmus einer komplexen Zaht 7| €% ergibt sich sofort das Resultat
Inz=In|z|+i¢

Dies ist der “Hauptwert” des Logarithmus. Wegen der Peritéli der Exponentialfunktion mit ima-
ginarem Argument ist der Imaginarteil des Logarithmweddeutig, man kann7& i mit beliebigem ganz-
zahligenk € Z addieren.

Die trigonometrischen Funktiondassen sich durch Exponentialfunktionen ausdruckergrmchan das
Komplexkonjugierte der Eulerschen Formel verwende = cosp — i sing. Dann ergibt sich sofort

g9 _ it 9 e
— , cosp = —

Mit dieser Darstellung lassen sich zahlreiche komplizigtbrmeln der Trigopnometrie (z.B. die Additi-
onstheoreme) ganz bequem beweisen.

sing =

Ein Vergleich mit der Definition dedyperbelfunktionen

ef—eX ef4eX
hx =
2 , cos >

zeigt deren enge Verwandtschaft mit den trigonometris¢herktionen, namlich

sinhx =

sin(iy) =isinhy und cosiy) = coshy.

Fur die trigonometrischen Funktionen in der gesamten kexep Ebene findet man
sin(x+1iy) = sinxcoshy+icosxsinhy,
cogx+liy) = cosxcoshy—isinxsinhy.

Die allgemeine Untersuchung des Verhaltens von Funktioameiomplexen ist Gegenstand der mathe-
matischen Disziplin defFunktionentheorie

3 Vektorrechnung

In der Physik treten viele verschiedenartige MessgroRéndée man nach ihren geometrischen Eigen-
schaften in verschiedene Klassen aufteilen kann. Die@isfan Objekte sind digkalare deren Grolde



durch Angabe eines Zahlenwerts vollstandig charakeetigt. Typische Beispiele sind Druck und Tem-
peratur eines Gases, das elektrische Potential, u.s.wnd2iest kompliziertere Klasse besteht aus den
Vektoren die zusatzlich zu ihrer Grofde noch eine Richtung im Rawesitben, z.B. Geschwindigkeit,
Beschleunigung, Kraft und viele mehr. Das Rechnen mit \fekt@ehort zum unverzichtbaren Hand-
werkszeug des Physikers, sowohl die Vektoralgebra (Addigviultiplizieren, ...) wie die Vektoranalysis
(Differential- und Integralrechnung mit Vektoren).

Im Prinzip geht die Klassifizierung der physikalischen & noch weiter. Als Verallgemeinerung des Vektorbe-
griffs treten Tensoren (zweiter und hoherer Stufe) aufisbealgebra und Tensoranalysis Uberschreiten jedoch den
Rahmen dieser Einfuhrung.

3.1 Allgemeines

Alle physikalischen Vorgange spielen sich im Raum ab, gengesagt im dreidimensionalen “Orts-
raum”. Dieser Raum ist, grob gesagt, eine Ansammlung vondlied vielen, unendlich dicht neben-
einander liegenden Punkt&h er bildet ein dreidimensionales “Kontinuum”. Die Pogitigdes Punkts
(relativ zu einem frei wahlbaren Bezugspurk) wird durch einervektorbeschrieben, de@rtsvektor
Ein Vektor ist also, geometrisch betrachtet, ein ObjeksdgseLangebesitzt (den Abstand vom Be-
zugspunktO) und eineRichtungim Raum. Der Ortsvektor ist nur ein Beispiel fur einen Vektor. Wir
werden im folgenden die Vektoren mit den allgemeinen Naﬁ;é’né usw. versehen

Die Lange (auch Betrag genannt) eines Vek@msird mit a = |&d| bezeichnet. Graphisch kann einen
Vektor & durch einerPfeil reprasentieren.

Alternativ gibt es die Moglichkeit, Vektorealgebraischdarzustellen, namlich algahlentripeld =
(a1,ap,a3), wobei dieag; € R, i = 1,2,3 drei reelle Zahlen sind. Um die Komponentndes Vektors
festzulegen, wird eiBezugssystewderKoordinatensysterhendtigt.

Konstruktion der Koordinaten:

Man wahlt willkiirlich einen BezugspunkD (den Koordinatenur-
sprung) und drei verschiedene Geraden, die sich in diesemit Pu
schneiden. Diese drei Geraden werden mit (gleichartigeémgens-
kalen versehen. Die Vektorkomponentgnentstehen durcParallel-
projektionder “Pfeilspitze” vond auf die drei Koordinatenachsen.
Diese Konstruktion funktioniert fir beliebige Achserricngen. Das
Arbeiten mit den Koordinaten vereinfacht sich jedoch, weignKoor-
dinatenachsen senkrecht aufeinander stehen, wenn magiraischt-
winkliges Koordinatensystemerwendet. Die Benutzung schiefwinkli-
ger Koordinaten ist in der Praxis nur selten anzutreffen.

Komponentendarstellung:
Ein Vektor wird in folgender Form in drei Komponenten, di@ftesischen Komponenten”, zerlegt

3
d= (a1,82,83) =a161+a2éz+a363=21aaé :

Hierbei sind dieg die cartesischen Einheitsvektoreler Basisvektoremie sich algebraisch schreiben

IKorrekterweise sollte man zwisch&paltenvektorenndZeilenvektoremnterscheiden, wir verzichten hier auf diese “Fein-
heit”.



lassen als
& = &= (17 0, 0) ’
éZ éy = (07 17 0) )
& = &=1(00,1).

Die drei Komponenten werden entweder von 1 bis 3 durchnumemeder als¢-, y- undzKomponente
bezeichnet. Fir den Ortsvektor schreibt man entsprechane (xq,x2,X3) = (X, Y, 2).

Ein weiterer spezieller Vektor neben den BasisvektoredésNullvektor 0= (0,0,0).

Erganzung: Der Begriff des Vektors ist nicht auf den dmaieinsionalen Ortsraum beschrankt. Man
kann Vektoren auch in Raumen mit beliebiger (ganzzahli@@mensionszahh definieren. In der al-
gebraischen Darstellung wird ein Vektor dann nicht als dirgpndern alsi-Tupel von reellen Zahlen
d= (a1,ap,...,a,) beschrieben. Das Arbeiten mit Vektoren ist weitgehend vemRimensionszahh
des Vektorraums unabhangig.

3.2 Rechenregeln der Vektoralgebra

Mathematisch betrachtet sind Vektoren Elemente einesdfien Raums” oder “Vektorraums” tiber dem

Korper der reellen Zahlen. Fur das Rechnen mit diesenkjaibt es eine ganze Reihe von Regeln. Die
Eigenschaften von Vektorraumen kann (und sollte) mannaatsch definieren. Wir gehen hier jedoch

weniger streng vor und beschranken uns auf die Zusamnilengteler Eigenschaften und Regeln.

Als ersten Schritt legen wir fest: Zwei Vektoren sind gleiefenn sie in Lange und Richtung tUberein-
stimmen. Bei dieser Festlegung spielt also der Fu3punkekeolle und Vektoren kann man beliebig im
Raum hin- und herschieben.

N -
Addition zweier Vektoren: ¢=4a+b. Lo a
Graphische Konstruktion: Der Summenvektor entsteht,rinde 2 * P R
der Vektorb so verschoben wird, dass sein FuRpunkt mit der b b B+a

Pfeilspitze des Vektord tibereinstimmt. Der Vektdg zeigt dann N
vom Ful3punkt vord zur Pfeilspitze vorb. a

Kommutationsgesetz:a+b=Db+3.

Assoziativgesetz: (8+b) +c=4d+ (b+c)=d+b+¢ .

Subtraktion zweier Vektoren: ¢ =& —b=a+ (—b)

DasNegativedes Vektors wir mit —b bezeichnet und entsteht, R oo
indem FuRpunkt und Pfeilspitze vdnmiteinander vertauscht H'V ) b
werden. Dann gilt fiir die Summe+ (—b) = 0, es ergibt sich

also der Nullvektor. b

Mathematische Anmerkung: Die Vektoren bilden eine komting&ruppe mit der Addition als Verkniipfung. Der
Nullvektor ist das neutrales Element, deg O = &, und jedes Elemer# besitzt ein inverses Element, namlich
—a

Multiplikation mit Zahlen:
Der Vektor b=ad mit der reellen Zahbr € R zeigt in Richtung vorg und seine Lange ist das
a-fache der Lange voa.
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Einfache Spezialfalle: d=d , 0d=0 , (-1)d=-4.
Fur die Multiplikation eines Vektors mit einer Zahl geltdie
(a+p)a = aa+pa

Distributivgesetze: . .
a(d+b) = aa+ab

und das
Assoziativgesetz: a(f d) = (aB)d=apa.
Jedem Vektod kann durch Multiplikation mit dem Reziproken seiner Largein

o 1
Einheitsvektor & = a a
zugeordnet werden.

Rechenregeln in dé¢omponentendarstellung:

3 3 3 3
Addition: ¢=d+b=Yag+She=S(@+h)a="Sc8g also c=a-+b .
23812 b= @thE=) math

3 3 3
Multiplikation mit einer reellen Zahl: b=ad=a Zla,- 8= Zlaai 8 = Zlbi 8§ also b=ag.

Das heisst also: Die Komponenten von Vektoren verhalteim Is&¢ Addition und Multiplikation wie
gewohnliche reelle Zahlen.

3.3 Multiplikation von Vektoren

Die Multiplikation zweier Vektoren kann auf zwei sehr ursiehiedliche Weisen erfolgen:
Skalarprodukt (inneres Produkt):  Vektor mal Vekter Skalar

Vektorprodukt (Kreuzprodukt): Vektor mal Vektor- Vektor

Das Skalarprodukt

Geometrische Definition: &-b = abcosf

Hierbei sinda undb die Langen der Vektore@ undb und 6 ist derWinkelzwischen den Vektoren. Das
Skalarprodukt ist unabhangig vom benutzten Koordingtsiesn und invariant gegentiber Drehungen
und Verschiebungen.

Geometrisch entspricht das Skalarprodukt der Multipide@tder
Lange des Vektorg mit der Lange deProjektiondes Vektorsb auf

den Vektord. Derselbe Wert ergibt sich auch bei Vertauschung der bei-
den Vektoren, wenn man al§oauf a projiziert.

o)

v

Zwei Vektoren heissearthogonalwenn gilt 3-b=0 . Indiesem Sinn ist der Nullvekt@rorthogonal

zu allen Vektoren.

Das Verschwinden des Skalarprodukt zweier Vekt@tdm= 0 kann zwei Ursachen haben: Entweder ist
mindestens einer der beiden Faktoren der Nullvektor odebeiiden Vektoren sind orthogonal,L b.

Eigenschaften des Skalarprodukts
1) Kommutativitat: &-b=Db-a .
2) Distributivitat: (&+Db)-¢=4d-S+b-C .
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3) Homogenitat: (ad)-b=4a-(ab)=ad-b fur aecR.
Diese drei Gesetze konnen als Grundlage fir eine axisoteiDefinition des Skalarprodukts genommen
werden, die nicht von der geometrischen Definition ausgeht.

Geometrischer Beweis des Distributivgesetzes. Die dr&tdven
sind hier in einer Ebene gezeichnet. Die Konstruktion dikraun-
verandert auch fur nicht koplanare Vektoren.

0

v

122 g2
Ea-c EBC

Die geometrische Definition des Skalarprodukts macht Gelbraon den Langen der beteiligten Vek-
toren. Umgekehrt lasst sich durch Multiplikation eineskides mit sich selbst (eingeschlossener Winkel
6 = 0) dessen Lange aus dem Skalarprodukt erhalten, namlich

Norm eines Vektors: || = va-a .

Andere Bezeichnungen fur die Norm sind “Lange” oder “Bgtt

Eine wichtige Eigenschaft des Skalarprodukts ist die

Schwarzsche Ungleichung:&-b < ab.

Das Gleichheitszeichen tritt auf wenn die beiden Vektoraraltel sind. Eine Folgerung (man ersetze
d— —d)ist—ab<d-h.

Die Schwarzsche Ungleichung folgt trivialerweise aus dmmgetrischen Definition des Skalarprodukts,
da co®¥ immer kleiner oder gleich Eins ist. Es ist aber auch ein asiisoher Beweis moglich, der nur
von den Eigenschaften 1) bis 3) Gebrauch macht.

Eine Folge der Schwarzschen Ungleichung ist die

Dreiecksungleichung: |a—b| < |a+b|<a+b.

Man beachte hier die unterschiedliche Bedeutung der Bettache: Auf der linken Seite handelt es sich
um den Betrag einer reellen Zahl, in der Mitte um den Betrag Kibrm) eines Vektors.

Beweis der Dreiecksungleichung:
Das Quadrat des mittleren Ausdrucks laute{d+ b|> = a® + b? + 24- b.
Einsetzen der Schwarzschen Ungleichurah < &-b < ab liefert
a>+b?—2ab < |a+b|?<a®+b?+2ab,
(a—b)>  <|da+b]?<(a+b)?,
la—b] <l|a+b/<a+b.
Im letzten Schritt wurde die (positive) Wurzel gezogen, Wasdie Betragsstriche auf der linken Seite
verantwortlich istm

Komponentenschreibweise des Skalarprodukts
3

In der Komponentendarstellung lauten die beiden zu midigsenden Vektorerd = Zlai 8 undb =
i=

3
Zlbi &. Mit dem Distributiv- und Homogenitatsgesetz folgt
i=

3 3 3
é-B:Zlaié-ijéj: S abjg-§.
i= i=) i)

J=1

12



Hier tritt das Skalarprodukt der drei cartesischen Eirgveittoren auf. Da diese die Lange Eins besitzen
gilt & -8 =86 -& =8&; -8 = 1. Andererseits stehen die Vektoren senkrecht aufeinaddsrheisst
& - € =0furi # j. Kurzgefasst schreibt man dies als
s . 1 . i=]

& - & = §; mit d,_{o far i £ |
Das Zeicheny;; wird als Kronecker-Symbabder Kronecker-Delta bezeichnet, nach dem deutschen Ma-
thematiker Leopold Kronecker (1823-1891). Es ist sehelilt, wenn es unter einer Summe auftritt,
denn es bringt die Summe zum Verschwinden. Fur das Skaltiwkt reduziert sich auf diese Weise die
Doppelsumme Ubeérund j auf eine einzelne Summe:

3 3
db=Y abjs =Y ab.

Das Skalarprodukt zweier Vektoren entsteht also durchiplikdation der der jeweiligen cartesischen
Komponenten und Aufsummation.

Als Spezialfall ergibt sich fur deBetrag eines Vektors

3
a=d :va.a:,/ze&: a+a3+aj.
i=

Dies wird auch als dieuklidische Nornbezeichnet. Eine Anwendung ist dauklidische Abstand zwi-
schen zwei Punkten 1 und 2

dio = [P —T2| = \/(Xl —X2)?+ (Y1 —¥2)* + (21— 22)?.

Es sei angemerkt, dass auch andere Abstandsmalle eingediitien konnen. Dies fuhrt dann auf eine
nichteuklidische Geometrie, wie sie z.B. in der Allgemeifelativitatstheorie Verwendung findet.

Das Skalarprodukt kann auch benutzt werden, um die castesisKkomponenten eines Vektors zu be-
rechnen. Dazu wird di€rojektionauf die jeweilige Koordinatenachse berechnet, indem nmit darte-
sischen Einheitsvektor multipliziert wird:

a=4a-§.

Das Vektorprodukt (Kreuzprodukt, auReres Produkt)

—

Geometrische Definition: c=dxb

Betragvon & Flacheninhalt des vod und b aufgespannten Paralle-
logramms, als@ = absiné.

Richtungvon 6:ﬁSenkrecht zur Ebene, die v@undb aufgespannt
wird, so dass, b undc ein rechtshandiges System bilden.

Als unmittelbare Folgerung steht das Vektorprodukt sestitrauf den beiden miteinander multiplizierten
Vektoren: &.-c=b-c=0.

Das Verschwinden des Vektorprodukt zweier Vektosienb = 0 kann zwei Ursachen haben: Entweder
ist mindestens einer der beiden Faktoren der Nullvektor digebeiden Vektoren sind parallel,)| b.

Eigenschaften des Vektorprodukts

Antikommutativitat: axb=—-bxa .
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Distributivitat:  (8+b) x€=axc+bx¢ .
Homogenitat: (ad)xb=3ax (ab)=adxb fir acRk .

Diese Gleichungen lassen sich aus der geometrischen Defidis Vektorprodukts herleiten, wobei der
Beweis von 2) etwas milhsam ist.

Fur dieVektorprodukte der cartesischen Einheitsvektdamgt aus der N
geometrischen Definition sofort €3 82
Gax& = & )
&xg = § und g xg=0 fur i=123.
&x& = &

>
€

1
Diese verschiedenen Beziehungen lassen sich kompaktenaimzigen Gleichung vereinigen:

€ X & = Zgukéx

Hier tritt die GroReg;jx auf, die als “vollstandig antisymmetrischer Einheitstari oder nach dem italie-
nischen Mathematiker Tullio Levi-Civita (1873-1941) alseVi-Civita-Tensor” bezeichnet wird. Etwas
weniger sperrig kann man auch “Epsilon-Symbol” sagen. 8e&gfinition lautet:
+1 falls(i, j,k) eine zyklische Permutation von (1,2,3) ist
gjk = ¢ —1 falls(i, j,k) eine antizyklische Permutation von (1,2,3) ist
0 sonst

Das heil3t konkretgyoz = €231 = €312 = +1 und &132 = €321 = £33 = —1. Sind mindestens zwei der
Indizes gleich, dann hat das Epsilon-Symbol den Wert Null.

Nach dieser Konstruktion ist klar, dass das Epsilon-Synambisymmetrisch unter Vertauschung von
jeweils zwei seiner Indizes ist, alsgy = —é&jik SOWiEEjjk = —&kji UNd &k = —Eikj-

Unter Ausnutzung der Orthogonalitat der cartesischemetigvektoren erhalt man aus der Formel fir
deren Kreuzprodukt durch Projektion ayfdas Resultat

EinZ(é Xéj)-é}.

Komponentenweise Berechnung des Vektorprodukts
Unter Benutzung der Distributivitat und Homogenitatibtgsich aus der Komponentenzerlegung der
Vektorend undb fur das Vektorprodukt:

B 3 3
axb = (Zia;é) x (Zajéj) .Z_la'b’é X §
= Z aibjgljké( chéx
i,
C1 = abs—azb
mit z Eijkaibj also C; = agb;—aibs
i,j=1 c3 = agby—ayb;

Einschub lUber Determinanten

Bei dem Ergebnis fur das Kreuzprodukt handelt es sich madisch betrachtet um eirizeterminan-
te Wir gehen hier nicht ausfuhrlich auf die Determinanteotie ein, weisen aber an dem konkreten
Beispiel auf den Zusammenhang hin und gehen auf einige &ipaften von Determinanten ein.
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Bei der Determinante einer quadratischrexn-Matrix handelt es sich um eine Zahl, die durch Produkt-
bildung und Summation aus den Elementen der Matrix erréching. Dabei werden samtliche Produkte
aus jeweilsn Matrixelementerg;j gebildet, so dass in jedem Produkt genau ein Element ausZede
und aus jeder Spalte der Matrix auftritt. Von den so entstébe Summanden wird jeder zweite mit
einem Minuszeichen versehen. Genauer gilt:

a1 -0 QA
detA=det : .. |= Z SgNP ayp(1) Bop(2) *** Bnp(n) -
u - am

Das SymboP kennzeichnet di®ermutationerdesn-Tupels von Zahlerl,2,...,n). Es gibt insgesamt

nl =1-2-...-n solcher Permutationen. Bei sBnhandelt es sich um das Signum (Morzeichen) der
Permutation. Es ist so definiert, dass Bga +1, wenn die Permutation durch eine gerade Anzahl von
Vertauschungen entstanden ist; entsprechend gilPsgnr-1 bei einer ungeraden Anzahl von Vertau-
schungen. Beispielsweise &L, 3,2) eine ungerade Permutation (negatives Signum) (o8, 3) und
(3,1,2) ist eine gerade Permutation (positives Signum).

Die Determinante einer beliebigen quadratischenn-Matrix A lasst sich rekursiv berechnen. Fir den
trivialen Falln = 1 ist einfach def = a;1. Flr eine Matrix zweiten Grades ist die Determinante

a1 a2
a1 az

detA = det = ay1822 — a12a21 -

Determinanten hoheren Gradeassen sich (nach Laplace) in eine Summe rdgnterdeterminanten
vom Gradn — 1 entwickeln. Dabei wahlt man eine Zeile (oder Spalte) aash der entwickelt wird.
Man nimmt nacheinander alle Elemegder Zeile (oder Spalte) als Vorfaktoren und multiplizient m
der zugehorigen Unterdeterminante. Dies ist die Deteantendern— 1) x (n— 1)-Matrix die entsteht,
wenn man inA die Zeile Nummer und die Spalte Nummej wegstreicht. Die Summanden werden
schlieRlich noch mit dem alternierenden Vorzeichenfaktet)'+! multipliziert. Fir eine 3< 3-Matrix

a1 12 13
A= | a1 axp az
az1 ag2 az3

ergibt sich auf diese Weise bei “Entwicklung nach der erZteite”

a1 az
az1 az2

dp1 a3
ag1 az3

dpz a3

detA = a;; det
az2 az3

—agp det + a3 det

Dies ist eine von sechs Rechenwegen, denn die Zerlegund.mdeldeterminanten kann beziglich jeder
Zeile bzw. jeder Spalte voA erfolgen. Alle Alternativen fihren auf das gleiche Ergsbn

Einsetzen der expliziten Ausdriicke fur die Unterdeteanten liefert

detA = ay1(aprags — apzaz2) — a12(ap1833 — ap3day) + &y3(az1832 — ax2d3y) -

Man prift leicht nach, dass sich das obige Resultat filMégorprodukta x b als Determinante schrei-
ben lasst, wobei die Eintrage in einer der Zeilen keindefakondern Vektoren (namlich die cartesischen
Einheitsvektoren) sind:

) & & &
dxb=detl a4 a» a3
by by bs
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Dieser Zusammenhang ist kein Zufall. Man kann namlich dééeBDminante (hier speziell fir= 3) auch
mithilfe des Epsilon-Symbols schreiben:

3
detA= g &ijk gidpjazk -
k=1

Einige Rechenregeln fur Determinanten:

1. Vertauschungsregel: Bei Vertauschung von zwei Spaltien won zwei Zeilen bleibt der Betrag der
Determinante erhalten, aber ihr Vorzeichen andert sich.

2. Faktorregel: Werden alle Elememti@er einzigen Zeile oder Spalteit einer Zahlc multipliziert, dann
andert sich der Wert der Determinante um den Faktor

3. Linearkombinationsregel: Der Wert der Determinantdeginsich nicht, wenn ein Vielfaches einer
Zeile zu einer anderen Zeile addiert wird; entsprechendeaugh fur Spalten.

4. Multiplikationsregel: Es gilt d¢AB) = detAdetB .

Hinreichende (aber nicht notwendige) Bedingung fur dasafevinden einer Determinante ist, dass eine
Zeile oder eine Spalte verschwindet.

Das Spatprodukt

Aus einem Satz von drei Vektore b und € lasst sich durch kom-
binierte Anwendung des Vektor- und Skalarprodukts eindaska
GrolRe berechnen. Man definiert das Spatprodukt als

V(3,b,e) = (axD)-E.

Geometrisch handelt es sich bei dieser Konstruktion umvidds
mendes vona, b, und ¢ aufgespannten “Parallelepipeds” (also der
i.a. schiefwinkligen Version eines Quaders, deutsch alParal-
lelflach bezeichnet). Geometrisch macht man das sich sq\kgar
die Abbildung):

Grundflache = absing

\Volumen = Grundflache mal Hohe B
Hohe = ccosf

Die durch das Spatprodukt definierte GroRast also tatsachlich das Volumen, versehen mit einem
zusatzlichen VorzeicheM: ist positiv wenn das Vektortripel, b, € ein rechtshandiges System bildet. Im
linkshandigen Fall is¥ negativ.

Geometrisch ist klar: Das Volumen darf nicht von der Reibkgd der drei Vektoren abhangen, darf sich
also bei zyklischen Vertauschungen nicht andern:

(@xDb)-¢=(bx¢)-d=(cxd)-b.

Antizyklische Vertauschungen wirden ein zusatzlichesusizeichen liefern. Nimmt man den zweiten
Term dieser Gleichung und benutzt die Symmetrie des Skaldwfts, so ergibt sich

(@xb).-c=a-(bxc) = [dbg].

Beim Spatprodukt kommt es also nicht darauf an, wo das “Kraod wo der “Punkt” steht, man kann
beide Zeichen vertauschen. Das wird in der Notation deseletZerms zum Ausdruck gebracht, hier
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wurde auf die Multiplikationszeichen ganz verzichtet uiad &patprodukt durch die eckigen Klammern
zum Ausdruck gebracht.

Die Komponenten-Schreibweides Spatprodukts fuhrt auf

3 3 3 .
<i,j,Z_1aibj &ijk ék) . (ng é) = i’jg:laaqu Eijk& - & = i’jg:la;qu Eijk Ol
3

= Z aibjcksijk.
i,j k=1

Bei diesem Resultat handelt es sich wieder um eine Detent@na

(@xDb)-¢

a a a3
b1 by bz
Ci C GC3

(@x b)-¢=det

Als interessantes Nebenergebnis finden wir: Drei Vektoneth genau dantoplanar(d.h. sie liegen in
einer Ebene) wenn ihr Spatprodukt verschwindet, denn dstraies von ihnen aufgespannte Volumen
gleich Null. Mathematisch auf3ert sich dies im Verschwinder aus diesen Vektoren gebildeten Deter-
minante. Andererseits bedeutet die Koplanaritat derdrfekt, dass siénear abhangig sind, dass sich
also der dritte Vektor aus den beiden ersten zusammendatztnd.h. es existieren Koeffizienterund

B sodassgilt=ad+ BB. Nach der Linearkombinationsregel fir Determinantesstidich dann durch
C—ad— BB = 0 eine Zeile zu Null machen und die Determinante verschvtinde

Das doppelte Vektorprodukt

Ist in einem Vektorprodukt einer der Faktoren selbst duiohvektorprodukt gegeben, dann lasst sich
das Ergebnis durch eine Linearkombination von zwei Termesd@éicken. Die Formel wird auch als
“Entwicklungssatz” bezeichnet:

dx(bxc) =b(d@- e —c(@@b).

Beweis:

Die generelle Struktur dieser Formel ist leicht zu verstelier Vektorb x € steht senkrecht auf der von

b und¢ aufgespannten Ebene. Ba (b x €) seinerseits senkrecht auf diesem Produktvektor stehts mus
dass doppelte Kreuzprodukt selbst wieder in der urspithngh Ebene liegen, es muss also Koeffizienten
B undy geben, sodass gilt

ax (bx ¢ =pBb+yc.

Die Orthogonalitat zum Vektod liefert die Bedingung3a- b+ ya- €