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Ubungen zur Theoretischen Physik 1 - Losungen zu Blatt 2

Prisenziibungen
(P5) Vektorprodukt

Gegeben sind die Vektoren 4 = (1,2,0), b = (2,—1,1), ¢ = (—=1,—1,3). Wir berechnen die gefragten
Vektorprodukte aus der Definition des Kreuzproduktes

- ayby — a3 b,
aAxb=1\ayb —aby|. (1)
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(b) Esgilt |4’ Z| :ab|sin[l(¢7,§)]|. Dabeiista =|a] = Q/af +a§ —|—a§ = 1/5, b =+6und |7x 1;| =
v/30. Daraus folgt |sin[£(4, £)]| = 1. In dem Fall ist also eindeutig £(a, b) = /2.

Bemerkung: Im allgemeinen kann man aus dem Vektorprodukt den Winkel zwischen zwei
Vektoren aus dem Vektorprodukt nichr eindeutig bestimmen, weil man nur den Betrag des Sinus’
bestimmen kann.

Uber das Skalarprodukt ist hingegen der Winkel immer eindeutig bestimmt:

a

. ib
Z£(a,b) = arccos <_b> e [0, r]. 2)

Der Winkel ist natiirlich nur dann wohldefiniert, wenn 4’ # 0 und Z # 0. In unserem Fall ist

7b= 0, woraus sofort wieder Z(a, Z) = 7/2 folgt.

} 1 —2 —6
) ax(bxd)= (2) X (—7) :(3).
0 -3 -3

2 1 —6
d) b(@-)—cla-b)=(-3) (—1) -0 (—1) = ( 3 ), was mit dem Ergebnis von (c) iiberein-
1 1 -3
stimmt.



(e) Wir fithren die Rechnung in Komponenten einfach aus

- a byc3 — bsc,
ax(bxc)=\|a, | x| bye; — by

az blfz - bzcl

|
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(420, + a4 ba%)
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by(a-¢—ayc))—ci(@ab—ab))
= | b(ad - C—ayc, —cz(_’-;—azbz)
by(d- € —azcy —C3(_’-;—a3b3)
by(@- &)= c,(@- b)
= | by(@ O~ (@ b)
by(@- &)= o5(@- b)

Das war zu zeigen.

Bemerkung 1: Man kann sich die Regel fiir das doppelte Kreuzprodukt auch so merken: Es
stehen immer die in den Klammern befindlichen Vektoren auflen, und zwar der mittlere Fak-
tor zuerst. Die jeweils anderen Vektoren stehen im Skalarprodukt, und die beiden Terme sind
voneinander zu subtrahieren.

Bemerkung 2: Diese Merkregel gilt auch fiir den alternativen Fall, wenn die beiden ersten Vek-
toren zuerst multipliziert werden:

(@x bYyx E=b(@-&)—ab - 7). 3)

Das Vektorprodukt ist also nicht assoziativ!

Bemerkung 3: Fiir das Vektorprodukt gilt die Jacobi-Identitat
d’x(l;xc")+l;x(c"xa_’)+c"x(a?x;):o. 4)

Das zeigt man durch zyklische Vertauschung der Vektoren auf beiden Seiten der ,bac-cab-Regel”
und Addition der entstehen Gleichungen. Durch das Vektorprodukt wird der Vektorraum
R’ zu einer sogenannten Lie-Algebra erweitert.




(P6) Kronecker-Symbol

3 -
(a) Zal] ij Zab =a-b.

1,7=1

(b) Zﬂz 7 11 iy Zdl 1_41

i,j=1

3 —
©) Z a;bic, ]kSZz_Zalbcé\lz:azb-E'.

i,7,k=1 z,7=1

(P7) Levi-Civita-Symbol

(a) Die gesuchte Summe 22:1 €;jk€p1,m kann offenbar nur dann von 0 verschieden sein, wenn i #

(b)

und zugleich entweder i = / und j = m oder i = m und j = [ ist. In beiden Fillen ist nur
der Term in der Summe von 0 verschieden, fiir den der Summationsindex k verschieden von
den beiden anderen Indizes ist. Im ersten Fall sind beide Levita-Civita-Symbole beide identisch
+1, so daf} die Summe +1 wird. Im zweiten Fall sind die beiden Levi-Civita-Symbole von ent-
gegengesetztem Vorzeichen, und die Summe wird —1. Dies driickt man wie angegeben mit den
Kronecker-Symbolen aus:

3
Zfij/egklm:ailé\jm_é\imgjl' ®)
k=1
Wegen €;),, = —€1p,, = €], kann man (5) auch in der Form

3
Zfijkqfn/e:ailé\jm_gimgjl ©)
k=1
schreiben. Setzen wir m = j und summieren zusitzlich tiber 7, folgt daraus

Z €Ciik€ljk = zlzé\]] Zé\ué\]l _36\ é\il :231'[' )

7,k=1

Setzt man in dieser Gleichung noch den Index [ = m, erhilt man die auf dem Ubungsblatt
angegebene Gleichung.




