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Einleitung

Allgemeine Hinweise zur Vorlesung

Dies ist das Manuskript zur Vorlesung ,Mathematische Ergianzungen zur Theoretischen Physik 1“. Ziel die-
ser Vorlesung ist es, die in der Vorlesung ,,Theoretische Physik 1“ benstigten manthematischen Methoden zu
vertiefen und vor allem auf konkrete physikalische Probleme anzuwenden. Der Schwerpunkt liegt entspre-
chend weniger auf formalen Beweisen als vielmehr auf der Vermittlung der Rechentechnik, die sehr wichtig
tiir das Verstindnis der theoretischen Physik ist.

Inhaltlich ist die Vorlesung durch die physikalischen Anwendungen in der klassischen Newtonschen Me-
chanik festgelegt. Entsprechend beginnen wir mit einer Einfithrung der wesentlichen Grundlagen der Vek-
torrechnung, wobei wir von anschaulichen geometrischen Definitionen in Ebene und Raum ausgehen. Dies
wird naturgemif? fiir die Behandlung der Dynamik eines oder mehrerer Massenpunkte benétigt. Wir gelangen
dann schnell iber die Darstellung der Vektoren mittels reeller Komponenten bzgl. einer Basis zur quantitati-
ven Darstellung von Bewegungsablaufen.

Deren weitere Analyse erfordert dann auch die Erweiterung der Methoden der so definierten linearen Alge-
bra zu solchen der eigentlichen Vektor-Analysis. Entsprechend werden wir {iber die physikalischen Grofien
Ort, Geschwindigkeit und Beschleunigung die Ableitung von Vektorfunktionen nach dufleren Parametern
(hier naturgemif} der Zeit) einfiihren und geometrisch deuten.

Ebenso werden die wesentlichen Grundbegriffe der Feldtheorie eingefiihrt, wie die Ableitungen skalarer

Felder und Vektorfelder (grad, divund rot), die durch den ,Nabla-Operator* V kompakt dargestellt werden.
Ebenso besprechen wir auch ausfiihrlich das Rechnen mit Komponenten, den sog. Ricci-Kalkiil.

Den zweiten Schwerpunkt bilden Techniken zur L3sung von gew6hnlichen Differentialgleichungen, also
die Integration der einfachsten Typen von Bewegungsgleichungen, wie sie in der klassischen Mechanik auf-
treten, insbesondere das wichtige Beispiel des harmonischen Oszillators. Dazu fithren wir auch komplexe
Zahlen ein und besprechen die wichtigsten elementaren Funktionen wie Polynome, die Exponentialfunk-
tion, die trigonometrischen Funktionen und deren Umkehrungen.

Es sei betont, daff in der Vorlesung nicht notwendig alle Inhalte dieses Manuskripts abgearbeitet werden miis-
sen. Der Inhalt der Vorlesung richtet sich nicht zuletzt auch nach den Bediirfnissen der Horerinnen und
Horer der Hauptvorlesung und dient auch der Bereitstellung mathematischer Grundlagen und Methoden fiir
die Vorlesung!

Literaturempfehlungen: Die Literatur zum Thema ,Mathematik fiir Physiker® ist nahezu unerschopflich.
Fiir die Zielsetzung dieser Vorlesung ist besonders [[Gro05]] zu empfehlen, das den mathematischen Teil des
Vorlesungsstoffes vollstindig abdeckt. Eine sehr anschauliche Behandlung der Vektoranalysis sind [BK88],
SH99]|. Auch viele Theorie-Lehrbiicher bieten einen Uberblick iiber die zur Anwendung kommende Mathe-
matik. Als besonders gelungen empfinde ich die dlteren Biicher [[Joo89}Sau73}Som92]. Die Theorievorlesung
selbst orientiert sich an dem Skript von D. Rischke [Ris09]. Standardlehrbiicher sind noch [[Gre03} [Sch07,
Nol13]].
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Kapitel 1

Lineare Algebra

Die Vektorrechnung oder lineare Algebra und die Vektoranalysis stellen die wesentliche mathematische
Grundlage zur Beschreibung physikalischer Systeme dar. In dieser Vorlesung behandeln wir die Newton-
sche Mechanik, in der es vornehmlich um die Beschreibung der Bewegung von als punktférmig idealisierten
Korpern aufgrund vorgegebener auf sie einwirkender Krifte geht.

Wir gehen von der Euklidischen Geometrie des physikalischen dreidimensionalen Raumes aus, die wir als
bekannt voraussetzen. Wir werden schrittweise anhand des Begriffes der Verschiebung im physikalischen
Anschauungsraum die Algebra von Vektoren (Addition und Multiplikation mit reellen Zahlen) motivieren
und dann abstrahieren.

1.1 Geometrische Einfilhrung von Euklidischen Vektoren

Wir gehen davon aus, dafl die Grundlagen der Euklidischen Geometrie von der Schulmathematik her be-
kannt sind und entwickeln deren Formulierung als analytische Geometrie mit Hilfe von Vektoren. Dies ist
fiir die gesamte moderne Naturwissenschaft, wie sie von Galilei und Newton im 17. Jh. begriindet worden
ist, von entscheidender Bedeutung, denn die analytische Geometrie macht die Analyse von Bewegungen von
Korpern im Raum der Analysis, also der Differential- und Integralrechnung, zuginglich.

Die Anwendungen der hier behandelten mathematischen Methoden in der Physik gehen aber weit tiber die
klassische Mechanik hinaus. Sie stellen daher die unverzichtbare Grundlage fiir das gesamte Physikstudium
dar. Insbesondere die Vektoranalysis wird in nahezu allen Teilbereichen der Physik benétigt. Aufler in den
Theorievorlesungen 1 und 2, die von der klassischen bzw. analytischen Newtonschen (und speziell relativisti-
schen) Mechanik handeln, kommt sie vor allem in der Elektrodynamik (Theorie 3) zum Einsatz.

1.1.1 Definition von Vektoren als Verschiebungen

Wir fithren den Begriff des Vektors anhand der Beschreibung von Verschie-
bungen ein. Seien also A und B zwei Punkte. Aufgrund der Axiome, die
der Euklidischen Geometrie zugrundeliegen, konnen wir diese beiden Punkte
durch eine gerade Strecke verbinden, die eine Lange besitzt. Wir markieren
zugleich die Richtung mit einem Pfeil, legen also fest, dafy wir die Verschiebung
des Punktes A nach B entlang der geraden Strecke meinen. Dieses Objekt, das
die Verschiebung von A nach B durch Linge und Richtung festlegt, bezeich-

. —
nen wir als den Vektor AB.

Nun interessieren wir uns oft nicht fiir die konkreten beiden Punkte, die wir
ineinander verschieben, sondern lediglich fiir Linge und Richtung der Ver-

9



Kapitel 1 - Lineare Algebra

schiebung selbst. Daher identifizieren wir alle Pfeile, die aus AB durch Paral-
lelverschiebung hervorgehen und bezeichnen diese Klasse von Pfeilen als den

Vektor = AB. Wir bezeichnen die Menge aller Vektoren in einer Ebene mit E? bzw. E*, wobei das E fiir
»Euklidischer Vektorraum® und der hochgestellte Index 2 bzw. 3 die Dimensionszahl angibt.

1.1.2 Vektoraddition

. . g - Ind — . . .
Geben wir zwei Vektoren v; = AB und v, = BC vor, so definieren wir die
3,=BC Hintereinanderausfithrung der Verschiebungen (s. nebenstehende Skizze), die

B
€ direkt zur Verschiebung AC fithre, als die Summe der Vektoren: U+ 7, =
AC.
Durch Parallelverschiebung von 7,, so daf} sein Anfangspunkt in A zu lie-
gen kommt, ergibt den Punkt D vermdge v, = AD. Nach den Gesetzen der
5, +5,= 5,4 = AC Euklidischen Geometrie ist dann DC = 9;. Entsprechend folgt v, + 7, =

AD+DC =AC = 0, + 7,. Das bedeutet, daf} die Vektoraddition kommuta-
tiv ist, d.h. die Summe zweier Vektoren hingt nicht von der Reihenfolge der
Summation ab.

Nun fithren wir noch den (nur scheinbar sinnlosen) Nullvektor AA = 0 ein. Es ist klar, daf} das im Sinne
von Verschiebungen bedeutet, daf§ gar keine Verschiebung ausgefithrt wird. Im Sinne unserer Aquivalenz-

klassenbildung gilt fiir jeden anderen Punkt B ebenfalls, daf§ BE =0ist. Entsprechend folgt fiir die Addition
—_— — —_—> - -
AA+AB = AB bzw. 047, = 9,40 = ;. Der Nullvektor ist also das neutrale Element der Vektoraddition.

Es ist auch klar, daff wir zu jedem Verschiebungsvektor o = AB den die umgekehrte Verschiebung kenn-

zeichnenden Vektor (—7) = BA zuordnen kénnen. Der Summe dieser beiden Vektoren entspricht gerade die
Verschiebung von A nach B und dann wieder zurtick zu A. Insgesamt haben wir also gar keine Verschiebung

. N I S S
ausgefiihrt. Es ist also v+ (—9) =AB+BA=AA=0.
. . - - - —_— —
Betrachten wir nun drei Vektoren v, = AB, v, = BC und 95 =
CD. Dann ist

N L == = —
0, +7,=AB+BC =AC. (1.1.1)
und folglich
N N N —_ — —
(‘01+7)2)+‘U3 :AC+CD :AD (11.2)

Addieren wir jetzt diese drei Vektoren in einer etwas anderen Rei-
henfolge, und zwar bilden wir zuerst die Summe

N L = = —
5,+7,=BC+CD=BD. (1.1.3)
Dann folgt
= = N —> —_—> —>
v, + (v, +v;) =AB+BD =AD. (1.1.4)

Vergleichen wir dies mit (1.1.2), ergibt sich das Assoziativgesetz der Vektoraddition
(0,4 D))+ T3 =0, + (7, + T3). (1.1.5)

Dies zeigt, dafl wir hinsichtlich der Addition mit Vektoren formal genauso wie mit reellen Zahlen rechnen

konnen. Insbesondere kdnnen wir auch Gleichungen 16sen. Seien z.B. 4 und b vorgegebene Vektoren. Wir

10



1.1 - Geometrische Einfiihrung von Euklidischen Vektoren

suchen nun einen Vektor X, der die Gleichung 4+ x = b erfillt. Flitten wir Zahlen vorliegen, konnten
wir einfach 4 auf beiden Seiten der Gleichungen abziehen, um X zu finden. Aufgrund der eben hergeleiteten
Rechenregeln funktioniert das auch fiir Vektoren, denn es gilt

-

b+(—3) = (@ +7) +(—d) = (—d) + @+ 7) = [(=d) +d] +F =0+ F = &. (1.1.6)

Es ist eine gute Ubung sich zu vergewissern, welche der oben hergeleiteten Rechenregeln bei den einzelnen
Umformungsschritten verwendet wurden! Entsprechend definieren wir die Subtraktion von Vektoren in

der naheliegenden Weise als b—i=b+ (—a).

1.1.3 Linge (Norm) von Vektoren

Bisher haben wir nicht von der Eigenschaft von Vektoren Gebrauch gemacht, dafl sie auch eine Linge be-
sitzen. Die Linge des Vektors 7 = AB ist dabei natiirlich einfach durch die Linge der Strecke |7] = |AB| im
Sinne der Euklidischen Geometrie definiert. Man nennt || auch die Euklidische Norm des Vektors o oder
(vor allem in der Physik) auch einfach den Betrag oder die Linge des Vektors ¥. Der Betrag ist eine positive
reelle Zahl. Daf} fiir die Linge von Strecken reelle Zahlen bendtigt werden und nicht etwa rationale Zahlen
ausreichen, ist keinesfalls trivial. Erst D. Hilbert hat Ende des 19. Jh. bemerkt, daf§ die Manipulationen mit
Lineal und Zirkel, wie sie Euklid im Altertum ausgefiihrt bzw. axiomatisch begriindet hat, die reellen Zahlen
erfordern, also auch irrationale Zahlen bendtigt werden.

Die Euklidische Norm von Vektoren erbt nun naturgemif$ einige Eigenschaften vom Lingenbegriff der Eu-
klidischen Geometrie. Z.B. ist die Linge des Nullvektors 0: [0] =0, denn ein Punkt besitzt definitionsgemif}
keine Ausdehnung. Ist umgekehrt 7 ein Vektor mit |3 = 0 ist offenbar 7 = 0.

Weniger trivial ist die Dreiecksungleichung. Sind nimlich A, B und C drei beliebige nicht auf einer Gerade
gelegene Punkte, dann gilt fiir die Seiten des von ihnen definierten Dreiecks stets [AB| +|BC| > |AC|. Seien

— - — .
also v, =AB, v, =BC, so gilt
- - — - -
JAC| =9, + 7| < |v| + - (1.1.7)

Liegen die drei Punkte auf einer Geraden und B zwischen A und C, so gilt offenbar |AB|+|BC| = |AC]|. In
diesem Fall gilt also |9, 4+ 7,| = |7, +|7,|. Es gilt also fiir alle Vektoren ¥, und ¥, immer die Dreiecksunglei-
chung

|91 + 7, < 9] + 7], (1.1.8)

Das Gleichheitszeichen gilt offenbar dann und nur dann, wenn die Vektoren ¥; und o, parallel zueinander
sind.

Nun gibt es in der Euklidischen Geometrie zu zwei Punkten A und B und jeder reellen Zahl A > 0 einen
Punkt auf der durch A und B eindeutig festgelegten Geraden einen Punkt C, so daf} |JAC| = A|AB|, wobei
wir festlegen, dafl fiir A < 1 der Punkt C zwischen A und B und fiir A > 1 der Punkt B zwischen A und C
liegen soll. Entsprechend definieren wir die Multiplikation des Vektors o = AB mit der reellen positiven Zahl
A durch A3 = AC. Anders ausgedriickt bedeutet die Verschiebung um den Vektor A7 eine Verschiebung in
die gleiche Richtung wie die durch ¥ vorgegebene Verschiebung, aber um eine um den Faktor A verschiedene
Linge. Wir wollen eine solche Multiplikation von Vektoren mit reellen Zahlen auch fiir A < 0 definieren.
Wie wir gleich sehen werden, ist es sinnvoll, in diesem Fall AT = —(]A|?). Dies liegt nahe, denn fiir A < 0 ist
A =—|A|. Wir verschieben in diesem Fall also um eine um den Faktor A geinderte Strecke in entgegengesetzter
Richtung zu . Schlie8lich definieren wir noch, daf§ 09 = 0 sein soll. Man macht sich schnell klar, daf8 fiir
zwei Zahlen A, A, € R das Assoziativgesetz A,(4,7) = (4,4,)7 gilt.

11



Kapitel 1 - Lineare Algebra

Esist unmittelbar einsichtig, dafl (A;4+4,)7 = A, 9+ 4,7. Es ergeben sich
aus diesen Rechenregeln sofort die unmittelbar einleuchtende Formeln
wie U+ 0 = 27, d.h. filhrt man zweimal dieselbe Verschiebung hinter-
einander aus, erhilt man eine Verschiebung in die gleiche Richtung aber
um die doppelte Lange. Aus der nebenstehenden Skizze entnehmen wir,
daf} aufgrund des Strahlensatzes der Euklidischen Geometrie auch das
Distributivgesetz A(9; + 7,) = A7, + A7, gilt.

1.1.4 Lineare Unabhingigkeit von Vektoren und Basen

Seien Z und Zz zwei nichtparallele Vektoren. Das bedeutet, daff es keine reelle Zahl A gibt, fiir die /IZ = 132 ist.
Man nennt solche Vektoren linear unabhingig. Eine etwas allgememere Definition ist, daf} zwei Vektoren

linear unabhingig voneinander sind, genau dann wenn aus 4, b +4, b =0 folgt daf§ notwendlg A =4=0
sein mufl. Beide Definitionen sind offenbar dquivalent. Gilt namlich /lb = by, so ist /119 — 19 =0. Es ist also
zumindest A, =—17# 0, so daf§ die Vektoren linear abhingig sind. Ist umgekehrt A, b1 + 4, b2 =0und A, £0,
so gilt Zz =—(4/ /12);1, d.h. die Vektoren sind nach der ersten Definition linear abhingig.

Dies lift sich nun auf beliebig viele Vektoren verallgemeinern. Wir nennen eine beliebige endliche Menge
von Vektoren {7, 7,,...,7,} voneinander linear unabhingig, genau dann wenn aus

7+ LT, 4+ AT, Z/l ;=0 (1.1.9)

notwendig A, = A, =--- = A, =0 folgt. Andernfalls heiffen die Vektoren voneinander linear abhingig.

Betrachten wir nun als Beispiel Vektoren in einer Ebene. Seien b, und b, zwei beliebige voneinander linear
unabhingige Vektoren. Dann konnen wir jeden beliebigen Vektor @ durch Linearkombination aus diesen
Basisvektoren zusammensetzen. Wir schreiben die entsprechenden Zahlen, die Komponenten von o als v

und 7) d.h. wir kénnen stets Zahlen v/ (j € {1,2}) finden, so daf§

2
U= 7}1191+f02b2227ﬂb]-. (1.1.10)
=1

Es ist nun auch klar, dafl diese Zahlen eindeutig sind. Die Vektoren Zl und Zz sind ndmlich voneinander
linear unabhingig, denn sie sind nicht parallel zueinander, weisen also in verschiedene Richtungen in der
Ebene. Seien nun A! und A? irgendwelche Komponenten von @, folgt nimlich

0=3—3=(v"— )b, + (22— )b, (1.1.11)

Da Zl und Zz linear unabhingig sind, folgt daraus notwendig, dafl v! — A! =0, also v! = A', und 2> — > =
also v? = A? sein muf3. .

Man nennt nun eine Menge von Vektoren {b,,..., Zn} vollstindig, wenn man jeden Vektor ¥ als Linearkom-
bination dieser Vektoren darstellen kann. Falls diese Menge zusitzlich auch noch linear unabhingig ist, ist
diese Linearkombination fiir jeden Vektor eindeutig, was man genauso beweist fiir unser Beispiel mit zwei
Vektoren in der Ebene, und man nennt entsprechend jede vollstindige Menge linear unabhingiger Vektoren
eine Basis des Vektorraumes. Fiir E? bestehen alle Basen offensichtlich aus genau zwei Vektoren.

Man beachte, dafd hier die hochgestellten Zahlen keine Potenzen bezeichnen sondern Indizes, die die Komponenten durchnume-
rieren. Der Sinn, die Indizes fiir die Komponenten oben und die fiir die Basisvektoren unten zu schreiben, wird im folgenden noch
klar werden.
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1.1 - Geometrische Einfiihrung von Euklidischen Vektoren

Genauso bestehen alle Basen im dreidimensionalen Raum offensichtlich aus beliebigen Mengen von genau
drei linear unabhingigen Vektoren. Man nennt einen Vektorraum, der eine Basis aus endlich vielen Vektoren
besitzt, einen endlichdimensionalen Vektorraum. Offenbar bilden die geometrischen Vektoren wie wir sie
in diesem Abschnitt definiert haben, in einer Ebene einen zweidimensionalen bzw. im Raum einen dreidi-
mensionalen Vektorraum.

Wir merken hier nur an, daff es Vektorrdaume beliebiger endlicher Dimension aber auch solche unendlicher
Dimension gibt. In diesem Manuskript befassen wir uns nur mit endlichdimensionalen Vektorrdaumen, und
zwar vornehmlich mit den in der Euklidischen Geometrie des physikalischen Raumes der Newtonschen Me-
chanik auftretenden zwei- und dreidimensionalen Vektorraumen. Beschriankt man sich auf Vektoren entlang
einer Geraden, hat man es auch mit einem eindimensionalen Vektorraum zu tun.

1.1.5 Der Vektorraum R’

Wir haben im vorigen Abschnitt gesehen, dafy wir durch Einfithrung einer Basis {4, b,, b3} jeden raumlichen
Vektor ¢ durch seine drei Komponenten v!, v? und v° eindeutig als Linearkombination dieser Basisvektoren

3
5=0'b + v’ by + v by =D v/ b, (1.1.12)
j=1

darstellen konnen. Da solche Summenbildungen im folgenden stindig auftreten, lift man oft auch die Sum-
menzeichen einfach weg. Diese Konvention geht auf Einstein zuriick, der sie bei der Formulierung der Allge-
meinen Relativitdtstheorie eingefiihrt hat. Man spricht daher auch von der Einsteinschen Summationskon-
vention. Wir werden sie allerdings zu Anfang noch nicht benutzen, um klar daran zu erinnern, wann wir
Groflen summieren wollen. Es ist klar, daff umgekehrt auch durch beliebige drei Zahlen (v7) (j € {1,2,3})
ein Vektor o definiert ist. Haben wir also, einmal eine Basis festgelegt, konnen wir genauso gut mit die-
sen geordneten Zahlentripeln arbeiten, und zwar ordnen wir diese Zahlentripel gewohnlich in einer Spalte
an

Z)l
T 0?2 )| =(v))=7. (1.1.13)
,03

Wir bezeichnen die so definierten Spaltenvektoren mit demselben Symbol wie die geometrischen Vekto-
ren, zur Unterscheidung aber mit einem Oberstrich anstelle eines Pfeilchens. Man muf3 sich dabei immer
vergewissern, bzgl. welcher Basis eine solche Darstellung als Spaltenvektor gemeint ist.

Seien nun ¥ und @ beliebige raumliche Vektoren. Dann muf$ sich die Summe dieser Vektoren eindeutig durch
die Spalten v und w darstellen lassen. Dies ist in der Tat einfach zu sehen, denn es gilt

3 n 3 3
v+ ZE:Z Zw/bj:Z(v]bj+fw]b Z v]+w] (1.1.14)
Es ist also der Summe der beiden Vektoren eindeutig der Spaltenvektor
vl w! vl +o?
T+w=|0* |+ | w® | =+ w? (1.1.15)
v° w’ v’ + @’

zugeordnet. Es werden also einfach die entsprechenden Komponenten addiert.
Genauso zeigt man (Ubung), dafl A7 der Spaltenvektor

vl Av!
Ao=A v* | = Ao? (1.1.16)
3 Av?
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zugeordnet ist, d.h. es werden die Komponenten einfach mit der Zahl A multipliziert.

Ebenso ist es leicht einzusehen (Ubung), daf} die in Spalten angeordneten Zahlentripel mit den Rechenregeln
(1.1.15) und (1.1.16) genauso wie die geometrisch definierten Vektoren einen dreidimensionalen reellen Vek-
torraum bilden, fir die bzgl. Addition von Vektoren und Multiplikation von Vektoren mit reellen Zahlen
dieselben Rechenregeln gelten. Da die Vektorkomponenten reelle Zahlen sind, nennt man diesen Vektor-
raum mit den so definierten Rechenoperationen R?. Wir haben also eine umkehrbar eindeutige Abbildung
zwischen dem geometrischen Vektorraum E° und dem aus den Zahlentripeln des R? gebildeten Vektorraum
gefunden. Die Zahlentripel R? bilden zudem die gleiche algebraische Struktur wie der geometrische Vektor-
raum. Man spricht bei solchen umkehrbar eindeutigen Abbildungen zwischen zwei solcherart gleichartigen
algebraischen Strukturen, fiir die sich die Rechenoperationen zudem noch umkehrbar eindeutig entsprechen
von Homomorphismen. Vom Standpunkt einer rein axiomatischen Definition eines Vektorraumes sind die
durch einen Homomorphismus verkniipften algebraischen Strukturen nicht unterscheidbar. Sie sind voll-
standig zueinander dquivalent.

1.1.6 Basistransformationen

Es ist klar, dafd wir die Betrachtungen des vorigen Abschnitts mit einer beliebigen Basis ausfithren konnen. Es
ist allerdings sehr wichtig, stets in Erinnerung zu behalten, daf} diese Abbildung von der willkiirlichen Wahl
der Basisvektoren abhingig ist. In diesem Abschnitt befassen wir uns daher mit Basistransformationen,

also der Frage, wie wir die Komponenten von Vektoren bzgl. einer Basis {4, }(; , 3 in die Komponenten des

gleichen Vektors bzgl. einer anderen Basis {Z ;} je(1,2,3) umrechnen kdnnen. Definitionsgemifl gile

3 3
3= vb=>"p,. (1.1.17)

Da die Abbildung des Vektors V € E3 auf die R3-Vektoren 7 bzw. 7' jeweils umkehrbar eindeutig sind, muf3
es entsprechend eine umkehrbar eindeutige Abbildung dieser beiden R?-Vektoren geben.

Dazu miissen wir nur bedenken, dafl es offenbar neun eindeutige Zahlen T* ; gibt, so dafl
3 —
bij=> Tk b, (1.1.18)

gilt. Das ist so, weil definitionsgem3if die Vektoren & eine Basis bilden und somit jeder Vektor eine eindeutige

Linearkombination dieser drei Basisvektoren ist, insbesondere also auch b]-. Setzen wir (1.1.18) in (1.1.17) ein,

ergibt sich
3

3 R 3 AN 3 -
ZTk]-vfb;e:Z<ZT’€/v/>b;€:Zv/kb’k. (1.1.19)
1 k=1 j=1 k=1

k=1

3 -
~ ip. —
fv_E vb] 4

j=1 =

Da die Linearkombination von @ bzgl. der Basis b , eindeutig ist, folgt daraus, dafl notwendig
k 2 ko]
o =>"T" v (1.1.20)
j:l

sein muf. Kennen wir also die neun Zahlen 7% j» kénnen wir direkt die Komponenten bzgl. der alten Basis
in diejenigen der neuen umrechnen.
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1.1 - Geometrische Einfiihrung von Euklidischen Vektoren

Gewdhnlich ordnet man die 7* j in ein rechteckiges 3 x 3-Zahlenschema, eine sog. Matrix an:

T=(T*)=(1% 1%, T%). (1.1.21)

Die Transformation (1.1.20) schreibt man dann kurz in der Form

A

7 =T 7=T%. (1.1.22)

Ausfiihrlich geschrieben lautet die Rechenvorschrift

o' T T, T\ (o T ol 4 T0? + T'30°
oA | =T T% T4 || )= T2 o'+ T5,02 + T%9° |. (1.1.23)
7)/3 T31 T32 T33 713 T31‘01+T32’02—+—T337}3

Die einzelnen Eintrige haben also die Form ,Zeile x Spalte“, wobei man die Multiplikation jeweils als die
angegebene Summe von Produkten anzusehen hat.

Die gleiche Argumentation fithrt auch umgekehrt zur Berechnung der Komponenten v aus den Komponen-
ten ¥’. Dazu miissen wir nur die entsprechende Matrix via

- 3 R
by, => Ul4b; (1.1.24)
=
einfithren. Dann folgt
7=U7. (1.1.25)
Kombinieren wir (1.1.25) mit (1.1.22) folgt fiir alle 7 € R
v=Uv=UT%. (1.1.26)

. . . . . . AN . . . .
Zum einen fiihrt dies das Produkt zweier Matrizen ein; U7 ist wieder eine R>*3-Matrix, und man bildet

sie wieder nach dem Schema ,,Zeile x Spalte“. Zum anderen folgt aber aus (1.1.26)), dafl UT eine Matrix sein
muf, die alle Vektoren 7 € R? auf sich selbst abbildet. Das kann nur die Finheitsmatrix

1 00
I,=(0 1 0)=diag(1,1,1) (1.1.27)
0 01
sein. Es gilt also notwendig
UT =1,. (1.1.28)

Es ist also U dic inverse Matrix zu 7 im Sinne der Matrizenmultiplikation. Man schreibt daher auch
U=T"". (1.1.29)
Wir konnen natiirlich auch umgekehrt von ausgehen und dann mit auf
v =To=TU% (1.1.30)
schlieflen. Es gilt also mit denselben Argumenten wie eben auch

TU=1,=> T=U" (1.1.31)
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Wir weisen bereits hier darauf hin, daff i.a. die Matrizenmaultiplikation nicht kommutativ ist, d.h. fir irgend-
welche Matrizen A, B € R* gilt i.a.

AB +# BA! (1.1.32)

Auflerdem ist beileibe nicht jede Matrix invertierbar, d.h. haben wir irgendeine Matrix A gegeben, braucht

A
die inverse Matrix A~! nicht zu existieren. Das kennen wir schon von den reellen Zahlen: hier ist auch die 0
bzgl. der Multiplikation nicht invertierbar. Wir werden uns mit der Matrizenrechnung in Abschnitt[1.6noch
ausfiihrlich beschiftigen und diese Fragen genauer studieren.

1.1.7 Das Skalarprodukt

Wir haben nun zwar schon einen sehr beachtlichen Teil der Euklidischen Geometrie in die Sprache der Vekto-
ren iibersetzt und damit als ,, Analytische Geometrie® fiir die Physik bequemer handhabbar gemacht. Offen-
sichtlich fehlt aber noch die Behandlung von Winkeln. Dazu bendtigen wir eine weitere Rechenoperation fiir
zwei Vektoren ¥ und @, das Skalarprodukt. In der modernen mathematischen Literatur spricht man auch
von einem inneren Produkt. Wir geben einfach die Definition des Skalarproduktes an und untersuchen dann
seine Eigenschaften:
7w = |9||w|cos[ £(7, @)]. (1.1.33)
Dabei ist der Winkel Z(9,w) = Z(w,v) € [0, 7] der Winkel zwischen den beiden Vektoren, wenn man
sie so verschiebt, daf3 ihre Anfangspunkte aufeinanderfallen (s. die folgende Abbildung). Da der Cosinus im
Intervall [0, 7r] streng monoton fallend ist, wird durch das Skalarprodukt und die Linge der Vektoren der
Winkel eindeutig definiert:

Z(ﬁ,@):arecos( fz‘w >, 77,15;&6

|9l |]

Falls mindestens einer der beiden Vektoren im Skalarprodukt der Nullvektor ist, ist der Winkel zwischen
dies_@n Vektoren zwar unbestimmt. Wir definieren da_be_r) noch zusitzlich, dafd fiir alle Vektoren @ stets 0-@ =
@ -0 = 0 gelten soll. Insbesondere ist natiirlich auch 0-0=0.

Die geometrische Bedeutung des Skalarproduktes wird verstandlich, wenn wir
fiir @ einen Einheitsvektor, also einen Vektor der Linge 1 wihlen. Sei also
|@| = 1. Dann ist

7w =|v|cos[£(T,w)] falls |@|=1. (1.1.34)

Dies ist dem Betrag nach gerade die Linge der senkrechten Projektion des Vek-
tors v auf die Richtung von @ (vgl. Abbildung). Wegen des cos gilt hinsichtlich
des Vorzeichens

>0 falls Z(9,9@)€[0,7/2),
v-w{ =0 falls (v, w)=m/2, (1.1.35)
<0 falls Z(9,w)e(n/2,r]

Das Skalarprodukt verschwindet also entweder, wenn o = 0 oder @ = 0 ist oder wenn die Vektoren aufein-
ander senkrecht stehen (denn es ist cos(7r/2) = cos90° = 0. Fiir ¥ # Ound @ #+ 0 schreibt man dann 3 L @
(,v steht senkrecht auf ).

Dem Skalarprodukt eines Vektors mit sich selbst kommt eine besondere Bedeutung zu. Wegen cos0 = 1 folgt
namlich

v-0=7° =7 (1.1.36)
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Daraus folgt sofort
7-7>0, 3-3=0<3=0. (1.1.37)

Man sagt daher, daf§ das Skalarprodukt positiv definit ist.

Aus der Definition (1.1.33) ist unmittelbar klar, daf} das Skalarprodukt
kommutativ ist, d.h. es kommt auf die Reihenfolge der Multiplikation
nicht an

o= 7. (1.1.38)

Weiter ist es auch linear in beiden Argumenten, d.h. es gilt

(AD)- % = | A||5]|| cos[ L(AT, B)]. (1.1.39)

SH

Nun gilt aber gemifd der nebenstehenden Abbildung

L03, %)= Z(v,wl i falls A>0, (1.1.40)
n—Z(v,w) falls A<0
ist. Wegen cos(m — a) = —cosa folgt also fiir A7 0 aus
(A7) - @ = sign A|A||9]|@| cos[£D, @] = A(T - @) = A9 - @. (1.1.41)

Auflerdem entnimmt man der nebenstehenden Abbildung, dafl fiir |@| = 1
auch das Distributivgesetz, also

(0,4 D,) =0, W+ Ty @ (1.1.42)

gilt. Falls @ = 0 ist, gilt diese Gleichung sicher. Fiir einen Vektor @ # 0, der
kein Einheitsvektor ist, kdnnen wir stets @ = |@|@/|@| schreiben. Nun ist

@ /|w@| ein Einheitsvektor (warum?), und wegen (1.1.41) folgt

S, O A 7 N 7
(0,4 9,)- @ =|©|(7; + 7,)- :|fw|<v1-T+v2-@>:v1-w+v2-w.

||

Wegen des Kommutativgesetzes gilt dies freilich auch, wenn die Summe im zweiten Argument steht.

§¢|§L

Das Skalarprodukt ist daher auch eine symmetrische Bilinearform. Symmetrisch heifSt es deshalb, weil das
Kommutativgesetz gilt und bilinear, weil es bzgl. beider Argumente eine Lineare Abbildung (in die reellen

Zahlen) ist. Wir konnen nimlich (1.1.41) und (1.1.43) zusammenfassen zu

Mit der Definition des Skalarprodukts ist die Struktur des Euklidischen Vektorraumes nunmehr vollstindig
beschrieben. Ein Vektorraum heifSt demnach Euklidisch, wenn neben der Vektoralgebra mit den Operatio-
nen der Addition von Vektoren und der Multiplikation mit reellen Zahlen auch noch eine positiv definite
Bilinearform definiert ist.

1.1.8 Geometrische Anwendungen des Skalarprodukts

Wir konnen nun das Skalarprodukt verwenden, um mit den Mitteln der analytischen Geometrie bekannte
Sitze der Geometrie zu beweisen.
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Als erstes beweisen wir den Cosinus-Satz. Seien drei Punkte A, B und C gegeben, die nicht auf einer Geraden
. . — - — =4 . - — - et -3 - .
liegen. Wir setzen dazu ¥, = AB und 9, = AC. Dann ist offenbar v, — 9, = AB + CA = CB = 7. Fiir die

Linge der Seite AC gilt demnach

|BC|P? =y 0y = 92 = (9, — 0,)* = 01 + 03 — 29, - T, = |AB|* + |AC|* — 2|AB||AC| cos a, (1.1.45)

wobei @ = Z(A_B> ,E ) der von den Seiten AB und AC eingeschlossene Winkel ist, und das ist der Cosinus-Satz.
Dabei haben wir ausgenutzt, dafl wir mit dem Vektorprodukt formal wie mit Zahlen rechnen kénnen und
insbesondere durch Ausmultiplikation die gewohnten binomischen Formeln analog wie bei Zahlen gelten.

Falls @ = 7/2, liegt offenbar ein rechtwinkliges Dreieck vor, und dann wird (1.1.45) wegen cos(7/2) =0
|BC]? =|AB]* + |AC)%, (1.1.46)

und das ist der Satz des Pythagoras.
SchliefSlich gilt wegen |cosa| < 1 stets die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

|91 - 7, <1919 (1.1.47)

Das Gleichheitszeichen gilt nur falls cosa = 1, d.h. @ = 0 (denn definitionsgemif} soll ja a € [0, 7] liegen)
oder falls cosa = —1, d.h. @ = 7 ist. MaW. das Gleichheitszeichen in (1.1.47) gilt genau dann, wenn 7, || ¥,
ist.

Wir kdnnen nun die Dreiecksungleichung aus der positiven Definitheit des Skalarproduktes beweisen, denn
es gilt
|91+ = (9, + 5,)°

=0 +7,+20,-7,

e (1.1.48)
< T+ 95 +2|9 3y
<G+ 33 +205)] 15, = (19| + 15,
bzw., weil immer nur positive Zahlen quadriert werden,
|91 + | < [9;] + 7. (1.1.49)

Umgekehrt folgt aus der positiven Definitheit des Skalarproduktes auch die Cauchy-Schwarzsche Unglei-

chung (1.1.47).

1.1.9 Das Skalarprodukt im R’

Wegen der Bilinearitit konnen wir das Skalarprodukt zwischen zwei Vektoren auch mit Hilfe der Vektorkom-
ponenten T bzgl. einer beliebigen Basis ausdriicken. Dazu miissen wir allerdings offenbar die Skalarprodukte
zwischen den Basisvektoren kennen. Dies ergibt wieder eine Matrix. Wir definieren also die Metrikkompo-

nenten bzgl. der gegebenen Basis &; gemifs

-

gjr = 1;]' by, (1.1.50)

Fiir zwei beliebige Vektoren & und @ mit den Komponenten @ = (v/) und @ = (w*) folgt dann wegen der
Bilinearitdt des Skalarproduktes

3 R 3 3 - 3 .
VW= <Zvj19]-> . <Zwkbk> :ZZv]wkb]- by, :ZZ g]-kfv]wk. (1.1.51)



1.2 - Axiomatische Begriindung der linearen Algebra und Geometrie

Wir schreiben nun (g;;) als Matrix, machen aber die Tatsache, daf} es sich diemal nicht um die Transformati-
onsmatrix zwischen Basisvektoren sondern um die darstellende Matrix einer Bilinearform (in diesem Fall des
Skalarproduktes) handelt, durch einen iibergestellten Doppelpfeil kenntlichP}

- 8t 812 &3
8§ = (gjk) =181 82 8&»|- (1.1.52)
&1 82 833

Man beachte auch, daf§ nun beide Indizes unten zu sehen kommen.

Wir kénnen nun (1.1.51) mit Hilfe von Matrix-Vektorprodukten schreiben, wenn wir den linken Vektor als

Zeile schreiben. Dazu definieren wir
v
Tl = o2 :(711 v? fv3>. (1.1.53)
v

Man nennt diese Operation an Spaltenvektoren des R® Transposition. Diese Operation kann man auch mit
Matrizen vornehmen. Man schreibt einfach alle Spalten als Zeilen:

T 811 81 &1

st T

g€ =82 & &) (&)jr=8,; (1.1.54)
813 823 &33

Da das Skalarprodukt kommutativ ist, gilt allerdings

7 7 7 7 T «—
gj/e:bj'b/e:bk'bj:gk]‘ ~ 8 =g (1.1.55)
Mit diesen Definitionen folgt, dafl
T0=7gw=1'guo. (1.1.56)

Es ist nun einfach, die Metrikkomponenten bzgl. einer beliebigen anderen Basis Z;@ durch die der Basis Z]-
auszudriicken. Dazu benétigen wir lediglich (1.1.24). Wegen der Bilinearitit des Skalarprodukts folgt dann

3 3
777 / 77 l
sm=

I,m=1

In Matrixschreibweise ergibt dies (Ubung!)

</ /\T(_) A
¢ =0Tg0. (1.1.58)

1.2 Axiomatische Begriindung der linearen Algebra und Geometrie

Bislang haben wir die diversen Rechenoperationen mit Vektoren geometrisch motiviert und uns dabei auf
die dreidimensionale (riumliche) Euklidische Geometrie berufen. Es ist nun gerade fiir die theoretische Phy-
sik wichtig, diese Betrachtungen auf abstraktere Fiifle zu stellen. Bereits im nichsten Semester werden wir

2Es ist sehr wichtig, eine solche Unterscheidung zu treffen, denn wie wir gleich sehen werden, unterscheidet sich das Transfor-
mationsverhalten einer solchen Bilinearform (auch Tensor zweiter Stufe genannt) unter einem Basiswechsel entscheidend von dem
der Vektorkomponenten. Eigentlich wire es daher auch adiquater gewesen, eine Unterscheidung bereits bei der Bezeichnung der
Komponenten zu treffen. Dies geschieht in der weiterfithrenden Literatur durch die Verwendung von hoch- und tiefgestellten Indi-
zes. Dies habe ich in diesem Skript vermieden, um die Kompatibilitit mit der in der Theorie-Vorlesung gewiahlten Schreibweise zu
wahren.
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z.B. die Spezielle Relativititstheorie kennenlernen, die sich am elegantesten und leicht verstindlichsten in
einem vierdimensionalen Punktraum und entsprechenden vierdimensionalen Vektoren beschreiben lifit, der
sog. Minkowski-Raumzeit. Die Algebra der Vektoren ist dabei nicht wesentlich komplizierter als die aus
der soeben geometrischen Anschauung gewonnenen Rechenregeln fiir den Euklidischen dreidimensionalen
Raum. Nicht zuletzt ist die folgende Zusammenstellung der Axiome auch eine gute Merkhilfe der wichtigsten
Formeln.

Wir beginnen mit der axiomatischen Begriindung des Vektorraums. Ein Vektorraum ist zunichst eine ab-
strakte Menge V von Objekten, fiir die zunichst eine Abbildung V x V — V, die Addition definiert wird.
Diese mathematische Pfeilschreibweise fiir eine Abbildung bedeutet hierbei folgendes: auf der linken Seite
steht der Definitionsbereich oder Urbildbereich der Abbildung. In unserem Fall sind das Paare von Elemen-
ten aus der Menge V. Hier steht V' x V nimlich fiir ein Mengenprodukt, welches einfach eine neue Menge
ist, die aus geordneten Paaren von Elementen aus V besteht. Dabeti ist ausdriicklich i.a. (7,,7,) # (,,7;),
d.h. die Reihenfolge bei dem geordneten Paar soll ausdriicklich berticksichtigt werden. Rechts vom Pfeil steht
die Wertemenge oder der Bildbereich. Fiir unserem Fall besagt dies, daf} jedem geordneten Paar von Vek-
toren aus V eindeutig ein Vektor, ebenfalls aus V, zugeordnet wird. Die Addition schreiben wir dabei mit
einem Pluszeichen. Dies driickt man formal wie folgt aus (9,,7,) — 7, + T,.

Dies mag auf den ersten Blick ein wenig pedantisch und kompliziert erscheinen. Es ist jedoch oft von grofiem
Nutzen, sich klar zu machen, welchen Definitions- und Wertebereich Rechenoperationen eigentlich haben,
und dafiir ist diese pedantische Schreibweise der Mathematiker duflerst niitzlich.

Die Rechenoperationen miissen nun noch weiter spezifiziert werden. Dabeti ist es aus mathematischer Sicht
unerheblich, um welche konkreten Objekte es sich bei dem, was wir ,,Vektoren“ nennen, es sich eigentlich
handelt. Es werden einfach ,Spielregeln®, die Axiome, aufgestellt, die formale Operationen festlegen. Fiir
unseren Fall der Addition von Vektoren sind dies die folgenden Axiome:

1. Fiir beliebige drei Vektoren @, 9,, 75 € E> gilt stets das Assoziativgesetz
(T, + Ty) + 3 = 0, + (T, + T3). (1.2.1)
2. Es existiert ein neutrales Element der Addition, das wir mit 0 € E? bezeichnen. Es zeichnet sich
dadurch aus, daf fiir alle Vektoren o € E>
7+0=7 (1.2.2)
gilt.
3. Zujedem Vektor o € E? existiert ein bzgl. der Addition inverses Element (—%) € E, fiir das

7+ (—3)=0. (1.2.3)

4. Fiir beliebige zwei Vektoren 7,9, € E? gilt das Kommutativgesetz
771 + 7_;2 — 52 + 771. (12.4)

Es fiihrt fiir diese Physikvorlesung zu weit, den gesamten Apparat der linearen Algebra, die wir oben durch
Berufung auf die geometrische Anschauung hergeleitet haben, aus diesen Axiomen zu beweisen. Dies ist Ge-
genstand der Mathematikvorlesung.
Als ein Beispiel moge der wichtige Satz dienen, daf das neutrale Element der Addition 0 eindeutig ist. Nehmen
wir dazu an, es sei auch 0’ ein neutrales Element der Addition. Wegen der Eigenschaft 1D des neutralen
Elements 0 gilt

=0+02547. (1.2.5)
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Nun ist aber 0’ voraussetzungsgemif ebenfalls ein neutrales Element, und gemif (1.2.2) gilt demnach
0'=0+0 =0, (1.2.6)

d.h. dafl notwendig die beiden neutralen Elemente der Addition gleich sind.

Wir bemerken noch, daf eine algebraische Struktur, die auf einer Menge wie die eben definierte Addition
definiert ist und (1.2.1)-(1.2.3) geniigt als Gruppe bezeichnet wird. So einfach diese Axiome auch anmuten
mdgen, so liefern sie doch eine sehr reichhaltige mathematische Struktur. Die Gruppentheorie ist ein riesiges
Teilgebiet der Mathematik, und Teile der Gruppentheorie spielen tibrigens fiir die Physik eine herausragende
Rolle, die im Verlauf des Physikstudiums noch klar wird. Nimmt man zu diesen drei Axiomen noch das
Kommutativgesetz hinzu, spricht man von einer Abelschen Gruppe. Wir konnen also die Axiome
der Vektoraddition auch kurz zusammenfassen, indem wir bemerken, daf} die Vektoraddition eine Abelsche
Gruppe auf der Menge der Vektoren V' bildet.

Um die so definierte additive Gruppe zu einem Vektorraum zu erweitern, bendtigen wir die Multiplikation
von Vektoren mit einem Skalar. Dabei sind die Skalare Elemente eines Zahlenk6rpers, der in unserem Fall
stets der Korper der reellen Zahlen R ist. Auch diese algebraische Struktur kann wiederum axiomatisch be-
griindet werden. Wir wollen dies hier der Ubersichtlichkeit halber aber unterlassen. Die Multiplikation mit
Skalaren erfiillt die folgenden Axiome:

1. Fiiralle A, y € Rund alle 3 € V gilt (A+ )7 = AT+ A3 und A(u?) = (Au)3.
2. FiralleoeVist 1o =90.
3. fiiralle 3,% € V und alle A€ R gilt A(T 4 @) = AT + A@.
Man weist leicht einige weitere einfache Rechenregeln nach (Ubung!), z.B.
09=0, A0=0,(—1)F=—7,... (1.2.7)

Mit diesen Rechenregeln ist der Begriff des Vektorraumes bereits vollstindig bestimmt. Als wichtige Begrif-
fe ergeben sich daraus, wie oben hergeleitet, die Linearkombinationen und Basen und im Zusammenhang
damit der der Dimension. Wir werden unten als weitere wichtige Strukturen die linearen Abbildungen
verschiedener Art kennenlernen, deren Untersuchung weitere Eigenschaften der Vektorraume charakterisie-
ren. Es ist tibrigens ohnehin ein Merkmal der modernen axiomatischen Methode der Mathematik, Struktu-
ren einzufithren und dann entsprechende diese Strukturen charakterisierende Abbildungen zwischen diesen
Strukturen zu analysieren.

Fiir die Geometrie und damit auch fiir deren Anwendung in der Physik als Modell fiir den physikalischen
Raum ist weiter die Einfiihrung des Skalarprodukts wichtig. Es handelt sich um eine Abbildung V x V — R,
0, — U - @, das die folgenden Axiome erfiillt

1. Firalle 9,0, x € E> gilt 7- (0 +X) =0 - @+ - X.
2. Fiiralle A€ R und alle 7, @ € E gilt (A7) - @ = A(3 - @).

—

3. Firalled,w €E’gilt - o =% - o.
4. Firalle g€ E? gilt 92 :=3 -9 >0.
5. Esist 72 = 0 genau dann wenn, ¥ = 0 ist.

Eine Abbildung V x V — V, welche die ersten drei Axiome erfiillt, heifdt symmetrische Bilinearform. Gilt
auch noch das vierte Axiom, heifit die Bilinearform positiv semidefinit. Ist schlieflich auch noch das fiinfte
Axiom erfiillt, heiflt die Bilinearform positiv definit.

21



Kapitel 1 - Lineare Algebra

Wir wollen als Beispiel mit dem Umgang des so axiomatisch definierten Skalarprodukts die Schwarzsche

Ungleichung (1.1.47) beweisen, wobei der Betrag eines Vektors durch
15 = v/32>0 (1.2.8)

definiert ist. Wegen der positiven Definitheit des Skalarprodukts gilt fiir alle Vektoren ¥ # Ound @ € E?
o .
P()==(AT+w)*>0. (1.2.9)
v

Dabei diirfen wir wegen der positiven Definitheit (5. Axiom des Skalarprodukts) durch 92 # 0 dividieren.
Wir kénnen weiter das Skalarprodukt ausmultiplizieren (zur Ubung mache man sich das anhand der obigen
Axiome klar):

> = -9
LA ) (1.2.10)

_ 12
P(/l)—/l +2 =2 ﬁ =

Dieses quadratische Polynom kdnnen wir nun noch weiter umformen zu

5-«5>2 2 (T-D)?

P(A)= <A+ =

= @y >0. (1.2.11)

Da diese Ungleichung fiir alle A € R gilt, mufl notwendig

) - =\2
0w (v-w)

— — >0 1.2.12
32 (32 ( )

gelten. Mit (9%)? > 0 multipliziert ergibt sich wegen der Definition des Betrages von Vektoren (1.2.8) schliefi-
lich
(7)< *w? = |7-0| <|9]||D). (1.2.13)

Aus dem Beweis folgt auch, daff das Gleichheitszeichen genau dann gilt, wenn es ein A € R gibt, so dafy
P(A) = 0 ist, also wenn @ = —A7 ist, d.h. wenn die Vektoren kolinear sind. Mit der Rechnung
haben wir gezeigt, daf$ fiir den via definierten Betrag die Dreiecksungleichung gilt und damit der
Betrag die Axiome einer Norm erfiillt, die wir in Abschnitt[1.1.3|besprochen haben. Wegen der Giiltigkeit der
Schwartzschen Ungleichung ist es auch sinnvoll, den Winkel zwischen zwei nicht verschwindenden
Vektoren gemify

Q
ISH

cos[£(v, )] = (1.2.14)

8y

<y

einzufithren und damit die Winkelmessung zu begriinden.

Man kann zeigen, daf} sich mit diesen Regeln alle Sitze der Euklidischen Geometrie ergeben. Dazu muf3
man nur noch die Punkte als Menge einfithren und postulieren, daff es entsprechend den oben im umgekehr-
ten Sinne aus den Eigenschaften des Euklidischen Punktraumes erschlossenen Regeln fiir Verschiebungsvek-

toren AB gelten. Wir wollen auch diese Betrachtungen nicht im einzelnen hier ausfithren. Wir bemerken
nur, dafl ein solches Konstrukt aus einem (reellen endlichdimensionalen) Euklidischen Vektorraum und ei-
ner Menge von Punkten als Euklidischer affiner Punktraum bezeichnet wird. Eine Verallgemeinerung die-
ser mathematisch-abstrakten Definition spielt spiter in der Begriindung der Speziellen Relativititstheorie
noch eine wichtige Rolle, wo die Beschreibung der Strukturen von Raum und Zeit durch die sog. Minkowski-
Raumzeit erfolgt. Die Minkowski-Raumzeit entpuppt sich dabei als vierdimensionaler affiner Punktraum,
wobei im Vektorraum allerdings kein positiv definites Skalarprodukt sondern eine indefinite nicht ausgeartete
Bilinearform definiert ist. Es handelt sich also um einen sog. pseudo-Euklidischen affinen Punktraum.
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1.3 Kartesische Basen und orthogonale Transformationen

Mit der Einfiihrung eines Skalarprodukts gibt es eine besonders bequeme Klasse von Basen, die Orthonor-
malbasen oder Kartesischen Basen. Dazu wihlt man als Basisvektoren beliebige drei paarweise zueinander
senkrechte Einheitsvektoren, ein sog. Dreibein. Anschaulich ist unmittelbar klar, daf§ es beliebig viele solcher
Dreibeine gibt und damit auch beliebig viele Orthonormalbasen. Wie wir gleich sehen werden, vereinfachen
sie das Rechnen mit Vektorkomponenten und dem Matrixprodukt bzw. den dazugehérigen Metrikkompo-
nenten sowie die Transformation von einem Orthonormalsystem zu einem anderen erheblich.

Esseialso {€;}c(123) eine beliebige Orthonormalbasis. Voraussetzungsgemif! sind diese drei Vektoren auf 1
normiert und stehen paarweise aufeinander senkrecht. Es gilt also

I 1 falls =k,
gjk:(%.ek:é\jk:{o falls ]#k (131)

Man nenne 3, das Kronecker-Symbol. Es ist klar, daff es die Komponenten der Einheitsmatrix reprisentiert.
Bzgl. einer kartesischen Basis wird die darstellende Matrix des Skalarproduktes also extrem bequem, denn es

gilt gemafd

T=8=1,. (1.3.2)
Fiir kartesische Koordinaten gilt also gemifd (1.1.56))

3
T 0=0-0=0 g0=0w= Z 8j/€v]wk :Z’()/w] =olw!' + v’ + 7w . (1.3.3)

Wir betrachten nun wieder die Frage, wie sich Basiswechsel auswirken. Wir betrachten zunichst die Transfor-
mation zwischen den Basisvektoren einer kartesischen Basis {€;};¢(1 5 ;) und einer anderen beliebigen Basis

{Z]/'}je{l,Z,}}' Es gilt wieder wie fiir ganz allgemeine Basen (1.1.19) und (1.1.24):

3

3

- b T o .

ej—kg T ]bk’ b/e— 2 U]kej, (1.3.4)
=1

wobei die Matrizen 7 und U zueinander inverssind: 70U = UT = 15 bzw. U = T~ Insbesondere sind diese

Matrizen notwendig invertierbar, wenn sowohl die ¢; als auch die I;]’ jeweils eine Basis bilden, also vollstindig
und linear unabhingig sind.
Fiir die Vektorkomponenten gelten entsprechend (1.1.20) bzw. (1.1.21) und (1.1.26):

v =Tv, v=Uv=1T""7. (1.3.5)

Die Tatsache, daf} die ¢; hierbei ein Orthonormalsystem bilden, fiihrt in diesem Fall noch nicht zu irgendwel-
chen Vereinfachungen. Betrachten wir nun jedoch, wie sich die darstellenden Matrizen fiir das Skalarprodukt
verhalten. Hier ist (1.3.2) entscheidend, denn fiir kartesische Basen ist demnach die darstellende Matrix einfach
die Einheitsmatrix! Die Transformationsvorschrift (1.1.58) vereinfacht sich nimlich zu

TGO = 010 = 070 139
Daraus lifit sich die fiir spitere Uberlegungen sehr wichtige Schluf$folgerung zichen, daf} die Metrikkompo-

nenten bzgl. einer beliebigen Basis eine invertierbare Matrix bilden. Eine Bilinearform, deren Metrikkompo-
nenten diese Eigenschaft besitzen, heifdt nicht ausgeartete Bilinearform. Das Skalarprodukt ist also eine
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nicht ausgeartete positiv definite symmetrische Bilinearform. Jede Bilinearform mit diesen Eigenschaften
kann als Skalarprodukt verwendet werden und definiert dann auf dem jeweils betrachteten Vektorraum genau
die geometrische Struktur, die diesen Vektorraum zu einem Euklidischen Vektorraum macht, d.h. sie indu-
ziert eine Norm, die die Linge von Vektoren festlegt, den Begriff des Winkels zwischen zwei Vektoren und
insbesondere die Eigenschaft, dafl Vektoren orthogonal zueinander sein konnen (also aufeinander senkrecht
stehen).

Um nun also zu zeigen, daf}
g =g (1.3.7)

«—>
existiert, miissen wir uns bereits ein wenig in die Matrizenrechnung einarbeiten. Wir wissen, dafl aufgrund der
Tatsache, daf$ U und T zueinander inverse Basistransformationen reprasentieren, dafl U eine invertierbare
Matrix ist und daf U~! = 7 ist. Wir wissen weiter, dafl dies impliziert, daf} TU = UT = 1, ist. Dies
ist keinesfalls selbstverstindlich, weil i.a. die Matrizenmultiplikation nicht kommautativ ist. Wenn aber die
Matrizen zueinander invers sind, ergibt ihr Produkt unabhingig von der Reihenfolge stets die Einheitsmatrix.

Seien nun A und B beide invertierbar. Dann ist auch das Produkt AB eine invertierbare Matrix, und es gilt
(ABy ' =B14A. (1.3.8)
Man mufl hierbei strikt auf die Reihenfolge der Matrixmultiplikation achten! Zum Beweis rechnen wir
(AB)B A =ABB YA ' = AL, A = AA = 1, (1.3.9)

d.h. B~'A" ist tatsichlich die inverse Matrix zu AB, wie in l) behauptet.

Weiter behaupten wir, dafl mit U auch UT invertierbar ist, und daf3
(O =0 =17 (1.3.10)

ist. Zum Beweis miissen wir nur das entsprechende Matrixprodukt in Komponenten ausschreiben:

3 3
(O, =D (U (T =2 U Ty = (TU) ;= 8,5 = 8- (1.3.11)
k=1 k=1
Das bedeutet aber o
UtTT =1,, (1.3.12)

womit (1.3.10) bewiesen ist.
Damit ist wegen l) aber g invertierbar. Wenden wir namlich d1.3.8[) und dl..’).lOb auf das entsprechende
Produkt an, erhalten wir

g =(g) ' =00 =0 O =TT (1.3.13)

>

Nun betrachten wir den Fall, daf} auch die zweite Basis eine Orthonormalbasis ist, d.h. b]’. = E]’. sei auch eine

Orthonormalbasis, d.h. es gilt auch ?/ = 15. Dann gilt aber gemaf3 1)

¢ =0"0=1,. (1.3.14)

Damit gilt aber fiir diesen speziellen Fall, d.h. fiir die Matrix des Basiswechsels zwischen zwei orthonormalen

Basen
T=U"'=0". (1.3.15)



1.4 - Das Kreuzprodukt

Man nennt Matrizen mit dieser Eigenschaft orthogonale Matrizen. Natiirlich gilt auch fiir die Umkehrtrans-
formation

T =0 =" 7T, (1.3.16)

A
Also ist auch T eine orthogonale Matrix.

Es ist auch sehr einfach, diese Transformationsmatrizen zu bestimmen, wenn man die beiden Orthonormal-

basen ¢; und ¢, gegeben hat. Man muf sich natiirlich stets vergewissern, daf§ beide Basen auch tatsichlich

Orthonormalbasen sind! Dann ist nimlich

3
&=>.Tkg,. (1.3.17)
k=1
Dann folgt wegen €/ - €, = &,
3 3 3
Wenden wir nun (1.3.16) an. Daraus folgt
AT P
l]]k :(T )]k:T j:e//e-ej:ej-e;. (1.3.19)
Das folgt natiirlich sofort auch aus
3
g=>. Use; (1.3.20)
=1

und der Orthonormalitit der é; (nachrechnen!).

Wir halten also fest: Die Matrizen fiir die Basiswechsel zwischen Orthonormalbasen sind orthogonale Ma-
trizen.

1.4 Das Kreuzprodukt

Alle Betrachtungen, die wir bislang angestellt haben, kann man ohne Schwierigkeiten auf beliebige Euklidi-
sche Vektorriume verallgemeinern, also auch auf solche, die eine andere Dimension als 3 besitzen. Z.B. kann
man sich auf Vektoren in einer Ebene beschrinken, und alle Betrachtungen gelten fiir den entsprechenden
Euklidischen Vektorraum in zwei Dimensionen.
Nun fithren wir ein Konzept ein, das es in dieser Form nur fiir Vektoren in dreidi-
Uy =0, X T, mensionalen Euklidischen Vektorriumen gibt, das Kreuzprodukt. Dabei werden
zwei Vektoren miteinander Multipliziert, und das Ergebnis ist wieder ein Vektor.
Seien also ; und ¥, zwei Vektoren. Dann soll der Betrag des Vektorprodukts
7, U3 = U, X U, durch

|9y X U)| = [9,| |9, |sin[ £(7y, 5)] (1.4.1)

_ gegeben sein. Dabei ist Z(7,,7,) € [0, 7] so definiert wie beim Skalarprodukt.

Y1 Dafir a € [0, 7] stets sina > 0 ist, ist sinnvoll, weil die rechte Seite nie

negativ wird. Seien nun 7, und 7, nicht parallel. Dann soll die Richtung des Vek-

torprodukts dadurch bestimmt sein, dafl 73 = ¥, x T, senkrecht auf der durch ¥, und 7, bestimmten Ebene
steht und gemif} der Rechte-Hand-Regel orientiert ist, d.h. streckt man den Daumen der rechten Hand in
Richtung von 7, und den Zeigefinger in Richtung von 7,, gibt der Mittelfinger die Richtung von 5 an. Dazu
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dquivalent ist die Korkenzieherregel: Dreht man einen Korkenzieher so, dafy 7, auf kiirzestem Wege (also
um einen Winkel im Intervall [0, z]) in die Richtung von ¥, verdreht wird, bewegt sich der Korkenzieherﬂ
in Richtung von 95 = 9; x 7,. Wir halten gleich noch fest, daf} das Kreuzprodukt mit dem Nullvektor stets
wieder den Nullvektor ergeben soll:

5X6:6X5:6. (1.4.2)

Nun wollen wir uns die geometrische Bedeutung des Betrages des
Kreuzproduktes klar machen. Im nebenstehenden Bild zeichnen wir die
beiden Vektoren ¥, und 7, ein, wobei die Zeichenebene die durch diese
beiden Vektoren definierte Ebene sein soll. Die Richtung des Kreuzpro-
dukts deuten wir in solchen Darstellungen durch einen Kreis mit einem
Punkt an, wenn das Kreuzprodukt 7, x 7, gemifl der Rechte-Hand-Regel
aus der Zeichenebene heraus weist. Weist das Kreuzprodukt hingegen in
A=|7,|h =7, X T, die Zeichenebene hinein, zeichnen wir dies als kleinen Kreis mit einem
Kreuz ein. Der Skizze entnehmen wir, dafl der Betrag gerade der

Flache des grau schraffierten durch 7, und 9, aufgespannten Parallelogramms entspricht.

v, X0,

Nun wollen wir die fiir Produkte tiblichen Rechenregeln tiberpriifen. Betrachten wir zunichst das Produkt
in umgekehrter Reihenfolge. Da Z(7,,7,) = £(7,,7,) ist, ist gemaf} |9, X 0;| = |9, X ¥,]|. Allerdings
kehrt sich bei Anwendung der Rechte-Hand-Regel die Richtung des Kreuzprodukts um. Das Kreuzprodukt
ist also antikommutativ, d.h. es gilt

Uy X Uy =—7T; X Dy. (1.4.3)

Daraus folgt insbesondere, daff das Vektorprodukt eines Vektors mit sich selbst stets verschwindet:
UXV=—0XU => 0 x0=0. (1.4.4)
Es 143t sich auch wieder leicht zeigen (Ubung/), dafl
(AB) x B, = Av! x3,) und 91 x (13,) = A(v! x 5)) (1.4.5)

gilt.

Etwas komplizierter gestaltet sich der Beweis des Distributivgesetzes. Wir wollen zeigen, daff in der Tat

gilt.
Zuerst zeigen wir, dafl wir jeden Vektor ¥ in einen Anteil parallel und einen senkrecht zu o5 aufspalten
konnen| Zuerst fithren wir den Einheitsrichtungsvektor

b= 2 (1.47)
|73]
einP| Von (1.1.34) wissen wir, daf} die vorzeichenbehaftete Linge der Projektion des Vektors @ auf die Rich-

tung von 75 durch 7 - 05 gegeben ist. Demnach definieren wir

3y = (5 - B)by. (1.4.8)

*Dabei setze ich einen gewdhnlichen Korkenzieher voraus, der ein ,Rechtsgewinde* hat. Der Schraubensinn ist mathematisch
genau durch diese Korkenzieherregel im Sinne des Vektorprodukts definiert. Es gibt natiirlich Scherzartikelkorkenzieher mit Links-
gewinde, die wir hier aber explizit nicht betrachten!

*wir nehmen im folgenden an, dafl 7, # 0 ist, denn in diesem Fall ist wegen sicher richtig, da dann auf beiden Seiten der
Nullvektor steht

Hier bedeutet 9, natiirlich keine Matrix sondern einen Vektor der Linge 1 in Richtung von ;.
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Es ist nun klar, dafl entsprechend

7, =5-7 (1.4.9)
senkrecht auf 75 steht. In der Tat gilt
Nun ist aber
793'7_}":(’53'77)’93‘793:{53'5, (1.4.11)
und daraus folgt wegen (1.4.10} dafd tatsichlich
03:0, =0=>0; LT (1.4.12)
ist.
Aus der nebenstehenden Skizze folgt nun, daf§
T N
01 X 3] = [v7| [ws]sin(7/2) = |, | |05
N o (1.4.13)
| |9 =17]sind =10]|23]sin[£(7, 3)] = |7 x T3]
I ¢ =4(33,7) . . .-
¢ . - ist. Aufgrund der Rechte-Hand-Regel stimmen auch die Richtungen der
® Kreuzprodukte tiberein, d.h. es gilt
U X Uy =Ty X Ty

-

VX Ty =0 X Ts. (1.4.14)
Also kénnen wir in annehmen, daf} 7, L 75 und 7, L 75, denn es ist (warum?)
(014 7,) =7 + 7y, (1.4.15)
und folglich
(T 4 9,) X T3 = (9; +0,) | X T3 = (Vg + 7)) X 5. (1.4.16)

Wir brauchen also das Distributivgesetz nur noch fiir den Fall zu zeigen, daf} ¥, und ¥, senkrecht auf 75
stehen.

Damit liegen aber die drei Vektoren 9, X 95, U,] X 05 und (9, + 7, ) X 05 alle in der zu 95 senkrechten
Ebene, die wir in der nebenstehenden Skizze zur Zeichenebene machen. Nun ist aber auch 9, | x 95 L 9, |,
U, X 03 L 0, und (9, +7,;) x 05 L (9, + 7,)). Da die in diese Kreuzprodukte mit 9; eingehenden
Vektoren allesamt senkrecht auf 95 stehen und |75 = 1 ist, gilt zudem

|91 % 95| = 7y [sin(7/2) = |7y |,

|31 % 95| = |9, [sin(7/2) = |7, |, (1.4.17)
(D11 + Ty1) X B3] =19y + 0 [sin(7/2) =0} + 7, |.

Damit ist 9, X 73 gemif§ der Rechte-Hand-Regel einfach der im Uhrzei-

Ty + 7y gersinn um 7t/2 gedrehte Vektor 7, | . Analoges gilt fiir die anderen beiden
Vektoren (vgl. nebenstehende Abbildung). Damit ist aber gezeigt, daf3

P11 Drehung um 7t/2
(‘UIL + {UzL) X 7)3 = vlL X 7}3 + 7}2J_ X ‘U}. (1.418)

Wegen 75 = |5|9; und (1.4.5) gilt dann aber auch

(D1 +051) X T3 =Ty X D3+, X Ty (1.4.19)

(Vg +Dy1) X 0y
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Wegen (1.4.16) ist damit endlich das Assoziativgesetz (1.4.6) bewiesen.
Es ist wichtig zu bemerken, dafy das Assoziativgesetz fiir das Vektorprodukt i.a. nicht gilt:

(D1 X Ty) X U3 £ Ty X (T X Ty). (1.4.20)

Das wird schon aus der Uberlegung klar, daf§ der Vektor auf der linken Seite dieser Ungleichung in der von 7,
und 7, aufgespannten Ebene liegt, wihrend sich der auf der rechten Seite in der von ¥, und 5 aufgespannten
Ebene befindet, und diese beiden Ebenen sind 1.a. bereits nicht gleich!

Nun betrachten wir die Frage, wie das Vektorprodukt mittels einer Basis durch die Komponenten der Vekto-
ren, also im Vektorraum von Zahlentripeln R? darstellen [ifit. Fiir allgemeine Basen ist dies i.a. recht schwie-
rig. Fur kartesische Basen wird dies hingegen recht einfach. Wir nehmen dazu zusitzlich an, daf} die Ortho-
normalbasis €; rechtshindig sei. Die Numerierung der Vektoren sei also so, dafi ¢, x €, = +¢; ist. Man macht
sich anhand der Rechte-Hand-Regel leicht klar, dafl dann die drei Beziehungen

epXe,=¢e;, eXe3=e;, e3Xe=¢ (1.4.21)

gelten (vgl. die nebenstehende Abbildung). Es ist charakteristisch fiir das Skalarprodukt, dafl die beiden letzt-
genannten Beziechungen aus der ersten durch zyklischen Vertauschen der Indizes 1 —2 — 3 — 1 hervorge-
hen.

Um nun symbolisch leichter handhaben zu kénnen, fithren wir das im folgenden sehr wichtige Levi-
Civita-Symbol ¢;;; ein. Es hat drei Indizes, die die Werte {1,2,3} annehmen kdnnen. Es gilt ¢;,; = 1 und
ansonsten ist ¢;;; total antisymmetrisch unter Vertauschungen irgendwelcher zwei Indizes. Damit sind die
Werte fiir € eindeutig bestimmt: Sind zwei Indizes gleich, wird es notwendig 0, denn es ist ja wegen der Index-
vertauschungsregel z.B. €,, = —¢,,, und daraus folgt notwendig €,,, = 0. Fiir die in vorkommenden
Indexreihenfolgen ist das Levi-Civita-Symbol immer positiv. Es ist ja z.B. €,3; = —¢,3 = +€,53 = +1. Ein
weiteres Beispiel ist €3y = —€3;, = +€3, = —€1p3 = —1. Die allgemeine Beziehung (1.4.21), die die Rechts-
hiandigkeit des verwendeten Orthonormalsystems charakterisiert schreibt sich also mit Hilfe des Levi-Civita-

Symbols als
3

€ X8 = €418 = D €418 (1.4.22)
I=1

Im letzten Schritt konnten wir die Summe bilden, da ohnehin nur fiir j # % etwas von 0 Verschiedenes
herauskommt. Falls j = k, stimmt die obigen Gleichungkette ohnehin, da dann auch ¢;,; = 0'ist. Falls j # &
tragt nur dasjenige / bei, fiir das [ ¢ {7, k} ist, und damit kdnnen wir einfach die Summe hinzufiigen.
Jetzt ist es leicht, zu ermitteln, wie das Vektorprodukt sich im Sinne der Darstellung der Vektoren im R? bzgl.
der rechtshindigen Orthonormalbasis ¢; verhilt, denn wegen der obigen Rechenregeln des Vektorprodukts
folgt

3 3
5x@:<207?j>x<2w > Zv]w ¢ X €)= va]w € ki€l
7kI=

. ! JA=1 ! (1.4.23)
1=1 \j b=t
Damit ist aber klar, wie das Skalarprodukt in R? dargestellt wird:
3 ' 3 '
(Oxw); = Z ejklv/fwk: Z eljkz)]fwk. (1.4.24)

k=1 k=1
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Wir schreiben auch fiir die entsprechenden Spaltenvektoren © x @. Dann lautet (1.4.24) ausfiihrlich geschrie-
ben (es ist sehr lebrreich, sich das ausfiihrlich anhand von (1.4.24) herzuleiten!)

ol w! 2w’ — 3w?
Ixw=|0|x|w?|= 3 w!' —olw’ . (1.4.25)
3 w3 !l —olew?

Man beachte, dafl man sich nur die erste Zeile dieser Gleichung merken muf3, denn die anderen beiden Zeilen
folgen daraus durch die schon oben besprochene zyklische Vertauschung der Indizes 1 — 2 — 3 — 1. Man
muf} allerdings bei all dem beachten, daf$ nur bzgl. rechtshindiger Orthonormalbasen gilt!

Auf das Transformationsverhalten von kénnen wir erst spater in Abschnitt|1.6/eingehen. Dort wird
sich zeigen, daf$ unter solchen orthogonalen Basistransformation, die auch die Orientierung der Basen unge-
dandert rechtshindig lassen, sich die Komponenten von ¥ X @ wiederum wie ein Vektor transformieren.

Nun beschiftigen wir uns noch mit mehrfachen Vektorprodukten wie # X (0 X ). Diese Frage lifit sich
geometrisch nicht so ohne weiteres kliren. Allerdmgs wird es in kartesischen Komponenten a la (1.4.24)

moglich, obwohl man auch dabei ein wenig mit den Levi-Civita-Symbolen und den Vorzeichen zu kampfen
hat. Wir wenden also (1.4.24) zweimal an:

3

3
[# x (D x 'w) Z uy(0 16 = Z w0 W€ 1€ (1.4.26)
k=1 k,l,mn=1

Um dies zu vereinfachen, bendtigen wir die Summe tiber /, die die beiden miteinander multiplizierten Levi-
Civita-Symbole betrifft. Wegen ¢;,,, =—¢,,;,, = +¢€,,,,; folgt

3 3
ij/elfzmn Zijszmnl~ (1.4.27)
=1 =1

Daraus wird klar, daf§ diese Summe von vornherein nur von 0 verschieden ist, wenn j # k und wenn {7, k} =
{m,n} ist, weil ansonsten das Produkt aus Levi-Civita-Symbolen sicher verschwindet, weil sonst fiir alle
[ €{1,2,3} stets in wenigstens einem dieser Levi-Civita-Symbole zwei gleiche Indizes vorkommen und diese
damit verschwinden. Es verbleiben nun nur noch zwei Fille zu unterscheiden, nimlich (a) j = m und k = n
und (b) 7 =7 und k = m. In Fall (a) trigt fiir j # k (und dann auch 7 # n) genau ein Summand auf, nimlich
der, fiirden [ ¢ {j,k} = {m,n} ist. In dem Fall sind dann aber die geordneten Indextripel (;,k,1) = (m,n,[)
und damit ist das Produkt der beiden Levi-Civita-Symbole +1. Fall (a) tragt also zu der Summe den
Beitrag +3';,8},, bei. Ebenso tiberlegt man sich, dafl Fall (b) den Beitrag —&';, 8, beitrigt. Wir haben also
schlie8lich

3 3
Z%zﬂmn Z €kl €mnl = O jmOkn— 37,0y (1.4.28)

Setzen wir dies nun in (1.4.26) ein, konnen wir sogleich die Summen tiber 7 und 7 ausfiihren:

[#x (DX ©)] Z u* imOkn =81 0km) :Z whol —uF vk wl). (1.4.29)

k,m,n=1 k=1

Nun ist aber gemif} (1.3.3)

Z —nw=u- . (1.4.30)
k=
Wir kénnen also fiir (1.4.29) ‘ '
[% X% (7 x zZ)]] —(i-w)v —(1-0)w! (1.4.31)
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schreiben. Da die Komponenten eines Vektors nun diesen Vektor eindeutig bestimmen, gilt also
UX(TXW)=(-w)0—(4-0)w. (1.4.32)

Diese Formel lifit sich wie folgt merken: Der Vektor auf der linken Seite muf} in der von ¥ und @ aufgespann-
ten Ebene liegen. Entsprechend stehen auf der rechten Seite auflerhalb der Skalarprodukte diese Vektoren o
und @. Dabei steht der im Tripelprodukt mittlere Vektor ¥ mit dem positiven Vorzeichen auf dieser rechten
Seite der Gleichung und entsprechend der letzte Vektor @ mit dem negativen.

Wir konnen aus dieser Regel leicht auch das entsprechend anders geklammerte Vektorprodukt herleiten, denn
es gilt
(UXV)XxW=—WX(Ux0)=—[(@-0)d—(D-4)0]|=(©-#)0— (D D). (1.4.33)

Es gilt also hinsichtlich der Vorzeichen auf der rechten Seite wieder die analoge Merkregel wie fiir (1.4.32).
Wir sehen nun explizit, dafl in der Tat i.e. das Kreuzprodukt nicht assoziativ ist.
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1.5 - Das Spatprodukt

1.5 Das Spatprodukt

Es ist klar, dafl wir nun auch kombinierte Produkte bilden
Aixb konnen. Von besonderer Bedeutung ist das Spatprodukt aus
drei Vektoren (U, X 7, )-75. Seine geometrische Bedeutung wird
aus der nebenstehenden Zeichnung deutlich. Dazu bemerken
wir, daf

mitcosp, b = Z(T; X Ty, V3). Aus der Zeichnung wird deut-
lich, daf} es sich vom Betrag her um das Volumen des durch
die drei Vektoren aufgespannten Parallelepipeds oder Spats
ist. Das Spatprodukt ist offenbar positiv, wenn die drei Vekto-

L ren eine rechtshindige und negativ wenn sie eine linkshindige
vol(3, 7, U5) = (9 X 0) - U3 = £ F Basis bilden.

Falls die Vektoren linear abhingig sind, d.h. liegen die Vektoren alle in einer Ebene oder sind sogar alle parallel
zueinander, verschwindet das Spatprodukt. Sind niamlich die drei Vektoren linear abhingig, gibt es Zahlen A,
und A, so dafl 73 = A, 9,4+ A,7,. Nun ist das Vektorprodukt 7, x 7, ein sowohl zu 7, als auch zu 7, senkrechter
Vektor, und das Skalarprodukt mit 7, verschwindet demnach. Nehmen wir umgekehrt an, das Spatprodukt
der drei Vektoren verschwindet, bedeutet dies, dafy 75 senkrecht auf ¥, x ¥, liegt, und das besagt, daf} 75 in
der von 7, und 7, aufgespannten Ebene liegt und also wieder T; = 4,7, + 4,7, gilt. Daraus folgt, daf} drei
Vektoren dann und nur dann linear abhingig sind, wenn das Spatprodukt verschwindet.

Als nichstes zeigen wir, daff man im Spatprodukt ,Kreuz und Punkt vertauschen® diirfen, d.h. dafl stets

gilt. Das ist aufgrund der geometrischen Bedeutung des Spatprodukts klar, denn das Volumen eines Parallel-
epipeds ist unabhingig davon, welche Fliche man als ,,Grundfliche® auffaf3t, und das Vorzeichen ist lediglich
durch die Reihenfolge als Rechts- oder Linkssystem festgelegt. Wie wir oben gesehen haben verschwindet das
Spatprodukt ohnehin, wenn die Vektoren linear abhingig sind.

Wir kénnen (1.5.2) aber auch beweisen, indem wir die Komponentendarstellung von Skalar- und Kreuzpro-
dukt bzgl. einer karte51schen Basis verwenden, also (1.3.3) und (1.4.24):

3 3
(U, X Ty) 0 Z 1]7}2k‘0316jkl: Z ool p1j =01+ (T X T3). (1.5.3)
ii=1 =1

Durch Vertauschen der Vektoren im Kreuzprodukt unter Beachtung seiner Antisymmetrie kdnnen wir auch
andere Kombinationen im Spatprodukt erreichen. Es ist klar, daf§ durch das Vertauschen der drei Vektoren
sich nur das Vorzeichen dndert. Es ist eine gute Ubung, sich klar zu machen, dafd stets

(77] X 5/€) . 6[ = (j/el(al X 772) . ’53 (154)

gilt.

1.6 Lineare Gleichungssysteme und Determinanten

Wir verlassen fiir die nichsten Abschnitte den dreidimensionalen Euklidischen Vektorraum und betrachten
das Problem, lineare Gleichungssysteme zu l6sen, was uns auf die wichtigsten Begriffe der Matrizenrech-
nung fiihrt.
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1.6.1 Lineare Gleichungssysteme

Ein lineares Gleichungssystem stellt uns vor die Aufgabe, » Gleichungen der Form

Apxy+Apxy+-+A,x, =91,

Ag g +Apxy+ -+ A45,x, =),
(1.6.1)

Anlxl +An2x2 +-e +Annxn =n

zu l6sen. Dabei sind die A, € R und y; € R gegeben und die x; gesucht. Wir kdnnen diese Gleichung kurz
mit Hilfe der Matrix-Vektor-Schreibweise formulieren:

Ax =7, (1.6.2)

wobei x,y € R” Spaltenvektoren mit 7 reellen Komponenten sind und A € R”*” die quadratische Matrix

N All A12 N Aln
A = A21 A22 e Azn (1.6.3)
Anl An2 nn

bezeichnen. Wir betrachten nun zunichst einige einfache nichttriviale Beispiele fiir den Fall » = 2. Beginnen
wir mit dem Gleichungssystem

1.6.4
Xy —3x,=7. ( )

Man kann in solch einem einfachen Fall auf vielerlei Arten vorgehen, um das Gleichungssystem zu l6sen. Wir
wollen hier als systematisches Verfahren den sog. Gaufi-Algorithmus betrachten. Die grundlegende Strategie
ist dabei, durch lineare Operationen an den einzelnen Gleichungen eine Art Dreiecksform des Gleichungssy-
stems zu erzielen, so daf$ man leicht die unbestimmten Variablen nacheinander bestimmen kann. In dem hier
vorliegenden zweidimensionalen Fall benotigen wir dazu nur zwei einfache Schritte. Zuerst multiplizieren
wir die zweite Gleichung mit 3. Das ergibt

3x;+x, =5,

(1.6.5)

Diese Strategie hat dazu gefiihrt, dafl der Koetfizient vor x, in beiden Gleichungen gleich geworden ist. Wir
behalten nun die erste Gleichung aus bei und ersetzen die zweite Gleichung durch die Gleichung, die
entsteht, wenn man von ihr die erste Gleichung in abzieht. Dadurch eliminieren wir x; aus dieser
Gleichung. Es entsteht

3x1 +x2 - 5,

1.6.6

Dividieren wir die letzte Gleichung durch (—10), erhalten wir bereits die Losung x, = —16/10 = —8/5 =
—1,6.

brauchen diese Losung nur in die erste Gleichung einzusetzen und kénnen dann leicht nach x; auflsen:
3x,—8/5=5 =>3x;,=5+8/5=33/5 = x;, =11/5=2,2. (1.6.7)
In dem Fall erhalten wir also eine eindeutige Losung, nimlich x;, =—8/5, x, =11/5.

32
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Es ist nun offenbar unnétig, bei diesen Rechnungen bestindig die unbekannten Variablen mitzuschreiben.
Stattdessen konnen wir einfach die Matrix aus den Koeffizienten

A= G _13> (1.6.8)

und den Spaltenvektor
y= <;> (1.6.9)

zu der R+ Matrix
<i _13 ;) (1.6.10)

erganzen und mittels linearer Manipulationen mit Zeilen auf die einfache Form bringen, so daf} fiir die Teil-

A
matrix A zunichst nur eine obere Dreiecksmatrix iibrig bleibt. Dies geschieht genau wie eben mit den Glei-
chungen demonstriert, indem man die obere Zeile von der mit 3 multiplizierten unteren Zeile abzieht. Daraus

entsteht die Matrix
3 1 5
<o i 16). (1.6.11)

Wir kdnnen nun auch systematisch noch die verbliebenen Auflerdiagonalargumente der Untermatrix A eli-
minieren, indem wir geeignete Vielfache bilden und die weiter unten stehende Zeile geeignet abziehen. Hier
miissen wir zum 10-fachen der ersten Zeile nur die zweite Zeile addieren und danach schliellich die erste Zeile
noch durch 30 und die zweite durch —10 teilen. Daraus entsteht nacheinander

30 0 66 1 0 22
< 0 —10 16> - <o 1 —1,6>' (1.6:12)
Diese abkiirzende Schreibweise bedeutet nun einfach, daf§ das Gleichungssystem zu dem Gleichungssystem

A
identisch ist, dafl wir die beiden ersten Spalten als neue Koeffizientenmatrix A’ = 1, auffassen und die verblie-

A
bene dritte Spalte als neuen Vektor 3’. Dann ist aber A’x =X = )’. Damit kénnen wir das Ergebnis x; = —2,2
und x, =—1,6 sofort an dieser Matrix ablesen!

Wir konnen auf diese Art auch die Umkehrmatrix der vorgegebenen Koeffizientenmatrix A finden. Wir
miissen nur die beiden Gleichungen A%, = ¢, := (1,0)T und Ax, = ¢, = (0,1)T I6sen. Dann bilden die
Spalten X, und X, offensichtlich die Umkehrmatrix, denn dann ist

A _ — /\_ /\_ _ _ 1 O
A(x(,x,) = (Ax,Ax,) = (e}, e,) = <O 1> =1,. (1.6.13)

Statt die beiden Gleichungssysteme einzeln zu 16sen kénnen, wir dies wieder simultan erledigen, indem wir

zunichst neben die Koeffizientenmatrix A die Einheitsmatrix 1, schreiben. Daraus ergibt sich in unserem
Beispiel die R”*?”-Matrix und ausgehend davon die folgende Rechensequenz (die Manipulationen sind wieder
dieselben wie eben bei der Losung des linearen Gleichungssystems

301 10y (3 1 1 0\ (30 0 9 —3\ (10 3/10 1/10
<1 30 1>_><o 10 —1 3>_’<o 10 —1 3>_’<o 1 1/10 —3/1o> (16.14)

Die zweite Hilfte dieser Matrix ist demnach die gesuchte Umkehrmatrix

~ i (3/10 1/10
A 1—<1/1o —3/1o>' (1.6.15)
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In der Tat rechnet man nach, daf§
3 4\(3/10 1/10\_ (1 0\ _
<2 3> <1/10 —3/1o> - <o 1> =1a (1.6.16)
wie erwartet.

Betrachten wir nun nochmals das Gleichungssystem (1.6.5). Zunichst stellen wir fest, daff in dem gegebenen
Fall das Gleichungssystem fiir jeden Vektor y genau eine Losung hat, weil nach unserer obigen Rechnung die
Koeffizientenmatrix A eine Inverse besitzt, denn es gilt ja

Ax=7 < x=A"". (1.6.17)

Jetzt wollen wir die Gleichungen geometrisch deuten. Dazu stellen wir

30 \ uns vor, daf§ x die kartesischen Komponenten eines geometrischen Vek-
iz tors sind. Dann bedeutet die erste Gleichung
. \ 3x,4x,=5 = x, =3x,+5, (1.6.18)
- Z e dafl die diese Gleichungen erfiillenden Vektoren auf einer Geraden lie-
5 s X gen, die durch diese Gleichung bestimmt ist. Dabei bedeutet der Ko-
A0 | went effizient 3 vor x,; auf der rechten Seite, daf§ die Gerade die Steigung 3
;Z \ besitzt (also monoton von links unten nach rechts oben in der Zeiche-
25 nebene ansteigt; vgl. die nebenstehende Skizze) und die Konstante 5,

daf} die Gerade durch den Punkt (0;5) verlduft, d.h. die x,-Achse bei
x, = 5 schneidet. Ebenso lifit sich die zweite Gleichung als Gerade in
der Ebene interpretieren:

-30
-30-25-20-15-10 -5 0 5 10 15 20 25 30
Xy

1

Offenbar bestimmt die Losung des Gleichungssystems den Schnittpunkt dieser beiden Geraden. Nun kon-
nen sich in der Tat zwei Geraden in der Ebene (und auch im Raum) maximal einmal schneiden, d.h. wenn
iberhaupt ein Schnittpunkt existiert, dann genau einer. Im vorliegenden Fall schneiden sich die beiden Gera-
den tatsichlich in dem einen Punkt mit den oben berechneten Koordinaten x; = 1,6, x, = —2,2.

Nun kann es aber sein, daf} die Geraden parallel verlaufen und sich nie schneiden. Dann ist die eine Zeile
der Koeffizientenmatrix ein Vielfaches der ersten Zeile, denn genau dann ergibt sich fiir die durch sie im
obigen Sinne definierten Geraden die gleiche Steigung. Es darf dann aber nicht y, dasselbe Vielfache von .
Dann besitzt das Gleichungssystem namlich offenbar keine Losung, und die Geraden sind Parallelen. In der
Tat besitzen die entsprechenden Geraden dieselbe Steigung aber unterschiedliche Schnittpunkte mit der x,-
Achse. Ist hingegen die eine Gleichung einfach ein Vielfaches der anderen Gleichung, so definieren offensicht-
lich beide Gleichungen dieselbe Gerade, d.h. sie liegen aufeinander, und das lineare Gleichungssystem besitzt
dann beliebig viele Losungen, die graphisch gerade durch diese Gleichung bestimmt ist. Der Fall, dafi die bei-
den Zeilenvektoren in der Koeffizientenmatrix linear abhingig sind, fithrt dazu, daff im Gauf3-Algorithmus
die zweite Zeile bereits im ersten Schritt identisch verschwindet, und wir daher keine Umkehrmatrix finden
konnen, denn wir kénnen ja nicht mehr mit Hilfe der unteren Zeile die das obere Auflerdiagonalelement
eliminieren. Fiir den Fall, daf§ wir ein konkretes Gleichungssystem 16sen, ist entweder nach dem ersten Eli-
minationsschritt auch das Element in der 3. Spalte zu 0 (dann ergeben sich unendlich viele Losungen, die im
Graphen auf einer Geraden liegen) oder die letzte Spalte verschwindet oder das Element in der 3. Spalte ergibt
sich zu # 0 (dann gibt es keine Losung fiir das Gleichungssystem, und die Geraden im Graphen liegen parallel
zueinander und schneiden sich demnach nicht).

Dieses Losungsverhalten verallgemeinert sich auch auf hohere Dimensionen. Wir kdnnen dies mit Hilfe des
Gauf$-Algorithmus stets im Einzelfall untersuchen, und wir wollen daher darauf nicht genauer eingehen.
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Betrachten wir stattdessen noch ein dreidimensionales Beispiel zur Losung eines linearen Gleichungssystems
mit drei Unbekannten:

Xy +2x, +5x;, =12,
2%y +4x, + 2x; = 16, (1.6.20)
3x; + 10x, 4+ x5 = 30.

Als erstes schreiben wir die erweiterte Matrix fiir dieses Gleichungssystem auf:

1 2 5 12
2 4 2 16 (1.6.21)
3 10 1 30

Wir konnen uns die Arbeit etwas erleichtern, wenn wir die zweite Zeile durch 2 dividieren:
1 2 5 12
1 21 8). (1.6.22)
3 10 1 30

Jetzt beginnen wir mit den Gauf}-Eliminationen, um die Koeffizientenmatrix in obere Dreiecksgestalt zu
bringen. Wir starten mit der Elimination der ersten Spalte der beiden letzten Zeilen, indem wir die erste
Zeile bzw. die dreifache erste Zeile subtrahieren:

12 5 12
00 —4 —4). (1.6.23)
0 4 —14 —6

Beim Losen linearer Gleichungen (und auch beim Invertieren von Matrizen) diirfen wir auch Zeilen beliebig
vertauschen, weil dies nur der Vertauschung der entsprechenden Gleichungen innerhalb des Gleichungssy-
stems entspricht. Nachdem wir die zweite Zeile durch —4 dividiert haben, vertauschen wir das Resultat mit
der letzten Zeile. Dann ergibt sich (nachdem wir auch die dann mittlere Zeile noch durch 2 dividiert haben

12 5 12
0 2 —7 3. (1.6.24)
0 0 1 1

Damit ist die Koeffizientenmatrix bereits in oberer Dreiecksgestalt. Wir wollen nun auch die oberen Aufier-
diagonalelemente eliminieren. Dazu ziehen wir erst die zweite von der ersten Zeile ab:

10 12 15
02 —7 —3]. (1.6.25)
00 1 1

Schliefilich addieren wir das 7-fache der letzten Zeile zur zweiten und dividieren das Resultat durch 2. Zugleich
subtrahieren das 12-fache der letzten Zeile von der ersten Zeile:

1 0 0 3
010 2). (1.6.26)
0 011

Damit ist der Losungsvektor durch die letzte Spalte gegeben: X = (3,2,1)T. Einsetzen in das urspriingliche

Gleichungssystem bestitigt diese Losung. Diese Probe sollte man zur Kontrolle am Ende der Rechnung stets
ausfiihren!
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1.6.2 Determinanten als Volumenform

In diesem Abschnitt fithren wir Determinanten ein. Wir haben bereits Beispiele fiir Determinanten kennen-
gelernt, ohne daf} wir dies explizit erwihnt haben. So ist bereits das in Abschnitt[L.5|eingefiihrte Spatprodukt
das Beispiel fiir eine Determinante. Gewohnlich definiert man aber Determinanten nicht als multilineare Ab-
bildungen von Vektoren, sondern als Funktionen von quadratischen Matrizen. Allerdings stellt das Beispiel
des Spatprodukts eine schone Motivation fiir Determinanten dar, und zwar gestatten sie die Verallgemeine-
rung des Begriffs von orientierten Volumeninhalten auf beliebige Dimensionen. Beim Spatprodukt haben
wir gesehen, dafl

vol(Dy,T,,73) = (T X U,) - s (1.6.27)

vom Betrag her das Volumen des von den drei Vektoren bestimmten Parallelepipeds ergibt, und das Vorzei-
chen bestimmt, ob die Vektoren in der angegebenen Reihenfolge eine rechts- oder linkshindiges System von
Basisvektoren darstellen, falls sie linear unabhingig sind. Falls sie linear abhingig sind, verschwindet das Spat-
produkt. Betrachten wir nun die Berechnung des Spatprodukts aus den Komponenten der Vektoren bzgl.

einer kartesischen Basis (1.5.3)

3
ooy i ko1
(T; X Ty)- 03 = kg VI V) V3 € k) (1.6.28)
7:k,1=1

wird schon nahegelegt, wie dieser Begriff des orientierten Volumens auf beliebige Dimensionen zu verallge-
meinern sein wird: Wir miissen fiir den 7-dimensionalen Euklidischen Raum R” lediglich ein Levi-Civita-
Symbol mit 7 Indizes einfiihren, das wie im dreidimensionalen Fall total antisymmetrisch unter Vertauschen
dieser Indizes ist und fiir das

€12, =1 (1.6.29)

gilt. Dann konnen wir fiir 7 Vektoren die Volumenform

n . . .
= = \— I )] In
vol(vy,...,7,) = E €7y V1102 " Vs (1.6.30)
Tisesp=1

einfiihren. Dabei heifit dieses Konstrukt Form, weil es offensichtlich eine lineare Abbildung V" — R ist,
die vollstindig antisymmetrisch beim Vertauschen zweier beliebiger Argumente ist (warums). Diese spezi-
ellen linearen Abbildungen spielen eine wichtige Rolle. Wir werden uns in dieser Vorlesung aber nur mit der
Volumenform beschiftigen.

A
Wir kénnen weiter (v,...,7,) = A auch als R”*”-Matrix auffassen. Dies fithrt dann auf die Definition der
Determinante einer Matrix

n
detA= > ¢ AN AR, Al (1.6.31)
jl"">jn:1

Bleiben wir aber noch bei der geometrischen Bedeutung von (1.6.30). Betrachten wir zunichst den Spezialfall
n =2 der Ebene. Dann ist
vol(D,,7,) = v} v; —viv;. (1.6.32)

Daf} dies vom Betrag her die Fliche des von 7, und 92 aufgespannten Parallelogramms in der Ebene ist, ma-
chen wir uns schnell klar, indem wir diese Betrachtung im dreidimensionalen Raum anstellen. Interpretieren
wir also die zweidimensionalen Vektoren als kartesische Komponenten dreidimensionaler Vektoren in der
12-Ebene gemif}

1 1

e

wy = fv% , Wy= 7123 , (1.6.33)
Y1 Y
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erhalten wir fiir das Kreuzprodukt

0 0
Wy X W, = 0 = 0 . (1.6.34)
vllp?? —¢l12y21 vol(v,,7,)

Nun ist das Kreuzprodukt zweier dreidimensionaler Vektoren der Lange nach der Flicheninhalt des von die-
sen beiden Vektoren definierten Parallelogramms, und das Vorzeichen bestimmt sich nach der Rechte-Hand-
Regel. Es ist offenbar positiv, wenn man den Vektor 9, um den kleineren Drehwinkel entgegen dem Uhrzei-
gersinn in die Richtung von ¥, drehen kann und entsprechend negativ, wenn diese Drehung im Uhrzeigersinn
erfolgt. Dies definiert eine Orientierung in der Ebene.

Im n-dimensionalen Raum mit 7 > 4 ist es etwas schwierig, die Volumenform geometrisch zu ver-
anschaulichen. Wir kdnnen sie aber einfach als Definition des orientierten Volumens eines z-dimensionalen
Parallelepipeds im 7-dimensionalen Raum auffassen.

Wir befassen uns mit der Frage, wie man das Volumen eines 7#-dimensionalen Parallelepipeds berechnet, wenn
man die entsprechenden Vektorkomponenten bzgl. einer beliebigen nicht-Kartesischen Basis gegeben hat, im
nichsten Abschnitt, weil wir dazu die Eigenschaften der Determinanten von Matrizen benétigen.

1.6.3 Determinanten von Matrizen

Wir wollen nun einige Rechenregeln fiir die Determinante einer Matrix herleiten. Wir gehen dabei von der
Definition (1.6.31) aus. Aus der Definition des Levi-Civita-Symbols ist sofort klar, dafl die Determinante
verschwindet, wenn die Spaltenvektoren der Matrix linear abhingig sind.

Man sieht dies fiir den Fall, daf$ zwei Spalten sogar gleich sind, sofort ein. Seien beispielsweise die ersten beiden
SPalten gleth, dh gilt A ':A]-Z furalle j € {1',2, e n.}, SO Wechs.elt CINErSeits Wegen €, ;. =—€;;;_j,
die Determinante ihr Vorzeichen. Da andererseits aber die ersten beiden Spalten gleich sind, andert sich nichts,
wenn man im urspriinglichen Ausdruck einfach die j; und 7, bei den Matrixelementen vertauscht, d.h. die

Determinante indert andererseigs ihr Vorzeichen bei diesem Tausch nicht. Es ist also dann det A = —detz‘i,
und daraus folgt notwendig detA = 0.

Seien nun die Spalten der Matrix linear abhingig. Dann lifit sich eine Spalte (sagen wir die erste) als Linear-
kombination aller {ibrigen Spalten darstellen, d.h. es gibt Zahlen A, mit k € {2,...,7}, so daf§

n
Ay =D MAy. (1.6.35)
k=2
Dann folgt
A n n n n
detd= > ¢ <ZAf1k>Af22 A=A 20 €A A (1.6.36)
Jirmeerjn=1 k=2 k=2 Jis]n=1

Im letzten Ausdruck ist aber fiir jedes & € {2,...,n} die innere Summe die Determinante einer Matrix, mit

zwei gleichen Spalten, d.h. jeder dieser Summanden verschwindet, und damit ist detA = 0, falls die Spalten
von A linear abhingig sind.

Nun betrachten wir die Determinante der transponierten Matrix. Es gilt ja (AT) ik = Ay, und damit ist

n n
AT AT AT _
decAl= 2 A A= 2 A A, (1.6.37)
JARREY e J15ees]n=

Nun liefern gemif} der Definition des Levi-Civita-Symbols nur solche Terme einen von 0 verschiedenen Bei-
trag zur Determinante, fiir die (J;,..., j,,) eine Permutation (d.h. Anordnung in gednderter Reihenfolge) von
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(1,2,...,n) ist, und es wird iiber alle moglichen dieser Anordnungen summiert. Man kann demnach im letz-
ten Ausdruck in genauso gut die Produkte auch bzgl. der hinteren Indizes ,sortieren® und iiber alle
Permutationen von (1,2,...,7) der vorderen Indizes summieren. Das ist aber gerade wieder die Determinante
der urspriinglichen Matrix. Wir erhalten also

det AT = det A. (1.6.38)

Betrachten wir nun die Determinante eines Produktes zweier R”*”-Matrizen.

Es ergibt sich daraus tibrigens sofort, daf} sich die Determinante nicht andert, wenn man beliebige Vielfache
einer Spalte zu irgendeiner anderen Spalte oder beliebige Vielfache einer Zeile zu irgendeiner anderen Zei-
le addiert. Durch Manipulationen wie wir sie beim Gauflalgorithmus verwendet haben, dndert sich also die
Determinante der Matrix nicht. Wenn wir allerdings einfach eine Zeile oder Spalte mit einer reellen Zahl mul-
tiplizieren, multipliziert sich auch die Determinante mit dieser Zahl. Wir werden weiter unten noch sehen,
wie man dies ausnutzen kann, um Determinanten effizient zu berechnen.

Der Definition der Determinante gemifd gilt

det AB Z Z €fiewin k1Bk1 A]zszkzz".Afnkann"' (1.6.39)
Jimesfn=1Rysmesk

Wir konnen nun offenbar die Summenzeichen vertauschen, weil man Summanden in Summen beliebig ver-
A
tauschen darf. Die Summation iiber die j; betrifft nur Matrixkomponenten der Matrix A. Wir kénnen also
A . .o
zugleich die Matrixelemente der Matrix B aus der Summe tiber die j; ausklammern. Das fiihrt zu

n

det(AB) = Z B,e Bia By, D € i Aip A A (1.6.40)
ki il =1

Betrachten wir nun die inneren Summen tiiber die j;, sehen wir, dafl es sich um Determinanten von Matrizen
handelt, die aus den Spalten mit den Nummern k4, k,, ..., k,, bestehen. Diese Determinanten verschwinden
allesamt wenn zwei oder mehr k;’s gleich sind, d.h. es ergibt sich nur ein von 0 verschiedener Wert, wenn unter
den der j;-Summe entsprechenden Determinanten lediglich Vertauschungen der Spalten der urspriinglichen
Matrix vorgenommen wurden. Vertauscht man aber zwei Spalten in einer Matrix dndert deren Determinante
nur das Vorzeichen. Insgesamt folgt aufgrund dieser Uberlegung

n

. Z 6f1~-~anf1/€1Afzkz N .Ajn = Ckiky.k, detA. (1.6.41)
Tiseeor]p=1
Setzen wir das in (1.6.40) ein, folgt
det(/if?) = det/i Z €k1k2...kan1lB/€22 . 'B/eﬂn = (det/i)(deté) (1642)
kyyeske,=1

Wir haben also den Satz bewiesen, daf§ die Determinante des Produktes zweier Matrizen das Produkt der
Determinanten der einzelnen Matrizen ist.

Fiir invertierbare Matrizen folgt daraus sofort, dafl
det(AA™") = (det A)(detA™") = det 1, = 1. (1.6.43)
Daraus folgt aber, daf§ die Determinante einer invertierbaren Matrix stets von 0 verschieden ist und dafl

1
det A

det(A™) = (1.6.44)
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gilt.

Jetzt wollen wir eine rekursive Methode zur Berechnung der Determinante herleiten, den sog. Entwicklungs-
satz, und zwar betrachten wir die Entwicklung nach der ersten Spalte. Dazu miissen wir in der Definition
der Determinante nur die Summation iiber 7, ,abseparieren®:

n n
detd= Z 1 € AiiAig ZIA Z 1ej1j2'_‘jnAj22Aj33...Ajnn. (1.6.45)
JiseeoIn= n= Jaseensin=

Betrachten wir nun die innere Klammer. Dies ist nun bis auf das Vorzeichen einfach die Determinante der
Matrix, die aus der urspriinglichen Matrix entsteht, wenn man die j;-te Zeile und die erste Zeile streicht. Um
das Vorzeichen zu erhalten, betrachten wir die Summanden mit j; = 1 und j; = 2. Fir j; = 1 kommt in
der inneren Summe €;; ; zu stehen. Wenn eines der j, (k € {2,...,7} den Wert 1 annimmt, verschwindet
das Levi-Civita-Symbol, und der Summand trigt nichts zur Summe bei, was dem Streichen der j; = 1-sten

Zeile entspricht. Andernfalls erhilt man offenbar einfach die Determinante der Matrix AL, also derjenigen

1
R(—Dx(n=1)_Matrix, die aus der Matrix A durch Streichen der ersten Spalte und der ersten Zeile entsteht. Fiir
J» = 2 steht in der inneren Summe das Levi-Civita-Symbol ¢,; ; . . Fir j, =1, j; =3, ..., j, = n, erhilt

man den Faktor €,3 , =—1. Man macht sich klar, daf} wegen 62 jrj =€;2;j,..; die innere Summe gerade

—detz‘i/12 entspricht. Dabet ist A/IZ die (n—1) x (n—1)-Matrix, die aus A durch Streichen der ersten Zeile und

der zweiten Spalte entsteht. Fiir j; =3 trifft ergibt sich wegen ¢5; ; =+¢ hingegen wieder + detA

2] € 172305l

usw. Insgesamt folgt also
detA = Zl(—l)fl“A jidetd] . (1.6.46)
=
Die Berechnung einer R”*”-Matrix ist damit auf die Berechnung einer R*~)*("=1)Matrix zuriickgefiihrt.

Man tiberlegt sich auf dieselbe Weise wie eben, daff man auch nach einer beliebigen anderen Spalte entwickeln
kann. Die sorgfiltige Analyse der Vorzeichen liefert fiir die Entwicklung nach der i-ten Spalte

detA= Z(—l)fJ”iAjl- detA’;. (1.6.47)

Dabei ist z €{1,2,...,n} beliebig aber wihrend der Rechnung fest gewihlt.
Wegen (1.6.38) folgt, dafy man genauso gut nach einer beliebigen Zeile entwickeln kann, denn der Entwicklung

der Determinante det(/iT) nach der i-ten Spalte entspricht einer Entwicklung von detA = det(/iT) nach der
i-ten Zeile:

detA = Z(—l)”iAij det A . (1.6.48)

Eine Wichtige Folgerung daraus ist, dafl in dem Fall, daf3 det A # 0 die Inverse B der Matrix A existiert, und
deren Komponenten durch die Unterdeterminanten wie folgt bestimmt sind:

A—1 (_1)]+k A
By =(A" ) = Iy det Al , (1.6.49)
et

wobei auf die Rezhenfolge der Indizes der Unterdeterminante zu achten ist: Auf der rechten Seite der Gleichung
stehen die Indizes in der umgekehrten Reihenfolge wie auf der linken Seite!

Um diese Behauptung zu beweisen, rechnen wir dies einfach nach. Zunichst ist

lk_ZAl]B]k_—Z( 1)*k4;; det Ay (1.6.50)
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Ist nun z = k, so ergibt sich wegen (1.6.48) auf der rechten Seite 1. Falls i # k ist, berechnet man die Deter-

minante der Matrix, die aus A entsteht, wenn man die i-te Zeile durch die k-te Zeile ersetzt. In dieser Matrix
sind aber zwei Zeilen gleich, und die Determinante verschwindet daher. Damit ist in der Tat gezeigt, daf§

(AB),, =8, = AB=1, (1.6.51)
ist, und das war zu zeigen.

A A
Auch die Losung des linearen Gleichungssystems Ax = im Fall, dafl A invertierbar ist, d.h. eine und nur
eine Losung existiert, kann man nun mit Determinanten geschlossen angeben, denn es ist dann offenbar

x=A"5. (1.6.52)

Schreiben wir dies in Komponenten aus und verwenden (1.6.49), ergibt sich

n

A 1 n . A
x;= > (AT =—— D (1) T dec A . (1.6.53)
k=1 det k=1

A
Die Summe ist aber gerade die Determinante derjenigen Matrix, die aus der Koeffizientenmatrix A entsteht,
wenn man die j-te Spalte durch den Spaltenvektor ¥ ersetzt. Schreiben wir die Spaltenvektoren dieser Matrix
als

Ayj

z.=| 7|, (1.6.54)

so gilt also die Cramersche Regel

Vol(Zl,...,Ej_l,y,EjH,...,an)

det A

y; = , (1.6.55)

wobel wir uns der Schreibweise bedient haben. Es ist natiirlich klar, daf§ es in der Praxis wesentlich
okonomischer ist, nicht die 7+ 1 Determinanten zu berechnen, die man benotigt um gemifd ein linea-
res Gleichungssystem zu l3sen sondern stattdessen das oben beschriebene Gaufische Eliminationsverfahren
zu benutzen.

SchliefSlich wollen wir noch das Volumen eines 7-dimensionalen Parallelepipeds bzgl. beliebiger nicht not-
wendig kartesischer Koordinaten herleiten. Seien dazux, ..., x, die 7 Spaltenvektoren aus kartesischen Koor-
dinaten der Vektoren x4, ..., x,,, die das Parallelepiped aufspannen. Dann ist definitionsgemaf} dessen Volumen

V =vol(X,,...,%,). (1.6.56)

A A - .
Nun seien wieder die Transformationsmatrizen 7 und U zwischen der kartesischen Basis ¢ und der belie-

bigen anderen Basis Z]/ wie in (1.3.4). Dann gilt gemif} (1.3.5) x; = [,}E; Seien nun die X = (Xp5ee0r%,)

und X/ = (Y’l, ... ,Elz) die aus den Spaltenvektoren gebildeten Matrizen, so gilt X = UX’ und folglich wegen

(1.6.42)
V =detX = det(UX") = (det U)(det X). (1.6.57)

Wegen gilt nun
det g = det(TTU) = (det U7 )(det ) = (det U)?. (1.6.58)
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Dabei haben wir (1.6.38) benutzt. Es gilt also

V = sign(det (}) det ?/ det X’ = sign(det (})V det E)/vol(fll, X)) (1.6.59)

n

Das Vorzeichen der Determinante der Transformationsmatrix bestimmt also, ob die Volumenform bzg]. der
neuen Vektorkomponenten das gleiche Vorzeichen besitzt wie das die bzgl. der urspriinglichen kartesischen

Basis. Man nennt daher Basiswechsel, fiir die det U = 1/det T > 0 ist orientierungserhaltende Basistrans-
formationen. Falls det U < O ist, brauchen wir nur irgendwelche zwei Basisvektoren der Basis b; miteinander

zu vertauschen. Im folgenden nehmen wir stets an, daf$ alle Basen stets gleichartig zueinander rechtshindig
orientiert sind.

Betrachten wir nun den fiir uns wichtigsten Spezialfall, dafl die neue Basis b =¢ gleichfalls eine kartesische
Basis ist. Dann ist gemaf3 Abschnitt |1.3|die Matrix des Basiswechsels eine orthogonale Matrix, d.h. es gilt

U =01 (1.6.60)

und damit ?/ =1,,. Dann folgt aus (1.6.59), daf$ die Volmumenformen bzgl. der beiden Basen wie zu erwarten
tibereinstimmen. Auflerdem ist fiir orthogonale Matrizen

(det (})2 = det([j[}T) =detl, =1 = det U=detT = +1. (1.6.61)

Fiir orientierungserhaltende orthogonale Matrizen ist also det 7 = +1.

1.6.4 Transformationsverhalten des Kreuzprodukts

Wir untersuchen nun, wie sich die Komponenten des Kreuzprodukts zweier Vektoren im dreidimensionalen
Raum unter orthogonalen Transformationen verhalten. Von der Anschauung her erwarten wir, daf§ sich
die Komponenten des Kreuzprodukts wie ein Vektor transformiert. Wir werden gleich sehen, daf§ dies mit
einer kleinen Einschrinkung tatsichlich zutrifft.

Gemaifd (1.4.24) gilt fiir die Komponenten des Vektorprodukts X = ¥ x @ bzgl. einer beliebigen kartesischen
Basis

3
x! = Z ej-klvkwl. (1.6.62)
k,l=1

Fiir die Komponenten bzgl. einer anderen kartesischen Basis

3
e =>U"¢, (1.6.63)
b=1
gilt
7=U7. (1.6.64)
Daraus folgt
3 3
=D U OT) = > 6 Uk U (1.6.65)
k=1 ab el =1
Nun ist aber
3 3
DU U =D (=1, det U, (1.6.66)
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wobel [}] ! € R¥? wieder die durch Streichen der j-ten Zeile und c-ten Spalte aus U hervorgehende Un-

termatrix bezeichnet. Dies macht man sich durch explizites Ausrechnen klar (Ubung). Nun ist aber fiir eine

orthogonale 3 x 3-Matrix gemifd
det U/, = (—1y " det UU™"Y; = (=1 det U(UT); = (1Y det U/ . (1.6.67)

Setzen wir dies in (1.6.66) ein, erhalten wir schliefilich

3 3
DUt U =detUD e, U/ . (1.6.68)
k,l:l c=1
Verwenden wir dies nun in (1.6.65)), folgt damit
3 3
x/ =detU Z 6ﬂbCU]Cfvmw/b:det UZ U’ xS, (1.6.69)
a,b,c=1 c=1

denn fiir die Komponenten des Vektorprodukts bzgl. der Basis (¢!) gilt

3
X, = Z eabcfvmw’b. (1.6.70)
a,b=1

In Matrix-Vektor-Produktschreibeweise bedeutet nun aber (1.6.68)
x=det UUX = oxw=(U7)x (Um)=det UU(Z x @). (1.6.71)

Da U eine orthogonale Matrix ist, ist det U = £1. Dann besagt , daf} sich fiir orthogonale Basistrans-
formationen die Komponenten des Vektorprodukts wie ein Vektor transformieren, wenn die Basistransfor-
mation orientierungserhaltend ist und andernfalls ein zusitzliches Vorzeichen auftritt. Man nennt solche
Groflen daher genauer auch Pseudovektoren oder axiale Vektoren. Im letzteren Zusammenhang bezeichnet
man dann die gewohnlichen Vektoren auch als polare Vektoren.
Diese Benennung ergibt Sinn, wenn man als Spezialfall die orthogo-
nale Transformation, die durch U = —1 gegeben ist. Dies bedeutet,
dafl die neue Orthonormalbasis (€;) aus der alten (¢;) hervorgeht, in-
dem man sich die Vektoren in einem gemeinsamen Anfangspunkt befe-
stigt denkt (dem Ursprung des kartesischen Koordinatensystems) und
an diesem Punkt spiegelt. Es ist klar, dafy dann aus einem rechtshin-
digen ein linkshindiges Orthonormalbasissystem wird. Irgendwelche
zwei polare Vektoren ¥ und @ mit Anfangspunkt im Ursprung werden
durch diese Spiegelung einfach mit (—1) multipliziert, d.h. 7" = —¥ und
. . _. @' =—, aber ihr Vektorprodukt wird zu ¥’ x @' = (—9) x (—@) =
vx @ =(—0)x (—) +7 X @. Dies folgt auch anschaulich aus der Rechte-Hand-Regel (s. die
nebenstehende Skizze). Wihrend also polare Vektoren unter Raumspiegelungen ihr Vorzeichen wechseln ist
dies fiir ihr Vektorprodukt nicht der Fall. Das Vektorprodukt zweier polarer Vektoren hat also geometrisch
zumindest hinsichtlich ihrer Richtung eher mit einem Drehsinn als mit einer Parallelverschiebung zu tun.
Wir werden weiter unten noch sehen, daf§ das Vektorprodukt eng mit der Beschreibung von Drehungen von
Vektoren um eine beliebige Achse zu tun hat.

Es ist klar, daf§ man (1.6.71) auch in der Form

7 x@ =(1T%)x (T@)=det TT (v x @) (1.6.72)
schreiben kann, denn natiirlich ist auch 7 = U~ = U7 eine orthogonale Matrix.
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1.7 Drehungen

Wir haben in Abschnitt|1.3| die orthogonalen Transformationen als diejenigen Basistransformationen ein-
gefiihrt, die eine beliebige Orthonormalbasis in beliebige andere Orthonormalbasen abbilden. Im vorigen
Abschnitt haben wir die Transformationen, fiir deren Transformationsmatrix det 7" = det U = +1 gilt, als
orientierungserhaltend erkannt. Anschaulich ist klar, dafl dies geometrisch einer Drehung des Koordinaten-
systems in der Ebene oder im Raum entspricht. In diesem Abschnitt betrachten wir die Drehungen etwas
genauer.

1.7.1 Drehungen in der Ebene
In der nebenstehenden Zeichnung geht die Ortho-

AZ normalbasis (kartesische Basis) (¢],¢,) durch eine

_ Drehung um den Drehwinkel & aus der kartesischen
e Basis (é;,¢,) hervor. Beide Basen sind positiv orien-
A T 5 tiert, d.h. dreht man €, entgegen dem Uhrzeigersinn
- cosa " (willkiirlich als positive Drehrichtung in der Ebe-
I : N -
g1 ne definiert) um 7r/2 erhilt man den Vektor ¢, und
T /_ 1 entsprechend fiir die Basisvektoren €/ und €,. Nun
=} .
I Lg | p 1 2
I a : gt ,
1 -/ ;=
— l.e.
I " 1 e, = E U'e;. (1.7.1)
1 ! j=1
Aus der Skizze lesen wir leicht ab, daf ¢
-/ - . -
e =cosae; +sinae
1 2
B (17.2)
e, = —sinae; +cosae,.
Die Transformationsmatrix ist also
AN cosq —sina
U =D(a)= < ; > (1.7.3)
sina  cosa

Es ist nun leicht nachzupriifen, dafl dies in der Tat eine orthogonale Transformation in der Ebene ist, denn

es gilt
DOt = (s — sina\ [ cosa sina
“\sina cosa /\—sina cosa
< cos? @ +sin’a cosasina —sina cos a> _q
= =1,,

—cosasina +sina cosa sin @ + cos? a

(1.7.4)

denn fiir alle @ gilt bekanntlich cos? @ + sin®a = 1. Damit ist UT = U~ und folglich die Transformations-
matrix eine Orthogonalmatrix. Sie ist offensichtlich auch orientierungserhaltend, denn die Entwicklung der
Determinante nach der ersten Spalte ergibt

det U = +cos?a — (—sin® @) =cos? @ +sin’ @ = +1. (1.7.5)

Als nichstes betrachten wir die Hintereinanderausfithrung zweier Drehungen. Es moge also zuerst die Basis
(¢],€,) durch Drehung um den Winkel & aus der Basis (¢, ¢,) und dann (¢, ') durch Drehung um den Winkel

3 aus der Basis (¢{,¢,) hervorgehen. Mit Hilfe der entsprechenden Drehmatrizen geschrieben ergibt sich

2 2 .
g :;Dk (@)= D D" @)D/ (DR (1.7.6)

k=1
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Die Transformationsmatrix, die direkt die Transformation von den (Ej) nach den (€}') angibrt, ist also durch
/ 2 ; b A A A
U= 3 D W(B)D! (@) = U= D(B)D(a) (177)

k=1

gegeben. Anschaulich ist klar, daf3 U= ﬁ(a + [3) sein sollte (vgl. die nebenstehende Skizze). Das konnen wir
nun auch einfach nachrechnen:

b= an) sz )

_ [cosBcosa—sinBsina  —cos Bsina —sin S cosa (1.7.8)
“\sinBcosa+cosBsina  cosfcosa—sinBsina "
_[cos(a+B) —sin(a+B)\ _ A
- <sin(a +B) cosla+p3) ) Dla+p)
Dabei haben wir die Additionstheoreme der trigonometrischen Funktionen
cos(a+ fB)=cosacos f—sinasin B, sin(a+ ) =sinacos S+ cosasin 3 (1.7.9)
verwendet.
Aus wird auch sofort klar, daf§ Drehungen in der Ebene kommutieren, d.h. es gilt
D(B)D(a) = D(e)D(S). (1.7.10)
Aus folgt auch, daf
D(—a)D(a)=D(0) =1, (1.7.11)

ist. Es ist daher sinnvoll, negative Drehwinkel als Drehungen im Uhrzeigersinn (mathematisch negativer
Drehsinn) zu betrachten. Andererseits ist klar, dafl solche Drehungen auch als Drehungen im positiven Sinne
um den Komplementirwinkel 277 —|a| angesehen werden kénnen. Alle Drehungen in der Ebene werden also

durch die Matrizen b(a) mit a € [0,27) erfafit.

Wir betrachten nun noch Drehungen in einem etwas anderen
X Sinne, und zwar als lineare Abbildung von Vektoren. Lineare
A Abbildungen wollen wir mit einem aufrechten fett gedruckten
Symbol bezeichnen. Dann soll die Drehung D(a) um den (po-
sitiven) Drehwinkel o einer Drehung entgegen dem Uhrzeiger-
sinn um diesen Winkel bedeuten. Setzen wir also

¥ =D(a)Z, (1.7.12)

so folgt aus der nebenstehenden Skizze, dafl fiir die Komponen-
ten in einem positiv orientierten kartesischen Koordinatensy-
P> %, stem

»

1 S
x,cosa ! s

1

3 =D(a)x (1.7.13)

gilt.

Manchmal bezeichnet man die Drehungen, die auftreten, wenn man die Transformation von Vektorkom-
ponenten bei Drehungen einer kartesischen Basis in eine andere betrachtet als passive Drehungen, denn in
dem Fall bleiben die Vektoren 7 fest, und nur die Komponenten indern sich, weil man diesen Vektor durch
Komponenten bzgl. verschiedener Basen betrachtet. Es geschieht also bei dieser Auffassung von Drehungen
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nichts mit dem Vektor als geometrischem Objekt sondern nur etwas hinsichtlich der Darstellung als R2-
Spaltenvektor aufgrund der Anderung der Basis.

Dazu bemerken wir, daf§ diese beiden Arten von Transformationen aus Sicht der Physik durchaus unterschied-
liche Bedeutung besitzen: Wie nimlich im Lauf der Theorie-Vorlesungen noch klar werden wird, spielen die
Symmetrien der Naturgesetze eine grofle Rolle in der Physik. Dies wird bereits an dieser Stelle deutlich:
Allein dadurch, daf§ wir den physikalischen Raum als euklidischen affinen Raum modellieren, implizieren
wir, dafl dieser Raum bestimmte Symmetrien besitzt. So lifit sich, rein mathematisch betrachtet, kein Ort
vor irgendeinem anderen Ort auszeichnen. Wir kdnnen geometrische Figuren beliebig parallel zueinander
verschieben, ohne dafl sich deren wesentliche Eigenschaften, wie z.B. die Liangen und Winkel eines Drei-
ecks, irgendwie verindern. Diese Symmetrie unter Verschiebungen oder Translationen bezeichnet man als
Homogenitit des Raumes. Daran ist bemerkenswert, dafl zunichst einmal eine solche Transformation auf-
grund der mathematischen Struktur iberhaupt definiert ist und zum anderen auch bestimmte Eigenschaften
von mathematischen Objekten bei einer solchen Transformation ungeidndert bleiben. Genauso verindern
sich Eigenschaften wie Lingen und Winkel auch nicht bei Drehungen. Diese Symmetrie bezeichnen wir als
Isotropie des Raumes. Betrachten wir nun tiber diese rein mathematischen Gegebenheiten hinausgehend
auch physikalische Gesetzmifligkeiten, wie z.B. hier in der Newtonschen Mechanik: Soll nun die Beschrei-
bung des physikalischen Raumes als Euklidischer affiner Raum vollstindig und streng korrekt sein, sollten
auch die Naturgesetze, z.B. die Gleichungen, die die Bewegung von Punktteilchen beschreiben, unabhingig
davon sein, wo man eine solche Bewegung beobachtet und wie man die Versuchsanordnung relativ zu irgend-
einem willkiirlich gewihlten Bezugssystem orientiert. Anders betrachtet bedeutet dies, dafl es unméglich ist,
aufgrund des Verhaltens irgendwelcher physikalischer Objekte irgendeinen Ort oder irgendeine Orientie-
rung auszuzeichnen. Dies ist die aktive Auffassung von Symmetrien. Andererseits ist es von vornherein
klar, daf§ die Wahl einer Orthonormalbasis und eines Koordinatenursprungs im Raum und die Zuordnung
von Koordinaten zu physikalischen Vektoren nichts an den Aussagen der Naturgesetze dndern darf, damit
diese Beschreibung tiberhaupt sinnvoll als Beschreibung eines Naturvorgangs gelten kann. Die Naturgeset-
ze bleiben demnach auch ungedndert, wenn man ein neues Koordinatensysteme einfiihrt, das sich lediglich
durch eine Verschiebung und/oder eine Drehung der Orthonormalbasis unterscheidet. Dies ist die passive
Auffassung von Symmetrieprinzipien.

1.7.2 Drehungen im Raum

Wir betrachten nun Drehungen im Raum. Anschaulich ist klar, dafl wir jede Drehung im Raum durch eine
Drehachse, die wir durch einen Einheitsvektor 7 festlegen, und einen Drehwinkel ¢ € [0, 7] im Raum
eindeutig beschreiben konnen. Die Drehung ist dann wieder durch die Rechte-Hand-Regel festgelegt: Streckt
man den Daumen in Richtung von 7, zeigen die gekriimmten Finger in die Richtung der Drehung. Hat man
die Richtung so gewihlt, daf man einen Drehwinkel > 7o benétigen wiirde, kann man offenbar einfach statt
7 die Drehachse umorientieren, also stattdessen —7 als Drehachse wihlen, und beschreibt dann die gleiche
Drehung mit einem Drehwinkel < 7r. Die entsprechende lineare Abbildung bezeichnen wir mit D;(¢).
Wir wollen uns nun iiberlegen, wie wir diese (aktive) Drehung von Vektoren formelmafig fiir die kartesischen
Koordinaten  eines beliebigen Vektors o bzgl. einer rechtshindigen Orthonormalbasis (¢;) beschreiben kén-
nen. Es ist klar, daf} sich nur die Komponenten des Vektors, die senkrecht zu 7 stehen, indern, wihrend die
Komponente in Richtung von 7 ungedndert bleibt. Wir kdnnen nun wie in und gezeigt, den
Vektor © in seinen Anteil parallel und senkrecht zu ¥ zerlegen:

H=(-9)F, T, =9-7 (1.7.14)

Nun gilt

Falls ¥ = 9, ist, sind wir dann schon fertig: Der Vektor zeigt dann in Richtung der Drehachse und dndert sich
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daher unter der betrachteten Drehung gar nicht. Falls 7,,,,, # 0 ist, so kénnen wir eine neue rechtshindige

Orthonormalbasis (E’;) einfiihren, so dafl & = 7 ist. Den Vektor €] wihlen wir

- -
o X9

¢ = (1.7.16)

|7 x 3|
Dies ist stets eine wohldefinierte Gleichung, denn 7 x ¥ # 0, weil ¥ # A7 ist. Offenbar sind nun é; und &; = 7
aufeinander senkrecht stehende Vektoren, und wir miissen weiter

¢ =& X ¢ (1.7.17)

setzen, damit (E”]{) eine rechtshindige Orthonormalbasis wird. Bzgl. dieser Basis kennen wir nun aber bereits

das Resultat der Drehung, denn es handelt sich offenbar einfach um die Drehung von 7 in der Ebene Senk-

recht zu Eé, also in der 1'2’-Ebene. Mit Hilfe von (1.4.32) erhalten wir

. (mxv)xn o(n-n)—nn-o 7, ]
¢ = ( - )q _ 2 4( ) _ PP L (1.7.18)
|7 x 7| |7 x 7| lnxo| |v)]
Dabei haben wir benutzt, daff (7 x ¥) L 7 und || = 1 ist, d.h. daf§
|nxo|=17,] (1.7.19)

ist. Weiter ist

o'=¢.5=|3)|, v’=¢-9=0, =% .5=4 3. (1.7.20)
Sei nun @ = D; (). Dann gilt offenbar @° = v, und

w'! g |7, | - [cosg
<w/2>:D(§0)< OJ_>:|7}J‘|<singp>' (1.7.21)

Dabei haben wir uns der Drehungen in der 1'2-Ebene (1.7.13)) bedient. Nun finden wir

11>y 12>/ v nXov

w=D;(p)i=w"€ +w ez+w/3?§:|5l|<cosgo|5 |—|—singa 7 >+(7_z’77)7_z’ (1.7.22)
1 L
Wegen (1.7.18) ist aber
7, =7, |6, = (5 x V) x 1, (1.7.23)

und wir erhalten schliefflich die geschlossene Formel fiir die (aktive) Drehung eines Vektors um die durch 7
gegebene Achse um den Drehwinkel ¢:

W =D;(p)0=(n-0)i+cosp (nX V)X n+singnxov

1.7.24
=(7-T)(1—cosd)n+cosdp U+sing 7 X T. ( )

Wir wollen dies nun noch durch die Komponenten bzgl. einer beliebigen rechtshindigen Orthonormalbasis

(¢;) ausdriicken. Dazu miissen wir nur die einzelnen Terme ausschreiben. Zunichst gilt

3
(D), =D nmot. (1.7.25)
k=1

Fiir die entsprechende Matrix, die die Projektion von @ auf die Richtung des Einheitsvektors 7 beschreibt,
schreiben wir
. ni mn, nyn;
P(i)=n®@n=(nm)=nn n3 s |- (1.7.26)
nymy myn, 03
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Die Projektion auf den Anteil eines Vektors senkrecht zu 7 ist entsprechend
P =1,— DB (#). (1.7.27)

Man rechnet leicht nach, daff aufgrund dieser Definitionen die Rechenregeln (nachrechnen!)

A

Py(#)P(r)=Py(n), P (#)P (n)=P (n), P (7)P(n)="P(n)P(7)=0, (1.7.28)
wobei die Nullmatrix O die Matrix mit lauter Nullen als Matrixelementen bezeichnet.
Schlief3lich ist noch ,
(7 xBY =D €jn*v’, (1.7.29)
k=1
d.h. wir benétigen die Matrix €(7) mit
3 0 —n
[€;1(7)] :ij/el”k = 0 —n'). (1.7.30)
k=1 —n? n! 0
Mit diesen Definitionen ergibt sich aus (1.7.24) fiir die entsprechende Gleichung in Komponenten
w= lA)ﬁ(gp) mit lA)ﬁ(<p) = ﬁ||(ﬁ) + cos go]sl(ﬁ) +sin pé(n), (1.7.31)

wobei wir die Multiplikation einer Matrix mit einer Zahl und die Addition zweier Matrizen komponenten-
weise verstehen:

. Ay Ap Ags AAy; AA, A
Ay Az Ass Ay AA;, Ads
und
.. [An A A By, By, By Ay +By Ap+B, Ai+Bg;
A+B=|(Ay Ay Ap|+|By By By |=(An+By Apn+By Apn+By|. (1.7.33)
Ay Ay As By, Bs, B As1+ By, A+ By, Asz+ B

1.7.3 FEuler-Winkel

Eine andere Parametrisierung von Drehungen, die allerdings

A erst fiir die Behandlung des Kreisels am Ende der Vorlesung rele-

¥ vant sein wird. Dort bendtigt man sie fiir die Umrechnung zwi-
9 schen Vektorkomponenten bzgl. einer rechtshindigen Ortho-

A~ ¢ normalbasis (¢;), die im Bezugssystem eines raumfesten Beob-

achters ruht und einer rechtshindigen Orthonormalbasis (€,),
die fest in dem betrachteten starren Korper verankert ist, wobei
nur Drehungen um einen festgehaltenen Punkt, den wir als den
¢, Koordinatenursprung wihlen, betrachtet werden. Zu irgendei-
nem festen Zeitpunkt ist offenbar die rechtshindige Orthonor-
¢ ' malbasis (¢, ) gegeniiber der rechtshindigen Orthonormalbasis

B ’ (¢;) verdreht, und wir wollen die entsprechende Drehmatrix D

finden, so daf

3
¢, => Dz (1.7.34)
=1
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ist. Dazu fithren wir zunichst die Drehmatrizen fiir die Dre-
hung um die drei Koordinatenachsen eines rechtshindigen kartesischen Koordinatensystems ein:

. 1 0 0

Di(p)={0 cosp —sing |,
0 sing cosg

R cosp 0 sing

Dyig)=| 0o 1 0 |, (1.7.35)
—sing 0 cosg

cosp —sing 0
Ds(p)={sing cosp 0O
0 0 1
Betrachten wir nun die geometrischen Verhiltnisse der beiden rechtshindigen Orthonormalsysteme (¢;) und
(¢,) anhand der nebenstehenden Skizze: Die Schnittlinie der 12- mit der 1'2"-Ebene definiert die sogenannte

Knotenlinie, die wir gestrichelt griin eingezeichnet haben. Der in ihre Richtung weisende Einheitsvektor k
ist nach der Rechte-Hand-Regel so orientiert, dafl bei der Drehung des Orthonormalsystems (¢;) um diese

Achse die 3-Achse in die 3’-Achse gedreht wird, und zwar so, daf§ der Drehwinkel ins Intervall ¢ € [0, ] fillt.
Das Orthonormalsystem (¢;) wird nun nacheinander durch drei Drehungen in das Dreibein ?; verdreht, und
zwar wie folgt: Zunichst erfolgt eine Drehung um die 3-Achse um den Drehwinkel ¢ € [0,27), so daf§ die

neue Einsachse ?{’ mit dem Knotenlinienvektor £ zusammenfillt:
3 R .
—// -
¢ = kZ &[Dy(). (1.7.36)
=1

Sodann erfolgt eine Drehung um die Achse k= ¢/ um den Winkel ¢, die dafiir sorgt, daf} die neue Dreiachse

E;” nunmehr mit der 3’-Achse zusammenfillt:

=S DO = D] aDy) ID@)] (1737)
=1 ‘

SchliefSlich wird noch um die Achse €;” = € um den Winkel ¢ gedreht, so daf} schliefllich auch die neuen
Eins- und Zweiachsen jeweils auf ¢ und €) zu liegen kommen:

= Z #k[ba(Sb)]kj[bl(ﬁ)]/l[ba(éﬂ)]lm (1.7.38)
7.k, I=1
=2 Ay (hDID())', = D 8Dk,

3 3
X = Z?:ﬂx/m = Z e,DF x'" = x=D(¢,9,0)7, (1.7.39)
m=1 k,m=1
wobei gemifd
D(¢, 9, 9)=Dy($)D,(8)D5(p) (1.7.40)
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ist.
Es ist sehr wichtig zu bemerken, daf§ die Hintereinanderausfithrung von Drebungen um verschiedene Achsen
nicht kommutativ ist, d.h. es ist

Dy(@)Dy(8) # Di(P)Ds(@). (1.7.41)
Wir schreiben schliefflich die in Euler-Winkeln (¢, ¢, ) parametrisierte Drehmatrix noch explizit

auf. Man erhilt diese Form einfach durch direkte Matrizenmultiplikation:

. cos¢pcosp —singcostsing —cos¢sing—singcosGcosg  singsind
D ={sin¢cosp+cos¢cos?sing —sin¢gsing+cos¢costcosp —cos¢sind |. (1.7.42)

sinJ sing sind cos g cost

1.8 Tensoren und ko- und kontravariante Komponenten

In diesem Abschnitt wollen wir noch einmal die Bedeutung der oben bzw. unten angeordneten Indizes beto-
nen, da dies oft zu Schwierigkeiten fiihrt. Insbesondere beim Vektorprodukt waren wir nicht sehr penibel mit
der strikten Einhaltung der Regeln fiir die Schreibweise mit oberen und unteren Indizes. Dies liegt daran, daf§
wir meist mit kartesischen Basen gearbeitet haben, wo die Indexstellung unwichtig ist, was wir im folgenden
auch genauer verstehen werden.

Dazu rekapitulieren wir nochmals das Transformationsverhalten von Vektoren bzgl. eines Basiswechsels und

— — A
gehen dazu von zwei beliebigen Basen &; und b, aus, die sich vermdge der Transformationsmatrix 7 inein-
ander transformieren:

- .= - 3
b;:ZTf,ebj, bj=> U*b, mit U=T"" (1.8.1)

Man nennt im hier zu entwickelnden strikten Ricci-Kalkiil alle Objekte mit einem unteren Index kovariant,
d.h. sie transformieren sich definitionsgemif} wie die Basisvektoren gemif} (1.8.1). Im folgenden lassen wir
die Summenzeichen tiber doppelt auftretende Indizes einfach weg (Einstein-Summenkonvention), d.h. tre-
ten doppelte Indizes auf, wird stets iiber dieses Indexpaar summiert. Im strikten Indexkalkiil muff in einem
solchen Paar immer zwingend ein Index oben und einer unten stehen.

Fiir einen Vektor @ fiihrten wir die eindeutig bestimmten Komponten v/ bzw. v’ k bzgl. der beiden Basis ein,

dh. o
F=vb =v"b) (1.8.2)

ein. Setzen wir nun in den letzten mittleren Ausdruck die erste Gleichung in (1.8.1) ein, erhalten wir

5:fvakjb;€ = o :Tkjfvj XE Ujkv/k. (1.8.3)

Man bezeichnet Objekte mit einem oberen Index auch als kontravariante Komponenten, denn sie transfor-
mieren sich anders als Komponenten mit unteren Indizes (vgl. das Transformationsverhalten fiir die Basisvek-

toren in (1.8.1).

Fiir das Skalarprodukt haben wir gesehen, dafy wir nur die Komponenten
ge=bj b buw. g =b;-bl, (1.8.4)

bendtigen, denn es gilt fiir zwei beliebige Vektoren ¢ und @

/

—

N . k—> - L
vw=vwb b, =gjvw" = g, v w”. (1.8.5)
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Mit (1.8.3) folgt

g]»kfvfwk :g;mlekavjwk. (1.8.6)
Da dies fiir beliebige ¥ und @ gilt, muf3 folglich
bzw. ‘
g, =U"U* g (1.8.8)

gelten. Die Komponenten des Skalarprodukts (bzw. einer allgemeinen Bilinearform) transformieren sich also
bzgl. jedes der beiden Indizes wie die Basisvektoren.

Entsprechend fithrt man fiir Vektoren auch kovariante Komponenten ein, indem man definiert
v, =g 0~ (1.8.9)
] g]k . .0.
Dann ist zum einen
v-w=gve =yw, (1.8.10)
wobei wir g;; = g;; benutzt haben. Zum anderen transformieren sich aber die kovarianten Komponenten
auch entsprechend der Transformationsvorschrift fiir solche, denn es gilt
@z
r_ ook @D ! tk _ gl URRIST
V=8 = &mU UM =U" g,,v" = Uy (1.8.11)

Dies entspricht aber genau der Transformationsvorschrift eines kovarianten Objekts, wie man es aufgrund
der Indexstellung erwartet.

Entsprechend definieren wir die kontravarianten Komponenten g”” des Skalarprodukts durch

d.h. betrachtet man (g;; ) als Matrix ‘g, bilden die (g'”) gerade die inverse matrix, die wir mit g bezeichnen.
«—>

Um zu zeigen, dafl sich g!” entsprechend der Indexstellung kontravariant transformiert, verwenden wir am
bequemsten die Matrix-Vektorschreibweise: (1.8.8) schreibt sich damit in der Form (warum?)

«—/

g =U"%0. (1.8.13)

Nun gilt mit den oben hergeleiteten Regeln fiir Matrixmultiplikation, -inversion und -transposition

g =)' =0 U =T g 1T, (1.8.14)
<« «—>
wobei wir U~! = T benutzt haben. In der Indexschreibweise bedeutet (1.8.14) nun aber
g™ =T" T g%, (1.8.15)

d.h. g/* transformiert sich bzgl. beider Komponenten kontravariant, wie es sein muf. Wir bezeichnen allge-
mein Symbole mit 7 unteren Indizes 7}, . als kovariante Tensorkomponenten 7-ter Stufe. Die Tensorkom-
ponenten des Skalarprodukts (das in diesem Zusammenhang auch als die Metrik des Euklidischen Vektor-
raumes bezeichnet wird) bilden also kovariante Tensorkomponenten 2. Stufe.
Es fehlt nun nur noch eine manifest kovariante Beschreibung des Vektorpodukts. Motiviert durch unsere
obige Betrachtung der Transformation der Volumenform auf Komponenten bzgl. beliebiger Koordinaten
definieren wir dazu mit

g=det'y (1.8.16)
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die kovarianten Komponenten des Levi-Civita-Tensors

A bC:\/gfdbc’ (1817)

wobei €, das gewShnliche Levi-Civita-Symbol ist, das vollstindig antisymmetrisch unter Vertauschung aller
seiner Indizes ist und fiir das €,,; = +1 gilt. Wir zeigen, daf§ es sich kovariant transformiert. Es gilt

ﬂbc \/—fabc (1.8.18)
Andererseits ist
A, U Ub UC = /ge,, U Ub U, = JgdetUe,,,.. (1.8.19)
Andererseits ist fiir det U >0
g = det?/ = det(ﬁT?(}) = det g (det (})2 = /g' = /g det U. (1.8.20)
Folglich ist gemaf}
Ay UG U U = g6, =Dy, (1.8.21)
d.h. A, transformiert sich entsprechend einem kovarianten Objekt mit drei unteren Indizes, wie behauptet.
Das impliziert, dafd fiir zwei Vektoren ¥ und @

X; :A]-klvkwl (1.8.22)

kovariante Komponenten sind. In der Tat ist

b
x;:A;b v w/C:AklmUk U! UmCTbOTCva"fvP

1 . 1 . (1.8.23)
:AklmU 4308;”7}"7,07’— U Aklm'v wm: U axk.
Damit sind aber ' .
X =glkx, =g/*A,, vlo™ (1.8.24)

kontravariante Komponenten eines Vektors, und wir haben entsprechend das Vektorprodukt mittels der
Komponenten bzgl. beliebiger Basisvektoren ausgedriickt.

Wir kénnen natiirlich auch kontravariante Komponenten des Levi-Civita-Tensors definieren:

Aklm — ka lb mCA /ea Ib mc gE ) = fklm det o — —6 (1.8.25)
§ 8 & 8€ubc = g ‘/—
g

wobei wir
klm—e,, (1.8.26)

definieren. Es ist zu betonen, dafl mit dieser Definition €;,, und €™ keine ko- bzw. kontravarianten Ten-
sorkomponenten sind.

Wir bemerken noch, daf§ durch kovariante Tensorkomponenten n-ter Stufe eine von der Basis unabhingige
multilineare Abbildung definiert wird, denn definieren wir fiir 7 beliebige Vektoren

T(3,B,....,2) = Ty, p, V10" 25, (1.8.27)

so ist dieser Ausdruck offenbar von der Wahl der Basis unabhingig, weil sich die 7}, ., ko-und die vkt usw.
kontravariant transformieren, denn es gilt demnach

/ rky_ 1k ky _ 11j j » ky ik k, L1 A
Tklkz‘.,kn‘v 1w 2...2 _U]lkIU]Zkz...U] kny}ljzknT lllT 212...T lnzvle...Z
= 8;11 81]22 o é\;nvllwlz a .Zlﬂ Y}IjZ"'kn (1'8'28)

— 7—'],1],2“./% 7}]] w]Z cee Z]”.

Die Definition (1.8.27) ist also tatsichlich unabhingig von der gewihlten Basis, vorausgesetzt die T}, 4, 4
transformieren sich fiir jeden Index kovariant.
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Vektoranalysis

In diesem Kapitel kommen wir nun auf die Vektoranalysis zu sprechen. Hierbei verwenden wir die Darstel-
lung der Vektoren in einer Ebene bzw. im Raum als Vektoren in E 2 bzw. E3, indem wir zunichst eine stets
rechtshindig orientierte kartesische Basis (¢, ¢,) bzw. (¢;,é,,€;) verwenden und

1
- — - — X
Xx=x'¢,+x%, —»x= bzw.
1 ) X2

X1 (2.0.1)
£:x131+x222+x353 '_)E: XZ
x3

2.1 Kurven in Ebene und Raum

Als erstes betrachten wir Kurven in der Ebene und im Raum, die wir durch beliebige Funktionen parametri-
sieren konnen. Diese Funktionen konnen wir dann ggf. differenzieren und integrieren, so dafy die Methoden
der Analysis fiir die Analyse von Kurven bzw. von Bahnkurven von Massenpunkten als Funktionen der Zeit
(Trajektorien) zur Verfiigung stehen. Wir gehen davon aus, daf3 die Begriffe der Ableitung und des Integrals
von Funktionen von der Schule her bekannt sind.

2.1.1 Ebene Kurven

Wir betrachten als erstes Kurven in der Euklidischen Ebene R?. Nach Festlegung des Koordinatenursprungs
konnen sie als Funktion der Ortsvektoren der Punkte auf der Kurve X : R D (¢,,¢,) — R? dargestellt werden.
Im folgenden nehmen wir an, diese Funktion sei im ganzen Intervall (£, ¢,) stetig nach dem Parameter dif-
ferenzierbar, d.h. dafl beide Vektorkomponenten in allen Punkten ¢ € (¢,,¢,) Ableitungen besitzen und die
Ableitungsfunktion dort stetig ist. Die Ableitung ist dabei durch den Grenzwert

45y =5 = lim EFAD =X
de At—0 At

2.1.1)

definiert. Es ist klar, daf§ wir diesen Vektor wieder in den Raum der geometrischen Vektoren abbilden kénnen:

d_ 3 . dS
ax(t):x(t):ij(t)ejZEZx](t)ej. (2.1.2)
j=1 j=1

Letzteres gilt, da die Basisvektoren (¢;) fest vorgegebene konstante Vektoren sind und folglich nicht von ¢
abhingen.
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Jetzt wollen wir die lokalen Eigenschaften einer solchen Kur-
ve durch geometrische vom Koordinatensystem unabhingige
Groflen charakterisieren. An einem Punkt ¢ sei nun

dx

— #0. 2.13
4 (2.1.3)

Wir nennen den dazugehdrigen Punkt X () auf der Kurve einen
reguliren Punkt. Offensichtlich besitzt der Vektor dx/dz in
jedem reguliren Punkt der Kurve die geometrische Bedeutung
eines Tangentenvektors. Dies zeigt die nebenstehende Skizze:
Fiir endliche At ist der Zahler in offenbar der Verbin-
dungsvektorf|zwischen den Punkten ¥(t+At¢) und X(¢). Lassen
wir At kleiner werden, nihert sich die entsprechende Sekante
immer mehr der Tangente an die Kurve im Punkt X(t), voraus-
gesetzt die Kurve ist differenzierbar. Wir definieren nun durch

—dx

dt

dx

T=|=
dt

(2.1.4)

die Tangenteneinheitsvektoren an die Kurve, die an jedem reguliren Punkt wohldefiniert sind. Leiten wir
die Identitit 72 = 1 nach dem Parameter ab, erhalten wir

—

- dT
T.-—=0. 2.15
i (2.1.5)

Dies bedeutet, dafl entweder dT /dt ein auf dem Tangentenvektor senkrechter Vektor oder der Nullvektor
ist. Wir betrachten nun den ersteren Fall weiter. Wir kdnnen dann in diesem Punkt durch

—

—1 i
dt

df
dt

(2.1.6)

einen zweiten zu I senkrechten Einheitsvektor definieren. Das Paar 7 und N bezeichnen wir als das die
Kurve begleitende Zweibein.

Bislang haben wir mit einem ganz allgemeinen Parameter ¢ zur Beschreibung der Kurve gearbeitet. Dieser Pa-
rameter besitzt im allgemeinen keine besondere geometrische Bedeutung. Eine natiirlichere Parametrisierung
ist durch die Bogenlinge der Kurve, gemessen vom Anfangspunkt x(z,) gegeben. Der Zuwachs der Bogen-
linge, der sich ergibt, wenn wir um ein infinitesimales Stiickchen weiterriicken, ist offensichtlich durch

di

ds =|-=|d 2.1.7

gegeben. Denken wir uns also die Kurve durch die Bogenlinge s parametrisiert, vereinfacht sich (2.1.4) zu

- dx
T=—. 2.1.8
& (2.1.8)
Eine Gerade ist nun offenbar durch
g: X(s)=Xy+ Ts mit T =const. und |f| =1, 2.1.9)

!reprisentiert durch die Komponenten bzgl. der kartesischen Basis

54



2.1 - Kurven in Ebene und Raum

gegeben. Der Einheitstangentenvektor entlang einer Geraden dndert sich natiirlich nicht. Folglich charakte-
risiert die Grofle R
dT
ds

(2.1.10)

die Abweichung der Kurve von einer Geraden, also die Kriimmung der Kurve durch rein geometrische von
der Wahl der Parametrisierung der Kurve unabhingige Groflen.
Die Kriimmung x ldfit sich nun noch geometrisch interpretieren. Wie wir
oben gesehen haben, steht die infinitesimale Anderung des Tangentenvek-

T(s+ds) torsd7 = dsdT /ds senkrecht auf T'. Fiir den Winkel dy zwischen T+dT

T(s) und T gilt also (s. Abb.
S

.ﬂ’k sin(dp) ~dp =ds d7

—|=dsx. (2.1.11)
s

Die Bogenlinge ist also ds = dg/x, d.h. p = 1/x ist der Radius des sich
an die Kurve im betrachteten Punkt anschmiegenden Kreises, den man in
diesem Zusammenhang als Kriimmungskreis bezeichnet. Die Grofle o
dT heifit Kriimmungsradius. Der Ortsvektor des Mittelpunktes des Kriim-

: mungskreises an die Kurve in dem betrachteten Punkt liegt demnach bei
T )

K=%+pN. (2.1.12)

T(s+ds)
? Die Menge der Kriimmungskreismittelpunkte bildet ihrerseits wieder eine
Kurve, die sogenannte Evolute der Ausgangskurve.
Wir geben noch die expliziten Ausdriicke fiir diese Groflen fiir eine be-
Abbildung 2.1: Zur Konstruk- liebige Parametrisierung der Kurve, ausgedriickt durch die Komponenten

tion des Kriimmungskreises an bzgl. eines kartesischen Koordinatensystems an. Zunichst ist
eine vorgegebene Kurve (Abbil-

. . . d d—) _.>
dung aus der Wikipedia). ds _ |dx]| _ Bl = P+ 2R, 2.1.13)
de |dt
Weiter ist wegen (2.1.4) in dieser Schreibweise
- X ¥ 1 o1
T:d_x:i,:—<x,21>. (2.1.14)
ds 3| 1) (222 \ %
Wir benétigen noch
. - '—l‘—l .11 XY
dgodymo i FEHEE (2.1.15)
dt dt I%| ()2 + (22)2
und _
T T XEP—3G-% 122 201 /.2
dr _ T _ x|l —x(x-%) S 2< x > (2.1.16)
s R |%|* [(E1)2 4 (x2)7]2 \ *
woraus nach einiger Rechnung aus (2.1.10)
152 221
wm X ZEE] @.1.17)
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folgt. Normierung von (2.1.16) liefert gemif§ (2.1.6) schliefilich fiir den Normalenvektor

o sign(d'¥2 — %) <—>i2> (2.1.18)
(212 + (22 ¥

Fiir die Evolute erhalten wir wegen (2.1.12) und (2.1.18)

- (561)24-(562)2 —562

Beispiel: Fiir einen Kreis mit Radius » um den Ursprung des Koordinatensystems konnen wir die Parametri-
sierung

- cost
X = r<sint>’ t €[0,27) (2.1.20)

wihlen. Hier ist eine Parametrisierung mit der Bogenlinge einfach, denn es ist offenbar

s(t):f[dz’pé(z’n =rt. (2.1.21)
0
Es ist also

A(s)=r <§f’rf((;;:))> s€[0,277). (2.1.22)

Der Tangenteneinheitsvektor an jedem Punkt ist also durch
7o 9 <_sm(s/ 7)> (2.1.23)

gegeben und
ar __1 <C95(S/ ’)> . N=— <C.°S(5/ ’)> 2.1.24)

Die Kriimmung ist wegen (2.1.10)

1
xXxX=—=

e

Das ist verstandlich, denn der Schmiegkreis an den Kreis ist dieser Kreis selbst. Entsprechend ist die Evolute
eines Kreises einfach ein einzelner Punkt, eben der Mittelpunkt des Kreises. In der Tat folgt aus (2.1.12) und

(2.1.25) sofort K = 0 = const.

a7

1
=_. 2.1.25
ds r ( )

2.1.2 Raumkurven und Fresnetsche Formeln

Die Verallgemeinerung der Betrachtungen zu Kurven im Euklidischen R? ist nicht besonders schwierig. Auch
hier definieren wir eine Kurve durch eine Parameterdarstellung % : R D (¢, ;) — R und ebenso wie fiir die
ebenen Kurven ist ein intrinsischer Parameter durch die Bogenlinge der Kurve, gezihlt vom Anfangspunkt
x(t,) eine geometrische der Kurve immanenter (d.h. von der Wahl der Parametrisierung unabhingige) Grofie.
Betrachten wir also zunichst die Kurve wieder in dieser Parametrisierung. Dann ist der Einheitstangenten-
vektor durch

|><¢-

T = (2.1.26)

&%

=
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definiert, und der Hauptnormaleneinheitsvektor ist durch

dT

ds

ﬁ:—— xX =

1
> - 2.1.27
x ds J ( )

gegeben. Dabei ist o wieder der Kriimmungsradius und x = 1/p die Kriimmung der Kurve an dem be-

trachteten Punkt. Wir erginzen nun 7' und N durch die Definition des Binormaleneinheitsvektors vermoge

B=TxN. (2.1.28)

Damit ist durch (f,ﬁ ,B) eine allein durch die Geometrie der Kurve bestimmte (also von der Wahl der Para-
metrisierung unabhingige) rechtshindige Orthonormalbasis, das die Kurve begleitende Dreibein, definiert.
Gegeniiber den ebenen Kurven ist im Raum die Frage sinnvoll, ob die Kurve im Raum in einer Ebene bleibt
oder nicht. Der Tangentenvektor T und die Hauptnormale N spannen die sogenannte Schmiegebene auf.
Andert sich diese Ebene entlang der Kurve nicht, handelt es sich definitionsgemifl um eine ebene Kurve im
Raum. Da der Binormalenvektor stets senkrecht auf der Schmiegebene steht, ist dies genau dann der Fall,
wenn dé/ds =0 ist.

Die geometrische Bedeutung der Schmiegebene wird klar, wenn man tiberlegt, wie sich die Kurve in der
Umgebung eines Punktes X, = X(sy) verhilt. Dazu entwickeln wir die Parametrisierung der Kurve bis zu
zweiter Ordnung um s

%(so+ As) = x(so)-l-Asj %(s0) + 22 ;22 (s)+ O(ASY). (2.1.29)
Nun ist gemif (2.1.26) und (2.1.27)
%E(so) =T (so), ;—;z(so) = %i‘(so) = %K](to). (2.1.30)
Dies in eingesetzt liefert
X(so+ As) = X(s5) + As T(so) + ATZ%ﬁ(tO) + 0(AsY). (2.1.31)

In dieser Ordnung der Niherung bleibt also die Kurve in der durch f(so) und N(s,) aufgespannten Ebene
durch X(sy), was die Bezeichnung Schmiegebene rechtfertigt. Der Binormalenvektor ist dann der Norma-
leneinheitsvektor auf diese Ebene, wobei die Orientierung definitionsgemifl wie durch angegeben
gewahlt wurde. Die Kurve bleibt demnach inder Tat in einer Ebene, wenn sich B entlang der Kurve nicht
andert.

Wir suchen nun ein Maf} fiir die Abweichung der Kurve von einer ebenen Kurve, also dafiir, um wieviel
sich die Kurve beim Fortschreiten um eine Bogenlingeninderung ds aus der Schmiegebene herauswindet.
Dafiir bietet sich offensichtlich der Vektor dB /ds an. Da das begleitende Dreibein eine Orthonormalbasis
bildet, muf3 sich allerdings dieser Vektor als Linearkombination dieser Basisvektoren ausdriicken lassen. Wir
wollen nun zeigen, daf§ er parallel zum Hauptnormalenvektor N ist. Dazu differenzieren wir die Gleichung

- -

T - B =0 = const nach der Bogenlinge:

i

- 1§
7.2 =o. 2.1.32

~
le

ELE

dT - - dB @177
af g 90 gL
T

D N-B+T-
ds

&|&
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Dies bedeutet, daf} dB /ds senkrecht auf T steht. Ebenso folgt aus B? = 1 = const, daf} dieser Vektor auch
senkrecht auf B steht. Damit muf} aber

- -

dB = - dB
——yN ——N.——= 2.1.33
ds XX ds ( )

sein. Die Grofle y heifft Windung oder Torsion. Sie ist eine vorzeichenbehaftete Grofe. Die geometrische
Bedeutung wird klar, wenn wir (2.1.28) beachten. Aus der Formel fiir das doppelte Kreuzprodukt (1.4.32)
folgt

_N=TxB, (2.1.34)
so dafS wir auch in der Form
dB -
— T xB (2.1.35)
ds

schreiben kénnen. Ist also y positiv, so ist die Anderung von B in diesem Punkt bei infinitesimalem Fort-
schreiten entlang der Kurve um die Linge ds durch eine infinitesimale Drehung um den Winkel yds um
die durch 7' definierte Drehachse im Sinne der Rechte-Hand-Regel gegeben. Die Grofle y gibt also die lo-
kale Ganghdhe der Schraube an, und zwar im Sinne einer Rechtsschraube falls y > 0 und im Sinne einer
Linksschraube falls y <0 ist.

Bevor wir ein charakteristisches Beispiel fiir diese Begriffsbildungen durchrechnen, wollen wir noch die Fre-
net-Serret-Formeln herleiten. Diese geben die Komponenten der Ableitungen des begleitenden Dreibeins
nach der Bogenlinge der Kurve bzgl. der durch das begleitende Dreibein gegebenen Basis an. Aus und
folgen bereits zwei der drei gesuchten Formeln

T - - dT . dT L 4T

xN=>T-—=0, N.-—= B.-—=0 2.1.36
ds ds 0, ds % ds ’ ( )
dB dB dB . dB

— N T =0 N —_— = B.-—=0. 2.1.37
ds — XN = ds ds X ds ( )

Daraus ergibt sich mit (2.1.34) aber auch sofort fiir die verbleibende Ableitung

N 4 T =B T Bx Y o N x T xBx Nz yB—xT, (2.1.38)
s

— =—BxT)=—=xT+B
ds ds(x) dsx—i_><

wobei wir benutzt haben, daf} (f,ﬁ B ) eine rechtshindige Orthonormalbasis bilden. Aus folgt also

—— ]Tz.d_N:o, E-d—N:X. (2.1.39)
ds ds

(AN
ds

~Ny

Oft ist eine Parametrisierung der Kurve durch die Bogenlinge unbequem, so daff wir das begleitende Drei-
bein und die Kriimmung und Torsion noch fiir eine beliebige Parametrisierung umschreiben wollen. Dazu
bendtigen wir nur

ds |-
= |x , (2.1.40)
wobei der Punkt {iber einem Symbol wieder die Ableitung nach dem beliebigen Parameter ¢ bedeutet. Daraus
folgt

7o 9%

2.1.41
5 (2.1.41)

Xl-| 2.
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Weiter ist wegen |55 ‘ =Vx2

XX

ds
al =T
Daraus folgt

XX — 9?(9? . 55) ({432

T=

(2.1.42)

(2.1.43)

53 -
g

Zur Normierung dieses Vektors verwenden wir (1.4.1):

Der Hauptnormalenvektor ist also durch

(2.1.44)

(2.1.45)

(2.1.46)

Die Ableitung von B ist

Multiplikation mit N liefert schlieflich

A=z _=
i
Als Beispiel fiir diese geometrischen Betrachtungen, das besonders ansch

benlinie
rcost

rsint
at

x(t)= r >0,

b

(t)

t €0, 00),

59

(2.1.47)

(2.1.48)

(2.1.49)

(2.1.50)

aulich ist, betrachten wir die Schrau-

a€R. (2.1.51)
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Wir haben .
‘z| —vVr24a2 = s=tv/r2+a2 (2.1.52)

Wir konnen also in diesem Fall sehr einfach zur Parametrisierung mit der Bogenlinge tibergehen, was die
weiteren Rechnungen etwas erleichtert:

s ) . (2.1.53)

Daraus ergibt sich mit (2.1.262.1.28) fiir das begleitende Dreibein

—r sin(

75 a >
! rcos(Ez) ) (2.1.54)

= —
Vr2+a2 r2+a?

: (2.1.55)

B=— s , (2.1.56)

Kriimmung und Torsion der Kurve berechnen wir am bequemsten mit Hilfe der Gleichungen (2.1.27) bzw.
(2.1.33):

r a

x = = .
2y X s

(2.1.57)

Die Kurve ist also fiir 2 > 0 eine Rechts-, 2 < 0 eine Linksschraube und fiir 2 = 0 eben. In der Tat ergibt sich
fiir 2 = 0 ein Kreis in der 12-Ebene mit Radius » um den Ursprung.

2.1.3 Anwendung auf die Bewegung eines Punktteilchens

Eine grundlegende Fragestellung der klassischen Mechanik ist die Beschreibung der Bewegung von Punkt-
teilchen unter Einflufl von Kriften. Dabei versteht man unter einem Punktteilchen einen makroskopischen
Korper endlicher Ausdehnung, dessen Ausdehnung allerdings fiir die betrachtete Bewegung irrelevant ist. Das
Paradebeispiel fiir den Erfolg einer solchen effektiven Beschreibung von Korpern als Punktteilchen ist die
Himmelsmechanik, die die eigentliche Motivation fiir die Entwicklung der klassischen Mechanik durch
Newton war. Die Ausdehnung der Sonne und der Planeten in unserem Sonnensystem kann in der Tat fiir die
Berechnung der Bewegung dieser Himmelskorper unter Einwirkung ihrer gegenseitigen Gravitation in sehr
guter Niherung vernachlissigt werden.

Hier betrachten wir die einfachste Fragestellung dieser Art: Ein als Massenpunkt idealisierter Korper bewege
sich unter Einflufl irgendwelcher vorgegebener Krifte. Z.B. kann man bei der Planetenbewegung in einer er-
sten Niherung die Sonne als feststehenden Korper betrachten, da ihre Masse M sehr grof§ gegeniiber der Masse
m des Planeten ist. Wir wihlen ein kartesisches Koordinatensystem mit dem Ursprung im Schwerpunkt der
Sonne. Dann ist die Kraft auf den Planeten durch das Newtonsche Gravitationsgesetz

- mM %
FX)=—y—=

(2.1.58)
r2 y
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gegeben. Dabei ist X der Ortsvektor des Planeten, also der Vektor vom Schwerpunkt der Sonne zum Ort des
Planeten, » = |X| sein Betrag und y die Newtonsche Gravitationskonstante. Die Gleichung besagt,
daf} die Kraft stets vom Planeten in Richtung zur Sonne weist und proportional zur Masse des Planeten und
der Sonne ist und mit dem Quadrat des Abstands abfillt. Aufgabe der Dynamik ist es nun, die Position des
Planeten als Funktion der Zeit aus diesem Kraftgesetz zu bestimmen. Dazu verwenden wir die Newtonsche
Bewegungsgleichung

mx = F(%). (2.1.59)

Dabei bedeutet X die zweite Ableitung des Ortsvektors des Planeten nach der Zeit, also seine Beschleunigung.
Es ist klar, daf} die Losung dieses Problems nicht einfach ist, denn die unbekannte Funktion x(z) kommt
mitsamt der zweiten Ableitung in der Gleichung vor, und wir suchen moglichst alle Funktionen, die diese
Gleichung erfiillen, um zu sehen, welche Bahnen es bei dieser Bewegung gibt. Diese Aufgabenstellung ist
typisch fiir die gesamte Physik. Es handelt sich um Differentialgleichungen, und ein wesentliches Ziel dieser
Vorlesung ist es, Losungsstrategien fiir diese Gleichungen zu entwickeln.

Hier betrachten wir die einfachere Aufgabe, die allgemeine Kinematik solcher Bewegungen von Punktteil-
chen zu verstehen. Wir nehmen also an, wir hitten eine Losung X(¢) gefunden und untersuchen die geometri-
sche und physikalische Bedeutung einer solchen Losung. Zunichst einmal ist klar, daf§ X(z) die Bahnkurve
des Massenpunktes beschreibt, wobei die Zeit als Parameter fiir diese Bahnkurve dient. Es sind nun alle in
diesem Abschnitt entwickelten geometrischen Analysemethoden anwendbar. Betrachten wir als erstes die
Momentangeschwindigkeit des Teilchens. Sie ist durch die Zeitableitung

B(t)=X(t)= %z(t). (2.1.60)

Die geometrische Bedeutung wird dabei klar, wenn wir uns die Kurve als Funktion der Bogenlinge, wie
oben beschrieben, parametrisiert denken. Wir fiithren also zunichst die neue Funktion X(s) ein. Dabei ist die
Bogenlinge durch das Differential .

ds =de|x(¢2)] (2.1.61)

gegeben, und wir erhalten die Bogenlinge, von einem Anfangszeitpunkt ¢, aus gerechnet durch Integration
t .
s(t):J de’|X(t")]. (2.1.62)
)

In kartesischen Koordinaten ausgeschrieben lautet das Integral

s(t):Jtdt/\/fclz(t’)—l-J&zz(t’)+5c32(t’). (2.1.63)

Es ist klar, daf (aufler fiir den trivialen Fall, daf} das Teilchen tiber ein endliches Zeitintervall ruht) die Bogen-
linge eine monoton wachsende Funktion der Zeit ist, denn der Integrand ist stets positiv.

Nun folgt aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung, daf§

$(t)=—s(t)= %) = 13(2)| = v(2). (2.1.64)

5(t) = —R[s(t)] = $(¢)~—Z[s(£)] = 0(t) T[s(2)]. (2.1.65)

Dabei haben wir die Definition des Einheitstangentenvektors an die Kurve (2.1.26) verwendet. Dies macht
den Geschwindigkeitsvektor intuitiv gut verstandlich: Sein Betrag gibt die momentane pro Zeiteinheit zu-
riickgelegte Strecke ds/d¢ an, und seine Richtung ist tangential zur Bahnkurve.
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Kommen wir nun zur Beschleunigung. Sie ist die zeitliche Anderung der Geschwindigkeit pro Zeiteinhei,
also

A1) = 3(t) = o(2)T[s(t)] + vz(t)%f[s(t)], (2.1.66)

wobei wir von der Produkt- und Kettenregel Gebrauch gemacht haben. Wegen kénnen wir dies in
der Form _ .

a(t)=o(t)T[s(¢)]+ p(t)v*(£)N[s(¢)], 2.1.67)
wobei p(t) der Kriimmungsradius in dem momentanen Punkt der Bahn ist. Die Beschleunigung setzt sich
demnach aus zwei Teilen zusammen: Der erste Term ist die Tangentialbeschleunigung, die sich aus der
zeitlichen Anderung des Betrages der Geschwindigkeit ergibt und in tangentiale Richtung weist. Dabei kann
freilich auch ¥(¢) < O sein. In dem Fall wird das Teilchen ,,abgebremst“. Auch dies ist physikalisch gesehen eine
Beschleunigung. Der zweite Term in heifit Zentripetalbeschleunigung. Er tritt nur auf, wenn sich
auch die Richtung der Geschwindigkeit andert, also die Bahn in dem betreffenden Punkt von einer Geraden
abweicht. Dabei ist N [s(¢)] ist der Hauptnormalenvektor an die Bahnkurve in dem betreffenden Punkt und
stets L 7_:[5(1:)]
Betrachten wir als einfaches Beispiel die Bewegung auf einer Kreisbahn mit Radius R um den Ursprung in der
12-Ebene des kartesischen Koordinatensystems. Wir kdnnen sie wie folgt parametrisieren

7(¢) =R[cos¢(t)e; +sing(t)e,]. (2.1.68)
Dabei ist ¢ = ¢(t) der Winkel des Ortsvektors zur 1-Achse des Koordinatensystems. Wir finden nun nach-
einander die Geschwindigkeit und die Beschleunigung durch Ableiten nach der Zeit. Unter Verwendung der
Kettenregel ergibt sich .
(1) =7(t) = R [—sing(t)e; + cos ¢(t)e,]. (2.1.69)
Wir nehmen im folgenden der Einfachheit halber an, daf§ zu dem betrachteten Zeitpunkt ¢(¢) > 0 ist. Dann
ist der Tangenteneinheitsvektor gerade durch die eckige Klammer gegeben, denn es ist

f(t): Izi(t) = M =—sinp(1)é; + cos ¢(t)é,. (2.1.70)
[9()]  Rg
Die Beschleunigung ergibt sich wiederum durch Ableiten von nach der Zeit
(t) = 3(t) = RGT(t)— R [cos o(2)Z, +sin o(t)2,]. (2.1.71)
Andererseits ist
(ji—f = (il—Y; ds}dt =—g¢[cosp(t)e, +sing(t)e,] Riga = —]—1{ [cosp(t)e; +sing(t)e, ] (2.1.72)
Damit ist gemaf3
N(t)=—cos p(t)e, —sing(t)e, und x= L r _1 = p=R. (2.1.73)
e |ds| R

Wie wir sehen, gilt also in der Tat (2.1.67).
Dieses einfache Beispiel liefert sogleich auch die anschauliche Bedeutung von (2.1.67): Lokal kénnen wir die

Bewegung des Massenpunktes entlang seiner Bahn als Bewegung auf dem Schmiegekreis in dem gerade durch-
laufenen Punkt beschreiben: Die Zentripetalbeschleunigung ist auf den Mittelpunkt des Schmiegkreises hin-
gerichtet und zieht den Massenpunkt entsprechend der Kriimmung der Kurve in die entsprechende Richtung.
Der Betrag der Zentripetalbeschleunigung ist pg?, wobei dp = dz¢ der wihrend des kleinen Zeitschritts dz
durchlaufene Winkel ist (s. Skizze). Man nennt ¢ auch die momentane Winkelgeschwindigkeit der Bewe-
gung, entsprechend der Bedeutung in dem eben betrachten Beispiel einer Kreisbewegung. Weiter zeigt der
Vergleich von (2.1.67) mit (2.1.71), daf} die Tangentialbeschleunigung in diesem Bild einer momentanen Be-
wegung auf dem Schmiegkreis durch die momentane Winkelbeschleunigung ¢ verursacht wird.
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2.2 Skalare Felder, Gradient und Richtungsableitung

Im folgenden betrachten wir Felder. Sie sind von eminenter Bedeutung fiir die gesamte Physik. Wir beginnen
in diesem Abschnitt mit skalaren Feldern. Sie ordnen jedem Punkt im Raum, gegeben durch den Ortsvektor
X bzgl. einem willkiirlich vorgegebenen Punkt, dem Ursprung des Koordinatensystems, eine reelle Grofle
@ E? - R, X — OX).

Ein Beispiel ist die Temperatur: Wir konnen an jedem Ort im Raum die Temperatur messen und dadurch
das Temperaturfeld definieren. Genauso ist die Dichte eines Mediums ein skalares Feld: An jedem Punkt des
Raumes konnen wir die Masse A der Materie, in einem kleinen Volumenelement AV um diesen Punkt be-
stimmen. Dann ist die mittlere Dichte in diesem Volumenelement Am /AV.Im Limes AV — 0 erhalten wir
die Dichte p(x). In einem infinitesimal kleinen Volumenelement dV' um den Punkt X ist dann Materie von
der Masse dm = dV p(x) enthalten. Wir werden im folgenden oft physikalische Beispiele aus der Kontinu-
umsmechanik wihlen, um die mathematischen Betrachtungen zu veranschaulichen. Die eigentliche Konti-
nuumsmechanik (Hydrodynamik, Aerodynamik) ist allerdings (leider) nicht Gegenstand des Theoriezyklus’.
Fiihren wir wieder eine beliebige rechtshindige Orthonormalbasis (¢;) ein, konnen wir das Feld wieder als
Funktion der drei Koordinaten bzw. als Funktion des entsprechenden Spaltenvektors ¥ € R® ansehen. Dies
impliziert das Transformationsverhalten des Feldes unter orthogonalen Transformationen. Bezeichnen wir
nimlich mit & das Skalarfeld als Funktion des Komponentenvektors X bzgl. der Orthonormalbasis (¢;) und

mit &’ als Funktion des Komponentenvektors %’ bzgl. der Orthonormalbasis (E; so mufl definitionsgemaf}

d(x) =9 (') = &%) 2.2.1)

gelten, denn es ist klar, dafl z.B. die Dichte eines Gases nicht von der Wahl des Koordinatensystems abhingt
sondern lediglich von dem Punkt im Raum, an dem wir diese Dichte messen. Betrachten wir die Basistrans-

formation von einer zur anderen Orthonormalbasis gemifl (1.3.4), folgt wegen (1.3.5)
X =Tx%, ¥@@)=d@x) =d1T%). (2.2.2)

Wir bezeichnen alle Funktionen R®> — R, die sich bzgl. orthogonaler Transformationen ihrer Argumente so
verhalten wie in (2.2.2) angegeben als skalare Felder. Sie beschreiben Gréflen als Funktionen vom Ort.

Wie fiir Funktionen einer reellen Verinderlichen kénnen wir auch fiir Funktionen, die von mehr als einer
Variablen abhingen, Ableitungen definieren, die die Anderungen der Funktionen bei kleinen Anderungen
der Parameter beschreiben. Dazu definieren wir zunichst die partiellen Ableitungen der Funktion &(x) =
&(x!,x2,x%). Dabei ist die partielle Ableitung nach der Variablen x* durch den Limes des entsprechenden
Differenzenquotienten bei Anderungen nur dieser einen Variablen x* definiert, wihrend die anderen beiden
Variablen konstant gehalten werden. Fiir die partielle Ableitung nach x! bedeutet dies
B(r 1 1,2 3\ &(rl 2 13

i<I>(x x2,x%) = 3,8(x!,x%,x*) = lim Sl +Ax ¥, xT) R, XY
dxl Ax1-0 Ax!

(2.2.3)

und entsprechend analog fiir die partiellen Ableitungen d, und J; nach x? bzw. x°. Falls diese partiellen Ab-
leitungen in einem gegebenen Punkt ¥ = (x!, x2,x*)T existiert, heifit die Funktion & dort partiell differen-
zierbar. Ist sie in jedem Punkt eines bestimmten offenen Gebiets E°> C R? partiell differenzierbar, heifit sie
in diesem Gebiet partiell differenzierbar. Falls die partiellen Ableitungen in diesem Fall allesamt stetig sind,
heiflt die Funktion dort stetig differenzierbar. In der Physik gehen wir davon aus, dafl die meisten dort

relevanten Funktionen bzw. Felder lokal stetig differenzierbar sind, d.h. bis auf einige singulire Punkte

2Gewohnlich nehmen Physiker die subtile Unterscheidung in der Bezeichnung der Felder nicht vor und schreiben einfach ®(%),
d.h. sie verwenden dasselbe Symbol fiir die Funktion ® : E* — R und die Funktion & : R> — R. Es ist aber gerade zu Beginn der
Beschiftigung mit Vektoranalysis wichtig, diese Unterscheidung in Erinnerung zu behalten. Freilich definieren sich bei vorgegebener
Orthonormalbasis (¢;), auf die sich die Komponenten x von X beziehen, diese beiden Funktionen umkehrbar eindeutig wechselseitig.
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existiert um jeden Punkt eines bestimmten Gebietes eine Kugel (bzw. Umgebung), in der die Funktion stetig
differenzierbar ist. Manchmal bezeichnet man solche Funktionen auch als lokal glatt.

Es gelten fiir partielle Ableitungen freilich alle Rechenregeln wie fiir Ableitungen von Funktionen einer un-
abhingigen Variablen. Besonders wichtig ist, daf} die partiellen Ableitungen lineare Operatoren sind, d.h.
sind @, und ®, lokal glatt, so gilt fiir beliebige A;, A, € R in jedem reguliren Punkt der Funktion

Fi (A, + 4,8) = 2,08, + 1,3,9,. 2.2.4)
Weitere wichtige Ableitungsregeln sind die Produkt- und Quotientenregel
gj(&)1&)z) = (3]-<f>1)<f>2 + 61(8]62)’
2 <<f’1> B (%él)&)z_ézajéz (2.2.5)

I\ & 2
)

>

~

2,

wobei die Quotientenregeln natiirlich nur an Stellen sinnvoll ist, wo &, # 0 ist.

Eine Erweiterung erfahrt allerdings die Kettenregel. Dazu betrachten wir eine beliebige differenzierbare Kur-
ve %(t), die durch ein Gebiet verliuft, wo das Skalarfeld &(x) stetig differenzierbar ist. Dann kinnen wir
fragen, wie sich dieses Feld entlang dieser Bahnkurve dndert und die totale Ableitung bilden. Fiir diese gilt

3
d%é[z(z)] => % 08[x(1)]. (2.2.6)
j=1

Um diese Behauptung zu beweisen, betrachten wir den Differenzenquotienten

~

AS  B[x(t +At)]—d[x(t)]

—= 2.2.7
At At @2.7)

Setzen wir nun Ax = x(¢ + At)—x(t), ergibt sich
Ad  d(x+Ax)—d(%) 2.28)

At At
Wir fiigen addieren und subtrahieren nun im Zihler dieses Ausdrucks geeignete Zusatzterme, die Differenzen
ergeben, wobei sich im Argument immer nur eine der Variablen x/ dndert:

Ad _<f>(x1 + Ax!,x?+ Ax?,x? +Ax3)—<f>(x1,x2+Ax2,x3 + Ax?)

Ar At
N O(x!, x% + Ax?, % 4+ Ax?) — &(x 1, x2, x° + Ax?) (2.2.9)
At
(x!, x4, x% + Ax?) —B(x !, x2, x7)
+ .
At
Wir kénnen nun den ersten Term wie folgt umformen:
S(x! + Axl,x2+ Ax?, x>+ AxP) —B(x!, x2 + Ax?, x> + Ax?)
. At . (2.2.10)
B O(x! 4+ Axl x? + Ax?, x% + Ax?) — &(x !, x2 + Ax?, 7 + Ax®) Ax!
a Ax! At
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Da ® voraussetzungsgemifl in einer Umgebung von X stetig differenzierbar und auch die Kurve bei ¢ diffe-
renzierbar ist, ergibt sich fiir diesen Ausdruck im Limes At — 0

S(x! 4+ Ax!, x2 + Ax?,x% + Ax?) — B(x!, x? + Ax?, x> + Ax?)
At

Genauso geht man fiir die beiden anderen Terme in vor, woraus schliefflich die Behauptung (2.2.6)
folgt.

— 3,8[x(1)]x". 2.2.11)

Nun wollen wir zeigen, dafl diese totale Ableitung eine von der Wahl des kartesischen Koordinatensystems
unabhingige Bedeutung besitzt. Dazu bemerken wir, daf§ (2.2.6) in der Form

d - S
dtq)[ x(£)]=%(t)- V@[x(z)] (2.2.12)
geschrieben werden kann, wenn wir
e
Ve =5, (2.2.13)
s

definieren. Dies legt nahe, dafl V& bzgl. kartesischer Koordinaten ein Vektor ist. Dies werden wir auch sogleich
beweisen. Man nennt diesen Vektor den Gradienten des Skalarfeldes ®(x):

3
%)= ¢,3,9(x). (2.2.14)
=1

Wir wollen nun zeigen, daf} dieses Vektorfeld tatsichlich unabhingig von der Wahl des kartesischen Koor-
dinatensystems ist Betrachten wir dazu wieder die Basistransformation (1.3.4) fiir die Basisvektoren und die
Komponenten (1.3.5). Verwenden wir nun ( , um die Summe auf der rechten Seite von (2.2.14) bzgl. der

neuen Basis zu berechnen, folgt

xk

Q)

3
Zg/al —/ Z 8

7,k=1

(2.2.15)
x

Dabei haben wir die Kettenregel 1D fiir mehrere Verinderliche auf die partielle Ableitung nach x’ J ver-
wendet. Gemif} (2.2.4) gilt (warum?)

—/ A — Ay axk b
x =Tx =>x=Ux" = EW =U";. (2.2.16)
Setzen wir dies in (1.3.15) ein, folgt
3 i 3 o
D €Y= D EU L G9(%). 2.2.17)
=1 k=1
Gemif (1.3.4) folgt
3 3
S ()= 5,887 = Vo). (2.2.18)
j=1 k=1

Dies zeigt, daf} der Gradient tatsichlich unabhingig von der gewdhlten Orthonormalbasis ist. Dieser besitzt
also eine von der kartesischen Basis unabhingige Bedeutung.
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Betrachten wir die Parametrisierung der Kurve in (2.2.6) als Funktion der Bogenlinge, folgt

dicp[?c(s)] = j—x VO[E(s)] = T(s)- VO[Z(s)]. (2.2.19)
s s

Dabet ist 7_:(5) der Tangenteneinheitsvektor an die Kurve. Die geometrische Bedeutung ist dabei klar: Bewegt
man sich eine infinitesimale Strecke ds entlang der Kurve mit Tangenteneinheitsvektor 7'(s) an der betref-

fenden Stelle, so dndert sich der Wert des Skalarfeldes ds 7_:(5) . V®[%(s)]. Diese Anderung ist dabei freilich
unabhingig von der Wahl des kartesischen Koordinatensystems, das wir dazu benutzen, um den Gradien-
ten iiber die partielle Ableitungen der entsprechenden Funktion ®(x) zu berechnen. Man bezeichnet daher

als die Richtungsableitung des Skalarfeldes an dem betreffenden Punkt in der durch 7_:(5) gegebenen
Richtung.

Aus der obigen Rechnung folgt noch das Verhalten der Darstellung des Gradienten durch die partiellen Ab-
leitungen unter orthogonalen Transformationen. Wegen ist namlich

3
3/ (x)=> U 39(%). (2.2.20)
k=1

In Matrix-Vektor-Produktschreibweise bedeutet nun diese Gleichung

V'é(x)= UTVé(x) = V(). (2.2.21)
Das bedeutet, daff sich der Gradient bzgl. orthogonaler Transformationen tatsichlich wie ein Vektor verhéiltﬂ
2.2.1 Der Gradient in beliebigen Basen
Wir betrachten nun noch den Gradienten im allgemeineren Fall beliebiger Basen l_;k im strikten Ricci-Kalkiil

mit oberen und unteren Indizes wie in Abschnitt |1.8| eingefithrt. Wir verwenden wieder die Einsteinsche
Summationskonvention und betrachten wieder zwei Basen

- k - - .= . A /\7
b, =T by, b,=U\b, mit U=T"" (2.2.22)
Fiir ein Vektorfeld ® gilt dann
&)= d(x)=d(Ux), (2.2.23)
wobei ' . R .
¥=xle=x"¢,, ¥=Tx, x=U% (2.2.24)

die Komponenten des Ortsvektors definieren.

Wir zeigen nun, daf3 die partiellen Ableitungen nach diesen Komponenten kovariante Vektorfeldkompo-
nenten definieren. In der Tat folgt unter Verwendung der Kettenregel

28 = 2895 _ 1t a4 (2.2.25)
e Ix!! a R -
wobei wir zur Abkiirzung
A J g, = N (2.2.26)

i T i R gk

*Wir bemerken zum Schlufl noch, daff sich der Gradient bzgl. allgemeiner Base nicht wie ein Vektor sondern wie ein sogenannte
Kovektor, d.h. eine lineare Abbildung E* — R transformiert. Wir gehen darauf in dieser Vorlesung nicht genauer ein, da der allgemein
kovariante Tensor-Index-Kalkiil noch nicht benétigt wird. Der interessierte Leser sei auf [HeeO5[] verwiesen.
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cingefiihrt haben. In der Tat zeigt (2.2.25), daf sich die J,% wie kovariante Vektorkomponenten, also wie
die Basisvektoren transformieren. Fiihren wir nun gemifl (1.8.4) und (1.8.12) die ko- und kontravarianten
Metrikkomponenten

7 ——1

ge=bi b (g)=% (@H=¢ =% (2.2.27)

>

ein, ergibt sich der Gradient als Vektorfeld
Ve=1bg'*g,d. (2.2.28)

Es ist klar, daf$ sich dabei die kontravarianten Komponenten eines Vektorfelds V' unter allgemeinen Basi-
stransformationen gemif}

—/ A

V(@)=TVE) =TV(0%) (2.2.29)

transformieren.

2.3 Extremwertaufgaben

Wie bei den Funktionen einer Verinderlichen (vgl. Anhang|A.6.3) ist es auch fiir skalare Funktionen f :
R” — R oft interessant, lokale Extremstellen zu suchen. Wir konnen dieses Problem auf das entsprechende
Problem fiir Funktionen einer Verinderlichen zuriickfithren. Dazu definieren wir

g(t)=f(xo+tn). 2.3.1)

Dabei sind X, und 7 beliebige Vektoren in R”. Wir nehmen im folgenden an, die Funktion f sei zweimal
stetig partiell differenzierbar. Aus den Betrachtungen in Anhang wird klar, daff / an der Stelle X, nur

dann ein Extremum annehmen kann, wenn fiir alle 7 € R”
§(0)=7-Vf(%)=0 2.3.2)

ist. Da wir fiir 72 beliebige Vektoren einsetzen diirfen, folgt als notwendige Bedingung fiir das Vorliegen eines
Extremums bei X, dafl der Gradient der skalaren Funktion f dort verschwinden muf3

Vf(%,)=0. 2.3.3)

Weiter wissen wir aus Anhang|A.6.3| dafl fiir das Vorliegen eines lokalen Minimums die Bedingung

Z n;n; 30, f (%) > (2.3.4)
1,7=1
hinreichend ist. Da f voraussetzungsgemif} zweimal stetig partiell differenzierbar ist, ist die Hesse-Matrix
H;;(x0) = 9,0, f (%o) (2.3.5)
symmetrisch. Da (2.3.4) fiir alle 7 € R” gelten muf}, bedeutet dies, daf§ ein lokales Minimum vorliegt, falls
die durch die Hessematrix definierte quadratische Form fiir alle 7z # 0
Z j(xo)nin; >0 & Q(n)=n H(xo)n >0 (2.3.6)
1,7=1

ist. Man nennt solche Bilinearformen positiv definit. Wir kommen auf Kriterien fiir positive Definitheit von
Bilinearformen im nichsten Kapitel noch zuriick.
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Betrachten wir als einfachstes Beispiel die Funktion zweier Verinderlicher
Fx)=2(x")? +3(x?). 2.3.7)

Offenbar besitzt f in X, = 0 ein lokales Minimum. Dies kénnen wir direkt dem eben hergeleiteten hinrei-
chenden Kriterium entnehmen. Der Gradient ist

=, [AfF)\ _ [4x!
VFE) = <82f(i) =(pr2): (2.3.8)
Der Gradient verschwindet fiir x! = x1° = x? = x% = 0. Die Hesse-Matrix ist offenbar H (%) = diag(4,6)

und damit )
Q(7) =7 H(%)7 = 4n* + 612 >0 2.3.9)

fiir alle 77 # 0. Die Hesse-Matrix ist also tatsichlich positiv definit, und damit besitzt f bei X, = 0 ein Mini-
mum.

Nun ergibt sich bei Funktionen mehrerer Veranderlicher oft auch die Frage, wann sie unter bestimmten
Nebenbedingungen extremal werden.

Ein praktisches Beispiel ist die Aufgabe, eine zylindrische Blechdose mit vorgegebenem Volumen V' zu kon-

struieren, die eine moglichst kleine Oberflache besitzt, d.h. den geringsten Materialaufwand erfordert. Ist R
der Radius und 4 die Hohe der Blechdose, so sind Oberfliche und Volumen durch (nachrechnen!)

O(r,h)=2nrh+2nr?, V(r,h)=nr’h (2.3.10)

gegeben. Wir suchen also diejenigen Werte fiir x = (7, ), dal O(r, ») = O(x) minimal wird unter der Bedin-
gung, dafl V(r,h) = V = const vorgegeben ist.

Wir 16sen diese Aufgaben nun auf zwei Arten. In diesem Fall 143t sich namlich die eine Variable (wir wihlen
hier /) aus der Nebenbedingung als Funktion der anderen Variablen (hier also 7) darstellen:

h(r)=—— 2.3.11)

o2
Demnach miissen wir also nur dasjenige » finden, fiir welches
~ 2V
O(r)=O0[r,h(r)]= —+2mr> (2.3.12)
r
minimal wird. Damit ist die Aufgabe auf eine Extremwertbestimmung fiir eine Funktion einer Veranderlichen

O(r) (freilich nun ohne Nebenbedingungen) zuriickgefiihrt. Zuniichst muf die erste Ableitung verschwin-

den:
~ 2V |

O'(r)=—— +4nr =0. (2.3.13)
r
Dies ist erfiillt fiir
VA3 1%
r = 7'0:<—> = h:h(ro):—:ZrO. (2314)
2r Ty

Nun priifen wir noch nach, daf} diese Losung tatsichlich ein Minimum der Oberfliche unter der Nebenbe-
dingung konstanten Volumens ist. Dazu berechnen wir

« 4V

O"(ry) =+— +4r =121 >0, (2.3.15)
7,
0

d.h. O wird tatsichlich fiir » = 7, minimal. Demnach besitzt diejenige Biichse vorgegebenen Volumens V/ die
kleinste Oberfliche, fiir deren Hohe b =27, = (4V /7)'/3 ist.
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In dhnlichen Extremwertaufgaben mit Nebenbedingungen kann es aber vorkommen, daff man nicht so ein-
fach einen Teil der Variablen mit Hilfe der Nebenbedingungen eliminieren kann. In diesem Fall verwendet
man die Methode der Lagrange-Multiplikatoren. Wir fithren dies wieder anhand unseres Beispiels vor. Wir
schreiben dazu die Nebenbedingung in der Form

N(r,h)=0 mit N(r,h)=nr’h—V. (2.3.16)
Dann betrachten wir die Extremwertaufgabe der Funktion

f(ryh,A)=0O(r,h)+ AN(r,b) (2.3.17)

ohne Nebenbedingungen. Die notwendige Bedingung, daf} diese Funktion extremal wird, verlangt, dal V £ =
(8.f,8,f,If)" =0 wird. Aufgrund der Einfiihrung des Lagrange=Parameters wird die Nebenbedingung
also als eine der notwendigen Extremalbedingungen berticksichtigt. Wir erhalten aus diesen Bedingungen
dieselbe Losung fiir » und 5 wie oben in angegeben. Auf hinreichende Bedingungen fiir das Vorliegen
eines Extremums mit der Methode der Lagrange-Multiplikatoren gehen wir hier nicht ein. Die Frage, ob
tatsichlich ein Minimum oder Maximum an der gefundenen Losung der hinreichenden Bedingung vorliegt,
ist also stets noch gesondert zu untersuchen.

2.4 Vektorfelder, Divergenz und Rotation

Es liegt nun nahe, neben skalaren ortsabhingigen Groflen (Skalarfeldern) auch vektorielle ortsabhingige Gro-
8en (Vektorfelder) zu betrachten. Typische Beispiele sind das Geschwindigkeitsfeld 7(X) einer Fliissigkeit
oder eines Gases: Es gibt die Geschwindigkeit eines sich gerade am Ort X befindlichen kleinen Fliissigkeits-
elements an. Andere typische Beispiele sind das elektrische oder magnetische Feld|

Mathematisch gesehen haben wir es mit einer Abbildung V:E* > V,%— V(%) zu tun. Um mit diesen
Feldern bequem rechnen zu konnen, fithren wir wieder eine beliebige kartesische rechtshindige Basis (€;)
ein. Dann ist

3 X
VE)=DV/(x) mit x= xj : 2.4.1)
j=1 X

Setzen wir wieder V = (V1, V2, V3T, impliziert also die Einfiihrung der Orthonormalbasis (¢;) eine um-
kehrbar eindeutige Abbildung des Vektorfeldes V € E3 auf ein Vektorfeld V : R> — R?, ¥ — V(x).

Das Transformationsverhalten unter orthogonalen Basistransformationen ist dann wieder gemif3 (1.3.4) bzw.

gegeben:
VE) =V (@)= TVE) = TV(T 7). (2.4.2)

Im vorigen Abschnitt haben wir gesehen, dafl bzgl. orthogonaler Transformationen der Differentialoperator]
V Vektorcharakter besitzt.
Es liegt dann nahe, daf die Divergenz eines Vektorfeldes

- —

3
divV(F) =V -VE)=V V@) =>_2 V. (2.4.3)
j:l

*L.a. werden solche Felder auch noch von der Zeit abhingen. Hier betrachten wir aber nur die Ortsabhingigkeit zu einem festen
Zeitpunkt und lassen entsprechend das Zeitargument der Einfachheit halber weg.

>Aufgrund der Form des Symbols wird dieser Operator als Nabla-Operator bezeichnet. Der Name kommt von einem hebrii-
schen harfenihnlichen Saiteninstrument her, das diese typische Form aufweist.
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ein Skalarfeld ist. Wir kdnnen sofort zeigen, daf$ es sich dabei tatsichlich um ein Skalarfeld handelt, denn es
gilt gemif} (2.2.21)

V. V@) =(1"Y)-TVE) =V TTTVFE) =V VE) =V V(). (2.4.4)
Die anschauliche Bedeutung dieses Differentialoperators werden wir weiter unten in Abschnitt [2.7]diskutie-
ren.
Wir haben nun in gesehen, dafl das Vektorprodukt zweier Vektoren sich unter orientierungserhalten-

den orthogonalen Transformationen (also Drehungen) wie ein Vektor verhilt. Daraus folgt, daf§ die Rotation

eines Vektorfeldes
3

3
rot V=V Z [V x V(x) Z € €ik1% viE) (2.4.5)

7.k, I=1

ein Vektorfeld isf’} Auf die anschauliche Bedeutung der Rotation als Wirbeldichte einer Fliissigkeitsstromung
werden wir weiter unten noch zurtickkommen. In kartesischen Komponenten ausgeschrieben ergibt sich

VxV=|gVi-gV3). (2.4.6)

2.4.1 Divergenz und Rotation in beliebigen Basen

Wir betrachten nun noch Divergenz und Rotation bzgl. einer beliebigen nicht notwendig kartesischen rechts-
hindigen Basis. Wir haben in Abschnitt[2.2.1|geschen, dafl die Partiellen Ableitungen nach den Komponenten
des Ortsvektors bzgl. beliebiger Basen sich wie kovariante Vektorkomponenten verhalten. Demnach sollte
auch bzgl. beliebiger Koordinaten

V-V=g Vi 2.4.7)
gelten. Um dies zu zeigen, verwenden wir eine beliebige kartesische Basis ¢/, . Mit
ki o2 : -
b:T] ¢, & =Ulb, U=1" (2.4.8)
folgt _
S k_ 99 5k Uiy ik Ayl I
V-v=gvit= 2Tt vh=u T g v = =8lavi=av. (2.4.9)

Man beachte, dafl es hier wichtig ist, daf} die Matrizen der Basistransformation 7 und U = T-! konstant
sind.
Fiir die Rotation miissen wir auf den Levi-Civita-Tensor (1.8.7) bzw. (1.8.25) zuriickgreifen. In den kartesi-
schen Koordinaten haben wir wegen g’ = g”/e =0 = 87% undalso g = det g’ = 1und weil V]( = g]{k vk =
Vi

~ 7 _jkl= A1y,

VxV=e%e g V. (2.4.10)

Da da fiir die kartesische Basis A% = ¢/*! ist und der A/*! kontravariante Tensorkomponenten sind, gilt
folglich dieselbe Gleichung auch fiir die Komponenten bzgl. der allgemeinen Basis, d.h.

kl kl
VXV:A] bjé’k\/l:—géf bjﬁk\/l (2411)

Wie bei der Divergenz kénnen wir auch explizit mit Hilfe der Basistransformationen nachrechnen, daf} in der
Tat die rechten Seiten von (2.4.10) und (2.4.11) identisch sind. Wir miissen dabei nur voraussetzen, dafl sowohl

die kartesische als auch die allgemeine Basis rechtshindig orientiert sind, d.h. daf§ det T=1 / det U>0ist.

— —

®In der englischsprachigen Literatur heifit die Rotation eines Vektorfeldes curl: curl V=VxV.
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2.5 Potentialfelder

Fiir die Physik ist eine sehr wichtige Fragestellung, in welchen Fillen wir ein vorgegebenes Vektorfeld V(%)
als Gradient eines Skalarfeldes schreiben kénnen. In der Mechanik ist dies insbesondere fiir Kraftfelder in-
teressant. In haben wir z.B. das Kraftfeld fiir ein Punktteilchen (Planet), das sich im Schwerefeld eines
anderen im Ursprung des Koordinatensystems fixierten Punkt (Sonne) bewegt, angegeben. Die Newtonsche
Gravitationskraft lautet demnach

. M3
Eﬁ@——yi ; mit 7 =[%]. 2.5.1)

Wir kénnen nun fragen, ob diese Kraft der Gradient eines Skalarfeldes ist. Aus Griinden, die gegen Ende
dieses Abschnitts klar werden, definiert man das Potential so, dafl die Kraft durch den negativen Gradienten
gegeben ist:

Fo (%) ==V (%). 2.5.2)

Dazu schreiben wir die erste Komponente dieses Ansatzes in kartesischen Koordinaten hin:

ymM | Y
T (R PR~ %) 253

1
FGleG:_

Wir haben also die partielle Ableitung bzgl. x! als Funktion dieser Variablen gegeben. Die Komponenten x>

und x° kénnen wir dabei aufgrund der Definition der partiellen Ableitung als Konstanten ansehen. Wir miis-
sen also den obigen Ausdruck nur bzgl. x! integrieren, denn die Integration ist die Umkehrung der Ableitung.
Kiirzen wir das Vorzeichen auf beiden Seiten der Gleichung heraus, ergibt sich also aus (2.5.3))

. 1

bs(x)= yme dx! o a

x1)2 4 (x2)2 4 (x3)2)3/2 (2.5.4)

Dieses unbestimmte Integral 16sen wir am bequemsten mit Hilfe der Substitutionsmethode. Wir fithren dazu
als Integrationsvariable # = (x1)? + (x2)? + (x®)? ein. Fiir das Differential folgt d# = dx'd»/Jdx! = dx'2x!,
und folglich gilt

ymM

o At @89)

&)G(i) = ymM%f duu™? :—}/mMu_l/2 +C, (2%, x7) =—

Dabei haben wir beriicksichtigt, dafl ein unbestimmtes Integral nur bis auf eine von x! unabhingige Funktion
bestimmt ist. Diese Funktion kann aber offensichtlich noch von x? und x? abhingen. Deshalb haben wir die
Bezeichnung C,(x?2, x*) gewihlt.

Nun kénnen wir die zweite Komponente von (2.5.2) betrachten. Es ergibt sich

- _ ymM 2 9&= ymM 2 2.3
o) =y rtep e oppn” 2T (e Goppr 2G0T
(2.5.6)
Daraus folgt aber sofort
AC,(x%x7) =0 = C,(x%,x%) = C,)(x"). (2.5.7)

Dabei haben wir verwendet, daf§ aus dem Verschwinden der partiellen Ableitung nach x? folgt, daf§ die Funk-
tion nicht von x? abhingen kann. Es muf§ also C,(x?, x) eine Funktion allein von x> sein, die wir mit C,(x?)
bezeichnet haben. Wertet man schlief8lich noch die dritte Komponente von aus, folgt auch noch, dafl
C,(x*) = C = const ist. Die Gravitationskraft besitzt also tatsichlich ein Potential, und zwar
b(T) = — ymM +C. (2.5.8)
V(2 + (222 + (3P
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Die Konstante C hat keine weitere physikalische Bedeutung, denn bei der Bildung des Gradienten zur Be-
rechnung der Kraft fillt sie stets weg. Es ist auch klar, daf§ das Potential ein Skalarfeld ist, denn wir konnen
es unabhingig vom Koordinatensystem in der Form

M M
Y i +C (2.5.9)

schreiben.
Dieses Beispiel zeigt, daff es physikalisch wichtige Kraftfelder gibt, die tatsichlich ein Potential besitzen. Frei-
lich ist die eben vorgefiihrte Methode i.a. zu kompliziert, um zu untersuchen, ob ein Kraftfeld ein Potential-
feld ist, d.h. ob es als (negativer) Gradient eines Skalarfeldes darstellbar ist. Im Rest dieses Abschnitts befassen
wir uns mit der Frage nach Kriterien dafiir, daf} ein vorgegebenes Vektorfeld \7(9?) ein solches Potentialfeld
ist, ohne daf§ wir notwendig explizit das Potential ausrechnen miissen. Weiter wollen wir eine kompakte
Formel fiir die Berechnung des Potentials finden, falls ein solches existiert.
Um eine notwendige Bedingung fiir die Existenz eines Potentials zu finden, miissen wir uns zunichst mit
den zweiten partiellen Ableitungen eines vorgegebenen Skalarfeldes befassen. Es ist klar, daf3 diese wie bei
Funktionen einer unabhingigen Verinderlichen einfach als Hintereinanderausfithrung zweier Ableitungen
definieren lassen, also p 5

@@ya:zg{zgqm} (2.5.10)
Hier haben wir zuerst nach x* und dann nach x/ differenziert. Die Frage ist nun, ob diese doppelte partielle
Ableitung von dieser Reihenfolge abhingt. Die Antwort ist, daff partielle Ableitungen kommutieren, wenn
die Funktion zweimal stetig differenzierbar ist.
Der Beweis erfordert ein wenig mehr Grundlagen aus der Analysis. Wir geben den Beweis hier, verschieben
aber die Grundlagen in den Anhang. Der Einfachheit halber betrachten wir eine Funktion f : R? — R. Wir
nehmen an, sie sei zweimal partiell stetig differenzierbar. Wir wollen zeigen, dafl dann

3,0 f(x!,x*) = 8,3, f(x!,x* (2.5.11)
gilt. Betrachten wir nun fiir beliebige Ax! und Ax? die Funktion
F(x',x?) = f(x'+ Ax!, % + Ax?) — f(x1, x?). (2.5.12)

Weil diese funktion voraussetzungsgemafd stetig differenzierbar ist, gibt es nach dem Mittelwertsatz der Dif-
ferentialrechnung (vgl. Anhang|A.6.3) eine Zahl &, zwischen x! und x! + Ax!, so dafl

F(x',x?) = Ax' 8 F(&,x?) =[8,f (&, x* + Ax?)— 8, f (&, x*)]Ax 1. (2.5.13)

Da nach Voraussetzung auch die ersten Ableitungen stetig partiell differenzierbar sind, kdnnen wir nochmals
den Mittelwertsatz der Differentialrechnung anwenden, d.h. es gibt eine Zahl n, zwischen x? und x2 + Ax?,

so daf§
F(x',x*)=3,8,f(&,n)Ax' Ax?. (2.5.14)

Dieses Argument konnen wir aber auch genauso in umgekehrter Reihenfolge anwenden, d.h. den Mittelwert-
satz zuerst auf die Variable x? anwenden. Demnach existiert eine Zahl 1, zwischen x? und x? + Ax?, so daf}

F(x',x?) = F (x',n,)Ax* = [ f (x' + Ax',n,)— &, f (x",,)] (2.5.15)

Der Mittelwertsatz auf d, f angewandt liefert dann die Existenz einer Zahl &, zwischen x! und x! + Ax!, so

daf3
F(x',x*) = 3,6,f (&, ny) Ax Ax?. (2.5.16)
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Da dies fiir alle Ax! und Ax? gilt, folgt, dafl
ASf (E1n1) = A f (E:1m2) (2.5.17)

gilt. Lassen wir nun (Ax!, Ax?) — (0,0) streben, gilt (£;,7,) — (x!, x?) und (&,,7,) — (x!,x?). Da vorausset-

zungsgemifd die zweiten partiellen Ableitungen stetig sind, folgt damit aus (2.5.17), dafl tatsichlich (2.5.11).
Jetzt konnen wir ein notwendiges Kriterium fiir die Existenz eines Potentials fiir ein vorgegebenes Vektor-

feld angeben. Sei also V ein Vektorfeld, dessen Komponenten V bzgl. einer kartesischen Basis stetig partiell
differenzierbar sind. Angenommen, es sei ein Potentialfeld. Dann gilt

V(x)=—V&(x) bzw. V;(x)=—03%(%). (2.5.18)
Nach voraussetzung sind die Komponenten V; stetig partiell differenzierbar, und damit & zweimal stetig
partiell differenzierbar. Nach dem eben bewiesenen Satz folgt

Dies gilt fiir alle 7,k € {1,2,3}. Fur & = j ist die Gleichung identisch erfiillt und trigt folglich keine Ein-
schrinkung an die Komponenten des Vektorfelder fiir die Existenz eines Potentials bei. Fiir j # k impliziert

aber (2.5.19)

rotV=VxV=|a4vi—-gVv?|=o. (2.5.20)

Damit ein Vektorfeld ein Potential besitzt, muff also die Rotation in jedem reguliren Punkt, also dort, wo es
stetig partiell differenzierbar ist, verschwinden. Man rechnet leicht nach (Ubung!), dafl fiir das Gravitations-
kraftfeld (2.5.1) in der Tat aufler im Ursprung des Koordinatensystems, wo das Feld eine Singularitit besitzt,

rot F =0 gilt.

2.6 Wegintegrale und Potentialfelder

-

Als nichstes definieren wir Wegintegrale von Vektorfeldern. Es sei V ein stetiges Vektorfeldund 6 :  x:

[t,,t,] — E° eine Kurve, die ganz im Inneren eines Bereiches verliuft, in dem V definiert und stetig ist. Dann

definieren wir das Wegintegral entlang des Weges 6 durch
t . N
f<ﬁ.v@yzjzdtﬁn-kun. 2.6.1)
'3 L

Es ist dabei klar, daf§ diese Definition nur von dem Weg selbst abhingt und nicht von der Parametrisierung,
denn angenommen, es ist ¥’ : [A;, A,] — E? eine andere Parametrisierung desselben Weges, so gilt

Y()=F =L
X (A)y=x[t(A)] G (A)= d/lt(/l)x[t(i)]. (2.6.2)
Nach der Substitutionsformel fiir Integrale folgt daraus in der Tat, daf3
9= [Fad oL inie. v "4t i) v
— %)= — — x(t)-VI[x = x(t)- V[x(t)]. 2.6.3
[ gEw= | e i V)= | Case VEeL ey
Dabei haben wir im letzten Schritt den Satz von der Ableitung der Umkehrfunktion verwendet, demzufolge
d 1
L= (2.6.4)
de T g
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gilt. AufSerdem ist offensichtlich das Wegintegral (2.6.1) ein Skalar, d.h. es kann mit Hilfe der Komponenten
von V bzgl. einer beliebigen kartesischen Basis berechnet werden:

) 3 .
f di- V(& f dt x- V[x :f de > VI[E(1)]. (2.6.5)
] j=1

Nehmen wir nun an V sei ein Potentialfeld, d.h. es existiert ein Skalarfeld ®, so daf§ V =V ist. Berechnen
wir nun das Wegintegral entlang eines beliebigen Weges, so folgt

f dx - V J dx - V<I> dtx [%(2)] (2.6.6)
Nach der Kettenregel folgt nun

Sy Sare T ds_ d_ .

X(r)-VO[X(r)]=%(t) - ®[x(¢)] = aé[x(t)] = a@[x(t)]. (2.6.7)

Da V voraussetzungsgemaf stetig ist, sind die partiellen Ableitungen von & stetig und damit auch 1) als
Funktion des Kurvenparameters ¢. Demnach konnen wir auf (2.6.6) den Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung anwenden. Dies ergibt

J. dz- V(% dt— x(£)]=—[®[x(2,)]—®[x(2;)]]- (2.6.8)

t

Dies zeigt, daf} fiir ein Potentialfeld das Wegintegral nur von Anfangs- und Endpunkt des Integrationsweges
abhingt, nicht von dem Integrationsweg selbst. Dabei ist freilich darauf zu achten, daf} dies nur fiir Wege gilt,
die im Deﬁnitionsbereich des Vektorfeldes liegen, wo dieses stetig ist.

Aus (2.6.8) folgt auch, wie wir ggf. das Potential berechnen kénnen. Dazu sei G C E? ein beliebiges offe-
nes Gebletﬂ Existiert dann ein Punkt X, € G, so daf§ zu jedem X € G ein differenzierbarer Weg 6 (x) mit
Anfangspunkt X, und Endpunkt ¥ existiert, so ist gemif (2.6.8)

() =d(x)=— J - dzi’-V(E) 2.6.9)

ein Potential von V.

Um dies zu zeigen, machen wir von der angenommenen Wegunabhingigkeit der Wegintegrale Ge-
brauch. Dann ist nimlich die Funktion 9) unabhingig von der konkreten Wahl der Wege 6 (x). Da G
offen ist, existiert um X € G eine Kugel K ( ), so daf§ K (X) € G. Berechnen wir fiir das Potential in der
Darstellung des Skalarfeldes & bzgl. einer beliebigen Orthonormalbasis (2 ({: die part1elle Ableitung 3,8,
indem wir die Definition als Limes anwenden. Dazu sei |Ax1| < e.Dann liegt X +Ax'¢, € G, da konstruktl-

onsgemif} die Kugel K (X) ganz in G liegt. Dann folgt aus

S(x' + Ax',x%, x%) —d(x!, x%, x) = —|:f dx’- \7(%/)—[ dx’- \7(55/):| (2.6.10)
G (R+Ax1E,) € (%)

Offenbar ist nun der Ausdruck in der eckigen Klammer das Wegintegral entlang eines in G gelegenen Weges,
der von X zu X + Ax'é, verliuft. Da voraussetzungsgemifl das Wegintegral unabhingig von der konkreten

’Ein offenes Gebiet G C E* ist dabei eine Teilmenge von E?, fiir die zu jedem Punkt ¥ € E? eine Kugel K_(X) mit Mittelpunkt
bei ¥ und Radius € > 0 existiert, so daff K (¥) C G gilt.
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Form des Weges ist, konnen wir dieses Integral durch das Integral entlang der geraden Strecke (parallel zum
Basisvektor €, ersetzen. Dieser Weg kann aber durch

s:X/(t)=X+tAx'e, te€[0,1] (2.6.11)

parametrisiert werden. Damit folgt

1
<f>(x1—I—Axl,xz,x})—&)(xl,xz,x}):—f dtAx'e, - V(Z +tAx'E))
. (2.6.12)
:—Axlf de Vi +tAx!, x?, x%).
0

Dividieren wir diese Gleichung durch Ax!, so folgt aus der Stetigkeit von V! fiir den Limes Ax! — 0
) 1
a@(y):—f de V!, x?,x°) =—V1(x). (2.6.13)
0

Genauso kénnen wir auch fiir die beiden anderen partiellen Ableitungen zeigen, dafl ,&(x) = —V?2(x) und
3,8(x) = —V3(x) gilt. Es ist also tatsichlich

V(E)=—Vdx) = V(Z)=—VoQ). (2.6.14)

Wir kommen auf die Frage, in welchen Fillen das Verschwinden der Rotation eines Vektorfeldes auch hinrei-
chend fiir die Existenz eines Potentials fiir dieses Vektorfeldes in Abschnitt[2.8/noch zuriick. Dazu benétigen
wir aber Flichenintegrale und den Stokesschen Satz.

2.7 Flachenintegrale und der Stokessche Satz

In diesem Abschnitt fithren wir Flichenintegrale tiber Vektorfeldern ein und besprechen den Stokesschen
Integralsatz.

2.7.1 Orientierte Flachen im Raum

Analog zu den in Abschnitt 2.1] eingefiihrten Kurven im Raum fithren wir nun zweidimensionale Flachen
mit Hilfe ihrer Parameterdarstellung ein. Es sei dazu G C R? ein Bereich im R2. Dann beschreibt eine
Abbildung X : G — E*, (q,,9,) — %(q,,9,) eine Fliche S im Raum. Wir gehen im folgenden davon aus, daf}
diese Abbildung stetig partiell differenzierbar ist. Man bezeichnet dann die Fliche als glatt.

Ein wichtiges Beispiel ist eine Kugelschale um den Ursprung eines rechtshindigen kartesischen Koordinaten-
systems, die wir durch sphirische Koordinaten ¢ € (0,7) und ¢ € [0,27) parametrisieren. Wie wir der
nebenstehenden Skizze entnehmen gilt fiir die Komponenten bzgl. kartesischer Koordinaten

cos@sind
X(3,¢)=R| singsind |. (2.7.1)

cost

Wir bemerken, daff wir die durch & =0 bzw. ¢ = 7 gegebenen Punkte auf der Polarachse, die wir hier wie
konventionell iiblich entlang der 3-Achse des kartesischen Koordinatensystems gewihlt haben, ausnehmen
miissen, weil dort offensichtlich der Winkel ¢ unbestimmt ist. Natiirlich sind diese Punkte auf der Kugelo-
berflache nicht irgendwie vor irgendeinem anderen Punkt ausgezeichnet. Es kommt also eine Art Singularitit
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allein aufgrund der Wahl der Parameter ¢; = ¢ und ¢, = ¢, die man auch als generalisierte Koordinaterﬂ
bezeichnet, zustande. Man spricht hier genauer von einer Koordinatensingularitit, um deutlich zu machen,
daf} nicht notwendig eine irgendwie geartete tatsichlich Singularitit bei der Fliche vorliegt. Solch eine tat-
sachlich Singularitdt kann z.B. ein , Knick“ oder eine ,,Spitze® sein, wie z.B. bei der Kante bzw. der Ecke eines
Wiirfels auftritt, wo die Parametrisierung nicht mehr differenzierbar ist oder die partiellen Ableitungen nicht
stetig sind. Meistens muff man dann, wie beim Wiirfel, mehrere Parametrisierungen ,aneinanderstiickeln®.
Man spricht dann von stiickweise glatten Flichen.

Durch die Parametrisierung der Fliche durch generalisierte Koordinaten (¢,,¢,) sind durch die partiellen
Ableitungen nun auch in jedem Punkt der zwei Tangentenvektoren

—

ad . )
Tj(‘]l’%):a_x(%’%)’ j€{1,2} 2.7.2)

I

definiert. Die Parametrisierung der Fliche durch diese generalisierten Koordinaten heifit dann reguldr, wenn
diese beiden Tangentenvektoren linear unabhingig sind. Fiir unsere oben definierte Kugelschale gilt fiir die
Komponenten dieser Tangentenvektoren (s. die obige Skizze)

. 2 cos g cos ¢ . 2 —singsin
Tﬁ(go,ﬁ):RﬁE(ﬁ,fp):R singcos? |, Tq,(ﬁ,go):Rg—E(ﬁ,go):R cospsind |. (2.7.3)
—sind ¢ 0

Diese Tangentenvektoren sind fiir die oben angegebenen Bereiche fiir ¢ und ¢ linear unabhingig. Da fiir
& =0 oder ¢ = 7 der Tangentenvektor T', = 0 wird, ist dieser Punkt singulir. Dies reflektiert wieder die
oben besprochene Koordinatensingularitit der sphirischen Koordinaten.

In jedem reguliren Punkt der Parametrisierung der Fliche konnen wir mit Hilfe des Kreuzproduktes den
Flachennormalenvektor auf die Fliche an diesem Punkt definieren:

—

N(gqy,q2) = T1(q1,9) % T5(q1,92)- 2.7.4)

Die Richtung des Normalenvektors hingt dabei von der Reihenfolge der generalisierten Koordinaten ab.
Vertauschen wir ¢, und g,, kehrt sich wegen der Antisymmetrie des Vektorproduktes der Normalenvektor
um. Durch die Wahl der Reihenfolge der beiden generalisierten Koordinaten prigen wir der Fliche also eine
Orientierung auf und legen die Orientierung der Flichennormalenvektoren fest. Diese Wahl hingt von der
Anwendung ab und ist mathematisch willkiirlich. Wir kommen darauf im folgenden noch zuriick.
Fiir die Kugelschale gilt
cos@sin
N=Tgx Tgp =R?sind | singsind (2.7.5)
cos

Durch die Wahl der Reihenfolge ¢, = & und g, = ¢ ist die Orientierung der Kugelfliche also so, daf§ die

Normalenvektoren radial nach auffen weisen’l

$Diese Art Koordinaten heiflen ,generalisiert, weil sie keine Koordinaten eines Vektors bzgl. einer Basis bezeichnen. In dem
hier betrachteten Beispiel haben die sphirischen Koordinaten immerhin noch eine konkrete geometrische Bedeutung als Winkel,
die relativ zu einem kartesischen Koordinatensystem definiert sind. La. miissen generalisierte Koordinaten noch nicht einmal eine
geometrische Bedeutung besitzen. Sie sind dann lediglich Parameter, die eindeutig die Punkte einer Fliche iiber die Funktion %(g,,¢,)
yadressieren®. Im folgenden wird es auch darum gehen, Begriffe wie das Flichenintegral zu definieren, die konkrete geometrische
Bedeutung besitzen und die Fliche unabhingig von der Wahl der generalisierten Koordinaten (g,,¢,) charakterisieren.

“Dies entspricht einer Standardorientierung fiir geschlossene Flichen, die spiter im Zusammenhang mit den Volumenintegralen
und dem Gauf3schen Integralsatz noch wichtig werden wird: Betrachtet man ein Volumen V' mit der dann notwendig geschlossenen
Oberfliche S = JV als Rand, orientiert man diese Oberfliche so, dafl die Normalenvektoren nach aulen, d.h. von dem Volumen
weg, zeigen.
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2.7.2 Definition des Flichenintegrals

Wichtig tiir die Definition der Flichenintegrale ist die geometrische Bedeutung dieses Normalenvektors: Die
beiden Tangentenvektoren (2.7.2) spannen die Tangentialebene an die Fliche an dem jeweiligen Punkt auf,

und die ,infinitesimalen Vektoren® dg; 7| und dg, 7, definieren ein infinitesimales Parallelogramm. Dann ist
der Flichenelementvektor

df = dg,dg, T, x T, = dgq,dg,N = &N (2.7.6)

ein auf der Tangentialebene senkrecht stehender Vektor, und seine Linge entspricht der Fliche des infinitesi-
malen Parallelogramms.

Das Flichenintegral eines Vektorfeldes V/, das in einem offenen Gebiet definiert und (stiickweise) stetig ist,
ist durch

fde:f g N(g,42)- V391 )] 2.7.7)
S G

definiert. Dabei ist G C R? der Definitionsbereich der generalisierten Koordinaten, die die gesamte Fliche
(ggt. bis auf einzelne Punkte) parametrisieren. Das Vorzeichen des Integrals hingt von der oben besprochen
Wahl der Orientierung der Fliche ab. Das Symbol S steht also stets fiir eine orientierte Fliche.

Natiirlich kénnen wir leicht auch den Flacheninhalt der Fliche ausrechnen:
A= |of]= | &4 |¥qua)] 279
S G

Wir konnen z.B. leicht die Oberfliche einer Kugel ausrechnen. Dazu beno-
tigen wir nur den oben berechneten Normalenvektor (2.7.5). Offenbar ist
nimlich [N| = R%sin @ (man beachte, daf} wegen 9 € (0, 7r) stets sin & > 0
ist). Damit folgt das aus der Elementargeomtrie bekannte Resultat fiir die
Kugeloberfliche:

T 2 s
A:f dﬁf d(pRZSil’lﬁzzﬂ'sz d3sind
0 0 0 (2.7.9)

=21R*[—cos 37 = 4nR>.

Ein wichtiges Beispiel fiir die Integration eines Vektorfeldes ist die Integra-
tion des Gravitationsfeldes einer Punktmasse tiber eine Kugel. Der Einfachheit halber lassen wir die Vorfak-
toren weg und integrieren

V(E) = % r =% (2.7.10)

Fiir die Werte entlang der Kugelflache erhalten wir

o cosgsin
V[x(d,9)]=—; | singsind (2.7.11)
cos
und damit (nachrechnen!)
- o e 2r N N T 27
J df-v :f dd do sinIN(8,¢)- V[X(F,¢)] :f dd dy sind = 4. (2.7.12)
s 0 0 0 0
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2.7.3 Unabhingigkeit des Flichenintegrals von der Parametrisierung

In haben wir das Flichenintegral auf die einfache Integration iiber die beiden generalisierten Koordi-
naten der Fliche zuriickgefithrt und die Vektoren durch ihre Komponenten bzgl. einer beliebigen rechtsori-
entierten kartesischen Basis ausgedriickt. Daf$ das Integral von der Wahl des rechtshindigen Orthonormalsy-
stems unabhingig ist, rechnet man in analoger Weise wie oben bei den Wegintegralen nach und sei dem Leser
zur Ubung iiberlassen. Man mufd nur beachten, daf} die auftretenden Operationen wie Skalar- und Kreuzpro-
dukte allesamt unabhingig von der Wahl der rechtshindigen Orthonormalbasis sind.

Nicht offensichtlich ist, dafl das Flichenintegral auch unabhingig von der konkreten Wahl der Parametri-
sierung ist. Es sei also X" : G — E?, (q],9,) — X'(q],q;) eine beliebige andere Parametrisierung derselben
Flache. Dies impliziert, dafy wir die generalisierten Koordinaten (¢, g,) der urspriinglichen Parametrisierung
als umkehrbar eindeutige Funktionen der neuen generalisierten Koordinaten (g7, ;) betrachten kénnen.
Um zu zeigen, daf} das Flichenintegral unabhingig von der Parametrisierung ist, untersuchen wir zuerst die
Transformation der Flichennormalenvektoren zwischen den beiden Parametrisierungen und zeigen dann,
daf} die Definition des Flichenintegrals mit beiden Parametrisierungen tatsichlich dasselbe Resultat liefert.
Fiir die Tangentenvektoren gilt

"/ 3_)/ i dq; - g
. § § T, 5%, (2.7.13)
13q,3q, "4

und daraus folgt fiir die Normalenvektoren

s dq, dq;
=T/ xT)= T, x T, : (2.7.14)
klZ1 dqy dq,

In dieser Summe tragen nun nur die Terme bel, fiir die entweder £ =1, / =2 oder £ =2,/ =1 ist. Schreiben
wir also die Summe ausfiihrlich hin, folgt

=T, x T2§%§ ,+T Tlngiql. (2.7.15)
7

Nun ist aber N = 7—:1 X 7—:2 = —7—:2 X fl. Damit folgt

N <3q} 9y _ 24 5’611)];[
qu 3q2 aql qu

(2.7.16)

Den Vorfaktor konnen wir nun wie folgt iibersichtlicher schreiben. Dazu fithren wir die Jacobi-Matrix
der umkehrbar eindeutigen Transformation zwischen den beiden Sitzen von generalisierten Koordinaten

(611,5]2) — (61{>61£) ein

(q1,95) dq1/9q, 99,/94,
Die Klammer in ist offenbar die Determinante dieser Matrix, die Jacobi-Determinante:
N’ =de ta(ql’%)]\? 2.7.18)
(41,9,
Es gilt also
2 INT om0 ) 2/ 3(6]142)""-»///
EgN-VIX (g g)l= | digdet 575N - V[x(q1,4y)] (2.7.19)
/ G’ (qp 2)
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Da fiir jedes (¢7,q5) € G’ stets X'(q1,q;) = %(q;,95) fiir die entsprechenden generalisierten Koordinaten
(41,9>) € G gilt, miissen wir zeigen, dafd fiir beliebige Funktionen Funktionen f : G — R gilt

f dzq/det3<q1’qz fdzqf (2.7.20)
/ a(ql, 2

gilt. Dies ist die Verallgemeinerung der Substitutionsformel einfacher Integrale auf Doppelintegrale. Diese
Formel ist aber einfach zu verstehen. Dazu miissen wir nur bedenken, daf} das Gebiet G’ C R? umkehr-
bar eindeutig auf das Gebiet G C R? abgebildet wird, und zwar durch unsere Koordinatentransformation
q: G — G, q' = q(q'). Durch die Koordinatenlinien g; = const bzw. g5 = const wird das Gebiet G in
infinitesimale Diagramme zerlegt, und diese besitzen die Flichen

et 2\192) 9(q1,9)

dA =d*q’
8(41’42)

(2.7.21)

Durch die Koordinatenlinien ¢; und g, wird das Gebiet G in infinitesimale Rechtecke zerlegt (wenn man
(41>9,) als kartesische Koordinaten in der Ebene auffafit). Daraus folgt aber sofort, daf fiir stetige Funktionen
in der Tat gilt.
Vorausgesetzt, dafl die Jacobi-Determinante der Transformation (¢,,4,) <= (q1,q,) positiv ist, ist also durch
die Unabhingigkeit des Flichenintegrals von der Wahl der Parametrisierung bewiesen, denn dann folgt aus
(2.7.20)

EqN T )= | EaR-TEGuad]= | oF-7. 07.22)

G’ G S

Wir miissen also fiir unsere Transformation voraussetzen, dafl die Jacobi-Determinante positiv ist. Man be-
zeichnet solche Transformationen zwischen generalisierten Koordinaten einer Fliche als orientierungser-
haltende Transformationen. Falls irgendeine gewihlte Transformation eine negative Jacobi-Determinante
ergibt, miissen wir nur die beiden neuen generalisierten umordnen.

2.7.4 Koordinatenunabhingige Definition der Rotation

In Abschnitt 2.4/ hatten wir die Rotation eines Vektorfeldes iiber seine kartesischen Komponenten definiert.
Wir kénnen nun die Rotation aber auch koordinatenunabhingig als Grenzwert eines Wegintegrals einfiih-
ren. Dazu sei V : G — E? ein auf einem (offenen) Gebiet G C E? definiertes Vektorfeld mit partiell stetig
differenzierbaren kartesischen Komponenten. Zu einem Punkt X existiert dann eine Umgebung U (z.B. eine
Kugel oder ein Quader), die vollstandig in G liegt.

Wir betrachten nun eine Schar orientierter Flichen AS C U mit dem dazu konsistent nach der Rechte-
Hand-Regel orientierten Rand dAS im Limes AS — 0, was bedeuten soll, daf} die Fliche auf den Punkt x
zusammengezogen wird. Der Flichennormalenvektor sei im Limes N — AA#, wobei AA der Flicheninhalt
des infinitesimalen Flichenstiicks sein soll und damit 7 der Flichennormaleneinheitsvektor. Dann ist

- = = . 1 - -
7 - rot V(x):AlngE dr - V(7). (2.7.23)
- JAS

Fiihren wir diese Prozedur nun mit drei Flichen mit Einheitsflichenvektoren 7, 77, und 7, die ein rechts-
hindiges kartesischen Koordinatensystem (auch lokal im Punkt x, was weiter unten im Zusammenhang mit
krummlinigen Orthogonalkoordinaten noch wichtig wird) aufspannen, haben wir so die Rotation als Vek-
torfeld definiert.

Um zu zeigen, dafl dies mit unserer obigen Definition in Abschnitt[2.4]iibereinstimmt, wihlen wir als Flichen-
elemente kleine Rechtecke parallel zu den Koordinatenachsen und berechnen das entsprechende Wegintegral
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gemaf} (2.7.23). Betrachten wir ein Quadrat parallel zur 12-Ebene, das wir im Gegenuhrzeigersinn durchlau-
fen. Eine bequeme Parametrisierung fiir die vier Seiten ist dann

x4t xl+¢/2 xl—t¢ xl—e/2
T ()= x2—€/2 |, T(t)=| x*+t |, T()=(x2+€/2), T()=( x*—t |, (27.24)
x3 x3 x3 x3

wobei jeweils ¢ € (—e /2, ¢/2) durchliuft und € > 0 so klein ist, daf$ das umschlossene Quadrat ganz in G liegt
(s. nebenstehende Skizze). Dessen Einheitsnormalenvektor ist an jedem Punkt offenbar €;. Betrachten wir
nun das Wegintegral entlang des ersten Wegstiicks:

- /2 —
d?-V(?):f de 7,(t)- V[(x' + t,x* —€/2,x)]
6, —e/2
€/2 2.7.25
:j det Vx4 1,22 —€/2,x%) ( )
—e/2

= Vl(fl, x*— €/2, x)e.
Dabei haben wir im letzten Schritt den Mittelwertsatz der Integralrechnung angewendet. Dabei ist &, € (x!—

€/2,x' +¢€/2). Genauso folgt

f d7 - V(7) ==V (&, 2 +€/2,x)e. (2.7.26)
6

Da voraussetzungsgemify die Komponenten des Vektorfeldes 1% stetig partiell differenzierbar sind, gibt es
aufgrund des Zwischenwertsatzes der Differentialrechnung ein &, € (x> —¢/2,x? + ¢/2) mit

d7 - V(F) + | d7- V@) =—[VUE, P +¢/2,x3) = V(x> —€/2,x%)]e
6, 6 (2.7.27)
= —625’2\/1( 1//, 52,x3).

Dabei ist £’ € (x! —€/2,x' + €/2). Lassen wir nun AS — 0, also € — 0 gehen folgt wegen A4 = ¢

il - . _
lim — d7- V@) + | d7-V(F) [==6, V(). (2.7.28)
e—0¢ | J, %, i
Analog zeigt man, daf§
1 = e N _
lim — d7- V(A + | d7-V(F) | =+, Vi) (2.7.29)
e—0 ¢ | J %, %, i
Gemif der Definition ist demnach
2, -rot V(X) =&, Vi(x)— 4,V1(x), (2.7.30)

und das stimmt mit der Definition in (2.4.6) {iberein. Die {ibrigen Komponenten berechnen sich analog fiir
Quadrate parallel zur 23- und 13-Ebene (Ubung/).

2.7.5 Der Integralsatz von Stokes

Mit der Definition der Rotation iiber Wegintegrale im vorigen Abschnitt wird der Integralsatz von Stokes
fast zu einer Selbstverstindlichkeit. Fiir ein stetig partiell differenzierbares Vektorfeld gilt demnach fiir jede
orientierte Fliche § mit gemifl der Rechte-Hand-Regel kompatibel mit der Flichenorientierung orientiertem
Rand 9§

J df -rot V :f dz- V. 2.7.31)
S a8
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Um dies zu zeigen, mufy man nur entsprechend der nebenstehenden Skiz-
ze die Fliche in viele kleine Flichenstiicke unterteilen und auf jeder dieser
Flachenstiicke den Mittelwertsatz der Integralrechnung sowie die Defini-
tion der Rotation aus dem vorigen Abschnitt anwenden:

—

df-rot\—}:AAjﬁ-rot V(g):f dx - V. (2.7.32)
QASj

AS;

Bei der Summe tiber alle Flichenstiicke heben sich die Wegintegrale tiber
die inneren Linien weg, weil diese jeweils zweimal in entgegengesetztem Sinne durchlaufen werden, und es
bleibt nur das Wegintegral iiber den Rand der Gesamtfliche tibrig. Im Limes beliebig feiner Unterteilung der
Flichenstiicke ergibt sich aus tiir die linke Seite wieder das Flichenintegral und die rechte Seite ist
stets das Wegintegral iiber J S, womit der Integralsatz von Stokes bewiesen ist.

2.7.6 Der Greensche Satz in der Ebene

Wir konnen nun einen Integralsatz fiir ebene Vektorfelder als Spezialfall des Stokesschen Satzes herleiten.
Wir wihlen dazu die Ebene als 12-Ebene eines kartesischen Koordinatensystems im Raum. Dann ist fiir ein
ebenes Vektorfeld
Vix!, x?)
V(@)= V3(x,x?) ). (2.7.33)
0

Wir betrachten nun ein beliebiges offenes Gebiet § in der 12-Ebene mit im Gegenuhrzeigersinn orientierten
Rand JS§. Dieses Gebiet konnen wir aber genauso gut als Fliche im dreidimensionalen Raum ansehen. Die
Flichennormaleneinheitsvektoren sind dann allesamt 7 = é;.

Nun gilt gemifd

0

rotV = 0 . (2.7.34)

Dann spezialisiert sich der Stokessche Integralsatz auf
f df-rot\?:f df(alvz—azvl):f dx - V. (2.7.35)

S s as
Das ist der Integralsatz von Green in der Ebene:
f df(avi—avh=| di-v. (2.7.36)
S as

Dabei muf§ man nur die Konvention beachten, daf} der Rand des ebenen Gebiets S so zu durchlaufen ist, dafd
in der Durchlaufrichtung betrachtet dieses Gebiet stets links liegt.

2.8 Das Poincaré-Lemma

Nun kénnen wir die in Abschnittaufgeworfene Frage beantworten, unter welchen Umstinden aus rot V =
0 folgt, daf§ V ein Potentialfeld ist. In Abschnitt [2.6{haben wir gesehen, daf$ ein Potential existiert, wenn We-
gintegrale in einem Gebiet unabhingig von der konkreten Form des Weges sind und nur von Anfangs- und
Endpunkt der Wege abhingen. Sind nun 6, und 6,, die dieselben Punkte ¥, und x, zu Anfangs- und End-
punkt haben, so ist der Weg ¢ = 6, — 6, geschlossen. Dabei bezeichnen wir mit —%), den in umgekehrter
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Richtung durchlaufenen Weg €6, und mit 6, — 6, entsprechend den Weg, der zuerst entlang 6, von x; zu
X, und dann entlang —%, von X, zuriick zu X, fithrt. Damit es also fiir ein stetig partiell differenzierbares
Vektorfeld ein Potential gibt, ist es notwendig und hinreichend, daf§ fiir alle geschlossenen Wege

f d7-V =0 2.8.1)
€

gilt.
Ist nun also rot V = 0 in einem Gebiet, das so geartet ist, dafl man zu jedem geschlossenen Weg 6 eine Fliche
§ finden kann, so daf sein Rand d§ = 6 ist, folgt sofort aus dem Stokesschen Satz

O:demot\?:f di-\?:f dZ-V =o. (2.8.2)
S as €

Neben der Bedingung, daf} die Rotation verschwindet, muf$ also auch noch das Gebiet G, in dem 1% stetig
partiell differenzierbar sein muf} die besagte Eigenschaft besitzen, dafl jede geschlossene Kurve die Randkurve
einer ganz in G gelegenen Fliche ist.

Diese Bedingung kénnen wir auch so formulieren: Es muf§ moglich sein, eine jede geschlossene Kurve in-
nerhalb von G stetig zu einem Punkt in G zu deformieren, denn bei dieser Deformation iiberstreicht die so
definierte Schar von Kurven eine Fliche mit der urspriinglichen Kurve als Rand. Man nennt solche Gebiete
einfach zusammenhingend.

La. wird ein Vektorfeld in einem mehrfach zusammenhingenden Gebiet, fiir das dort rot V = 0 gilt nur
lokal ein Potential besitzen. Ist nimlich G offen, kann man um jeden Punkt eine ganz in G gelegene Kugelum-
gebung finden. Eine Kugel ist nun einfach zusammenhingend, und dort existiert dann auch ein Potential, und
dieses ist dort gemifl Abschnitt [2.6{bis auf eine Konstante eindeutig bestimmt. La., wird es in mehrfach zu-
sammenhingenden Gebieten nur lokale Potentiale geben, und diese sind i.a. nicht mehr eindeutig bestimmt.

Ein schones physikalisches Beispiel, das dies recht drastisch veranschaulicht, ist der Potentialwirbel. Das ist
das Geschwindigkeitsfeld einer Stromung, das in kartesischen Koordinaten durch

—x2
J— ’UO

v - xl «O.
V(Z)= G| (2.8.3)

gegeben ist. Es ist offensichtlich in ¥ € G = R3\ R(0,0, 1) definiert (also iberall aufier entlang der 3-Achse)
und stetig partiell differenzierbar. Auflerdem gilt dort auch iiberall rot V =0, wie man mit Hilfe der Formel
sofort bestitigt (Ubung/). Dieses Gebiet ist aber offensichtlich nicht einfach zusammenhingend, denn
man kann jede Kurve, die die 3-Achse umschlief3t innerhalb von G nicht stetig zu einem Punkt zusammen-
ziehen. Entsprechend schneidet jede Fliche mit einer solchen Kurve als Rand die 3-Achse und liegt folglich
nicht ganz in G.

Betrachten wir nun als Kurve einen Kreis Kz um die 3-Achse in der 12-Ebene des kartesischen Koordinaten-
systems mit Radius R, den wir durch

cos ¢
X(p)=R|sing |, ¢&[—mn,n] (2.8.4)
0
parametrisieren. Es folgt
d —sing . 2 —sing
—x(¢)=R| cosp |, V[x(p)]=—| cosg (2.8.5)
de 0 R 0
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und damit fiir das Wegintegral
dx V(z f d(px Vx(p)]= vORJ dy =2nyyR. (2.8.6)

Obwohl also iiberall in G stets rot V = 0 gilt, verschwindet das Wegintegral entlang der geschlossenen Kreis-
linie nicht, und damit existiert kein in G eindeutig bestimmtes Potential.

Wir konnen andererseits aber in jedem einfach zusammenhingenden Teilgebiet ein solches Potential fin-
den. Das grofitmdgliche solche Teilgebiet erhalten wir offenbar, wenn wir eine Halbebene mit der 3-Achse
als Rand ausnehmen. Wir wihlen willkiirlich den Teil der 13-Ebene mit x! < 0, die wir mit H5 bezeichnen

wollen. Es gibt nun in G = E? \HlxzISO keine geschlossenen stetigen Kurven, die die 3-Achse umlaufen, da die-
se unweigerlich unsere ausgeschlossene Halbebene schneiden miifiten, und folglich ist dieses Gebiet einfach
zusammenhingend, und entsprechend verschwinden die Wegintegrale von 1% entlang geschlossener Wege in
G. Beliebige Wege, die einen festgehaltenen Punkt X, € G mit einem beliebigen anderen Punkt ¥ € G verbin-
den, ergeben dann denselben Wert fiir das Wegintegral, und dieses Integral definiert dann ein Potential fiir 1%
in dem auf G eingeschrinkten Gebiet.

Um es zu berechnen kdnnen wir irgendeinen Punkt ¥, und irgendeinen Weg, der ihn innerhalb von G mit
% verbindet, verwenden, um das Potential zu bestimmen. Wir wihlen als Anfangspunkt X, = (1,0,0)". Um
einen bequemen Verbindungsweg definieren zu kdnnen, definieren wir jetzt Zylinderkoordinaten. Offenbar
kénnen wir jeden Punkt in G umkehrbar eindeutig durch die Parameter >0, 9 (—mmund z € R
festlegen, indem wir
©Cos Y
x=| psing (2.8.7)
z

setzen. Man nennt p, ¢ und z wieder generalisierte Koordinaten. Da die Fliche p = const ein Zylinder ist,
heiflen diese Koordinaten Zylinderkoordinaten. Wir kommen auf solche verallgemeinerten Koordinaten
weiter unten noch ausfiihrlicher zu sprechen.

Um nun X, mit einem Weg mit X(o, ¢, z) zu verbinden, der ein moglichst
einfach zu berechnendes Wegintegral ergibt, beachten wir, daff gerade Lini-
en entlang der 1-Achse und in z-Richtung keinen Beitrag zum Wegintegral

X)

A

liefern, denn beide Wegarten besitzen zu V iiberall senkrechte Tangenten-
vektoren. Weiter wissen wir von unserer obigen Berechnung des Wegin-
tegrals entlang einer Kreislinie in einer Ebene parallel zur 12-Ebene, daf§
Integrale entlang von solchen Kreislinienstiicken trivial werden. Wir wih-
len also den folgenden Weg: Von x, =(1,0,0) gehen wir zunichst entlang
der 1-Achse zum Punkt (p,0,0), dann entlang des Kreislinienstiicks

§x2>0
pcosg’
> x x(¢')=| psing’ |, ¢ €[0,¢]. (2.8.8)
. 0
Exz<0

Schliefflich  verbinden ~ wir  noch  (pcosp,psing,0)  mit
x = (pcosg,psing,z) durch die entsprechende zur 3-Achse parallele
Strecke. Wie oben gesagt, tragen das erste und das letzte gerade Teilstiick

dieses Weges %6 nichts zum Wegintegral von V bei, und wir finden schlief}-
lich

f &7 - V(7 f do/%(¢') - VE(¢)] = —v,0. (2.8.9)
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Den Winkel ¢ erhalten wir aufgrund der nebenstehenden Skizze aus
=signx”arccos | ————— |. 2.8.10
v (x1)2 + (x2)2

Man muf§ dazu bemerken, daff dann ¢ € (—7, ) zu liegen kommt, wenn man Punkte auf der negativen 1-

Achse ausschliefit. Das entspricht genau unserer Wahl des Gebiets G. Fiir Punkte auf der positiven 1-Achse
ist eindeutig ¢ =0, so dafl die Unbestimmtheit der Signum-Funktion

. —1 fi 0,
signx = uroxs (2.8.11)
+1 fir x>0

hierbei keine Rolle spielt.
Wir kénnen nun leicht verifizieren, daff (2.8.9) mit (2.8.10) fiir ¢ tatsichlich ein Potential des Potentialwir-
belfeldes in G ist. Es gilt nimlich nach der Kettenregel

3,® = —signx? 3, <x—1>arccos/<x—1>. (2.8.12)
(x12 + (x2)2 (x12 + (x2)2

Die Ableitung des arccos ist aber

arccos’ x = —‘/ﬁ (2.8.13)
und damit
3,® = v, sign x* G (x RURUCENCO :
e ( )2 +(x2)2 V1= /((x1)? +(x2)?)
X2
= vO (x1>2 + (xz)z 4 (2814)
1,2 1
,® = —v,sign x* =X . =~ . )
(12 4+ (2222 /T—(x 12 [(x )2 + (x2)2] (x1)2 4+ (x2)?
3,9 =0.
Daraus ergibt sich in der Tat
2
—x
V=_Vo=__"0 1 (2.8.15)

Wiahlt man irgendeine andere Halbebene, findet man ein anderes Potential fiir das entsprechend geanderte
einfach zusammenhingende Gebiet G, das sich von dem soeben berechneten in Bereichen in GN G’ um eine
Konstante unterscheidet und entsprechend andere Wertebereiche fiir ¢ verwendet, so daf§ das Potential bei
der entsprechenden Halbebene einen Sprung um +27v, aufweist. Unser Potential ist entlang der negativen
x!-Achse —v,7r, wenn man sich von positiven x>-Werten her nihert und +v,7r, wenn man sich von negativen
x%-Werten her nihert.

2.8.1 Der Energieerhaltungssatz

Wir wollen nun noch zeigen, dafl fiir die Bewegung eines Teilchens in einem Kraftfeld, das ein Potential

besitzt, der Energieerhaltungssatz gilt. Sei als F(%) ein Kraftfeld, das ein Potential besitzt, d.h. fiir das ein
Potential existiert: _
FE) =—VV@E). (2.8.16)
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Die Newtonsche Bewegungsgleichung fiir die Bewegung eines Massenpunktes in diesem Kraftfeld lautet
m%=F(%)=—VV(Z). (2.8.17)

Dies ist eine Differentialgleichung, d.h. die unbekannte Funktion X(z) kommt mitsamt ihren (zweiten) Ab-
leitung in der Gleichung vor, und wir suchen Losungen fiir diese Gleichung. Ein grofier Teil der theoretischen
Physik widmet sich daher der Losung solcher Differentialgleichungen. Wie wir spiter noch ausfiihrlicher be-
sprechen werden, bendtigt man aufer der Differentialgleichung noch Anfangsbedingungen, um die
Gleichung eindeutig zu 13sen. Da hier eine Differentialgleichung 2. Ordnung vorliegt, benétigen wir Ort
und Geschwindigkeit zu einem Anfangszeitpunkt ¢,, um die Bahnkurve durch Losung von zu be-
stimmen. Die klassische Mechanik von Punktteilchen beschiftigt sich letztlich also im wesentlichen mit
der Losung solcher Anfangswertprobleme. Wir denken uns also diese Anfangsbedingungen vorgegeben:

R(ty) =%y X(ty) = B(ty) = By (2.8.18)

La. ist es aber schwierig iiberhaupt Losungen oder sogar alle moglichen Losungen zu finden. Man kann aber
fiir spezielle Fille oft sehr allgemeine Eigenschaften tiber die Losungen herleiten, ohne diese explizit zu ken-
nen. Das sind u.a. die Erhaltungssitze. Wir wollen nun zeigen, dafl ein solcher Erhaltungssatz fiir den Fall,
daf§ die Krifte nur vom Ort des Teilchens abhingen und ein Potential besitzen, d.h. gilt, der Ener-
gieerhaltungssatz gilt. Dazu bemerken wir, daf wir das Potential gemaf3 als Wegintegral entlang eines
beliebigen Weges, der einen fest vorgegebenen Punkt X, mit dem Argument X des Potentials verbindet. Die
Form des Weges ist dabei gleichgiiltig, da fiir Potentialfelder das Wegintegral nur von Anfangs- und Endpunkt
und nicht von der Form des Verbindungsweges abhingen. Wir kdnnen also insbesondere auch die Losung der

Bewegungsgleichung (2.8.18), die die Anfangsbedingungen (2.8.18) erfiillt, verwenden. Wir multiplizieren al-

so die Bewegungsgleichung mir X und integrieren von ¢, bis ¢. Fiir die linke Seite der Gleichung ergibt sich

dabei

t . ..
mf dt’X(t)-x(t") = J dt’ % (¢, (2.8.19)
Ly
denn gemif$ der Produktregel der Differentiation gilt
iazz(t) 2% % (2.8.20)
T = . 8.
Es gilt also
mftdt’é(t’) ()= 2[R0 (1) | = Z[#() - 7] (2.8.21)
. > 5 > 21 8.

Fiir die rechte Seite von (2.2.17) ergibt diese Prozedur

f dt’'x(¢')- VV[¥ J dt’ —V (t"]=—V[X(t)]+ V[*(t,)]==V[X(t)]+ V(X,). (2.8.22)

Gemifd der Bewegungsgleichung (2.2.17) sind aber die Resultate von (2.8.21) und (2.8.22) gleich, und es folgt

% [32(1)— 3] = —V[Z(1)]+ V(Zy). (2.8.23)

Sortieren nun die Gleichung so um, dafl alle Groflen zur Zeit ¢, auf eine und alle Groflen zur Zeit ¢ auf die
andere Seite kommen, folgt schlief}lich der Energieerhaltungssatz

2+ VIED] = T35+ V(). (2.8.24)
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Die Gesamtenergie

E=Z8 4 V(@) =E="80+ V(%) (2.8.25)

ist also fiir die Lsungen der Bewegungsgleichung zeitlich konstant. Die Herleitung hat gezeigt, dafl die
Existenz eines zeitunabhingigen Kraftpotentials dafiir entscheidend ist. Man nennt solche Krifte daher auch
konservativ, weil die Energie erhalten ist.

2.9 Volumenintegrale, Divergenz und Gauflscher Integralsatz

In diesem Abschnitt definieren wir Volumenintegrale {iber Skalarfelder, geben die koordinatenunabhingige
Definition der Divergenz an und beweisen den Gauf3schen Integralsatz.

2.9.1 Definition des Volumenintegrals

Das Volumenintegral iiber ein Skalarfeld ist die Integration {iber einen dreidimensionalen Bereich V C E>.
Man kann dieses Gebiet wieder durch eine beliebige Parametrisierung mit drei generalisierten Koordinaten
(41>92>95) beschreiben. Das Volumenelement ist dabei unabhingig von der Parametrisierung durch die ent-
sprechende Jacobi-Determinante gegeben

d(x!,x%,x3)

9(91:92:95)
Dabei wihlen wir die Reihenfolge der generalisierten Koordinaten wieder so, daf§ die Jacobideterminante
positiv ist, d.h. die drei Koordinatenlinien in jedem reguliren Punkt der Parametrisierung liefern drei linear
unabhingige Tangentenvektoren

l

o
24;

I

(2.9.2)

~.

die relativ zum rechtshindigen kartesischen Koordinatensystem gleichorientiert sind also auch eine rechts-
hindige Basis sind. Analog wie bei den Flichenintegralen zeigt man (Ubung!), daf} dann das Volumenintegral

J Prd(z fd3qdet XLt )é[f(q)]. (2.9.3)
(q1:92>93)

Dabei ist G C R? ein Gebiet, das den Parameterbereich fiir die generalisierten Koordinaten g = (¢,,45,43)
angibt.
Wichtige Beispiele fiir solche Bereiche sind Kugel und Zylinder. Die Standardparametrisie-

% rung fiir eine Kugel mit Radius R um den Ursprung sind die Kugelkoordinaten
N cosgsind
\A i x(r,8,9)=7| singsind |, $€(0,x), re(O,R], ¢e<[0,2n). 2.9.4)
/ cos}
/o
/7
: Wir bemerken gleich, daf§ hier die gesamte 3-Achse, die Polarachse, die den Werten ¢ =0

W % bzw. ¢ = 7 entspricht, ausgenommen wurde. Der Grund dafiir ist, daff Kugelkoordina-
ten dort offenbar eine Koordinatensingularitit aufweisen, wie wir schon oben bei der
Xy Parametrisierung der Kugelschale bemerkt haben.
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Die Jacobi-Determinante bestimmen wir am einfachsten iiber die drei Tangentenvektoren
der Koordinatenlinien

. cosgsin
T,=dx=|singsind |,
cost
. cos g cos ¢
To=0dyx=r/|singpcos? |, (2.9.5)
—sind
. —sing
T,=J,x=rsind coggﬂ

Wir bemerken bereits hier, dafl die drei hier auftretenden Spaltenvektoren in jedem Punkt eine rechtshindige
Orthonormalbasis

| — cospsint
e,=—71,=|singsind |,
17, cos
| — cos ¢ cos ¥
579 - _—Tﬁ = SingﬂCOSﬁ ’ (296)
1T 5] —sind
= _ 1 —sing
o= ﬁe(p = COSgD
@ 0
bilden, d.h. es gilt (nachrechnen!)
¢,=¢, X2, ¢ -¢5=0. 2.9.7)

Dies macht die Kugelkoordinaten zu sog. krummlinigen Orthogonalkoordinaten, die wir in Abschnitt
genauer besprechen werden. Da

d(x!,x%,x3)

det
(91,92, 93)

=(T, x 719)-7(/, =r?sin¢. (2.9.8)

Wie wir sehen, verschwindet die Jacobi-Determinante fiir » = 0 bzw. ¢ = 0 oder & = 7, also entlang der 3-
Achse. Dies zeigt, dafl die Kugelkoordinaten dort tatsichlich eine Koordinatensingularitit besitzen.

Ein weiteres Beispiel sind Zylinderkoordinaten (o, ¢, z). Fiir einen zylinderfor-
migen Bereich mit Radius R und Hohe » um den Ursprung des kartesischen Ko-
ordinatensystems ist die Standardparametrisierung

X3

A

©Cosp
x(p,0,2)=| psing |, p€(O,R], ¢€[0,2n), ze[—h/2,h/2]. (2.9.9)

z

~

~
N

Die Zylinderkoordinaten sind entlang der 3-Achse (die Zylinderachse) singulir.
Auch sie sind krummlinige Orthogonalkoordinaten. Die Tangentenvektoren der

~
.
RN A ——

’
’
%

s
s
-
=
N
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Koordinatenlinien sind

_ cos @
Tp =e,=| sing |,
0
R —sing
T, = ,oE? =p| cosy |, (2.9.10)
0
R 0
T,=¢,=(0],
1
und die Jacobi-Determinante ist
Ol 52 3
de S E) _ (2.9.11)
(e, 9,72

Als Beispiele fiir Volumenintegrale berechnen wir das Volumen einer Kugel und eines Zylinders mit Hilfe der
beiden eben definierten Kugel- bzw. Zylinderkoordinaten. Fiir die Kugel gilt

R T 2r
Kugel f Px= f dr f dﬁf garz sind
Ky 0 0 0

R T
:27'5] drf ddr?sind
2.9.12)

_27'cf dr r?[—sin 917

= 47rf drr? ==
und fiir den Zylinder

2 h/2 R 2 R
y/ Zylinder _ J x_f dlof dgpf dzp:hf d/of dgo,o:Zﬂ:hJ dlo/o:ﬂ:th. (2.9.13)
Z(Rb) b2 0 0 0

2.9.2 Die koordinatenunabhingige Definition der Divergenz

Ahnlich wie wir in Abschnitt die Rotation durch den Limes eines Wegintegrals definiert haben, geben
wir nun eine Definition der Divergenz iiber ein Flichenintegral an. Dazu definieren wir die Orientierung der
Randfliche J B eines dreidimensionalen Bereiches B so, daff die Flichennormalenvektoren nach auflen, also
von dem betrachteten Volumen weg weisen. Fiir die Kugel ist die Randfliche in Kugelkoordinaten einfach
durch » = R = const gegeben, und wir gelangen wieder zur Parametrisierung der entsprechenden
Kugelschale. Der Normalenvektor ist dabei stets €, und weist entsprechend unserer Definition in die korrekte
Richtung weg von der Kugel.

Beim Zylinder zerfillt die Randflache in drei Teile, ndmlich den Zylinder-Mantel p = R (generalisierte Ko-
ordinaten (¢, z); Flichennormalenvektor N = REP weist in die korrekte Richtung) sowie die Deckfliche

(z = h /2 mit generalisierten Koordinaten (p, ¢), N= pe;) und die Bodenfliche, bei der wir die Orientierung
umkehren miissen, damit der Flichennormalenvektor N = —p¢; ist, also aus dem Zylinder hinausweist.

Betrachten wir nun ein partiell stetig differenzierbares Vektorfeld, konnen wir die Divergenz durch

S | ;-
divV (%) _Al‘l/rgomfam/ df-v (2.9.14)
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definieren. Dabei ist AV ein Volumenbereich mit dem Volumen vol(AV), der ganz im Definitionsbereich
des Vektorfeldes liegt, und der Limes ist so zu verstehen, dafl dieses Volumenelement auf den Punkt X zusam-
mengezogen wird.

Um zu zeigen, daf in kartesischen Koordinaten diese Definition mit der oben in gegebenen Definition
tibereinstimmt, wihlen wir AV als Wiirfel der Kantenlinge ¢ mit dem Mittelpunkt in X und fiihren eine
dhnliche Rechnung wie in Abschnitt durch. Betrachten wir als Beispiel den Beitrag der beiden zur 12-
Ebene parallelen Wiirfelflichen, die bei x* —€/2 bzw. x> + ¢ /2 liegen. Mit dem Mittelwertsatz ergibt sich fiir
diese beiden Flichenintegrale

E[V(ELE x> +e/2)—V(ELE X —e/2) =3V (&, &) 7). (2.9.15)

Dies durch das Volumen ¢* des Wiirfels dividiert und den Limes ¢ — 0 gebildet liefert den Beitrag &, V().
Entsprechend erhilt man fiir die beiden anderen Seitenﬂéichen des Wiirfels die beiden anderen Beitrige, so

daf} (2.9.14) tatsichlich das gleiche Resultat wie (2.4.3) ergibt.

2.9.3 Der Gaufische Integralsatz

Mit der obigen Definition der Divergenz ist der Gauflsche Integralsatz eine selbstverstiandliche Folgerung.

Ist V ein stetig partiell differenzierbares Vektorfeld, B ein Volumenbereich und dB sein entsprechend der
Orientierungsvorschrift, daff die Flichennormalenvektoren aus dem Bereich B herauszeigen, so gilt

J PrdivV(E)=| df VR (2.9.16)
B B

Um dies zu beweisen, miissen wir nur den Bereich B in viele kleine Teilvo-
lumenelemente AV zerlegen. Nach dem Mittelwertsatz der Integralrech-
nung ergibt sich dann analog wie beim Satz von Stokes

$xdivV = vol(AB))div V(&) ~ f df -VRE).  (2.9.17)
AB]- JAB:

Dabei wird die letztere Beziechung im Limes AB; — 0, also bei immer

feinerer Unterteilung des Volumens B in Teilvolumina exakt. Summiert
man nun die linke Seite diese Gleichung auf, erhilt man stets das Volumenintegral auf der linken Seite von

(2.9.16), und auf der rechten Seite heben sich die Beitrége von den inneren Oberflichenteilen d AB; weg, da

diese in der Summe stets zweimal mit unterschiedlicher Orientierung auftauchen (s. Skizze).

2.9.4 Die Greenschen Integralsitze im Raum

Die Greenschen Integralsitze im Raum sind Spezialfille des Gauf8schen Integralsatzes. Der 1. Greensche
Integralsatz ergibt sich, aus dem Gauf3schen Integralsatz, indem wir als Vektorfeld

V(%) =&,(3)VE,(X) (2.9.18)

setzen. Wir berechnen als erstes die Divergenz. Dazu verwenden wir am einfachsten die Darstellung in kar-
tesischen Komponenten. Zunichst ist

~

V(%) =&,(x)3,%,(x). (2.9.19)

Aus der Produktregel fiir Ableitungen folgt daraus

3
div V(% Za V(@)= [3(%)3,%,(%)— ,(%)3}9,(x)]. (2.9.20)

j=1
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Dies konnen wir wieder in koordinatenunabhingiger Form als
div V()= V- V() = [VE,(X)]- [VE,(¥)] + &, (X)V2®,(%). (2.9.21)

Der Differentialoperator V2 kommt so hiufig in der Feldtheorie vor, daft man dafiir ein eigenes Symbol A,
den Laplace-Operator, einfithrt. Wirkt es auf ein zweimal stetig partiell differenzierbares Skalarfeld, erhilt
man wieder ein Skalarfeld, und zwar

AB(F) =V -VI(¥) = divgrad d(x) = V2&(%). (2.9.22)
In kartesischen Komponenten gilt ausgeschrieben
Ad(X) = I20(x) + 37®(%) + (%) (2.9.23)

Setzen wir also dieses Vektorfeld in den GaufSschen Integralsatz ein, folgt der 1. Greensche Integralsatz

JBon {[Ve,(3)]: [VE,(3)] +&,(3)A2,(3 J df - @,(F)Va, (). (2.9.24)

Der 2. Greensche Integralsatz folgt daraus, indem wir in dieser Gleichung ®, und ®, vertauschen und das
Resultat von der vorigen Gleichung abziehen. Dabei verschwindet im Volumenintegral der erste Term, weil
dieser symmetrisch unter dieser Vertauschung ist:

f P [®,(F)Ad,(%)— &,(F)Ad,(%)] = JaBdf [2,3)Ve,(%)—0,(F)V,(%)]. (2.9.25)

Dieser Satz wird oft in der Potentialtheorie gebraucht. Wir werden ihn in Abschnitt verwenden, um
die einfachste Aufgabe der Potentialtheorie zu 15sen.

2.10 Krummlinige Orthogonalkoordinaten

In diesem Abschnitt betrachten wir krummlinige Orthogonalkoordinaten. Wir hatten weiter oben schon
die Kugel- und Zylinderkoordinaten als die beiden wichtigsten Beispiele kennengelernt. Unser Ziel ist es,
die Differentialoperatoren grad, div, rot und A in allgemeinen krummlinigen Orthogonalkoordinaten auszu-
driicken.

2.10.1 Definition krummliniger Orthogonalkoordinaten

Wir betrachten irgendwelche generalisierten Koordinaten g = (¢;,¢5,¢3) € G C R?, die durch eine Abbildung
X : G — E’ einen bestimmten Raumbereich (ggf. auch den ganzen Raum) umkehrbar eindeutig parametrisie-
ren. Hilt man zwei dieser drei Koordinaten fest, erhilt man die Koordinatenlinien, die in jedem Punkt von
G drei Tangentenvektoren

= dX(g)
Ti(q)= 34,

(2.10.1)

definieren.

Diese generalisierten Koordinaten heiflen krummlinige Orthogonalkoordinaten, falls in jedem Punkt diese
Tangentenvektoren aufeinander senkrecht stehen, d.h. es gibt Funktionen g; : G — R mit g;(¢) >0, so daff

7*}(61)- Ti(q)= 87 (9)3 1 (2.10.2)
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gilt. Wir definieren weiter die Einheitsvektoren

¢iq)=——T(q). (2.10.3)

Sie bilden in jedem Punkt offenbar Orthonormalsysteme. Im Gegensatz zu den kartesischen Koordinaten-
systemer|'| hingen sie aber i.a. vom Ort ab.

Im folgenden nehmen wir an, daf} diese Einheitsvektoren in jedem Punkt ein rechtshindiges Dreibein sind,

d.h. daf} iiberall

=/ =/ -/ =/ =/ -/ =/ =/ -/

ey Xxe,=e3, e,Xez=e], ezXe;=e, (2.10.4)
gilt.

Fiir die Jacobi-Determinante der Transformation von kartesischen Koordinaten x und den verallgemeinerten
krummlinigen Orthogonalkoordinaten g folgt daraus sofort, dafl

Axhx%x®) 2 2 = ar et
det EIPA N T (Tyx T3) = g18,85€ 1 (€5 X €3) = 81828- (2.10.5)
(91,92, 95)

Im folgenden beschreiben wir skalare Felder und Vektorfelder bzgl. dieser krummlinigen Orthogonalkoor-
dinaten:

- 3 .
o) =(q), V(E)=D ¢(@V/(g)- (2.10.6)

Wir wollen nun die Differentialoperatoren grad, rot, div und A durch diese Koordinaten ausdriicken. Dazu
filhren wir noch ein rechtshindiges kartesisches Orthonormalsystem (¢,,¢,,¢;) ein.

Beispiele fiir orthogonale krummlinige Koordinaten sind die schon oben betrachteten Kugel- und Zylinder-
koordinaten, die wir im folgenden nochmals iiber die kartesischen Komponenten des Ortsvektors definieren

Kugelkoordinaten (7,9, ¢):
cos @ sin
Xx=r|singsind |. (2.10.7)
cos

Durch Ableiten nach den generalisierten Koordinaten ergeben sich zunichst die Tangentenvektoren an die
Koordinatenlinien und die g; zu

% cos @ sin

7729—: singsind |, g, =|T,|=1,
r cos
. % cos @ cos B
Te= 297 sing cos? |, gg=|Tg|=r, (2.10.8)
—sind
i — —sing .
Tgﬂ:g—xzrsinﬂ COs @ , g(p:'T“:rsinﬁ_
¢ 0

Man priift leicht nach, dafl diese Vektoren tatsichlich orthogonal zueinander sind und in der angegebenen

Fs ist klar, daf} die kartesischen Komponenten des Ortsvektors bzgl. einer beliebigen kartesischen Basis auch Spezialfille krumm-
liniger Orthogonalkoordinaten sind.
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Reihenfolge ein rechtshindiges Basissystem bilden. Die normierten Basisvektoren sind

T, cos ¢ sin
¢,,/=—=|singsind |,
&1 cost
T cos @ cos
6 = 2= si 9 2.10.9
ey =—=| singcosv |, (2.10.9)
& —sind
) /_73 ~ —sing
¢, =—==| cosg
& 0

Die Jacobideterminante lautet gemiaf$ (2.10.7)) (nachrechnen!)

det| 2E22) | _ 2o, (2.10.10)
a(r,8,9)
Zylinderkoordinaten (7, ¢, z):
7 CosQ
x=| rsing |. (2.10.11)
z

Die Tangentenvektoren an die Koordinatenlinien und Normierungsfaktoren sind

o .
Tr:E: sing |, gr:|T7|:1’
0
_ a% —sing .
Tgo:a—gﬂ:r cosg |, g, =T |=r, (2.10.12)
0
— 0
= Jx
TZ_Z_ 0], gzlezlzl’
1
und die normierten Basisvektoren lauten
T cos
¢, = e sing |,
81 0
. T —sing
¢,/ =—2=| cosp |, (2.10.13)
& 0

- 0
R T
e/ =3=|0
& 1

Wir nun fahren zunichst mit allgemeinen Betrachtungen zu krummlinigen Orthonormalsystemen fort. Un-
ser Ziel ist es, die Differentialoperatoren grad, div und rot mit Hilfe der generalisierten Koordinaten ¢, aus-
zudriicken, wobei alle Vektoren nach der dazugehorigen Orthonormalbasis €;” entwickelt werden.
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Es sei im folgenden U(%) ein Skalar- und A(¥) ein Vektorfeld. Das Vektorfeld kénnen wir dabei sowohl
nach den kartesischen Basisvektoren ¢; als auch nach den zu den ¢; gehérigen Orthonormalvektoren ¢,/ ent-

wickeln, d.h.

i ] 140
=1
) i (2.10.15)
/= -/ =
Ai=¢-A=>"¢ ¢ A,
=1
Bezeichnen wir die Skalarprodukte mit
Ci;=¢-¢, (2.10.16)
entsteht die orthogonale Transformationsmatrix
10x 19x 139x
&9 £90 &g
C=|L18 Lo 1ay | (2.10.17)

899 @99 &dg

19z 19z 137z

&9 99 &g

Da wir voraussetzungsgemafd die generalisierten Koordinaten so anordnen, dafl die entsprechenden Dreibeine
an die Koordinatenlinien in allen Punkten rechtshindige Orthonormalbasen ergeben, gilt noch

det C = 1. (2.10.18)
In der j-ten Spalte dieser Matrix steht also gerade der Spaltenvektor €. Mit dieser Matrix kénnen wir (2.10.15)

in der Form

Al A All All A Al
A |=C(A)), [4))=CT{A4, (2.10.19)
Ay A A A,

schreiben. Wendet man diese Gleichungen nacheinander an und bedenkt, daf sie fiir belicbige Vektoren A
gelten, folgt

CCT=CTC=1,,=C"'=CT, (2.10.20)

d.h. die Transformationsmatrix ist eine Orthogonalmatrix. Da nach Voraussetzung det C = +1 ist, handelt
es sich um eine Drehung. Das ist auch anschaulich klar: In jedem Raumpunkt geht das Dreibein ¢;” durch
eine bestimmte Drehung aus dem kartesischen Dreibein ¢; hervor.

2.10.2 Polarkoordinaten in der Ebene

Natiirlich kann man krummlinige Orthogonalkoordinaten auch in der Ebene einfiihren. Hier sollen die Ein-
heitsvektoren E]/. (j € {1,2}) so orientiert sein, dafy man durch Drehung von € im Gegenuhrzeigersinn um

den Drehwinkel 77/2 auf &) kommt. Alternativ kann man die Polarkoordinaten auch in der 12-Ebene eines
rechtshidndigen kartesischen Koordinatensystems im Raum auffassen, dann gilt fiir die entsprechenden Ein-
heitsvektoren der positiv orientierte krummlinige Koordinaten in der Ebene stets €] X &, = é; = ¢;. Man
nennt solche krummlinigen Koordinaten im Raum auch ,verallgemeinerte Zylinderkoordinaten®, da E’{ und
¢, fiir alle Komponenten x* des Ortsvektors X gleich sind und ¢; ist ein konstanter (also ortsunabhingiger)
Einheitsvektor.
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X Das wichtigste Beispiel fiir ebene krummlinige Orthogonal-
A koordinaten sind die Polarkoordinaten. Man verwendet zur

Charkterisierung des Ortsvektors X zunichst ein im obigen Sin-
> ne positiv orientiertes Orthonormalsystem (¢, é,) (s. nebenste-

X hende Skizze) und definiert dann als krummlinige Koordinaten
A p=Ix| : e = |X] = y/(x1)2+(x2)? und den Winkel ¢ € (—m, 7] zwi-
¢ o \172 schen ¢, und X, wobei man Winkel in der unteren Halbebene
A — x, negativ zihlt. Aus der Skizze lesen wir dann unmittelbar ab,
G4 N daf§
¢ €(—m,7] X = p(cos ge; + sin @e,) (2.10.21)
ist. Die Tangentenvektoren an die Koordinatenlinien sind
(nachrechnen!)
- JXx . =
T,= 3_,0 =cosge; +singe,, g, =[T,|=1,
P (2.10.22)
= JX Lo - =
I, = % = p(—singpe; +cospe,), g, =|T,|=p.

Wir sehen, dafl die Polarkoordinaten im Ursprung singuldr sind, weil dort 7,, = 0 ist. Die entsprechenden
orthogonalen Einheitsvektoren sind demnach

=/ 1 i’_, _ - . -
€= — p—cosgpe1+smgaez,

§
) ° (2.10.23)
¢, =—T,=—sin ¢, +cos pé,.
8y

Etwas schwieriger ist die umgekehrte Transformation von kartesischen Komponenten x = (x',x2)T zu den

Polarkoordinaten (o, ¢). Fiir p gilt, wie oben angegeben

o=|%= /(x)?+(x2). (2.10.24)

Fiir den Winkel ¢, der nur fiir ¥ # 0 wohldefiniert ist, miissen wir simultan

x1 . x?
CoOsQp=—, sn@p=-— (2.10.25)
P P

erfilllen. Anschaulich ist klar, daf} die simultane Losung dieser Gleichungen eindeutig ist, wenn man zusitz-
lich als Wertebereich fiir den Polarwinkel ¢ € (—, 7] wihlt. Die erste Gleichung ist offenbar nicht eindeutig
zu 16sen, denn aus ihr folgt, dafl es zwei Losungen

1
¢ =arccos <x—> (2.10.26)
/O

gibt. Dabei verstehen wir unter dem arccos den tiblicherweise auch auf Taschenrechnern oder in den gingigen
Programmiersprachen realisierten Hauptwert. Fiir alle £ € [—1,1] ist @ = arccos € [0, 7] Fiir diesen
Wertebereich gilt nun aber sina > 0. Wegen sin @ 4 cos? @ = 1 folgt daraus

sinag =++v/1—cos2a = 4/1—&2, (2.10.27)
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Setzen wir also (2.10.26) ein, erhalten wir fiir beide Vorzeichen

sin(p, ) = £sin [arccos <x—1>i| = :I:\J 1— @ = :I:J & _(2x1)2 = :I:\J (x?z = :I:ﬁ. (2.10.28)
P P P P P

Damit also auch die zweite Gleichung in erfiillt ist, miissen wir fiir x? > 0 in das obere und
fiir x? < 0 das untere Vorzeichen wihlen. Fiir x? = 0 wihlen wir definitionsgemif stets das obere Vorzeichen,
denn dannist x'/p = x!/|x!|, und man erhilt dann fiir x* > Ostets arccos(x'/p) = arccos 1 = Ound fiir x' < 0
stets arccos(x ! /p) = arccos(—1) = 7. Endgiiltig gilt also

:{arccos(x /p)  fir x*>0, (2.10.29)

—arccos(x!/p) fiir x?<0.

In der Literatur findet man oft auch Formeln, die ¢ mit Hilfe des arctan bestimmen. Das hat den Vorteil, dafl
man zur Bestimmung von ¢ nicht erst p berechnen mufi. Allerdings ben6tigt man mehr Fallunterscheidungen
bzgl. der Lage von X in den unterschiedlichen Quadranten des kartesischen Koordinatensystems.

Dazu bemerken wir, daf} fiir £ € R definitionsgemifd arctan § € (—/2, 7t/2) gilt. Aus der obigen Skizze lesen
wir ab, dafd fiir Ortsvektoren in der rechten offenen Halbebene, also x! > 0 stets

2
o= arctan<x—1> fir x'>0 (2.10.30)
x
gilt. Falls x! < 0 und x? > 0, ist arctan(x?/x!) € (—r/2,0] und definitionsgemif ¢ € (7/2, 7]. In diesem Fall

miissen wir also 5

gp:n+arctan<x—1> fir x!<0, x*>0 (2.10.31)
x
setzen. Fiir x! < 0und x? < 0 ist arctan(x?/x!) € [0, 7/2) und ¢ € (—r,—7/2). Demnach ist dann

2

p=—m+ arctan<x—l> fir x'<0, x*<0. (2.10.32)
x

Bleibt schliefllich der Fall x! = 0. Dann ist ¢ = 7/2 fiir x? > 0 und ¢ = —7/2 fiir x* < 0 zu setzen.

2.10.3 Die Differentialoperatoren grad, div, rot und A

Mit diesen Vorbereitungen kénnen wir nun die Differentialoperatoren mittels der krummlinigen Orthonor-
malkoordinaten ausdriicken. Beginnen wir mit dem Gradienten des Skalarfeldes. Gemafd (2.10.19) gilt nach
der Kettenregel unmittelbar

13U

(grad U, dU/dx & 9q,

; 19U
(gradU), | =CT (U /3y | = =70 | (2.10.33)

(grad U); dU/dz 130

& 94

denn wir hatten in Abschnitt [2.2] gezeigt, daf sich die Komponenten des Gradienten unter orthogonalen
Transformationen wie ein Vektorfeld transformieren. Allerdings miissen wir hier beachten, dafl jetzt die

Fiir die Berechnung der Divergenz des Vektorfeldes konnten wir dhnlich vorgehen. Es ist aber einfacher
und anschaulicher, (2.9.14) auf den infinitesimalen Quader AQ), der von den Tangentenvektoren der Koordi-

natenlinien, also .
a_xd%' =T,dg, = g;¢/dg;, (2.10.34)
q .

1
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aufgespannt wird, anzuwenden. Fiir das Volumenintegral {iber diesen infinitesimalen Quader ergibt sich

f dv [divA(x)]|=dV [divA(E)] = g 8,8 P divA.
AQ

Dabei haben wir das Volumenelement mit Hilfe von (2.9.1) und (2.10.5) ausgedriickt.

(2.10.35)

Das dazugehorige Flichenintegral {iber den Rand d AQ unseres Quaders setzt sich aus den sechs infinitesi-

malen Seitenflichen des Quaders zusammen. Der Skizze unten entnehmen wir

faAQ df -A(x) = dg,dg; <[g2g3A1]q]+dq1 A [8283141](;1 ,q2,q3>

+ dq3dq1 ([83 g1A2]511>6]2+d42542"13 - [g3 glAZ:l% "]2:%)

+dg,dg, ([g1 8435, 405+dg; —L8&1 g2A3:|q1,q2,q3)
:d3q [3(8283141) n 9(g;814,) n 3(g1g2A3):|.
dq, a9, dq;

\ df = 31/82 g;dgq,dg;

> N

<!

X

Verwenden wir nun (2.10.35) und (2.10.36)) in (2.9.14), erhalten wir schliefilich
1 [3(8283A1) n J(g3814) n 3(8182143)]
ga&&L  da dq, dqs

1 >, 3 <g1gzg3A >
= k .
818283 11— 3% 8k

divA =

(2.10.36)

(2.10.37)

Analog erhilt man die Komponenten fiir die Rotation des Vektorfeldes aus (2.7.23) auf die drei infinitesima-
len Rechteckflichen AF;;, die jeweils durch die Tangentenvektoren an die Koordinatenlinien 7';dg; = g;¢;’

96



2.10 - Krummlinige Orthogonalkoordinaten

und Tjdqj = g;¢; aufgespannt werden, anwendet, wobei nacheinander (i, ) € {(2,3);(3,1);(1,2)} gesetzt
wird. Verwenden wir z.B. das erste Indexpaar, erhalten wir die erste Komponente der Rotation bzgl. der
krummlinigen Koordinaten (s. wieder die Skizze oben). Das Flichenintegral ist

J d]?' rotA = dg,dgs g 85 (&' x &) rotA = dg,dg; g, 8¢ rotA = dg,dg; & 85 (rot/T)’l, (2.10.38)
ARy,

und das dazugehérige Linienintegral entlang des Randes d AF); lautet

/
fé’AFB o A d% [(83 3>‘11 d2+dg,.4; <g3A3>q1¢ha%]

—da[(245), 1, sdgs = (€245); 000 (2.10.39)
—da.d [3(8314/3) . a(nglz)}
- o dq, dq; .

Wegen des Stokesschen Integralsatzes sind (2.10.38) und (2.10.39) gleich, so daf} sich schliefilich

(rotd) = 821& [‘9<g3"‘9) @ <ng;>]

(2.10.40)
36]2 3%

ergibt. Die beiden {ibrigen Komponenten finden wir auf analoge Weise durch Verwendung der anderen beiden
infinitesimalen Rechteckflichen. Wir erhalten sie jedoch auch einfach durch zyklische Vertauschung der

Indizes:
- d(g,A" d(g. A"
<rotA>/ _ 1 |: (gl 1)_ (g3 3):|’
2 gal 9 dq,
Ny A’ A’
<rotA> _ 1 |:3(82 2)_3(& 1)i|
8182

(2.10.41)

dq, dq,
Es ist klar, dafd fiir die Wahl kartesischer Koordinaten all diese Gleichungen die in Abschnitt [2.4{angegebene

Form annehmen.
Wir stellen zur Ubersicht die Differentialoperatoren in Kugel- und Zylinderkoordinaten zusammen.
Kugelkoordinaten (7,3, ¢):

#/QU ., 10 ., 1 dU

2.10.42
VU=grad U = or 37+ 1973194_% rsing do’ ( )
- - = 1d(rA) 1 d(sindAy) 1 94,
V'A_dWA_ﬁ dr + rsind 3¢ + rsing o’ (2.1043)
- - 1 d(sindA)) AL 1 JA, 19(r4)
A=rotA=¢/' — ¢y’ L—— 2.10.44
VX rora = rsin19|: ad do e rsind do r Jdr ( )
2,1 a(rA’) A,
e T ae

Wenden wir schliefilich (2.10.42) und (2.10.43) hintereinander an, erhalten wir fiir den Laplaceoperator

. 1 d U 1 J U 1 J*U
AU=V-VU =di === > < >
U=V-VU=divgradU r2 37’<7 dr * r2sind 39 smﬁ&,ﬁ r2sin®§ J p?

_1 32( U)—I-; 2 <sm198 > L_Jv
7372 r2sin® I ad VZSin2198§92.

(2.10.45)
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Zylinderkoordinaten (7, ¢, z):

= JU
_ _ = / -
VU =gradU =, 5 +é, ;_ago +_32 e, (2.10.46)

Lo . A IA; /
V-A:divA:%a(;rr>+% 3;’+3£Z, (2.10.47)
.- - 104, 94, A, A 1[d(rA,) a4
A=rotA=32 /| 2 L2z _ Pl [ il AT — 2.10.48
V x rot e, [r £ 3, ]—i_%[é’z 37:|+ezr|: 3, 3<p:|’ ( )
12/ dU 19*U J*U
AU‘?E<7W>+EQ—¢2+ 7 (2-104)

2.11 Solenoidalfelder und Vektorpotentiale

In den Abschnitten[2.6/und 2.8/ haben wir die Frage untersucht, unter welchen Umstinden ein vorgegebenes
Vektorfeld V' der Gradient eines Skalarfeldes ist und wie ggf. diesees Skalarfeld, das Potential des Vektor-

felds, berechnet werden kann. Die Antwort war das Lemma von Poincaré, daf} falls V' auf einem einfach
zusammenhingenden Gebiet stetig partiell differenzierbar ist und dort rot V' = 0 gilt, in diesem Gebiet ein

bis auf eine Konstante eindeutig bestimmtes Potential ® existiert, so dafy V' = —grad ® gilt. Das Potential ist
dabei durch das Wegintegral entlang eines beliebigen Weges innerhalb dieses Gebiets von einem festen Punkt
Xy zum Punkt X gegeben ist und das Skalarpotential bis auf eine Konstante eindeutig bestimmt ist.

Hier fragen wir nun, unter welchen Bedingungen ein stetig partiell differenzierbares Vektorfeld B die Rota-
tion eines anderen Vektorfeldes A ist, d.h.

-

B(Z)=V x A%). 2.11.1)

Man nennt dann A ein Vektorpotential fiir B.Ein wichtiges Beispiel fiir Solenoidalfelder in der Physik sind
Magnetfelder.
Zuerst leiten wir wieder eine notwendige Bedingung her. Dazu berechnen wir

divB=V-B=V-(V x A). (2.11.2)

Wihre V ein gewohnlicher Vektor, wiirde die rechte Seite verschwinden. Wir zeigen nun, dafl diese Annahme
tatsichlich zutrifft, indem wir die Divergenz in kartesischen Koordinaten explizit ausrechnen. Zunichst gilt

Addieren wir nun die Gleichungen nach den Folgepfeilen, ergibt sich die Divergenz

divB = 3,B, + 3)B, + A,B; = 3,0)A, — 3,,A, + A, — 3,8,A, + 3,3,A,— 3,3,A,. 2.11.4)

Da voraussetzungsgemif} die partiellen Ableitungen der Komponenten von B stetig sind, gilt dies notwendig

auch fiir die zweiten Ableitungen der Komponenten von A. Dann vertauschen aber die Ableitungsoperatoren,

und daher folgt aus tatsichlich, daf§
divB=0 (2.11.5)
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ist. Fiir die Existenz eines Vektorpotentials ist also notwendig (2.11.5) erfiillt.

Wir wollen nun zeigen, dafi (2.11.5) auch hinreichend ist fiir die lokale Existenz eines Vektorpotentials. Lei-
der gibt es keine einfache Formel wie beim Skalarpotential, das wir wie oben gezeigt als Wegintegral darstellen

konnen. Wir missen also versuchen, die Gleichung (2.11.1) nach A aufzulssen.

Dazu bemerken wir aber als erstes, dafl offensichtlich das Vektorpotential nur bis auf den Gradienten eines
Skalarfeldes bestimmt ist, denn wie wir oben gesehen haben, gilt fiir jedes zweimal stetig differenzierbare

Skalarfeld y
%x%x:rotgradx:O. (2.11.6)

Das bedeutet, daf! fiir jedes Vektorpotential A von B auch
A'=A+Vy 2.11.7)

ein Vektorpotential von B ist. Wir kénnen also zur Vereinfachung der Auflosung von (2.11.1) nach A cine
Nebenbedingung fordern. Wie wir sehen werden, erweist sich die Bedingung

A, =0 (2.11.8)

als sehr hilfreich. Um zu zeigen, dafy man dies durch Wahl eines geeigneten Skalarfeldes y stets erreichen

kann, nehmen wir an A sei irgendein Vektorpotential von B und suchen ein Skalarfeld x> so dafl
A=Ay +3, =0 (2.11.9)

ist. Diese Gleichung lifit sich aber sehr leicht 16sen. Wir miissen sie nur bzgl. x° integrieren:

y(x! %%’ J dx’ A (x!, %%, " ) (2.11.10)

Dabei gehen wir davon aus, dafl es um den Punkt X eine offene quaderformige Umgebung parallel zu den

Koordiantenachsen gibt, wo A stetig differenzierbar ist. Dies ist sicher erfiillt, wenn B in einem offenen Gebiet
stetig ist. Dann liegt der Integrationsbereich von (2.11.10) ganz in dieser Umgebung, und das Integral ist daher
eine Losung von (2.11.9). Wir diirfen also annehmen, daf§ die Nebenbedingung (2.11.8) erfiillt ist.

In kartesischen Komponenten ausgeschrieben lautet dann die Gleichung (2.11.1)

_ Al _33/12
B=Vx|A, = 34, |. 2.11.11)

Aus der ersten Komponente dieser Gleichung folgt
Ay(x!, %%, 7 f dx’ Bl(x x?,x )+A/(x x?) (2.11.12)

und aus der zweiten

x3
Ayxtx%x%) = f dx” Bl(xl,xz,xls) + Al (x!, x?). (2.11.13)
30

Dabei haben wir beim Integrieren beriicksichtigt, dafl die Vorgabe der partiellen Ableitung nach x> eine
Funktion nur bis auf Funktionen, die von den beiden anderen unabhingigen Variablen x! und x? abhingen

bestimmt ist. Diese knnen wir nun bestimmen, indem wir (2.11.12) und (2.11.13) in die dritte Komponente
der Gleichung (2.11.11) einsetzen:

By(x!,x%, %) =— f dx” [&,B(x!, %%’ )+&’Bz(x x?,x )]-l—é’A (xL,x?) =AY (x!,x%).  (2.11.14)
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Wegen divB = 3B, + 3,B, + 3,8, = 0 folgt daraus
x3
By(x!,x%,x%) = f ; dx” 3 By(x', x%, )+ A (x!, x?) — B A (x!, x?). (2.11.15)

Da voraussetzungsgemafd B stetig partiell differenzierbar sein soll, konnen wir das Integral auswerten, woraus
sich

B3(x1, X2, x3) = B3(x1, x2, x3) —B3(x1, x2, x30) + 31A/2(x1, xz) — 92A/1(x1, xz)

2.11.16
= A (x!, x?) — A (x !, x?) = By (x!, x%, x7° ( )

ergibt. Dies zeigt, dafl dank der Divergenzfreiheit des Vektorfeldes B die Losungen (2.11.14) tatsichlich kon-
sistent mit der Existenz des Vektorpotentials A mit A; = 0 sind.

Die Nebenbedingung legt allerdings offensichtlich das Vektorpotential immer noch nicht eindeutig fest. Das
ist unmittelbar einleuchtend, denn die Addition des Gradienten eines nur von x! und x? abhingigen Skalar-

feldes indert an den Eigenschaften des Vektorpotentials, rotA =B und A; =0 zu erfiillen nichts. Wir kdnnen

also in (2.11.13) A7 (x!,x?) = 0 setzen. Dann folgt aus (2.11.16)
AL =0 = A (x",x?) = By(x!, x%, x°). 2.11.17)
Daraus folgt, dafl durch die Wahl

xZ
A’z(xl,xz):f dx’zB3(x1,x/2,x3O) (2.11.18)
%20

das Vektorpotential vervollstindigt wird. Sammeln wir also die Lésungsschritte (2.11.12), (2.11.17) und
(2.11.18) erhalten wir als eine mdgliche Losung fiir das Vektorpotential

3

A= [ 8B ),

0

x? x? (2.11.19)
AZ(E):—JZ dyc/3Bl(Jcl,xz,Jc/3)+f2 dx/233(x1,x/2,x8),
X3 %o

A (%) =0.

2.12 Die Poisson-Gleichung und Green-Funktionen

In diesem Abschnitt beschiftigen wir uns mit einer typischen Fragestellung der Feldtheorie. Dazu betrachten
wir das Newtonsche Gravitationsgesetz etwas genauer. Wie schon in Abschnitt 2.5 gesagt, ist die Gravitati-
onskraft einer als punktf6rmig angenommenen im Ursprung des Koordinatensystems sitzenden Masse M auf
eine bei X andere Punktmasse 72, die wir im folgenden Probemasse nennen, durch das Kraftfeld

X

F(x):—ymMr3,

r=|%| 2.12.1)

gegeben.
Dividieren wir diese Kraft durch die Masse der Probemasse, erhalten wir die Gravitationsbeschleunigung,

die unabhingig von der Probemasse ist. Wir gelangen so zur Interpretation der Gravitation als Feldwirkung.
Demnach erzeugt die Masse M eine Gravitationsfeld

s X
gX)=—yM—. (2.12.2)
r
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Man weist es einfach dadurch nach, dafl man an die Stelle X eine Probemasse 72 setzt und die auf sie wirkende

Gravitationskraft (2.12.1) mifit. In Abschnitt[2.5/haben wir auch gezeigt, daf§ dieses Feld ein Potentialfeld ist,

das wegen durch
M

r

B(3%) = (2.12.3)
gegeben ist. Wir nennen dieses Feld das Gravitationspotential. Dabei haben wir die willkiirliche Konstante
C =0 gesetzt. Dabei folgen wir der Konvention, daff das Gravitationspotential im Unendlichen verschwinden
soll.

Wir fragen nun, wie die Gravitationskraft einer ausgedehnten Massenverteilung auf eine Punktladung zu
berechnen ist. Dazu denken wir uns die Masse kontinuierlich gemif} der Massendichteverteilung o(x) tiber
den Korper verteilt. Mit Newton gehen wir nun davon aus, daf} jedes Massenelement am Punkt X, also
dM = &x’p(%") additiv zur Kraft auf eine Probeladung beitrigt. Dabei miissen wir nur beachten, daf§ der
Ursprung dieser infinitesimalen Quelle des Gravitationsfeldes bei ¥’ und nicht im Koordinatenursprung
setzt. Der entsprechende Beitrag zum Gravitationspotential ist demnach

ydM

do=— 17 (2.12.4)
X —x’|
Insgesamt ist das Gravitationspotential der Massenverteilung demnach durch
=/
B(X) = —yf d%/& (2.12.5)
v |x—x’|

gegeben. Dabei nehmen wir an, dafl V' so gewihlt ist, daf§ der gesamte Korper ganz im Inneren dieses Volu-
mens liegt, also p(¥/) =0 fiir ¥’ € E3\ (VU I V) gilt.

Im Prinzip konnen wir nun das Gravitationspotential einer beliebigen Massenverteilung ausrechnen. In der
Physik haben sich aber lokale Feldgleichungen als weitaus niitzlicher erwiesen, d.h. wir suchen eine partielle
Differentialgleichung, die das Gravitationspotential bzw. die Gravitationsbeschleunigung mit der Massen-
verteilung o(X) verkniipft.

Dazu betrachten wir noch einmal das Gravitationsfeld einer einzelnen Punktmasse im Ursprung des
Koordinatensystems. Eine solche Punktmasse ist in der Feldtheorie ein wenig problematisch, denn offenbar
ist fiir solch eine Massenverteilung die Massendichte extrem singulir. Aufler im Ursprung ist die Massendichte
exakt 0, und da wir eine endliche Masse im Ursprung vereint haben, ist dort die Massendichte unendlich grofi.
Wir kénnen nun aber die im Ursprung konzentrierte Masse M durch ein Flichenintegral {iber das Gravi-
tationsfeld erhalten. Dazu sei V' ein Volumen, bei dem der Koordinatenursprung durch eine kleine
Kugel mit Radius ¢ ausgespart ist. Sei V/ nun also ein Volumen, das den Ursprung im Inneren enthilt mit
auf iibliche Weise orientierter Randfliche d V' (Flichennormalenvektoren weisen aus dem Volumen heraus)
und sei die Kugel mit Radius ¢ um den Ursprung K, (0) C V’. Wir wenden nun den Gaufischen Satz auf das
Gravitationsfeld auf das Volumen V = V’\ K_(0) enthalten. Dann besteht der auf die iibliche Weise
orientierte Rand von V zum einen aus dem Rand von V'’ und zum anderen aus der Kugeloberfliche S_(0), die
so orientiert ist, daf§ die Normalenvektoren radial auf den Ursprung weisen, also ebenfalls weg vom Volumen

V.

Durch direktes Nachrechnen in kartesischen Koordinaten weist man nun nach, daf§
divg(¥)=V-3(%)=0 (2.12.6)

gilt. Demnach folgt aus dem Gauf3schen Satz

o:f Erdivi@ = | df-3@)=| df 3@ — f df - 3(F), (2.12.7)
\%

av av’
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wobei wir in dem letzteren Flichenintegral die Orientierung wieder wie iiblich mit den Normalenvektoren
vom Kugelursprung weg gerichtet haben. Da fiir den Gauf8schen Integralsatz allerdings die Orientierung tiber
die Oberfliche der ausgeparten Kugel um den Ursprung umgekehrt zu richten ist, trigt das entsprechende
Flichenintegral mit dem negativen Vorzeichen bei. Jedenfalls folgt aus

f df-g(a?):f df - 3. (2.12.8)
v 5.(0)

€

Das rechtsstehende Integral lifit sich nun sehr leicht ausrechnen. Dazu verwenden wir unsere Standardpara-
metrisierung der Kugelschale und das entsprechende Resultat (2.7.12). Mit den entsprechenden Vor-
faktoren erhalten wir also

df - g(X) =—4nyM. (2.12.9)

av’

Fiir irgendeine den Ursprung umschlieflende geschlossene Oberfliche d V', erhalten wir also aus dem Gravi-
tationspotential bis auf die Vorfaktoren —4 7ty die in dem umschlossenen Volumen enthaltene felderzeugende
Masse!
Nun liegt die Vermutung nahe, daf§ dies auch fiir die kontinuierliche Massenverteilung gilt. Dies fiihrt auf die
Idee, daf? fiir eine kontinuierliche singularititenfreie Massenverteilung das Gravitationspotential {iberall eine
wohldefinierte Divergenz besitzt, und dann konnen wir den Gauflschen Integralsatz auf irgendein Volumen
V anwenden, ohne Singularititen durch kleine Kugeln ausschlieflen zu miissen. Diese Uberlegung liefert

f Pxdivg(x)= df-§(§)£—4nyj $Pxp(¥)=—4myM,, (2.12.10)
\% |4

av

wobei My, die gesamte im Volumen V befindliche Masse ist. Da dies fiir jedes Volumen V gilt, kdnnen wir
die Definition der Divergenz iiber ein Flichenintegral verwenden (s. Abschnitt [2.9.2). Ist nimlich unsere

Hypothese (2.12.10) korrekt, so folgt

T 1 "/_,_,,__ . MA\/__ -
dlvg(x)_Al\l/rEO—vol(AV) faAvdf g(x") = 47TyA1\1/n—l>o_AV =—4myp(X). (2.12.11)

Dies fiihrt uns auf die Differentialgleichung
div g(x) = —4nyp(X). (2.12.12)
Nun erinnern wir uns, dafl das Gravitationsfeld ein Potential besitzt. Es gilt demnach
div g(x) = —divgrad ®(x) = —A®(x) = —4my p(X). (2.12.13)

Dabei haben wir den in eingefithrten Laplace-Operator verwendet.

Um nun zu zeigen, daf§ die Annahme in wirklich zutrifft, zeigen wir, daf§ tatsiachlich die
Poisson-Gleichung 18st. Falls X # V ist, konnen wir einfach den Laplaceoperator auf an-
wenden, indem wir ihn in das Integral ziehen, denn fiir diesen Fall treten keine Singularititen im Integranden
auf. Nun ist aber

A

1 o =
! %/|:o, fuir X#%/, (2.12.14)

%]  F—%R
wie man durch Bildung der partiellen Ableitungen direkt nachrechnet (Ubung/). Daraus folgt, dafl dann
1

X —

AdD(R) = —yf d&’x'p()A =0 fir X#£V (2.12.15)
1%
gilt. Da voraussetzungsgemifl fiir X # V stets p(¥) = 0 gelten soll, ist Die Poisson-Gleichung (2.12.13) erfiillt.
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Nun betrachten wir den Fall, dafl ¥ € E*. Dazu wenden wir den 2. Greenschen Satz an, wobel wir
&, = ® und &,(%¥') = 1/|¥ — ¥’| setzen. Als Integrationsvolumen wihlen wir V = E>\ K, (%), wobei K_(¥)
eine Kugel mit Radius ¢ mit Mittelpunkt ¥ bezeichnet. Dann ist der Rand 8V durch die Kugelschale S, (%)
gegeben. Entsprechend der Standardorientierung beim Gaufischen Integralsatz muff man fiir letztere die Nor-
malvektoren in Richtung auf den Mittelpunkt X weisend wihlen (also vom Integrationsvolumen weg). Wir
wollen aber die Standardorientierung verwenden und beriicksichtigen dies durch das entsprechende zusitzli-
che Vorzeichen. Der Greensche Satz lautet fiir unseren Fall also

f d3x/[<1>(x/)A = Acp(x’)]: df’-[@(x/)v/ - V/<I>(x/)]. (2.12.16)
v x| x| av | | x|

Im Volumenintegral auf der linken Seite fillt der erste Term wegen (2.12.14) weg und unter der Annahme,
daf$ @ der Poisson-Gleichung A® =47y p geniigt, folgt

=/
ﬁ d%’[@(%’)A _ 192/'— L. Acp(?c’)]:—zmyf #z LE) (2.12.17)
\%4

Die Oberflichenintegrale werten wir nun aus, indem wir S, (X) mit Kugelkoordinaten parametrisieren:
cos@sind

=X+¢( sinpsind |. (2.12.18)
cost

/

Der Flichenelementvektor berechnet sich gemif} (2.7.6) zu (Ubung/)

-, cos@sind
df =dddge*sind | singsind |, (2.12.19)

cost

mit der Standardorientierung vom Kugelzentrum weg, was wir wie bereits oben erwihnt im Flicheninte-
gral auf der rechten Seite von (2.12.16) durch ein zusitzliches Vorzeichen beriicksichtigen miissen. Fiir das
Flichenintegral benédtigen wir noch

-, 1 X% 2 =, 1
L S SN df " V' —— =—dddgsind (2.12.20)
|x—x| |x—x']? |x—x|
und Lo )
df - V'3 =€ 9.3(%). (2.12.21)
Dabei haben wir verwendet, daf in Kugelkoordinaten (¢, 3, ¢)
. cos@sind
e, =T,=|sinpsind (2.12.22)
cos}
und somit wegen der Kettenregel
> Sxo Ix = —/ % —
e,-Vo(x')= 3. -VO(x') = d.o(x"). (2.12.23)
€

Setzen wir also (2.12.1942.12.23)) in der rechten Seite von (2.12.16) ein, so folgt

N R N T 2n o o
f df/.[y,z/)vfﬁ 14 — 19 v’é(z’)]:_f dﬁj dgasinﬁli—fb(f/)—fagfb(?)]. (2.12.24)
av | 4 ’l 0 0

|x —Xx
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Da ® zweimal partiell stetig differenzierbar ist, verschwindet das zweite Integral fiir ¢ — 0 und nach dem
Zwischenwertsatz ergibt das erste

g N 1 1 d - €— -
df’-[cp(x’)v’ —— V/Q(x/)} =2° 479 (%). (2.12.25)
av [x—x/]  |x—X]

Gleichsetzen mit der rechten Seite von (2.12.15) liefert schliefilich das gewiinschte Resultat

-/ -
(%) = —y lim f d%’&:_y f L5 (2.12.26)
=0Jy  |x—X/| v X=X

wobei wir verwendet haben, daf§ o(X’) nur im Inneren von V von 0 verschieden ist.
Der obige Beweis zeigt aber, daf§ dieses Resultat auch dann noch gilt, wenn p(X’) im Unendlichen schnell
genug abfillt, so dafl die oben betrachteten Integrale iiber V' allesamt existieren.

In gewisser Weise haben wir eine Umkehroperation zum Laplaceoperator gefunden, denn wie wir gezeigt
haben, folgt aus

A®,(7)=,(3), (2.12.27)
dafl

- - o - : . 1
3,(X)=| IAGE,X)0,(R) mit GEF,X)= 7 (2.12.28)

£ C4nfi—%

gilt, sofern nur ®,(x) hinreichend schnell verschwindet, so daf} das Volumenintegral existiert. Dabei erfiillt die
Losung @, die Randbedingung, dafl sie im Unendlichen verschwindet. Unter dieser Bedingung ist
eine eindeutige Lésung der Poisson-Gleichung (2.12.27). Man nennt in diesem Zusammenhang G eine Green-
Funktion des Laplace-Operator

2.13 Der Helmbholtzsche Zerlegungssatz der Vektoranalysis

In der Physik mufd man oft ein Vektorfeld aus der Vorgabe seiner Divergenz (,Quellen) und seiner Rotation
(, Wirbeln“) bestimmen.

Gegeben sei ein skalares Feld o(x) und ein Vektorfeld @(X), und wir fragen nach der Existenz eines Vektor-

feldes \7, so daf§ . .
divV=p, rotV=w (2.13.1)

gilt. Es ist klar, daf fiir die (zumindest lokale) Existenz eines solchen Vektorfeldes V die Konsistenzbedingung
divs =0 (2.13.2)

erfiillt sein mufl, d.h. @ ist ein Solenoidalfeld, dessen Vektorpotential V sein soll.

Die Betrachtungen in den vorigen Abschnitten legen die Zerlegung des Vektorfeldes in zwei Anteile nahe:
V=V,+V, mit rotV,=0 und divV,=0, (2.13.3)

d.h. wir spalten V in ein Potentialfeld V, und ein Solenoidalfeld V, auf, so daf}

divV =divV,=p, rotV,=0, (2.13.4)
rotV=rotV,=%, divV,=0 (2.13.5)

" Green-Funktionen von linearen Differentialoperatoren werden Thnen in allen Theorie-Vorlesungen wihrend des gesamten Phy-
sikstudiums begegnen, insbesondere in der Elektrodynamik, Quantenmechanik und schliefllich der Quantenfeldtheorie.
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gilt (vgl. (2.13.1)). Im folgenden zeigen wir, daf} eine solche Zerlegung existiert, vorausgesetzt es sind bestimm-
te Glattheitsbedingungen und ein hinreichend schnelles Abfallen der Quellen o und @ im Unendlichen er-
fille. Wie wir gleich sehen werden, ist dafiir hinreichend, daf§ diese Funktionen stetig differenzierbar und die
Volumenintegrale
d*x M, d’x _w@L (2.13.6)
B Ve+x2 Jp 4/|e2+ %2

fiir € > 0 existieren. Das bedeutet, daf} |o| und |%| im Unendlichen schneller als 1/|X|? verschwinden miissen

(warum?). Fordert man zusitzlich noch, dafl V — 0 fiir || — oo, ist V eindeutig durch die Vorgabe der
Quellen @ und p bestimmt.

2.13.1 Bestimmung des Potentialfeldanteils

Wir beginnen mit der Aufgabe, V, zu bestimmen. Wegen rot V, = 0 existiert nach dem Poincaréschen Lemma
(zumindest lokal) ein skalares Feld @, so daf}

\71 =—grad® (2.13.7)
gilt. Setzen wir dies in (2.13.4) ein, ergibt sich
divV, = —divgrad® = —Ad = p. (2.13.8)

Dies bezeichnet man als die inhomogene Potentialgleichung oder auch als Poisson-Gleichung. Diese haben
wir im vorigen Abschnitt geldst. Verwenden wir also (2.12.27) und (2.12.28), ergibt sich bereits die Losung

=/
B(X) :f d%/&. (2.13.9)
£3 4r|x — x|

Der Potentialfeldanteil selbst berechnet sich durch Gradientenbildung gemif$ unseres Ansatzes (2.13.7):

- Nz =
Vi(X) = —grad ®(x) = d3x/wf f (2.13.10)
£ 4t |x—x'|?

2.13.2 Bestimmung des Solenoidalfeldanteils

Wir miissen nun noch den Solenoidalfeldanteil des Ausgangsvektorfeldes bestimmen, d.h. wir haben (2.13.5)
zu losen. Da div V, = 0 ist, existiert aufgrund unserer Betrachtungen in Abschnitt ein Vektorpotential

/_f, so daf$ . .
V, =rotA. (2.13.11)

Wir wir ebenfalls in Abschnitt erléiutert haben, ist A nur bis auf ein Potentialvektorfeld bestimmt, so dafl
wir eine Nebenbedingung fordern kénnen. Diesmal wird sich die folgende als Coulomb-Bedingung™|

divA=0 (2.13.12)

als besonders bequem erweisen. Setzen wir nimlich (2.13.11) in die erste Gleichung von (2.13.5) ein, finden

wir fur diese Nebenbedingung (nachrechnen!)

rotrotA=V x (V x A) = V(V-A)— (V- V)A = graddivA — Ad = —AA= B, (2.13.13)

2Diese Bezeichnung kommt aus der Elektrodynamik, wo statische Magnetfelder ein Vektorpotential besitzen.
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Es sei auch an dieser Stelle betont, daf3 diese Gleichung nur auf kartesische Komponenten des Vektorfeldes

A angewandt werden darf, da nur fiir kartesische Orthonormalsysteme die Einheitsvektoren ortsunabhingig
sind.

Wir werden also wieder auf Poisson-Gleichungen fiir die kartesischen Komponenten von A gefiihrt, so daf§
wir wieder die Green-Funktion des Laplace-Operators anwenden kénnen:

E(p_c’) = d3x/—@(;/)

PR (2.13.14)
E3 -

/| ’
Allerdings miissen wir uns nun zuerst vergewissern, ob diese Losung auch tatsichlich die Coulomb-Bedingung

(2.13.12) erfiillt, die wir ja verlangt haben, um fiir A eine Poisson-Gleichung zu erhalten. In der Tat gilt

divA®) = | & LaE)Y, — = d%’i@(z’)(—ﬁ%). (2.13.15)

£ 47 X=X I 47 Tlx—Xx

Wegen der Konsistenzbedingung konnen wir dies mit Hilfe des Gauf8schen Satzes in ein Oberflichen-
integral umwandeln. Da der Rand des gesamten Raumes E° aber im ,,Unendlichen® liegt, konnen wir unter
der Annahme, daf§ @ im Unendlichen hinreichend schnell verschwindet, schlieflen, dafl dieses Oberflichen-
integral tatsichlich verschwindet. Nach der Produktregel gilt

H(x’ 1 1
div. | LE) N v 8] 4 B grad (2.13.16)
|x — x| |x — x| |x — x|
Wir haben also nach dem Gaufischen Satz
N ==
divA@) =—- [ dxdiv, |86 — | = tm L [ af@E)2ED) o, (2.13.17)
7 JEs X —=X'|] R-ooodm Jok, |x — x|

falls w(X ") im Unendlichen schneller als @(|%’|~!) verschwindet. Also ist die Coulomb-Eichbedingung erfiillt
und somit tatsichlich eine Losung fiir das Vektorpotential. Fiir den Solenoidalfeldanteil finden wir
schliefflich

- =/
Vy(X)=rotA(X)=| &x'V,_x wfx >_>
£ 4rt|x — x|
Lo, L, (2.13.18)
:_f S BE ) x 2 E :f &Ex BE) x ——
£ 4r|x—x'|  Jp 4r|x —x'?

Damit haben wir den Helmholtzschen Zerlegungssatz fiir Vektorfelder bewiesen. Wir fassen ihn noch ein-
mal tibersichtlich zusammen:

Seien p(X) und @(X) im E> definierte Felder, die im Unendlichen schneller als mit der Ordnung O/(|%|™)

abfallen und erfiille @ die Bedingung div @ = 0. Dann lifit sich ein gegebenes Vektorfeld V eindeutig in einen
Potentialfeldanteil und einen Solenoidalfeldanteil zerlegen, so dafl

V= \71 + \72, divV = —p, rot V=2, wobei (2.13.19)
=/
V,=—grad® mit ®X)= J d3x/%, (2.13.20)
£3 47|X —Xx'|
> 1 : A= 3.7 @)(9_5/)
V,=rotA mit A(X)= f P’ ——. (2.13.21)
£3 4r|x —x'|

Die Felder selbst berechnen sich aus der Quelle o und der Wirbelstirke @ des Vektorfeldes zu

X—x’

tnfi—x P

— _>/ —>—_>/ —
V(%)= f oy P X% V(%)= f P’ B(F')
E3 E3

4 f—2'P

(2.13.22)
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2.14 Allgemein kovariante Vektoranalysis

Zum Abschluff unserer Darstellung der Vektoranalysis betrachten wir noch die Differentialoperatoren in
allgemeinen krummlinigen Koordinaten (oder generalisierte Koordinaten), die wir mit ¢ = (¢!, 4%,4°) be-
zeichnen wollen. Wir bemerken, daff dies i.a. keine kontravarianten Vektorkomponenten sind (obwohl frei-
lich solche Vektorkomponenten ebenfalls diese allgemeinste Darstellung der Vektoranalysis erfiillen). Der
Ortsvektor ist dann eine Funktion dieser verallgemeinerten Koordinaten X = X(g). Diese Koordinaten be-
schreiben nun i.a. Teilgebiete des gesamten Euklidischen Raumes. Die generalisierten Koordinaten sollen nun
so geartet sein, daff die Vektoren

&(q) = Gx(q) = 5—%(q) (2.14.1)

linear unabhingig sind und folglich eine Basis bilden. Man bezeichnet diese Vektoren als die zu den genera-
lisierten Koordinaten ¢ gehdrigen holonomen Basisvektoren. Sie sind offenbar die Tangentialvektoren der
Koordinatenlinien in dem Punkt X(g), d.h. derjenigen drei Kurven, die sich durch Festhalten zweier der drei
generalisierten Koordinaten ergeben.

Nun konnen wir den allgemeinen Ricci-Kalkiil anwenden, miissen jedoch beachten, daff die Basisvektoren
jetzt ortsabhingig sind. Insbesondere sind auch die Metriktensorkomponenten

gk =8 & (2.14.2)

von ¢ und damit vom Ort abhingig.
Um die Differentialoperatoren grad, div, rot bestimmen zu kdnnen, fiihren wir am einfachsten auch karte-

sische Basisvektoren ¢ ein. Die Komponenten des Ortsvektors bezeichnen wir mit x’ *. Die Matrizen des
Basiswechsels zwischen den holonomen Basisvektoren und der kartesischen Basis sind nun ebenfalls ortsab-
hingig:

- /€ -/ -/ T

g]-:T i€ ek:U]kg]-, (2.14.3)

denn die ¢/, sind unabhingig, die g; aber abhingig vom Ort. Wir miissen also bei der Bildung von Ableitungen
diese Ortsabhingigkeit beachten. Als erstes bemerken wir, dafl wegen ¢/, = const

. L axt.
g =di= EP (2.14.4)
und damit .
a /
£ (9’; - =g (2.14.5)
ist. Aus der Kettenregel folgt nun
dq _ ;i _ dq) 3" o il :
Ero = 20 (9q' =" )= (3a")T', (2.14.6)
und damit wegen der Eindeutigkeit der Umkehrmatrix
_ a0
Ul,=dlq) = . q/k . (2.14.7)
x
Mit folgt
Gr=8 G=T"T &, ¢, =8,TT", (2.14.8)
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bzw. in Matrizen=Schreibweise o
(gp)=¢=T"T. (2.14.9)

Fiir die kontravarianten Komponenten der Metrik folgt daraus

A A

g =¢ =1'T"T=00", (2.14.10)

>

d.h. . |
g =U’ Uk, 8. (2.14.11)

Im folgenden ist es niitzlich, neben den kovarianten Basisvektoren g; durch
gh=g"g (2.14.12)
auch kontravariante Basisvektoren einzufiihren. Es gilt
S = s 'l I
g &=¢"88=8" =29 (2.14.13)

Damit konnen wir einen beliebigen Vektor ¥ durch ko- und kontravariante Komponenten ausdriicken, d.h.
es folgt

Q
[l

fngj => §k-5:vj§k-§j:v/8f:'vk (2.14.14)

bzw.

T=v,f > g T=8 §v;=0v, = (2.14.15)
Betrachten wir nun den Gradienten eines Skalarfeldes. Dazu verwenden wir zunichst die Darstellung in
kartesischen Koordinaten und verwenden die eben entwickelten Beziehungen, um auf die krummlinigen Ko-
ordinaten umzurechnen. Es ist klar, daf$ fiir die kartesischen Koordinaten wegen g]/./e =34 und g’j k= ik

stets ¢ /¥ = ¢’, gilt, d.h. wir kénnen
Ve=¢%9/e (2.14.16)
schreiben. Nun gilt
¢k =8"e) =8*U" g, (2.14.17)
und
glo=8/420" 2" Ui, 5. (2.14.18)

Setzen wir also (2.14.17) und (2.14.16) in (2.14.16) ein, erhalten wir

Ve =38U*g,U,30 CLEID gg,00=5¢ 0. (2.14.19)

Dies bedeutet, daf} die partiellen Ableitungen eines Skalarfeldes nach den generalisierten Koordinaten kova-
riante Vektorkomponenten bzgl. der Basis g, bilden.

Nach dieser Vorarbeit kdnnen wir nun auch die allgemeine Kovarianz dieses Formalismusses betrachten, d.h.
das Verhalten der diversen Groflen unter beliebigem Wechsel von einem System generalisierter Koordinaten

g’ zu einem anderen g’* betrachten. Dabei gehen wir davon aus, daff diese Koordinaten zumindest in einer
bestimmten (offenen) Region des Vektorraums den Ortsvektor umkehrbar eindeutig bestimmen. Dann kann

man auch in jedem Punkt eine umkehrbar eindeutige Abbildung zwischen den ¢/ und q’k angeben. Nun gilt

J . N . . .
aq/kx:&’k/qjé’jx:%q]gj =>U/,=3d/q. (2.14.20)

-/ /=
gkzakx:
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Es ist daraus unmittelbar klar, daf} die Metrikkomponenten g;;, = gj; sich auch bzgl. solcher allgemeiner
Koordinatentransformationen kovariant transformieren

8, =878, =U U8 8 =U"U" 8, (2.14.21)
Wie oben konnen wir nun auch die kontravarianten Basisvektoren
g =¢'"% (2.14.22)
einfiihren, wobei g/* wieder die Komponenten der zu g;, inversen Matrix bezeichnen, d.h. es gilt
§1=¢""g, =T/ ,T" g" U 3y =T/,00g" g, =T ,8"5 =T',8", (2.14.23)
wobei wir wieder T = U~ definiert haben, d.h.
Ti,=3,q". (2.14.24)
Damit ist sofort klar, daf} der Gradient eines Skalarfeldes
Ve=g/ 00 (2.14.25)

ein Vektorfeld ist.

Ebenso definiert die partielle Ableitung eines Vektorfeldes nach ¢/ ein Objekt, das sich bzgl. des entstehenden
freien Index’ ; allgemein kovariant transformiert, denn es gilt

o'V =043,V =U"4V. (2.14.26)

Um die Komponenten von J, 1% bzgl. der Basis g, zu finden, miissen wir nun beachten, daf} die g; von den
g* abhingen:
V=0 Vhg, +V* &) (2.14.27)

Es ist klar, dafl man den Vektor J; g, wie jeden Vektor nach den Basisvektoren g; entwickeln kann. Wir
definieren damit die sogenannten Christoffel-Symbole I ik

38 =395=T" 3 =T, =8 &) (2.14.28)

Wir halten fest, daf§ wegen der Vertauschbarkeit partieller Ableitungen fiir zweimal stetig partiell differen-
zierbare Funktionen das Christoffelsymbol in den beiden unteren Indizes symmetrisch ist

I =T (2.14.29)

Wir bemerken jedoch sogleich, daf} trotz der Notation mit hoch- und tiefgestellten Indizes das Christoffel-
symbol keine gemischten Tensorkomponenten definiert, denn es ist

rmbc = §/a ( 19/§/c) = Tﬂ]§] : Ukbak(UZc§l>
:Tﬂjngkb'(Ulcakgl'i'g[a/@UZC) (21430)
=T°U*U' Ty +T4,U%,3,U .
Den letzten Term konnen wir noch vereinfachen vermoge
Uk, q,ul . =U*,T4,d/U =8¢9,U/ . =3U/ . =3,3d!q’ (2.14.31)
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und damit ' '
I, =TU% U 1/, +T,3/3/q . (2.14.32)

Setzen wir nun (2.14.28) ind (2.14.27) ein, folgt

V=gV +1 v =gV, V. (2.14.33)
Man bezeichnet den Operator V; als kovariante Ableitung, denn mit folgt
V=g, vV =ul g Vvt =0t a V=05V, V! 5 UV, Vv =0, ViVE 1434
Multiplizieren mit 77, liefert
viv'=utT,V, VY, (2.14.35)

d.h. genau das Transformationsverhalten fiir gemischt ko- und kontravariante Tensorkomponenten.

Wir konnen freilich auch kovariante Ableitungen von kovarianten Vektorkomponenten definieren. Dazu
schreiben wir

\7:§fvj = gk\_}zgjgk‘/j-i-ngkgj. (2.14.36)

Die Ableitung des kontravarianten Basisvektors 13t sich nun auf die Christoffel-Symbole zuriickfiihren, denn
es gilt

o . SRR N . CIER) . . o A
§-8=08] =33 8)=0=(38)8+8as = (&) §+ly = G437 =—T/y3. 21437)
Dies in (2.14.36) eingesetzt ergibt

V=8V~ V) =§'V, V. (2.14.38)

Wir wollen nun zeigen, daf wir die Christoffelsymbole auch allein mit Hilfe der Komponenten des Metrik-

tensors berechnen konnen. In der Tat folgt mit (2.14.28)
38 =38 8)=(38) &+ 8 28 =" ngu+T" 18 =T + 11> (2.14.39)

wobei wir zur Abkiirzung auf die Christoffelsymbole die iibliche Regel zum ,Indexziehen® I} ;;, = g, ik

anwenden, obwohl es sich nicht um Tensorkomponenten handelt. Jedenfalls konnen wir nun (2.14.39) mit
zyklisch vertauschten Indizes hinschreiben:

a/eglj =Lkl +1“1]»k, 31g]~/e :Fk]»l +1“]-k1, (2.14.40)

wobei wir ausgenutzt haben, dafl gemif§ (2.14.29) die Christoffelsymbole bzgl. Vertauschen der hinteren bei-
den Indizes symmetrisch sind. Mit (2.14.39) folgt daraus

1 L1
Ljir= 5(3]’8/@1 +%8i1—gr) > T = 5811(3]&1 +3%8&i1—gk)- (2.14.41)

Nun kénnen wir auch die Divergenz eines Vektorfeldes bestimmen. In kartesischen Koordinaten ist &, Vi

ein Skalar und definiert die Divergenz des Vektorfeldes V. Da in kartesischen Koordinaten die Christoffel-
Symbole allesamt verschwinden, kdnnen wir folglich einfach definieren

V-V=divV=V,V/. (2.14.42)

Da diese Gleichung nimlich in kartesischen Koordinaten gilt, gilt sie auch in allgemeinen Krummlinigen
Koordinaten, da V; V* gemischt ko- und kontravariante Tensorkomponenten bilden. Entsprechend ist die
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Kontraktion, also Gleichsetzen der Indizes, wobei wir die Einsteinsche Summationskonvention anwenden,
also die Summe tiber j ausgefiithrt wird, ein Skalarfeld bzgl. allgemeiner Koordinatentransformationen. Der

Ausdruck (2.14.42) 1if3t sich aber noch vereinfachen. Es ist nimlich

: o
VAZEEAZES AL (2.14.43)
Mit folgt
: 1 1
Uje=3¢’ (9 8k + k81— Igk) = s % gji- (2.14.44)
Nun ist g/* die Umkehrmatrix von gjr- Aus 1) und 1) filgt dann
dg
dig= (%gkz)g— =(P:.gu)g"' g (2.14.45)
8kl
Also ist gemiaf3
; 1 1
2 Ve

Daraus folgt fiir (2.14.43)

- - 1 1
V-V=V,VFk=—(/gd,V*+V*3,/g)= —3,(/g V") (2.14.47)
Ve Ve
Schliefllich kénnen wir auch den Levi-Civita-Tensor aus (1.8.17) iibernehmen, denn mit demselben Beweis
sind auch
A= Jgen, AR =_L ik (2.14.48)
ikl =V &€kl = NG -1

allgemein ko- bzw. kontravariante Tensorkomponenten™]

Fiir die Rotation eines Vektorfeldes finden wir dann
S A 1 .
(I‘Ot V)J = A]klvk Vl = EA]kl(vk Vl — Vl V/e) (21449)
Nun gilt _ '
V.V, =V, V, =34,V _r]klvj -9V, —F]lij =9,V;—39V,. (2.14.50)

Fiir die antisymmetrisierte kovariante Ableitung kovarianter Vektorkomponenten darf man also auch ge-
wohnliche partielle Ableitungen schreiben:

-~ .1 . .
(rot V) = EAJM (B, V,—FV,) =0k 3 v, (2.14.51)

Es ist klar, daf§ wir in diesem Formalismus auch die verschiedenen Integrale der Vektoranalysis in allgemein
kovariant formulieren konnen. Beginnen wir mit dem Wegintegral eines Vektorfeldes. Offenbar kénnen
wir einen Weg durch eine differenzierbare Funktion 6 : t — ¢*(¢) mit t € (a, b) der generalisierten Koordi-
naten beschreiben, und fiir ein Vektorfeld gilt

R b dak R b dak . b dak b dak
= 9 5= q9 - q q
J%dXV:J; dtgakXV:J; dtgng:L dtgvk:J; dt?gklvl (21452)

BDies gilt allerdings nur fiir orientierungserhaltende allgemeine Koordinatentransformationen, also fiir solche Transformationen,

fiir die det 7> 0 ist. Das lifit sich allerdings offenbar stets durch geeignete Anordnung der neuen Koordinaten erreichen, so dafl dies
keine wesentliche Einschrinkung darstellt.
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Das Volumenintegral iiber ein Skalarfeld ergibt sich ebenso einfach aus der Verallgemeinerung des Vor-
gehens bei seiner Definition mit Hilfe kartesischer Koordinaten in Abschnitt Wir missen nur (2.9.1)
mit Hilfe des Levi-Civita-Tensor allgemein kovariant schreiben. Ist das Volumen V' durch irgendein Gebiet
G C R? der generalisierten Koordinaten g* definiert ist offenbar

f &Pxe = J d&’q,/g® (2.14.53)
\% G

gegeben, denn es ist mit den kartesischen Koordinaten und der entsprechenden Transformationsmatrix zu
den beliebigen generalisierten Koordinaten g*

&3 =d’qge, k&’x 5’2x]3x _d3qdetT $q./3. (2.14.54)

Ebenso ergibt sich aus der Parametrisierung einer Fliche im Raum mit Hilfe der generalisierten Koordinaten
T < (g, ny) — q*(uy, ), wobei (u;,1,) € F C R? mit Hilfe es Levi-Civita-Tensors fiir das Flichenintegral
tiber ein Vektorfeld
2o 99’ 34" 99’ 34"

fgdZF.V:deZMA]kla 18 ZVI f dz%'\/—éjklﬁmvl' (21455)
Es ist nun klar, daff die Integralsitze auch im Sinne dieses kovarianten Kalkiils gelten. Betrachten wir zuerst
den Gauflschen Integralsatz. Sei dazu ¥ C E? ein Bereich (, Volumen®) im Euklidischen Raum und V C R?
der entsprechende Bereich fiir die generalisierten Koordinaten ¢*. Dann entspricht der Rand 34 dem Rand
JdV.Dieser Rand &, sei wieder durch zwei generalisierte Koordinaten (#!, u?) € F C R? parametrisiert. Wir
behaupten nun, daff nun fiir allgmein kovariante Vektorkomponenten

f REAV Y :J d&2F.V (2.14.56)
v av
gilt. Zum Beweis miissen wir nur (2.14.47), (2.14.53) und (2.14.55) verwenden:
e = 1
f $PEV- V:J d3q\/§—9k(\/§vk):J $q3,(y/gV*H). (2.14.57)
¥ v V& %

Nun konnen auf den letzten Ausdruck den Gauflschen Integralsatz wie fiir kartesische Komponenten herge-
leitet anwenden, denn es handelt sich ja um den Ausdruck der Divergenz mit einfachen partiellen Ableitungen
wie in diesem Spezialfall, d.h. es gilt

J - -
Jvd%?v V= fdzwl]kﬂql gZz JZVh) fdz”Az;kaljzzvk $F.V,  (2.1458)

av
und das ist (2.14.56).
k(1

Ebenso folgt der Stokessche Integralsatz. Sei dazu Z wieder eine Fliche mit der Parametrisierung g*(#, u?),
(14 " ) F CR?und 3. ihr Rand parametrisiert durch ¢*(¢) mit ¢ € (4, »). Dann folgt mit (2.14.55) und

99" 39’ xim
f $F(Vx V)= fdz A DT Ty AV, (2.14.59)
Mit folgt aber
dq' d ”
f LF (VX V) f dzuel]k—qla—zzekl av,, (2.14.60)
und hierauf i3t sich nun wieder der Stokessche Integralsatz fiir kartesische Vektorkomponenten anwenden:
b k
e dg .5
dF-(VxV)=| dg"V,=| dt—V, = dx-V, (2.14.61)
7 oF . A o7

und das ist der Stokessche Integralsatz.
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2.14.1 Konsistenz mit dem Kalkiil in krummlinigen Orthonormalkoordinaten

Wir wollen nun noch zeigen, dafl der obige allgemein-kovariante Kalkiil in holonomen Koordinaten auch ge-
eignet ist, unsere fritheren Resultate fiir den Fall krummliniger Orthonormalkoordinaten in Abschnitt
herzuleiten. Wir geben dazu die Einsteinsche Summationskonvention in diesem Abschnitt auf und schreiben
wieder die Summenzeichen explizit hin. Fiir krummlinige Orthogonalkoordinaten ¢* gilt natiirlich zunichst
der allgmeine Kalkiil. Sie sind nur dadurch speziell, daf} die holonomen Basisvektoren g, orthogonal zuein-
ander sind, d.h. es gilt

(g;)=(3; - &) = diag(gf, g5, 87) = g'* =diag(g; %, 8,785 2): (2.14.62)
Wir fithren dann die normierten Basisvektoren

¢ =—5 (2.14.63)

ein. Die ¢ bilden dann ein kartesisches Koordinatensystem, das allerdings von den g* abhingt. Fiir die ent-
sprechenden Metrikkomponenten gilt aber offenbar

ik 13 13
g]{k:é\jk = ¢t =48/ :g]»zg/ ) (2.14.64)

Dabei ist in dieser Gleichung tiber ; natiirlich nicht zu summieren. Deshalb miissen wir hier und im folgenden,
wie oben bemerkt, die Einsteinsche Summationskonvention aufgeben. Wir nehmen weiter wie in Abschnitt

an, daf die Reihenfolge der ¢* so gewihlt ist, dafl die ¢/, tiberall ein rechtshindiges Dreibein bilden, d.h.

¢; = ¢, X ¢,. Fiir die kontravariante holonome Basis folgt daraus

3 . 1. 1., 1.
§h=> gt =58=—7c,=—¢" (2.14.65)
j 8L 8k 8k

Fiir die ko- und kontravarianten Vektorkomponenten bzgl. der holonomen Basis folgt nun

3 3 3 3
- - - > 1. k 1
k k k k k
V=YV =D Ve =D Vg =D Vit 5 VI =V = Vg ==V, (2.14.60)
k=1 k=1 k=1 =1 8k 8k

Weiter ist
g=detg =gigygy = VE =188 (2.14.67)
Jetzt brauchen wir nur die oben hergeleiteten Formeln fiir die Komponenten bzgl. der holonomen Basis und

die dazugehdrigen Basisvektoren mit Hilfe von (2.14.63{2.14.67) auf die entsprechenden Komponenten bzgl.

der orthonormierten Basis umzuschreiben. Fiir den Gradienten benétigen wir nur (2.14.25) und (2.14.65):

3 .
Ve=> §/50=>] iq/"é}q’ = (Vo) =(Vg)' = Loa, (2.14.68)

i
j=1 J=19J g]

was mit (2.10.33) ibereinstimmt.
Fir die Divergenz eines Vektorfeldes gehen wir von (2.14.47) aus und erhalten wieder mit (2.14.66) un

S : 1 S, (2188, 1 3, (e
V-V=—"o9D»19 (gV)= 3.<ﬁv’f - (222227 (2.14.69)
g;l =t g1gzg3§ T\ g g1gzg3§ N\ g

was (2.10.37) bestitigt.
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Fiir die Rotation finden wir schliefflich mit (2.14.51), (2.14.48) und (2.14.63}2.14.67))

3 3
-~ - _— 1 L
VxV= > A*gov, = PR ACAAR (2.14.70)
i\ k=1 818283 ; k=1
Es ist also ‘ .
(Vx V) =(VxV) = g, (g Vy). (2.14.71)
818283 7%

Schreibt man die Komponenten einzeln aus, erkennt man sofort (Ubung), daf} dies in der Tat mit (2.10.40
2.10.41) tibereinstimmt.
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Kapitel 3

Tensoren und Tensorfelder

In diesem Kaptitel erweitern wir unsere Betrachtungen {iber Vektorriume und ,lineare Strukturen® noch
um den Begriff der Multilinearformen oder Tensoren bzw. Tensorfelder. Der Dafd wir diese eigentlich eher
zur linearen Algebra gehorigen Teilgebiete der linearen Algebra erst jetzt besprechen und nicht bereits in
Kapitel [1]ist darin begriindet, dafl wir die fiir die Physik besonders wichtige Hauptachsentransformation
von symmetrischen Tensoren 2. Stufe einfacher mit Hilfe analytischer Methoden als mit rein algebraischen
Hilfsmitteln behandeln kénnen.

In der Physik spielen Tensorgrofien eine grofie Rolle. In der Vorlesung Mechanik 1 begegnet uns der Trig-
heitstensor eines starren Korpers, und fiir die entsprechenden Anwendungen bendtigen wir bereits die Haupt-
achsentransformation. In der Kontinuumsmechanik kommen Tensoren zweiter Stufe ebenfalls hiufig vor,
meist auch als Tensorfelder. So gibt es z.B. den Dehnungstensor, der die Verzerrung eines elastischen Kor-
pers bei Anlegen duflerer Krifte an seiner Oberfliche, die wiederum durch den Spannungstensor entlang
dieser Oberfliche beschrieben werden, angibt. Der Name Tensor fiir solche mathematischen Konstrukte geht
aus der Bedeutung des Dehnungstensors hervor (lat. tenere=strecken, verzerren).

3.1 Multilinearformen

Wir betrachten einen beliebigen euklidischen Vektorraum V' der endlichen Dimension 7. Dann heifSt eine
Abbildung A : V¥ — R eine Multilinearform oder Tensor k-ter Stufe, wenn sie in jedem Argument linear
ist, d.h. es gilt fiir alle Vektoren Xy, ...,X;, J;,7, und reelle Zahlen A, 4,

A("_C)l’ cee ,9_5]‘1, /115;1 + /125;2,3?]‘_}_1, “ee ’}_C)k) :/{1A(.9_C>1, e ,J_C)]‘_l,_’)_/)l,zj_l_l, e ,?_5)

L . (3.1.1)
—I—/IZA(xl,...,xj_l,yz,ijrl,...,x).

Seinun (¢;) mit j € {1,...,n} eine beliebige kartesische Basis. Dann folgt aus der Multilinearitit der Abbil-
dung A, daf diese bereits durch die 7* reellen Zahlen

A=A E .8, i€l n} (3.1.2)

vollstindig und eindeutig charakterisiert ist. Man nennt 7; ; kartesische Tensorkomponenten des Tensors

T.

Da (€;) nimlich eine kartesische Basis ist, gilt

n

A(ﬂ,b,...,Z): ‘ Z Ajpfz ..... ]‘kﬂjlbjz"'zl'k, (3.1.3)
Tiseenfp=1
wobeia; =¢; -d die j-te Komponente des Vektors & bzgl. der kartesischen Basis (¢;) bezeichnet.
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Ein Spezialfall sind Tensoren 1. Stufe, die man kurz auch Linearformen nennt. Sei also L eine Linearform.
Sie ist eindeutig durch ihre Tensorkomponenten L ; = L(¢;) bzgl. der Basis (¢;) bestimmt, und es gilt

X :Zijj. (3.1.4)
]:

Definieren wir nun den Vektor

ZL] ¢, (3.1.5)

so folgt daraus sofort
LF)=L-%. (3.1.6)

Gibt man umgekehrt LeV beliebig vor, definiert (3 h eine Linearform L. Es gibt also eine umkehrbar
eindeutige Abbildung zwischen Linearformen auf einem euklidischen Vektorraum und den Vektoren dieses
Vektorraums.

Wir betrachten nun das Transformationsverhalten der Tensorkomponenten bzgl. orthogonaler Transforma-
tionen, die den Wechsel von einer kartesischen Basis (¢;) zu einer anderen kartesischen Basis (3;) beschreiben.

g]‘:ZTl]_)l/’ _) Z ji ] (317)
=1

Aus Abschnitt[1.3| wissen wir, dafd fiir die entsprechenden Matrizen die Orthogonalititsbeziehung

Es sei also

U=T"=7T" & T.=¢ ¢ =U, (3.1.8)

gilt.
Damit ist es aber sehr leicht, die Tensorkomponenten bzgl. der einen Basis in durch die Tensorkomponenten
der jeweils anderen Basis umzurechnen, denn es gilt wegen der Multinearitit der Abbildung

n

/ —
Ail"'i/e _A( ‘ Z 1U111 Ukl/eAh gk T ' Z 1Ti1]'1 '”Tik]'kAjl...jk' (3.1.9)
VSRR ]k JiseesJp=

Die kartesischen Tensorkomponenten transformieren sich also gemif3 (1.3.5) bzgl. jedes Index” analog zu den
kartesischen Komponenten eines Vektors X.

Offensichtlich kann man aus zwei Tensoren k-ter A und B durch Linearkombination einen neuen Tensor
C = AA+ uB bilden, indem man fiir alle X,,...,X, € V

C()_El,.. .,.;Ek) = /1A()_C>1,.. .,.;Ek)‘i_ [L[B(.;El,...,?_ék) (3.1.10)

definiert. Offensichtlich bilden mit dieser Definition die Tensoren k-ter Stufe einen 7*-dimensionalen Vek-
torraum, den wir mit L, (V') bezeichnen.

Weiter konnen wir aber auch ein dufleres Tensorprodukt definieren. SeiA € L, (V) und B € L , so definiert
man C=A®B € Lk1+k2(V) dadurch, daff man fiir alle El,...,a?kl,il,...,ikz eV

C(Q_C)l,...,zkl,j/)l,...,j_})kz) :A(;c)l""’%kl)B(:)_})l""’5})162) (3111)

setzt.

Insbesondere kann man mit der Identifikation der Linearformen mit Vektoren vermoge (3.1.4) die k-fachen
Produkte der kartesischen Basisvektoren (€;)

E. ., =¢,® ®¢ (3.1.12)
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bilden. Aus der Definition der Tensorkomponenten bzgl. dieser Basis ist klar (nachpriifen!), daf}

n

A= >0 A G E (3.1.13)
]1"“]/€:

gilt. Daraus folgt, daff fiir jedes Orthonormalsystem (¢;) die Tensoren (3.1.12) eine Basis des Tensorrau-
mes L, (V') bilden. Auflerdem folgt aus dem Transformationsverhalten der Basisvektoren unter orthogonalen

Transformationen (3.1.7), dafd stets

n n
E Z / /
A Z Ah]k Jioeesdk Ajl"']'/eEjl""’jk (3'1'14)

jire=1 jirde=1

gilt.
Schliefflich kdnnen wir fiir Tensoren mindestens 2. Stufe noch die Kontraktion oder Spurbildung definieren.
Sei also A € L, (V) mit k> 2. Dann ist

B= 20 Aiijiii i Eiiis €Lea(V) (3.1.15)

l’]l""’jkfz

ein Tensor (k—2)-ter Stufe. Das Transformationsverhalten der Basisvektoren und Tensorkomponenten unter
orthogonalen Transformationen zeigt sofort, dafl diese Definition unabhingig von der Wahl der Basis ist.
Man nennt die Opertion auch Kontraktion bzgl. der ersten beiden Tensorindizes. Es ist klar, daf3
man analog auch ein beliebiges anderes Paar von Indizes oder mehrere Indizes zugleich kontrahieren kann.
Man erhilt dann immer Tensoren der entsprechenderen niedrigeren Stufe.

Die Kontraktion eines Tensors zweiter Stufe ergibt definitionsgemif} eine reelle Zahl, die man als Spur (eng].
trace) des Tensors bezeichnet, d.h. fir T € L,(V)

k
TrA=> A, (3.1.16)
1=1

3.2 Symmetrische Bilinearformen und Hauptachsentransformationen

Die Tensoren 2. Stufe bezeichnet man als Bilinearform. Besonders wichtig sind die symmetrischen Biline-
arformen. Dabei heift eine Bilinearform B € L, (V') symmetrisch, wenn fiir alle X;,x, € V

B(%,X,) = B(%,,%;) (3.2.1)
gilt. Insbesondere bilden die Komponenten dieser Bilinearform wegen

B;; =B(¢;,¢;) = B(¢;,¢,) = B;;. (3.2.2)

eine symmetrische Matrix, die wir mit B bezeichnen wollen. Dann gilt mit den entsprechenden Spalten-
vektoren X = (x;) und y = (y;) aus den Vektorkomponenten von X und y bzgl. der kartesischen Basis (¢;)

B(,5)=%"B7. (3.2.3)
Aus dem Transformationsverhalten von Tensor- und Vektorkomponenten gemif3 (3.1.9)

/

B =TBTY, ¥=1% 7=13 (3.2.4)
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sowie der Orthogonalitit der Transformationsmatrix (77 = 7—") die Invarianz von (3.2.3) unter orthogona-
len Basistransformationen

s/ A A A A A A —
XTBy =(Tx)'TBT " Ty=x"T"T By=x"B7y. (3.2.5)
Dies ergibt sich auch sofort daraus, daff links in (3.2.3) eine von der Basis unabhingige Grof3e steht.

Im folgenden wollen wir die Frage kliren, wie man die Matrix B durch Wah! der Orthonormalbasis in eine
moglichst einfach Form bringen kann. Dazu betrachten wir das Eigenwertproblem zu dieser Matrix B . Wir

bezeichnen einen Vektor € # 0 als Eigenvektor der Matrix B, wenn es ein A € R gibt, so dafl
Be=Je (3.2.6)

und bezeichnen dann A als Eigenwert der Matrix B.
—T

Da weiter voraussetzungsgemifl B = B ist, folgt durch Transponieren der Gleichung (3.2.6
TR oy T
7B =¢TB = (3.2.7)

Seien nun ¢, und ¢, zwei Eigenvektoren zu den Eigenwerten A; und A,. Dann folgt aus (3.2.6)

und mit (3.2.7)

Subtrahieren wir voneinander, folgt
Falls A, # A,, folgt daraus ¢ - €, =0, d.h. zwei Eigenvektoren einer symmetrischen Matrix zu verschiedenen
Eigenwerten stehen stets orthogonal zueinander.

Weiter stellen wir fest, dafl die Eigenvektoren zu einem Eigenwert A einen Untervektorraum aufspannen.
Seien nimlich e, und e, Eigenvektoren zum gleichen Eigenwert A, so gilt fiir beliebige Zahlen u,, u, € R

B(uyy + €)= py B + w1y Bey = py Ay + upAey = A(uyey + pye), (3.2.11)

d.h. auch jede Linearkombination von Eigenvektoren zum Eigenwert A sind wieder Eigenvektoren zu diesem
<«
Eigenwert. Wir bezeichnen den Untervektorraum der Eigenvektoren von B zum Eigenwert A als Eigenraum

zum FEigenwert A und bezeichnen ihn mit Eig(?, A).

Nun kénnen wir im Unterraum Eig( B, A) eine Orthonormalbasis wihlen und zu einer Orthonormalbasis
fir den ganzen Vektorraum erginzen. Da die Vektoren in Eigenrdumen zu verschiedenen Eigenwerten ge-
mifd aufeinander senkrecht stehen, konnen wir zuerst zu jedem Eigenraum eine Orthonormalbasis
bilden und dann diese Vektoren zusammenfassen. Diese sind alle Einheitsvektoren und paarweise orthogonal

«—>
zueinander. Wir kénnen dann sicher auch diese Eigenvektoren von B zu einer Orthonormalbasis des ganzen
R” vervollstindigen.

Es erhebt sich nun die Frage, ob es eine Orthonormalbasis gibt, die 7x#r aus Eigenvektoren von B besteht.

Dies ist besonders bequem, weil dann die Matrix B bzgl. dieser Basis eine Diagonalmatrix ist, denn dann
gilt

B, =B(Z,¢)=A;¢ -6 = A8y, (3.2.12)

7

118



3.2 - Symmetrische Bilinearformen und Hauptachsentransformationen

d.h. B;; =0fiir i # j, und B;; = A;. Die Matrix B bzgl. einer Basis von Eigenvektoren ist also in der Tat eine
Diagonalmatrix, und auf der Diagonalen stehen die Eigenwerte dieser Matrix.

Wir zeigen nun, daf§ es fiir symmetrische Matrizen stets eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren gibt, d.h.
man kann stets eine orthogonale Transformation der urspriinglichen Orthonormalbasis (¢;) zu einer Ortho-

normalbasis (E’]{) finden, so dafl B = diag(4;, 4,,...,4,) ist. Man bezeichnet eine solche orthogonale Trans-
formation als Hauptachsentransformation. Diese Bezeichnung wird im folgenden noch klar.

Den Bewetis fithren wir durch vollstindige Induktion bzgl. der Dimension 7. Fiir » = 1 ist nichts zu beweisen,
A
denn dann besteht B einfach aus einer Matrix mit einer Zahl, und folglich ist ein Einheitsvektor in dem

<«
eindimensionalen Vektorraum stets Eigenvektor von B. Nehmen wir nun an, die Behauptung sei fiir einen
Vektorraum der Dimension 7 korrekt. Dann miissen wir zeigen, daf} dies auch fiir einen Vektorraum der
Dimension 7 + 1 zutrifft. Sei also B eine Bilinearform auf einem (7 + 1)-dimensionalen Vektorraum. Dann

«—>
zeigen wir, daf$ es wenigstens einen Eigenvektor von B gibt. Dazu betrachten wir die quadratische Form

<«

Q(X)=B(%,%)=x"BX. (3.2.13)

Die Einheitskugelschale, die durch die Nebenbedingung N(¥) = 1—%-¥ = 1—X ' x = 0 definiert ist, ist offen-
bar eine abgeschlossene und beschrinkte Menge von Vektoren, d.h. jede konvergente Folge von Einheitsvek-
toren konvergiert gegen einen Einheitsvektor (warumsg). Weiter ist die quadratische Form stetig und beliebig
oft stetig partiell differenzierbar (wobei Ableitung einer Ordnung > 3 offenbar allesamt verschwinden) und
damit auch stetig. Nach dem Satz vom Maximum, der fiir stetige Funktionen mehrerer Verinderlicher genau-
so gilt wie fiir solche einer Verinderlichen (und auch in analoger Weise wie in Anhang[A.5|bewiesen werden

kann), besitzt Q(X) unter der Nebenbedingung N(x) = 0 ein Maximum.
Wie in Abschnitt [2.3|gezeigt, mufy dann norwendig die Funktion

g(®% )= QX))+ A(1—x'%) (3.2.14)
einen verschwindenden Gradienten besitzen, d.h. es mufi ein x =€ geben, so daf} (nachrechnen!)
J A)= B, = dgE)=1—cle=
g—ge Z i€ — =0, Jdgle,A)=1—e'e=0. (3.2.15)

Der erste Satz von Gleichungen fiir € {1,2,...,7+ 1} ergibt die Eigenwertgleichung (3.2.6), d.h. es existiert
ein Eigenvektor e.

Wir kénnen dann eine Orthonormalbasis (€;);¢(1 5 ,41) mit €, = € konstruieren. Fiir die entsprechende
darstellende Matrix unserer Bilinearform bzgl. dieser Basis gilt dann aber

Boi1j =81 = A8 i (3.2.16)
Die Matrix hat bzgl. dieser Basis also die Gestalt
By By B, ©
N = B B B 0
- B 9, 21 Dx» 0
B={gr )= 8 0 (3.2.17)
0 0 0o A

Damit ist das Problem, diese Matrix weiter zu diagonalisieren offenbar auf den 7-dimensionalen Unterraum,
dervonden (¢;);c(1,,,.,»y aufgespannt wird, reduziert. Nach Induktionsvoraussetzung kann dies durch Wahl
einer Basis aus Eigenvektoren dieses Unterraumes erreicht werden, und damit ist die Behauptung bewiesen:
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Fiir eine symmetrische Matrix gibt es stets eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren.

Nun wenden wir uns der Frage zu, wie man das Problem [6sen kann, diese Basis zu finden. Sei nun also

>
wieder B die darstellende Matrix einer Bilinearform im #-dimensionalen Vektorraum. Nun schreiben wir

die Eigenwertgleichung (3.2.6) in der Form

(‘E_un)z:a (3.2.18)

Damit dieses lineare Gleichungssystem eine Losung € # 0 besitzt, muf} die Determinante der in Klammern
stehenden Matrix verschwinden, d.h.

Py( V) =det(B —1,)=0, (3.2.19)

weil anderenfalls nach der Cramerschen Regel (1.6.55) das Gleichungssystem (3.2.18) nur die triviale Losung

¢ = 0 besitzen wiirde.

Nun ist die durch (3.2.19) gegebene Funktion Py ein Polynom 7-ten Grades,

Py(A)=(—1)"A"+---, (3.2.20)

das charakteristische Polynom der Matrix E

Die Eigenwerte dieser Matrix sind also die Nullstellen des charakteristischen Polynoms. Aus dem obigen
Beweis zur Hauptachsentransformation wissen wir, dafl es stets gentigend reelle Lésungen zu dieser Gleichung
gibt, um eine Orthonormalbasis von Eigenvektoren zu bestimmen.

Als einfaches Beispiel betrachten wir die symmetrische Matrix in R?*?

- /11
B:<1 1>_ (3.2.21)

Um die Hauptachsentransformation zu bewerkstelligen, also eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren zu
finden, berechnen wir zuerst das charakteristische Polynom

Py(A) = da(lz’1 1:{) =(1-2?—1=2-21=A(1-2). (3.2.22)

Die Eigenwerte der Matrix ergeben sich als Nullstellen dieses Polynoms. Man liest unmittelbar ab, daff dies
A, =0und A, =2sind.

Die Eigenvektoren findet man dann durch Losung der entsprechenden Eigenwertgleichungen zu diesen Ei-
genwerten, also

Be,=0. (3.2.23)

1 /1
[ = <_1> (3.2.24)

erfiillt ist, wobei wir den Vektor bereits auf 1 normiert haben. Fiir den zu A, = 2 gehérigen Eigenvektor folgt

Es ist sofort klar, dafl dies fiir

(B —21,)e, = 2¢). (3.2.25)

o 1 <1>
€, = — . 3.2.26
der Fall. Offenbar ist (¢,,¢,) in der Tat eine Orthonormalbasis des R? (nachpriifen!).

Dies ist offensichtlich fiir
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Die Transformationsmatrix 7 ergibt sich gemiaf$ 1i durch

T,j=c¢ie, (3.2.27)

d.h.
o1 1 =1\,
T= 5= <1 ) > =(2),e)". (3.2.28)

In der Tat erhilt man durch einfaches Nachrechnen, daf die darstellende Matrix der Bilinearform B bzgl. der
neuen Basis diagonal ist. Gemif3 (3.2.4) ist nimlich

«—/ A A
B =TBTT= <g g) (3.2.29)

3.3 Kegelschnitte im R?

Kommen wir noch auf den Namen ,Hauptachsentransformation fiir die Diagonalisierung der darstellenden
>

Matrix B einer symmetrischen Bilinearform B, die sich aus einer geometrischen Betrachtung ergibt.

Betrachten wir zunichst R? und eine beliebige symmetrische Bilinearform B € L,(R?) und Q(%¥) = B(X, %)
die dazugehdrige quadratische Form. Sei weiter 4 € R? beliebig vorgeben. Wir betrachten nun Kurven, die
implizit durch die Bedingung

QE)+a-i=1 (3.3.1)

definiert sind.

Wir wollen die Eigenschaften der so definierten Kurven untersuchen. Dies kénnen wir zunichst dadurch
vereinfachen, dafl wir als Basis des kartesischen Koordinatensystems eine Orthonormalbasis aus Eigenvek-

toren wahlen. Wir setzen also im folgenden voraus, daf} B = diag(A,, 4,) gilt. Weiter kénnen wir noch den
Koordinatenursprung beliebig verschieben, also die Vektoren X = & 4 ¢ mit ¢ = const wihlen. In diesem

Koordinatensystem ergibt sich fiir
QE)+d-%=A(& + ) + (& + o +ay(& + o) +ay(€y + ) = 1. (3.3.2)

Wir miissen nun Fallunterscheidungen bzgl. der Eigenwerte A, A, vornehmen.

A, A, # 0. Dann kénnen wir durch geeignete Wahl von ¢ die in ¢ linearen Terme eliminieren. Dazu multi-

plizieren wir den quadratischen Teil aus und sortieren nach Potenzen der Komponenten von ¢:

QX)+a-x :/11512 + /12522
+2A ey +ay)é; + (240 +ay)é, 3.3.3)
+ /11612 + /\2622 +aic+ac,.

Dann kénnen wir offenbar durch die Wahl

G=—=, CG=—— (3.3.4)

2 2
Ddd R= A E2 2.4 4
Q(x)+ﬂ X—Algl +/12£2 4/{1 4/12 (33.5)
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Die Bedingung (3.3.2) lautet dann nach einfachen Umformungen

/1/1512 + /1/2522 =1, (3.3.6)
wobei
, af a§ -1
SN I e (1,2, 3.3.7
/17 /1]< +4/11+4/12> IAA ( )

Dabei nehmen wir an, daf§ die Klammer nicht verschwindet. Diesen Fall betrachten wir unten gesondert.

Als weitere Fallunterscheidung betrachten weiter A;, A, > 0. Dann haben wir es mit einer geschlossenen Kurve

zu tun, die wir durch
1

1
parametrisieren konnen. Es handelt sich um eine Ellipse mit den Halbachsen a = 1/4/ A, und b = 1/4/ 4,.
Mit diesen Bezeichnungen wird die Parameterform (3.3.6) zu

<é>2 " <%>2 1. (39

Daf} es sich tatsichlich um eine Ellipse handelt, sieht man wie folgt ein:
Nehmen wir an, dafl 2 > b sei (andernfalls konnen wir dies durch Ver-
tauschen der Basisvektoren erreichen). Sei dann der Brennpunktsabstand
durch e = v a2 — b2 definiert. Die Brennpunkte sind dann durch {; = e,
&, = 0 definiert. Um zu zeigen, daf3 die durch beschriebene Kurve
tatsichlich eine Ellipse ist, miissen wir zeigen, dafl die Summe der Abstin-
de eines Punktes auf der Kurve von den beiden Brennpunkten konstant ist

(s. Skizze). In der Tat gilt fiir Vektoren £, die erfiillen (nachrechnen!)

&= cosp, &= sing, ¢€[0,27) (3.3.8)

|E\P|+|EP| = 1/(& + e+ E2 + /(& —e)? + &} = 2a = const. (3.3.10)
A;>0und A, <0. Dann setzen wira = 1/4/ A, und b = 1/4/—A,. Dann nimmt 1) die Form

2 2
<é> —<é> —1 (3.3.11)
a b
an. Diese Kurve kénnen wir offensichtlich durch

& ==xacoshn, & =bsinhny, neR (3.3.12)

parametrisieren. Die Kurve zerfillt offenbar in zwei Aste gemif} der un-
& terschiedlichen Wahl der Vorzeichen von &;. Wir zeigen nun, daf§ es sich

um eine Hyperbel handelt. Sei dazu e = v/a2 + b2. Dann sind die Brenn-
’ punkte durch &, = +e, &, =0 gegeben. In der Tat gilt (nachrechnen!)

o NEPI-IEP) = | E TP+ G = E—eP+ & =22 (3.13)

Schlief8lich betrachten wir den oben ausgeschlossenen Fall, daf} die Klam-
mer in (3.3.7) verschwindet. Dann nimmt die Gleichung (3.3.2) die Form

2 2
<é> _<é> —0 (3.3.14)
a b
an. Damit entartet in diesem Fall die Kurve zu den beiden Geraden

£ :i%{l. (3.3.15)
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& Schliefilich fehlt noch der Fall A; =0, A, # 0. Wenn ein Eigenwert von B
\ verschwindet, kdnnen wir stets erreichen, dafl dies A, ist, indem wir ggf.
die Basisvektoren vertauschen. Dann nimmt (3.3.3) die Form

17 QE)+d- =& + a8+ Qo +a)s+ el +a,  (3.3.16)
g
, an. Setzen wir nun ¢, = —a,/(24,), vereinfacht sich dies zu
F ﬂz
Q(2)+;.£:,12522+41£1—j+alc1. (3.3.17)
2

Die Kurve (3.3.1) kénnen wir dann eindeutig mit &, € R parametrisieren,
und es ergibt sich fiir 2, # 0 und die Wahl ¢; = 1/a; + a3 /(4a,A;)

A
&= d—fgzz. (3.3.18)

<«
Wir kdnnen weiter annehmen, dafl A,/a; > 0 ist. Andernfalls miissen wir in der Eigenbasis von B nur €,
durch —é, ersetzen. Setzen wir nun a, /A, = 4f, erhalten wir

_&
=i
Es handelt sich um eine Parabel. Dazu definieren wir den Brennpunktals F: &, = f,&, = 0 und die Leitge-
rade g: & =—f und zeigen, daf} fiir jeden Punkt auf der Kurve (3.3.19) der Abstand von der Leitgeraden

gleich dem Abstand vom Brennpunkt ist (s. Skizze). In der Tat gilt fiir den Abstand des Punktes P: (&}, &)
auf der Kurve vom Brennpunkt

& (3.3.19)

[FP|= /(& —fR+EF = (E,—f P +4fE =& +f, (3.3.20)

und dies ist auch der Abstand des Punktes auf der Kurve von der Leitgeraden, und somit ist die Kurve in

der Tat eine Parabel. Wir sehen also, daf} die Eigenvektoren der Matrix B fiir den Fall der Ellipse (also beide
Eigenwerte positiv) die Richtung der Hauptachsen charakterisieren. Dies erklirt die Bezeichnung ,,Hauptach-
sentransformation® fiir die Diagonalisierung der darstellenden Matrizen von Bilinearformen (also Tensoren
2. Stufe).

Eine alternative Beschreibung der Kegelschnitte erhilt man, indem man den Ursprung des Koordinatensy-
stems in einen der Brennpunkte von Ellipse oder Hyperbel bzw. den Brennpunkt im Falle einer Parabel legt.
Diese Darstellung erhilt man z.B. bei der tiblichen Behandlung des Keplerproblems, denn in der Niherung,
dafy man die Sonne als festes Zentrum betrachtet, legt man das Koordinatensystem gewdhnlich in den Mit-
telpunkt der Sonne. Der betrachtete Himmelskorper bewegt sich dann auf einem Kegelschnitt, bei dem die
Sonne in einem Brennpunkt liegt. Dann verwenden wir Polarkoordinaten, wobei ¢ = 0 dem sonnennichsten
Punkt (Perihelion) der Bahn entspricht. Wir wollen die entsprechenden Darstellungen der Kegelschnitte als
Funktion r = r(¢) aus den oben besprochenen geometrischen Eigenschaften der Kegelschnitte herleiten.

Beginnen wir mit der Ellipse. Gemif Abbildung|3.1|gilt
— = = — =
F\P=2ee,+x, F,P=r7. (3.3.21)
Um die Polardarstellung der Ellipse zu finden, verwenden wir (3.3.13). Zunichst gilt wegen (3.3.21)
|F,P|? = (2¢¢, + %)* = 4e* +4er cosp + 17, (3.3.22)
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Abbildung 3.1: Zur Herleitung der Kegelschnittgleichung in Polarkoordinaten mit einem Brennpunkt im
Koordinatenursprung.

und damit lautet (3.3.13)

|F\P|+|F,P| = +/4e2 +4ercosp+ 12+ r =2a. (3.3.23)

Dies l6sen wir nach r auf. Wegen a? — e? = b? ergibt sich

(2a—r)Y? =4e* +4ercosp+ 12 = b? =r(a+ecosy). (3.3.24)
Dies ergibt
2
r)=—2L  mit =%, p= Ly (3.3.25)
1+ e€cosg a a

Dabei heifit 0 < ¢ < 1 die exzentrische Anomalie der Ellipse, denn dieser Parameter gibt die Abweichung
vom Fall einer Kreisbahn ¢ = 0 an, und p heifSt Halbparameter der Ellipse. Dessen geometrische Bedeutung
ist in Abb. [3.1]angegeben. In der Tat ergibt sich fiir ¢ = 77/2 aus r(m/2)=p.

Ebenso konnen wir bei der Hyperbel vorgehen. Wir erhalten wieder dieselbe Gleichung (nachrech-
nen!). Nur ist jetzt € = e/a > 1. Da stets r > 0 sein muf}, ist der Winkelbereich auf |¢| < ¢ .. bestimmt,
wobei

1
ecosg . =—lg . =—arccos <;> (3.3.26)

gegeben ist. Freilich ergibt sich nur der linke Ast der Hyperbel. Der rechte wird durch die entsprechende
Polargleichung (nachrechnen!)
)4

_ (3.3.27)
l—ecose

r(p)=

beschrieben.

Bei der Parabel lesen wir aus Abb. [3.1|aufgrund der geometrischen Eigenschaft, df§ ein Punkt auf der Parabel
vom Brennpunkt gleich weit entfernt ist wie von der Leitgeraden g

2f +rcos(m—op)=7r = r(p)= 2f

=) (3.3.28)
1+cosg

d.h. es gilt wieder die Gleichung (3.3.25), wobei ¢ = 1 und p = 2 ist. Daf} fiir die Parabel der Halbparameter
gerade p =2f ist, folgt auch sofort aus der geometrischen Bedeutung der Parabel (vgl. Abb.[3.1).
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3.4 FElementare Kreiseltheorie

In diesem Abschnitt zeigen wir anhand der Beispiels der Kinmeatik des starren Korpers eine Anwendung der
bisher behandelten Vektor- und Tensoranalysis.

Wir modellieren den starren Korper als ein System von Punktteilchen, die durch sehr starke Zentralkrifte
zusammengehalten werden, so dafy von Deformationen durch auflen angreifende Krifte abgesehen werden
kann, d.h. aufgrund der Bindungskrifte ist die relative Lage der Massenpunkte fixiert.

Zunichst ist die Lage von N Massenpunkten durch
3N Kkartesische Komponenten der entsprechenden
Ortsvektoren relativ zu einem in einem Inertialsy-
stem fixierten Punkt gegeben. Wir bezeichnen die-
ses Inertialsystem im folgenden als raumfestes Be-
zugssystem und definieren einen Ursprung O und
ein rechtshindiges kartesisches Basissystem (¢; ).

Freilich ist die Angabe aller 3N kartesischen Kom-
ponenten fiir jeden Massenpunkt innerhalb des star-
ren Korpers unndtig, da ja die relative Lage der Mas-
senpunkte festliegt. Um die Lage des starren Korpers
vollstandig zu charakterisieren, bendtigen wir nur
die Lage eines bzgl. des Korpers fixierten Punktes
O’ und die Orientierung eines starr mit dem Kor-
per verbundenen rechtshindigen kartesischen Basis-
systems (€, . Dies bezeichnen wir im folgenden als

korperfestes Bezugssystem. Wir bezeichnen den Ortsvektor des korperfesten Punktes O’ mit 2. Wie wir in
Abschnitt|1.3|gesehen haben, sind die beiden rechthindigen Orthonormalbasen des raum- und korperfesten

Bezugssystems durch eine orthogonale Matrix D mit D' = DT und det D = 1 miteinander verkniipft:
3 3
Z;:Zlegl und gl:ZleéZ. (341)

Wie wir unten sehen werden, ist es zweckmifig, diese Drehung durch die drei Euler-Winkel (¢, 8, ¢) wie in

Abschnitt beschrieben zu parametrisieren.
Folglich besitzt der starre Korper genau 6 voneinander unabhingige Freiheitsgrade, nimlich die drei Kompo-

nenten z des Ortsvektors des korperfesten Bezugspunktes O’ und die drei Euler-Winkel der Drehmatrix D.
Die Ortsvektoren der einzelnen Massenpunkte bzgl. des Raumfesten Bezugspunkt O bezeichnen wir mit X,
(@ €{1,...,N}) und relativ zum korperfesten Bezugspunkt O’ mit 7,. Dann gilt

R =d+7,. (3.4.2)

a

Um die Dynamik des starren Korpers zu beschreiben, benétigen wir nun oft die Umrechnung von raumfesten

Koordinaten V und kérperfesten Koordinaten V' eines beliebigen Vektors

3 3
V=>V/E => V. (3.4.3)

Bzgl. der Zeitabhingigkeit ist zu beachten, dafl die € zeitabhingig und die €, zeitunabhingig sind. Mit (3.4.1)
folgt

— / —/

V=DV und V =DV, (3.4.4)
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und es gilt fiir die Zeitableitung der raumfesten Vektorkomponenten

-/

- A — A—/ A A r— A —
V=DV +DV =DD"V+DV . (3.4.5)

Nun bemerken wir, daf§ aus der Orthogonalititsbeziehung

DD =1, (3.4.6)
durch Ableitung nach der Zeit
DDT+DPDT=0= DD =—PDT=— <1§1§T>T (3.4.7)
folgt. Das bedeutet, daf}
A=DDPT=_A7 (3.4.8)

ist, d.h. dafd (2 eine antisymmetrische Matrix ist. Wir kdnnen sie folglich mit Hilfe des Levi-Civita-Symbols
durch Vektorkomponenten @ parametrisieren gemif}

3 3
ij :—Zfiklwlz—l-Zwﬂka)l, (349)
=1 I=1

wobei die Wahl des Vorzeichens Konvention ist. In Matrixform geschrieen, lautet diese Gleichung

R 0 —w; w
—w, W 0
Dann gilt fiir den ersten Term in (3.4.5)
Q- A S 3 —
Db v) —(OV) =570, V, =S €.V, =@ x V). (3.4.11)
< . ( )] ;;Iek kJZ:1]lkl/e ( );

Da sich die Komponenten eines Kreuzprodukts wie Vektorkomponenten transformieren, gilt

GxV=D@ xV). (3.4.12)
Wir kénnen also L _
V=DV +a&' xV) (3.4.13)
schreiben. Es gilt demnach
. 3 3 . 3 v,
V= ]Z; Ve = ;1 &D(V +@' x V), = kz;z;(v +@' x V), (3.4.14)
= F= -

. = .. . . —
Die Komponenten von V bzgl. des korperfesten Bezugssystems weist also einen Zusatzterm e’ x V' aufgrund
der Zeitabhingigkeit der korperfesten Basis (E]/.) auf, die von der zeitabhingigen Rotation dieser Basis gegen

die zeitabhingige raumartige Basis herriihrt. Entsprechend ist & die momentane Winkelgeschwindigkeit
dieser Drehung, d.h. die Richtung dieses Vektors gibt die Richtung der Drehachse im Sinne der Rechte-Hand-
Regel an und sein Betrag die momentane Winkelgeschwindigkeit der Drehung.
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(rel)

Definieren wir nun die Geschwindigkeit der Relativvektoren 7, als 7,

0 aufgrund von (3.4.15)

=7, gilt wegen 7/, = const,d.h.7 , =

7 =% X7 (3.4.15)
Nun wollen wir die gesamte kinetische Energie eines starren Korpers berechnen. Zunichst gilt definitions-
gemif}
N m . 2 N m .2 . . 2
T=> —2x2 a+7 —(a+2a-7,+7 3.4.16
; 2 21 2 < ) ; 2 ( @ a > ( )

Der erste und der letzte Term lassen sich leicht interpretieren: Der erste Term ist die kinetische Translations-
energie aufgrund der momentanen Translationsgeschwindigkeit @ des Korpers, also die Anderung der Lage
des korperfesten Bezugspunktes O’ gegeniiber der Lage des raumfesten Bezugspunktes O. Der dritte Term
ist die kinetische Rotationsenergie, die aus der Rotation der Massenpunkte, aus denen wir uns den Korper
zusammengesetzt denken, um den korperfesten Bezugspunkt O’ resultiert. Diese Eigendrehung des Kérpers
um einen korperfesten Bezugspunkt bezeichnen wir auch als Spin.

Der mittlere Term ist schwieriger zu interpretieren. Es handelt sich um eine Art ,,Spin-Bahn-Kopplung®. Wir
wollen nun das korperfeste Bezugssystem so einfach wie moglich wihlen und betrachten dazu zunichst den
mittleren Term. Hier kommt der Vektor

| X N
Fe=— > m, 7, mit M=> m,, 3.4.17
’ Ma—l o ; : ( )

also der Ortsvektor vom korperfesten Bezugspunkt O’ zum Schwerpunkt des Kérpers bzw. die Schwer-
punktsgeschwindigkeit

ol = 7 (3.4.18)

vor. Wir kénnen nun bequemerweise den kdrperfesten Bezugspunkt O in den Schwerpunkt des Kérpers
legen. Dann wird

7o=0, #V=0, =% =—>m,7,. (3.4.19)

Im folgenden nehmen wir an, dafl wir O’ entsprechend in den Schwerpunkt des Kérpers gelegt haben, und

die kinetische Energie (3.4.17) vereinfacht sich zu

M _',2 m _‘,2

T Ttrans + Tspm 2 xS + Z —= Yy- (3420)
Es deutet sich hier bereits an, daf§ sich die Dynamik der Translationsbewegung von der Dynamik der Rotati-
onsbewegung zumindest fiir den Fall entkoppelt, d.h. die Translationsbwegung hingt nur von den raumfesten
Komponenten des Schwerpunktsvektors X¢ und die der Spinbewegung nur von den Komponenten von 7,,
d.h. nur von den Eulerwinkeln, die die Drehung zwischen raum- und korperfestem Basissytem parametrisie-
ren.

Der Spinanteil der kinetischen Energie lifit sich demnach offenbar am einfachsten mit den korperfesten Kom-
ponenten beschreiben. Wegen (3.4.15) gilt

—iﬂ(a’x?)z—liw’@’iﬂ(# —r 3.4.21
—_ a —_ ] /€ a ]k ‘I’a)]-‘ra’k). ( T )
a=1 2 zj,kzl a=1 2

Dabei ergibt sich die letztere Form wie folgt. Zunichst diirfen wir ,Punkt und Kreuz in einem Spatprodukt
vertauschen®, d.h. es gilt

(@ x7, Y =(@ x7,)- (@ x7,) =@ -[7, x (@ x 7,)]. (3.4.22)
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Mit Hilfe der ,BAC-CAB-Formel“ folgt weiter

/ /—12

(@77 (@ 7)) = T — (@ 7). (3.4.23)

@ x7 P =5 .

Schreibt man dies in die Indexschreibweise um, erhilt man folglich in der Tat (3.4.21).

Definieren wir nun die raumfesten Komponenten des Tragheitstensors durch

N
e;k = Z ma(Fizzajk - r;,j r;,k% (3424)
a=1
folgt kurz
1 «—/
Topin = EB’TG @ (3.4.25)

Da die 7/, zeitlich konstant sind, sind auch die raumfesten Komponenten des Trigheitstensors riumlich kon-
stant. Auflerdem folgt aus der Definition von 7;,, daf} es sich um einen positiv definiten symmetrischen
> 0.

in’
Tensor zweiter Stufe handelt, denn es ist offenbar stets 7;,

Nun konnen wir wegen des Theorems von der Hauptachsentransformation die Orientierung der korperfesten

«—/
Basis (€} ) stets so wihlen, daff © = diag(A, B, C) mit den drei Haupttrigheitsmomenten 4,8, C > 0 gilt.
Die entsprechende Orthonormalbasis besteht aus den Haupttrigheitsachsen des Korpers. Diese Richtun-
gen sowie die Werte der Haupttrigheitsmomente ist allein durch die relative Lage der Massenpunkte, die den
Korper bilden sowie deren Massen bestimmt. Im folgenden nehmen wir an, dafl wir die korperfeste Ortho-
normalbasis bereits durch die Haupttrigheitsachsen definiert haben. Damit haben wir die einfachst mogliche

Wahl des kirperfesten Bezugspunktes zu O’ = §” und die Wahl der kérperfesten Basis gefunden.

Wir wollen nun die Bewegung des starren Korpers fiir den einfachsten Fall, daf§ keine dufleren Krifte auf ihn
einwirken, beschreiben. Dazu betrachten wir die Newtonschen Bewegungsgleichungen fiir die Bindungs-
krifte, die den Korper zusammenhalten:

(i) Die gesamte Kraft ﬁa, die aufgrund der Wechselwirkung des Massenpunktes am Ort P, mit den tibrigen
Massenpunkten P (B # a) auf P, ausgeiibt werden, ist durch die Summe von Paarwechselwirkungen

gegeben:
F, = %: g (3.4.26)

Aufgrund des 3. Newtonschen Postulats (,,actio=reactio®) gilt

- -

Fa,ﬂ = — /6!“' (3427)

(i) Die Paarwechselwirkungskrifte sind Zentralkrifte, wirken also stets in Richtung der Verbindungslinie
zwischen den Massenpunkten (in unserem Fall stark anziehend, denn der Korper soll ja starr sein, d.h.
alle betrachteten dufleren Krifte sollen klein gegen die Wechselwirkungkrifte sein, so daf§ der Kérper
durch sie als nicht deformiert betrachtet werden kann):

-

Fa,ﬁ ocy?a—a?/g:7a—7ﬁ. (3428)

Nach dem 2. Newtonschen Postulat gilt fiir den a-ten Massenpunkt die Bewegungsgleichung

map'_c;a = mafz?a = ma?}S + mﬁﬁfe‘) = Z fa,lg. (3.4.29)
B#a
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Wir miissen nun aber nicht all diese Bewegungsgleichungen l6sen. Aufgrund unserer Annahme, daf} es sich
um einen starren Kérper handelt brauchen wir aufgrund unserer obigen Uberlegungen ja nur Bewegungsglei-
chungen fiir den Schwerpunktsvektor und die drei Eulerwinkel der Drehung, die die Orientierung der kér—
perfesten Haupttrigheitsachsen des Korpers bzgl. der raumfesten Basis parametrlslert Wegen (3
empfiehlt es sich offenbar (3.4.29) auch noch iiber alle Massenpunkte P, zu summieren. Wegen ver-

schwindet die entsprechende Summe tiber alle Krifte. Demnach gilt also

> myx, = Mig =M =0. (3.4.30)

a=1

Die Schwerpunktsbewegung ist also geradlinig gleichf6rmig und unabhingig von der Spinbewegung des Kor-
pers um seinen Schwerpunkt. Durch einmalige Integration von (3.4.30) nach der Zeit folgt der Impulserhal-

tungssatz
L. N . N
P :Z 2%y :Z 20, =M3Ts = const. (3.4.31)

a=1 a=1

Die Schwerpunktsbewegung ist also durch
1=
X¢(t)= =Pt +Xx 3.4.32
X(t) i Xs0 ( )

vollstindig beschrieben. Nun kénnen wir den Ursprung des raumfesten Bezugssystems offenbar so wihlen,

dafd

%50=0 (3.4.33)
ist, d.h. der raumfeste Bezugspunkt O wird in den Schwerpunkt des starren Korpers zur Zeit ¢ = 0 gelegt.
Um nun auch eine Bewegungsgleichung fiir die Spinbewegung, also die Eigenrotation des Korpers um seinen

Schwerpunkt, zu finden, betrachten wir den Gesamtdrehimpuls des starren Korpers, also die Grofle

N
] m,x, X T, :Zm (Rg+7,) x (T + TY)

N
(rel) - - - —(rel
Msxvs-l—xsxgmv <Emara>><‘vs+gmara><v§ )
a=1 a=1

In dem Ausdruck verschwinden nun wegen (3.4.32) und (3.4.33) der erste und wegen (3.4.17}3.4.19) auch der
zweite und der dritte Term. In diesem Bezugssystem ist also der Gesamtdrehimpuls des Korpers identisch mit

dem Spin des Korpers:

8
Il
-

(3.4.34)

N

] Zm 7, XD rel. (3.4.35)

a=1
Um nun eine Bewegungsgleichung fiir diese Drehbewegung, also fiir die Euler-Winkel zu gewinnen, bilden

wir von dieser Beziehung die Zeitableitung. Wegen ?a = 77§f°” folgt

Zm 7, x'vrel_z axfa:?. (3.4.36)
a=1

Die Vektorgrofle 7 ist das Gesamtdrehmoment bzgl. des Schwerpunktes. Im letzten Schritt haben wir
(3.4.30) verwendet, also 70 = U, + U5 = 7U,. Aus (3.4.26/und (3.4.27) folgt nun aber

. N
J=2"3"FxFy= > F,xF,g (3.4.37)

2= i ot
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Wir konnen nun in der letzteren Summe die Summationsindizes @ und 3 vertauschen. Dann folgt mit (3.4.28)

schliefilich .
J= D0 FgxFga=— > FgxF,g (3.4.38)
a.fia#f3 a.fia#f3
Addieren wir nun (3.4.38) zu (3.4.37) und dividieren das Resultat zu (3.4.37), folgt schlieflich

J=0. (3.4.39)

Dies ist der Drehimpulserhaltungssatz: Fiir ein geschlossenes System von Massenpunkten, die einzig durch
zentrale Paarwechselwirkungskrifte miteinander interagieren, ist der Drehimpuls zeitlich konstandl]

Die Bewegungsgleichungen fiir die Spinbewegung des Korpers um seinen Schwerpunkt leiten wir nun in zwei
Schritten her: Zunichst driicken wir J und die Erhaltungsgleichung in korperfesten Koordinaten aus.
Wie wir gleich sehen werden, ergeben sich daraus Bewegungsgleichungen fiir die korperfesten Komponenten
' der Winkelgeschwindigkeit, die Eulerschen Kreiselgleichungen, die man fiir den Spezialfall des symme-
trischen Kreisel§’|sogar geschlossen mit elementaren Funktionen I6sen kann. Im zweiten Schritt leiten wir
dann die Beziehung zwischen den kdrperfesten Komponenten @’ und den Zeitableitungen der Eulerwinkel
her, die wir im Falle des symmetrischen Kreisel durch einfaches Integrieren ebenfalls geschlossen als Funktion
der Zeit angeben konnen. Da auch die raumfeste Drei-Achse ausgezeichnet ist, legen wir dazu die Orientie-
rung des raumfesten Koordinatensystems so fest, daf} fiir den erhaltenen Drehimpuls J = (0,0,7)" mit J >0
gilt.

Wir fithren dieses Programm nun Schritt fiir Schritt aus. Setzen wir also (3.4.16) in (3.4.35) ein, erhalten wir
fiir die korperfesten Komponenten des Drehimpulses

N

N
T =2 m 7 x (@ x7,)= > m,[(7.) & 7, (7, @) (3.4.40)
a=1 a=1

Im letzten Schritt haben wir wieder die ,BAC-CAP-Formel“ fiir das doppelte Kreuzprodukt verwendet. Be-
trachten wir die Definition der kdrperfesten Komponenten des Trigheitstensors (3.4.24), zeigt sich, daf§ wir
diese Beziehung in der kompakten Form

_ «—/
J=0a (3.4.41)

schreiben konnen. Mit der allgemeinen Formel (3.4.14) fiir die korperfesten Komponenten der Zeitableitung
eines Vektors lautet die Drehimpulserhaltungsgleichung (3.4.39)

J+@ <] =o. (3.4.42)

«—/

Setzt man hierin (3.4.41) ein und weil ® = diag(A4, B, C) = const ist lautet diese Gleichung in Komponenten
ausgeschrieben (nachrechnen!)

A (B—C)awhews
Bw, | = (C—A)wjw] |. (3.4.43)
Ca (A—B)w| )

'Wie die obigen Herleitungen des Impuls- und Drehimpulserhaltungssatzes zeigen, gelten diese allgemein, d.h. auch wenn der
Korper nicht starr ist, also fiir beliebige Relativbewegungen der Korper untereinander, solange die Wechselwirkungskrifte zwischen
den Massenpunkten zentrale Paarwechselwirkungen sind.

2Ein symmetrischer Kreisel liegt definitionsgemif} dann vor, wenn von den drei Haupttrigheitsmomenten A, B und C mindestens
zwei miteinander ibereinstimmen. Da bei der Einfiihrung der Eulerwinkel die korperfeste Drei-Achse eine ausgezeichnete Rolle
einnimmt, wihlen wir die entsprechende Symmetrieachse des Korpers, die sog. Figurenachse, in Richtung von ¢;. Dann gilt A =
B. Falls sogar A = B = C gilt, liegt ein sog. Kugelkreisel vor. Wir werden aber nur A = B voraussetzen. Wir bemerken noch,
dafl sich diese Symmetrien auf den Trigheitstensor bezieht. Der tatsichliche Kreiselkdrper muf} je nach der Massenverteilung nicht
entsprechend symmetrisch sein. Wenn der Korper allerdings homogen ist, d.h. eine riumlich konstante Dichte aufweist, entsprechen
die geometrischen Symmetrieachsen des Korpers den Haupttrigheitsachsen.
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Dies sind die Eulerschen Kreiselgleichungen. Dieses nichtlineare Differentialgleichungssystem lafit sich 1.a.
nicht analytisch [6sen.

Wir betrachten daher den oben erlduterten Spezialfall des symmetrischen Kreisels, fiir den A = B gilt. Dann
vereinfachen sich die Eulerschen Kreiselgleichungen zu

A (A—C)w)yw)
A0y | = (C—A)wiw) (3.4.44)
Co} 0

Aufgrund der dritten Komponente folgt, dafl w} = const. Die Komponente der Winkelgeschwindigkeit um
die kdrperfeste 3’-Achse, die Figurenachse des Kreisels, ist also konstant. Wir kénnen die Richtung der Drei-
achse stets so wihlen, daf$ a)g > 0 ist.

Wegen ) = const stellen die ersten beiden Komponenten des Differentialgleichungssystems (3.4.44) effektiv
ein [ineares System dar und lassen sich folglich geschlossen 16sen. Wir setzen zur Abkiirzung o = (C—A)cw; /A.

Dann lauten die ersten beiden Gleichungen in (3.4.44)
a)i = —aa);, a)g = aa);. (3.4.45)
Leiten wir nun die erste Gleichung nach der Zeit ab und verwenden im Resultat die zweite Gleichung, ergibt
sich
&) =—dtwl. (3.4.46)
Dies ist die Bewegungsgleichung fiir einen harmonischen Oszillator. Die Lsungen solcher linearer Differen-

tialgleichungen mit konstanten Koeffizienten werden in Kapitel 5.2 ausfiihrlich besprochen. Demnach lautet
die allgmeine Losung

wi(t) = cos(at +8), ', & =const. (3.4.47)
Mit der ersten Gleichung in (3.4.45) erhalten wir
1 .
wy(t) =—=a)(t) = o sin(at + 8). (3.4.48)
a
Insgesamt ist also
' cos(at + &)
o' = ' sin(at +8) (3.4.49)
/
@3
und
o Ac| cos(at + &)
—/ — + .
J =0 w =|Aw sin(at +3) |. (3.4.50)
Cuw;

Aus (3.4.49) und (3.4.50) folgt, daf} die Figurenachse, Winkelgeschwindigkeit und der Drehimpuls stets in
einer Ebene liegen, denn durch direktes Nachrechnen findet man

- - —

f@xN=f @ xJ)=o. (3.4.51)

Auflerdem prizedieren, vom korperfesten Bezugssystem aus betrachtet, die Winkelgeschwindigkeit und der
Drehimpuls mit derselben Kreisfrequenz gerade Kreiskegel um die Figurenachse, und zwar fiir & > 0 gegen
und fiir @ < 0 im Uhrzeigersinn. Der zu & gehorige Kegel heifdt Polkegel. Der entsprechende zeitlich kon-

stante Winkel zur Figurenachse f = ¢ berechnet sich zu
/
e N
72 7
@ w3
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Der Betrag der Winkelgeschwindigkeit w = |&] = [&'| = 4/w}? 4w} = const. Ebenso sind die Winkel

zwischen Winkelgeschwindigkeit und Drehimpuls und zwischen Figurenachse und Drehimpuls zeitlich kon-

stant:
- T Ao)’z—i—Ca)’z
cosl(é,]):a)_]: SR
wl]|  wy/A20™? + C20?
1 3 (3.4.53)
SN 4 Ce! ' ot
cosZ(f,])= > > = 3

7 - VA2 + Clo?? B V(A/C)l w4+ cof‘
Da der Cosinus im hier relevanten Winkelbereich zwischen 0 und 7/2| monoton fallend ist, gilt

oblater Kreisel: A< C = Z(&, ]? )< (]?

1 (3.4.54)
prolater Kreisel: A > C = Z(& f < Z(f,]).
Um nun die Bewegung weiter zu untersuchen und vor allem ein Bild im raumfesten Bezugssystem zu ge-
winnen, das ja der Beobachtungssituation bei den tiblichen Kreiselexperimenten entspricht, miissen wir im
zweiten Schritt unserer Rechnung die Euler-Winkel einfiihren.
Dazu gehen wir von der expliziten Form aus. Wir berechnen zunichst mit die Kompontenten
der Winkelgeschwindigkeit bzgl. der raumfesten Koordinaten. Nach einer recht umfangreichen Rechnung
(Ubung!), die die Bildung der Zeitableitungen von (1.7.42) und die Matrixmultiplikation in 8) verlangt,
ergibt sich

. 0 —¢—¢cosﬁ 5§in¢—¢sinﬁcos¢
Q= ¢t gcost ' 0 —Gcosg—gsindsing |, (3.4.55)
—ﬁsingﬁ—l—gbsinﬁcosgﬁ 19cos¢+gbsin195in¢ 0

und der Vergleich mit (3.4.10) liefert schlie8lich die raumfesten Komponenten der Winkelgeschwindigkeit

&cosgﬁ—i—gbsinﬁsingﬁ
w= ﬁsingb‘—gbsinﬁcosgb . (3.4.56)
¢+ ¢gcosd

Die korperfesten Komponenten erhalten wir vermége der allgemeinen Transformationsformel (3.4.4) zu

) ﬁcosgﬂ+¢31nz951nga
& =D'w=|-9 sing + ¢sm19c:osga . (3.4.57)
¢+ ¢ cos &

Weiter gilt fiir die raumfesten Komponenten des Drehimpulses wegen (3.4.39) J = 0, und wir wihlen die
Orientierung der raumfesten Orthonormalbasis so, dafl J = (0,0,7)". Dann gilt wegen (3.4.4) und (3.4.41)

singsind Aw]
] DT] J | cospsint® | = Aw’ | = const. (3.4.58)
cost? Cw)

*Wir erinnern uns, dafl wir oben die Orientierung der kdrperfesten 3'-Achse so gewihlt hatten, dafl w} > 0 ist und folglich die

drei Cosinus in (3.4.52) und (3.4.53) positiv sind.
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Oben haben wir gesehen, daf aufgrund der Eulerschen Kreiselgleichungen fiir den symmetrischen Kreisel
w} = const ist. Da auch J = const ist, muf wegen der dritten Komponente der Gleichung (3.4.58) auch
¢ = const sein. Damit vereinfacht sich (3.4.57) zu

%sinﬁsingp ' cos(at + &)
&' =| ¢sindcosg | = & sin(ar+35) |. (3.4.59)
¢+ Jcostd W)

Dabei haben wir im letzten Schritt die oben gefundenen Losungen (3.4.47) und (3.4.48) eingesetzt. Aus den
beiden ersten Komponenten von (3.4.60) folgt, daf§

a)/f = 952 sin? & = const (3.4.60)
ist. Wegen
?(t) =Y, = const (3.4.61)

ist demzufolge ¢ =2, = const und damit
G(t) =t + . (3.4.62)
. Aus der dritten Komponente von folgt damit weiter
o(t) = (wi— 0 cos It + 9y = Dyt + ¢, (3.4.63)
Durch Einsetzen all dieser Beziehungen in und Vergleich der Komponenten folgt

Qsind = '), go(t):ﬂzt—l—goozg—at—c?:>S22:—a, goozg—é‘. (3.4.64)

Damit erhalten wir schliellich fiir die raumfesten Komponenten der Winkelgeschwindigkeit

Q,sinTysin(Q 1 + ¢y)
w = —Q,sinFycos(Qt + ¢y) |. (3.4.65)
Q, + £, sin cos,

Vom raumfesten Bezugssystem aus betrachtet bewegt sich also die Winkelgeschwindigkeit auf einem Kreis-
kegel, dem sog. Spurkegel, um die raumfeste 3-Achse, also um die Richtung des konstanten Gesamtdrehim-
pulses, und zwar mit der Kreisfrequenz €2,.

Schliefilich gilt fiir den Richtungsvektor der Figurenachse ]F =¢; bzgl. des raumfesten Systems

.., [0 sin Jysin(Q, ¢ + ¢g)
f=DTf =D"(0|= —sinﬁocos(gllt+¢o) : (3.4.66)
1 cos Uy

Wie auch aus der geometrischen Bedeutung der Euler-Winkel hervorgeht, ist ¢, der Winkel zwischen Figuren-
und Drehimpulsachse. Die Figurenachse prizediert wie die Winkelgeschwindigkeit vom raumfesten System
aus betrachtet mit derselben Kreisfrequenz €2, um die raumfeste Drehimpulsachse. Der entsprechende Kegel
heifit Nutationskegel.

Unter Berticksichtigung der bereits oben in bestimmten Winkelverhaltnisse ergibt sich also das fol-
gende Bild der Bewegung des kriftefreien symmetrischen Kreisels:
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A< C:oblat A> C: prolat

Vom raumfesten Bezugssystem aus betrachtet prizedieren die Figurenachse (Nutationskegel) und die Win-
kelgeschwindigkeit (Spurkegel) mit derselben Kreisfrequenz €2, um den konstanten Drehimpuls. Diese drei
Vektoren liegen dabet stets in einer Ebene, die folglich ebenfalls mit der Kreisfrequenz €2, um die Drehim-
pulsachse rotiert. Vom raumfesten Bezugssystem aus betrachtet prizediert die Winkelgeschwindigkeit mit
der Kreisfrequenz o = —(2, um die Figurenachse (Polkegel). Vom raumfesten System aus betrachtet rollt also
der Polkegel um den Spurkegel, wobeti letzterer fiir einen oblaten (prolaten) Kreisel innerhalb (auflerhalb) des
Polkegels liegt, wie in der obigen Abbildung gezeigt.

3.5 Allgmein kovariante Tensorschreibweise

Wir kénnen nun ohne groflen Aufwand in Fortfithrung von Abschnitt auch die Tensoren bzw. Ten-
sorfelder allgemeiner Stufe bzgl. beliebiger verallgemeinerter (, krummliniger®) Koordinaten schreiben. Wir
verwenden in diesem Abschnitt wieder ausschliefilich die holonomen ko- und kontravarianten Basisvektoren
(2.14.1) und (2.14.22) sowie die Einsteinsche Summationskonvention. Einen Tensor n-ter Stufe kdnnen wir
dann sowohl durch seine ko- bzw. kontravarianten Komponenten charakterisieren. Mit der Tensorprodukt-
schreibweise gilt z.B. fiir einen Tensor dritter Stufe

T=T,5 080 =T"58505=T"30¢0F e (3.5.1)

Wir kénnen durch Ableitung von Tensorfeldern mit Hilfe von (2.14.28) und (2.14.37) ein neues Tensorfeld
einer um eins hoheren Stufe definieren, denn offenbar ist fiir ein Tensorfeld T’

A=VeT=§'0dT=§®(T;i®F) (3.5.2)

wieder ein Tensor. Dies macht man sich anhand des Transformationsverhaltens unter allgmeinen Koordina-
tentransformationen genauso klar, wie mit der Rechnung fiir den Fall eines Vektors (der im allge-
meinen Tensorkalkiil auch ein Tensor 1. Stufe ist).

Man kann nun mit Hilfe von durch die kovariante Ableitung der Tensorkomponenten aus-
driicken. Offenbar muff man dazu auf die Tensorprodukte der Basisvektoren einfach die Produktregel anwen-
den. Man erhilt fiir das Beispiel eines Tensors 3. Stufe (nachrechnen!)

A =ViTij =T =T Ty =1 T =T T (3.5.3)
Die Metrik ist nun auch ein spezieller Tensor 2. Stufe:
£=¢g,808 =¢g"g®g;. (3.5.4)
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Nun sind bzgl. kartesischen Koordinaten g’ = x* die Metrik-Komponenten durch gl./]. = J;; = const gege-
ben. Gemif$ (2.14.41) verschwinden bzgl. der kartesischen Koordinaten die Christoffelsymbole, und es gilt

V. gi/j =d, gl.’]. = 0. Demanach folgt fiir allgemeine Tensorkomponenten bzgl. einer holonomen Basis
Vi, =0. (3.5.5)
Das rechnen wir auch mit Hilfe der Christoffel-Symbole unter Verwendung von (2.14.41) direkt nach:
V/egij = g/egij _rakigaj _rd/ejgia
= &j —Liki — Lk
1 1 (3.5.6)
=08 — E(glegij + 3,8k —98ir)— E(akgij +3J:8ir— &)
=0.

Weiter ist klar, dafl wir Tensoren verjiingen konnen, denn offenbar fiihrt das Gleichsetzen eines hoch- und
eines tiefgestellten Index” und Summation iiber diesen Index in den Komponenten eines Tensors n-ter Stufe zu
Komponenten eines Tensors (7 —2)-ter Stufe, z.B. sind V; = T, i = g*T,, ; kovariante Vektorkomponenten
eines Vektors.

Ebenso kann man aus einem Tensor n-ter Stufe und einem Tensor m-ter Stufe vermoge (7 + m)-ter Stufe
definieren: (Tensorprodukt):

S®T =S4 T1, §®F ®3'0 0 05"®5"® (3.5.7)

Aus dieser Sichtweise kann man die Rotation eines Vektorfeldes zunichst als antisymmetrisierte kovarian-
te Ableitung, die zu einem Tensorfeld 2. Stufe fiithrt, definieren. Dabei ist wegen (2.14.50) die Verwendung
kovarianter Komponenten besonders bequem

Die Rotation ergibt sich dann durch das Tensorprodukt mit dem Levi-Civita-Tensor und geeigneter Verjiin-

gung gemifd
- . 1 .. ..
(rot V) = EA”"* Ty =073, (3.5.9)

Zum Schluf§ bemerken wir noch, dafl all diese Betrachtungen sich auf endlichdimensionale Vektorraume be-
liebiger Dimension ausdehnen lassen. Dort spielen dann die vollstindig antisymmetrischen Tensoren eine
besondere Rolle. In einem d-dimensionalen Raum gibt es offensichtlich vollstindig antisymmetrische Ten-
soren bis zu d-ter Stufe, und aus einem vollstindig antisymmetrischen Tensor 7 < d-ter Stufe 7" kann man
mit Hilfe des Levi-Civita-Tensors einen vollstindig antisymmetrischen Tensor (d —7)-ter Stufe T 7" {iber seine
Komponenten definieren, das sog. Hodge-Dual des Tensors 7'

(1T )ld=ns1ia = lAl&iz"'id Ti i

n! t

(3.5.10)

Man kann zeigen, daff zweimaliges Hodge-Dualisieren zum urspriinglichen Tensor zuriickfiihrt, d.h. es gilt
= (—1yd=—"r, (3.5.11)

Zum Beweis verwenden wir, daf} fiir die Einheitsmatrix det 1; = 1 ist. Durch Vertauschen zweier Spalten
oder Zeilen wechselt die Determinante jeweils das Vorzeichen. Wir kdnnen also schreiben

[ i [
N R
erie =det| 1 1 (3.5.12)
[ [ [
EXE Y

1
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Dann folgt aus der Produktregel fiir Determinanten

i i i 1 1 1 2 ) i

o Sy 8y ... 5‘dl 8].1 8]'2 é‘jd 31’1 81’1 3].1
€€t =det || 1t oor e =detf 2 s L (3.5.13)

i g iy d od d i i iy

i sl . sl )\od ot L o AP R

Entwickeln wir die Determinante nach der ersten Spalte, ergibt sich nach dem Determinantenentwicklungs-
satz

. _ b Sl

S22 ... SU 1 I1

o ] 12 2 & ... SH

1l Q4 . . . 4 73 Jd
6]1]d6 1%d —8]1 det : .. : _8]2 : . . +"' (3.5.14)

82 ... 8H ; B

Jd Jd 82 ... 8¢

Jd Jd

Setzt man nun 7; = j; und summiert entsprechend der Einsteinschen Summenkonvention iiber den nunmehr
doppelt auftretenden Index, erhilt man fiir den ersten Term & ]].1 =d. Die iibrigen Terme ergeben dann (d —1)-

1
mal das Negative der Determinante im ersten Term, d.h. wir haben insgesamt

3]%2 3;}4

2 2

€., €1 =det R (3.5.15)
82 ... 8¢
Jd ld

So konnen wir sukzessive verfahren, um die Verjliingung bzgl. der ersten 7 Indizes auszufiithren. Wir erhalten

dann ‘ |
81'n+1 8101
o Javr Jn+1
€y € =mbdet (3.5.16)
St 8l
Jd Jd
Mit (3.5.10) erhalten wir damit
1 . .
Ty, A (YT Ve
("), = (d_n)!A]nH'“]d]l"']n( TYrrte
_ 1 R A,
= n!(d_n)!AjﬂH...jdjl...jnA] T
_ (= Foageedgigemi
= ol = ey (.51
S 8
(_1)n(d—n) 71 Jil
=————det| : ..  |T.;
n! .A .. 1“. n
— (—1)”(d_n)T» o T = (—1)n(d_”)T,

J1e+In

und das wollten wir zeigen.

Wir bemerken noch, daf} die kovarianten Ableitungen vollstindig antisymmetrischer Tensoren besondere Ei-
genschaften besitzen. Das hingt damit zusammen, dafl die Christoffel-Symbole in den unteren Indizes sym-

metrisch sind. Mit folgt
=3 T. . —-T" . T.. —-T> T (3.5.18)

jn+]7}1"‘jn_ Int1 " J1ein Justit  J2In oty T1af3efn
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Kontrahieren wir dies mit dem Levi-Civita-Tensor, erhalten wir Tensorkomponenten, die nur kovariante Ab-
leitungen enthalten, denn die Kontraktion iiber die beiden Indizes, die in den Christotfel-Symbolen in
verschwindet, weil die Christoffel-Symbole bzgl. Vertauschens der beiden unteren Indizes symmetrisch, aber
die Komponenten des Levi-Civita-Tensors jeweils

S 1 . . 1 . .
Ing2ld — — A\J1+] . .. = AJ1+ld . .
S 2 4= n!A ' dv]n+1 7}1"']71 - n!A ' dg]n+l 71]1"']71. (3.5'19)

Hodge-Dualisieren liefert einen vollstindig antisymmetrischen Tensor (241)-ter Stufe mit den Komponenten

(_1)(n+1)(d—n—1) (n+1)(d—n—1)

. Sjn+2"'jd — (_1)

.. o . .. il"'inin+1jn+2"'jd g ..
(dT)]1-~-Jn+1 (d —pn— 1)! Ji-1d (d —p— 1)!71! 6]1~--Jd 8‘n+1 Tll'-'ln
81:1 8ljn+1
I U
e : o (3.5.20)
- n! . . . Ly lpeely
é\fl é\fn+1
Jnv1 Jnt+1
p— . . . —_— . o . . . o e . . —_— —_— n+1 . . .
- 3]1 TJz---]n+1 3]2 T]1]3-~-]n+1 + 3]3 T]1]z/4~-~]n+1 + ( 1) &.,771+1 JiJn®

Man nennt dieses Konstrukt eine alternierende Differentialform.

Wir konnen nun weiter invariante Integrale iiber beliebige vollstindig antisymmetrische Tensorfelder de-
finieren. Dazu definiert man fiir » < d zunichst n-dimensionale Untermannigfaltigkeiten oder Hyper-
flichen des d-dimensionalen Euklidischen Raums durch eine Parametrisierung ¢/ = g/ («!,...,u"), wobei
(#*) € G CR”. Dann wird das Integral eines Tensorfeldes iiber die betreffende Hyperfliche durch

. . jl jn
J an,T:f d?Fir=in lewjﬂ :l d”udet<M> TJ&“'M (3.5_21)
F T

n!Jg d(ul,...,um)

Wir konnen nun den Satz von Stokes auf beliebige Differentialformen erweitern. Es sei dazu Z eine n-
dimensionale Hyperfliche mit dem Rand d 7 und 7; ... ;. _, einvollstindig antisymmetrisches Tensorfeld (n—
1)-ster Stufe. Dann gilt bei geeigneter Orientierung der Koordinaten der Satz von Stokes

fd”F-(dT):f d"'F.T. (3.5.22)
F T

Wir wollen diesen Satz nur fiir den einfachsten Fall beweisen, daf & auf einem Hyperquader Q =[a!, 5] x
[4%,b%] % ... x[a",b"] im Raum der Parameter (#*) definierbar ist. Man kann dann beliebige Gebiete durch
immer feinmaschigere Netze solcher Hyperquader beliebig genau approximieren und den Satz auf allge-

meinere Fille verallgemeinern. Der Rand 8.% ist dann durch die 27 Hyperquader #* = 4* = const und
u* = b* = const gegeben. Nun ist gemif} (3.5.21) und (3.5.20)
g dgh\ /&M ... &b
1 dul u” 1 il
f d”F-(dT):J. d"u 1'det oo, oo, G, T i,
7 o =l Gan L e f\sh .. S
Jul Ju” n In (3.5.23)
aqfl aqfl
J 1 dul T Jur
=| d"u——det| : - S|\ g T
. ° . In =11 In—
e Rl I
dul T Jur
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Entwickeln der Determinante nach der letzten Zeile ergibt dann 7 Integrale. Das erste lautet

qul
1 du?

I = —'f d”u det :
(n_ 1). Q aq].nfl
du?
dgh

1 du?
= 'J d”u det :
(n - 1). Q aqfn—l

du?

aqh
dun

aq/n
Erd
gqf'l
dur

dgin
dun

Wir kdnnen nun die Integration iiber #! ausfiihren und erhalten

aqll gqjl
1 du? T Gun
11:< _1)’J dg?...dg" det :
n : 1 gqfn—l aan
du? T Gun

gq]n
5,79 D
(3.5.24)
3
3,7 Ly L4 ()]
(3.5.25)

<AT,.; lalg'=b"q%..q"]=T,.,; [a(a' =a'.q"....a")}

Dabei ist der (7 —1)-dimensionale Quader Q, = (a?, b%) x[a>,5°] x --- X [a”, b"]. Ebenso kann man mit den

tibrigen Integralen I, ..., I, verfahren und erhilt schliefilich

ij :f d'F. T,
j=1 oF

und das war zu zeigen.
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Kapitel 4

Komplexe Zahlen

Die Erweiterung von den reellen zu den komplexen Zahlen ist durch die Forderung nach der Losbarbkeit
von Polynomgleichungen motiviert. Wihrend sich reelle lineare Gleichungen der Form ax + 5 = 0 fiir
a # 0 noch im Rahmen der reellen Zahlen eindeutig l6sen lassen, denn offenbar wird die obige Gleichung
dann durch x = —b/a (eindeutig) gelost, ist dies schon fiir quadratische Gleichungen nicht mehr der Fall.
Dies wird durch die Einfithrung der imaginiren Einheit behoben, wie wir gleich im nichsten Abschnitt
sehen werden. Zugleich bilden die komplexen in Analogie zu den reellen Zahlen algebraisch gesehen einen
einen Zahlenkdrper, und man kann Konvergenzfragen ebenfalls vollkommen analog behandeln wie die von
reellen Zahlen, und die komplexen Zahlen sind bzgl. Grenzwertbildung ebenso abgeschlossen wie die reellen
Zahlen. In diesem Skript werden wir nur die wichtigsten algebraischen Eigenschaften der komplexen Zah-
len begriinden und die wichtigsten elementaren Funktionen tiber ihre Potenzreihen und die Bildung von
Umkehrfunktionen definieren. Die eigentliche Funktionentheorie werden wir hier nicht behandeln. Der
interessierte Leser sei dazu auf die Literatur verwiesen, z.B. auf das Skript [[CH10].

4.1 Definition der komplexen Zahlen

Bei der Losung quadratischer Gleichungen der Form
x4 px+q=0 4.1.1)

stoflen wir auf das Problem, daf} fiir x € R stets x? > 0 gilt, d.h. im Rahmen der reellen Zahlen kénnen
wir keine Quadratwurzeln aus negativen Zahlen ziehen. Die Losungungsstrategie fiir die Gleichung (4.1.1)
besteht darin, eine quadratische Erginzung auszufiihren. Offenbar gilt nimlich

2 2
x2+px+q:<x+§> —%-i—q. 4.1.2)
Die Gleichung (4.1.1) ist also dquivalent zu der Gleichung
P >2 r’
Y P 413
(x+2) =L~ (.13

Wollen wir diese Gleichung nach x auflgsen, miissen wir die Wurzel aus der rechten Seite ziehen konnen.
Im Bereich der reellen Zahlen ist das offensichtlich nur méglich, wenn p?/4 — g > 0 ist. Dann besitzt die
Gleichung entweder eine (falls p?/4 — g = 0 ist) oder (fiir p?/4 — g > 0) zwei Losungen. Dies schreiben wir

dann kurz als
2
x1) :—g \ %—q. (4.1.4)
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Wir versuchen nun die reellen Zahlen einfach dadurch zu erweitern, daf wir eine neue zunichst rein symbo-
lisch zu verstehende ,,Zahl“ i, die imaginire Einheit, einfiihren, fiir die

P=—1 (4.1.5)

gelten soll. Dann hiitte fiir « > 0 die Gleichung x? = —a die beiden Lésungen x = %i/a, wobei wir voraus-
setzen, daf} die komplexen Zahlen, die allgemein von der Form

z=x+1y, xy€ER (4.1.6)

sein sollen, die gewohnlichen Rechenregeln wie fiir reelle Zahlen gelten, also die sogenannten Axiome eines
Zahlenkorpers erfiillen. Dabei soll eine komplexe Zahl definitionsgemif} durch ihren Real- und Imaginir-
teil x bzw. y eindeutig bestimmt sein. Wir schreiben

Rez=x, Imz=y. (4.1.7)
Nehmen wir dies an, so folgt fiir die Addition zweier komplexer Zahlen
2y + 2y = (% +1y1) + (% +175) = (21 + %) +1(y; +2), (4.1.8)

wobei wir mehrfach das Assoziativ-, Kommutativ- und Distributivgesetz verwendet haben und wir i wie eine
gewohnliche Variable behandelt haben. Die Menge aller komplexen Zahlen nennen wir C.

Die Regel fiir die Multiplikation folgt ebenso durch formales Ausmultiplizieren:

212y = (%1 +1y1)(%; +1y5) = (1% —7172) +1(x1 7, + 1 %,). 4.1.9)
Dabei haben wir im zweiten Term des Realteils die definierende Eigenschaft (4.1.5) der imaginiren Einheit
benutzt.

Wir berechnen gleich noch die Potenzen von 1:
2:=—1, P=@@)i=—, ‘=@@F@F)=1-1=1,... (4.1.10)

Als weitere Operation an einer einzelnen komplexen Zahl ist noch die komplexe Konjugation niitzlich. Sie
ist so definiert, daf§ die konjugiert komplexe Zahl z* von z denselben Real- und den entgegengesetzt gleichen
Imaginirteil wie z haben soll, d.h. durch

z" =x—1y. (4.1.11)

Offensichtlich ist (z*)* = z fiir alle z € C. Weiter ist R C C, denn die komplexen Zahlen mit verschwinden-
dem Imaginirteil sind umkehrbar eindeutig auf R abbildbar. Offenbar ist z € R genau dann, wenn Imz =0,
was zugleich z* = z impliziert. Wir haben weiter

Rez:z—;Z CImz=2"% (4.1.12)

Weiter rechnet man leicht nach (Ubung/), dafy
(z1+2) =2z{+2z), (z12,)"' =2{z, (4.1.13)
ist. Das Produkt einer komplexen Zahl mit ihrem konjugiert Komplexen ist
27" =(x +iy)x —iy) = x> — (i)} =x* —i*y? = x> +y? >0. (4.1.14)
Den Betrag der komplexen Zahl definieren wir als

|z| = vV x2+y2=+zz*. (4.1.15)
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Schliellich kénnen wir auch die Division im Bereich der komplexen Zahlen betrachten. Sei dazu z, # 0 und
z, € C beliebig. Dann gilt

2y _ 21z _ (% +iy)(x—iyy) _ <x1x2 +y1y2>+i<x2y1—x1y2> (4.1.16)

z Bz x5+ 5+ x5+
Da z, # 0 ist offenbar auch x5 + 75 # 0 und also die Division fiir z, # 0 durch die soeben berechneten Real-
und Imaginirteile wohldefiniert.
Die reellen Zahlen konnen wir geometrisch durch eine Zahlengerade veranschaulichen. Entsprechend kann
man die komplexen Zahlen geometrisch interpretieren, wenn man das Zahlenpaar
(x,7) = (Rez,Imz) als Komponenten bzgl. eines kartesischen Koordinatensystems in der Euklidischen Ebene
interpretiert. Dies ist die Gaufische Zahlenebene. Es ist klar, dafl | z| geometrisch die Linge des entsprechen-
den z reprisentierenden Ortsvektors in der Gaufischen Zahlenebene ist (s. Abb. [4.1).

Wir kénnen nun diesen Vektor durch Polarkoordinaten (7, ¢) darstellen.

Imz Offenbar ist 7 =|z|, und es gilt definitionsgemif3
A z=x+1y =r(cosp +ising)=|z|(cosp +isiny). (4.1.17)
yl=-==-
I Definieren wir den Bereich fiir den Polarwinkel als (—7, 7], so errechnet
1z 1 sich dieser Winkel gemif$ (s. Abschnitt
argz :
'x » Rez sign 'y arccos <\/%+y2> falls y#0,
p=argz =1 g falls y=0,x>0, (4.1.18)
Abbildung 4.1: Zur GaufSschen 7 falls y=0,x<O.
Zahlenebene und Polarform einer
komplexen Zahl. Man nennt ¢ auch das Argument der komplexen Zahl (arg z).

4.2 Potenzreihen

Die Konvergenz von Folgen und Reihen kann nun wortlich wie fiir die entsprechenden Begriffe im Reellen
definiert werden. Natiirlich fallen alle Begriffe weg, die die Anordnungsrelationen von reellen Zahlen ver-
wenden wie Monotoniekriterien usw. Andererseits sind natiirlich alle Sitze tiber absolut konvergente Reihen
anwendbar, und wegen der Dreiecksungleichung sind komplexe Folgen und Reihen genau dann konvergent,
wenn ihr Real- und Imaginirteil konvergent sind.

Nun definieren wir noch einige elementare Funktionen, die wir schon aus der reellen Analysis kennen, auch
fiir komplexe Zahlen. Dies geschieht am bequemsten iber Potenzreihen. Die Potenzreihen weisen nun im
Komplexen dieselben Konvergenzeigenschaften wie im Reellen auf, d.h. sie sind in jedem abgeschlossenen Ge-
biet in der komplexen Zahlenebene absolut konvergent, die ganz im Inneren des Konvergenzbereichs liegen,
und das fiir die Potenzreihe

oo
f(2)=> a(z—ay 4.2.1)
=0
ein Kreis um 4 mit dem Konvergenzradius
. d ]
r = lim |—]|, (4.2.2)
]—00 ﬂj_,r_l

falls der Limes existiert. Vgl. dazu die hier vollstindig ins Komplexe Ubertragbare Herleitung und Diskussion

der GL. .
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Wir beginnen mit der Exponentialfunktion und tibernehmen die entsprechende Potenzreihe einfach von der
entsprechenden reellen Funktion als Definition fiir die Exponentialfunktion (A.7.66) im Komplexen

ooZ]‘

- (4.2.3)

expz =
Auch sie konvergiert fiir alle z € C.
Weiter bendtigen wir noch die trigonometrischen Funktionen. Auch ihre Potenzreihen ibernehmen wir aus

dem Reellen, d.h. mit bzw. folgt (nachrechnen!)

2 4 o0 2j

X X A
cosz=1—2 4% L Sy E 4.2.4

20 41 Z( ) (27)! 424

7=0

3 5 o0 2541

X X zZ
inz=x— o= (—1) , 425
sin X TS ]_:O( ) 2/ + 1) ( )

Berechnen wir nun

SN2 ()3
exp(iz):l+iz+%+%+---

2 3
:<1—Z;+...>+i<z—%+---> 4.2.6)
= <§:(—1)f i) +i<§:(—1)/ i >

: (27) — (27 +1)!

Dabei haben wir die Reihe so umgeordnet, dafl wir in einem Term den Faktor i ausklammern konnten. Das
ist bei Potenzreihen erlaubt, da sie in jedem kompakten Bereich der komplexen Ebene absolut konvergiert.
Vergleichen wir nun die Reihen in den Klammern der Gleichung (4.2.6) mit (4.2.4) und (4.2.5), erhilt man
die Eulersche Formel

exp(iz) = cosz +isinz. (4.2.7)
Fiir die Polardarstellung der komplexen Zahl folgt damit

z = |z|exp(ip). (4.2.8)

Da fiir die Exponentialfunktion auch im Komplexen die Formel

exp(z; +z,) = exp(z;) exp(z,) (4.2.9)

gilt, wie man mit Hilfe der Reihe (4.2.3) beweisen kann (vgl. (A.7.69)), erleichtert dies die Rechnung mit
trigonometrischen Funktionen erheblich. Z.B. folgt genau wie (4.2.7) auch die Gleichung

exp(—iz) =cosz—isinz. (4.2.10)
Wir haben damit
cosz = %[exp(iz) +exp(—iz)], sinz= zli[exp(iz) —exp(—iz)]. (4.2.11)
Dies erinnert an die Definition der Hyperbelfunktionen

coshz = %[exp(z) +exp(—z)], sinhz= %[exp(z)—exp(—z)]. (4.2.12)
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Vergleicht man (4.2.11) mit diesen Definitionen folgt sofort, daf§
cosh(iz) =cosz, sinh(iz)=1isinz (4.2.13)

gilt. Die trigonometrischen und Hyperbelfunktionen sind im Komplexen also bis auf Konstanten im wesent-
lichen die gleichen Funktionen, und beide sind durch die Exponentialfunktion definiert.
Genauso folgt aus (4.2.11)

cos(iz) =coshz, sin(iz) =isinhz. (4.2.14)

Als Anwendungsbeispiel leiten wir noch die Additionstheoreme fiir die trigonometrischen Funktionen fiir
reelle Argumente aus (4.2.9) ab. Es gilt nimlich einerseits wegen der Eulerschen Formel (4.2.7) und (4.2.8)

expli(p; + ¢5)] = cos(¢) + ¢,) +1sin(p; + ) (4.2.15)

und andererseits

exp[i(p; + ¢,)] = exp(ip;) exp(ip,) = (cos @y +isin @y )(cos @, +isinp,)

. . . (4.2.16)
= (cos @, cos @, —sin @ sin @, ) +i(sin ¢ cos 9, + cos @, sin @, ).

Vergleicht man nun Real- und Imaginirteil von (4.2.15) und (4.2.16), folgen die bekannten Additionstheoreme

cos(@y + ¢,) = cos @, cos ¢, —sin @ sin @,,

: : : (4.2.17)
sin(@y + @,) = sin @, cos @, + cos @, sin ;.

Es ist leicht zu zeigen, dafl diese Additionstheoreme auch allgemein fiir beliebige komplexe Argumente gelten

(Ubung).
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Kapitel 5

Gewdhnliche Differentialgleichungen

Die Entwicklung von Lsungsverfahren fiir Differentialgleichungen stellt eines der wichtigsten mathemati-
schen Hilfsmittel fiir die Physik dar, denn die Naturgesetze verden durch eben solche Gleichungen beschrie-
ben. Dabei stellen uns gewohnliche Differentialgleichungen vor die Aufgabe, unbekannte Funktionen ei-
ner Verinderlichen (in der klassischen Mechanik ist das die Zeit ¢) aus Gleichungen zu bestimmen, die diese
Funktion und Ableitungen dieser Funktion enthalten. Die hochste Ordnung der Ableitung bestimmt die
Ordnung der Differentialgleichung. Die allgemeine Differentialgleichung 7-ter Ordnung #» € N nimmt
dann die Form

F(t, fofre fO) =0 (5.0.1)
an, wobei /) die j-te Ableitung der Funktion f nach der Zeit bedeutet. Je nach Anwendung kann es erforder-
lich sein, alle Lésungen oder nur bestimmte, die durch die Anwendung vorgeschriebene Nebenbedingungen
erfiillen.

Systeme von Differentialgleichungen 7-ter Ordnung sind entsprechend gekoppelte Differentialgleichungen
tiir mehrere Funktionen f,,..., f,, wobei die die hochste Ableitung, die in diesen Gleichungen vorkommt,
die n-te ist.

In der klassischen Mechanik haben wir es 1.a. mit Differentialgleichungen oder Systemen von Differentialglei-
chungen 2. Ordnung zu tun, denn die Newtonsche Bewegungsgleichung fiir einen Massenpunkt, auf den
irgendwelche vorgegebenen Krifte wirken, lautet

mx = F(t,%,%). (5.0.2)

Ein Beispiel ist die Bewegung eines Planeten um die sehr viel schwerere Sonne, deren Bewegung wir nihe-
rungsweise vernachlissigen diirfen. Setzen wir die Sonne in den Ursprung, ergibt sich mit dem Newtonschen
Gravitationsgesetz die Gleichung

mx = —ymM —. (5.0.3)

X[

Hier hingt die Kraft nicht von der Geschwindigkeit ab. Dabei ist 72 die Masse des Planeten, M die der Sonne
und y die Newtonsche Gravitationskonstante.
Ein Beispiel fiir einen solchen Fall ist die Bewegung eines geladenen Teilchens in einem elektromagnetischen
Feld (in Gaufischen Einheiten fiir das elektromagnetische Feld):

-

mi=q|E(t,%)+ = x B(t,%)|. (5.0.4)
C

Dabei ist m die Masse des Teilchens, g seine Ladung und E und B das durch irgendwelche anderen Ladungen
und Strome erzeugte elektrische bzw. magnetische Feld.
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In der Physik suchen wir Losungen solcher Bewegungsgleichungen unter Vorgabe bestimmter Anfangsbe-
dingungen, d.h. man gibt zur Zeit ¢t = 0 die Werte fiir Ort X(0) = X, und Geschwindigkeit x(0) = 7, des
Teilchens vor und sucht Losungen fiir die Differentialgleichung, die zusitzlich diese Anfangsbedingungen

—

F0)=%, x(0)=7, (5.0.5)

erfiillen.

Aus der physikalischen Fragestellung heraus erwarten wir, dafl diese Differentialgleichungen stets eine Losung
besitzen (Existenz) und bei Vorgabe der Anfangsbedingungen eindeutig (Eindeutigkeit) sind. Der Be-
weise entsprechender Existenz- und Eindeutigkeitssitze fiir Differentialgleichungen bei genauer Bestim-
mung der Eigenschaften der involvierten Funktionen (wie F in oder die Krifte in der Newtonschen
Bewegungsgleichung) sind Klassiker der Analysis und finden sich in vielen mathematischen Lehrbiichern. In
diesem Skript beschrinken wir uns auf die Losungsmethoden fiir die einfachsten Typen von Differentialglei-
chungen. Von der umfangreichen Spezialliteratur sei hier nur auf [[Col90, Bro03] verwiesen.

5.1 Differentialgleichungen 1. Ordnung

Als einfachsten Typ von Differentialgleichungen betrachten wir Differentialgleichungen 1. Ordnung. Fiir
sie gibt es mannigfaltige Losungsverfahren, von denen wir hier nur einige der wichtigsten besprechen. Die
allgmeinste Form des Anfangswertproblems ist

F(t,x,x)=0, x(ty)=x,. (5.1.1)

Nattirlich 138t sich in dieser allgemeinsten Form wenig tiber die Losungen der Differentialgleichung aussa-
gen. Im folgenden betrachten wir die einfachsten Fille, in denen sich die Losung des Anfangswertproblems
zumindest in impliziter Form auf Integrationen zurtickfithren lifit.

5.1.1 Separierbare Differentialgleichungen

Man spricht von separierbaren Differentialgleichungen 1. Ordnung, wenn sie sich auf die Form

p(t)+xq(x)=0 (5.1.2)

zurlickfiihren lassen. Dann geniigt bereits eine beliebige Stammfunktion der Funktionen p und ¢ (wobei
im Einzelfall freilich stets auf deren Definitionsbereich und die damit verbundene Existenz der Integrale zu
achten ist). Definieren wir namlich die Stammfunktionen zu

P(t):f de’ p(t), Q(x):f dx’q(x), (5.1.3)

0 0

kénnen wir wegen des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung fiir (5.1.2)

P(t)—i—fciQ(x):O (5.1.4)
dx
schreiben. Mit der Kettenregel wird dies zu
d .
= QLx(n]=—P(2), (5.15)

integrieren wir beide Gleichungen von ¢ = t, bis ¢ erhalten wir unter Beriicksichtigung der Anfangsbedin-
gung bereits die Losung in impliziter Form

Q(x)=—P(t). (5.1.6)
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Diese Losung miissen wir nun nur noch nach x auflosen, um die Losung der Differentialgleichung zu erhalten.
Da wir die Anfangsbedingung bereits eingearbeitet haben, ist auch diese dann automatisch erfiillt.

Als Beispiel betrachten wir die Differentialgleichung des radioaktiven Zerfalls. Dazu gehen wir davon aus,
daf} die entsprechende Zerfallsrate (also die Anzahl der Atomkerne, die pro Zeiteinheit zerfillt) unabhin-
gig von den dufleren Umstinden (Temperatur, Druck usw.) und proportional zur Zahl N(¢) der zur Zeit ¢
vorhandenen Kerne ist. Zur Zeit t; = 0 seien N,. In eine Gleichung gebracht, haben wir es also mit dem
Anfangswertproblem einer Differentialgleichung 1. Ordnung zu tun,

N(t)=—AN(t), A=const. N(0)=N,. (5.1.7)
Diese Gleichung ist tatsichlich vom separablen Typ, denn wir kdnnen sie in der Form
-1
A+N— 5.1.8
N 518

schreiben. Bis auf die Bezeichnung der Variablen N statt x ist das in der Tat in der Form (5.1.2). Nach der
allgmeinen Losungsforme (5.1.6) bendtigen wir die Stammfunktionen von p(¢) = Aund g(N)=1/N:

t N 1 N
P(t):J dt'A=At, N(t):f dN/—/:ln<—>. (5.1.9)
0 0 N NO
Die Losung lautet also gemifd
ln<N]\(]t)> =—At = N(t)= Nyexp(—Ar). (5.1.10)
0

Wir erhalten also das bekannte Exponentialgesetz vom radioaktiven Zerfall. Man bezeichnet als Lebens-
dauer 7 des betreffenden Atomkerns die Zeit nach der die Anzahl der Kerne auf N(7)/N, = e abgefallen ist.
Aus unserer Lésung (5.1.10) folgt sofort, dafl = = 1/A4 ist. Die Halbwertszeit 7, , gibt hingegen die Zeit an,

nachdem die anfinglich vorhandene Menge an radioaktivem Material zur Hilfte zerfallen ist, d.h.

1 In2
ln<§> =—In2 :—/1'1'1/2 = T2 = T =7ln2~0,693T. (5.1.11)

5.1.2 Homogene Differentialgleichungen 1. Ordnung

Angenommen, die Differentialgleichung besitzt die spezielle Form

i = f(t,x), (5.1.12)
wobei die Funktion / die Homogenititseigenschaft
F(At, Ax) = f(¢,x) (5.1.13)
besitzt. Dann kénnen wir durch die Substitution
x(t)=ta(t) (5.1.14)

die Differentialgleichung in eine separable Gleichung transformieren. In der Tat ist dann wegen der Homo-

genititseigenschaft (5.1.13)

i=a+ta=f(t,ta)=f(1,a)=f(a). (5.1.15)
Etwas umgeformt erhalten wir die folgende Gleichung fiir a:
R ) (5.1.16)

die tatsichlich von der separablen Form (5.1.2) ist.
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5.1.3 Exakte Differentialgleichung 1. Ordnung

Angenommen die Differentialgleichung sei von der Form
a(t,x)x + B(t,x)=0, (5.1.17)

1? 9 g ¢ 9 Z,.C . 5'1'18

Betrachten wir also A = (a, ) als zweidimensionales Vektorfeld mit £= (t,x) als ebene unabhingige Koor-

dianten, verlangen wir, daf} g ein Potential von A ist. Nach dem Lemma von Poincaré (vgl. Abschnitt ist
das in einfach zusammenhingenden Gebieten der Fall, wenn d,a = J, 3 gilt, und das Potential ist dann durch

das entsprechende Wegintegral gegeben (vgl. Abschnitt[2.6). Jedenfalls kénnen wir dann in der Form

& - d
d_f'vg:Eg[t’x(t)]:O (5.1.19)

schreiben. Die allgemeine Losung ist demnach in impliziter Form sofort durch
g[t,x(t)] = C = const. (5.1.20)

gegeben. Die Integrationskonstante C bestimmt sich aus der Anfangsbedingung x(#,) = x,.

5.1.4 Homogene lineare Differentialgleichung 1. Ordnung

Eine Differentialgleichung 1. Ordnung heift linear, wenn sie von der Form
x4+ p(t)x=¢q(t) (5.1.21)
ist und homogen, wenn g(t) =0 ist. Wir beschiftigen uns zuerst mit dem homogenen Fall
%+ p(t)x =0. (5.1.22)

Dividiert man diese Gleichung durch x, erkennt man, daf} sie vom separablen Typ ist. Jedenfalls konnen wir
sie auf die Form

i1n<ﬁ> =—p(t) (5.1.23)

dt Xg

bringen. Beriicksichtigen wir die Anfangsbedingung x(#,) = x, und integrieren diese Gleichung bzgl. ¢, er-
halten wir nach einer einfachen Umformung die Losung in der Form

x(t) = xyexp [—Jtdt/p(t/)]. (5.1.24)

5.1.5 Inhomogene lineare Differentialgleichung 1. Ordnung

Kommen wir nun auf (5.1.21) mit ¢ # 0 zuriick. Zuerst bemerken wir, daf§ wegen der Linearitit der Diffe-
rentialgleichung die Differenz zweier Losungen x; und x, die homogenen Gleichung (5.1.23) 16st:

2(6)+ p()xi (1) =q(2), x(t)+ p(2)xy(t) = q(t) = %(M —%)+p()x;—=x)=0. (5125
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Die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung ist also durch die Summe aus der allgemeinen Losung
der homogenen Gleichung und einer beliebigen Losung der inhomogenen Gleichung gegeben. Sei also £ # 0
eine Losung der homogenen Gleichung. Dann konnen wir eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung
finden, indem wir den Ansatz der Variation der Konstanten

x(t)=y(t)%(¢) (5.1.26)
vornehmen. Wegen % = —p folgt dann nimlich aus der Produktregel
i+ p=JF+yi4pyi=yi=g. (5.1.27)

Damit finden wir die Losung fiir y durch eine einfache Integration. Da wir nur irgendeine Losung der inho-
mogenen Gleichung benétigen, konnen wir zusitzlich y(#y) = 0 fordern. Dann folgt

t /
q(t)
y(t)zf de’ —. (5.1.28)
A x(t')
Dann wird nach der Uberlegung oben das Anfangswertproblem der inhomogenen Gleichung mit x(z,) = x,
durch ) /
X(t)=9?(t)+9?(t)f dt’?(t ), (5.1.29)
t X(t')

wobei gemaf3
t
X(t) = xgexp [—f dt’p(t’)] : (5.1.30)
t,

0

die Losung der homogenen Gleichung (5.1.22) ist, die die Anfangsbedingung %(t,) = x, erfiillt.

5.2 Lineare Differentialgleichungen 2. Ordnung

Lineare Differentialgleichungen besitzen eine besonders einfache Losungsstruktur. In der Physik kann man
auch oft kompliziertere Probleme durch lineare Differentialgleichungen nihern (fiir ein Beispiel s.u. den Ab-
schnitt zum harmonischen Oszillator als Niherung fiir das mathematische Pendel). Hier betrachten wir kurz
die ganz allgemeine Struktur der allgemeinen Losungen fiir lineare DGLn 2. Ordnung.

Die allgemeine lineare Differentialgleichung (DGL) 2. Ordnung lautet
X(t)+A(t)x(t)+ B(t)x(t) = C(2). (5.2.1)

Dabei sind A, B und C vorgegebene Funktionen der unabhingigen Variablen ¢ und x(#) die gesuchte Funk-
tion. Hier besprechen wir nur die wichtigsten Grundlagen {iber die Struktur der Losungen solcher linearer
Ditferentialgleichungen. Konkrete Beispiele liefern die in den nichsten Abschnitten behandelten harmoni-
schen Oszillatoren verschiedener Art.

Man nennt die obige Differentialgleihung (5.2.1) homogen, wenn C(¢) = 0 und entsprechend inhomogen,
wenn C(t) # 0. Wir betrachten zuerst die Lésungsstruktur der homogenen Gleichung

%(t)+A(t)x(¢)+ B(t)x(t)=0. (5.2.2)

Da die Ableitungsoperation linear ist, d.h. fiir irgendwelche zwei Funktionen x;(¢) und x,(¢), die mindestens
zweimal differenzierbar sind,
2

dr?
149

d . .
[Crx(8) + Coxy(2)] = Cpty + Gy,

i@ [Cixy(2) + Cyxp(2)] = Ci%y + G, (5.2.3)
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gilt, ist fiir zwei Losungen x; und x, von (5.2.2) auch die Linearkombination
x(t) = Cyxy(t) + Cyxy(2) (5.2.4)

mit C;,C, = const eine weitere Losung. Es ist weiter klar, daf§ wir zur eindeutigen Festlegung der Losung
Anfangsbedingungen fordern miissen, d.h. wir verlangen von der Losung x der DGL zusitzlich, dafi sie und
ihre erste Ableitung bei t = 0 bestimmte Werte annimmt:

2(0)= x5,  %(0) =1, (5.2.5)

Nehmen wir an, wir hitten zwei Losungen x; und x, gefunden, kénnen wir versuchen, die Konstanten C;
und C, in der Linearkombination (5.2.4) so zu bestimmen, daff diese Anfangsbedingungen (5.2.5) gelten, d.h.
wir missen das lineare Gleichungssystem

Ci%1(0)+ Cyxy(0) = xg

. . (5.2.6)
C1%1(0) + Cy%,(0) = vy

nach C, und C, auflgsen. Multiplizieren wir die erste Gleichung mit x,(0) und die zweite mit x,(0) und
subtrahieren die beiden entstehenden Gleichungen, finden wir

Ci[x1(0)25(0) — x(0)(0)] = %,(0)xg — x5(0) . (5.2.7)
Wenn die eckige Klammer nicht verschwindet, kdnnen wir nach C; auflésen:

C = %5(0)xg — %,(0)7g . (5.2.8)

x4(0)%,(0) — x,(0)x4(0)

Unter derselben Voraussetzung konnen wir auf dhnliche Weise auch C, berechnen:

_ V%1 (0) — x0%4(0) .
7 x1(0)42(0) — % (0)4(0)

Wir untersuchen nun noch, wann die Bedingung, dafy der Nenner in und tiir die Losungen x; und
x, der DGL nicht verschwindet, erfiillt ist. Es handelt sich um die Determinante der Koeffizientenmatrix
des linearen Gleichungssystems (5.2.6). Um diesen Ausdruck niher zu untersuchen, definieren wir fiir die
beiden Losungen x; und x, die Wronski-Determinante genannte Grof3e

(5.2.9)

W (t)= det <’?1(” xz(t)) = x, ()i () — x,(£),(£). (5.2.10)

5 () (t)
Berechnen wir die Zeitableitung, finden wir mit Hilfe der Produktregel nach einiger Rechnung
W (t) = x,(2)%,(t) — x,(£)%,(¢). (5.2.11)
Jetzt verwenden wir, dafl x, und x, Losungen der DGL sind und setzen
X(t)=—A(@)x;(t)—B(t)x;(t), je€{1,2} (5.2.12)
in ein. Das ergibt
W (1) =—A(t)[,(£)5(2) — x5(2 )%, (£)] = —A(t) W (2). (5.2.13)



5.2 - Lineare Differentialgleichungen 2. Ordnung

Dies ist eine lineare Differentialgleichung 1. Ordnung, die sich durch Trennen der Variablen 16sen 1if3t. Teilen

wir also (5.2.13) durch W (¢), erhalten wir

= —A(2). (5.2.14)

Integration dieser Gleichung bzgl. ¢ von t =0 bis ¢, liefert

1n<¥§8> :—Ltdt/A(t/). (5.2.15)

Losen wir dies nach W (¢) auf, finden wir schliellich

W (t)=W(0)exp {—fot dt’A(r’)]. (5.2.16)

Das bedeutet aber, daf} entweder W (z) = 0= const ist (nimlich wenn W(0) = 0) oder W(z) #Ofiiralle r e R
gilt.
Untersuchen wir deshalb weiter, was es fiir die Losungen x; und x, der DGL bedeutet, wenn W(z) = O fiir

alle ¢ gilt. Aus der Definition der Wronski-Determinante (5.2.10) folgt dann

()i (0)— ()i () = 0 = 1) _ %), (5.2.17)

xi(t)  x(2)

Auch diese Gleichung kénnen wir wieder bzgl. £ von 0 bis ¢ integrieren, und das ergibt

x(2) x,(2) %,(0)
In 7 =In 2 X — 2 ” ) 5
<x1(0)> <x2(0)> = x(t) %,(0) 1(?) (5.2.18)

Das bedeutet aber, dafl W(0) = 0 genau dann, wenn x,(¢) = Cx,(¢) mit C = x,(0)/x,(0) = const ist.
Die Anfangsbedingungen sind also durch die Linearkombination genau dann immer erfiillbar,
wenn die Ldsungen x; und x, linear unabhingig sind und daher W(0) # 0 ist. Um also die allgemeine

Lésung der homogenen DGL zu finden, miissen wir nur irgendwelche zwei linear unabhingigen Lsungen
finden. Die allgemeine Losung ist dann durch die allgemeine Linearkombination (5.2.4) gegeben.

Kommen wir nun auf die inhomogene Gleichung (5.2.1) zuriick. Nehmen wir wieder an, daf$ xiinh)(t) und

ginh)([) Losungen dieser inhomogenen Gleichung ist. Wegen der Linearitit der Ableitungsoperation und der
Linearitit der linken Seite der inhomogenen Gleichung erfiillt dann offenbar ximh)(t) — xgmh) die homogene

X

DGL. Das bedeutet aber, daf} bei Kenntnis von zwei linear unabhingigen Losungen xihom)(t) und xghom)(t)
der homogenen DGL diese Differenz durch eine Linearkombination dieser Losungen gegeben sein muf3. Es

ist also die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung durch

x(t) = Cpx™™ (1) + G (1) + 2" 1) (5.2.19)
gegeben. Haben wir also die allgemeine Losung der homogenen Gleichung gefunden, geniigt es, nur eine
einzige spezielle Losung der inhomogenen DGL zu kennen, um alle Lésungen in der Form (5.2.19) angeben
zu konnen. Es ist klar, daf$ auch hier die Anfangsbedingungen durch die entsprechende Berechnung der

Integrationskonstanten C; und C, stets erfiillbar sind, wenn nur xihom)(t) und xghom)(t) linear unabhingig
sind und also die Wronksi-Determinante W (0) # 0 ist.

151



Kapitel 5 - Gewohnliche Differentialgleichungen

5.3 Der ungedimpfte harmonische Oszillator

Bei vielen typischen Bewegungsgleichungen der klassischen Mechanik tritt der Fall auf, dafl ein Massepunkt
sich in einem Kriftepotential bewegt. Wir betrachten eindimensionale Bewegungen entlang der x-Achse
eines kartesischen Koordinatensystems. Dann ist die Kraft durch die Ableitung des Potentials gegeben:

F(x)=—V'(x). (5.3.1)
Die Newtonsche Bewegungsgleichung fiir solch einen Massenpunkt lautet demnach
mi =—V'(x). (5.3.2)

Um die Bahn der Bewegung als Funktion der Zeit zu erhalten, miissen wir also eine Differentialgleichung
zweiter Ordnung 16sen, d.h. wir suchen die Ortskoordinate x als Funktion von ¢. Dabei ergibt sich eine ganze
Schar von Losungen. Um die Bewegung des Massenpunktes eindeutig festzulegen, miissen wir noch Anfangs-
bedingungen fordern, d.h. wir miissen zu einem vorgegebenen Zeitpunkt, den wir bequemlichkeitshalber bei

t = 0 wihlen, Ort und Geschwindigkeit des Massenpunktes vorgeben. Wir verlangen also von der Losung
der Bewegungsgleichung (5.3.2), daf§ die Anfangsbedingungen

x(0)=x5 x(0)=1, (5.3.3)

erfillt sind. Wir wissen bereits, dafl fiir die Bewegungsgleichung der Satz von der Energieerhaltung
gilt, denn multiplizieren wir mit x und bringen alle Ausdriicke auf die linke Seite der Gleichung,
erhalten wir

mxx+xV'(x)=0. (5.3.4)

Es ist aber leicht zu sehen, dafl dies eine totale Zeitableitung ist, denn es gilt

d, ., .. d o
E(x ) =2xX, i V(x)=xV'(x). (5.3.5)
Wir kénnen also (5.3.4) in der Form
d
B+ vm]=o (5.3.6)

schreiben. Das bedeutet aber, dafl der Ausdruck in den eckigen Klammern, die Gesamtenergie des Massen-
punktes, fiir alle Lésungen der Bewegungsgleichung (5.3.2) zeitlich konstant ist:

E= %xz +V(x)= %vg + V(x,) = const. (5.3.7)

Dabei haben wir die Anfangsbedingung (5.3.4) eingesetzt, um den Wert der Gesamtenergie zu bestimmen.
Nun ist die kinetische Energie
Ey, = %xz >0. (5.3.8)

In Abb. 5.1/ haben wir ein beliebiges Potential als Funktion der Ortskoordinate aufgezeichnet und den kon-
stanten Wert der Gesamtenergie als horizontale Linie eingetragen. Da E|;, > 0 muf} fiir alle Zeiten

E>V(x) (5.3.9)

gelten. D.h. fiir eine durch die Anfangsbedingungen gegebene Gesamtenergie E kann sich das Teilchen nur
dort aufhalten, wo das Potential unterhalb der Linie fiir die Gesamtenergie verluft.

Nun kommt es oft vor, dafl das Potential bei einer Stelle x, ein lokales Minimum aufweist. In diesem Mini-
mum ist V’(xy) = 0. Ist dann die Energie E so gewihlt, daff die Linie £ = const das Potential an zwei Stellen
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Xo

Y

Xmin Xo Ymax

Abbildung 5.1: Bewegung in einer Potentialmulde.

X und x, . schneidet, muff das Teilchen in dem Bereich [x,;,, x,,,, | bleiben, denn aufgrund der Ditferen-
tialgleichung muf$ die Ortskoordinate als Funktion der Zeit mindestens zweimal differenzierbar sein und ist
daher stetig. Der Massenpunkt kann also nicht tiber eine Potentialbarriere einfach in einen anderen Bereich
springen, wo wieder £ > V/(x) gilt. Das Teilchen ist also in dem besagten Intervall gefangen. Ist dieser Be-
reich nicht zu grof3, reicht es weiter aus, das Potential um x, in eine Potenzreihe zu entwickeln und nur die
Terme bis zur zweiten Ordnung mitzunehmen. Angenommen, das Potential ist mindestens dreimal stetig

differenzierbar, konnen wir schreiben (Taylor-Entwicklung)
1
V(x)=V(xy)+ EV”(xO)(x —xy)* + O[(x —x,)°]. (5.3.10)

Dabei bedeutet das Landau-Symbol &[(x—x,)*], da} der nichste Term in der Potenzreihenentwicklung von
der Gréflenordnung (x — x,)® ist. Es ist klar, daf} der Term linear zu (x — x,) verschwindet, weil vorausset-
zungsgemifl V' an der Stelle x, ein Minimum besitzt. Aufferdem nehmen wir an, daf§ V”'(x;) > 0 ist.

Fiir die Kraft folgt dann
F(x)==V'(x)==V"(x,)(x — x0) + O[(x — x,)*]. (5.3.11)

Fiir nicht zu grofle Abweichungen der Lage des Massenpunktes von xy kdnnen wir also naherungsweise die
vereinfachte Bewegungsgleichung

mi=—D(x—x,) mit D=V"(x,)>0. (5.3.12)

betrachten.

Wihlen wir das Koordinatensystem noch so, dafl x, = 0 ist, erhalten wir die relativ einfache Bewegungsglei-
chung eines harmonischen Oszillators:
mx =—Dx. (5.3.13)

Wir konnen diese Situation durch ein reales System in sehr guter Niherung realisieren, indem wir einen
Massenpunkt an eine Feder hingen. Fiir nicht zu grofle Auslenkungen der Feder aus ihrer Gleichgewichtslage
ist die von der Feder ausgetibte Kraft proportional zur Auslenkung (|F.4.,] = DAx, wo Ax die Dehnung
der Feder aus ihrer Ruhelage ist). Der Gleichgewichtspunkt x, = 0 ist dann dadurch gegeben, daf} dort die
Federkraft die Schwerkraft 7 g gerade kompensiert. Die Feder wirkt immer der Auslenkung entgegen, und
die gesamte Kraft auf den Massenpunkt ist dann durch F, = —Dx gegeben. Dabei riihrt das Vorzeichen in
dieser Gleichung daher, daf§ die Feder immer der Auslenkung aus der Gleichgewichtslage entgegenwirkt.
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Zur Losung dieser Gleichung beachten wir, daf} es sich um eine lineare homogene Differentialgleichung
(DGL) zweiter Ordnung handelt. Wir kdnnen uns also auf die allgemeinen Betrachtungen im vorigen Ab-
schnitt stiitzen. Aus den dortigen Uberlegungen folgt, daf§ die allgemeine Losung von der Form

x(t) = Cyx;(2)+ Cyxy(2) (5.3.14)

ist, wobei x; und x, irgendwelche zwei linear unabhingige Lsungen der Gleichung sind, d.h. es muff x; /x, #
const sein, und beide Funktionen miissen die DGL 16sen. Ein Blick auf (5.3.13) zeigt, daff ein Ansatz mit

trigonometrischen Funktionen

x,(t) = Cysin(ewqt), x,(t) = C,cos(wyt) (5.3.15)
erfolgsversprechend ist, denn es gilt
und
%, = Cywgcos(wyt), Xy =—Cyel sin(ewyt). (5.3.17)

Setzt man diese Ansitze in (5.3.13) ein, erkennt man sofort, daf} beides Losungen der Differentialgleichung
sind, und zwar fiir

D

we=1] = (5.3.18)
m
Die allgemeine Losung der DGL lautet also
x(t) = C; cos(wyt)+ C,sin(ewyt). (5.3.19)

Um diese Lsung etwas einfacher analysieren zu kénnen, bringen wir sie
noch in eine etwas einfachere Form, und zwar versuchen wir Konstanten
x >0 und ¢, so zu bestimmen, daf}

x(t) = x cos(wyt — @) (5.3.20)
gilt. Ausnutzen des Additionstheorems fiir den Cosinus liefert
x(t) = x[cos @q cos(wyt ) + sin gy sin(cwgt)]. (5.3.21)
3 , Vergleicht man dies mit folgt, dafl dann
C C,=xcosp,, C,=2xsing, (5.3.22)

gelten muf8. Es ist klar, dafy man dies als Gleichung fiir die Komponenten eines Vektors (C,, C,) in der Ebene,
ausgedriickt durch seine Polarkoordinaten (X, ¢,) ansehen kann (s. nebenstehende Abbildung). Quadriert
man jedenfalls diese beiden Gleichungen, erhilt man

#%(cos® gy +sin’ o) = > = C{ + C; = £ =4/C2+ C2. (5.3.23)
Aus dem Bild liest man weiter ab, daf§

@y = sign C, arccos <%> e(—m,m) (5.3.24)
gegeben ist. Das einzige Problem mit dieser Formel ist, dafl fiir C, = 0 und C, # 0 ein unbestimmtes Ergebnis
herauskommt. Man hat dann aber cos ¢, = C, /|C,| = £1. Fiir C; > 0 erhilt man dann immer noch eindeutig
@, = 0. Fiir C; < 0 wiren aber zwei Losungen ¢, = 7 korrekt. Man kann in diesem Fall einfach eine von
beiden Moglichkeiten wihlen, z.B. ¢y = +7. Diese Gleichung zur Berechnung des Polarwinkels liefert im
Gegensatz zu der in der Literatur oft zu findenden Formel “p, = arctan(C,/C))” stets den korrekten Winkel,
ohne dafl man sich genauere Gedanken machen muf}, in welchem Quadranten der gerade betrachtete Punkt

liegt.
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5.4 - Der geddmpfte harmonische Oszillator
x Die Konstanten C; und C, in (5.3.19) lassen sich aus
i den Anfangsbedingungen (5.3.3) bestimmen. Wir
verlangen also
x(O) = Cl = xO,
2 (5.3.25)

Wy

Y

pol Die Losung fiir das Anfangswertproblem lautet also
x(t) = xycos(ewqyt)+ &sin(wot). (5.3.26)
@o

Fiir die Losungsform (5.3.20) ergibt sich aus (5.3.23)
Abbildung 5.2: Losung zum harmonischen Oszillator und (5.3.24)
mit den Kenngrifsen x (Amplitude), ¢, (Anfangsphase)
und T (Periodendaner). Y
w?’ (5.3.27)

. X
(g = sign vy arccos <;O> .

Es ergibt sich also insgesamt eine um At = ¢,/ w, entlang der t-Achse verschobene cos-Funktion mit der
Periodendauer 7', wobei

2
w, =2 T=22Z, (5.3.28)
20

Die Frequenz, also die Anzahl der Schwingungen pro Zeitheinheit ist durch

1wy

f=g=32 (5.3.29)
gegeben. Der Massepunkt schwingt zwischen den Werten £ hin und her. Diese Maximalabweichung von
der Ruhelage £ heiflt Amplitude der Schwingung (vgl. Abb. [5.2). Wir bemerken, daf} die Periodendauer
der Schwingung unabhingig von der Amplitude ist. Man bezeichnet solche Schwingungen als harmonische
Schwingungen. Schwingungen sind nur dann strikt harmonisch, wenn die Kraft exakt proportional zur
Auslenkung von der Ruhelage ist. Fiir allegemeinere Kraftgesetze liegt dieser Fall nur naherungsweise fiir
kleine Amplituden vor.

5.4 Der gedimpfte harmonische Oszillator

Im allgemeinen wird die Bewegung eines Massepunktes auch irgendwelchen Reibungsprozessen unterliegen.
Um zu sehen, welche Auswirkungen die Reibung besitzt, untersuchen wir den besonders einfachen Fall der
Stokesschen Reibung, wo die Reibungskraft proportional zur Geschwindigkeit v = x ist. Die Bewegungs-
gleichung lautet dann

mx =—Dx — Bx. (5.4.1)

In die Normalform gebracht ergibt sich wieder eine lineare homogene Differentialgleichung:

. D
5c'+2y5c—|—co§x:0 mit }/:ﬁ, a)é:—. (5.4.2)
2m m
Wir werden gleich sehen, daf} die willkiirlich erscheinende Einfithrung des Faktors 2 im Reibungsterm einige
Formeln ein wenig tibersichtlicher macht.
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Um diese Gleichung zu losen, bemerken wir, daf§ sich die Exponentialfunktion beim Differenzieren ,repro-
duziert“. Daher erscheint der Ansatz fiir die Losung der Gleichung (5.4.2)

x(t)=Aexp(At), A=const (5.4.3)
erfolgsversprechend. In der Tat ist
%(t)=Adexp(At), #(t)=ANexp(At). (5.4.4)
Setzt man also den Ansatz in ein, ergibt sich
Aexp(At)(A? 42y A4 w?)=0. (5.4.5)

Demnach erhalten wir also (nichttriviale) Ldsungen, d.h. fiir A # 0, fiir die Ldsungen der quadratischen Glei-
chung
P42yl wl=0= A4y +wi—y*=0. (5.4.6)

Wir miissen nun mehrere Fille unterscheiden, je nachdem, ob die Losungen reell oder komplex sind und ob
das quadratische Polynom zwei einfache oder eine doppelte Nullstelle besitzt:

1. wq > y: Zwei zueinander konjugiert komplexe Nullstellen,
2. wq < y: Zwei einfache reelle Nullstellen,

3. wq = y: Eine doppelte Nullstelle.

Wir behandeln diese Fille nun nacheinander ausfiihrlich. Wir bendtigen hierzu die kurze Einfiihrung in die
komplexen Zahlen in Abschnitt

5.4.1 Schwingfall («,> )
In diesem Fall besitzt die Gleichung die beiden zueinander konjugiert komplexen Losungen

Ap=—r*iywl—yl=—y+io mit w=4/wi—y?>0. (5.4.7)

Wir haben damit offenbar zwei linear unabhingige

x Losungen tiber unseren Ansatz gefunden, und
/ k\ die allgemeine Losung ergibt sich als deren Linear-
S kombination
S~k exp(—yt)
S~ x(t) = exp(—yt)[C, exp(—iwt) + C,exp(iwt)].
- _ (5.4.8)
/-\— ket . Daselbstverstindlich nur reelle Losungen physika-
\/ - S lisch sinnvoll sind, mufl offenbar
- Ci=Cr+iC;, C=C/=C z—1Cy; (54.9)
R - Festry) mit C, ,C; ; €RR gelten. Wir kénnen also in
der Form

Abbildung 5.3: Lésung zum gedampften harmonischen x(t) = exp(—y )
Oszillator. Fiir cog > y schwingt der Massenpunkt wieder ) . .
sinusformig auf und ab, aber die Amplitude ist exponen- x {Crexp(—wt) +[C CXP(—IQ) )]’} (5.4.10)
tiell gedampft. Die Dampfungsrate ist y. = exp(—y1)2Re[C exp(—iw?)]

156



5.4 - Der geddmpfte harmonische Oszillator

schreiben.
Mit der Eulerschen Formel folgt

Re[C; exp(—iwt)] =Re[(C; g +1C; ;)(cos(ewt) —isin(wt))] = C; g cos(ewt) + C; sin(ewt). (5.4.11)
Benennen wir die reellen Konstanten zu
C,=2Cp C,=2C, (5.4.12)
um, erhalten wir als allgemeine reelle Losung
x(t)= exp(—yt)[é1 cos(wt )+ éz sin(ewt)]. (5.4.13)
Die Anfangsbedingungen gestatten wieder die eindeutige Bestimmung der Integrationskonstanten:
x(O):él éxo, J&(O):—yél +(~32wéfvo. (5.4.14)
Die Losung dieses linearen Gleichungssystems ist offenbar

~ Vot YXp
i b

Ci=x, G (5.4.15)
w
und die Losung des Anfangswertproblems lautet also
Yot YXo .
x(t):exp(—yt)[xocos(a)t)+ —sm(wt)]. (5.4.16)
w

Analog zu unserem Vorgehen oben beim ungedimpften Oszillator konnen wir die eckige Klammer auch in
Form einer einzelnen Cosinus-Funktion gemif$

x(t) = exp(—yt)x cos(wt — @) (5.4.17)

schreiben.

Das Auffinden der Amplitude X und der Phasenverschiebung ¢, wird aber durch die komplexe Rechnung
erheblich abgekiirzt. Dazu gehen wir von (5.4.10) aus und verwenden die ,,Polardarstellung® der komplexen
Zahl C;:

C, =|C,|exp(ipy) = 2x exp(ipy), x=|Cy|/2. (5.4.18)

Einsetzen in liefert dann (5.4.17). Mit (5.4.12) und (5.4.15) folgt wegen sofort gemif}
und (4.1.18)

PP x2w? + (v + yxg)?
R=4/Cl+Ci = \/ ° (% + 7o) , goozsign('vo—l-}/xo)arccos(x—f)) (5.4.19)
w x

ist. Wir haben also insgesamt eine periodische Schwingung mit der durch die Dampfung verringerten Kreis-

frequenz w = 4/ w? —y?, deren Amplitude exponentiell abfillt. In der Dimpfungszeit ¢y = 1/y verringert
sich die Amplitude um einen Faktor 1/e = exp(—1) & 1/2.718. Der Massepunkt bewegt sich stets innerhalb
der Einhiillenden £% exp(—y¢) (vgl. Abb[5.3).
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5.4.2 Kriechfall (w, < y)

In diesem Fall besitzt die quadratische Gleichung (5.4.6) zwei verschiedene reelle Lsungen
Ay =—rp=—r £ r*—w}, (5.4.20)

und wir haben direkt die allgemeine Lsung der Bewegungsgleichung in der reellen Form
x(t)= C,exp(—y;t)+ Cyexp(—y,t). (5.4.21)
Da offenbar y, > y; > 0 ist, ist x(¢) — 0 fiir t — oo. Die Dimpfung ist hierbei so stark, daf es zu kei-

nerlei Schwingungen kommt. Der Massepunkt lauft gegen den Gleichgewichtspunkt bei x = 0. Fiir grofie ¢
dominiert der Term mit der kleineren Dimpfungskonstante ;.

Die Anfangsbedingungen liefern fiir die Integrationskonstanten C; und C, die Gleichungen
! : !

Die Losung des linearen Gleichgungssystems ergibt

Y%+ Y% Yo 1 ¥2%o Y%+ 7Y% Yo+ ¥1%0
C,=—=2 =+ , C= =— . (5.4.23)
1 n—nr 24/y?—wj T n-n 24/72—w}
Die Losung fiir das Anfangsproblem lautet also
1
x(t) = m [(vo + y2%0) exp(—y1£) — (vo + y1%0) exp(—72t)]. (5.4.24)

Setzt man hierin fiir y; und y, (5.4.20) ein, erhilt man das Resultat in der Form

x(t)=exp(—yt) | xocosh(y/y? —wir)+ LVXOZ sinh(y/y2—wjt) | . (5.4.25)
y?— g

Dabet haben wir die Definition der Hyperbelfunktionen

exp z —exp(—z)
2

exp z + exp(—z)
2

, sinhz=

coshz = (5.4.26)

benutzt, die tibrigens nicht nur im Reellen sondern auch fiir alle z € C gilt. Daraus folgt (wieder fiir z € C)

cosh(iz) = expliz) +2exp(—1z) =cosz, sinh(iz)= P (12)—2exp (—iz)

=isinz. (5.4.27)

Wir kénnen also die Losung fiir den Schwingfall (5.4.8) gewinnen, indem wir einfach in (5.4.25) tiberall

\/yz—a)g :i\/a)g—}/z =iw (5.4.28)

setzen. Denn dann liefert die Anwendung der Formeln (5.4.27) in (5.4.25) in der Tat sofort (5.4.8).
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5.4.3 Aperiodischer Grenzfall (cv, =)
Hier hat die quadratische Gleichung nur die eine (reelle) Losung

A=—y =—w,. (5.4.29)

Wir erhalten also auch mit dem Exponentialansatz nur eine Losung. Um die vollstindige Losung der
Bewegungsgleichung zu finden, bendtigen wir allerdings noch eine zweite linear unabhingige Losung. Statt
direkt eine solche Losung zu konstruieren, ist es einfacher, fiir festgehaltene Anfangsbedingungen den Limes
Wy — ¥ von zu berechnen. Dabei macht nur der zweite Term in der eckigen Klammer Probleme,
weil dessen Nenner im Limes dort verschwindet. Hier fithrt die Potenzreihenentwicklung der sinh-Funktion
zum Ziel. Es gilt

) R oo 2j+ ( )
sinhz=z+4+ —+—+---= : : 5.4.30
317 ) S (2j+1)
Auf den fraglichen Term in (5.4.25) angewandst, ergibt diese Reihenentwicklung
3
sinh(4/y2—w?t)  4/y2—wlt+0(y/y?—w? 2
Wrizet) _ vrizest+ oWy °)zt+ﬁ[(,/y2—wg>]. (5.4.31)

Die tibrigen Terme in (5.4.25) sind unproblematisch, und wir kdnnen fiir diese einfach cwy = y setzen, weil alle
vorkommenden Funktionen stetig sind. Wenden wir also (5.4.31) in (5.4.25) an und fiihren den Grenzwert
wq — ¥ aus, erhalten wir schliefflich

x(t) =[xg+ (vg+ yxp)t Jexp(—yt). (5.4.32)

Man priift leicht nach, daff diese Funktion tatsichlich die Bewegungsgleichung fur wy =y 16st und die
Anfangsbedingungen erfillt.

Auch hier fillt die Auslenkung des Massenpunktes unabhingig von der Anfangsgeschwindigkeit stets zum
Gleichgewichtspunkt x = 0 ab, denn sowohl die Funktion exp(—y ) als auch ¢ exp(—y¢) streben gegen 0 fiir
t — o0o. Es zeigt sich, daf} insgesamt das Abklingen der Anfangsauslenkung und -geschwindigkeit im aperi-
odischen Grenzfall am schnellsten vonstatten geht. Dies hat praktische Bedeutung fiir die Konstruktion von
Meflinstrumenten wie (analogen) Galvanometern zur Spannungs- und Strommessung in der Elektrotechnik.

5.4.4 Direkte Losung im aperiodischen Grenzfall

Alternativ zu der im vorigen Abschnitt vorgestellten Methode, den aperiodischen Grenzfall des gedimpften
Oszillators als Grenzwert fiir den iiberdimpften Fall zu behandeln, konnen wir auch die Differentialgleichung
direkt 16sen. Setzen wir also in wqy =, erhalten wir

i42yx+y*x=0. (5.4.33)

Der Exponentialansatz (5.4.3) liefert nur die eine Losung fiir A= —y. Um die vollstindige Losung, also eine
zweite linear unabhingige Losung zu finden, machen wir stattdessen den Ansatz (, Variation der Konstan-
ten®)

x(t)=f(t)exp(—yt). (5.4.34)
Die Ableitungen sind wegen der Produktregel

i=(f—yf)exp(—rt), E=(f—2yf +71*f)exp(—yt). (5.4.35)

159



Kapitel 5 - Gewohnliche Differentialgleichungen

Setzen wir also unseren Ansatz in (5.4.33) ein, erhalten wir

exp(—y 0L f =2y f + 72 f +2¢(f =y )+ 12 f 1= exp(—yt)f =o0. (5.4.36)

Das bedeutet, daf} / die Differentialgleichung )
F=o (5.437)

erfiillen mufl. Ihre allgemeine Losung finden wir durch zweimaliges Integrieren nach der Zeit. Es ergibt sich
f(6)=C+Cyt, (5.4.38)

und demnach lautet die allgemeine Losung fiir die Differentialgleichung
x(t)=(C; + Cyt)exp(—yt). (5.4.39)

Anpassung der Integrationskonstanten C; und C, an die Anfangsbedingungen (5.3.3) liefert wieder die bereits

oben gefundene Losung (5.4.32).

5.5 Der getriebene gedimpfte Oszillator

Wir schlieflen unsere Betrachtung der harmonischen Oszillatoren mit der Behandlung der Bewegungsglei-
chung fiir den Fall, daf} zusitzlich zur Reibungs- und harmonischen Kraft noch eine zeitabhingige duf3ere
treibende Kraft an dem Massenpunkt angreift. Dabei beschrinken wir uns auf den Fall einer harmonischen
Zeitabhingigkeit der dufleren Kraft. Die Bewegungsgleichung lautet dann

mi = —medx —2my% +mAcos(Qt). (5.5.1)

Dies in die Normalform fiir lineare Differentialgleichungen 2. Ordnung gebracht liefert die inhomogene
Gleichung

¥4 2y% 4 wix = Acos(Qt). (5.5.2)

Wir bemerken als erstes, daff wegen der Linearitit des Differentialoperators auf der linken Seite die Diffe-
renz zweier Losungen dieser inhomogenen Gleichung wieder die homogene Gleichung [5st. Die allgemeine
Losung der inhomogenen Gleichung ist also durch die Summe aus der allgemeinen Losung der homogenen
Gleichung und einer beliebigen speziellen Losung der inhomogenen Gleichung gegeben:

x(t) = Cux™™ (1) + "™ (1) 4+ (). (5.5.3)
Dabei sind x; und x, beliebige zueinander linear unabhingige Losungen der homogenen Differentialglei-

chung, die wir im vorigen Abschnitt fiir die drei Fille (Schwingfall, Kriechfall, aperiodischer Grenzfall) ge-
funden haben:

x,(t) =exp(—yt)cos(wt), x,(t)=exp(—yt)sin(wt) fir wy>7y,
xi(t) =exp(—yyt), x,(t)=exp(—y,t) fur wy<y, (5.5.4)
xy(t) =exp(—yt), x,(t)=rtexp(—yt) fir wy=y.

Dabei ist im Schwingfall o = 4/ ] —y? und im Kriechfall y;, =y £ 4/y2 — 3.
Diese Losungen werden allesamt fiir ¢ > 1/y (bzw. im Kriechfall fiir £ > 1/y,) exponentiell weggedimft

werden. Fiir grofle Zeiten wird die Losung also durch die spezielle Losung der inhomogenen Gleichung do-
miniert. Man spricht vom eingeschwungenen Zustand, und wir interessieren uns im folgenden fiir diesen
Zustand.
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5.5 - Der getriebene gedampfte Oszillator

Abbildung 5.4: Losung zum getriebenen gedimpften harmonischen Oszillator im Schwingfall wy > vy. Fir
t > 1/y werden die Eigenschwingungen, also der Anteil der Losung der homogenen Gleichung in merklich
gedampft, und die Bewegung gebt in den durch die spezielle Losung der inhomogenen Schwingung eingeschwunge-
nen Zustand iiber.

5.5.1 Spezielle Losung der inhomogenen Gleichung

Das Auffinden einer speziellen Losung fiir die inhomogene Gleichung wird nun dadurch wesentlich erleich-
tert, dafl sowohl die unabhingige Variable, die Zeit ¢, als auch die Koeffizienten auf der linken Seite in
reelle Zahlen sind. Wir konnen also die linke Seite der Gleichung als Realteil derselben Gleichung einer
komplexen Funktion z(¢) = x(t) + 1y(¢) ansehen:

i42y% 4 wix =Re(Z 42y z + wiz). (5.5.5)

Die rechte Seite der Gleichung konnen wir aber auch als Realteil ausdriicken, denn wegen der Eulerschen
Formel gilt

Acos(2t) = Re[A exp(—iQ22)]. (5.5.6)
Wir konnen also die etwas einfacher zu [6sende komplexe Gleichung
F42y7 + iz = Aexp(—ifdt) (5.5.7)

betrachten. Die Wahl des negativen Vorzeichens im Exponenten auf der rechten Seite ist dabei willkiirlich
und entspricht der in den meisten Lehrbiichern verwendeten Konvention in der theoretischen Physik.

Jedenfalls legt die Form der Gleichung (5.5.7) den Ansatz
z(t) = AB exp(—ift) (5.5.8)
nahe. Dabei ist B eine zu bestimmende komplexwertige Konstante. Setzen wir also (5.5.8) in (5.5.7) ein, finden

wir

AB exp(—if2t)(— Q% — 2iyQ + w?) = Aexp(—iQt). (5.5.9)
Auflosen nach B liefert .
a)g — 02 -21yQ

Um nun einfacher x(¢) = Re z(¢) bestimmen zu konnen, machen wir noch den Zihler reell, indem wir den
Bruch mit dem konjugiert Komplexen des Nenners erweitern:

B o)g—Q2+2in (55.11)
R >
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|B] 0

/2

> ()
Qrcs =V wé _2}/2 Wy

Abbildung 5.5: Amplitudenfaktor (links) || und Phasenverschiebung ¢ fiir den eingeschwungenen Zustand
p.5.13).

Wir kénnen nun B in die Polardarstellung bringen:

B=|B|exp(ip,), |B| ! + <wg_92> (5.5.12)
= |B|exp(igpy), = , Qo =+arccos . .5.
’ \/(wé —2)2 + 42002 ° |B|

Setzen wir dies in unseren Ansatz ein, ergibt sich fiir die spezielle Losung der inhomogenen Gleichung schlief3-
lich
x0) (1) = Re z(¢) = A|B| Re {exp[—i(2t — )]} = A|B| cos(Q2t — o). (5.5.13)

Im eingeschwungenen Zustand schwingt also der Massenpunkt mit derselben Frequenz wie die duflere har-
monische Kraft, und zwischen der Kraft und der Schwingung des Massenpunktes besteht eine stets positive
Phasenverschiebung ¢, (vgl. Abb rechts). Als Funktion von € ist ¢y monoton wachsend. Fiir Q = cw,
wird @y = 7r/2, und fiir @ — oo strebt g, — 7.

Bei vorgegebener Amplitude der dufleren Kraft mA ist die Amplitude des eingeschwungenen Zustands durch
|B| gemifd gegeben. In Abb. 5.5 (links) haben wir diesen Proportionalititsfaktor als Funktion der
Kreisfrequenz der antreibenden Kraft Q geplottet. Er weist in dem gewihlten Fall ein ausgeprigtes Maximum
bei einer Resonanzfrequenz . auf, die wir im nichsten Abschnitt ausrechnen wollen.

5.5.2 Amplitudenresonanzfrequenz

Die Losung zeigt, dafl die Amplitude der Schwingung im eingeschwungenen Zustand zur Amplitude
der dufleren Kraft proportional ist und der Proportionalititsfaktor |B| gemif3 durch die Parameter
des geddmpften freien Oszillators, also w, und y und die Kreisfrequenz 2 der duf8eren Kraft allein bestimmt
ist (s. Abb links).

Wir untersuchen nun, fiir welches €2 dieser Proportionalititsfaktor maximal wird, d.h. fiir welche Frequenz
der dufleren Kraft die Amplitude der Schwingung bei festgehaltener Amplitude der dufleren Kraft am grofiten
wird.

Dazu miissen wir das Minimum des Ausdrucks unter der Wurzel in suchen, d.h. wir miissen die
Funktion

Q) = (0 — w?)? + 4207 (5.5.14)
0 Y
untersuchen. Dazu bilden wir die Ableitung
diﬂ () = £(Q) = 40(Q? — w} +21). (5.5.15)
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Mogliche Minima ergeben sich als die Nullstellen dieser Ableitung. Offenbar ist die Losung entweder 2 =0,
d.h. es wirkt eine zeitlich konstante duflere Kraft. Es liegt dann offenbar ein Minimum vor, wenn w§ < 2y?
ist, denn es gilt

/() =4(2y% — 02 +307). (5.5.16)
Es ist also /”(0) = 4(2y? — w?), und dies ist postiv fiir ] < 2y2.
Falls w3 > 2y?, nimmt eine Nullstelle bei der Resonanzfrequenz

Qs = 1/ 02 —2y2 (5.5.17)

an. Dort gilt /”(Q,.,) = 8(wj —2y?) > 0, und es liegt also auch in diesem Fall ein Minimum fiir / und also
ein Maximum der Amplitude vor.

Man nennt daher €, die Amplitudenresonanzfrequenz, weil dies die Frequenz ist, bei der die Amplitude
der eingeschwungenen Bewegung maximal wird. Interessanterweise ist sie weder durch die Eigenfrequenz des

ungedimpften Oszillators ey noch durch die Eigenfrequenz der gedimpften Schwingung w = 4/ wj —y?2 im
Schwingfall w, > y gegeben sondern durch die kleinere Amplitudenresonanzfrequenz (5.5.17).
5.5.3 Energieresonanz

Eine andere Frage ist es, bei welcher Frequenz der dufleren Kraft, diese die grofite mittlere Leistung aufbringen
muf}, um den Massenpunkt in dem erzwungenen eingeschwungenen Schwingungszustand zu halten. Dazu
berechnen wir die iiber eine Periode T = 27t /Q2 gemittelte Leistung der dufleren Kraft

T
P= % J dt mAcos(Qt)xWP)(¢). (5.5.18)
0

Nun ist gemif}
P(t) = mAcos(Qt)x(™(¢) = —mA%|B|2cos(Q) sin(Qr — ¢). (5.5.19)
Mit dem Additionstheorem fiir den Sinus ist
P(t)=—mA?|B|Qcos(Q2t)[sin(Q¢) cos gy — cos(Qt ) sin ¢ |- (5.5.20)

Zur einfacheren Integration bemerken wir, dafl

cos(2t)sin(Q2t) = %sin(ZQt), cos?(ewt) = %[1 + cos(29t)] (5.5.21)

gilt, was man sofort durch Anwendung der Additionstheoreme nachweist. Da weiter

20 =T T in(20¢ |©=7
cos( —0, f dr cos(2u) = sin( —0 (5.5.22)
0

2Q)

t=0 202 t=0

T
J dt sin(2Qt) =—
0

gilt erhalten wir also durch Einsetzen von (5.5.20) in (5.5.18) fiir die mittlere Leitung

— 1
P= EmA2|B|Q sin @y. (5.5.23)
Aus (5.5.12) folgt, daf$ ¢, €[0, 7] und also sin g, >0

2/0)
singy = /1—cos? g = ! = 2yQB]. (5.5.24)
’ ’ \/(Q2 — )+ 4722
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Damit wird .
P = mA?|B|*y Q2. (5.5.25)

Wir fragen nun, bei welcher Kreistrequenz 2 der dufleren Kraft bei vorgegenen Parametern des Oszillators
und der Amplitude A der dufleren Kraft maximal wird. Man spricht in diesem Fall von Energieresonanz,
denn dort ist die mittlere Leistungsaufnahme des Massenpunktes aus der dufleren Kraft maximal. Wir haben
also diesmal das Maximum der Funktion

2
g(Q) =B’ = . (5.5.26)
(Q2 — 2P + 4202
zu suchen. Nach einiger Rechnung findet man fiir die Ableitung
20(0 — w;
g')= (7 — <) (5.5.27)

T (oA

Offenbar liegt bei 2 = 0 ein Minimum vor, denn dort ist g’ lokal monoton fallend. Ein Maximum erhalten
wir bei 2 = wy, denn dort ist g’ offenbar lokal monoton wachsend. Die grofite mittlere Leistung wird also
vom Oszillator aufgenommen, wenn 2 = wj, ist, also die Schwingungsfrequenz der dufleren Kraft der Eigen-
frequenz des ungedimpften Oszillators entspricht. Wie zeigt, ist dort gerade die Phasenverschiebung
der eingeschwungenen Bewegung gegeniiber der Phase der antreibenden Kraft ¢, = 77/2.

Wir bemerken noch, daf} fiir verschwindende Dimpfung y = 0 bei 2 = w der Faktor |B| unendlich wird.
Das ist die sogenannte Resonanzkatastrophe.

5.5.4 Losung des Anfangswertproblems

Wir kommen schliellich auf die Losung des Anfangswertproblems fiir den getriebenen harmonischen Oszil-
lators zuriick, die zur vollstindigen Beschreibung der Bewegung bei beliebig vorgegebenen Anfangsbedingun-
gen dient und nicht nur den eingeschwungenen Zustand liefert. Man spricht auch vom Einschwing-
vorgang.

Wir miissen nur fiir die allgemeine Lsung die Integrationskonstanten C; und C, aus den Anfangsbe-
dingungen durch Losung des entsprechenden linearen Gleichungssystems zu bestimmen. Wir geben
das Ergebnis fiir die oben diskutierten drei Fille an

Schwingfall (cvy > y):
A(a)g — Qz)
(w2 —2)? 4+ 49202

x(t) :[xo— cos(a)t):| exp(—yt)

1 Ay(Q + )) .
+ - [vo +yxy— (=) 4 4750 sin(wt)exp(—yt) (5.5.28)
5— 24yQ
+A @ cos(Qt) + r sin(Q).

(w2 — Q22 + 49202 (2 — Q2 + 41202
Kriechfall (w, < y): Setzen wir zur Abkiirzung @ = 4/y2 — «?, erhalten wir fiir diesen Fall
Alw?—0%)
(02— Q2 + 41202

x(t) :[xo— cosh(at):| exp(—yt)

1 Ay(Q + w)) .
+ - |:vo +yxg— (= + 402 sinh(at)exp(—yt) (5.5.29)
5~ 24yQ
+A '] cos(Qr) + r sin(Q).

(w2 —M2)2 44202 (2 — Q22 + 4y 2002
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Zu dieser Losung konnen wir auch wieder gelangen, indem wir in (5.5.28) w = ia setzen und die in Formeln
(4.2.14)

cos(iz) =coshz, sin(iz) =isinhz (5.5.30)
verwenden.

Aperiodischer Grenzfall (cw, =7y):

A=) A
x(t) =exp(—yt) [xo— (}/}2/_,_—Qz)2 + <vo +yxg— ” +}/QZ> ti|

A (y? —Q?)cos(Q2t) + 2y Qsin(Qt)
(Q2 4 y2)2 )

(5.5.31)

5.5.5 Resonant angetriebener ungedimpfter Oszillator

Wie wir oben gesehen haben, miissen wir den Fall des angetriebenen ungedimpften harmonischen Oszillators
gesondert behandeln, wenn die Frequenz € der antreibenden Kraft der Eigenfrequenz wy des Oszillators
entspricht, da dann wegen B wegen y = 0 fiir 2 = w, aufgrund von (5.5.11) nicht definiert ist, also der Ansatz

(5.5.8) nicht zum Ziel fiihrt.

Wir suchen also eine Beliebige Losung der inhomogenen Gleichung
i+ wix =acos(wt) = aReexp(—iwyt). (5.5.32)
Dazu suchen wir zunichst die Losung der entsprechenden komplexifizierten Gleichung
i 4 wiz =acos(wt) =aexp(—iwgt). (5.5.33)
Da nicht zum Ziel fithrt, machen wir den etwas abgewandelten ,Ansatz vom Typ der rechten Seite®
z(t) =af (t)exp(—icwyt) (5.5.34)

mit dem Ziel, f zu bestimmen. Dazu setzen wir den Ansatz in (5.5.33) ein. Nach einer einfachen Umformung
fithrt dies auf die lineare inhomogene Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten

f—2iwyf =1. (5.5.35)
Wir bendtigen nur eine Losung dieser Gleichung. Offenbar fiihrt hier der Ansatz
f(t)=Ct (5.5.36)
zum Ziel. Setzt man dies nimlich in ein, erhilt man
iw,C=1= C=—. (5.5.37)

2w,

Wir erhalten also eine Losung der Gl. (5.5.33) durch Einsetzen von (5.5.36) und (5.5.37) in den Ansatz (5.5.34):

1a

z(t) = —t exp(—iwyt) (5.5.38)
2e,
und damit eine L3sung von (5.5.32)
ia . a .
x(t)=Re[z(t)]=Re [—t eXp(—lwot)] = ——tsin(wqyt). (5.5.39)
Wy 2e,
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vl N /\ /\,

Abbildung 5.6: Losung zum resonant angetriebenen und gedampften harmonischen Oszillator mit den Anfangs-
bedingungen x(0) =0, %(0) = 0. Dann ergibt sich die Losung zu (5.5.39). Die Einbiillende ist durch die Geraden
Xeinh(2) = :l:zﬂTot gegeben.

T =

Die allgemeine Losung von (5.5.32) ergibt sich also aus der Uberlagerung der allgmeinen Losung der entspre-
chenden homogenen Gleichung, deren Lsung wir oben in (5.3.19) gefunden haben:

x(t)= %t sin(wyt )+ C; cos(wqyt) + C, sin(wqt). (5.5.40)
0
Die Integrationskonstanten C; und C, bestimmen sich wieder aus den Anfangsbedingungen. Unabhingig
von diesen wichst die Amplitude bestindig an. Man spricht daher auch von der Resonanzkatastrophe (vgl.
Abb. [5.6). Natiirlich kommt so etwas in der Natur nicht wirklich vor, da i.a. die Krifte fiir grofie Auslenkun-
gen nicht mehr harmonisch sind und daher die Beschreibung als harmonischer Oszillator fiir grofle Zeiten
ungiiltig wird.

5.5.6 Allgemeine duflere Krifte und die §-Distribution

Zum Abschluf} des Kapitels tiber den harmonischen Oszillator wollen wir noch die Frage beantworten, wie
man den Fall beliebig vorgegebener duflerer Krifte behandeln kann. Wir benétigen dazu nur eine spezielle
Lsung der inhomogenen Gleichung

X4 2y% + wix =a(t), (5.5.41)

wobei a eine vorgegebene Funktion ist (die duflere Kraft ist F(¢) = ma(t)). Die Idee zu einer Losung ist, dafs
sich die Auslenkung x(¢) zur Zeit ¢ als eine Art ,kontinuierlicher Linearkombination® der rechten Seite der
Gleichung ergibt. Das physikalische Bild hinter dieser Idee ist, daf} zu jedem Zeitpunkt die duflere Kraft den
harmonischen Oszillator neu ansté8t. Diese Uberlegung fithrt uns auf den Ansatz

x(t):J.c>o dt'G(t, t a(t'). (5.5.42)

Das Kausalititsprinzip verlangt nun, dafl die Auslenkung zur Zeit ¢ nur von der dufleren Kraft zu fritheren
Zeitpunkten ¢’ < t abhingen darf. MaW. die duflere Kraft zu einer spiteren Zeit kann nicht in die Vergan-
genheit zuriickwirken. Dies verlangt, daf§

G(t,t'y=0 fir t'>¢t. (5.5.43)

Die untere Integrationsgrenze, also den Anfangszeitpunkt der Bewegung, haben wir bei ¢z, — —oo gewihl,
damit wir genau die Losung erhalten, fiir die die von spezifischen Anfangsbedingungen abhingigen Ein-
schwingvorginge zu jedem endlichen Zeitpunkt bereits abgeklungen sind.
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Wir setzen nun diesen Ansatz in ein. Das fithrt auf die Gleichung
f dt'[92G(t,t')+2y3,G(t,t) + wiG(t,t))]a(t') = a(2). (5.5.44)

Dies verlangt nun, dafl der Ausdruck in den eckigen Klammern eine ,,Funktion® 8(t,t’) ist, die fiir beliebige
stetige Funktionen a stetsﬂ

f dt’S(t,ta(t’ )= a(t) (5.5.45)
gilt. Man kann zeigen, dafl es eine solche Funktion im strengen Sinne nicht gibt. Wir konnen aber Niherungen
tiir eine solche Funktion definieren. Die einfachste Niherung ist,

1 le(t—
5 (6= {( falls ¢/ e(t—e/2,t+¢/2), 5.546)
0 sonst,
wobei ¢ > 0 beliebig ist. Mit dem Mittelwertsatz der Integralrechnung folgt dann
0o 1 t+e/2 1
J de’'S8 (t,t")a(t’) = —J dt’'a(t’y=-a(t)e=a(t), TE(t—¢/2,t+¢€/2). (5.5.47)
—o0 € Ji—e)2 €

Lassen wir nun € — 0T gehen, erhalten wir wegen der Stetigkeit von 4 im Limes fiir das Integral tatsichlich
a(t); die Funktionen &, streben allerdings nicht gegen eine gewdhnliche Funktion. Anschaulich ergibt sich
eine Funktion, die {iberall verschwindet aufler an der Stelle ¢’ = ¢, wo sie unendlich wird. Der Grenzwert
¢ — 0% ergibt nur im Sinne des Integrals einen Sinn, d.h. man fihrt zuerst die Integration in
mit der regularisierten Funktion &, aus und la3t dann ¢ — 0% streben. Dies nennt man einen Grenzwert im
schwachen Sinne und den Grenzwert &(t,t’) eine verallgemeinerte Funktion oder Distributionf}

Offensichtlich kénnen wir die Schreibweise fiir die 8-Distribution noch etwas vereinfachen. Dazu definieren
wir zunichst

1 .
8.(t)= {Z fir te(=¢/2¢/2) (5.5.48)
0 sonst.
Dann gilt offensichtlich (nachpriifen!)
S.(t,t)=8 (t—1t'), (5.5.49)
und entsprechend schreiben wir auch
S(t,t")=8(t—1t"). (5.5.50)
Dann verlangt offenbar (5.5.44), dafl
I?G(t,t") +2y8,G(t,t") + wiG(t,t") = 8(t —1t)). (5.5.51)

Daraus folgt, dafy man auch mit dem Ansatz G(t,t") = G(t — t’) auskommen sollte und daf§ dann

G(t)+2yG(t)+ wiG(t) = 8(¢) (5.5.52)

gelten sollte.

Wir suchen nun also eine Funktion, die die folgenden Eigenschaften besitzt:

"Im mathematisch strikten Sinne muf§ man an die méglichen Funktionen 4 noch weitere Forderungen stellen, insbesondere, daf}
sie im Unendlichen hinreichend schnell verschwinden, damit die uneigentlichen Integrale in unserer Betrachtung existieren. Wir
gehen darauf hier nicht genauer ein.

Diese Idee wurde u.a. von P. A. M. Dirac im Zusammenhang mit seinen Pionierarbeiten zur Quantenmechanik in die theoretische
Physik eingefiihrt. Die Mathematiker kritisierten anfangs diese Idee heftig, weil sie mathematisch nicht streng begriindet war. Die
Niitzlichkeit der Idee in der praktischen Anwendung fiihrte schliefflich die Mathematiker dazu, diese Idee zu formalisieren. Daraus
ist ein ganzer Zweig der modernen Mathematik entstanden, die Funktionalanalysis.
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e G(t)=0fir r <0 (Kausalitits- oder Retardierungsbedingung)

e G erfiillt fiir # > 0 die homogene Differentialgleichung

Betrachten wir der Einfachheit halber den Schwingfall. Dann lautet die allgmeine Losung fiir ¢ > 0 gemaf3
(5.4.13)

G(t)= {exp(—yt)[A cos(wt)+ B(sinwt)] fir t>0, (5.5.53)

0 fir t<o0.

Wir miissen nun die beiden Integrationskonstanten A und B bestimmen, so daf§ die Singularitit der §-Funk-
tion bei t =01in auftritt. Wir bendtigen offenbar zwei Bedingungen, um beide Konstanten eindeutig
bestimmen zu konnen. Dazu tiberlegen wir uns, dafl Ableitungen von Funktionen i.a. mehr Singularititen
besitzen als die abgeleitete Funktion. Eine stetige Funktion, die an der Stelle # = 0 einen Knick besitzt, ist
dort sicher nicht differenzierbar, und wenn sie iiberall sonst differenzierbar ist, macht die Ableitungsfunktion
bei ¢ = 0 einen Sprung, weil die Steigung der Tangenten an der Knickstelle sich abrupt andert. Wir erwarten
also, dafl die Singularitit in bei ¢ = 0 in der héchsten vorkommenden Ableitung, also G auftreten
sollte, wihrend G dort lediglich einen endlichen Sprung und G sogar stetig sein sollte (aber einen Knick bei
t = 0 aufweisen sollte).

Als erste Bedingung zur Bestimmung der Integrationskonstanten in verlangen wir also, dafl G stetig
bei t = 0 sein soll. Das fiihrt auf

A=0 = G(t)=Bexp(—yt)sin(wt) fir ¢>0. (5.5.54)

Schliefflich benstigen wir noch eine zweite Bedingung. Dazu integrieren wir (5.5.52) {iber ein kleines Intervall
(—e,€). Fur t <01ist G(¢) = G(¢) = G(¢) = 0. Daraus ergibt sich beim Integrieren

G(e)-i-2}fG(€)—|-a)§JE dtG(t)=1. (5.5.55)

Lassen wir nun ¢ — 0T streben, verschwindet im Limes sowohl G(¢) als auch das Integral wegen der ange-
nommenen Stetigkeit von G bei ¢ = 0. Es ergibt sich zur Bestimmung der verbliebenen Integrationskonstante
also die Bedingung

GOH)=1. (5.5.56)

Nun folgt aus (5.5.55) fiir € — 0* fiir >0

G(t)=Bexp(—yt)[—ysinwt + wcoswt]— Bw fiir t—0%. (5.5.57)

Aus (5.5.56) folgt damit B =1/w, und

G(t)=

{wsm(”t) for t>0, (5.5.58)

0 for t<0.

Diese Funktion nennt man die retardierte Greensche Funktion fiir den linearen Differentialoperator

i—d—2+2 L (5.5.59)
BRI TR o

Die urspriingliche Differentialgleichung (5.5.41) kdnnen wir dann in der Form

Lx(t)=al(t) (5.5.60)



5.5 - Der getriebene gedampfte Oszillator

und die allgemeine Losung gemaf} (5.5.42)

x(t) = exp(—yt)[C, cos(wt)+ Cysin(wt)]+ f ” dt'G(t —t")a(t)). (5.5.61)

—0Q

Dabei ist der erste Term die allgmeine Losung der homogenen Differentialgleichung LAx(t) =0 und das Inte-
gral die spezielle Losung der inhomogenen Gleichung.

Wir konnen nun zeigen, dafl dies tatsichlich eine Losung ist. Dazu bemerken wir, dafl das Integral effektiv
nur bis ¢ lduft, da fiir ¢’ > ¢ die Green-Funktion konstruktionsgemif} wegen der Retardierungsbedingung
verschwindet. Wir haben also fiir die Losung der inhomogenen Gleichung

wn(0)= [ 4rG— ()
%1 (1) =G(0M)a(t) +Jt dt’'3.G(t —t")a(t") = ft dt’'3.G(t —t"a(t), (5.5.62)
%o (0)=38,G(0M)a(t) + f t dt'82G(t —t")a(t)).

Konstruktionsgemif ist nun ,G(0%) = 1, und damit finden wir schlieRlich

Lx(t)=a(t)+ f t de'[LG(t — ) ]a(t) = alt), (5.5.63)

denn fiir t’ < ¢ erfiillt G(¢ —¢t’) als Funktion von ¢ die homogene Differentialgleichung iG(t —t")=0. Dies
zeigt, dafd unsere mathematisch recht unscharf begriindeten Manipulationen mit der &-Funktion tatsichlich
zum Ziel fithren, die inhomogene Differentialgleichung fiir beliebige rechte Seiten zu losen.

Dieses Konzept der Green-Funktionen spielt eine weit grofere Rolle bei der Losung partieller Differentialglei-

chungen wie sie in der Feldtheorie (z.B. der Elektrodynamik im 3. Semester) auftreten als in der klassischen
Mechanik.
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Anhang A

Zusammenfassung der Analysis fiir reelle Funktionen
einer Variablen

In diesem Kapitel stellen wir einige Grundlagen zusammen, die wir im folgenden voraussetzen wollen. Dies
umfafSt den Umgang mit Mengen und reellen Zahlen sowie die Analysis fiir Funktionen einer reellen Verin-
derlichen. Im Bedarfsfall sollte dieser Stoff der Schulmathematik selbstindig nachgearbeitet werden.

A.1 Mengen und reelle Zahlen

Die moderne Mathematik versteht sich als die Lehre iiber abstrakte Strukturen und basiert (nahezu) vollstin-
dig auf der Mengenlehre, die wir hier in einer sehr naiven Auffassung verwenden. Demnach ist eine Menge
einfach eine Zusammenfassung irgendwelcher (realer oder abstrakter) Gegenstinde. Eine Menge M ist dem-
nach dadurch definiert, daf§ man von beliebigen Gegenstand x sagen kann, ob er zur Menge gehort (x € M:
»x 1st in M enthalten” oder ,x ist Element der Menge M) oder nicht (x ¢ M).

Eine Menge M kann zum einen durch einfache Aufzihlung der in ihr enthaltenen Elemente definiert werden.
Z.B. definiert man als die Menge der natiirlichen Zahlen N = {1,2,3,...} oder N; = {0, 1,2,3,...}. Sie kann
aber auch durch die Eigenschaft ihrer Elemente definiert sein. Z.B. kann man die Menge aller natiirlichen
Zahlen, die kleiner als 7 sind zum einen einfach durch Aufzihlung M ={1,2,3,4,5,6} oder durch die betref-
fende Eigenschaft der Elemente M = {n € N|n < 7} = {n € N|n < 6}, was ,alle natiirlichen Zahlen » mit der
Eigenschaft n < 7 bzw. n < 6“ bedeutet, definiert werden.

Einige niitzliche Notationen sind noch die Teilmenge bzw. die Obermenge. Man sagt eine Menge M’ ist
Teilmenge der Menge M, M’ C M, wenn aus x € M’ stets folgt, dafl auch x € M ist. Man sagt in diesem Fall
auch, daf§ M Obermenge von M” ist, M D M’.

Auch das Rechnen mit reellen Zahlen wollen wir als bekannt voraussetzen. Wir deuten nur kurz einige
Grundlagen an. Die reellen Zahlen werden im wesentlichen durch die Rechenregeln fiir Addition und Mul-
tiplikation und deren jeweilige Umkehrungen, also Subtraktion und Division definiert. Diese algebraischen
Regeln definieren, was die Mathematiker als Zahlenk6rper bezeichnen.

Zunichst bildet die Menge der reellen Zahlen R zusammen mit der Addition als Abbildung zweier reeller
Zahlen auf eine reelle Zahl eine Abelsche Gruppe, d.h. es gelten die folgenden ,Rechenregeln®.

1. Firalle 4, b, c € R gilt fir die Addition stets das Assoziativgesetz
(a+b)+c=a+(b+c). (A.1.1)
2. Esexistiert genau eine Zahl 0 € R, so daf} fiir allea € R

a+0=a (A.1.2)
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gilt. Diese Zahl 0 (Null) ist das neutrale Element der Addition.

3. Zujeder Zahl a € R existiert eine Zahl (—a) € R, so daf}
a+(—a)=0. (A.1.3)
Man nennt (—a) das inverse Element zu a4 bzgl. der Addition.

4. Fiir alle 2, b € R gilt fiir die Addition das Kommutativgesetz

a+b=b+a. (A.1.4)

Man schreibt abkiirzend auch a + (—b) = a — b, d.h. die Substraktion ist auf die Addition und Bildung des
inversen Elementz bzgl. der Addition zurtickgefiihrt.

Es gibt noch eine weitere elementare Verkniipfung, die Multiplikation (Abbildung zweier reeller Zahlen auf
eine reelle Zahl). Auf der Menge R* = R\ {0} (die reellen Zahlen ohne die Null) bildet auch diese Verkniipfung
eine Abelsche Gruppe.

1. Firalle 4, b, c € R gilt fir die Multiplikation stets das Assoziativgesetz

(ab)c =a(bc). (A.1.5)

2. Esexistiert genau eine Zahl 1 € R, so dafl fiir allea € R
al=a (A.1.6)
gilt. Diese Zahl 1 (Eins) ist das neutrale Element der Multiplikation.

3. Zujeder Zahl a € R* existiert genau eine Zahl 4= € R, so dafl
ala =1 (A.1.7)

ist. Man nennt 2! das inverse Element zu 4 bzgl. der Multiplikation. Die Null besitzt kein inverses
Element bzgl. der Multiplikation (,durch Null kann man nicht teilen!”)

4. Fiir alle a, b € R gilt fiir die Multiplikation das Kommutativgesetz

ab=ba. (A.1.8)

Die Multiplikation mit dem Inversen bezeichnet man auch als Division und definiert fiir alle 2 € R und alle

beR* p

a(b_l):Z:a/b. (A.1.9)
Weiter gilt noch fiir die Verkniipfung der beiden Rechenoperationen das Distributivgesetz, d.h. fiir alle
a,b,c eRgilt

a(b+c)=ab+ac. (A.1.10)

Man kann mit diesen Axiomen alle weiteren algebraischen Rechenregeln herleiten.

Die reellen Zahlen sind dadurch aber noch nicht vollstindig charakterisiert. Als weiteres Element gibt es eine
Anordnungsrelation, d.h. man kann von zwei reellen Zahlen sagen, ob die eine kleiner oder grofler als die
andere ist. Wir definieren fiir zwei Zahlen 4,5 € R also eine Relation a < b (a ist kleiner oder gleich b), die
folgende Regeln erfiillt
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e Firallea,b,c e Rgilt
a<b =>a+c<b+ec. (A.1.11)

e Firallea,b € Rundalle ¢ >0 gilt
a<b = ac>bec. (A.1.12)

e Scien 4, b € R mit 2 > 0und b > 0. Dann existiert stets eine natiirliche Zahl » € N C R, so daf§

b < na. (A.1.13)

Die bis jetzt gegebenen Gesetze definieren einen archimedisch angeordneten Zahlenkorper. Allerdings er-
tille auch die Menge der rationalen Zahlen @, also die Teilmenge der reellen Zahlen, die sich als ,Bruch®
zweier ganzer Zahlen schreiben lassen, diese Axiome. Um R eindeutig zu charakterisieren, bendtigen wir
noch die Vollstindigkeit bzgl. der Grenzwertbildung von Folgen. Darauf gehen wir im folgenden Abschnitt
genauer ein.

Fiir das folgende bendtigen wir noch den Begriff des Betrags einer reellen Zahl. Dieser ist definiert als

>
e = a falls 2 >0, A114)
(—a) falls a<oO.
Offensichtlich ist |2| > 0 fiir alle 2 € R. Es gelten die Rechenregeln
lab| =lal|b], |a+b|<|a|+|b]. (A.1.15)

Die letztgenannte Ungleichung heifdt Dreiecksungleichung.

A.2 Folgen und Grenzwerte

Eine Abbildung N — R, n — 4, bezeichnet man als reelle Zahlenfolge, d.h. jeder natiirlichen Zahl » wird
eindeutig eine reelle Zahl 4, zugeordnet. Wir bezeichnen eine solche Zahlenfolge abkiirzend auch als (a,,)
oder genauer (a,,),,cx-
Eine Folge reeller Zahlen (4,)) konvergiert gegen eine reelle Zahl 2 genau dann, wenn es zu jedem reellen ¢ >0
eine natiirliche Zahl N gibt, so daf$ |4, —a| < e fiir alle » > N gilt. Anschaulich bedeutet das, dafy man die
Abweichung der Folgenglieder mit hinreichend groffem Index 7 von der Zahl a beliebig klein machen kann.
Man schreibt dann auch

lim a, =a. (A.2.1)

Eine Folge, fiir die eine solche Zahl a existiert, heifSt konvergent und 4 der Grenzwert der Folge.

Wir konnen nun die konvergenten Folgen auch noch charakterisieren, wenn wir den Grenzwert nicht ken-
nen. Zunichst nehmen wir an, die Folge (4,,) sei konvergent mit Grenzwert a. Sei weiter € > 0 eine beliebige
positive reelle Zahl. Dann kénnen wir definitionsgemif eine Zahl N finden, so daf} |2, —a| < €/2 fur alle
n > N ist. Seien dann 7,7, > N natiirliche Zahlen. Dann folgt

2, —a, | =(a, —a)+(a—a, )| <l|a, —al+]a—a,|<e/2+e/2=c¢. (A.2.2)
Ist also a,, konvergent, kann man zu jedem € > 0 ein N € N finden, so daf}

a,|<e firalle n,n,>N (A.2.3)

|2, —
n ]

gilt. Folgen mit dieser Eigenschaft heiflen Cauchy-Folgen. Anschaulich bedeutet das, daf} die Folgenglieder
(a,,) tiir hinreichend grofle N beliebig nahe beieinander liegen, wenn nur ihre Indizes > N sind. Anschaulich
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liegt es daher nahe, zu denken, dafi alle Cauchy-Folgen konvergent sind. Dies ist aber genau fiir die reellen
Zahlen R der Fall. Man sagt auch die reellen Zahlen sei abgeschlossen bzgl. der Grenzwertbildung. Man
kann zeigen, daf} R eindeutig als abgeschlossener Archimedisch angeordneter Zahlenkorper charakteri-
siert ist.

Man beachte, dafl die rationalen Zahlen Q C R, der alle algebraischen Eigenschaften wie die reellen Zahlen
besitzt, nicht abgeschlossen bzgl. der Grenzwertbildung sind. Z.B. gibt es rationale Zahlenfolgen, die gegen +/2
konvergieren, und wir wissen, dafl 4/2 keine rationale Zahl ist.

Wir bemerken noch, dafl die Grenzwertbildung mit der Addition und Multiplikation ,vertriglich“ sind, d.h.
tiir konvergente Zahlenfolgen (4,,) und (4,,) mit den Grenzwerten a bzw. b gilt

lima,+b,=a+b, lima,b,=ab. (A.2.4)

n—oo n—oo

Ist auch noch b, # 0 fiir alle » € N und auch der Grenzwert b # 0, gilt auch

(A.2.5)

Wir wollen als Beispiel fiir die Anwendung dieser Begriffe einen wichtigen Grenzwertsatz beweisen. Dazu
definieren wir zunichst, daff eine Folge monoton wachsend ist, wenn fiir alle 7, <7, stetsa,, > 4,, ist. Eine
Folge heiflt nach oben beschrinkt, wenn es eine Zahl M € R gibt, so dafl 2, < K fiir alle » € N gilt.

Es gilt der folgende Grenzwertsatz: Eine nach oben beschrinkte monoton wachsende Folge ist konvergent.
Zum Beweis bemerken wir, daf§ wegen der Monotonie der Folge alle Folgenglieder im Intervall I, = [4,K]
liegen. Dabei bedeuten die eckigen Klammern, daf§ die Endpunkte in dem Intervall enthalten sein sollen
(abgeschlossenes Intervall). Jetzt zerlegen wir das Intervall in zwei Hilften [a;,(a; + K)/2] und [(a, +
K)/2,K]. Falls in der rechten Hilfte noch Folgenglieder liegen, bezeichnen wir diese mit 7;. Andernfalls ist
1; die linke Hilfte. Da die Folge monoton wachsend ist und wenigstens ein Folgenglied 4, in /; liegt, liegen
auch alle Folgenglieder @, mit #» > 7, in diesem Intervall /,. Nach Konstruktion gibt es aber keine Folgen-
glieder, die grofer sind als die rechte Grenze dieses Intervalls. So kénnen wir nun beliebig oft fortfahren und
so immer kleinere Intervalle 7, bilden, so dafl es stets 7, € N gibt, so daf§ a,, € I, tiir alle n > n, gilt, aber
keine Folgenglieder grofler als die jeweils rechte Grenze der Intervalle I, sind. Das intervall 7, hat offenbar
die Linge L, = (K —a,)/2*. Dafiir alle n > n,, die Folgenglieder a, € I, sind, gilt also fiir alle 7, 2" > 7, daf}
|la, —a,/| < Ly ist. Sei nun ¢ > 0 beliebig vorgegeben. Dann konnen wir offenbar ein & € N finden, so dafl

L, < € ist, denn aus

Lk:

K—
<eeo k>N (A.2.6)
2k €

und wir konnen zweifelsohne ein k finden, das diese Bedingung erfiillt. Folglich gibt es zu jedem ¢ > 0 ein
k €N, so dafl |a, —a,,| < € fiir alle 7n,7" > n,. Damit ist aber die Folge nach dem Cauchyschen Konvergenz-
kriterium konvergent, und das war zu zeigen.

Wichtig ist noch der Satz von Bolzano-Weierstrafl. Sei (4,,) eine beschrinkte Folge, d.h. es gibt Zahlen
m <M e R, sodall m <a, <M fiir alle n € N. Sei weiter () eine Folge mit n, € N und n, — oo fiir
k — co. Dann heif}t die Folge (4;) = a,, Teilfolge von (a,). Der Satz von Bolzano-Weierstrafl besagt nun,
dafl jede beschrinkte Folge stets wenigstens eine konvergente Teilfolge enthilt. Zum Beweis betrachten wir das
Intervall I, = [m,M], indem voraussetzungsgemifl alle (unendlich vielen) Folgeglieder enthalten sind. Jetzt
betrachten wir den Mittelpunkt x; = (m+M)/2. Liegen dann im linken Teilintervall [ 72, x; ] wieder unendlich
viele Folgenglieder nennen wir dieses Teilintervall 7;. Andernfalls miissen im rechten Teilintervall unendlich
viele Folgeglieder liegen, und wir nennen dieses Teilintervall 7;. So kénnen wir beliebig oft verfahren. Wir
haben dann eine Folge von Intervallen (1), deren Linge [, = (M — m)/2 ist. In jedem Intervall I, liegen
unendlich viele Folgenglieder, und wir kénnen daher ein 7, € N finden, so dafi 4, € I}, liegt und dafd fiir
k > k' stets n, > ny, ist. Dann strebt sicher 7, — oo, wenn £ — oo ist. Es ist also (“//e)/e = (a,, )i eine
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Teilfolge. Wir zeigen nun, daf} diese konvergent ist, indem wir nachweisen, daff sie eine Cauchy-Folge ist. Sei
dazu € > 0 beliebig vorgegeben. Dann sei ky so grof}, dafl [, < € fiir alle £ > k, ist. Das ist sicher immer
méglich, da [, = (M —m) /2% — 0 fiir k — oo ist. Nun ist fiir zwei beliebige natiirliche Zahlen k,, k, > k, die
Folgenglieder 4, ,a, €1, &> denn fiir & > k; ist aufgrund unserer Konstruktion der Intervalle 7, C I, . Dann
1 2
ist aber |, —a, | < e. Fiir jedes ¢ > 0 existiert also ein ky €N, so dafl |4, —a, | < e fiir alle &y, k) > ko, und
1 2 1 2

folglich ist (4, );, konvergent. Da dies eine Teilfolge von (a,), ist, ist damit der Satz von Bolzano-Weierstrafs
bewiesen.

Eine weitere wichtige Art von Folgen sind die Reihen. Sei dazu (a,,) eine beliebige Folge reeller Zahlen. Dann
bezeichnet man als Teilsummenfolge die durch

n
sn:al+a2+...+an:Za]~ (A.2.7)
=1

definierte Folge (s,). Falls diese Teilsummenfolge zu einem Grenzwert s konvergiert, spricht man von einer
konvergenten unendlichen Reihe und schreibt

s= lim s, = Za]-. (A.2.8)

Eine Reihe heifit absolut konvergent, wenn

> la,| (A.2.9)
7=1

existiert. Es ist klar, daf} eine absolut konvergente unendliche Reihe immer konvergent ist. Um das einzuse-
hen, wenden wir das Cauchysche Konvergenzkriterium auf die Teilsummenfolge an. Demnach ist die Reihe
(A.2.8) konvergent, wenn es zu jedem € > 0 ein N € N gibt, so daf}

|5, —$u,| <€ fiirallen;,n, >N. (A.2.10)

ny n

Wir kénnen nun ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, daf§ 7, > 7, > N ist. Dann bedeutet

(A.2.10)

]

Z“f

j=m+1

<e. (A.2.11)

Da nun voraussetzungsgemif} die Reihe absolut konvergent ist, konnen wir sogar ein N € N finden, so daf§

die die Teilsummenfolge von das Cauchy-Kriterium erfiillt, d.h.

"
Z la;| < e fiir alle 7, > n, > N. (A.2.12)
j=m+l

Wegen der Dreiecksungleichung ist dann aber

n, n,
Z a;| < Z la;| < e fiir alle 7, > n, > N. (A.2.13)
j=n+1 j=n+1

Das bedeutet aber, daff die Reihe (A.2.8) konvergent ist, wenn sie absolut konvergent ist. Die Umkehrung gilt
allerdings nicht!
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Fiir absolut konvergente Reihen gilt der Umordnungssatz: Sei P : N — N eine beliebige umkehrbar eindeu-

tige Abbildung und sei die Reihe >4, absolut konvergent mit dem Grenzwert > 2, 4, = a. Dann gilt auch

[ee]
> appy =a. (A.2.14)
k=1
Beweis: Da die Reihe voraussetzungsgemifl absolut konvergent ist, gibt es zu jedem € > 0 ein 7, € N mit
= €
D ayl < = (A.2.15)
i 2
=n,
Dann ist
ﬂo—l o0

a— Zﬂk
k=1

Da P : N — N umkehrbar eindeutig ist, gibt es ein N € N, so dafl {P(1),P(2),...,P(N)} D {1,2,...,my—1}.
Dann gilt fiir alle m > N

< S al< g (A.2.16)
k=n,

m m ny—1 no—1 00 ¢
D =4 S| 2oapm = D | | 2 a—a| < D el +5 <6 (A.2.17)
k=1 k=1 k=1 k=1 k=nq

wobei wir (A.2.15) und (A.2.16) verwendet haben. Damit ist aber klar, daf§ tatsichlich (A.2.14) gilt, und das

war zu zeigen.

Im folgenden beweisen wir einige Konvergenzkriterien fiir Reihen, also notwendige Bedingungen fiir die
Konvergenz von Reihen.
Leibnizsches Konvergenzkriterium fiir alternierende Reihen: Es sei (4;,) eine monoton fallende Nullfolge

mit 4;, > 0. Dann ist die ,alternierende Reihe® Zflozl(—l)”ﬂan konvergent.

Beweis: Wir betrachten die Partialsummen

k

Se=D.(—1)""a,, (A.2.18)

n=1

Dann gilt fiir die Partialsummenfolge mit geraden Indizes
k k
Sapr2 =Sk = () g + (=1 ay = ay, —ay, >0, (A.2.19)

da die Folge (4;); ¢y voraussetzungsgemif} monoton fallend ist. Folglich ist die Folge (S, ), ey monoton wach-
send, d.h. fiir alle & ist
§, <8, <...<Sy. (A.2.20)

Fiir die ungeraden Partialsummenfolgenglieder ist hingegen

2k+1

k
Sopss —Soppr = (1 ag o+ (=1 ay, s =—ayp +ag3 <0 (A.2.21)

und damit diese Teilsummenfolge monoton fallend, d.h. fiir alle £ € N.

Sl 283 ZSSZ"'ZSZk-f—l' (A.2.22)
Andererseits ist
Sokp1—Sok = agp 41 20 (A.2.23)
und folglich fiir alle &
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Da (S,,) somit gemif$ (A.2.19) monoton wachsend und wegen (A.2.24) nach oben beschrinkt ist, ist diese

Folge konvergent. Es sei

lim Sy, =S, (A.2.25)
Aus (A.2.23) folgt andererseits fiir alle £ € N
Sok1Z Sk 25, (A.2.26)

Damit ist also ($,,) eine gemifd (A.2.22) monoton fallende und wegen (A.2.26) nach unten beschrinkte

Folge damit ebenfalls konvergent. Es se1

Offenbar gilt §; = S,, denn es ist
Spk+1— Sop =age 0 fiir k— oo, (A.2.28)

da die Folge (a,,) voraussetzungsgemifl eine Nullfolge ist. Demnach konvergieren (S,,) und S,, | gegen den-
selben Grenzwert § = §; = §,. Das bedeutet, daf es zu ¢ > 0 Zahlen N; € N und N, € N gibt, so daf§
S, — S| < € fiir alle 2k > N, und [S,, | — S| < € fiir alle 2k 4+ 1> N,. Setzen wir dann N = max(N;, N,), so
ist |S, — S| < ¢ fiir alle £ > N, und folglich ist (S}, ) konvergent, und das war zu zeigen.

Damit konnen wir auch ein Beispiel fiir eine konvergente aber nicht absolut konvergente Reihe angeben.
Betrachten wir die Reihe 322 (—1)¥*1/k = 1—1/2+1/3 4+, so ist diese nach dem Leibnizschen Kon-
vergenzkriterium konvergent. Dies ist jedoch nicht der Fall fiir die Reithe 3372 1/k =1+1/2+1/3+---.
Betrachten wir nimlich die Partialsummen dieser letztgenannten Reihe, folgt

Sy =141/241/34+1/8)+(1/5+1/6+1/7+1/8) 4 +[1/2* T+ D)+...+1/2F].  (A.2.29)

Jede Klammer ist nun aber > K/2/ mit K =2/ —2/71 =2/71(2—1)=2/""", also > 1/2 und damit
k .
Sp>14+ 57 fir k& — oo, (A.2.30)

und folglich divergiert die Reihe 337° 1/k — oo.
Wir zeigen nun auch, dafl wir die entsprechende alternierende Reihe so umordnen konnen, dafl sie divergiert.
Dazu schreiben wir ihre Glieder in der folgenden Reihenfolge

1—1/24+1/3—1/4
+(1/54+1/7)—1/6
+(1/94+1/11+1/13+1/15)—1/8
/@ + D)+ 1)@ +3) 4+ + 1)@ —1)]-1/(2n+2)

(A.2.31)

Fiir die Klammern gilt
12 +1)+1/(2 43) 441/ —1) > (2" 2" —1) /2" = (2" —1) /2" > 2771 )27+ = 1 /4. (A.2.32)

Damit ist aber jede der Zeilen in (A.2.31) grofier als 0, und folglich die Umordnung gegen oo divergent.

Ein wichtiges Kriterium fiir die absolute Konvergenz einer Reihe ist das Vergleichskriterium. Dazu sei a;
eine beliebige Folge und &; eine Folge mit &; >0, so dafl |4, < b; fiir alle € N ist. Ist dann die aus den b,
gebildete Reihe konvergent, so ist die aus den 4; gebildete Reihe absolut konvergent.
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Beweis: Die Teilsummenfolge der aus den &; gebildeten Reihe
$=>"h (A.2.33)
j=1

ist monoton wachsend und voraussetzungsgemif konvergent. Sei s() der Grenzwert. Offenbar gilt s < s
fiir alle » € N. Da aber |a;| < b; fiir alle j € N ist, gilt fiir die Teilsummenfolge

0 =Sl < STb, <5 (A.2.34)

Folglich ist die monoton wachsende Folge 5D hach oben beschrinkt und damit nach dem oben bewiesenen

Konvergenzkriterium fiir monoton wachsende Folgen ebenfalls konvergent. Damit ist die aus 4; gebildete
Reihe absolut konvergent, was zu beweisen war.

Ein wichtiges Beispiel ist die geometrische Reihe. Sei dazu ¢ # 0. Die geometrische Folge ist dann durch
aj =g’ fiir j € N definiert, und die geometrische Reihe wird aus dieser Folge gebildet. Hier liegt der seltene
Fall vor, dafl wir die Teilsummenfolge explizit ausrechnen konnen, denn es gilt

Sn:qu:q+q2+...+qn‘ (A.2.35)
=1
Multiplizieren wir diese Gleichung mit ¢, folgt
qsn:Zqu:q2+q3+...+q”+1_ (A.2.36)
=1

Subtrahieren wir beide Gleichungen, ergibt sich

s, —aqs, =(1—q)s,=q—q""". (A.2.37)
Falls nun g # 1 ist, folgt daraus
q _qn—i-l
Sh =T - (A.2.38)
1—q

Fiir g = 1 ist offensichtlich s, = n. Offensichtlich ist diese Teilsummenfolge genau dann konvergent, wenn
|g| < 1ist, denn andernfalls wichst g”*+! fiir » — oo {iber alle Grenzen. Fiir |g| < 11ist lim q" =0 (Beweis
als Ubungsanfgabe) und damit

n—o0

qu:ﬁ falls |g| < 1. (A.2.39)
j=1

Die geometrische Reihe ist niitzlich, um zusammen mit dem oben hergeleiteten Vergleichskriterium fiir ab-
solute Konvergenz von Reihen einfache Kriterien fiir die absolute Konvergenz von Reihen zu liefern, das
Quotienten- und das Wurzelkriterium. Gemif§ dem Vergleichkriterium ist ndmlich die aus der Folge (4;)
gebildete Reihe absolut convergent, wenn es reelle Zahlen A > 0 und 0 < ¢ < 1 und eine Zahl N € N gibt, so
daf3

la;| <Aq’ fiiralle j>N (A.2.40)
gilt.
Angenommen, fiir die 4; gilt
4j+1 . :
—|<g<1 firalle j>N. (A.2.41)
ﬂ .
]
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Dann folgt
langal < lanilgs  langsl <langolg <laniilg®s - lanjl < |ﬂz\z+1|‘I’j—1 firalle jeN. (A.242)
Setzt man also A = |ay, 1|g V71, so folgt daraus, daf§
|| < |¢z]\]+1|q]‘”’_]\[_1 =Aq* fiiralle £>N. (A.2.43)

Demnach ist gemif dem Vergleichskriterium (A.2.40) die aus der Folge (4;) gebildete Reihe absolut konver-
gent.

Offensichtlich ist (A.2.41) insbesondere dann erfiillt, wenn der Grenzwert

ﬂ .
0< lim |22 =¢' <1 (A.2.44)
]—00 aj
ist. Denn dann gibt es zu jedem ¢ > 0 ein N € N; so daf$
dj-l-l / .. .
—|—4'|<e firalle j>N. (A.2.45)
d .
]
Das bedeutet aber, daf} fiir alle j > N
Zi+1 /
]

gilt. Wihlen wir nun € so klein, dafl ¢ = ¢’ + € < 1, also 0 < € < 1 —¢’ ist, ist folglich (A.2.41) mit diesem
0 < g < 1 erfiillt, und die Reihe ist konvergent.

Dies ist das Quotientenkriterium: Falls (A.2.44) erfiillt ist, ist die aus (4, ) gebildete Reihe absolut konvergent.

Ebenso ergibt sich das Wurzelkriterium. Offensichtlich ist nimlich (A.2.40) genau dann erfiillt, wenn fiir
allej >N

;' < AVig (A.2.47)
gilt. Ist dabei g < 1, ist die aus der Folge (;) gebildete Reihe absolut konvergent. Dies ist insbesondere der
Fall, wenn ‘

lim |¢,['7 =4" <1 (A.2.48)
]—0Q
gilt.

Besonders wichtig sind nun die Potenzreihen, die es gestatten aufler den rein algebraisch definierbaren Poly-
nomen auch allgemeinere Funktionen zu definieren. Dazu betrachtet man Reihen der Form

f(x) :ia]-xj. (A.2.49)
=0

Die Teilsummen sind Polynome in x. Es stellt sich freilich sofort die Frage, ob die Reihe fiir irgendein x # 0
konvergiert und ggf. fiir welche x € R dies der Fall ist.

Das Quotientenkriterium liefert hier eine Antwort: Die Potenzreihe ist sicher fiir diejenigen x absolut kon-

vergent, fiir die
. j+1
lim hak
j—00

<1 (A.2.50)

.x/
a]x

ist (vorausgesetzt der Grenzwert existiert). Das kann man aber sofort auch umschreiben:
4j+1

ﬂ]' ﬂ]'+1
Falls der rechts stehende Grenzwert R existiert, ist demnach die Potenzreihe (A.2.49) fiir alle |x| < R absolut
konvergent. Falls R — oo, ist die Potenzreihe sogar fiir alle x € R absolut konvergent.

<1= |x|< lim

j—o00

|x| lim =R. (A.2.51)

]—)OO
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A.3 Satz vom Supremum und Infimum

In diesem Abschnitt beleuchten wir nochmals die Vollstandigkeitseigenschaften der reellen Zahlen von einem
etwas anderen Blickwinkel. Wir betrachten dazu eine beliebige Teilmenge der reellen Zahlen: A C R. Diese
Menge heifdt von oben (unten) beschrinkt, wenn es eine Zahl M (m) gibt, so daf} fiir alle x € A stets x < M
(x > m) gilt. Dabei miissen die obere Schranke M (untere Schranke 72) selbst nicht notwendig zu A gehoren.
Man nennt nun die kleinste obere (grofite untere) Schranke von A das Supremum (Infimum) der Menge A
(in Formeln sup A bzw. infA).

Um die Darstellung klarer zu machen, betrachten wir im folgenden nach eine nach oben beschrinkte Menge
A und zeigen, dafl diese stets ein Supremum in R besitzt. Analog besitzt eine nach unten beschrinkte Menge
A ein Infimum. Der Beweis der letzteren Behauptung verlduft ebenfalls vollstindig analog zum Satz vom
Supremum.

Sei also A C R nicht leer und besitze eine obere Schranke M. Sei nun x; € A beliebig gewihlt. Ist dann x;
eine obere Schranke von A, ist diese Zahl offenbar bereits das Supremum dieser Menge, denn es kann dann
keine kleinere obere Schranke als x; geben. Ist x; keine obere Schranke von A, betrachten wir das Intervall
I, =[x, M]. Da vorausssetzungsgemaf} fiir alle x € A immer x < M gilt und x; keine obere Schranke ist,
existiert in /| noch wenigstens eine Zahl x € M mit x; < x < M. Betrachten wir nun den Mittelpunkt des
Intervalls 7, also x, = (x; + M)/2. Falls x, obere Schranke von A ist, setzen wir I, =[x, x,], andernfalls
I, =[x,,M]. Dann ist in jedem Fall AN L, # @ und die obere Grenze des Intervalls /, ist eine obere Schranke
von A. Dieses Verfahren konnen wir nun beliebig oft wiederholen, und es entsteht eine Folge von Intervallen
I, =a,,b,]mit0< b, —a, =(M—x,)/2"" . Fiir n — oo wird das Intervall beliebig klein, und 4, und
b, konvergieren demnach zu einem Wert M’. Offenbar ist M’ eine obere Schranke von A, denn es gilt fiir
alle x € A stets x < b, fiir alle » € N. Demnach ist aber auch x < lim,_, . b, = M’ und also M’ eine obere
Schranke. Wir miissen nun noch zeigen, daff M’ die kleinste obere Schranke, also sup A ist. Betrachten wir
dazu eine beliebige Zahl M” < M und nehmen an, sie sei obere Schranke von A. Es ist klar, daf}§ dann fiir alle
n € Nstets M" € I, gelten muff. Da nun aber die linken Grenzen a,, der Intervalle 7, monoton wachsen und
gegen M streben, muff es ein 7y € M geben, so daff a,, > M fiir alle n > nj gilt, und damit kann M”. Dann ist
aber fiir diese 7 immer M” ¢ I, im Widerspruch zur Annahme, daf§ M” obere Schranke von A ist. Folglich

mufl M’ = sup A, also kleinste obere Schranke von A sein.

Wir betonen nochmals, daf$ wir hier wesentlich die Vollstandigkeit der reellen Zahlen unter Grenzwertbil-
dungen verwendet haben, denn sie garantiert, daf§ die eben konstruierte Zahl M’ € R gilt.

A.4 Lineare und quadratische Gleichungen

Zu den klassischen Aufgaben der Algebra gehort die Auflésung von Gleichungen. Die einfachste Art von
Gleichungen sind die linearen Gleichungen. Seien dazu 4, b € R irgendwelche Zahlen. Dann fragen wir, ob
es eine Zahl x € R gibt, die die Gleichung

ax+b=0 (A4.1)

erfiillt. Zunichst konnen wir die Gleichung vereinfachen, indem wir auf beiden Seiten 4 subtrahieren:
(ax+b)—b=—b = ax+(b—b)=ax=—b. (A.4.2)

Diese Gleichung a3t sich nun offenbar genau dann eindeutig nach x auflésen, wenn es ein Inverses von a
bzgl. der Multiplikation gibt, d.h. falls « # 0 ist. Dann folgt

x=—2. (A.4.3)
a

Falls nun 4 = 0 ist, so ist ax = Ox = 0 fiir alle x € R. In diesem Falle wird die Gleichung durch alle Zahlen
x €R geldst, falls b = 0 ist. Falls b # 0 ist, besitzt die Gleichung keine Losung.
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Kommen wir nun auf die quadratischen Gleichungen zu sprechen. Dies sind Gleichungen der Form
x?+qx+p=0. (A.4.4)
Um sie zu l6sen, erinnern wir an die binomische Formel
(a+b)Y =a*+2ab+ b, (A.4.5)

die man sehr leicht durch Anwendung des Distributivgesetzes nachrechnet. Setzen wir hierin 4 = x und

b =q/2, finden wir

2 2
<x+z> :x2+qx+q—. (A.4.6)
2 4
Verwenden wir dies in (A.4.4), ergibt sich die Gleichung
2
q >2 9 _
= ——=0. A47
<x + 5 +p Z ( )
Dies ergibt
a\V_ 4 Adg
Iy -1 _, 4.
(x+3) =L (A48

Wir benétigen nun lediglich eine Umkehrfunktion des Quadrierens, die Quadratwurzel. Ohne Beweis be-

merken wir, daf} fiir 2 > 0 die Quadratwurzelfunktion wohldefiniert ist, d.h. zu jedem reellen a > 0 existiert

genau eine reelle Zahl b > 0 mit b = /4, die dadurch definiert ist, dafl b? = a4 ist. Freilich gilt dann auch

(—b)* = b? = a. Fiir a # 0 gibt es also zwei Lésungen der Gleichung b? = 4, nimlich 4 = +4/z > 0 und
=—ya<0.

Dies wenden wir nun auf (A.4.8) an. Falls also ¢?/4 — p > 0 ist, existieren stets zwei Losungen

q_.|7_ L4 |2
X+ 7= ) p = x = 2 , P (A.4.9)
x2+— —\ ——p => Xy =— \ — (A.4.10)

Fiir g%/4 = p gibt es nur eine Losung x; = x, = —¢g /2. Wir bemerken weiter, dafl stets

und

X4 gx+p=(x—x)(x—x,) (A.4.11)
gilt, falls die Gleichung l6sbar ist. Dies zeigen wir durch Ausmultplizieren:
(xx — 5 )(x — %) = %% — (x; + %)% + %% (A.4.12)
Setzt man die Losungen und ein, finden wir durch einfaches Ausrechnen in der Tat
—(x;+x,)=¢q, x;%,=p. (A.4.13)

Wie wir gesehen haben, gibt es im Reellen keine Losung der quadratischen Gleichung (A.4.4), falls ¢?/4—p <
0 ist, denn fiir alle 2 € R ist a> > Ound @> =0 <> a = 0. Wir werden in einem spiteren Kapitel dieser
Vorlesung sehen, wie man die reellen Zahlen erweitern kann, so dafy auch in diesem Fall die quadratische
Gleichung l6sbar ist. Dies fithrt dann auf den Korper der komplexen Zahlen.
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A.5 Funktionen und Stetigkeit

Eine Funktion einer reellen Verinderlichen ist eine eindeuti-
ge Abbildung von einer Teilmenge der reellen Zahlen (D C R)
in die reellen Zahlen. Dies schreiben wir in der Form f : D —
R. Jeder Zahl x € D wird eine Zahl y € D zugeordnet, nim-
lich y = f(x). Veranschaulichen kénnen wir uns Funktionen,
indem wir (x,y) als Koordinaten eines kartesischen Koordina-
tensystems auffassen. Die Kurve, die aus den entsprechenden

Punkten (x, f(x)) besteht, heiflt Graph der Funktion /.

In den Beispielen im obigen Bild sind alle Funktionen Funktio-
nen auf ganz R definiert. Auflerdem weist ihr Graph keinerlei
' Unterbrechungen oder dhnliche Anomalien auf. Mathematisch
ist eine Voraussetzung dafiir, dafl eine Funktion stetig ist. An-
0 schaulich bedeutet die Stetigkeit einer Funktion an der Stelle
.10 5 5 10 %o, dafl sich der Funktionswert um x, nur wenig dndert, wenn
man sie in einer kleinen Umgebung um x, betrachtet. Formal
143¢ sich dies so definieren:

Abbildung A.1: Beispiele fiir Funktionen: Eine Funktion f + D — R heifit stetig an der Stelle x, € D,
y = x*[4 (schwarz durchgezogen), y = wenn es zu jedem € > 0 ein & > 0 gibt, so dafl fiir alle x € D
(O’?xz —1)* =8 (griin gestrichelt) undy = i |x — x| < & stets |f(x)— f(xg)] < € ist.

5sinx (blau gepunktet). Anders formuliert heiflt das, daf§ die Funktionswerte fiir hin-
reichend kleine Umgebungen um x, beliebig wenig von dem
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Funktionswert f(x,) bei x, abweichen.

Es ist nun leicht zu zeigen, dafl fiir zwei in x, stetige Funktionen f und g auch die Funktion f + g stetig
ist. Das sieht man sofort wie folgt ein: Voraussetzungsgemifd gibt es zu jedem ¢ > 0 ein &; > 0, so daf§
|/ (x)— f(xq)| < €/2 fiir alle x € D mit |x —x,| < &,. Ebenso gibt es auch ein &, > 0, so daf} |g(x)— g(xo)| <
€/2. Setzen wir nun & = min(8, 8,), dann gilt wegen der Dreiecksungleichung fiir alle x < &

I/ (o) + 8 ()] =1f (x0) + g ()]l = LS () = £ (x0) ]+ [8 (%) — 8 (x0) ]

<1 G)—f(xo)l +1g(x) — g (xo)] (A.5.1)
<Siio

d.h. zu jedem € > 0 kdnnen wir ein & > 0 finden, so dafl fiir alle x € D mit |x — x,| < & stets

I/ () + g ()] —=[f (%0) + g (x0)]| < € (A.5.2)

gilt. Das bedeutet aber gemif} der Definition, daff die Funktion f + g stetig ist.
Ebenso beweist man, daf§ mit zwei Funktionen f und g, die stetig in x, sind, auch das Produkt /g und
(vorausgesetzt g(x,) # 0) der Quotient f/g stetig in x, sind (Beweis als Ubung)).

Offensichtlich sind eine konstante Funktion f(x) = A = const sowie die Funktion f(x) = x in allen x € R
definiert und stetig. Aus den oben angegebenen Sitzen folgt, dann, dafl auch jedes Polynom

n
f(x):ﬂo +41x +azx2+...+anx”:Zakxk (A53)
k=0

stetig ist.
Wichtig ist der Zwischenwertsatz. Sei dazu f : [a,b] — R stetig. Weiter sei f(a) < f(b). Dann gibt es
zu jedem u € [f(a), f(b)] ein & € [a,b], so daf} f(&) = u ist (entsprechendes gilt auch falls f(a) > f(b)
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ist). Zum Beweis konstruieren wir & mittels Intervallschachtelung. Im ersten Schritt betrachten wir also den
Mittelpunkt des Ausgangsintervalls & = (4 + 4)/2. Falls dann f(&;) = #, haben wir £ schon gefunden.
Andernfalls, setzen wir a; = &}, by = b falls f(§,) < # und a; = a und b, = &, falls (&) > u. Wir haben
dann wieder ein Intervall [, b, ], fiir das f(a;) < # < f(b,) ist. Mit diesem Intervall verfahren wir nun
genauso. Dadurch entsteht eine Folge von Intervallen [a,,, b, ], fiir die stets f(a,,) < # < f(b,)) ist. Die Folge
a,, ist monoton wachsend und die Folge 4, monoton fallend. Die Linge des Intervallsist |5, —a,,| = (b—a)/2",
und folglich konvergieren beide Folgen gegen denselben Grenzwert £. Da weiter f voraussetzungsgemif$ im
ganzen Intervall [a, b] stetig ist, muf} folglich f(&) = # sein, und das war zu zeigen.

Wichtig ist noch der Satz vom Maximum und Minimum: Sei f : [4,5] — R stetig. Dann nimmt f an
wenigstens einer Stelle & € [, b] ein Maximum (Minimum) an. Dabeti ist das Maximum durch sup,, ela,b] f(x)

(Minimum durch inf, o, ;7 f (%)) definiert.

Wir beweisen den Satz fiir das Maximum. Der Beweis fiir das Minimum folgt analog. Da die Funktion im
gesamten (abgeschlossenen!) Intervall definiert ist, ist ihr Bildbereich f([4,4]) eine beschrinkte Menge und
besitzt demnach gemaf3 Abschnitt ein Supremum, d.h. es gilt f(x) < M fir alle x € [a,b] mit M =
SUP,ep, 51/ (x). Wie wir beim Beweis des Satzes vom Infimum und Supremum in Abschnitt gesehen

haben, existiert dann eine Zahlenfolge x,, € [, ], so dal} lim,,_,  f(x,) =M.

A.6 Differentialrechnung fiir Funktionen einer reellen Verinderlichen

Die Differentialrechnung beschiftigt sich mit lokalen Eigenschaften von Funktionen, widmet sich also der
Untersuchung des Anderungsverhaltens von Funktionen in kleinen Umgebungen eines beliebigen Punktes
im Definitionsbereich der Funktion.

A.6.1 Definition der Ableitung einer Funktion

Es sei f : D — R mit einem offenen Definitionsbereich D C R, d.h. wir nehmen an, daf§ mit x, € D auch
eine bestimmte Umgebung um diesen Punkt in D enthalten sei, d.h. dafl es ein & > 0 gibt, so dafl fiir alle x
mit |x —xo| < & auch x € D gilt.

In diesem Fall besitzt die Funktion f/ den Grenzwert A € R fiir x — x,, wenn es zu jedem ¢ > O ein & >0

gibt, so daf}

|[f(x)—Al<e firallex mit |x—x,|<8. (A.6.1)
In dem Fall schreiben wir
lim f(x)=A. (A.6.2)
x—)xO

Wir bemerken, daff unter den obigen Voraussetzungen eine Funktion genau dann stetig in x, ist, wenn

lim /()= /(%) (163
gilt.
Die Ableitung der Funktion f an der Stelle x, ist dann definiert als
, d i x)—f(x
Fix0)= A= Jim LI (A 6)
x o X — X

vorausgesetzt, dieser Grenzwert existiert. In dem Fall heifdt die Funktion f* differenzierbar an der Stelle .
Sie heifSt differenzierbar in einem Bereich D’ C D falls f”(x) in jedem Punkt x € D’ differenzierbar ist.

Wichtige Beispiele sind
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e /:R— R mit f(x)=c = const. Dann gilt fiir jedes x, € R

f(x)—f(x0)

X — Xg

=0 = f'(x;)=0. (A.6.5)

Die konstante Funktion ist also in ganz R differenzierbar und ihre Ableitung verschwindet.
e /:R— R mit f(x)=x. Dann folgt

Fllxg) = lim =0 = lim 1=1. (A.6.6)

XX X —Xg ¥ %0

e f:R—Rmit f(x)=x?

2 2
X" —X —
Fl(xg) = lim 0 — fim F %) =0y, (A.6.7)
X=Xy X — xO X—Xp X — XO X—Xg

Die Ableitung besitzt auch eine geometrische Bedeutung. Betrachten wir dazu den Graphen einer Funktion
y = f(x). Dann bedeutet [ f(x)— f(xy)]/(x — x,) die Steigung der Sekante durch die Punkte [x, f(x)] und
[xg, f (xg)]- Die Ableitung ergibt, falls sie existiert, entsprechend die Steigung der Tangente an die durch den
Funktionsgraphen gegebenen Kurve.

A.6.2 Formeln zur Ableitung

Im folgenden leiten wir einige allgemeine Formeln zur Ableitung von Funktionen her. Im folgenden nehmen
wir an, daf} alle beteiligten Funktionen im Punkt x, ihres Definitionsbereiches differenzierbar sind. Dann gilt

d
o Texe)= f/(%0) + g (xo)- (A.6.8)
Zum Beweis miissen wir nur den entsprechenden Limes betrachten

%(f +g)(x,) = xh_>n,30 fx)+ g(X)x—_[j;ixo) + g(xg)]

T [f(x)—f(xo) 4 g(x)—g(xo)} (A.6.9)

X — X X — X
= f'(x0) + g (x0).

Mit zwei Funktionen besitzt also auch deren Summe an der Stelle x, eine Ableitung, und diese berechnet sich
als die Summe der Ableitungen. Ebenso einfach zeigt man, dafl fiir eine beliebige Konstante 2 € R

(@) =af ) A6.10

gilt. Zusammen mit (A.6.8) bedeutet dies, dafl die Ableitung eine lineare Operation ist, d.h. fiir beliebigen
Funktionen f, g, die bei x, differenzierbar sind und 4,5 € R gilt

L Laf o)+ b ()] = f(x0)+ b fx0)=af (i) + b (). (A6

Weiter gilt die Produktregel

L (£ 0)x0) = (o)g ) + () (A6.12)
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Zum Beweis verwenden wir wieder die Definition der Ableitung:

f(xg+ Ax)g(xg+ Ax)— f(x5)g(x)
Ax
[f (x5 + Axg) — £ (x0)1g (xg + Ax) + f (o) g (xo + Ax) — g ()] (A.6.13)
Ax :

Nun ist eine Funktion, die in x, differenzierbar ist, dort auch stetig, und damit ergibt sich aus im
Limes Ax — 0 die Produktregel (A.6.12).

Um zu zeigen, dafl eine in x, differenzierbare Funktion f auch stetig ist, gehen wir auf die Definition des
Limes zurtick. Da f in x, differenzierbar ist, gibt es demnach zu jedem ¢, ein & > 0, so daf§

fxg +AAx)_f(xO) —fl(xg)|<e falls |Ax|< 3. (A.6.14)
x

Wir kénnen nun diese Ungleichung mit [Ax| multiplizieren:
|f (x + Ax)— f(x5) — Ax f/(x0)] < €] Ax]. (A.6.15)

Fiir Ax — 0 strebt die rechte Seite der Ungleichung sowie Ax f”(x,) unter dem Betrag auf der linken Seite
gegen 0. Damit ist aber

Alimo |f (xg+Ax)—f(xy)| =0 < Alim f(xg+ Ax) = f(xy), (A.6.16)
X—> X—Xg
d.h. f ist an der Stelle x stetig, und das war zu zeigen.

Weiter konnen wir nun auch die Kettenregel beweisen. Seien f/ und g Funktionen, wobei g bei x, und f bei
g(x) differenzierbar seien. dann gilt

2 fleteo = a(xo)]e () (A617

Zum Beweis verwenden wir wieder die Definition der Ableitung

flg(xo+Ax)]—fg(x)] _ fg(xg+Ax)]— flg(xo)] g(xO+Ax)—g(xO). (A.6.18)

Ax ¢ (xo+ Ax)— g(x,) Ax

Da nach der gerade durchgefiihrten Uberlegung g an der Stelle x, stetig ist, folgt daraus fiir Ax — 0 die

Kettenregel (A.6.17).

Mit der Produktregel kdnnen wir nun leicht mittels vollstindiger Induktion die Formel

d
—x"=nx""', neN, (A.6.19)

dx

beweisen, wobei x € R beliebig sein darf, d.h. Potenzfunktionen (und damit auch Polynome) sind tiberall

differenzierbar. Zum Beweis bemerken wir, daf§ die Formel sicher fiir » = 0 gilt. Denn dann ist f(x)=x° =

1 = const, und die Ableitung verschwindet gemif§ (A.6.5). Nehmen wir nun an, die Formel gilt fiir » = k.
Dann folgt mit der Produktregel

%xkﬂ = % <xxk> = j—zxk + x%xle =x* 4+ xbx® = (k +1)x*, (A.6.20)

und das ist genau (A.6.19) fiir » = k + 1, und damit ist die Formel nach dem Beweisprinzip der vollstindigen
Induktion bewiesen.
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Weiter ist die Funktion f(x) = 1/x fiir x # 0 ebenfalls differenzierbar, denn es gilt

L( ! _l>zi<x_(x+Ax)>:_ L (A.6.21)
Ax \x+Ax x Ax \ x(x+Ax) x(x + Ax)

Mit Ax — 0 erhalten wir damit fiir alle x 75 0

d (5)=—= (A.622)

dx \ x x2’

Verwenden wir weiter die Produkt- und die Kettenregel auf die Funktion /g = f - 1/g, wobei f und g in
xy differenzierbar und g(x) # O sei, erhalten wir die Quotientenregel

d [ f(x) :i . 1 :f/(xo) . d 1 :f/(xo)_ ) ¢(x,) N
T e U B e e e (LS SOV ES

Nochmals zusammengefaf3t ergibt sich also

i f(xo) _ f/(xo)g(xo)_f(xo)g/(xo>
& <g<xo>> - £2(x,) | (8629

Damit kénnen wir nun auch fiir » € N die Funktionen 1/x” fiir alle x # 0 ableiten:

d 1 0—nx?1

_ _ —n—1
dx o = T =—nx . (A625)
Es gilt also die Ableitungsregel
dixk —kx*1 fiiralle keZ. (A.6.26)
x

SchliefSlich betrachten wir noch eine Funktion f : I — R, die in einem Intervall 7 strikt monoton ist, d.h. es
gilt fiir alle x; < x, € I stets f(x;) < f(x,) (strikt monoton wachsende) oder f(x,) > f(x,) (strikt monoton
fallende) Funktion. Es ist dann klar, daf$ in diesem Intervall die Zuordnung des Funktionswerts y = f(x) zum
Bildpunkt x umkehrbar eindeutig ist, d.h. zu jedem Wert y im Wertebereich der Funktion existiert genau ein
x € I mit f(x) =1y, d.h. diese Gleichung ist eindeutig nach x auflgsbar. Dies ermdglicht die Definition der
Umkehrfunktion der Funktion f: f~!: f(I) — I. Dabei ist f(I) = {yles gibt ein x € I mit f(x) = y}
die Wertemenge der Funktion f. Wir nehmen nun an, die Funktion f sei differenzierbar im Intervall 7.
Aufgrund der Definition der Umkehrfunktion gilt fiir alle x € 7

S )]=x. (A.6.27)

Da die rechte Seite differenzierbar und auch f differenzierbar ist, ist demnach auch f~! differenzierbar und
nach der Kettenregel gilt

1
flx)

Mit Hilfe dieser Formel kénnen wir die Ableitung der Umkehrfunktionen monotoner Funktionen finden,
wenn wir die Ableitung der Funktion selbst kennen.

IO () =1= (FIf ()= (A.6.28)

Als Beispiel betrachten wir die Exponentialfunktion exp : R — R. Sie ist auf ganz R strikt monoton wachsend
und positiv besitzt daher eine Umkehrfunktion, den natiirlichen Logarithmus In : R™ — R. Die Exponenti-
alfunktion kann man sich dadurch definiert denken, daf exp’ x = exp x und exp 0 = 1 gelten soll. Wir werden
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unten sehen, dafl dies die Berechnung der Exponentialfunktion in Form einer Potenzreihe erlaubt. Aus dieser

Ableitungsregel folgt nun
1 1
In(expx)=x = In'(expx)= = . (A.6.29)
exp’x  expx

Setzt man nun y = exp x, folgt

In'y = 1, (A.6.30)

Y
womit die Ableitungsregel fiir den natiirlichen Logarithmus bestimmt ist.
Wir geben der Vollstindigkeit halber noch die Ableitung der trigonometrischen Funktionen und ihrer je-
weiligen Umkehrfunktionen anl] Wir beginnen mit dem Sinus. Aus dem Additionstheorem fiir den Sinus

folgt
sin(x 4 h)—sin(x) _ sinx(cosh —1)+cosxsinh

= A.6.31
p ) ( )
Aus dem Doppelwinkeltheorem fiir den Cosinus erhalten wir
cosh =cos <2é> = cos? <é> —sin? (é> =1—2sin? <é> (A.6.32)
2 2 2 2
und damit . ‘ . -
sin(x + »)—sin(x) _ cosxsin h—2sin (h/Z). (A6.33)
h h
Wir behaupten nun, daf§
. sinh
lim 27 = 1. (A.6.34)
Dann gilt noch
. 2 .
lim S0P/ e ain(h 2D g g (A.6.35)
b0 h—0 h/2
Damit folgt aus
sin’ x = cos x. (A.6.36)

Nun miissen wir noch beweisen. Dazu betrachten wir die nebenstehende Ab-

p bildung. Offenbar ist die Fliche des Dreiecks rechtwinkligen ABC kleiner als die des

‘ Kreissegments AE C und dessen Fliche wiederum kleiner als die des rechtwinkligen

A“ Dreiecks AED. Der Radius des Kreises sei 1. Dann gilt demnachwegen der Definition
£ von Sinus und Cosinus fiir rechtwinklige Dreiecke

1coslasinh < 119 < 1tanlo. (A.6.37)
2 2 2

Fir0< b < 7t/2ist sin b > 0, und Multiplikation der Ungleichung mit 2/ sin b ergibt

sinh 1
— < = cosh < < .
sinh ~ cos cosh
Nun ist cos » = 1und damit folgt im Limes » — 0% (A.6.34). Da weiter cos(—h) = cos b und sin(—h) = —sin
ist, gilt (A.6.38) auch fiir —7 /2 < h < 0, und damit der Limes (A.6.34) auch fiir » — 0~. Damit ist aber gezeigt,

dafl sin x tiberall differenzierbar ist und gilt.

cosh < (A.6.38)

!Eine strikte Begriindung im Rahmen der Analysis erfolgt gewdhnlich iiber die Definition der trigonometrischen Funktionen sin
und cos iiber ihre Potenzreihen, aus denen man alle Eigenschaften, die wir aus der Geometrie gewohnt sind, streng herleiten kann.
Wir verzichten hier auf diese Begriindung. Der interessierte Leser sei auf [[For13]] verwiesen.
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Fiir den Cosinus erhalten wir

cos(x + h)—cos(x) cosx(cosh—1)—sinxsinh

cos' x = ]lgim = ]laim 7
—0 -0
A.6.39
. 2cosxsin’(h/2)—sinxsin b ) ( )
= Ilam}) ; =—sinx,

wobei wir wieder (A.6.32]-|A.6.35) verwendet haben. Der Cosinus ist also tiberall differenzierbar, und es gilt

cos’ x = —sinx. (A.6.40)

Mit (A.6.36) und (A.6.40) konnen wir mit Hilfe der Quotientenregel auch den Tangens ableiten. Fiir x #
(2n+1)7/2, n € Z) folgt

d d sinx cos®x +sin’x 1
—tanx = — = + = =1+tan’x. (A.6.41)
dx dx cosx cos? x cos? x

Die trigonometrischen Funktionen sind periodisch und haben daher keine eindeutig definierten Umkehr-
funktionen. Gewdhnlich definiert man die Umkehrfunktion auf einem eingeschrinkten Intervall fiir den
Winkel. Beginnen wir mit dem Cosinus: Dieser ist im Intervall [0, 7r] streng monoton fallend. Entsprechend
definieren wir als Umkehrfunktion arccos : [—1,1] — [0, 7] durch cos(arccos x) = x. Wegen der strikten Mo-
notonie des cos im Intervall [0, 7] ist durch die Einschrinkung arccos x € [0, 7] der Wert der arccos-Funktion
eindeutig bestimmt. Mit dem Satz von der Ableitung der Umkehrfunktion folgt aus y = arccos x:

d 1 1
—arccosx = =—— (A.6.42)
dx cos’y siny

Nun ist fiir y € [0, 7r] der Sinus positiv, so dafy dort siny = +4/1—cos? y ist. Fiir x € (—1,1), also y € (0, )
ist siny # 0, und folglich gilt demnach

1 1
— arccosx =— =— . (A.6.43)
dx \/1—cos?y vi—x
Demnach haben wir die Ableitungsregel
, 1
arccos' x =— , xe(—11). (A.6.44)
1—x2

Die Ableitung divergiert offensichtlich fiir x — %1, d.h. der Funktionsgraph des arccos besitzt fiir x — +1
senkrechte Tangenten. Die Umkehrfunktion des Sinus definieren wir im Winkelbereich x € [—n/2,7/2],
wo der Sinus strikt monoton wachsend ist. Dann ist arcsin : [—1,1] — [—7/2, /2] durch sin(arcsinx) = x
eindeutig definiert. Analog wie beim Cosinus zeigt man durch Ableiten der Umkehrfunktion (Ubung!)

. 1
arcsin’ x = + = X€ (—m/2,7)2). (A.6.45)
1—x

Der Tangens ist im offenen Intervall (—7/2,7t/2) strikt monoton wachsend und nimmt beliebige reelle
Werte an, denn lim,_,, . ,tanx = Zoo. Entsprechend definieren wir die Umkehrfunktion arctan : R —

(—m/2,7/2) eindeutig durch tan(arctanx) = x. Uber die Ableitung der Umkehrfunktion finden wir mit

(Ubung)

1

arctan’ x = ———.
14 x2

(A.6.46)
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Niitzlich sind oft auch noch die sog. Hyperbelfunktionen. Sie werden mit Hilfe der Exponentialfunktion
durch

exp x + exp(—x)
2

exp x —exp(—x)
2

sinhx  expx —exp(—x)

sinhx =

, coshx= , tanhx = (A.6.47)

coshx  expx + exp(—x)
fir x € R definiert. Sie heiflen sinus hyperbolicus, cosinus hyperbolicus bzw. tangens hyperbolicus. Durch
direktes Nachrechnen zeigt man, daff fiir alle x € R

cos’ x —sin’x =1 (A.6.48)

gilt. Die Kurve 7(¢) = [cosh,sinht], € R beschreibt den Ast einer Hyperbel, woher der Name fiir diese
Funktionen stammt. Dies ist in analogie zu den trigonometrischen Funktionen, fiir die ja 7(¢) =[cos ¢,sin ¢ ]
tir t €[0,27) einen Einheitskreis beschreibt.

Aus der Ableitung der Exponentialfunktion exp’ x = exp x folgt sofort (nachrechnen!)
sinh’x = coshx, cosh’x =sinhzx. (A.6.49)

Fiir die Ableitung des tanh verwendet man wieder die Quotientenregel, was zu

1

cosh? x

tanh’x =1 —tanh®x = (A.6.50)

fiihrt.

Der sinh ist wegen sinh’ x = cosh x > 0 streng monoton wachsend und daher {iberall eindeutig umkehrbar.

Die entsprechende Umkehrfunktion arsinh : R — R (area sinus hyperbolicus) ist demnach eindeutig durch

sinh(arsinh x) = x definiert. Uber die Ableitung der Umkehrfunktion finden wir (nachrechnen!)
1

X241

arsinh’ x = (A.6.51)
Der cosh ist eine gerade Funktion und fiir x > 0 strikt monoton wachsend (fiir x < 0 strikt monoton fallend).
Es gilt stets coshx > 1% Daher wird die Umkehrfunktion, der area cosinus hyperbolicus, eindeutig durch
arcosh : Ry — R, via cosh(arcoshx) = x definiert. Die Ableitung der Umkehrfunktion liefert wieder

(nachrechnen)
1

x2—1

arcosh’ x = (A.6.52)

Der tanh ist wegen tanh’ x = 1/ cosh? x > 0 iiberall strikt monoton wachsend und folglich eindeutig umkehr-
bar. Der Wertebereich des artanh ist offensichtlich (—1,1), denn offensichtlich gilt lim, . tanhx = +1.

Damit ist durch artanh : (—1,1) — R via tanh(artanhx) = x der area tangens hyperbolicus eindeutig defi-
niert, und mit (A.6.50) erhilt man {iber die Ableitung der Umkehrfunktion (nachrechnen!)

1

1—x2°

(A.6.53)

/
artanh’ x =

A.6.3 Kurvendiskussionen, Mittelwertsatz der Differentialrechnung

Wir besprechen als wichtige Anwendung der Differentialrechnung die Untersuchung der lokalen Eigenschaf-
ten von Funktionen einer reellen Verinderlichen.

Eine Funktion f : (a,b) — R besitzt in { € (a,b) ein lokales Maximum (lokales Minimum), wenn es ein

€ > 0 gibt, so daf} fiir alle x € (4, ) mit |[x —&| < e stets f(x) < f(E) (f(x) > f(&)) gilt.

Dies zeigt man am einfachsten iiber die Taylorreihe von cosh, vgl. Abschnitt
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Besitzt f in & ein lokales Maximum oder Minimum sagt, man daf8 f in £ ein lokales Extremum aufweist.
Es gilt der Satz: Sei f : (2,b) — R stetig und wenigstens einmal differenzierbar. Besitzt dann f in £ € (a,b)
ein lokales Extremum, so gilt /(&) =0.
Zum Beweis nehmen wir an f besitze ein lokales Maximum bei x = . Da f voraussetzungsgemaf} differen-
zierbar in x = & ist, gilt

ot LEEN—SE)

h—0+ ]7 -7

(A.6.54)

denn voraussetzungsgemaf$ nimmt bei Einschrinkung auf eine hinreichend kleine Umgebung f an der Stelle
& den grofiten Wert an. Ebenso argumentiert man aber, daf§

h—0— b

>0, (A.6.55)

Nun kénnen aber (A.6.54) und (A.6.55) nur beide gelten, wenn f/(£) = 0. Analog zeigt man die Behauptung,
falls die Funktion ein Minimum in (a, &) besitzt.

Bemerkung: Die Bedingung /(&) = 0 ist nur notwendig aber nicht hinreichend fiir das Vorliegen eines Extre-
mums. Die Funktion £ : R — R, f(x) = x” ist z.B. strikt monoton wachsend, besitzt also sicher kein lokales
Extremum. Andererseits gilt £’(x) = 3x? und folglich //(0) = 0. Die Ableitung von f verschwindet bei x =0,

besitzt dort aber weder ein Minimum noch ein Maximum.

Als nichstes wollen wir den Satz von Rolle beweisen. Sei f : [, 5] — R stetig auf (a, b) differenzierbar. Gilt
dann f(a) = f(b), existiert mindestens eine Stelle & € (a,b) mit f(&)=0.

Beweis: Ist f(x) = const, ist die Behauptung trivial, denn dann ist f’(x) = O fiir alle x € (a, /). Falls dies
nicht der Fall ist, gibt es wenigstens eine Stelle x, mit f(xy) > f(a) = f(b) oder f(x;) < f(a) = f(b).
Da die Funktion f in dem abgeschlossenen Intervall [, 5] voraussetzungsgemaf} stetig ist, nimmt sie nach
dem Satz vom Maximum und Minimum (vgl. Abschnitt irgendwo in diesem Intervall das Infimum und
das Supremum ihres Bildbereiches an. Im ersten Fall muf§ offenbar das Supremum und im zweiten Fall das
Infimum an wenigstens einer Stelle £ im offenen Intervall (4, 5) angenommen werden, d.h. es liegt allemal
ein Extremum in («, ) vor, und nach dem eben bewiesenen Satz ist f'({)=0.

SchliefSlich gilt der Mittelwertsatz der Differentialrechnung: Sei f : [4,5] — R stetig und auf (a, b) diffe-
renzierbar. Dann gibt es eine Stelle & € (4, b) mit

f(b)—f(a)

- = F(&). (A.6.56)
—a

Zum Beweis wenden wir den Satz von Rolle auf die Funktion

A A (A.6.57)
b—a
an. In der tat erfiillt diese Funktion die Vorausetzungen des Satzes von Rolle. Da f auf [4, ] stetig und auf

(a, b) differenzierbar ist, gilt dies sicher auch fiir g. Aufler dem ist g(a) = g(b) = f(a). Folglich gibt es eine
Stelle & € (4, ) mit g’(§) = 0. Nun ist aber

fO)=fla) g/(g):f/(g)_w (A.6.58)

g =1tx) =2 o

und das war zu zeigen.

Satz von der Monotonie: Sei f : [a,b] — R stetig und auf (a, b) differenzierbar. Dann ist f genau dann
strikt monoton wachsend (monoton fallend) falls //(x) >0 (f/(x) < 0).
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Beweis: Sei / strikt monoton wachsend und x € (4, »). Dann gibt es ein € >0, so daf§ x + » € [a, b] fiir alle
h € (—¢,¢€). Fiir diese b gilt dann wegen des strikt monotonen Wachsens von f

[x+h)—f(x)
h
Da f in (a, b) differenzierbar ist, erhilt man durch Grenzwertbildung » — 0, daf§ #/(x) > 0.

Sei nun umgekehrt f’(x) > 0. Wir nehmen nun an, dafl  nicht strikt monoton wachsend ist. Dann gibt es
zwei Stellen x; < x, € (4, b) mit f(x;) > f(x,). Nach dem oben bewiesenen Mittelwertsatz der Differential-
rechnung gibt es dann eine Stelle £ € (a, 5) mit

> 0. (A.6.59)

f(x)—f(x1)

Xy —Xq

f(&)= <0, (A.6.60)
und das steht im Widerspruch zur Voraussetzung, daff f’(x) > 0 im ganzen offenen Intervall (a, »). Damit
mufd also f strikt monoton wachsend sein.

Der Bewetis fiir strikt monoton fallende Funktionen erfolgt analog.

Schlieflich geben wir noch ein hinreichendes Kriterium fiir ein lokales Extremum an. Sei f : [, b] stetig und
auf (4, b) zweimal differenzierbar. Ist dann /(&) =0 fiir ein & € (a,5) und f”(&) <0 (f”(&) > 0), so besitzt
f bei x =& ein lokales Maximum (Minimum).

Wir beweisen die Behauptung fiir den Fall ”(£) < 0. Es gilt

1) i L EED=SE) L FE D)

h—0 h h—0 b

Dies bedeutet, daf§ es ein € > 0 gibt, so dafl /(£ + h)/h < 0 fiir h € (—e¢, €) \ {0}. Damit ist aber f’(x) <0
fir x € (§,& + €] und f'(x) > 0 fiir x € [{ —¢,&). Damit ist f zumindest in einer kleinen Umgebung von
& fiir x < & strikt monoton wachsend und fiir x > £ strikt monoton fallend. Damit muff f bei & ein lokales
Maximum besitzen.

Der Beweis, daff fiir /”(£) >0 und /(&) =0 ein Minimum vorliegt, folgt analog.

Um zu zeigen, dafy das obige Kriterium hinreichend aber nicht notwendig ist, betrachten wir die Funktion
f(x)=x*. Sie besitzt offenbar bei x = 0 ein lokales (sogar ein absolutes) Mininum. In der Tat ist f'(x) = 4x°

und damit #7(0) =0, wie es der Satz von lokalen Extrema differenzierbarer Funktionen sagt. Allerdings gilt
weiter f”(x)=12x? und folglich /”(0) =0, d.h. obwohl ein Minimum vorliegt ist /”(0) nicht > 0.

<o0. (A.6.61)

A.7 Integralrechnung

Die Integralrechnung ist, wie wir sehen werden, in gewissem Sinne die Umkehrung der Differentialrechnung.
Sie beschiftigt sich generell mit dem geometrischen Inhaltsbegriff (Bogenlinge einer Kurve, Flicheninhalte
von Flichen, Volumen von Korpern) und ist daher eng mit der Maf3theorie verkniipft. In dieser Vorlesung
behandeln wir nur das Riemann-Integral. Fiir an der modernen Lebesgue-Integrationstheorie Interessierte
sei auf [[Wei80] verwiesen, wo man eine Darstellung findet, die nicht die allgemeine Maf3theorie voraussetzt.

A.7.1 Definition des Riemann-Integrals

Das Ziel der Integralrechnung fiir reellwertige Funktionen einer reellen Verinderlichen ist, anschaulich for-
muliert, die Berechnung des Flicheninhaltes der Fliche unter der Kurve der Funktion f : [4,5] — R, wobei
[4,b] C R ein endliches Intervall ist. Zunichst setzen wir nur voraus, dafl die Funktion f* beschrinkt sei,
d.h. es gibt Zahlen m und M, so dafl m < f(x) < M fiir alle x € [a, b]. Die grundlegende Idee, den Flichen-

inhalt zu bestimmen ist, das Intervall [4,5] in 7 Teilintervalle [x;_;,x;] mit j € {0,1,...,n} zu zerlegen,

191



Anbang A - Zusammenfassung der Analysis fiir reelle Funktionen einer Variablen

wobei a = x5 < x; < ... < x,, = b ist und die Funktion durch eine entsprechende Treppenfunktion zu ap-
proximieren. Dabei ist eine Treppfenfunktion eine Funktion, die auf jedem Teilintervall [x;_;,x;] konstant
ist.

-1

Nun kann man fiir jedes Teilintervall das Infimum bzw. das Supremum der Funktionswerte in diesem In-
tervall verwenden. Nach dem Satz vom Infimum und Supremum existieren nimlich beide Grofien, weil ja
voraussetzungsgemafd die Funktion f beschrinkt ist. Dann bezeichnen wir als Unter- und Obersumme der

Funktion f bzgl. der Zerlegung [x;_;, x;] des Intervalls [4, b ] die Grofien

n n

S0= D005 =) inff [ Db So= Dy —x_)suplf [ypx D) (A7)

=1 j=1

Es ist anschaulich klar, daf} der Flicheninhalt der Fliche unter der Kurve fiir alle Zerlegungen des Intervalls
[a, b] stets zwischen diesen beiden Werten liegen mufl und daf} wir den Fliacheninhalt erhalten, indem wir die
Unterteilung immer feiner machen, d.h. wir lassen die Anzahl der Intervalle n — oo gehen, wobei zugleich
max; € {1,...,7}(x; —x;_;) — 0 gehen soll. Der Flicheninhalt existiert dann sicher, wenn S, und S, gegen
denselben Wert streben. Wir sagen dann, die Funktion f* sei Riemannintegrierbar iiber das Intervall [, 5]

und wir definieren das Integral als den entsprechenden Grenzwert

n—oo n—oo

b
f dxf(x)= lim §,= lim §,. (A.7.2)

Da bei einer Verfeinerung der Zerlegung von [, b ] die Untersummen stets grofier und die Obersummen stets
kleiner werden (warums), kann man das Integral auch als sup S, = inf S, definieren, wobei Supremum bzw.
Infimum tiber alle méglichen Zerlegungen zu nehmen ist.

Wir bemerken sogleich, dafl wenn f, g : [4, 5] — R Riemann-integrierbar sind, auch die Linearkombination
A f + A, g fiir beliebige A, A, € R Riemann-integrierbar sind und dafl dann

J dx[ A f(x)+ A,g8(x )J. dxf(x +/1J. dxg(x (A.7.3)

gilt. Der einfache Beweis sei dem Leser zur Ubung iiberlassen.

Nehmen wir weiter an f :[a, c] sei tiber die Intervalle [4, 5] und [/, c ] Riemann-integrierbar. Man zeigt dann
leicht (Ubung), daf} f dann auch iiber [, c] Riemann-integrierbar ist und daf§ dann

Lc dxf(x)= f i f(x)+£: dx f(x). (A.7.4)

Definition: Sei f :[a,5] — R eine beliebige Funktion. Dann definieren wir

)= {f(x) falls  f(x)>0,
* 0 falls  f(x) <0,
(A.7.5)
£ (x)= {—f(x) falls  f(x) <0,
B 0 falls  f(x)>0.

Offenbar gilt dann f = f, — f und |f|=f, + f_.
Satz: Sei f : [, 5] — R eine Riemann-integrierbare Funktion. Dann sind auch £, , £, |f| und /2 Riemann-
integrierbar.
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Beweis: Nach Voraussetzung ist sup S, = inf S, wobei Supremum und Infimum der Ober- bzw. Untersumme
stets iber alle Zerlegungen des Intervalls [a, 5] zu nehmen sind. Das bedeutet aber, daf} es zu jedem ¢ > 0
Treppenfunktionen ¢ und ¢ gibt, so daf ¢ < f < ¢ ist, so daf§

0< f dx[d(x)—g(x)] < (A.7.6)

ist. Wegen ¢ < f < ¢ folgt aus sofort,dafl 9, < f, < ¢, und y_<f <¢_.Nunsind ¢, und ¢,

wieder Treffenfunktionen, und es gilt
b b
o< [ &g, 0—pu) < | P -t <

b b
o0 [ dslp (-9 ()< | dxldm— o<

Zu jedem € > 0 gibt es also Zerlegungen des Intervalls, so dafl Ober- und Untersumme von £, um weniger als
¢ voneinander abweichen. Folglich stimmen das Supremum der Unter- und das Infimum der Obersummen
tiberein, und die Funktionen £, sind folglich Riemann-integrierbar. Da mit ist auch |f| = f, + f_ Riemann-
Integrierbar.

(A.7.7)

Weiter ist f2 = |f|*. Da | f | Riemann-integrierbar ist, gibt es zu jedem € > 0 Treppenfunktionen gb P
[4,6] > Rmit g <|f]| < ()b so daf}

b € . .
| atpt—ptn <5y mi M= s ) (0 (A7)

Dabei gehen wir davon aus, dafl £ nicht auf [, 5] konstant ist. In dem Fall wire auch f2 konstant und somit
auch £ integrierbar, und die Behauptung des Satzes also erfiillt. Da nun die Funktion g(x) = x? fiir x >0
monoton wachsend ist, gilt auch

F<|fP< (A.7.9)

und ¢ und gZ sind Treppenfunktionen. Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung, angewandt auf
g(x) = x?, gilt fiir beliebige Zahlen gbz 2 =g (E)NP—0)=2E(h—¢) <2M($—@) mit ¢ < & < ¢. Damit

ist also

O<f dx ¢2 <2MJ dx[¢ )—gﬁ(X)]S(. (A.7.10)

Folglich gibt es zu jedem ¢ Treppenfunktionen ¢? und gb mit ¢? < 2 < 952, die erfiillen.

Satz: Seien weiter f,g : [4,6] — R und Riemann-integrierbare Funktionen. Dann ist auch f'g Riemann-
integrierbar.

Beweis: Nach den obigen Sitzen sind f + g und f — g sowie (f + g)* und (f — g)? Riemann-integrierbar.
Damit ist aber auch

fg= f+g —(f—g) (A.7.11)

Riemann-integrierbar.
Satz Stetige Funktionen f :[4,5] — R sind Riemann-integrierbar.

Beweis: Dazu zeigen wir zuerst, daf3 in diesem Fall / sogar gleichmafig stetig ist, d.h. zu jedem € > 0 existiert
ein & > 0, so daf8 fiir alle x, x" € [4, b ] mit |x—x'| < & stets | f(x)—f(x')| < € ist. Zum Beweis nehmen wir an,

dafl f zwar stetig aber nicht gleichmiflig stetig ist. Dann gibt es zu einem ¢ > 0 zu jedem » € N Zahlen x,,, x,, €
[a,b] mit |x, — x| < 1/n, so dal§ |f(x,) — f(x],)| > €. Die Zahlenfolgen (x,,), und (x/,), sind beschrinkt

193



Anbang A - Zusammenfassung der Analysis fiir reelle Funktionen einer Variablen

und besitzen daher konvergente Teilfolgen (x,, ) bzw. (x, k- Wegen der Voraussetzung, daf§ |x, — x| <

1ngilt & :=limy_, o x, =limy_,,x, . Folghch existiert auch limy_, o f(x,,) = limy_, o f(x, ) = f(£),
weil f voraussetzungsgemifl stetig auf dem Intervall [, 5] ist. Andererseits soll aber gemif3 unserer obigen
Annahme |f(x,, ) —f(x;k)| > e fiir alle £ € N gelten. Dann wiren aber die Folgen (f(x,, )); und (f(x! Xy, )k
wiederum nicht konvergent im Widerspruch zu unserer gerade durchgefiihrten Argumentat1on Folglich muf§
also f auf [a, b] gleichmifig stetig sein.

Nun kénnen wir leicht zeigen, daf$ eine auf [4, ] stetige Funktion Riemann-integrierbar ist. Sei dazu € >0
beliebig gewihlt. Dann gibtesein & > 0, s0 dafl | f(x)—f (x')| < € /(b—a) ist, wenn nur [x—x'| < 8. Es sei nun
I; = (x;_y, x;) eine so feine Zerlegung des Intervalls [a b], 50 dafd max;(x; —x;_;) < & ist. Weiter gibt es nach
dem Satz vom Minimum und Maximum (s. Abschnitt ¢ €l und cf] '€, s0dafl infxe1]- f(x)=f(&)

und SUP.er flx)= f(fj’) Dann ist sicher [&; — EJ/| < & und folglich

n n

0<8,=8,= 25—, N/ (E)—F(EN < 37— D —x; ) =, (A7.12)

=1 j=1

Folglich kann man durch beliebige Verfeinerung der Zerlegung Ober- und Untersumme beliebig aneinander
annihern. Folglich existieren das Infimum der Ober- und das Supremum der Untersummen, und beide sind
gleich. Folglich ist f iiber das Intervall [4, 4] Riemann-integrierbar.

A.7.2 Der Mittelwertsatz der Integralrechnung

Mittelwertsatz der Integralrechnung: Sei f : [4,b] — R stetig und ¢ : [4, 5] — R mit ¢ > 0 integrierbar.
Dann gibt es eine Zahl & €[a, 5], so daf§

b b
[ aermpm=r© [ dvotn A7)
Beweis: Nach den obigen Sitzen zur Riemann-Integrierbarkeit ist mit den obigen Voraussetzungen f ¢ Rie-

mann-integrierbar. Da f auf dem abgeschlossenen Intervall stetig ist, existieren M = sup, .1, 51/ (x) und
m =inf, g, 57 f (x). Da weiter ¢ > 0ist, folgt mp(x) < f(x)p(x) < Mep(x), und damit

f dxo(x) f F(x) SMLbdxcp(x). (A.7.14)

Da auch [?dxo(x >0, gibt es demnach eine Zahl ¢ mit m < u <M, so daf§
5 X9 8 H“ “

b b
J dxf(x)go(x):/uf dxg(x). (A.7.15)

Da f[a,b] — R stetig ist, nimmt f die Werte m und M tatsichlich fiir irgendwelche Werte &, &, € [4, 5]
tatsichlich an: £(&)) = m, f(&,) = m. Wegen des Zwischenwertsatzes fiir stetige Funktionen (vgl. Abschnitt
gibt es eine Zahl & zwischen & und &, mit f(&) = u. Wegen ist damit der Zwischenwertsatz

der Integralrechnung bewiesen.

A.7.3 Der Hauptsatz der Analysis

Nach dem vorigen Abschnitt kdnnen wir fiir eine auf [a, b] stetige Funktion f die Integralfunktion

f ' f () (A.7.16)
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definieren. Wir wollen nun den Hauptsatz der Analysis beweisen, demzufolge dann F eine auf [, 4] diffe-
renzierbare Funktion ist und

F'(x)=f(x) (A.7.17)
gilt. Offenbar ist fir Ax >0
x+Ax
F(x—i—Ax)—F(x):f dx’ £ (x)). (A.7.18)

Sei nun m = infyep, v ae) f (X)) und M =sup e, a1 f (). Beide Werte existieren, und es gibt nach dem

Satz von Bolzano-Weierstrall Zahlen &y, &L €[x,x+Ax],so dal’ m = f(&p,) und M = f (&, ). Demnach
1st

x+Ax x+Ax
| erGosreran—rms [ fE (A.7.19
oder nach Ausfithrung der Integrale
Axf(Ep,) S F(x +Ax) < Axf(Er,). (A.7.20)
Dividieren wir durch Ax, erhalten wir
f(Eay < EEHEIZTID) gy, (A7.21)

Ax

Fiir Ax — 0 gehen nun &, — x und wegen der Stetigkeit von /" entsprechen f(&a,), f(Ea,) = f(x),
womit (A.7.17) bewiesen ist. Analog gehen wir fiir Ax < 0 vor. Wir definieren dabei ganz allgemein fiir
Integrale

b a
j dxf(x)= —f f(x) falls a<b. (A.7.22)
a b

Fiir Ax < 0 miissen wir dann nur die obige Betrachtung fiir das Integral
x+Ax x
J dxf(x)= —J dx f(x) (A.7.23)
x x+Ax

anstellen. Dann ergibt sich auch fiir den Grenzwert Ax — 0 fiir Ax < 0, daff F/(x) = f(x) ist. Damit ist F
differenzierbar und besitzt die Ableitung F’ = f fiir alle x €[4, b].

Wir bemerken noch, dafl demnach fiir jede Stammfunktion F : [,5]— R von f, gilt

b
f dxf(x)=F(b)—F(a). (A.7.24)

Dabei heifit F Stammfunktion zu £, falls
Fl(x)=f(x) (A.7.25)

gilt. Zum Beweis zeigen wir, daf} F(x) = F(x)+ F(a) ist. Es ist namlich F/(x) = F/(x) = f(x) und also
F'(x)— F(x) = 0. Nun muf§ eine auf [4, b] differenzierbare Funktion, deren Ableitung iiberall im Intervall
[, b] verschwindet, konstant sein. Da F(a) = 0 ist, gilt also die Behauptung.

Man bezeichnet eine beliebige Stammfunktion von f auch als unbestimmtes Integral und schreibt kurz
F(x)= J dxf(x)+C, C =const. (A.7.26)
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A.7.4 Integrationstechniken

Mit dem Haupsatz der Differential- und Integralrechnung kénnen wir nun sehr viele Integrale berechnen,
indem wir eine beliebige Stammfunktion zu der zu integrierenden Funktion suchen. Dafiir gibt es einige
Rechentechniken, die wir hier kurz zusammenfassen. Zunichst kann man sich aus jeder Ableitungsregel eine
Integrationsregel ableiten. Z.B. folgt aus der Ableitung von Potenzfunktionen (x”) = nx"~! die Regel

xn+1
J dxx" = +C. (A.7.27)
n+1
Dies gilt fiir alle » € Z # {—1}. Die Ausnahme ist 7 = 1. Aber auch hier kennen wir eine Stammfunktion:
1
f dx—=Inx+C. (A.7.28)
x

Fiir n < O miissen wir bei der Anwendung des Hauptsatzes aufpassen: Die entsprechenden Funktionen f(x) =
x” besitzen nimlich dann bei x = 0 eine singularitit und sind insbesondere unstetig. Sie konnen daher nur
tiber Intervalle [, 5] integriert werden fiir die 0 # [4, £] ist, und nur dann liefert der Hauptsatz der Analysis
den korrekten Wert fiir das Integral!

Weitere Grundintegrale sind

desinx:—cosx—i—C, fdxcosx:sinx+C,

fdx ! de(l—i—tanzx):tanx-i-C, fdx ! de(l-i—cotzx):—cotx-i-C,

cos? x sin’ x

deexpx:expx—l-c, desinhx:coshx—i-c, fdxcoshx:sinhx—i—C,

fdx ! :fdx(l—tanhzx):tanhx+C,

cosh® x (A.7.29)
1 7.
de 3 :de(cothzx—l):—cothx—i-c.
sinh” x
fd ! inx+C +C’ dx— tanx + C tx+C’
x = arcsinx = —arccos x , x = arctan x = —arccot x ,
V1—x2 14 x2

1

1—x

= arcothx +C falls x>1,
1—x? 2
1

f =arsinhx + C, fdx !
V14 x2 Vx2—1

Aus allgemeinen Regeln der Differentialrechnung erhalten wir entsprechend Rechenregeln fiir unbestimmte
Integrale. Aus der Produktregel der Integralrechnung folgt die Regel von der partiellen Integration. Aus
(uv) =u'v+ v u folgt

de ! —artanhx+C falls x<1, fdx
dx

=arcoshx+C falls x> 1.

f dxu’(x)v(x) = u(x)v(x) —J dxu(x)v'(x)+C. (A.7.30)

Als Anwendungsbeispiel betrachten wir das Integral von x exp x. Setzen wir #’(x) = exp x und v(x) = x, gilt
#'(x) = expx und v'(x) = 1. Damit ist

dex expx = xexpx—J dxexpx =(x—1)expx+ C. (A.7.31)
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In der Tat findet man durch Ableiten, daff tatsichlich [(x—1)exp x] = exp x+(x—1)exp x = x exp x gilt. Ein
weiteres Beispiel ist [ dx Inx. Hier setzen wir #’(x) = 1 und v(x) = Inx. Dann ist #(x) = x und v/(x) = 1/x.

Damit liefert
fdxlnx:xlnx—fdxl:x(lnx—1)+C. (A.7.32)

In der Tat folgt aus der Produktregel [x(Inx —1)] = (Inx — 1)+ x/x =Inx.

Die Kettenregel der Differentialrechnung liefert die Substitutionsregel fiir Integrale. Sei dazu F eine Stamm-
funktion von f.

iF[x(u)]—iF[x(u)]dz(Z)x: f[x(u)]dz(;) = J dudz(:) Flx(0)]=F[u(x)]+C.  (A7.33)

du dx
Diese Regel lif3t sich leichter merken, wenn man formal d# = dx #'(x) schreibt. Dann wird
dx
f du—fx(n)]= |:f dxf(x)] . (A.7.34)
du x=x(u)

Als Beispiel betrachten wir die Aufgabe, die Fliche eines Halbkreises um den Ursprung mit Radius » zu
berechnen. Fiir den Halbkreis gilt x? + y2 = r2 bzw. y(x) = /72— x2 mit x € [—7, 7 ]. Damit ist die Fliche

A= f dxv/ r2—x2. (A.7.35)

Um das Integral zu berechchnen, substituieren wir nun x = r cos #. Dann ist dx = —du 7 sinu. Fiir x = —7
ist offenbar # = 7 und x = r fiir #» = 0. Damit folgt

0 T
A= f du(—rsinu)y/ r2—r2cosu = rzf du sin? u. (A.7.36)
T 0

Um schliefSlich dieses Integral zu berechnen, bemerken wir, daf§
. . . 1
cos(2u) = cos® u —sin® u =1—2sin’ u = sin’ u = 5[1 —cos(2u)]. (A.7.37)

Dies in (A.7.36) eingesetzt liefert

2 rm 2 1 u=r 2
A= % f_n[l —cos(2u)] = % I:% —3 sin(ZM)]M:O = % (A.7.38)

A.7.5 Funktionenfolgen und -reihen

In diesem Abschnitt untersuchen wir Funktionen, die sich als Grenzwerte von Folgen oder Reihen ergeben,
deren Glieder selbst Funktionen sind. Insbesondere interessiert uns die Frage, ob Folgen oder Reihen stetiger
Funktionen selbst gegen stetige Funktionen konvergieren und ob man ggf. Operationen wie die Differentiati-
on und Integration mit der Grenzwertbildung vertauschen darf. Dabei ist es wichtig zu beachten, in welchem
Sinne die Funktionenfolgen und -reihen konvergent sein sollen. Dazu definieren wir zwei Begriffe:

Es sei (f,(x)), eine Folge von Funktionen f, : D — R mit einem beliebigen Definitionsbereich D C R.
Wir sagen, die Funktionenfolge konvergiere punktweise im Definitionsbereich D gegen eine Funktion f :

D — R, wenn sie fiir jedes x € D konvergiert. D.h. zu jedem x existiert zu jedem € > 0 ein N € N; so daf$
|f,(x)—f(x)| < e fiir alle » > N.
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Davon zu unterscheiden ist die stirkere Forderung nach gleichmifliger Konvergenz gegen die Funktion /.
Dazu verlangen wir, daff zu jedem € ein N € N existiert, so dafl fiir alle x € D stets |f,(x)— f(x)| < € fiir alle
n> N gilt.

Im Unterschied zur punktweisen Konvergenz, muf§ also zu jedem € das N unabhingig von x € D gewihlt
werden konnen, d.h. die Forderung nach gleichmifliger Konvergenz ist stirker als die nach punktweiser.

Man kann die gleichmiflige Konvergenz auch noch anders beschreiben. Dies macht die Arbeit mit diesem
Begriff erheblich einfacher. Dazu fithren wir einen Abstandsbegriff, eine Norm, fiir Funktionen ein, und
zwar die Supremumsnorm. Sei also / : D — R eine Funktion mit beliebigem Definitionsbereich D C R.
Dann ist die Supremumsnorm durch

1/1]=sup |/ (x)l. (A.7.39)

xeD

Aus der Definition geht unmittelbar hervor, daf} die folgenden Regeln fiir eine Norm gelten (Beweis als
Ubung!):

1I/11=0, [Ifl|=0<«< f(x)=0 firalle xeD, (A.7.40)
IAf = 1Al (A.7.41)
I1f+gll </l +lgll (A.7.42)

Eine Funktionenfolge ist dann genau dann gleichmif8ig konvergent, wenn sie im Sinne dieser Norm konver-
giert. Nehmen wir an die Funktionenfolge (f,), konvergiert gleichmiflig gegen f. Dann gibt es vorausset-
zungsgemifd zu jedem € € R ein N € N, so daf} fiir alle x stets |f,,(x) — f(x)| < €/2 gilt, wenn nur n > N
ist. Dann ist aber auch ||f,, — f|| = sup,p |/,(x) — f(x)| < €/2 < €. Kurz: Falls (f,),, gleichmifiig konver-
giert, gibt es zu jedem € > 0 ein N € N, so dafl ||/, — /|| < € fiir alle » > N gilt. Das bedeutet aber, daf} die
Funtionenfolge im Sinne der Supremumsnorm gegen f konvergiert.

Ist umgekehrt im Sinne die Funktionenfolge (/) im Sinne der Supremumsnorm konvergent gegen £, so gibt
es zu jedem € > 0 ein 7 € N, so dafl ||f,, — f|| = sup,.cp |/, (x) — f(x)| < € fiir alle » > N. Dann gilt aber fiir
alle x € D offenbar |f, (x)— f(x)| < ¢, d.h. die Funktionenfolge ist gleichmifig konvergent.

Satz von der Stetigkeit stetiger Funktionenfolgen: Seien alle Glieder der f, : D — R eine gleichmiflig
gegen f konvergenten Funktionenfolge stetig. Dann ist auch f stetig.

Beweis: Wegen der gleichmifligen Konvergenz der Funktionenfolge (f,), gegen £, gibt es zu jedem € > 0 ein
N €N, so dafd fiir alle x € D fiir alle » > N stets |f,(x) — f(x)| < €/3 gilt. Sei nun 7 > N festgehalten. Da
weiter die f,, stetig in x € D sind, gibt es zu jedem € > 0 ein & > 0, so daf fiir alle x’ € D mit [x —x'| < §
stets | f,,(x)— f,(x’)] < €/3 ist. Damit folgt nun aber, daf§

f ()= F (D <1 () = L, + 11, () = LD + £, () — f (). (A.7.43)

Wegen der Wahl von 7 > N sind die beiden letzten Terme beide < ¢ /3, wihrend der mittlere fiir |[x — x| < &
ebenfalls < €/3 ist. Wir haben also zu einem beliebigen € > 0 ein & > 0 gefunden, so dafl fiir alle x” € D mit
|x —x'| < & stets | f(x)— f(x)| < e gilt. Damit ist f definitionsgemifd stetig, und das war zu zeigen.

Oft ist es wichtig zu wissen, ob man bestimmte Operationen an Funktionenfolgen mit der Limesbildung
vertauschen darf. Hier interessieren uns Integration und Differentiation.

Integration von Funktionenfolgen: Seien f,, :[4, 5] — R stetige Funktionen und die Funktionenfolge (f,,)
auf [a, b] gleichmiflig konvergent gegen eine Funktion f : [4,5] — R. Dann gilt

L b dx f(x) = f " lim f,(x)= lim Lb dx £,,(x). (A.7.44)

Kurz gesagt darf man bei gleichmifliger Konvergenz von Funktionenfolgen die Grenzwertbildung und die
Integration vertauschen.
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Beweis: Nach dem vorigen Satz ist f stetig auf [a, 5] und folglich Riemann-integrierbar. Wegen der gleich-
mifligen Konvergenz der Funktionenfolge (f,,),, gegen f gilt

b b b s 00
| are- [ apw|< [ aslrm-fense-alr -4 (A7.45)

d.h. der Limes der Integrale existiert, und es gilt (A.7.44) und das war zu zeigen.

Differentiation von Funktionenfolgen: Seien £, : [4,5] — R stetig differenzierbare Funktionen und die
Funktionenfolge (f,), punktweise gegen eine Funktion f : [4,5] — R konvergent. Die Folge (f)),, der Ab-
leitungen konvergiere gleichmiflig. Dann ist / differenzierbar, und es gilt

fl(x)= nli)ngo £l(x). (A.7.46)

MaW. darf man unter den angegebenen Voraussetzung Grenzwertbildung und Differentiation vertauschen.

Beweis: Es sei ]; (x)=lim,,_, o, f(x)fiirx € [a,b]. Dadie f, allesamt stetig sind und die Folge der Ableitungen

voraussetzungsgemifd gleichmiflig konvergiert, ist / nach dem oben bewiesenen Satz stetig und besitzt eine
Stammfunktion, denn nach dem Satz tiber die Vertauschbarkeit der Integration mit der Grenzwertbildung
tiir gleichmiflig konvergente Folgen stetiger Funktionen gilt

fxdx/fN(x/): lim f xdx’f,;(x):nlggo [£,(x)— f,(a)]- (A.7.47)

n—oQ

Wegen der vorausgesetzten punktweisen Konvergenz von (f,,),, gegen f gilt also

f T’ F(x)=f(x)— £, (a). (A.7.48)

Ableiten dieser Gleichung nach x liefert nach dem Hauptsatz der Diffferential- und Integralrechnung schlief3-
lich f/(x) = ];(x), und das war zu zeigen.

Schliefllich definieren wir eine Funktionenreihe 377 | f,(x) als gleichmifiig konvergent gegen f, wenn ihre
Partialsummenfolge (S, (x))

nd

5,00=>"fu(x), (A749)
k=1

gleichmiflig (also im Sinne der Supremumsnorm) gegen f konvergiert.
Weierstrafisches Konvergenzkriterium: Seien f, : D — R Funktionen und

Z |f.]] konvergent, (A.7.50)
k=1

so ist die Funktionenreihe > £, absolut und gleichmifSig konvergent.

Beweis: Zunichst zeigen wir, dafl die Reihe punktweise absolut konvergiert. Sei also x € D. Dann gilt
|/ (%) < ||/3]l- Da voraussetzungsgemafl (A.7.50) gilt, ist also >, |f,(x)| konvergent. Nun definieren wir

im Sinne dieser punktweisen Konvergenz
f(x)= ka(x) (A.7.51)
k=1

und zeigen, daf} die Funktionenreihe sogar gleichmiflig gegen F konvergiert. Seien dazu die Partialsummen

durch (A.7.49) definiert. Dann gilt

15,() — £ ()| = <SU@I<S AL (A7.5)

n+1 n+1

S )

k=n+1
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Wegen (A.7.50) konnen wir nun zu jedem ¢ > 0 ein N € N finden, so daf} die letztere Summe < ¢ fiir alle
n > N ist. Damit gilt fir alle x € D

S,(x)—f(x)|]<e fir n>N, (A.7.53)

und folglich ist die Funktionenreihe tatsichlich nicht nur punktweise sondern sogar gleichmiflig gegen f
konvergent, und das war zu zeigen.

A.7.6 Taylor-Entwicklung und Potenzreihen

Sei also / : D — R mit offenem Definitionsbereich D C R eine Funktion, die in einem abgeschlossenen
Intervall I C D, mindestens (7 + 1)-mal (n € N) stetig differenzierbar ist und sei a € D. Wir suchen dann
eine Niherung von f durch ein Polynom 7-ten Grades fiir Argumente ,,in der Nihe“ von a. Sei x € 1. Dann
gibt es Koetfizienten ¢, € R, so dafl

=> q(x—a)f +R,(x,a) (A.7.54)
k=0
ist, wobei das Restglied R ,(x,4) = O[(x —a)" "] ist, d.h.

R
lim M = const. (A.7.55)
n—00 (x _ﬂ)n+1

Um die Koeffizienten ¢, in (A.7.54) zu bestimmen, leiten wir diese Gleichung k-mal (k € {0,1,...,7}) ab und

setzen danach x = a:

dk
x)| = fOa) =k, (A.7.56)

dek” |
denn wegen (A.7.55) verschwindet die k-te Ableitung des Restglieds fiir x = 4. Damit wird

n_ k),
Zf (@)

- (x—a)f +R (x,a). (A.7.57)

f(x)=

k=0

Dies ist die Taylorsche Formel.

Zum Beweis bemerken wir, daf§ wegen der Stetigkeit von f”(x)
+ f dx’ f/(x") (A.7.58)
gilt. Ist » > 2, kénnen wir eine partielle Integration in (A.7.58) vornehmen. Dazu setzen wir
W(xV =1, o(x)=f(x"), u(x)=x"—x,

so daf§
fl)=f(a)+(x—a)f fdx —x)f"(x") (A.7.59)

resultiert. Dies wiederholen wir noch weitere 7 — 1-mal. Dann entsteht

0o (k) 4 X x/_x n
:Zf (@) e a1+ (1) f =0 ety (A.7.60)
k=0

k! p n!
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Da voraussetzungsgemifl f"+1) im Intervall (, x) bzw. (x,a) stetig ist und die Funktion x’ — (x’ —x)” dort
entweder stets negativ oder positiv ist, gibt es nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung wenigstens ein

¢ €(a,x) bzw. & €(x,a), so dafl
n+1 X (n+1)
R, (x,a)= (—1)"][71—!(5) L dx’ (x' —x)" = ﬁ(x —a)"t, (A.7.61)

Dies ist die Restgliedformel von Lagrange. Man kann freilich den Mittelwertsatz der Integralrechung auch
direkt auf die Funktion x” — (x’ — x)” f**1(x’) anwenden. Dann folgt die Restgliedformel von Cauchy:

(n+1) n+1
R, (x,a)=(-1)" f E) f dx’ —)(x—f/)”(x—a). (A.7.62)

Dabeiist £’ € (a,x) bzw. £’ € (x,a). Aus der Lagrangeschen Restgliedformel folgt in der Tat ,

womit die Taylorsche Formel bewiesen ist.

Falls nun f im Intervall (a,x) bzw. (x,a) sogar beliebig oft stetig differenzierbar ist und ein § > 0 existiert,

so dafl [f*T1(&)| < S fiir alle & € (a,x) bzw. & € (x,a) ist, folgt aus
| x — dln—f—l

(n4+1)!
In diesem Fall besitzt f die Taylor-Entwicklung

IR, (x,a)| < S —0 fir n—oo. (A.7.63)

[ee]

=Z

k=0

(x—a)k. (A.7.64)

Als Beispiel betrachten wir die Taylor-Entwicklung von x — exp(x) um 4 =0. Da

FEFD(x) = exp(x), (A.7.65)
diese Funktion die Bedingungen fiir die Taylor-Entwicklung fiir jedes x € R erfiille, gilt
Fx)= i = (A.7.66)
= k!

Setzen wir in (A.7.64) x =a + y, kdnnen wir symbolisch

F®) () d
fla+y)= Z o y —exp<yda>f( ) (A.7.67)
schreiben. Dabei ist die Exponentialfunktion des Differentialoperators durch die formale Reihe
d\ &k dk

definiert. Wendet man diesen Operator auf f an, ergibt sich in der Tat die Taylor-Reihe von f in der in

angegebenen Form.
Fiir die Exponentialfunktion selbst gilt £*)() = expa fiir alle # € N. Daraus folgt mit (A.7.67)

ook
exp(a+y)=expa Z % =expaexpy. (A.7.69)
k=0 "

3Um zu zeigen, dafd fiir beliebige y > 0 lim,,_,  y"/n! = 0 gilt, bemerken wir, daf§ fiir » > 2y und N € N die Abschitzung
0<y™N [(n+ N) < y"/n!(1/2)N gilt. Der letzte Ausdruck strebt aber fiir N — oo gegen 0.
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Wichtig sind noch die Taylor-Entwicklungen der trigonometrischen Funktionen. Betrachten wir zuerst den
Sinus:

f(x)=sinx, f'(x)=cosx, f"(x)=—sinx, ... (A.7.70)

Es gilt also
f@)y=0, FE*N(x)=(—1)f, ke{0,1,2,...}. (A.7.71)

Die Taylor-Reihe fiir den Sinus ist also

x + 5 l R EOO (DF e (A.7.72)
SII'IX =X—— —_—X . S
31 £ 2k + 1),

Ebenso finden wir fiir den Cosinus
f(x)=cosx, f'(x)=—sinx, f"(x)=—cosx, ..., (A.7.73)

und damit die TaylorReihe

2 4 6 o)
X X (—1
1___|____+ z A.7.74
cosr= 20 4 o (Zk ( )

Es ist klar, daff wegen —1 < sinx < 1 und —1 < cosx < 1 aufgrund der Restgliedformel die Taylorreihen
(A.7.72) und (A.7.74) sicher iiberall in R und tatsichlich gegen sin x bzw. cos x konvergieren.

Die Additionstheoreme der trigonometrischen Funktionen konnen ebenfalls leicht mit Hilfe von (A.7.67)
bewiesen werden. Fiir den cos bemerken wir, daf$

(kygy = |GV sina falls k=2j+1, . o A.7.75
() {(_l)fcosa falls k=2, j€1{0,1,2,...}. (A.7.75)

Daraus folgt mit (A.7.67)

= cosacosy —sinasiny, (A.7.76)

cos(a+y)= cosaZ(—l)j 24 sinaZ(—l)j+1 YT
j=0 ' =

wobei wir (A.7.72) und (A.7.74) benutzt haben. Auflerdem haben wir stillschweigend die unendliche Rei-

he umgeordnet, indem wir gerade und ungerade Potenzen von y zusammengefafit haben. Dies ist erlaubt,
weil Potenzreihen im Inneren ihres Definitionsbereichs absolut konvergent sind. Auf einen formalen Beweis
verzichten wir hier.
Wir bemerken, dafl wir offenbar die Taylor-Reihen von beliebig oft stetig differenzierbaren Funktionen glied-
weise differenzieren und integrieren diirfen, d.h. die Summation der unendlichen Reihe vertauscht in diesem
Fall mit der Differentiation und Integration.
Betrachten wir als ein weiteres Beispiel die geometrische Reihe
oo
>t

k=0

fir —1<x<1. (A.7.77)
1—x

Dies 133t sich unmittelbar aus (A.2.39) herleiten, denn demnach gilt

Zx _1+Z_1+ L (A.7.78)

1—x 1—x
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Natiirlich kénnen wir auch durch Taylorentwicklung der funktion f : (—1,1), f(x) = 1/(1 —x)
herleiten (Ubung/). Das Argument der Konvergenz aufgrund der Taylorschen Restgliedformel gilt hier offen-
sichtlich nur fiir abgeschlossene Intervalle [, 5] mit —1 < @ < b < 1, denn die Funtion und ihre Ableitungen
sind offenbar bei x = 1 singulir und unbeschrinkt fiir x — 1.

Nun gilt (nachrechnen!)

fdx/ ! =—In(1—x) fir x<1. (A.7.79)
0 —X

Da die Potenzreihe (A.7.77) nur fiir x| < 1 existiert, diirfen wir diese Integrationsformel nur fiir solche |x|

anwenden. Dann erhalten wir

oo o x .
n(l—x)= Z’Hl };? fir |x|<1. (A.7.80)

Dabei haben wir im letzten Schritt einfach & + 1 durch & ersetzt und die Summationsgrenzen entsprechend

angepafit. Ersetzen wir in (A.7.80) x durch —x erhalten wir

00 (_1)/e+1
In(14x)=In[1—(—x)]=>_ x* fir x| < 1. (A.7.81)

X~

Dies kénnen wir auch wieder durch Taylorentwicklung der Funktion In(1 + x) beweisen (Ubung).

Wir bemerken nun umgekehrt, daf§ wir auch Funktionen durch Potenzreihen definieren kénnen. Sei zunichst

durch eine formale Potenzreihe -

fx)= Z ct x* (A.7.82)

k=0
eine Funktion f definiert. Wir studieren nun das Konvergenzverhalten solcher Potenzreihen genauer. Wir
interessieren uns fiir die absolute Konvergenz.

Satz: Sei die Reihe (A.7.86) fiir ein x = r > 0 konvergent. Dann ist sie auf [—7, 7] gleichmiflig und absolut
konvergent.

Beweis: Wir definieren f, : [—7,7] = R, f;(x) = c,x*. Nun gilt

Ifll= sup [epx®| <ep|r*. (A.7.83)

x€[—r,7]

Nach dem Majorantenkriterium ist demnach die Reihe >, ||/, || konvergent und nach dem Weierstraflschen
Konvergenzkriterium folglich (A.7.82) auf [—7, r ] absolut und gleichmiflig konvergent, und das war zu zei-

gen.

Definieren wir nun die Menge
K = {x € R|(A.7.82) ist absolut konvergent}. (A.7.84)
Ist dann K nach oben beschrinkt, existiert nach dem Satz vom Supremum
R =supK. (A.7.85)

Nach dem gerade bewiesenen Satz ist dann (A.7.82) im offenen Intervall (—R, R) absolut konvergent und in
jedem ganz in diesem Intervall gelegenen abgeschlossenen Intervall absolut und gleichmifSig konvergent. Man
nennt R daher den Konvergenzradius der Potenzreihe.

Falls K nicht nach oben beschrinkt ist, ist die Reihe fiir alle x € R absolut konvergent, und in jedem endlichen
Intervall gleichmifiig und absolut konvergent.
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Zur praktischen Berechnung von R kann man sehr oft das Quotientenkriterium (A.2.44) heranziehen. Dem-
nach ist die Reihe konvergent falls

k+1
Ck+1*

ckxk

C
=|x| lim ** <1 (A.7.86)

k—oo ¢y

lim
k—o0

ist. Ist der Limes auf der rechten Seite 0, bedeutet dies, daf$ die Potenzreihe fiir alle x € R konvergiert. An-
dernfalls ist die Reihe fiir

x| <R mit R= lim

/e—»OO

Cht1

konvergent. Falls der Grenzwert nicht existiert, mufl die Konvergenz der Potenzreihe (A.7.81) gesondert

untersucht werden. Da dies in der Praxis selten vorkommt, gehen wir nicht genauer darauf ei

Satz: Sei der Konvergenzradius der Potenzreihe (A.7.82) R > 0. Dann ist auch der Konvergenzradius der
Potenzreihen

(A.7.87)

F)=> kepx*, (A.7.88)
k=1

YRR - N S

EF(x)= A.7.89

=2, (A7.89)

fl(x)=f(x), (A.7.90)
F(x)=| dx'f(x')=F(x). (A.7.91)

Kurz gesagt diirfen Potenzreihen im Inneren ihres Konvergenzbereichs gliedweise differenziert und integriert
werden.

Beweis: Sei » < R. Nach den obigen Betrachtungen zur gleichmifligen und absoluten Konvergenz von Potenz-
reihen ist auf dem abgeschlossenen Intervall [—7, 7] gleichmiflig konvergent. Da die Reihenglieder
fr(x) = ¢, x® allesamt stetig sind, darf nach dem entsprechenden Satz tiber gleichmifiig konvergente Rei-
hen Integration und Summation vertauscht werden. Damit ist bereits die Behauptung bzgl. der Integration
bewiesen.

Hinsichtlich der Ableitung miissen wir nur zeigen, daf§ der Konvergenzradius der Reihe der gleiche
wie der der urspriinglichen Reihe ist, denn dann ist auf jedem kompakten Intervall innerhalb
des Konvergenzbereichs gleichmiflig konvergent, und nach dem entsprechenden Satz zur Ableitung gleich-
mifig konvergenter Funktionenfolgen gilt (A.7.90). Seien nun r und r’ Zahlen, die 0 < » < 7’ < R. Dann
ist 3, ¢, 7’® absolut konvergent. Dann existiert max, |c,7’¥| = M > 0. Sei nun ¢ = r /7’ < 1. Fiir alle
x € [—r, 7] gilt dann

lbc, xF Y < Blcy |77 < kley |7 Hegt Tt < MEgt . (A.7.92)

Die Reihe 37, kg*~" ist nach dem Quotientenkriterium konvergent, denn mit a, kg~ gilt

. a . k+1
lim =+ = Jim Lq =qg<1. (A.7.93)
k—o00 ap k—o00 k

*Haben wir es mit Potenzreihen zu tun, bei denen nur gerade oder ungerade Potenzen vorkommen, wie bei den Potenzreihen fiir
sin und cos qA.7.72[) und 1A.7.74p, kénnen wir das Quotientenkriterium auf ¢; /c;, , anwenden. Dann ist offenbar lim,_, . [¢; /c; ;| =

R?, falls der Limes existiert und demnach die Reihe fiir x?> < R?, d.h. wieder fiir |x| < R konvergent.
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Mit g, (x) = kcyx*~ ist also
llgell < Mgt (A.7.94)

und folglich tatsichlich gleichmifig auf [ 7, ] und absolut konvergent, und die Behauptung damit

bewiesen.

A.8 Die strikte Definition der trigonometrischen Funktionen

Bisher haben wir die trigonometrischen Funktionen Sinus, Cosinus und Tangens nur geometrisch definiert,
und bei der Herleitung von Rechenregeln wie Additionstheoremen und Ableitungen geometrische Betrach-
tungen verwendet, die nicht streng bewiesen wurden. Wir geben daher eine Definition der Funktionen cos
und sin durch ihre Potenzreihen und leiten alle Eigenschaften dieser Funktionen mit Hilfe der oben bewiese-
nen Sitze fiir Potenzreihen her.

Wir definieren also die Funktionen durch die Potenzreihen (A.7.72) und (A.7.74), die sich oben unter Ver-

wendung der heuristisch begriindeten Ableitungsregeln ergeben haben:

0 (_1)/ex(2/e)

cosx = _— (A.8.1)
2 )
) 00 (_1)/ex2/e+1
sinx = —_. (A.8.2)
; 2k + 1)

Den Bereich absoluter Konvergenz kénnen wir mit dem Quotientenkriterium ermitteln. Sei fiir die Cosinus-
Reihe 2, = (—1)¥x%* /(2k)! dann gilt

PR, 1
booo [x[2(2k +2)! koo (2k+ 1)(2k +2) (A.8.3)

Apyq
aL

lim

k—o0

Das bedeutet, dafl aufgrund der im vorigen Abschnitt bewiesenen Sitze die Potenzreihe fiir alle x € R absolut
und somit in jedem beschrinkten Intervall gleichmiflig konvergiert und folglich gliedweise differenziert und
integriert werden darf. Auch die Sinusreihe ist tiberall konvergent, wie man auf analoge Weise wie eben bei
der Cosinusreihe nachrechnet.

Daraus ergeben sich sogleich die Ableitungsregeln, die wir vorher auf naive Weise berechnet haben:
cos’ x =—sinx, sin’x =cosx. (A.8.4)

Als nichstes wollen wir einige Eigenschaften dieser Funktionen beweisen. Als erstes definieren wir 77/2 als
Nullstelle des Cosinus im Intervall [0, 2]. Dazu zeigen wir, daf§ der Cosinus dort genau eine Nullstelle besitzt.
Aus der Potenzreihe folgt sofort, daf§ cos0 =1 ist. Wir zeigen nun, dafy cos2 < 0 ist. Es gilt

22/€ 22/€+2 22/€

4
T @k (2k+2)! (k) <1 Tk +1)(2k+ 2)> ' (A.8.5)

ap

Die Klammer ist monoton wachsend als Funktion von &, und fiir £ = 1 wird sie 2/3, d.h. es gilt 4;, > 0 fiir
k> 1. Nun gilt
o0
cosZ:1—41—43—---:—1/3—Za2,€+1<O. (A.8.6)
k=0

Da der Cosinus aufgrund der Definition als Potenzreihe stetig ist, gibt es aufgrund des Zwischenwertsatzes
wegen cos0= 1> 0 und cos2 < 0 wenigstens ein & € (0,2) mit cos& = 0.
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Um zu zeigen, daf es nur genau eine Nullstelle in diesem Intervall gibt, zeigen wir, dafl cosx dort streng
monoton fallend ist. Dazu miissen wir nur zeigen, daf§ cos’ x = —sin x iiberall in (0,2) negativ ist. In der Tat
ist fiir alle x € (0,2) und alle £ € N,

_ x2k+1 243 _ x2/€+1 x2
Damit ist fiir x € (0,2)
sinx:ibzk >0 = cos’x =—sinx <0 (A.8.8)
k=0

und damit cosx in (0,2) strikt monoton fallend. Damit gibt es also in diesem Intervall genau eine Nullstelle,
die wir mit 7t/2 bezeichnen.

Die Additionstheoreme lassen sich nun tiber den Taylorschen Lehrsatz herleiten. Z.B. ist

cos(x; +x,) = 7 T Cosx A.8.9
(%1 +2, Z B O (A.8.9)
Nun ist ,

J2i+ : d2

——577 COSX = (—1)*1sinx; und —2]cosx1_( 1) cosx;. (A.8.10)

dx; X

Die Potenzreihe (A.8.9) ist fiir alle x, absolut konvergent, wie man wie oben bei der Cosinus-Reihe nachrech-

net. Folglich kann man diese Reihe nach dem Umordnungssatz beliebig umordnen, ohne daff sich an ihrem
Wert etwas indert. Wir kénnen also in (A.8.9) alle Glieder mit geraden und mit ungeraden & zusammenfassen.

Mit (A.8.10) ergibt dies

cos(x; +x,) =cosx _— = COS X, COS X, — SIN X; SIN X,. A.8.11
( 1 2) 1]2(; (2 ), 12 2]+1 1 2 1 2 ( )

Dabei haben wir uns im letzten Schritt der Definitionen (A.8.1) und (A.8.2) des Cosinus und Sinus bedient.
Aus den Ableitungsregeln folgt daraus sofort

sin(x; + x,) = ——— cos(x; + X,) = sin x; COS X, + COS x; SIN X,. (A.8.12)

dx,
Als nichstes beweisen wir die Formel
cos® x +sin’x = 1. (A.8.13)
Dazu bilden wir die Ableitung mit Hilfe der Produktregel:

d
dx

—(cos® x + sin? x) = —2sin x cos x 4 2sin x cos x = 0. (A.8.14)

Damit ist klar, dafl cos? x + sin® x = const ist, und fiir x = 0 folgt, dafl die Konstante 1 sein mufl und damit

(A.8.13).
Wegen cos(7r/2) = 0 ist also sin(7r/2) = 1, und da fiir x € (0,2) stets sinx > 0 ist, mufl demnach sin /2 = 1
gelten. Daraus folgt dann mit den Additionstheoremen (A.8.11)

cos(x + 7 /2) = cosx cos(7/2) —sinx sin(7r/2) = —sinx, (A.8.15)
sin(x + 7t/2) = sinx cos(7t/2) + cos x sin(7r/2) = cos x. (A.8.16)
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Dasinx >0 fiir x €[0,7t/2] ist cosx < O fiir x € [7r/2, 7], und wegen cosx > 0 fiir x € [0, /2] ist sinx >0
tir x € [7t/2, 7r]. Wegen der Ableitungsregeln fiir Sinus und Cosinus folgt daraus weiter, dafl in [7/2, ] der
Sinus und Cosinus beide monoton fallend sind. Setzt man in (A.8.15) und (A.8.16)) jeweils x = 7 /2 folgt

cost =—sin(nt/2)=—1, sinm =cos(7t/2)=0. (A.8.17)
Damit haben wir wieder mit den Additionstheoremen (A.8.11) und (A.8.12)
cos(x + ) =—cosx, sin(x+ 7)=—sinx. (A.8.18)

Folglich ist in [7r,37c/2] stets cos x < 0 und sin x < 0 und der Cosinus monoton wachsend und der Sinus mo-
noton fallend. Verwendet man diese Information in (A.8.15) und (A.8.16) folgt, dafl im Intervall [37r/2,27]
stets cosx > 0 und sin x < 0 und Cosinus und Sinus monoton monoton wachsend sind.

Fiir x = 71/2 bzw. x = 7 folgt aus (A.8.18) mit (A.8.17)

cos(37t/2)=0, sin(37w/2)=—1, cos(2m)=1, sin(27r)=0. (A.8.19)
Daraus folgt, daf} Cosinus und Sinus periodische Funktionen mit der Periode 27 sind, d.h.
cos(x +2m)=cosx, sin(x+2m)=sinx. (A.8.20)

Auflerdem ist aufgrund der eben hergeleiteten Monotonieeigenschaften dieser Funktionen 27t die kleinste
Periode beider Funktionen. Damit haben wir die wesentlichsten Eigenschaften von Cosinus und Sinus streng
hergeleitet.

Daf§ diese Funktionen die bisher zu ihrer Definition verwendete geometrische Bedeutung besitzen, wird in
Kapitel 2| bei der Behandlung der Parameterdarstellung von Kurven in der Ebene und im Raum gezeigt.
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