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Erinnerung: grofRkanonisches Potential

System, gekoppelt an ,Warmebad*

Austausch von Energie und (erhaltenen) Ladungen mit Warmebad mog-
lich

Statistischer Operator
PO |
R=—expl-f(H—pQ)l, Z=Trexp[-f(H-uQ)l

B =1/T mit Temperatur T; u chemisches Potential zur erhaltenen La-
dung Q

Massieu-Funktion und Entropie
Q=InZ, S=Q+pU—-PBug
Landau-Potential
(T, V,u)=—TQ=U—-TS—uq

V: Volumen des betrachteten Systems, das ,,Gas“ enthilt

in QFT: V ,Quantisierungsvolumen® (Wiirfel mit periodischen Randbe-
dingungen fiir Felder)

dd=-SdT—PdV —qdu = S=—3r9(T,V,u), P=—0y®, q=-03,%,

P:Druck, g: (mittlere) Gesamtladung des Systems

Thermische Feldtheorie (Matsubara-Formalismus)

betrachte wieder einfaches Modell mit geladenem Skalarfeld ¢ € C
£ =(0,0")0"p)—m*d* ¢ —V(pl)
invariant unter globaler Phasentransformation

¢'(x)=exp(—iy)p(x), @*(x)=exp(+iy)¢*(x), y=consteR.



= erhaltene Noether-Ladung
Q= f B2 *(2)i  p(x) = const,
R3

Quantisierung als Bosonen, kanonische Feldimpulse IT = ¢*, IT* = ¢

= kanonische gleichzeitige Kommutatoren:

[o(2,%),0(2,7)]=[9"(r,%),¢(z,7)]=0
[z, ), 1z, )] =12, 2),1(z, 7)] =0
[¢(2,%),10(¢,7)]=
[¢(z,2).1(t,7)] =162~ 7).
Pfadintegralzugang: Ziel Berechnung der Zustandssumme
Z =Trexp[—f(H—uQ)]
- Feldeigenvektoren
X)|g, 0% 1)=¢(x)|9, 9% 1), ¢'(x)]|¢, 9% 1)=¢"(x)|p,0% 1)
- Zeitentwicklung

¢(r,X)=exp(iH t)$(0, X)exp(—iH 1)

|¢’¢*, t)zexp(iH t)|¢,¢*,()>.

- Ladungsoperator (in Weyl-Ordnung: kanonische Feldimpulsopera-
toren links von Feldoperatoren)

Q :if dBrm et —1g).
R3
- Kommutatoren (folgt auch daraus, dass Q Phasentrafos erzeugt)

[Q.¢(0)]=—0(x), [Q ¢'(x)]=0(x)

exp(—Bu Q)¢ (x)exp(+SuQ)=exp(+u)d(x),
exp(—Bu Q)¢ ' (x)exp(—BuQ) = exp(—Bu)¢ ' (x)

exp(BuQ)|¢, ¢*)=|exp(—Bu)p, exp(+Bu)g*).



Zustandssumme: berechne Spur mit Feldoperatoreigenzustdnden
(mit £ =0)

Z=Trexp(-BH+BuQ)= A f DD (¢, ¢*,0|exp(—BH +puQ)| ¢, ¢*,0).

~A:von T und y unabhéngiger (indefiniter) Faktor = (physikalische
irrelevant, s.u.)

da[Q,H]=0=>
Z= WJ DgoD (o, 9y, 0|exp(BuQ) exp(—p H)| ¢, ¢, 0)

= JVJ D oD ¢ (exp(—Bu)po, exp(+Bu)gg, 0 [exp(—p H)| ¢o, 95, 0)
Uminterpretation von 3 als ,Imagindre Zeit“:

(exp(=B)po, exp(+Bu)p;, 0| exp( —pH )= (exp(fu)po, exp(—Bu)py, t =—ip|
—i(—if)H

Z= WJ D oD g (exp(—p)po, exp(+Bu)gs, tr=—ip | po, 95, 1 =0)

unter Funktionalintegral: Ubergangsmatrixelement fiir imaginére
Zeit

euklidisches Pfadintegral

substitutiere t =—it, 7 €[0, 8] in Lagrangian

Lagrangian fiir euklidische Feldtheorie
Ly =—L1— i =(0u9)(u)+ m ¢ ) + V(9.

mit euklidischen Vierervektoren (7, ¥) und x,,x, = 72+ X*
d*x =—idrd*X =—idj x = Euklidische Wirkung:

if d'¢ = if d‘éx(—i)(—fﬁE) =—J d%x.,‘fE =—Sel@, 9*].
,Ubergangsmatrixelement“ als Pfadintegral

(exp(=Bu)po, exp(+B ), —if | Po, ¢5,0) =N f D¢D¢* exp[—Sx(¢, ¢*)]
KMS
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- KMS: Kubo-Martin-Schwinger-Randbedingungen ixubs7, vsso
P(v=p,%)=exp(—Pu)po(X), ¢*(v=p,%)=exp(+fu)gy(X),
P(T=0,%)=¢o(X), ¢*(v=0,%)=¢g(X).

- Pfadintegral fiir Zustandsumme
Z =WJD¢0D¢SJ D¢D¢* exp[—Sp(¢, 9™)]
KMS

¢ Freie Felder: relativistisches ideales geladenes Bosegas

- kann berechnet werden, da dann Gauf3sches Funktionalintegral
L5 =(0,0*)(0,0)+m*P*¢

- Euklidische Wirkung

B B
SE:J drf d3x.5£E=J dTJ P xp*(—0g + m*)¢
0 R3 0 R3

- NB: partielle Integration im Wirkungsintegral auch fiir 7-Integral
ohne Randterme wegen der quasiperiodischen KMS-Bedingungen!

— Exkurs zu GauB-Integralen (s. Anhang 6) = (alle evtl. auftretenden
indefiniten Faktoren werden in .4/" zusammengefasst):

- damit gilt formal

. 2\1! . 2
M?2 M2

M: Energieskala, die Argument der Determinante dimensionslos
macht; = indefiniter Konstante A

- zur Berechnungder Spur: 16se Eigenwertproblem des Operators —Cg+
2
m

- Eigenfunktionen miissen KMS-Bedingung erfiillen
(—Og +m?)p = Ay, (—Og + m?)p* = Ay

- Fourier-Entwicklung

- bzgl. X zur Regularisierung ,Box-Quantisierung“: Wiirfel der Kan-
tenldnge L mit periodischen RBn fiir Felder = p € (27t/L)Z3



bzgl. T: bosonische Matsubara-Frequenzen w € (27t/B)Z | ]

am Schluss der Rechnung wieder L — 0o

Z RS (Zﬂ)3

dabei geht rdaumliche ,Nullmode mit p = 0 i.a. verloren, d.h. sie
muss in Fourierdarstellung extra hingeschrieben werden:

dann

¢(x)= ¢ exp(—u7) +\//5VZJ s expllio—wr +ip - X1 (w, P),

@o(7)
¢*(x)= " (w)exp(+ut +\//3VZf S expl(—iw+p)T—ip - X]9*(w, P),
#3(x)

Normierungsfaktor so, dass ¢, ¢* dimensionslos sind
Eigenwert der Nullmoden: A, = m? — u?

iibrige Eigenwerte:
Mp)=—lio—pf+E2, E,=vm2+p2, peR’ (1)

damit alle Bigenwerte Re A > 0 erfiillen, auch Nullmode = u? < m?
=>-m<u<m

Euklidische Wirkung:

d3p
s (27)3

Sp=BV(M*—pP)EE+DY B~ +E}1$" (@, B)p (e, B)

im Pfadintegral ¢ — o+ ¢@’, D¢ =D@’, p* — po+¢’*, Dp*=Dgp™*
=

Q=InZ=—BV(m*—u®)E*E +1In (N / det| f*(—Og + m?)])
Qo Q
=—BV(m?—pu?)E*E —Trindet[f?(—0g + m?)]—In.N

=—BV(m?—pd)EE — Z J &*pIn{pA—iw—p) + E2+In.x |

Matsubara-Summe ist divergent



- kann Summe iiber w konvergent machen, indem man stattdessen

o ds* 1
O __Z —(iw—u)2+ Ep

berechnet

Matsubarasumme fiir obige Summe fiir 7,22 (s. Abschnitt 7):

1 1
(z—uP—E;  [z2—(u+Ep)lz—(u—Ep)]

fl2)=

die beiden rot-griinen Konturen umschlie3en jeweils die einfachen Pole
beiz=E,+yuund z=—E,+u

Konturen im Uhrzeigersinn: Faktor —2mi =

dS
6mzﬂ’=—Vf P {fB E,— )+ fa(E, +w)}

(2m)3 2
d3p
==V B ’)932/; [1+ f5(Ep — 1) + fo(Ep + )]
R3

Summen iiber § mit Faktoren fz konvergent

d3p d3p
02V = ﬁvf pi_vf p b [f3(Ep, — )+ fa(E, + )],
R3

s (2m)3 2E), (2m)3 2E,
divergent!
nun ist ) )
OV =—0, 0 =—0
" T oam " T 2B,

integriere bzgl. E,,:

d3_)
Y=—pV f 27T3p

dlvergent'

d3p
— VJ (271})93 {In[1—exp(—B(E, —w)]+In[1—exp(—B(E, + )]}
R3




innere Energie

U=—(3 I dgﬁE[ E E,+u)]
— T\ )a:—/J’,u=const_ R3w pt st P Jal( P_Au)+fB( P+‘u)

divergent!

= divergentes Integral = Nullpunktsenergien der p-Feldmoden E,, /2 fiir
Teilchen und nochmal E,, /2 fiir die Antiteilchen

taucht auf, weil wir Hamiltonian nicht wie im Operatorformalismus nor-
malgeordnet sondern Weyl-geordnet haben!

muss abgezogen werden = ,Renormierung®

endliches grofkanonisches Potential
T, V,u,¢&, &) =—TQen = V(mz _‘u2)€*é—

d3p
+ TVJ< (27_5)3 {ln[l—exp(_ﬁ(Ep_.u))]+ln[l—exp(_ﬂ(Ep +H))]}
R3

Bestimmung der Parameter £ und £* bzw. £*£: ® muss minimiert werden
bzgl. solcher indeterminierter Parameter (Thermodynamik!s. (c.:)

fiir [u| < m: |E>=0
fiir u = m: |£|? indeterminiert

Gesamtladung (Nettoteilchenzahl):

d*p
q=-0,8=2V L+ vJW o Lo =)= oy + )]

Gkond
(ang

fiir u > 0 ist g > 0 = mehr Teilchen als Antiteilchen
fiir u < 0 ist g < 0 = mehr Antiteilchen als Antiteilchen

fiir Kleine T < Ty bzw. groBe B liefert maximalstmoglicher Wert u = m
nur 0 < Gapg < g = muss [£ | so withlen, dass gqnq fehlende Teilchenzahl
ergibt

Tiir wird bestimmt durch Bedingung ¢ang = q



entsprechend fiir Antiteilcheniiberschuss: fiir T < Ty, liefert y = —m nur
0> Gang > g =& > so wihlen, dass gi,ng < 0 fehlende Antiteilchenzahl
liefert

Term kommt von Nullmode (s.0.): fiir T' < T ist makroskopischer Anteil
der Gasteilchen (bzw. Gasantiteilchen) im Einteilchengrundzustand bei

-

p=0
Bose-Einstein-Kondensat (zinz4, einzs)

|&|? ist Ordnungsparameter fiir Phaseniibergang zwischen Zustinden mit
und ohne Bose-Einstein-Kondensat

Fiir endliches L: komme mit |&|?> = 0 aus, da Beitrag der Summe von = 0
beliebig mit u — +m betragsméaRig beliebig groll gemacht werden kann

Fermionen

analog wie bei Bosonen aber mit Grassmann-Zahlenwertigen Feldern

quasiperiodische Randbedingen bei Bosonen — antiquasiperiodische Rand-
bedingungen bei Dirac-Fermionen

Y(r=p,%)=—exp(=fuy(r =0,X),
Yt =p,%)=—exp(+puy(r =0,3),

fermionische Matsubara-Frequenzen

e 2z+1)r
B

Summen iiber fermionische Matsubarasummen: —f fz mit Fermivertei-

lungsfunktion
1

&)= B

keine Nullmoden = Zustandssumme

d3p

Q=InZ=V
! 8 | s @

{ln[l +exp (—ﬂ(Ep —u))] +ln[1 +exp (—ﬂ(Ep +u))]}.

Spinentartungsfaktor: g, =2s+1=2

Wechselwirkende Theorie



wieder einfachstes Beispiel: A ¢ mit ¢ € R = u =0 (keine erhaltene
Ladungen)

2
%= @I 0) " g7~ T "

fiir Zustandssumme, €, ®: formal exakt gleiche erzeugende Funk-

tionale wie im Vakuum

aber: Imaginirzeit t =—it, 7 €[0, 8]

Vertex: —A/4!

Propagator

1

PR = e ©S@/PIE

Korrekturen zu Q2 =1n Z: alle geschlossenen zusammenhédngenden
Diagramme

e Wiederherstellung der chiralen Theorie

betrachte einfachstes lineares o-Modell (mit Pionen und o-Meso-
nen)

¢=(o,7)eR*
SU(2), x SU(2)g-Symmetrie realisiert durch SO(4) (im chiralen Li-
mes)

A
L= 5G9 P)—V(9) = 5 (Bu0)0 )~ (9~ [2F

kann mitisospin-chemischem Potential gerechnet werden (hier zur
Einfachheit u; =0

berechne effektives Quantenpotential als

V(E, T)=—Q(xi, T)=—InZ(y, T)

Z(&, T)Zﬂf D¢ exp[—Ss(& + ¢)]
KMS

einige Beispieldiagramme
+ + 8 x-e-x e
2 2
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- divergente Teile miissen renormiert werden: geht mit reinen Vaku-
um-Gegentermen

— T- (und u-)abhingiges Potential

T>T T_ T<T_ T=0
c e c

~(eT) - (0.7) // /
¢

Grundzustand im Minimum des Potentials

&: Ordnungsparameter = £ > 0 chiral gebrochene Phase

masselose Pionen

Nambu-Goldstone-Bosonen der spontan gebrochenen Symmetrie:
SO(4) — SO(3)

o -Meson massiv

fur T > T.: £ =0 = spontane Symmetriebrechung aufgehoben

Pionen werden massiv und haben gleiche Masse wie o

¢ Phasendiagramm der stark wechselwirkenden Materie

- aus QCD-Sicht interpretiert: Schmelzen des Quark-Kondensats

- Gitter-QCD-Rechnung bei endlichen T (ug = 0): Crossover-Uber-
gang bei Tj,. ~ 155 MeV

- auch (pseudo-)kritische Temperatur des Confinement-Deconfine-
ment-Ubergangs

- Phasendiagramm der stark wechselwirkenden Materie

- bei endlichem baryochemischem Potential: ug # 0 = Gitter-QCD
schwierig (,,sign problem*)

- Phasendiagramm nicht exakt bekannt = ultrarelativistische Schwe-
rionenst63e

- Phaseniibergang in Natur: ~ 10 ms nach Urknall

11



aAus [Brs122]

2 Thermische Feldtheorie (Schwinger-Keldysh-Formalis-
mus)

Thermische Feldtheorie
(Schwinger-Keldysh-
Formalismus)

Literatur: jivisos, pansab, Dansaa, Lve7, CS11v85, Kaml11, KB61]

12



Schwinger-Keldysh-Kontur

¢ zundchst beliebiger statistischer Operator

¢ Wechselwirkungsbild: Observablenoperatoren (einschlieRlich Feldope-

ratoren) mit HEO)

o1(t, %)= Ay(t, t;)®(;, )Al(, ;)

t
mit  A(t, f) =T exp +if dt'H&O)(t/)
15

=exp [iH%O)(t — to)]

» Zeitentwicklung des Zustandes (statistischen Operators) mit H%i)

R;(2)= Cy(z, ti)RI(ti)C}L(ty t)
t

mit Cy(t,t;)=T.exp l—iJ

ti

t
. (i)
+1J dt'H{' (t’)l
15

¢ Erwartungswert einer beliebigen zeitabhZngigen Observablen Oq(?):

dz’Hg”(t’)]

= Cl(t,t;)= T, exp

(O(£) g =Tr[Ry(£)O; ()] = Tr[Ry(£,)C| (£, £;)O1(£)Cy(£, 1;)]

RI(ti)?a{explif dr'HY(1) }ol(tm {exp[—ij dr’H}")(t’)m.

=Tr

¢ Schwinger-Keldysh-Kontur

Li H, tr
I — ¢
G = 3t + 1, %
¢ Erwartungswert als konturzeitgeordnetes Produkt
(0(t))g = Tr{ Ry(1,) 7 [exp (—iJ dt’Hg”(t’)) ol(r)” .
3

13



Erweiterte Schwinger-Keldysh-Kontur (Gleichgewicht)
¢ im thermodynamischen Gleichgewicht im Heisenberg-Bild

Au(t, t;)=exp[iHy(t—1;)],  Ou(t)=Au(t, ;;)0u(t)AL(2, 1), Cult, 1)=1

* statistischer Operator (betrachte Feldtheorie mit einem reellen Skalar-
feld = u=0)

Ri(t) = exp(—f Hy) = JAL(4—if, 1), Z=Trexp(—fH)

¢ Erwartungswert einer Observablen
1 .
(On(1) = - A (1 =iB, 1) O(0)]

¢ Transformation ins Wechselwirkungsbild

!
Ry = Ry(;)= CJ(t, t;)R(£)Cy(t, ;) = Upy(t, )R (1)U (2, 1;)
= Uy(s, ;)= C}L(t,ti)

e andererseits mit Obsevablen
Oy(t)=Ax(t, t;)Ox(t)AL(t, t;)=Ault, 1) O1(t;)AL (2, 1)
= Ay(t, t)Al(L, 1) 01(0)A (1, 1)AL(t, 1;)
= Uy =Ault, t)A](t,1;)= Cl(t, ;) = Ault, ;)= Cl(¢, ty)A(t, 1;)
= Alj(t, )= A](t, £)Cy(t, ;) = exp[—iH (¢ — 1;)| Cy(, 1;)
¢ Erwartungswert
]. .I. .
(o) = ETr[AH(ti—lﬂ,ti)OH(t)]
1 .
= — Tr{Af(t;—iB, t;)C] (£, ;) 01()Cy(£, £;)]

Z
=~ THexp(-p H{")Ci(t =B, 1)C{(1, £) 0L )Ci(1, 1)

- %Tr[exp(—ﬂ H”)C\(1;—iB, t;)exp [—ij dt’Hg“(r’)] ol(r)]
€
- lTr[exp(—ﬂ H\”) 7y, exp [—iJ dr’Hi”(r’)] OI(t)]
VA @
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¢ mit erweiterter Schwinger-Keldysh-Kontur

Im¢
A

}—> Re ¢

S

\ B3

v

€' =6+6,=6+%6,+%6,

t,—if

3 Erzeugende Funktionale (Storungsrechnung)

Erzeugende Funktionale
(Storungsrechnung)

Literatur: xcos, , ,  Gel96, Gel99)]
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Erzeugende Funktionale (Storungsrechnung)

¢ im Pfadintegralzugang formal wie in Vakuum-QFT

- im Wirkungsfunktional statt Integration iiber ¢ € R Integration iiber
Kontur ¢’

- statthomogener Randbedingungen fiir ¢ — £00 quasi-(anti-)periodische
KMS-Randbedingungen

- im Folgenden Abkiirzung fiir Raumzeit-Integrale

J dtlJ 2 F(x) = {Fh
¢ R3

im Folgenden am Bespiel der einfachen ¢*-Theorie

¢ Erweiterungzu Dirac-Fermionen, VektorFFeldern, ... wie in Vakuum-QFT

Erzeugendes Funktional fiir N -Punkt-Funktionen
zmzj D¢ exp[iS[g]+i{ o1}, ],
KMS

2 A
Sl¢1= {é(aml)(a“m)—m?qbf—aqbf}

1

N -Punkt Green-Funktion

. 1 0 9)
1G((€")(x1,...,xn) [

= Zoilisr) i) Y ]]

J=0

- Z[0]: Zustandssumme = geschlossenen Feynman-Diagrammen oh-
ne dullere Beinchen/Raumzeitpunkte

- Realzeitkonturbeitrdge canceln sich = reine Imagindrzeit-Grof3e
= wird im Matsubara-Formalismus berechnet

e Storungsreihe mit Funktional fiir freie Felder
ANE J D exp[iSlp]+i{Ni¢1},],
KMS
i
:JV{EA‘@”/,IZAJZ} ,
12
1 u m?
S[9]1=15(G.00@" 91— 507 | .
1
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Berechnung von freier Zweipunkt-Green-Funktion A,

— fiir reine Realzeit-Green-Funktionen s. Ubung 13

- fiir reine Imagindrzeit-Matzubare-Green-Funktionen s. oben

- gemischte Funktionen AY/ oder A/V mit (j € {1,2}):
Beitrdge zu Zy[ /] canceln fiir t; — —o0

Faktorisierung (ivss, mabs7, Gelss, Gelos, tee17]

ZolJ]=exp (% f d*xAq(xy, xz)](xl)f(xz)) exp (% f
ér

d*xAqg(x, xz)](xl)](xz))
Gy
=78z,

Dyson-Reihe fiir das Funktional

a={onfs {2l

- dalnZ, quadratisches Funktional in ] = Wick-Theorem

- Diagramme fiir Realzeit-Greenfunktionen mit mindestens einem adu-
Beren Raumzeit-Punkt kdnnen allein im Keldysh-Realzeitformalis-
mus ausgefiihrt werden

- Zustandssummen (,,Bubble-Diagramme®) ohne du8ere Raumzeit-
Punkte = im Matsubara-Imagindrzeit-Formalismus oder via ana-
lytische Fortsetzung aus Realzeitformalismus

Erzeugendes Funktional fiir zusammenhdngende Green-Funktionen

ow
Z[J1=exp(iW]J]) & W[J]=—ilnZ[J] = (¢(x))= 570

Erzeugendes Funktional fiir einteilchenirreduzible (1PI) amputierte Dia-
gramme = eigentliche Vertex-Funktionen

r[@]=Ww[J]—(p1 1),

Feynman-Regeln fiir Keldysh-Realzeit-Green-Funktionen

- jeder Vertex tragt Index i € {1,2} entsprechend der Lage des ent-
sprechenden Raumzeitpunkts auf .#; oder %5

17



* Regularisierung von on-shell 6 -Distributionen, so dass KMS-Bedingungen
fiir Zweiteilchen Green-Funktionen erhalten bleiben (ceiss, ceiss, s,  Heel7]

1 .
0c(po—Ep)= 2—f dt expli(py— Ep)t —e€lt]]
T Jr

! 1 1
S 2m po—E,+ie  py—E,—ie

_1_ e
s (Po—Ep)2+e€2’
1
Belp®—m®)= 5= [6e(p° = Ep)+6c(p°+ Bp)],
P
1
5(60)(p2_m2)= E [5E(p0_Ep)_5E(p0 +Ep)]~
p

e freie Propgatoren (regularisiert mit endlichen € >0

. i
iA'(p)= m + ng(po)276 . (p* — m?)

iA%(p)=— — -+ ()27 (p° —m”)

A% (p) =216 (p* — m®)[ fis(po) + 1] = 27 np(po) + O(p)16 (p* — m?),
iA(p) =216 (p? — m?) fis(po) = 27 na(po) + O(—po)I6 (p* — m?)

€

i 1 2e
i 2 = — = , = .
mit 2n0(¥)= = e = g M) = fol

- Regularisierung: saubere Definition von Produkten von ¢ distribu-
tionen = keine ,Pinch-Singularitdten®

- Formulierungen mit ng(pp): im Limes f — 0o = Vakuum-QFT

- bei endlichem = 1/T: Zerlegung in Vakuum- und Mediuman-
teile = brauche nur Vakuum-Gegenterme in divergenten 1PI-Ver-
tex(sub)diagrammen zur Renormierung

18



* Diagonalisierung
Adk)= Uk Ap (k)T (K°)

Ok +n(k°
Tn(k0) S

mic O={ o » Apc(k) = diag A, (k), -4 (k)]
U tnie )/ 0
o) 1+ n(kO)
1
A =
und - Are(k) k2—m2+ie

e mit ) =diag(1,—1)
U =nUn
¢ Dyson-Reihe fiir Selbstenergieeinschiibe
- XJ*(p): 1P amputierte Zweipunktdiagramme

- ¥ enthilt keine &-Distributionen
- Dyson-Gleichung

G (k)
& Gp(k)
& Gl(k)

A(k)+A(k)NE(k)NG (k)
Ap(k)+Ap(k)Ep(k)N G (k)
AG (k)= nEp (k)

¢ Beispiel: Tadpole-Selbstenergie

—ixi =

Feynman-Regeln ©12 = ¢! =0

i A d*i i
_1z”=(—1)15f (27_[)4[lz_m2+io++27‘mB(p0)5(l2—m2) .
R4

- 1. Term: quadratisch divergenter Vakuum-Teil = Gegenterm & m?

(Massenrenormierung)

- Thermischer Beitrag zur Masse (endlich)

211=_222=&f dgﬁ (10)
R3

2 | enpE"



- Dyson-Gleichung (mit regularisierten Green-Funktionen)

2 243
Al p-—m-+ie 0 PSR
GDl(p):( 0 _(pz_mz_ie))—nan
_[pP—m?=x1+ie 0 ~ (A7)
- 0 _(pz_mz_zu_ie) - D Jm2—m2+311

- Pinch-Singularitdten kein Problem dank KMS-kompatibler Regula-
risierung!

4 ®&-Funktionaltheorie

®-Funktionaltheorie

Literatur: pweo, sxer, ,Jac74, , ]
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®-Funktionalformalismus

¢ formale Stérungsrechnung bricht zusammen fiir Theorien mit masselo-
sen Teilchen (Goldstone-Bosonen/Phaseniibergédnge, ,ungehiggste“ Eich-
theorien)

e Grund: IR- und/oder kollineare Divergenzen

¢ Losung: Propagatoren in Feynman-Diagrammen miissen resummiert wer-
den

— fiir Eichtheorien = Hard-Thermal-Loop Resummation pesss, imvies)

o Ziel: selbstkonsistente Ndaherungen fiir Zweipunktfunktionen < Einteil-
chengrolen

- erfiillen Erhaltungssitze fiir entsprechende Erwartungswerte (Ener-
gie, Impuls, Drehimpuls, evtl. erhaltene Ladungen)

- sind thermodynamisch konsistent < thermodynamische Grolen
aus thermodynamischen Potentialen = denen aus Zweipunktfunk-
tionen

¢ Luttinger, Ward, Kadanoff, Baym,... Bewegungsgleichungen fiir mittleres
Feld und Zweipunktfunktion < herleitbar aus ®-Funktional

o fiir relativistische QFTn: Cornwall, Jackiw, Tomboulis

¢ Erzeugendes Funktional fiir mittleres Feld und Zweipunktkorrelations-
funktionen (ausfiihrliche Herleitungen s. pac7s, cri7a, 11ee17))

— externe lokale und bilokale Quellen
i
Z[],K]:exp(iW[],K]):JVf D¢exp(iS[¢]+i{]1¢1}l+E{Klz(/)l(])g})
KMS

- mittleres Feld und zusammenhéingende Zweipunktfunktion

_SW[J,K] §2W  SW[J,K] 1

, =— = = +1iGy).
5 12 5116 )y 5Ky 2(801902 12)

¥1
- Funktionale Legendre-Transformation bzgl. / und K

1
ITy,G]= W[],K]—{%fl}—é {(<P1<P2+1G12)K12}12

21



- Sattelpunktentwicklung des Pfadintegrals

i i,
Iy, Gl=S[p]— 5Trln(ic;zvﬂ)Jr 5 {215 (Gia—P12)}, + T, G)

. ., 6%S[y] A
With = S Ger (_Dl_mz_?”f) 00— x)
- Feldgleichungen
ol'ly,G !
oty Gl _; Ly,
61
6T, Gl_ i, 1,
5G, 2127

- using above decomposition of T
oI

01

97, — G =% =2i

A 3 &—0,

Z(—Dl—mz“‘ﬁ‘ﬁzGu)‘Pl—_‘P + =
271 317 S,

¢ Diagrammatik:
- Propagatorlinien = volle Green-Funktion

- ,Nadeln“ mit Spitze an Raumzeitpunkt x: ¢(x)

1, _ 1 .
iy, G]=iS[¢]— 5 {27, (Go— D)}, + ETrln(lec)
- - - +0oA%).

¢ Selbstenergie (relativ zu 2;,!): amputierte 1PI Zweipunktfunktionen mit
exakten Propagatorlinien, die keine Selbstenergieeinschiibe enthalten
(,Skelettdiagramme*)
= I,: geschlossene zweiteilchenirreduzible (2PI) Diagramme

¢ Selbstkonsistentes System von Gleichungen fiir mittleres Feld ¢ und ex-
akte Zweipunkt-Green-Funktion:
Kadanoff-Baym-Gleichungen

22



- Iy, G] (mit ¢ und G Losungen der KB-Gleichungen) = thermody-
namisches Potential

- thermodynamische GréBen, berechnet aus diesem Potential = Gré-
Ren berechnet aus G,
thermodynamische Konsistenz

- Erhaltungssétze gelten fiir Mittelwerte
- kann mit Vakuum-Gegentermen renormiert werden (ixoza, mxozb, oz

- Offenes Problem: i.a. werden Ward-Takashi-Identitdten von (globa-
len und lokalen) Symmetrien verletzt
Grund: es werden unendlich viele storungstheoretische Diagram-
me resummiert aber nie vollstandig

®-derivable approximations: Diagrams

¢ Feynman diagrams applicable to vacuum, equilibrium, non-equilibrium
situations

¢ generating functional for mean fields and self-energies (lines = full pro-
pagators!)

ilfp, G] = iS[e]+ + + % +®¢ 40 + & >+

a{\@ L J

i®

¢ mean-field equation of motion 6T/6 ¢(x)=0 (take off 1 “sticker”)

i(D+m2)w:®$®+ i + o® 4 ---

¢ self-energy: X1, o< 0T'/0 G,; (open one propagator line)

Y= el 60 Qe + —¢ —e— + -
—_— = + —iZ
—_— = —i¥ + —i¥ —i¥ +

5 Transportgleichungen

23



Transportgleichungen

Literatur: jxvos, , , , , : : : ]
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Herleitung von Quantentransportgleichungen

¢ basiert auf o

jetzt allgemeiner Nichtgleichgewichtsanfangszustand R(t;)

« reine Realzeit-Schwinger-Keldysh-Kontur = keine KMS-Bedingung mehr!

L %2

t.f

LA

€ = A, + 4, ot

Kadanoff-Baym-Gleichungen von ®-Funktional

(D;'—D;H)G™(1,2)= f d3[x(1',3)G(3,2%)— G(17,3)x(3,2")] = Coll.
3

mit D, =—0; — m?

¢ Wigner-Transformierte von Zweipunktfunktionen mit X = (x;+x,)/2 und
r=Xx1—Xo

F(X,p):f d*rF(X+r/2,X—r/2)exp(ip - x)
R4
* Faltungsintegrale

C(xh x2) = f d4ZA(xlr Z)B(Z! x2)
R4

. S i i i
< C(X,p)=A*B(X,p)=exp 53)?0,93—8,?-3)? AX,p)B(X,p)

~—_——
3

* mit retardierten/avancierten Green-Funktionen und Selbstenergien

G = £0[(1) — )]G (11, X2)— G211, x),
Z(ret/adv) = :I:@[:l:( tl — tz)][ZZI(xl) x2)_ le(xl’ X2),
G(ret)—l(X, P) — D(ret)*l(p)_z(ret)fl(x, P)
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¢ KB-Gleichungen im Wigner-Bild und Gradientenentwicklung
le . aX G21 :(Z(ret)GZI _ GZIZ(adV) + 221 G(adv) _ GretZZI)
i
(ret) ~21 21 y(adv) 21 ad (ret) 521
+§({z 0,6}, —{G% T+ {3 6 —{Gt0, s L)
alle > und G mit Argumenten (X, p)
¢ Spektralfunktion A:

GUe) — g = _2i (X, p)

¢ Kadanoff-Baym-Ansatz mit Phasenraumverteilung f (X, p)

F(X,P):A(X»P)f(X,P)=iG12(X’P), F(X,P):A(X,P)[l"‘f(x,m]:iGZI(X»P)

* Beispiel in ¢*-Theorie

o] L1
19 = — —_—
2 !

¢ nur (maximal) zwei Raumzeit-Punkte in ®-Funktional

¢ = keine inneren Raumzeitpunkte in Selbstenergie = lokale Selbstener-
gie exakt, d.h. alle Propgatoren G'2 und G?! am gleichen Raumzeitpunkt
X= (x1 + XZ)/Z

¢ {iblicher StoBterm “Boltzmann-Uehling-Uhlenbeck type”
dpr d*p dps | o P
2
@em)* eyt 2n)* X l
x @m)*s*(p+ p1 — p2— p3) (PP FFy — 3 FFy)

cO_y

StoRterme (Gedachtniseffekt)

io=i(eV+0?+0®)

G

¢ lokaler Teil (alle Green-Funktionen bei X = (x; + x5)/2

x '8 (p+ p1 = pr— p) (R F3FFy — AP FF),

¢l =¢

d'pt d*py d'ps
@m)* @m)* @2n)*
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* zusdtzliche nichtlokale/Gedédchtnis- Korrekturen von Diagramme mit in-

neren Raumzeitpunkten in Selbstenergie

Zl

—iE;i)(x. y) = »@»

Yk i

Diagrammregeln fiir Geddchtniseffekte

lokale Diagramme: iibliche Impuls-Raum-Feynmanregeln mit allen G’s
beim Raumzeitpunkt X = (x; + x,)/2

1. Ordnung der Gradientenentwicklung fiir G(X’, p) with X’ # X

1
= =3 +9))GG, j) > xG(X, p),
i j 2
- =il - xp) > —Q1)' 8(p>
i J

¢ Beitridge von Gedichtniseffekten zu Zweipunktfunktionen

IANY A4
SM(1,2) = ¢ = = ‘ + )
1 2 1 2 1 2 1 2

5
M'(12,34) = 55553

wende das auf alle Propagatoren an, die Raumzeitpunkte # x;, x, enthal-
ten

Diagramme fiir Einpunktfunktionen

e fiir Energie-Impuls-Tensor, Strome von ErhaltungsgréBen

‘14[71 d4f’1 Dr

;&P ) = “— . : D
lcbloc(X’r )= " - (27.[)4 (27.[)4 ck] Jy - (X,p] ’’’’’ Pl»-u)

X GG X pr)- -G (X )

J Energie-Impuls-Tensor exakt erhalten:

O =3 [ oD vy G py g (G0~ E200)

¢ exakt erhaltener Ladungsstrom

JHX) = Z / o )4e,,v"(¢z>G (X, p)
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Off-Shell-Transport aus ¢-Funktional

mit ®-Funktional-Formalismus

= Kadanoff-Baym-Gleichungen fiir exakte Green-Funktionen (und ggf.

mittlere Felder)

Teilchen = broad spectral functions (“off-shell”)

¢ {iber systematische Gradientenentwicklung fiir Wigner-Funktionen =
kinetische Gleichungen fiir , off-shell-Teilchen*

Erhaltungsitze fiir erhaltene Noether-Ladungen aus Symmetrien
erfiillt (Energie, Impuls, Ladungen)

Definition von Entropie, die H-Theorem zumindest fiir Zustdnde
nahe des thermischen Gleichgewichts erfiillt

Thermodynamische Konsistenz: ®-Funktional definiert thermody-
namisches Potential im Gleichgewicht = thermodynamische Re-
lationen erfiillt

Nichtgleichgewichtsentropie = dquivalent zu thermodynamischer
Entropie im Gleichgewicht

6 Anhang: Gaul’-Integration

GauR-Integration

¢ 1D Gaulintegral

sz dx exp(—Ax?).
R

¢ Trick: berechne 2

12=J dxdyexp[—A(x2+y2)], ReA>0
R2

* integriere in Polarkoordinaten: x = rcosy, y =rsiny, d>y =drder:

[ee] 21 o T
=] d d —Ar¥) == I:\/i
L rfo prexp(—Ar-) A:> "
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Gaul’-Integral tiber komplexes Argument z = x +iy

d(z,z%)
o(x,y)

dzdz*:=dxdy det =dxdy?2i

i
dzdz*exp(—Az*z)=2i | dxdy | [A(x*+y?)]=2iI*= iy
C R? A

« Sei A e C” selbstadjungiert mit nur positiven Eigenwerten

e dann existiert U € SUN)mit A=U"DU, D =diag(A,,...,A,,) =

I, = f dz;---dz,dz;---dz; exp(—z'Az)

:f dz;---dz,dz;---dz) exp(—z'UTDU 2)
Cn

substituiere z’ = U z wegen detU =1

R 2mi)" 2mi)"
I,=| dz|---dz/dz}*--dz*exp(—z"D2’)= ( - ot )A

niitzliche Formel
n
IndetA= lnl_IAj =trlnA
j=1
* Gaul3-Integrale {iber Grassmann-Zahlen n, and 7, (a €{1,...,n}):

n

Jﬂdﬁadna eXp(ﬁTATI)Z J I_Idﬁadna ("'+)L1 "'Anﬁlnl ﬁnnn)
a a

a=1

7 Anhang: Berechung von Matsubara-Summen

Berechnung von Matsubara-Summen

* beiBerechnung von Feynman-Diagrammen im Matsubara-Imagindrzeit-
formalismus: Summen tiber Matsubara-Frequenzen statt Integrale iiber
p° in Vakuum-Theorie

2 fur B ,
S= Zf(iw) mit w= (2n)m/P lfr Osor.len mit neZ.
- (2n+1)nn/p fiir Fermionen

29
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Idee: Nutze Residuensatz der Funktionentheorie

Bose-Einstein-Verteilungsfunktion
1
exp(fz)—1

B fs(z) hateinfache Pole bei bosonischen Matsubarafrequenzen z =iw,, =
(2n)ri/B, n € Z mit Residuum 1

fe(z)=

iw,=2nin/p

Bose-Einstein-Verteilungsfunktion

1
- exp(fz)+1

fr(2)

B fc(z) hat einfache Pole bei fermionischen Matsubarafrequenzen z =
iw, =(2n+1)in/B, n € Z mit Residuum —1

Residuensatz fur rote Kontur €4
S flw) =L | dzf@)fypie)
~ 2mi ). ”

Reihe konvergent, wenn f(z) im Unendlichen schneller als 1/z abfillt
=: kann griine Halbkreise hinzufiigen = tragen im Limes Radius — co
nichts bei!

substituiere im Integral {iber ¢,: z — —z. Dann ergibt sich ein Integral
tiber ¢/

J dzf(z)fB/F(z)=_f dz f(—z)fa/p(—2).
6, 6
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* Formeln fiir fg/p(—2)

fo/p(—2) =F1— fyp(2).

¢ Summenformeln iiber % allein:

%Zf(iwhf de(—Z)if dz[f(2)+ f(=2) fa/r(2).
w 6\

61

* Vorteil: im 2. Integral positive Realteile fiir z = fillt fiir T — 0" (also
B — o0) weg.

e Limes T —0":

— fiir y = 0: Diagramm der euklidischen/Wick-rotierten Vakuum-QFT

— fiir uy # 0: Diagramm fiir T = 0 (BEC fiir Bosonen bzw. bis zu u = Eg

gefiillter ,, Fermi-See“ fiir Bosonen)
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