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QCD und chirale Symmetrien
Literatur: [PS95, Koc97, DGH22]
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Konventionen

▶ viele verschiedene Konventionen für Dirac-Matrizen, 4D Levi-Civita-Tensor usw.

▶ hier: wie im Peskin-Schroeder
▶ Dirac-Matrizen
▶
�

γµ,γν
	

= 2ηµν1, (ηµν) = diag(1,−1,−1,−1)
▶ γ5 = γ5 =+iγ0γ1γ2γ3 =−iγ0γ1γ2γ3 =−i/4!εµνρσγµγνγργσ
▶ Levi-Civita-Tensor: ε0123 =−ε0123 =+1
▶ tr(γ5γµγνγργσ) =−4iεµνρσ

▶ Projektoren auf Chiralitätseigenzustände: PL = (1−γ5)/2, PR = (1+γ5)/2
▶ Normierung von Impuls-Spin/Polarisationseigenzuständen (asymptotisch) freier

Teilchen
▶ moderne Konvention: gleich für Dirac-Fermionen und Bosonen
▶ Erzeuger und Vernichter: [aσ(p⃗ ), aσ′ (p⃗ ′)]± =δσσ′δ(3)(p⃗ − p⃗ ′)
▶
�

�p⃗ ,σ
�

=
Æ

(2π)32Ep a†
σ(p⃗ ) |Ω〉, 〈Ω |Ω 〉= 1

▶ ⇒



p⃗ ,σ
�

� p⃗ ′,σ′
�

= (2π)32Epδ
(3)(p⃗ − p⃗ ′)

▶ Pion-Zerfallskonstante: Fπ = (92,1±0,6)MeV (PDG 2026, Sect. 72 [N+24], umgerechnet)
▶ verschiedene Konventionen: fπ =

p
2Fπ = (130,2±0,8)MeV (Originalangabe im PDG [N+24])

▶ manchmal auch f̃π = 2Fπ ≃ 184 MeV (z.B. Weinberg [Wei96])
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Quantumchromodynamik: QCD

▶ Theorie der starken Wechselwirkung (s. KT 1, Vorlesung 11) QCD

LQCD =−
1

4
F µνa F a

µν+ψ(i /D − M̂ )ψ

▶ nicht-Abelsche Eichgruppe SU(3)color

▶ jedes Quark Farbtriplett:ψ= (ψr ,ψg ,ψb )mit Dirac-Spinorenψk
▶ eichkovariante Ableitung: Dµ = ∂µ+ ig T̂ a Aa (a ∈ {1, . . . , 8})
▶ Feldstärketensor: F a

µν = ∂µAa
ν − ∂νAa

µ − g f a b c Ab
µAc

ν

▶ SU(3)color-Strukturkonstaten f a b c : [T̂ a , T̂ b ] = i f a b c T̂ c , T̂ a = (T̂ a )† ∈C3×3

▶ Teilcheninhalt
▶ ψ: Quarks mit Flavor (u , d ; c , s ; t , b ) (Masseneigenzustände!)
▶ M̂ = diag(mu , md , ms , . . .) =Stromquarkmassen
▶ Aa

µ Gluonen, Eichbosonen der SU(3)color

▶ Symmetrien
▶ fundamentale lokale SU(3)color-Eichsymmetrie
▶ im Sektor der leichten Quarks u, d, (s): näherungsweise chirale Symmetrien (M̂ → 0)
▶ Skaleninvarianz für M̂ → 0
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Chirale Symmetrien der (masselosen) QCD
▶ betrachte nur leichte u- und d -Quarks

▶ Isospin-Dublett:ψ=

�

u
d

�

=

�

ψ1

ψ2

�

▶ NB:ψ at 3 Indizes: Dirac-Spinor-, Color- und Isospin-Indizes
▶ γ-Matrizen:

�

γµ,γν
	

= 2ηµν1, γ5 = γ5 := iγ0γ1γ2γ3, γ5γµ =−γµγ5, γ†
5 = γ5, γ2

5 =1
▶ Dirac-Beziehungen für links- und rechtshändige Komponenten

ψL =
1−γ5

2
ψ= PLψ, ψR =

1+γ5

2
ψ= PRψ,

P 2
L/R = PL/R , PRPL = PLPR = 0, PL/Rγ5 = γ5PL/R =∓PL/R

PL/Rγµ = γµPR/L , PLψ=ψPR, PRψ=ψPL

ψγµψ=ψLγµψL+ψRγµψR, ψψ=ψLψR+ψRψL

▶ ψ :=ψ†γ0, γ5ψ=ψ†γ†
5γ0 =−ψγ5

▶ im masselosen Limes (mu =md = 0)

Lu ,d =ψi /Dψ=ψLi /DψL+ψRi /DψR

Kerne & Teilchen 2 Hendrik van Hees Goethe-Universität Frankfurt 6



Chirale Symmetrie der (masselosen) QCD
▶ im masselosen Limes (mu =md = 0)⇒ globale chirale Symmetrien:
▶ Änderung von voneinander unabhängigen für die links- and rechtshändigen Komponenten:

ψL(x )→ exp(−iφL)ψL(x ), ψR(x )→ exp(−iφR)ψR(x )

▶ Symmetriegruppe U(1)L⊗U(1)R
▶ unabhängige Isospinrotationen:

ψL(x )→ exp(−iα⃗L · T⃗ )ψL(x ), ψR(x )→ exp(−iα⃗R · T⃗ )ψR(x )

▶ T⃗ = τ⃗/2, τ⃗: Pauli-Matrizen; Symmetriegruppe SU(2)L⊗SU(2)R
▶ alternative Notation skalare und pseudoskalare Phasenänerung und Isopspinrotationen

ψ→ exp(−iφs )ψ, ψ→ exp(−iγ5φA)ψ

ψ→ exp(−iα⃗V · T⃗ )ψ, ψ→ exp(−iγ5α⃗A · T⃗ )ψ

▶ U(1)V und SU(2)V sind Untergruppen der chiralen Symmetrien, die auch Symmetrien
bleiben, wenn mu =md ̸= 0⇒Heisenbergs Isospinsymmetry!
▶ Notation: für Transformationsmatrizen exp(−iγ5φA) bzw. exp(−iγ5α⃗A · T⃗ ) schreibt man oft

U(1)A bzw. SU(2)A , obwohl das keine Untergruppen von U(1)L ⊗U(1)R bzw. SU(2)L ⊗SU(2)R
(sondern „Nebenklassen“)
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Ströme: Beziehung mit Mesonen

▶ Quellen: [Koc97, Sch03, Din11]

▶ Noether: jede Symmetrie impliziert Erhaltungsgröße

▶ Noether-Ströme für chirale Symmetrien

j µs =ψγ
µψ, j µA =ψγ

µγ5ψ

j⃗ µV =ψγ
µT⃗ψ, j⃗ µA =ψγ

µγ5T⃗ψ

▶ Beziehung zu Mesonen über entsprechende Quantenzahlen:
▶ σ (bzw. f0):ψψ (Skalar und Isoskalar)
▶ π: iψT⃗ γ5ψ (Pseudoskalar und Isovektor zur T = 1-Darstellung der SU(2)V)
▶ drei Pionen: π0 =π3 und π± = (p i 1± iπ2)/

p
2

▶ ρ’s:ψγµT⃗ψ (Vektor und Isovektor, T = 1)
▶ a1’s:ψγµγ5T⃗ψ (Axialvektor und Isovektor, T = 1)

▶ σ and π’s; ρ’s and a1’s haben nicht gleiche Masse

▶ QCD-Grundzustand nicht symmetrisch unter Pseudoskalar- and Pseudovektor-
Transformationen




Ω
�

�ψψ
�

�Ω
�

̸= 0
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Spontane Symmetriebrechung

▶ spontan gebrochene Symmetrie: Grundzustand nicht symmetrisch

▶ ⇒ Grundzustand entartet

▶ Grundzustand symmetrisch unter isoskalaren und Isovektortransformationen
U(1)L×U(1)R gebrochen zu U(1)V; SU(2)L×SU(2)R gebrochen zu SU(2)V
▶ für jede gebrochene Symmetrie masseloses Nambu-Goldstone-Boson

▶ hier: drei Pionen sehr leicht im Vergleich zu anderen Hadronen (mπ ≃ 140 MeV)
▶ mπ ̸= 0: explizite Brechung der chiralen Symmetrie durch mu , md

▶ kann störungstheoretisch beshandelt werden⇒ chirale Störungstheorie
▶ Axialvektorstrom nur näherungsweise erhalten
⇒ PCAC (partially conserved axial current)
▶ erklärt viele Hadroneneigenschaften
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Spontane Symmetriebrechung
▶ U(1)A-Anomalie (Adler-Bell-Jackiw-Anomalie)→ Vorl. 8 und Übung 8
▶ klassische Theorie invariant unter U(1)A⇒ in Quantenfeldtheorie explizit gebrochen (s. vorige

Vorlesung 8 und Übungsblatt 8) [PS95]

▶ Grund: Pfadintegralmaß DψDψ nicht invariant unter U(1)A-Trafos [Fuj79, Fuj80]

▶ wichtig für korrekte Vorhersage der Zerfallsrate für π0→ γγ
▶ pseudoskalarer Strom nicht erhalten: ∂µ j µA =−3/8αsε

µνρσG a
µνG a

ρσ
▶ weiterer Hinweis in SU(3)-Quarkmodell (Gell-Mann): pseudoskalares Mesonen-Nonet zwei

isospinskalare Mesonen η (zumeist SU(3)-Oktett) und η′ (zumeist SU(3)-Singulett)
▶ η≃ qγ5λ̂8/2q (mit q = (u , d , s ))⇒ keine Anomalie des entsprechenden Axialvektorstroms
▶ aus gleichem Grund Isovektor-Axialvektorstrom ≃ qγ5γµ ˆ⃗τq erhalten (keine Anomalie wegen

tr ˆ⃗τ= 0)
▶ η schwerer als π’s wegen schwerer s-Quarkmasse
▶ η′ ≃ qγ5q ⇒ Axialvektorstrom anomal gebrochen
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Minimales chirales Modell für Pionen und Nukleonen

▶ σ-Meson und Pionen (chirale Partner)

▶ Meson = q -q -Bindungszustand

▶ infinitesimale chirale Transformationen für Quarks (T⃗ = τ⃗/2) in SU(2)L×SU(2)R model

ψ→ (1− iδα⃗V · τ⃗/2)ψ (Vektor-Isovektor-Transformation)

ψ→ (1− iγ5δα⃗A · τ⃗/2)ψ (Axialvektor-Isovektor-Transformation)

▶ ⇒ Transformationseigenschaften von Mesonenfeldern unter chiralen Transformationen:
σ∼ψψ, π⃗∼ iψτ⃗γ5ψ

σ→σ−δα⃗A · π⃗, π⃗→ π⃗+δα⃗V× π⃗+δα⃗Aσ

▶ σ2+ π⃗2 invariant⇒ chirale Transformation durch SO(4)-Transformation vonφ = (σ, π⃗)T

realisiert
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Minimalesσ-Modell für Mesonen

▶ chirale Symmetrie als SO(4)-Transformationen von Meson-Feldernφ ∈R4

▶ beschreibtσ-Meson und die drei Pionen (π±, π0)

Lχ limit =
1

2
(∂µφ)(∂

µφ)−V (φ) =
1

2
(∂µφ)(∂

µφ)−
λ

4
(φ2− F 2

π )
2

▶ spontane Symmetriebrechung: „Sombrero-Potential“

Φ
1

Φ
2

V

▶ Entartung des Grundzustandes⇒man braucht keine Energie, um Felder innerhalb des
Potentialminimums zu drehen
⇒masselose Nambu=Goldstone-Bosonen (Pionen)
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Minimalesσ-Modell für Mesonen
▶ Vakuumerwartungswert




φ0
�

= Fπ ̸= 0 (NB: Vakuum immer noch Poincaré-invarianter

Zustand



Φ0
�

= const

▶ Symmetrie spontan gebrochen von SO(4) zu SO(3)V (dim SO(4) = 4 ·3/2= 6,
dim SO(3) = 3 ·2/2= 3 ⇒ 6−3= 3 Nambu-Goldstone-Bosonen (Pionen)

▶ Teilcheninhalt des Modells: vier skalare reelle Feldfreiheitsgrade⇒ 3 masselose Pionen
und 1 massivesσ-Meson
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Pionenzerfall und PCAC

▶ schwacher Zerfall π+→µ++νµ
▶ schwache Wechselwirkung: chirale Eichtheorie mit Eichgruppe SU(2)w-iso⊗U(1)w-Y-

Eichgruppe

▶ Kopplung der schwachen Eichbosonen an Strom J µV − J µA maximale Verletzung der
Spiegelsymmetrie/Parität

▶ Pion pseudoskalar⇒ Zerfall wegen Axialstrom⇒

〈0|J aµ
A (x )|πb (p )〉= ipµδa b Fπ exp(−ip · x )

▶ Zerfallsrate⇒ Fπ ≃ 92 MeV

〈0|∂µ J aµ
A (x )|πb (p )〉=−Fπp 2δa b exp(−ip · x ) =−Fπm 2

πδ
a b exp(−ip · x )

▶ exakte chirale Symmetrie⇒mπ = 0 (Goldstone-Theorem))⇒ ∂µ J aµ
A = 0 (Noether)

▶ mπ ≃ 140 MeV ̸= 0 aber „klein“⇒ näherungsweise erhaltener Axialvektorstrom (PCAC)

▶ im effektiven Modell
J aµ

A,π = Fπ∂µφ
a , a ∈ {1, 2, 3}
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Explizite Symmetriebrechung

▶ explizite Brechung wegen mu, md ̸= 0

▶ symmetriebrechender Term in QCD:LχSB =−mψψ

▶ m = (mu +md )/2; wegenψψ∼σ⇒ in hadronischem Modell

LχSB = εσ

▶ σ-π-Potential:

V (σ, π⃗) =
λ

4

�

(σ2+ π⃗2)− v 2
0

�2−εσ

▶ Potential inσ-Richtung verkippt⇒ führt zur korrekten „Richtung“ des (nun nicht mehr
entarteten) Vakuums

▶ Minimum bei Fπ⇒

v 2
0 = F 2

π −
ε

λFπ
, m 2

σ = 2λF 2
π +

ε

Fπ
, m 2

π =
ε

Fπ
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Explizite Symmetriebrechung
▶ Noether + explizite Brechung der Symmetrie + PCAC (consistency!):

∂µ J aµ
A =−επa PCAC= −Fπm 2

ππ
a ⇒ ε= Fπm 2

π

▶ χSB in der QCD wie im effektiven Modell⇒ Gell-Mann-Oaks-Renner-Relation [GMOR68]

〈0|εσ|0〉= Fπε=m 2
πF 2
π =−m〈0|ψψ|0〉
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Nukleonen imσ-Modell

▶ “naive Realisierung” von chiraler Symmetrie mit schweren Nukleonen mN ≃ 940 MeV
[GML60]

▶ “naiver Massenterm” würde (näherungsweise) chirale Symmetrie zerstören

▶ Axialvektorstrom von Nukleonen mit Ψ = (p , n )T-Isospin-Dublett

J⃗ µA,nucl = gAΨγ
µγ5
τ⃗

2
Ψ

▶ β-Zerfall des Neutrons⇒ gA = 1,27

▶ Gesamt-Axialvektorstrom J⃗ µA = J⃗ µA,π+ J⃗ µA,nucl sollte PCAC erfüllen

∂µ J⃗ µA =−Fπm 2
ππ⃗ ⇒ (□+m 2

π)π⃗=−gAi
M

Fπ
Ψγ5τ⃗Ψ

▶ Goldberger-Treiman-Relation

gπN N =
gAM

Fπ
≃ 12.6 vs. g exp

πN N = 13.4
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Nukleonen imσ-Modell
▶ Erweiterung des linearenσ-Modells

Lnucl =Ψi /∂ Ψ − gπN N

⎡

⎣iΨγ5τ⃗Ψ · π⃗+ΨΨσ
⏞ ⏟⏟ ⏞

chiraler SO(4)-Skalar!

⎤

⎦

▶ Lagrangian mit expliziter Brechung der chiralen Symmetrie

L =
1

2
(∂µπ⃗)(∂

µπ⃗) +
1

2
(∂µσ)(∂

µσ)−
λ

4

�

(σ2+ π⃗2)− v 2
0

�2
+εσ

+Ψi /∂ Ψ − gπN N

�

iΨγ5τ⃗Ψ · π⃗+ΨΨσ
�

▶ Nukleonmassenterm in Wechselwirkungsterm mitσ-Feld enthalten wegen 〈Ω |σ|Ω〉= Fπ
▶ in Diskrepanz mit Goldberger-Treimann-Relation, denn gA = 1,27> 1

▶ in diesem minimalen Modell wird gA = 1 durch chirale Symmetrie erzwungen

▶ kann durch Einführung von (nicht renormierbaren) Ableitungskopplungen zwischen
Mesonen und Nukleonen repariert werden [DM00].
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Nukleonen imσ-Modell
▶ Einfügen eines generischen naiven Massenterms für Nukleon verboten, da sonst chirale

Symmetrie explizit auf Level der Nukleonmasse mN ≃ 940 MeV gebrochen würde

▶ hier Masse allein wegen spontaner Symmetriebrechung, also durch
Vakuumerwartungswert desσ-Feldes

▶ in Materie bei hinreichend hohen Temperaturen: chiraler Phasenübergang mit 〈σ〉→ 0

▶ Wiederherstellung der chiralen Symmetrie

▶ in dieser Realisierung der chiralen Symmetrie: mN → 0

▶ dropping-mass scenario: Brown-Rho-Scaling [BR91] (auch für andere Hadronen,
insbesondere leichte Vektorbosonen⇒ relevant für Dileptonen in Schwerionenstößen!
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Chirales Doppler-Modell

▶ alternative Realisierung der chiralen Symmetrie für schwere Hadronen (hier für
Nukleonen) [DK89, JNOH00, KLS26]

▶ führe chiralen Partner zu Nukleon ins Modell ein

▶ Parität des Nukleons: +1 (per Konvention); (möglicher) chiraler Partner N∗(1535)
▶ mit zwei Isospin-Dublets Ψ1 und Ψ2 mögliche alternative Realisierung der chiralen

Symmetrie SU(2)L×SU(2)R
▶ „Mirror assignment/Spiegelzuweisung“ mit L̂ und R̂ als zwei SU(2)-Transformationen

ψ′1L = L̂ψ1L, ψ′1R = R̂ψ1R

ψ′2L = R̂ψ2L, ψ′2R = L̂ψ2R
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Chirales Doppler-Modell
▶ jetzt im Nukleonen-Lagrangian eine Art Massenterm erlaubt:

LN =ψ1i /∂ ψ1+ψ2i /∂ ψ2

+m0(ψ2γ5ψ1−ψ1γ5ψ2)

+aψ1(σ+ iγ5τ⃗ · π⃗)ψ1

+ bψ2(σ+ iγ5τ⃗ · π⃗)ψ2

▶ jetzt Masse m0 und Masse von Vakuumerwartungswert desσ-Feldesσ0 = Fπ⇒

LN ,mass = (ψ1,ψ2)

�

aσ0 −m0γ5

m0γ5 bσ0

��

ψ1

ψ2

�

▶ Diagonalisierung mittels

�

ψ1

ψ2

�

=
1

p
2 coshδ

�

exp(δ/2) γ5 exp(−δ/2)
γ5 exp(δ/2) −exp(δ/2)

��

ψ+
ψ−

�

, sinhδ=−
(a + b )σ0

2m0
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Chirales Doppler-Modell
▶ Massen

m± =
1

2

�
q

(a + b )2σ2
0 +4m 2

0 ∓ (a − b )σ0

�

▶ wennσ0→ 0 wird m± =m0

▶ σ0 sorgt nur für Massendifferenz zwischen chiralen Partnern

▶ Hadronen bleiben massiv, nur die Massen der chiralen Partner werden gleich in chiral
symmetrischer Phase!
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Chirales Doppler-Modell

aus [JNOH00]
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