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1 Feuerballevolution (Bjorken-Modell)

Feuerballevolution (Bjorken-Modell)
Bjorken-Lösung für ideales Fluid⇒Übung 5
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von D. Rischke, Kolloquiumsvortrag, Universität Jyväskylä 2016

• Abschätzung der Lebensdauer des Feuerballs am LHC

– Pb-Pb-Stöße mit
p

s = 20 GeV

– Energiedichte in einem Bleikern in Ruhe:εPb ≃ 208mN/V ≃ 0.13 GeV/fm3

(mN ≃ 0.94 GeV, RPb = 1.2A1/3 = 7.1 fm)

– γ=
p

s (2mN)

– Energiedichte beim Überlapp (im CM-System);εCM = 2γ2εPb = 2s/(4mPb2 )εPb =
2.1 ·106GeV/fm3

– ultrarelativische Zustandsgleichung: P = ε/3

– ε(τ) = εCM(τ0/τ)4/3
!= εPb

– τ≃ 30 fm/c

2 Thermisches Hadronisierungsmodell

Thermisches Hadronisierungsmodell

• Literatur: [BMRS03]

• hochenergetischer (zentraler) Schwerionenstoß: viele Teilchen

• am „chemischen Freeze-Out“ viele Teilchen

• großkanonische Beschreibung hinreichend genau

• erhaltene „Ladungen“: Baryonenzahl, Strangeness, elektrische Ladung

fi =
1

λi exp(βE )±1
, λi = exp[β (µBBi +SiµS+µQQi )]

• β = 1/T , T: Temperatur, λi : Fugazität

• i : numeriert Teilchenarten durch

• Baryonen: Fermi-Dirac-Statistik, Mesonen: Bose-Einstein-Statistik
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• Zustandssumme:

Zi = Tr exp{−β [H i − (µBBi +SiµS+µQQi )N i ]}
= Tr exp(−βH −αN )

ln Z (T , V , µ⃗) =
∑

i

ln Zi (T , V , µ⃗)

ln Zi (T , V , µ⃗) =
V T g i

2π2

∫ ∞

0

dp (±p 2) ln[1±λi exp(−βEi )], Ei =
q

m 2
i +p 2.

• Fugazität
λi = exp(−α) = exp[+β (µBBi +SiµS+µQQi )]

• Taylorentwicklung des Logarithmus

ln Zi (T , V , µ⃗) =
V T g i

2π2

∞
∑

k=1

(±1)k+1

k 2
λk

i K2(kβmi )

• K2: modifizierte Bessel-Funktion [CH10]

K j (x ) =

∫ ∞

0

dz cosh( j z )exp(−x cosh z )

• Beitrag von k = 1: Maxwell-Boltzmann-Statistik (i.a. gute Näherung au-
ßer für Pionen)

• nichtrelativistischer Limes (Maxwell-Boltzmann-Statistik)

ln Z (MB)
i (T , V , µ⃗) =

V T g i

2π2
λi K2(βmi ) ∼=

βmi→∞

�

m

2πβ

�3/2

V g iλi exp(−βm )

• Teilchenzahldichte

ni =
〈Ni 〉th

V
=−

1

V
∂α ln Zi =

T g i

2π2

∞
∑

k=1

1

k
λk

i m 2
i K2(kβmi )

• „Feed-Down“ von schnell zerfallenden Resonanzen: j → i beobachtetes
Teilchen

〈Ni 〉= 〈Ni 〉th+
∑

j

Γ j→i




Nj

�

th

• Γ j→i : Verzweigungsverhältnis für Zerfall von Resonanz j zum Teilchen i
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• Beispiel: Schwerionenstoß am LHC: zentraler Pb+Pb-Stoß,
p

s = 2.76A TeV

[ABMRS26]

• Fitergebnis: Tch = (156.6±1.7)MeV,µB = (0.7±3.8)MeV, V (4175±380)fm3

• „Beam-energy scan“

– für
p

s ≲ 6 GeV Hadronen mit Strangeness 〈Ni 〉th ≪ 1 ⇒ benötige
kanonische Beschreibung (s.u.)

[ABMRS26]

3 Ratengleichungen für Teilchenhäufigkeiten

Master- und Ratengleichungen für Teilchenhäufigkeiten

• für „schwere“ Teilchen: großkanonische mittlere Teilchenzahl 〈Ni 〉th ≲ 1

• e.g., s-Quarks vs. u,d-Quarks⇒Hadronen mit Strangeness für Stoßener-
gien
p

sNN ≲ 6 GeV müssen mit kanonischer Thermodynamik behandelt
werden
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• exakte Anzahl und Erhaltung von ss-Paaren

• cc-Produktion: bis zu RHIC-Energien kanonisch; selbst bei LHC-Energi-
en modifizierte großkanonische Behandlung mit Charm-Fugazitätsfak-
tor γc ≃ 30

• kanonische Behandlung von Strangeness (exakt analog für Charm) [KKL+01]

– Wahrscheinlichkeit, dass zur Zeit τ exakt Ns ss -Paare im Feuerball
enthalten sind: PNs

(τ)

– betrachte Änderung der Paarzahl durch binäre Stöße A+B↔ s + s
(kann auch hadronisch sein!)

– „Netto-Strangeness“ erhalten: Ns =Ns (Anfangszustand in AA-Stö-
ßen: keine Teilchen mit Strangeness vorhanden)

– vereinfachte Behandlung via vereinfachter Boltzmann-Gleichung:
Master-Gleichung

– mittlere Gewinnrate: G /V NANB mit G = 〈σ(A+B→ s+ s )vrel〉
– mittlere Verlustrate L/V NsNs = L/V N 2

s mit L = 〈σ(s+ s →A+B)vrel〉
(Details⇒Übung 6)

– A und B „u,d-Quarks/Hadronen“: können großkanonisch behan-
delt werden NA/B →




NA/B

�

th

– im Folgenden Ns =Ns = n : suche Mastergleichung für zeitliche Än-
derung von Pn

* Gewinn durch Stöße: (n + 1)→ n (Rate L/V (n + 1)2Pn+1) oder
(n −1)→ n (Rate G /V 〈NA〉th 〈NB 〉th Pn−1)

* Verlust durch Stöße: n→ n −1 (Rate L/V n 2Pn ) oder n→ n +1
(Rate G /V 〈NA〉th 〈NB 〉th Pn )

* mit
G 〈NA〉th 〈NB 〉th = εL

– ⇒Mastergleichung

Ṗn =
L

V
(n +1)2Pn+1+

G

V
〈NA〉th 〈NB 〉th Pn−1 (Gewinn)

−
L

V
n 2Pn −

G

V
〈NA〉th 〈NB 〉th Pn (Verlust)

=
L

V

�

(n +1)2Pn+1− (n 2+ε)Pn +εPn−1

�
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– P−1 = 0 und Summe über n

∞
∑

n=0

Ṗn = 0 ⇒
∞
∑

n=0

Pn = const= 1

– n ∈ {0, 1, 2, . . .}: unendliches gekoppeltes Differentialgleichungssy-
tem!

– Trick: erzeugende Funktion

g (x ,τ) =
∞
∑

n=0

x n Pn (τ)

– multipliziere Mastergleichung mit x n und summiere über n :

∂τg =
L

V
(1− x )(x∂ 2

x g + ∂x g −εg ) mit ε=
G

L
〈NA〉th 〈NB 〉th

– Gleichgewichtslösung ∂τg = 0

x∂ 2
x geq+ ∂x geq−εgeq = 0

– definiere
geq(x ) =G [y (x )], y (x ) = 2

p
εx

y G ′′(y )+G ′(y )− y G (y ) = 0

– Lösung endlich für y = 0: modifizierte Besselfunktion C I0(y )

– mit geq(1) = 1

geq(x ) =
I0(2
p
εx )

I0(2
p
ε)

.

– [CH10]

Ik (x ) =
1

2π

∫ π

−π
dϕ cos(kϕ)exp(x cosϕ) für k ∈Z

Iα(x ) =
∞
∑

j=0

1

j !Γ ( j +α+1)

� x

2

�2 j+α
.

– Für α= 0

I0(2
p
εx ) =

∞
∑

j=0

ε j

( j !)2
x j
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– mittlere Anzahl der ss -Paare

〈Ns〉
(kan)
th = g ′eq(x )|x=1 =

p
ε

I1(2
p
ε)

I0(2
p
ε)

• zur Interpretation: großkanonischer Limes

– falls 〈Ns〉th ≫ 1 ⇒ kann bei Herleitung der Mastergleichung Ns =
〈Ns〉th = 〈Ns〉th setzen

– ersetze in Mastergleichung n 2→〈Ns〉th n und (n+1)2→〈Ns〉th (n+1)

– Mastergleichung im großkanonischen Limes

d

dτ
Pn =

L

V

�

〈Ns〉th (n +1)Pn+1− (〈Ns〉th n +ε)Pn +εPn−1

�

– multipliziere mit n und summiere über n und verwende 〈n〉= 〈Ns〉th =
〈Ns〉th)

dτ 〈n〉=
L

V
(ε−〈n〉 〈Ns〉th) ⇒ 〈n〉eq = 〈Ns 〉th =

p
ε ⇒ dτ 〈n〉=

L

V

p
ε(
p
ε−〈n〉)

– Mastergleichung mit 〈Ns〉th =
p
ε

d

dτ
Pn =

L

V

�

ε(Pn−1−Pn ) + (n +1)
p
εPn+1−n

p
εPn

�

– gleiche Technik mit erzeugender Funktion wie bei kanonischer Rech-
nung:

∂τg =
L

V

p
ε(1− x )(∂x g −

p
εg )

– im Gleichgewicht ∂τgeq = 0:

geq(x ) = exp(−
p
ε)exp(x

p
ε)

⇒ Poisson-Verteilung

P (eq)
n =

1

n !
∂ n

x geq(x )

�

�

�

�

x=0

=
p
εn

n !
exp(−

p
ε).
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