Einfiihrung in die theoretische Kern- und
Teilchenphysik
Vorlesung 13: Thermische Feldtheorie
Hendrik van Hees

5. Februar 2026

Inhaltsverzeichnis

1 Erinnerung an die statistische Physik

2 Thermische Feldtheorie

w

Anhang: Gaul’-Integration

=

Literatur

1 Erinnerung an die statistische Physik

Statistische Physik

Literatur: (caiss, reis1, reios, kB61]

16

17



Erinnerung an die statistische Physik

Quantenzustand bei unvollstdndiger Kenntnis des Zustands

heuristisches Argument: Alice kann ein Quantensystem vollstindig pra-
parieren in reine Zustdnde |1,0 j>

sie schickt Bob zufillig die Zustdnde |¢ j> mit Wahrscheinlichkeiten p;

Erwartungswerte fiir Observable A

(Abpon = > p; (i ]A] ;)
]

sei | by} Vollstdndiges Orthonormalsystem =

(Avpab = D >y (W] be, ) r, [A] b, ) r, [5)

kiky j

=Z(ij<bk2|w,-><w,-|bkl >)<ka Al

ik \J

definiere selbstadjungierten statistischen Operator

R=D> pslw)w|

(Adob = D (be, | R| by, ) (i, [A] bi,) = (bi, |RA| by, ) = Tr(RA)

kyky )
= > (br, |A| bi, ) (br, |R| by, ) =D (b, |AR| by, ) =TrAR)
kyky k1

Tr: Spur (trace) eines Operators

- unabhingig von beliebig ausgew#hltem VONS |by.)

— Normierung:

TrR:kZ:Pj<bk|¢j><¢j|bk>=ZPjZ<¢j{bk><bk{lpj):ZPj(l/JjW)j):ij:l

k J

definiert allgemeine Quantenzustdnde
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¢ Entropie

Informationstheorie Mal3 fiir fehlende Information ka7, Hobs7:
S=—Tr(RInR), kz=1.

Prinzip der maximalen Entropie: ,vorurteilsfreieste“ Abschitzung
bei gegebener Information

¢ Zeitentwicklung (von Neumann-Gleichung)

.1
R=-[R H]+3“"R=0
1

¢ stationdre Zustande

3R =0 = [R,H]=0

= R ist Funktion der (unabhéngigen) Erhaltungsgroflen

¢ Gleichgewichtszustinde

groBkanonisches Ensemble: Teilsystem, das mit seiner Umgebung
Energie und Teilchen frei austauschen kann

z.B. sehr grofles Volumen mit Gas (abgeschlossenes System) = be-
trachte Gas in einem immer noch grof3en Teilvolumen

gegebene Information: Energie und erhaltene Ladung des Teilsys-
tems

konnen aber fluktuieren, d.h. suche R maximaler Entropie bei vor-
gebenen Erwartungswerten

(H)=Tt(RH)=U, (Q)=T(RQ)=¢q

Thermodynamik: U innere Energie, g Ladung (z.B. Baryonenzahl)
(ersetzt Teilchenzahl N in nichtrelativistischer Statistik)

aullerdem: Normierung TrR =1

¢ Zustand maximaler Entropie



- Extremwertaufgabe mit Nebenbedingungen: Lagrange-Multiplika-
toren B, ¢ und (Q2—1):

S[S—BU —aq—(Q—1){1)] =0
= Tr6[-R(InR+BH+aQ+(Q—1)1)]=Tr[-6R(InR+SH+aQ +Q1)] 20.
— muss fiir beliebige 0 R gelten =
R=exp(-Q2—BH—-aQ).

— Normierung:
1
TrTR=1= R= Zexp(—ﬂH—aQ), Q=InZ

- i.a. Energieeigenwerte E €[ F,, 00) = f8 > 0, damit Spur existiert
- Z=7Z(B,a)=exp[QB, a)]: grofkanonische Zustandssumme
- B und a: bestimmt {iber

1 1 !
(H)=—Tr{Hexp(-fH—aQ)|=——3Z =—0Q=U,

1 1 |
(@)=~ TQexp(-fH—aQ)l =~ 8,2 =—2,2=4.
— Entropie
S=—Tr(RInR)=Q+ U +aq, U=—0, q=—0,
- Q=8—-pBU —agq: Legendre-Trafo der Entropie (Massieu-Funktion)
- weitere Variable: Volumen V: stecktin H (z.B. fiir freie Teilchen mit
V als Wiirfel der Kantenldnge L mit periodischen Randbedingun-
gen pp € 279
- Q= Q(ﬁ ) V) a)
- Beziehung zur Thermodynamik

dS = (dpegfr+ dad 1+ dV o, Q)+ dU + Udf + daq + gda
=pBdU +o,QdV +adg.

¢ Thermodynamik: 1. Hauptsatz
1
dU=TdS—PdV +udg = E(dS —0oyQdV —aq)

mit T: Temperatur, P: Druck, u: chemisches Potential =

1 1
ﬁz?, p=_an, a=—E

B T



e P:Druck

¢ Groflkanonisches Potential/Landau-Potential
(T, V,u)=—TQ1/T,V,—u/T)=U—-TS—uN
= Legendre-Transformierte von U:

d® =—SdT —PdV —qdu = S=—0;9(T,V,u), P=-3y9, q=-3,9

¢ Thermische Quantenfeldtheorie: beschreibt Materie bei endlichen T und
u

2 Thermische Feldtheorie
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Thermische Feldtheorie
¢ betrachte wieder einfaches Modell mit geladenem Skalarfeld ¢p € C
=(,0" (0" p)—m*p*p—V(i¢)
e invariant unter globaler Phasentransformation

¢'(x)=exp(—iy)p(x), @*(x)=exp(+iy)¢*(x), y=consteR.

= erhaltene Noether-Ladung
Q= f 39" ()i & ¢(x) = const.
R3

* Quantisierung als Bosonen, kanonische Feldimpulse IT = ¢*, IT* = ¢

¢ = kanonische gleichzeitige Kommutatoren:

[p(2, %), 0(1,7)]=[0"(z, %), ¢ t,ﬁ)]=0»
[0(z, %), 0(¢, )] =[0" (¢, ), 11(z, 7)] =0
[o(¢,%),1(¢,7)]=0

[p(2,%),10(¢, y)]—la (Z—7).

Pfadintegralzugang: Ziel Berechnung der Zustandssumme

Z =Trexpl—f(H—uQ)]
— Feldeigenvektoren
xX)|p, 9% 1)=p(x)|p, 9% 1), ¢'(x)|p, 9% 1)=0*(x)|p,¢% 1)
- Zeitentwicklung

¢(r,X)=exp(iH t)$(0, X)exp(—iH 1)

|9, ¢ t)=exp(iH1)|9, ¢*,0).

- Ladungsoperator (in Weyl-Ordnung: kanonische Feldimpulsopera-
toren links von Feldoperatoren)

Q =1J dBrm et —1g).
R3
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- Kommutatoren (folgt auch daraus, dass Q Phasentrafos erzeugt)

[Q ¢(x)]=—0(x), [Q ¢'(x)]=0(x)

exp(—BuQ)d(x)exp(+fuQ)=exp(—Lu)d(x),
exp(—BuQ)¢’(x)exp(+fuQ) = exp(+Bu)p'(x),

exp(BuQ)|¢, ¢*) = |exp(—p )¢, exp(+Su)g*).

- Zustandssumme: berechne Spur mit Feldoperatoreigenzustdnden
(mit £ =0)

Z =Trexp(-fH+HuQ)= A f DPD*(9,9*,0|exp(—B H + puQ)| ¢, 9*,0).
- J:von T und g unabhéngiger (indefiniter) Faktor = (physikalische

irrelevant, s.u.)
- da[Q,H]=0=>

Z= WJ DgoD (o, 9y, 0|exp(BuQ) exp(—p H)| ¢, ¢, 0)
= WJ DDy (exp(—p p)po, exp(+B )¢5, 0|exp(—B H)| po, 95,0)

- Uminterpretation von f als ,Imaginére Zeit“:

(exp(=Bu)go, exp(+B ), 0| exp( —p H )= (exp(Bi)po, exp(—Bu)gs, t =—if|
—i(—ip)H

Z=</VfD¢0D¢§<eXp(—/5!l)¢o»eXp(+/3H)¢3, tr=—ip | o, 95, 1;=0)

- unter Funktionalintegral: Ubergangsmatrixelement fiir imaginire
Zeit

= euklidisches Pfadintegral

- substitutiere t =—it, 7 €[0, 8] in Lagrangian



Lagrangian fiir euklidische Feldtheorie

Ly=—YL— i =(0,0)(0up)+ m*P* ¢ + V(| 9]).

2

mit euklidischen Vierervektoren (7, ¥) und x,,x, = 72+ X
d*x =—idrd*X =—idjx = Euklidische Wirkung:

if d'¢ > if dpx(—1)(—Z5) =—J dpxLe=—S:l¢, 9*].
- ,Ubergangsmatrixelement“ als Pfadintegral
(exp(—Bu)po, exp(+B )y, —iB | do, 5,0) = N f DpDg* exp[—Sg(¢, ¢*)]
KMS

- KMS: Kubo-Martin-Schwinger-Randbedingungen (ubs7, msso)

¢(v=p,X)=exp(—=fu)po(X), ¢*(r=p,X)=exp(+pu)¢y(%),
P(1=0,X)=Po(X), @*(7=0,%)= ().

- Pfadintegral fiir Zustandsumme
4 ==/VJD¢0D¢SJ D@D¢" exp[—Sx(¢, ¢*)]
KMS

¢ Freie Felder: relativistisches ideales geladenes Bosegas

- kann berechnet werden, da dann Gauf3sches Funktionalintegral
Ly = (au¢*)(ay¢) + m2¢*¢

- Euklidische Wirkung

B B
SE=J de d3x££E=J‘ drf dx¢*(—0g + m?)¢
0 R3 0 R3

- NB: partielle Integration im Wirkungsintegral auch fiir 7-Integral
ohne Randterme wegen der quasiperiodischen KMS-Bedingungen!

— Exkurs zu Gaul3-Integralen (s. Anhang 3) = (alle evtl. auftretenden
indefiniten Faktoren werden in .4/° zusammengefasst):



damit gilt formal

. 2 711 . 2
=[det(ﬂ)] =exp[_mn(ﬂ)]
M?2 M?2

M: Energieskala, die Argument der Determinante dimensionslos

macht; = indefiniter Konstante A

zur Berechnung der Spur: 16se Eigenwertproblem des Operators —[g+
2

m

Eigenfunktionen miissen KMS-Bedingung erfiillen
(—Og + m*)p = Ay, (—Og + m?)p* = Ap

Fourier-Entwicklung

bzgl. X zur Regularisierung , Box-Quantisierung“: Wiirfel der Kan-
tenlénge L mit periodischen RBn fiir Felder = p € (2rt/L)Z3

bzgl. T: bosonische Matsubara-Frequenzen w € (27t/f)Z [Mat55]

am Schluss der Rechnung wieder L — 0o

Sov| &P
: o (270

dabei geht rdaumliche ,Nullmode mit p = 0 i.a. verloren, d.h. sie
muss in Fourierdarstellung extra hingeschrieben werden:

¢ (x) = £ exp(—u) +\//3VZJ
wol

T

dann

- exp[(iw— Wt +ip- 2o (w, p),

S exp|(—iw+u)T— ip-2]p*(w, B),

¢*(x) = £ (w)exp(+ut)+y/BV > f
%,_/

wolT

Normierungsfaktor so, dass ¢, é* dimensionslos sind
Eigenwert der Nullmoden: Aq = m? — u?

iibrige Eigenwerte:
Mp)=—liw—pf+E., E,=+vm2+p2, PeR’ 1)

damit alle Eigenwerte Re A > 0 erfiillen, auch Nullmode = u? < m?
=>-m<u<m



- Euklidische Wirkung:

d3p
gs (2P

S =BV(m*—pA)EE+D vV BAl—io—puP+E 1P (e, B (@, B)

- im Pfadintegral ¢ — po+¢@’, D =D@’, p* — po+¢’*, Dp* =Dgp™*
=
Q=InZ=—BV(m*—u®)&*E +1In (N / det| f*(—Og + m?)])
Q (9%

=—BV(m?—pu?)E*E —Trindet[ f*(—0g + m?)]—In.N

=—BV(m?—u?)ErE— Z J d3p1n /5 [—(iw—u)2+E§]+1n,/V}

- Matsubara-Summe ist divergent

- kann Summe iiber w konvergent machen, indem man stattdessen

o d3" 1
O __Z —(iw—u)2+ E}

berechnet
¢ Berechnen von Matsubara-Summen
— Idee: Nutze Residuensatz der Funktionentheorie
- Bose-Einstein-Verteilungsfunktion

1
fe(z)= exp(Bz)—1

B fs(z) hateinfache Pole bei Matsubarafrequenzen z = iw,, =2xin/f,
n € Z mit Residuum 1

iw, =2min/p

E,+u
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Residuensatz fiir rote Kontur <

2 fw)=50 J dzf(2)filz

Reihe konvergent, wenn f(z) im Unendlichen schneller als 1/z ab-
fallt =: kann griine Halbkreise hinzufiigen = tragen im Limes Radius —
oo nichts beit!

fiir obige Summe fiir J,,2€2:
1 B 1
(Z—.U)Z—E,% [Z_(.u""Ep)][z_(‘u_Ep)]

f(z)=

die beiden rot-griinen Konturen umschliel3en jeweils die einfachen
Pole bei z=E,+puund z=—E, +u

Konturen im Uhrzeigersinn: Faktor —27i =

(2m)3 2
d*p ﬂ [
rs (2m)3 2

Summen iiber B mit Faktoren f3 konvergent

d3p ds3
B = ﬁVJ ”L—VJ P B (B =)+ By + 0],
— —

d3*
O Y ==V f {fB [—(E, — W]+ fa(E, + )}

1+ fa(E, — )+ fo(Ep + )]

. (27)p 2E, (27m) 2E,
divergent!
nun ist
O —Lﬁ = —8
" T om ™ T 2E, 5,

integriere bzgl. E,,:

d3p
reY f @y " fm(znl)gs{ln[l‘eXp(‘ﬁ(Ep‘“))]+ln[1—eXP(—ﬂ(Ep+u))]}

dlvergent'

innere Energie

, d3p d3p
_(aﬁQ )az_ﬁuzconm - fRs (27':)93 Ep v fRs (27':)93 Ep [fB(Ep —HF fB(Ep - ‘u)]

~—_———
divergent!
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= divergentes Integral = Nullpunktsenergien der p-Feldmoden E,, /2
fir Teilchen und nochmal E,, /2 fiir die Antiteilchen

taucht auf, weil wir Hamiltonian nicht wie im Operatorformalismus
normalgeordnet sondern Weyl-geordnet haben!

muss abgezogen werden = ,Renormierung®

endliches grokanonisches Potential
(I)( T,V, u, ‘57 g*) = _TQren = V(m2 _.uz)g*g

d3p
+ TVJ (27_:)?3 {In[1—exp (—ﬁ(Ep —w)]+In[1—exp (—ﬂ(Ep +w)]}
R3

Bestimmung der Parameter & und £* bzw. £*&: ® muss minimiert
werden bzgl. solcher indeterminierter Parameter (Thermodynamik!
S. [c;llns])

fiir |u| < m: |E>=0

fiir u = m: |£|? indeterminiert

Gesamtladung (Nettoteilchenzahl):
3

s d*p
q=—0,2=2Vusc+Vv Jw @np [f3(Ep — ) — fo(Ep + )]

Fcond
(ang

fiir u > 0 ist g > 0 = mehr Teilchen als Antiteilchen
fiir u < 0 ist g < 0 = mehr Antiteilchen als Antiteilchen

fiir kleine T < Ty bzw. grofle B liefert maximalstmdoglicher Wert
p=mnur 0 < gang < q = muss |§ > so wiihlen, dass gonq fehlende
Teilchenzahl ergibt

Tiir wird bestimmt durch Bedingung gan = g

entsprechend fiir Antiteilcheniiberschuss: fiir T < Ty liefert u =
—m nur 0> Gang > g = |£|* so wihlen, dass gyonq < 0 fehlende Anti-
teilchenzahl liefert

Term kommt von Nullmode (s.0.): fiir T < Ty, ist makroskopischer
Anteil der Gasteilchen (bzw. Gasantiteilchen) im Einteilchengrund-
zustand bei p =0

Bose-Einstein-Kondensat [ginzs, Einzs]

|E|? ist Ordnungsparameter fiir Phaseniibergang zwischen Zustin-
den mit und ohne Bose-Einstein-Kondensat

12



— Fiir endliches L: komme mit |£|? = 0 aus, da Beitrag der Summe von
P = 0 beliebig mit y — +m betragsmilig beliebig grof gemacht
werden kann

Fermionen

- analog wie bei Bosonen aber mit Grassmann-Zahlenwertigen Fel-
dern

- quasiperiodische Randbedingen bei Bosonen — antiquasiperiodi-
sche Randbedingungen bei Dirac-Fermionen

Y(t=pB,%)=—exp(—Buy(t =0,%),
P(r=PB,%)=—exp(+BuP(r=0,%),

— fermionische Matsubara-Frequenzen

(2Z+1)n
G _—
B
- Summen iiber fermionische Matsubarasummen: —f fz mit Fermi-
verteilungsfunktion
1

Z)=————
fe(z) exp(fz)+1

— keine Nullmoden = Zustandssumme
d3p
re (27)3

Q=InZ=Vg, {ln[l +exp (—ﬂ(Ep —u))] +ln[1 +exp (—/j(Ep +,u))]}.

Spinentartungsfaktor: g, =2s+1=2

¢ Wechselwirkende Theorie

wieder einfachstes Beispiel: A¢* mit ¢ € R = u =0 (keine erhaltene
Ladungen)

1 m* , A,
$—§(3u¢)(5“¢)—7¢ —pr

fiir Zustandssumme, €, ®: formal exakt gleiche erzeugende Funk-
tionale wie im Vakuum

aber: Imagindrzeit t =—it, 7 €[0, 8]
Vertex: —A/4!
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Propagator

1
AP = G ez

, we2n/B)Z

Korrekturen zu 2 =In Z: alle geschlossenen zusammenhéngenden
Diagramme

¢ Wiederherstellung der chiralen Theorie

betrachte einfachstes lineares o-Modell (mit Pionen und o-Meso-
nen)

¢=(o,7)eR*
SU(2);, x SU(2)g-Symmetrie realisiert durch SO(4) (im chiralen Li-
mes)

A
L= 5G9 D)~ V(9) = (30N )~ (9~ [F

kann mitisospin-chemischem Potential gerechnet werden (hier zur
Einfachheit u; =0

berechne effektives Quantenpotential als

V(E, T)=—Q(xi, T)=—InZ(y, T)

Z(&, T)Zﬂf D¢ exp[—Ss(& + ¢)]
KMS

einige Beispieldiagramme

+28@x@

divergente Teile miissen renormiert werden: geht mit reinen Vaku-
um-Gegentermen

T- (und u-)abhéngiges Potential

14



T>T T_ T<T T=0
c e c

~T(e.T) - 0(0,T)

Grundzustand im Minimum des Potentials

&: Ordnungsparameter = & > 0 chiral gebrochene Phase

masselose Pionen

Nambu-Goldstone-Bosonen der spontan gebrochenen Symmetrie:
SO(4) — SO(3)

o -Meson massiv

fir T > T;: £ = 0 = spontane Symmetriebrechung aufgehoben

Pionen werden massiv und haben gleiche Masse wie o

¢ Phasendiagramm der stark wechselwirkenden Materie

- aus QCD-Sicht interpretiert: Schmelzen des Quark-Kondensats

- Gitter-QCD-Rechnung bei endlichen T (ug = 0): Crossover-Uber-
gang bei Tj,. ~ 155 MeV

- auch (pseudo-)kritische Temperatur des Confinement-Deconfine-
ment-Ubergangs

- Phasendiagramm der stark wechselwirkenden Materie

- bei endlichem baryochemischem Potential: ug # 0 = Gitter-QCD
schwierig (,,sign problem*)

- Phasendiagramm nicht exakt bekannt = ultrarelativistische Schwe-
rionenst63e

- Phaseniibergang in Natur: ~ 10 ms nach Urknall

15



aAUus [BrsT22]

3 Anhang: GauRR-Integration

Gaul3-Integration

¢ 1D Gaullintegral
I =J dx exp(—sz).
R

e Trick: berechne I?

I2=f dxdy exp[-A(x*+y?)], ReA>0
R2

* integriere in Polarkoordinaten: x = rcos, y = rsiny, d?y =drdyr:

[ee] 2n T e
I’ = —Ar¥) == [=\/j
fo erO dyrexp(—Ar-) 7 = yl

* Gaul’-Integral iiber komplexes Argument z = x +iy

d(z,z%)
o(x,y)

dzdz*:=dxdy det =dxdy?2i

i
dzdz*exp(—Az*z)=2i | dxdy | [-A(x*+y?)]=2il*= iy
C R? A

16



Sei A € C" selbstadjungiert mit nur positiven Eigenwerten

N

e dann existiert U € SUN) mit A=U'DU, D =diag(},,...,A,) =

I, = f dz;---dz,dz;---dz; exp(—z'Az)

A A

= f dz;---dz,dz]---dz) exp(—z'UTDU 2)
Cn
* substituiere z’ = Uz wegen det U =1
(2mi)” (2mi)”

I,=| dz/---dz/dz]*---dz/*exp(—z'TD2")= = -
" fcn ! n n &Pl ) [1}o2; detd

niitzliche Formel

n
IndetA = lnl_IAj =trlnA
j=1

Gaul3-Integrale tiber Grassmann-Zahlen n, and 7, (a €{1,...,n}):

J]_IdnadnanP M An)= J]_Idnadna A A A nn) =] [ e =detd
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