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1 Erinnerung an die statistische Physik

Statistische Physik

Literatur: [Cal85, Rei81, Rei65, KB61]
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Erinnerung an die statistische Physik

• Quantenzustand bei unvollständiger Kenntnis des Zustands

• heuristisches Argument: Alice kann ein Quantensystem vollständig prä-
parieren in reine Zustände

�

�ψ j

�

• sie schickt Bob zufällig die Zustände
�

�ψ j

�

mit Wahrscheinlichkeiten pj
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∑
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• definiere selbstadjungierten statistischen Operator

R =
∑

j

pj

�
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�

�

⇒
〈A〉Bob =

∑
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∑
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= Tr(R A)
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∑
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�
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∑
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�

�AR
�

�bk1

�

= Tr(AR )

• Tr: Spur (trace) eines Operators

– unabhängig von beliebig ausgewähltem VONS |bk 〉
– Normierung:

Tr R =
∑

k , j

pj




bk

�

�ψ j

�


ψ j

�

�bk

�

=
∑

j

pj

∑

k




ψ j
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�


bk

�
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�
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∑

j
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ψ j

�

�ψ j

�

=
∑

j

pj = 1

• definiert allgemeine Quantenzustände
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• Entropie

– Informationstheorie Maß für fehlende Information [Kat67, Hob87]:

S =−Tr(R ln R ), kB = 1.

– Prinzip der maximalen Entropie: „vorurteilsfreieste“ Abschätzung
bei gegebener Information

• Zeitentwicklung (von Neumann-Gleichung)

�R =
1

i
[R , H ] + ∂ (expl)

t R = 0

• stationäre Zustände

∂
(expl)

t R = 0 ⇒ [R , H ] = 0

⇒ R ist Funktion der (unabhängigen) Erhaltungsgrößen

• Gleichgewichtszustände

– großkanonisches Ensemble: Teilsystem, das mit seiner Umgebung
Energie und Teilchen frei austauschen kann

– z.B. sehr großes Volumen mit Gas (abgeschlossenes System)⇒ be-
trachte Gas in einem immer noch großen Teilvolumen

– gegebene Information: Energie und erhaltene Ladung des Teilsys-
tems

– können aber fluktuieren, d.h. suche R maximaler Entropie bei vor-
gebenen Erwartungswerten

〈H 〉= Tr(R H ) =U , 〈Q 〉= Tr(R Q ) = q

– Thermodynamik: U innere Energie, q Ladung (z.B. Baryonenzahl)
(ersetzt Teilchenzahl N in nichtrelativistischer Statistik)

– außerdem: Normierung Tr R = 1

• Zustand maximaler Entropie
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– Extremwertaufgabe mit Nebenbedingungen: Lagrange-Multiplika-
toren β , α und (Ω−1):

δ[S −βU −αq − (Ω−1) 〈1〉] != 0

⇒ Trδ[−R (ln R +βH +αQ + (Ω−1)1)] = Tr
�−δR (ln R +βH +αQ +Ω1)

� != 0.

– muss für beliebige δR gelten⇒
R = exp(−Ω−βH −αQ ).

– Normierung:

Tr R = 1 ⇒ R =
1

Z
exp(−βH −αQ ), Ω= ln Z

– i.a. Energieeigenwerte E ∈ [E0,∞)⇒ β > 0, damit Spur existiert

– Z = Z (β ,α) = exp[Ω(β ,α)]: großkanonische Zustandssumme

– β und α: bestimmt über

〈H〉= 1

Z
Tr[H exp(−βH −αQ )] =− 1

Z
∂βZ =−∂βΩ !=U ,

〈Q〉= 1

Z
Tr[Q exp(−βH −αQ )] =− 1

Z
∂αZ =−∂αΩ != q .

– Entropie

S =−Tr(R ln R ) =Ω+βU +αq , U =−∂βΩ, q =−∂αΩ
– Ω= S −βU −αq : Legendre-Trafo der Entropie (Massieu-Funktion)

– weitere Variable: Volumen V : steckt in H (z.B. für freie Teilchen mit
V als Würfel der Kantenlänge L mit periodischen Randbedingun-
gen p⃗ ∈ 2π

L Z3)

– Ω=Ω(β , V ,α)

– Beziehung zur Thermodynamik

dS = (����dβ∂βΩ+����dα∂αΩ+dV ∂V Ω) +βdU +���U dβ +���dαq +q dα

=βdU + ∂V ΩdV +αdq .

• Thermodynamik: 1. Hauptsatz

dU = T dS −P dV +µdq =
1

β
(dS − ∂V ΩdV −αq )

mit T : Temperatur, P : Druck, µ: chemisches Potential⇒

β =
1

T
, P =

1

β
∂V Ω, α=−µ

T
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• P : Druck

• Großkanonisches Potential/Landau-Potential

Φ(T , V ,µ) =−TΩ(1/T , V ,−µ/T ) =U −T S −µN

⇒ Legendre-Transformierte von U :

dΦ=−SdT −P dV −q dµ ⇒ S =−∂TΦ(T , V ,µ), P =−∂V Φ, q =−∂µΦ

• Thermische Quantenfeldtheorie: beschreibt Materie bei endlichen T und
µ

2 Thermische Feldtheorie

Thermische Feldtheorie

Literatur: [KG06, LeB96, LV16, Lv87, CSHY85]
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Thermische Feldtheorie

• betrachte wieder einfaches Modell mit geladenem Skalarfeldφ ∈C
L = (∂µφ∗)(∂ µφ)−m 2φ∗φ−V (|φ|)

• invariant unter globaler Phasentransformation

φ′(x ) = exp(−iχ)φ(x ), φ∗(x ) = exp(+iχ)φ∗(x ), χ = const ∈R.

• ⇒ erhaltene Noether-Ladung

Q =

∫

R3

d3 x⃗φ∗(x )i
←→
∂0 φ(x ) = const.

• Quantisierung als Bosonen, kanonische Feldimpulse Π= φ̇∗, Π∗ = φ̇

• ⇒ kanonische gleichzeitige Kommutatoren:
�

φ(t , x⃗ ),φ(t , y⃗ )
�

=
�

φ†(t , x⃗ ),φ(t , y⃗ )
�

= 0,
�

Π(t , x⃗ ),Π(t , y⃗ )
�

=
�

Π†(t , x⃗ ),Π(t , y⃗ )
�

= 0,
�

φ(t , x⃗ ),Π†(t , y⃗ )
�

= 0,
�

φ(t , x⃗ ),Π(t , y⃗ )
�

= iδ(3)(x⃗ − y⃗ ).

• Pfadintegralzugang: Ziel Berechnung der Zustandssumme

Z = Tr exp[−β (H −µQ )]

– Feldeigenvektoren

φ(x )
�

�φ,φ∗, t
�

=φ(x )
�

�φ,φ∗, t
�

, φ†(x )
�

�φ,φ∗, t
�

=φ∗(x )
�

�φ,φ∗, t
�

.

– Zeitentwicklung

φ(t , x⃗ ) = exp(iH t )φ(0, x⃗ )exp(−iH t )

⇒
�

�φ,φ∗, t
�

= exp(iH t )
�

�φ,φ∗, 0
�

.

– Ladungsoperator (in Weyl-Ordnung: kanonische Feldimpulsopera-
toren links von Feldoperatoren)

Q = i

∫

R3

d3 x⃗ (Π†φ†−Πφ).
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– Kommutatoren (folgt auch daraus, dass Q Phasentrafos erzeugt)

�

Q ,φ(x )
�

=−φ(x ), �

Q ,φ†(x )
�

=φ†(x )

⇒
exp(−βµQ )φ(x )exp(+βµQ ) = exp(−βµ)φ(x ),

exp(−βµQ )φ†(x )exp(+βµQ ) = exp(+βµ)φ†(x ),

⇒
exp(βµQ )

�

�φ,φ∗
�

=
�

�exp(−βµ)φ, exp(+βµ)φ∗
�

.

– Zustandssumme: berechne Spur mit Feldoperatoreigenzuständen
(mit t = 0)

Z = Tr exp(−βH+βµQ ) =N
∫

DφDφ∗



φ,φ∗, 0
�

�exp(−βH +βµQ )
�

�φ,φ∗, 0
�

.

– N : von T undµunabhängiger (indefiniter) Faktor⇒ (physikalische
irrelevant, s.u.)

– da [Q , H ] = 0⇒

Z =N
∫

Dφ0Dφ∗0



φ0,φ∗0, 0
�

�exp(βµQ )exp(−βH )
�

�φ0,φ∗0, 0
�

=N
∫

Dφ0Dφ∗0



exp(−βµ)φ0, exp(+βµ)φ∗0, 0
�

�exp(−βH )
�

�φ0,φ∗0, 0
�

– Uminterpretation von β als „Imaginäre Zeit“:




exp(−βµ)φ0, exp(+βµ)φ∗0, 0
�

�exp( −βH
︸ ︷︷ ︸

−i(−iβ )H

) =



exp(βµ)φ0, exp(−βµ)φ∗0, t =−iβ
�

�

⇒

Z =N
∫

Dφ0Dφ∗0



exp(−βµ)φ0, exp(+βµ)φ∗0, tf =−iβ
�

�φ0,φ∗0, ti = 0
�

– unter Funktionalintegral: Übergangsmatrixelement für imaginäre
Zeit

⇒ euklidisches Pfadintegral

– substitutiere t =−iτ, τ ∈ [0,β ] in Lagrangian
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– Lagrangian für euklidische Feldtheorie

LE =−Lt=−iτ = (∂µφ)
∗(∂µφ) +m 2φ∗φ+V (|φ|).

– mit euklidischen Vierervektoren (τ, x⃗ ) und xµxµ =τ2+x⃗ 2

– d4 x =−idτd3 x⃗ =−id4
E x ⇒ Euklidische Wirkung:

i

∫

d4L ⇒ i

∫

d4
E x (−i)(−LE) =−

∫

d4
E xLE =−SE[φ,φ∗].

– „Übergangsmatrixelement“ als Pfadintegral




exp(−βµ)φ0, exp(+βµ)φ∗0,−iβ
�

�φ0,φ∗0, 0
�

=N
∫

KMS

DφDφ∗ exp[−SE(φ,φ∗)]

– KMS: Kubo-Martin-Schwinger-Randbedingungen [Kub57, MS59]

φ(τ=β , x⃗ ) = exp(−βµ)φ0(x⃗ ), φ∗(τ=β , x⃗ ) = exp(+βµ)φ∗0(x⃗ ),
φ(τ= 0, x⃗ ) =φ0(x⃗ ), φ∗(τ= 0, x⃗ ) =φ∗0(x⃗ ).

– Pfadintegral für Zustandsumme

Z =N
∫

Dφ0Dφ∗0

∫

KMS

DφDφ∗ exp[−SE(φ,φ∗)]

• Freie Felder: relativistisches ideales geladenes Bosegas

– kann berechnet werden, da dann Gaußsches Funktionalintegral

LE = (∂µφ
∗)(∂µφ) +m 2φ∗φ

– Euklidische Wirkung

SE =

∫ β

0

dτ

∫

R3

d3 xLE =

∫ β

0

dτ

∫

R3

d3 xφ∗(−□E+m 2)φ

– NB: partielle Integration im Wirkungsintegral auch für τ-Integral
ohne Randterme wegen der quasiperiodischen KMS-Bedingungen!

→ Exkurs zu Gauß-Integralen (s. Anhang 3)⇒ (alle evtl. auftretenden
indefiniten Faktoren werden inN zusammengefasst):

8



– damit gilt formal

Z =

�

det

�−□E +m 2

M 2

��−1

= exp

�

−Tr ln

�−□E +m 2

M 2

��

M : Energieskala, die Argument der Determinante dimensionslos
macht; =̂ indefiniter KonstanteN

– zur Berechnung der Spur: löse Eigenwertproblem des Operators−□E+
m 2

– Eigenfunktionen müssen KMS-Bedingung erfüllen

(−□E+m 2)ϕ =λϕ, (−□E+m 2)ϕ∗ =λϕ

– Fourier-Entwicklung

– bzgl. x⃗ zur Regularisierung „Box-Quantisierung“: Würfel der Kan-
tenlänge L mit periodischen RBn für Felder⇒ p⃗ ∈ (2π/L )Z3

– bzgl. τ: bosonische Matsubara-Frequenzenω ∈ (2π/β )Z [Mat55]

– am Schluss der Rechnung wieder L→∞
– dann

∑

p⃗

→V

∫

R3

d3p⃗

(2π)3

– dabei geht räumliche „Nullmode mit p⃗ = 0 i.a. verloren, d.h. sie
muss in Fourierdarstellung extra hingeschrieben werden:

φ(x ) = ξexp(−µτ)
︸ ︷︷ ︸

ϕ0(τ)

+
Æ

βV
∑

ω

∫

R3

d3p⃗

(2π)3
exp[(iω−µ)τ+ ip⃗ · x⃗ ]φ̃(ω, p⃗ ),

φ∗(x ) = ξ∗(ω)exp(+µτ)
︸ ︷︷ ︸

ϕ∗0(τ)

+
Æ

βV
∑

ω

∫

R3

d3p⃗

(2π)3
exp[(−iω+µ)τ− ip⃗ · x⃗ ]φ̃∗(ω, p⃗ ),

– Normierungsfaktor so, dass φ̃, φ̃∗ dimensionslos sind

– Eigenwert der Nullmoden: λ0 =m 2−µ2

– übrige Eigenwerte:

λ(p ) =−(iω−µ)2+E 2
p , Ep =

Æ

m 2+ p⃗ 2, p⃗ ∈R3 (1)

– damit alle Eigenwerte Reλ> 0 erfüllen, auch Nullmode⇒ µ2 <m 2

⇒−m <µ<m
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– Euklidische Wirkung:

SE =βV (m 2−µ2)ξ∗ξ+
∑

ω

V

∫

R3

d3p⃗

(2π)3
β2[−(iω−µ)2+E 2

p ]φ̃
∗(ω, p⃗ )φ(ω, p⃗ )

– im Pfadintegralφ→ϕ0+φ′, Dφ =Dφ′,φ∗→ϕ0+φ′∗, Dφ∗ =Dφ′∗
⇒
Ω= ln Z =−βV (m 2−µ2)ξ∗ξ

︸ ︷︷ ︸

Ω0

+ ln
�N /det[β 2(−□E+m 2)]

�

︸ ︷︷ ︸

Ω′

=−βV (m 2−µ2)ξ∗ξ−Tr ln det[β2(−□E+m 2)]− lnN

=−βV (m 2−µ2)ξ∗ξ−
∑

ω

V

∫

R3

d3p⃗ ln
¦

β2[−(iω−µ)2+E 2
p ] + lnN

©

– Matsubara-Summe ist divergent

– kann Summe überω konvergent machen, indem man stattdessen

∂m 2Ω′ =−
∑

ω

V

∫

R3

d3p⃗

(2π)3
1

−(iω−µ)2+E 2
p

berechnet

• Berechnen von Matsubara-Summen

– Idee: Nutze Residuensatz der Funktionentheorie

– Bose-Einstein-Verteilungsfunktion

fB(z ) =
1

exp(β z )−1

β fB(z )hat einfache Pole bei Matsubarafrequenzen z = iωn = 2πin/β ,
n ∈Zmit Residuum 1

iωn = 2πin/β

Im z

Re z

C

C ′1C ′2

Ep +µ−(Ep −µ)
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– Residuensatz für rote KonturC
∑

ω

f (iω) =
β

2πi

∫

C
dz f (z ) fB(z ).

– Reihe konvergent, wenn f (z ) im Unendlichen schneller als 1/z ab-
fällt ⇒: kann grüne Halbkreise hinzufügen⇒ tragen im Limes Radius→
∞ nichts bei!

– für obige Summe für ∂m 2Ω:

f (z ) =
1

(z −µ)2−E 2
p
=

1

[z − (µ+Ep )][z − (µ−Ep )]

– die beiden rot-grünen Konturen umschließen jeweils die einfachen
Pole bei z = Ep +µ und z =−Ep +µ

– Konturen im Uhrzeigersinn: Faktor −2πi⇒

∂m 2Ω′ =−V

∫

R3

d3p⃗

(2π)3
β

2Ep

�− fB[−(Ep −µ)] + fB(Ep +µ)
	

=−V

∫

R3

d3p⃗

(2π)3
β

2Ep

�

1+ fB(Ep −µ) + fB(Ep +µ)
�

– Summen über β mit Faktoren fB konvergent

∂m 2Ω′ =−β V

∫

R3

d3p⃗

(2π)3
1

2Ep
︸ ︷︷ ︸

divergent!

−V

∫

R3

d3p⃗

(2π)3
β

2Ep

�

fB(Ep −µ) + fB(Ep +µ)
�

,

– nun ist

∂m 2Ω′ =
1

2m
∂mΩ

′ =
1

2Ep
∂Ep
Ω′.

– integriere bzgl. Ep :

Ω′ =−β V

∫

R3

d3p⃗

(2π)3
Ep

︸ ︷︷ ︸

divergent!

−V

∫

R3

d3p⃗

(2π)3
�

ln
�

1−exp
�−β (Ep −µ)

��

+ ln
�

1−exp
�−β (Ep +µ)

��	

– innere Energie

U =− �∂βΩ′
�

α=−βµ=const
=V

∫

R3

d3p⃗

(2π)3
Ep

︸ ︷︷ ︸

divergent!

+V

∫

R3

d3p⃗

(2π)3
Ep

�

fB(Ep −µ) + fB(Ep +µ)
�
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– ⇒divergentes Integral⇒Nullpunktsenergien der p⃗ -Feldmoden Ep/2
für Teilchen und nochmal Ep/2 für die Antiteilchen

– taucht auf, weil wir Hamiltonian nicht wie im Operatorformalismus
normalgeordnet sondern Weyl-geordnet haben!

– muss abgezogen werden⇒ „Renormierung“

– endliches großkanonisches Potential

Φ(T , V ,µ,ξ,ξ∗) =−TΩren =V (m 2−µ2)ξ∗ξ

+T V

∫

R3

d3p⃗

(2π)3
�

ln
�

1−exp
�−β (Ep −µ)

��

+ ln
�

1−exp
�−β (Ep +µ)

��	

– Bestimmung der Parameter ξ und ξ∗ bzw. ξ∗ξ: Φ muss minimiert
werden bzgl. solcher indeterminierter Parameter (Thermodynamik!
s. [Cal85])

– für |µ|<m : |ξ|2 = 0

– für µ=m : |ξ|2 indeterminiert

– Gesamtladung (Nettoteilchenzahl):

q =−∂µΦ= 2V µξ∗ξ
︸ ︷︷ ︸

qcond

+V

∫

R3

d3p⃗

(2π)3
�

fB(Ep −µ)− fB(Ep +µ)
�

︸ ︷︷ ︸

qang

– für µ> 0 ist q > 0⇒mehr Teilchen als Antiteilchen

– für µ< 0 ist q < 0⇒mehr Antiteilchen als Antiteilchen

– für kleine T < Tkrit bzw. große β liefert maximalstmöglicher Wert
µ =m nur 0 < qang < q ⇒muss |ξ|2 so wählen, dass qcond fehlende
Teilchenzahl ergibt

– Tkrit wird bestimmt durch Bedingung qang = q

– entsprechend für Antiteilchenüberschuss: für T < Tkrit liefert µ =
−m nur 0> qang > q ⇒ |ξ|2 so wählen, dass qkond < 0 fehlende Anti-
teilchenzahl liefert

– Term kommt von Nullmode (s.o.): für T < Tkrit ist makroskopischer
Anteil der Gasteilchen (bzw. Gasantiteilchen) im Einteilchengrund-
zustand bei p⃗ = 0

– Bose-Einstein-Kondensat [Ein24, Ein25]

– |ξ|2 ist Ordnungsparameter für Phasenübergang zwischen Zustän-
den mit und ohne Bose-Einstein-Kondensat
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– Für endliches L : komme mit |ξ|2 = 0 aus, da Beitrag der Summe von
p⃗ = 0 beliebig mit µ → ±m betragsmäßig beliebig groß gemacht
werden kann

Fermionen

– analog wie bei Bosonen aber mit Grassmann-Zahlenwertigen Fel-
dern

– quasiperiodische Randbedingen bei Bosonen→ antiquasiperiodi-
sche Randbedingungen bei Dirac-Fermionen

ψ(τ=β , x⃗ ) =−exp(−βµ)ψ(τ= 0, x⃗ ),

ψ(τ=β , x⃗ ) =−exp(+βµ)ψ(τ= 0, x⃗ ),

– fermionische Matsubara-Frequenzen

ω ∈ (2Z+1)π
β

– Summen über fermionische Matsubarasummen: −β fF mit Fermi-
verteilungsfunktion

fF(z ) =
1

exp(β z )+1

– keine Nullmoden⇒ Zustandssumme

Ω= ln Z =V gs

∫

R3

d3p⃗

(2π)3
�

ln
�

1+exp
�−β (Ep −µ)

��

+ ln
�

1+exp
�−β (Ep +µ)

��	

.

– Spinentartungsfaktor: g s = 2s +1= 2

• Wechselwirkende Theorie

– wieder einfachstes Beispiel:λφ4 mitφ ∈R⇒µ= 0 (keine erhaltene
Ladungen)

L = 1

2
(∂µφ)(∂

µφ)−m 2

2
φ2− λ

4!
φ4

– für Zustandssumme, Ω, Φ: formal exakt gleiche erzeugende Funk-
tionale wie im Vakuum

– aber: Imaginärzeit t =−iτ, τ ∈ [0,β ]

– Vertex: −λ/4!
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– Propagator

∆M(pE) =
1

−(iω)2+ p⃗ 2+m 2
, ω ∈ (2π/β )Z

– Korrekturen zu Ω = ln Z : alle geschlossenen zusammenhängenden
Diagramme

• Wiederherstellung der chiralen Theorie

– betrachte einfachstes lineares σ-Modell (mit Pionen und σ-Meso-
nen)

– φ = (σ, π⃗)T ∈R4

– SU(2)L × SU(2)R-Symmetrie realisiert durch SO(4) (im chiralen Li-
mes)

Lχ limit =
1

2
(∂µφ)(∂

µφ)−V (φ) =
1

2
(∂µφ)(∂

µφ)− λ
4
(φ2− f 2

π )
2

– kann mit isospin-chemischem Potential gerechnet werden (hier zur
Einfachheit µI = 0

– berechne effektives Quantenpotential als

V (ξ, T ) =−Ω(x i , T ) =− ln Z (ϕ, T )

Z (ξ, T ) =N
∫

KMS

Dφ exp
�−SE(ξ+ϕ)

�

– einige Beispieldiagramme

– divergente Teile müssen renormiert werden: geht mit reinen Vaku-
um-Gegentermen

– T - (und µ-)abhängiges Potential
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– Grundzustand im Minimum des Potentials

– ξ: Ordnungsparameter⇒ ξ> 0 chiral gebrochene Phase

– masselose Pionen

– Nambu-Goldstone-Bosonen der spontan gebrochenen Symmetrie:
SO(4)→ SO(3)

– σ-Meson massiv

– für T > Tc: ξ= 0⇒ spontane Symmetriebrechung aufgehoben

– Pionen werden massiv und haben gleiche Masse wieσ

• Phasendiagramm der stark wechselwirkenden Materie

– aus QCD-Sicht interpretiert: Schmelzen des Quark-Kondensats

– Gitter-QCD-Rechnung bei endlichen T (µB = 0): Crossover-Über-
gang bei Tpc ≃ 155 MeV

– auch (pseudo-)kritische Temperatur des Confinement-Deconfine-
ment-Übergangs

– Phasendiagramm der stark wechselwirkenden Materie

– bei endlichem baryochemischem Potential: µB ̸= 0⇒ Gitter-QCD
schwierig („sign problem“)

– Phasendiagramm nicht exakt bekannt⇒ultrarelativistische Schwe-
rionenstöße

– Phasenübergang in Natur: ≃ 10 ms nach Urknall

15



aus [BRST22]

3 Anhang: Gauß-Integration

Gauß-Integration

• 1D Gaußintegral

I =

∫

R
dx exp(−Ax 2).

• Trick: berechne I 2

I 2 =

∫

R2

dx dy exp[−A(x 2+ y 2)], Re A > 0

• integriere in Polarkoordinaten: x = r cosϕ, y = r sinϕ, d2 y = dr dϕr :

I 2 =

∫ ∞

0

dr

∫ 2π

0

dϕr exp(−Ar 2) =
π

A
⇒ I =

s

π

A

• Gauß-Integral über komplexes Argument z = x + iy

dz dz ∗ := dx dy det
∂ (z , z ∗)
∂ (x , y )

= dx dy 2i

⇒
∫

C
dz dz ∗ exp(−Az ∗z ) = 2i

∫

R2

dx dy

∫

[−A(x 2+ y 2)] = 2iI 2 =
2πi

A
.
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• Sei Â ∈Cn selbstadjungiert mit nur positiven Eigenwerten

• dann existiert Û ∈ SU(N )mit Â = Û †D̂Û , D̂ = diag(λ1, . . . ,λn )⇒

In =

∫

Cn

dz1 · · ·dzn dz ∗1 · · ·dz ∗n exp(−z †Âz )

=

∫

Cn

dz1 · · ·dzn dz ∗1 · · ·dz ∗n exp(−z †Û †D̂Û z )

• substituiere z ′ = Û z wegen detÛ = 1

In =

∫

Cn

dz ′1 · · ·dz ′n dz ′∗1 · · ·dz ′∗n exp(−z ′†D̂ ẑ ′) =
(2πi)n
∏n

j=1λ j
=
(2πi)n

det Â

• nützliche Formel

ln det Â = ln
n
∏

j=1

λ j = tr ln Â

• Gauß-Integrale über Grassmann-Zahlen ηa and η̄a (a ∈ {1, . . . , n}):
∫

∏

a

dηa dηa exp(ηT Âη) =

∫

∏

a

dηa dηa

�· · ·+λ1 · · ·λnη1η1 · · ·ηnηn

�

=
n
∏

a=1

λa = det Â
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