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,Eichung“ der globalen
Phasensymmetrie

Literatur: icolis, weiss)
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Eichung der globalen Phasensymmetrie

» Motivation: Prinzip zur Beschreibung von Wechselwirkungen

» klassische Elektrodynamik: Eichtheorie

» moderner Standpunkt: Symmetrie des Dirac-Lagrangians unter
globalen Phasendnderungen Symmetriegruppe U(1)

Kerne & Teilchen 1
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Noether-Theorem: (lokaler) Ladungserhaltungssatz g, j* =0

in klassischer Elektrodynamik: A, nur modulo einer Eichtransformationen
bestimmt

fiir jedes Skalarfeld a beschreibt A’ = A, + 9, a dieselbe Physik wie A,

bei der Eichtransformation handelt es sich also nicht um eine neue Symmetrie, da
sie nicht zu einem neuen Zustand transformiert

stattdessen: elektromagnetisches Feld eindeutig durch E und B bestimmt,
Potentiale, die sich um Eichtransformation unterscheiden, repriasentieren das
gleiche Feld

Darstellung als Eichfeld erweist sich bei Analyse masseloser Spin-1-Teilchen als
(1/2,1/2)-Darstellung der Lorentzgruppe SO(1,3)" als notwendig
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Eichung der globalen Phasensymmetrie

» andernfalls hidtte man masselose Teilchen mit kontinuierlichen
Polarisationsfreiheitsgraden (nie in der Natur beobachtet!) su7s, 1191, Heeo2]

> wichtig fiir Verstdndnis des Higgs-Mechanismus’
(elektroschwache Wechselwirkung)

> NB: der iiblische ,Slang“ der Teilchenphysiker ist oft verwirrend!

> aus Sicht eines Festkorperphysikers (BCS-Theorie der Supraleitung) schén
beschrieben in (creos]

» Eichung der ,Ladungs-U(1)-Transformation*
> freier Dirac-Lagrangian: soll jetzt Elektronen und Positronen e™ beschreiben =
q=—e
L = (x) iy — m)¥(x)
> e > 0: Elementarladung
> in unseren natiirlichen Einheiten dimensionslos:
2 2 2
e’ et Cun _ %Gaug _ 1

A

ad=—= = = =
4m 4meghc  4Armhc fic 137,035999177(21)
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Eichung der globalen Phasensymmetrie
» will U(1)-Transformation ,lokal“ machen:

U(x) = expl—iga(x)]¥(x), ¥'(x)=exp[+iga(x)]¥(x)

» Lagrangian nichtinvariant unter dieser lokalen U(1)-Transformation
> Problem:
3,V (x) = exp[—iga(x)][8, —igd,a(x)]¥(x).
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Eichung der globalen Phasensymmetrie

» Lagrangian wird invariant unter lokaler U(1)-Trafo, wenn man 6’ﬂ durch
eichkovariante Ableitung D, ersetzt:

D,=9,+igA,(x)

mit Vektorfeld A,(x)
> gibt Freiheit, dass A, auch unter lokaler U(1)-Tranformation transformiert wird,
und zwar so, dass

D/ W (x) =[G, +iq A ()] (x)
= exp[-iqa(x)][D], —iq8,a(x)|¥(x)
= expl-iga(x)]D,¥(x)
> Trafo-Verhalten von A,,:

A (x)=Fua(x)=Au(x) = A (x)=A,(x)+F,a(x).
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Eichung der globalen Phasensymmetrie

Kerne & Teilchen 1

Eichtransformation der klassischen E-Dynamik!

unter lokalen U(1)-Trafos invarianter Lagrangian

Prinzip der minimalen Substitution: ersetze im Lagrangian, der unter globalen
U(1)-Trafos invariant ist, , — D,:

Loer = ¢(£)(ID - m)w(ﬁ)

ist bis auf totale Viererdivergenz reell, wenn A, reell ist (dann Wirkung reell)
jetzt ist U kein freies Feld mehr, denn

Lo =P(D[id —m— g AP ]0(x) = L0 —A ()4 (x),  JHx)= gy y(x).
~———

%

zé(_)zﬁ: Lagrangian fiir freies Dirac-Feld (quadratisch in Feldkomponenten)
4: Wechselwirkung zwischen Ladung und elektromagnetischem Feld!

es fehlt nur noch der ,kinetische Term* fiir das elektromagnetische Feld
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Eichung der globalen Phasensymmetrie

> aus klassischer E-Dynamik bekannt
(und einziger eichinvarianter quadratischer Term, mit nur 1. Ableitungen der Ay

1
% ,=—-F

Y 2 ,uv(ﬁ)F'uv(l)’ F,uv(ﬁ) = auAv(ﬁ)_avA‘u(ﬁ)

> y:Photon = elementare Anregung des elektromagnetischen Feldes in der
quantisierten Theorie (s.u.)

> NB: Teilcheninterpretation noch weniger addquat als fiir massive Teilchen!

> neuer Lagrangian

_ 1 _
Lorp =V(x)(id —m)¥(x)— 7 inDF () =g A (V)" (x).

4

(0)
QD

> NB: quantisierte Theorie kann nicht mehr geschlossen gelést werden =
Storungstheorie
> (formale) Entwicklung nach Potenzen von e resp. ¢ = Feynman-Diagramme
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Eichung der globalen Phasensymmetrie

> Bewegungsgleichungen und Interpretation
> Wirkung: V¥ =(1;,1,) xR3

ﬂ@u@=f

1 _ J—
d4£[—ZFWF“”+\IJ(i7’“3H - m)\IJ—AﬂM”l/J-]
v@

» Gleichungen fiir das elektromagnetische Feld: variiere A*
1 —
58 =f d4£[—§F“V51~]w—6Avl117”1/J]
v
=J d'x[-F""9,6A,—6A, 0y ]
V4
=f d*x6A,[+8,F* =Ty ] =0
v
> soll fiir alle 6 A, gelten: =

9, F"" =qUy v =j"

Kerne & Teilchen 1 Hendrik van Hees Goethe-UIniversitit Frankfurt

8]



Eichung der globalen Phasensymmetrie

» inhomogene Maxwell-Gleichungen, denn
8,F" =8,(0°A"—9"A")=0,A+ VA =—E
mnzamAn_anAmzanAm_auAn mna(vXA) mnaBa

» = homogene Maxwell-Gleichungen automatisch erfiillt:

VxE+8,B=Vx(—8,A-VA")+8,B=—8,B+06,B=0,

VxE+0,
V-B=V-(VxA)=
» = Feldgleichungen in Dreierschreibweise:

8HF“°=+§-EQjO=p,

8,0,F"" =¢&,[0?A"—08"0,A’+0,,(8"A"—8"3,,A™)]
=02A+VA —AA+V(V- A

=0,(0,A+VA" ) +V x(Vx A)=Vx B—

= inhomogene Maxwell-Gleichungen

Hendrik van Hees
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Eichung der globalen Phasensymmetrie
» Gleichung fiir ¥: Dirac-Gleichung fiir e~ und e in Wechselwirkung mit em. Feld
> variiere
8S= f d*x69(id — m—A)w.
V@)
» = Dirac-Gleichung fiir geladenes Teilchen in em. Feld
(id —m—A)v=0.

» Zur Interpretation: nichtrelativistischer Grenzfall sness
> Idee: sollte Pauli-Gleichung fiir ein Elektron im dulleren em. Feld erhalten (also
Schrodinger-Wellenmechanik fiir Teilchen mit Spin 1/2)

> niedrige Wechselwirkungsenergien mit dem em. Feld = Positronen werden nicht
erzeugt

> = erstquantisierte“ nichtrelativistische Wellengleichung fiir Spin-1/2-Elektron
> einfacher zu finden in der Standarddarstellung der Dirac-Matrizen

so_[(La 0 i[O ol
"=lo -1,) —5 0 )
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Eichung der globalen Phasensymmetrie

> 70 diagonal: obere (untere) zwei Spinor-Komponenten Eigenwert 1 (-1) =

reprasentieren Teilchen (Antiteilchen)
gewohnliche Spinoren wie in nichtrelativistischer Quantentheorie
> nichtrelativistischer Grenzfall: typische Impulse |§| < m. Dann

>

1
E,~m + — p
» Schreibe Dirac-Gleichung in ,Schrodinger-artiger Form
710,90 = [—if - V+m+qA,7° —qA-F] 0.

» multipliziere von links mit 7°:
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Eichung der globalen Phasensymmetrie

» Operator auf der rechten Seite = Hamilton-Operator
> jetzt nicht-relativistische Ndherung fiir Elektronen (obere beide Komponenten):

U = exp(—imt) (ze_) =

. wef _—»__--’_ e lpe+ 0 U’e— _ 0
id; (l/)e+)—0' (=HV qA)(we_)+qA (¢e+) 2m(¢e+)

> nichtrelativistische Ndherung E ~id, < m, p ~ —iV<m, qﬁ<< m, gA° < m
> = untere Komponenten der Gleichung kénnen gendhert werden durch

1 - = -,
we+ = %O’ : (—IV— qA)we*

» damit in obere Komponenten der Gl.

0, = {ﬁ[&-(—i?—qﬁ)]z +qA0} Ve
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Eichung der globalen Phasensymmetrie

> werte ,kinetischen Term“ aus
(verwende {o/, 0¥} =257% und [0/,0*] = 2ie/*! g, § = § /2) = Pauli-Gleichung:

1 - - - ~
0o =5 —[(-iV—qAP ~2q3-B+qA’lye =Hye

> H enthilt kinetischen Term

A 1
kin = om

(B—aq Ay =3 "

> NB: ﬁ =iV reprasentiert kanonischen Impuls
> Teilchen im Magnetfeld: kinetischer Impuls By, = m 7 = Pan — A
> Wechselwirkungspotential fiir magnetischen Dipol

Vdipz_ﬁ'ﬁ
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Eichung der globalen Phasensymmetrie

Kerne & Teilchen 1

= Operator fiir magnetischen Dipol des Elektrons

q

fi=-—g8, g=2
2m s gS

zum Vergleich: Dipolmoment einer klassischen Stromverteilung:

- q - o q 7

Pa=5 X xp= %gBahnLy 8pahn = 1
kommt auch quantenmechanisch heraus, wenn man Pauli-Gleichung in
Kugelkoordinaten ausarbeitet
Gyro-Faktor g, = 2 wurde vor der Entdeckung der modernen Quantentheorie von A.
Landé empirisch durch Analyse des anomalen Zeeman-Effekts gefunden

Hendrik van Hees Goethe-Universitit Frankfurt 16



Eichung der globalen Phasensymmetrie

> Stern-Gerlach-Experiment (1922 an der Uni Frankfurt!)

Klassisch tatsachlich
erwartete beobachtete
Verteilung  verteilung

: :
% Atom-
strahl-
ofen

inhomogenes
Magnetfeld

Silberatomstrahl

=95 —_
.ue*—zmh—.uBr q=—¢

» wurde als Erfolg des Bohr-Sommerfeld-Modells fehlinterpretiert

» heute: Spin 1/2 und Landé-Faktor 2 = 1 Bohrsches Magneton!

> Erkldrung von g = 2 galt als ein Triumph der Dirac-Gleichung

> der andere war die Vorhersage des Positrons als Antiteilchen des Elektrons
(im Rahmen der Lochertheorie)
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Quantisierung der QED

Literatur: coiis, weios, 1191]
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Quantisierung der QED 1

» Versuch kanonischer Feldquantisierung

Kerne & Teilchen 1

1
— p(0) _ v
A —.,%}, __ZFMVFH
> kanonisch konjugierte Feldimpulse
0% 0% iy 0¥ 0
Ho—.ZO, Hj=—..=—E], Hzg HHZQ -_— = -
0 Ao JAJ H oA, \+E

> naive kanonische Quantisierung unmaglich, da man offensichtich die gleichzeitige
Kommutatorrelation [ITy(t, ®), A°(¢, )] =i6®)(X — ) nicht fordern kann
> verschiedene Losungen: hier Quantisierung in Coulomb-Eichung

-

V-A=0

» Nachteil: nicht manifest Poincaré-kovariant!
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Quantisierung der QED 1

Kerne & Teilchen 1

> lege erst auf klassischer Ebene durch Forderung von Eichfixierungsbedingungen
Potential A* vollstiandig fest
> rechne zundchst mit erhaltenem Viererstrom

8,j"=8p+V-j=0

» Coulomb-Eichung
E=—08,A—VA’, B=VxA,
VxB-0,E=] = V(VA)-AA+(02A+8,VA%)=]

-

>0A=7-6,VA' =],
V-E=p=>-VoA-AA=p => -AA"=p

» in Coulomb-Eichung Problem mit IT° = 0 gel6st =
A ist kein dynamischer Freiheitsgrad

Hendrik van Hees Goethe-UIniversitit Frankfurt
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Quantisierung der QED 1

» wird ersetzt durch ,instantanes Coulomb-Potential“

t,x
A= | ey L)
- R 4m|X — X/|

> in Maxwell-Ampere-Gesetz

- - - %/5 t, X’ - - 1
DA:jL:j_J gy Y optx) ) —j+f d*X'6,p(t, 2V
R3 R3

Am|R -3 47|X — X/|
-2 — 1 -2 =3 -2 - 1
=j—| ERopt,¥)V——=j+| EX¥V jt,¥)NV——r
> Konsistenz mit Coulomb-Eichung:
=3 - o> > o> - - 1
V-OA=0OV-A=V-j, =V-j+ | &SV jt,¥)NA———=0 :))
RS 47| X — X/

—4ms(3—3")
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Quantisierung der QED 1

> NB: Losung scheint ,nicht kausal® zu sein

> aber 16st man Wellengleichung fiir A mit retardiertem Propagator (klassische
Theorie!), erhdlt man retardierte Lésungen fiir Eund B [Hee21]

» Potentiale nicht beobachtbar!

» Quantisierung des freien em. Feldes
> setze wieder j =0 = und verwende A der Coulomb-Eichung

- p=0

V-A=0'> A’=0.

» ,Strahlungseichung” fiir freies em. feld
> Bewegungsgleichung fiir A:

0A =0 = masseloses Feld!

» fithre Modenfunktionen ein:

]' =2 (2 .
————€; exp(—1x - —E =B
(27’[)32|f?)| j(p) P( 242 B)'po E,=|p|

Kerne & Teilchen 1 Hendrik van Hees Goethe-UIniversitit Frankfurt
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Quantisierung der QED 1

» von Coulomb-Eichbedingung

» Es gibt nur zwei Polarisationsfreiheitsgrade
> wihle zu p zwei aufeinander senkrechte reelle Einheitsvektoren L 3, so dass

21(P) x &,(P) = l% —2y(p) =

2 1
ng(l_’))gj(ﬁﬁ =1; = Zgj(ﬁ)gj(ﬁﬁ =13— ﬁﬁfﬂ =Pi(P).
j=1 j=1

> entsprechen linear polarisierten ebenen Wellen
> masseloses Feld = erfordert Eichtheorie
= fiir masseloses Vektorfeld nur 2 statt 3 ,Spin-Freiheitsgrade“
» intrinsische Definition von Quantenzahlen: kein Ruhsystem fiir masselose Teilchen
» Wihle Drehimpulskomponente in Richtung von p: Helizit4t

Kerne & Teilchen 1 Hendrik van Hees Goethe-UIniversitit Frankfurt
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Quantisierung der QED 1

» links- und rechts-drehende zirkular polarisierte Wellen
ELr(P)=—=I[€(P)Lic,(p
L/R(p) 1/5[ 1(P) »(P)]
> L- (R=)polarisierte Wellen: iz =+1 (h =—1) (= Chiralitit via Rechte-Hand-Regel)

» Quantisierung via Feynman-Stiickelberg-Trick

> quantisiere bosonisch, also mit Kommutator-Relationen fiir Erzeugungs- und
Vernichtungsoperatoren (Spin-Statistik-Theorem!)

> klassische Felder reell = Teilchen=Antiteilchen:

A(t, %) f x)+a]uﬁ](x)]
R3
[a;(Prac(@]=0, [a;(P)a,(d)] =68 (F—q).
» Energie- und Impuls

Kerne & Teilchen 1 Hendrik van Hees Goethe-UIniversitit Frankfurt
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Quantisierung der QED 1

Kerne & Teilchen 1
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Noether liefert kanonischen Energie-Impuls-Tensor ®*” mit §,0#” = 0 aus zeitlicher
und rdumlicher Translationsinvarianz

Problem: ©*” nicht eichinvariant

Losung: verwende Belinfante-Energie-Impuls-Tensor 7#” (vgl. Schluss von Vorl. 5)
Resultiert in aus E-Dynamik bekannten Ausdriicken

hier quantisierte Version (einschliellich Normalordnung, um divergierende
Nullpunktsenergiebeitrdge zu subtrahieren)

Energiedichte £ und Impulsdichte g (ist in unseren natiirlichen Einheiten mit ¢ =1
und Symmetrie zugleich Energiestromdichte S)

]- - = =
e(g)ziz[E +B]:, gx)=S(x)="ExB:.
mit

E(x)=—3,A(x), B(x)=VxA(x).
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Quantisierung der QED 1

> Modenentwicklung ergibt fiir Gesamt-Energie und -Impuls erwartungsgeméaf

H= Zf &P E,N (p)= Zf dBIBIN(B), B= ZJ B PN(p

» Gleichzeitige Feldkommutatorrelationen
> ﬁ(&) = E)(l) = —5;121)(&) (s.0.) aber
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Quantisierung der QED 1

> in X:

TR 5P
51(D)= 5 f &P explip - ¥) =

. 1 )
J =2\ 3= k P32
Aﬁnk(x)———(zﬂ)3 Lsd pp’p~exp(ip - X)

1 - PR S 2
=y 9% f d*pexplip - ¥)=+8;8,6(%).
R3

» Green-Funktion von —A ist 1/(47|X|) =
8:8,6B)(X =3
Joay_ 32/, Y% _A-l5, (3)( 2
0 (X)= L@dx—mx_x,| AT'9,0,6¥(%) =

81 (%)= (6, —A718;6,)69(Z).
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Quantisierung der QED 1

> kompatibel mit Coulomb-Eichbedingungen, denn
[V-A(r, %), 10(¢, )] =087 (R — ) =0.

» aber anscheinend Mikrokausalitidt verletzt

»> beobachtbare Groflen miissen aber eichinvariant sein
> = zusammengesetzt aus Eund B

[E/(t, %), EX (¢, 7)]=[BI(z, %), BX(2, 7)] =0,
), EX(t,7)]=ie/*5,6®/(2 - 7).
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