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1 Spezielle Relativitätstheorie

Spezielle Relativitätstheorie

Literatur: [Sch87, SU01, LL92, Hee24, Ein09, Ein05]
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Spezielle Relativitätstheorie

• Historie: Maxwell-Elektrodynamik nicht kovariant unter „Galilei-Boosts“

• Lösung: Poincaré, Lorentz, Einstein: spezielle Relativitätstheorie

– spezielles Relativitätsprinzip (Newton I) gültig

– Lichtgeschwindigkeit unabhängig von Relativbewegung zwischen
Quelle und Empfänger

– Physikalische Gesetze (einschließlich Elektrodynamik!) gleich in al-
len Inertialsystemen

– Minkowski-Raum-Zeit: neues Raum-Zeit-Modell

• klassische relativistische Physik

– klassische Punktteilchenmechanik: (problematisch wegen Strahlungs-
rückwirkung)

– klassische Elektrodynamik: paradigmatisches Beispiel für klassische
relativistische Feldtheorie

– klassische Kontinuumsmechanik: auch klassische Feldtheorie: kei-
ne Probleme mit Strahlungsrückwirkung!

– Gravitation⇒ Allgemeine Relativitätstheorie

• natürliche Formulierung der klassischen relativistischen Physik: Feld-
theorien (lokale Wechselwirkungen)

Spezielle Relativitätstheorie

• im Folgenden: natürliche Einheiten: c = 1 (ħh = kB = 1)

• Minkowski-Raumzeit

– Vierervektoren: x = xµeµ

x = (xµ) =









x 0

x 1

x 2

x 3









=

�

x 0

x⃗

�

(kontravariante Komponenten), x 0 = c t = t .

– Minkowski-Produkt: Einstein-Summenkonvention (summiere über
doppelt auftretende gegenständige Indizes)

x ·y = x ·y = x 0 y 0−x 1 y 1−x 2 y 2−x 3 y 3 =ηµνxµy ν = x Tη̂y , η̂= diag(1,−1,−1,−1).
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– kovariante Vektorkomponenten

(xµ) = η̂x = (ηµνx ν) =

�

x 0

−x⃗

�

⇔ xµ =ηµνxν, (ηµν) = (ηµν) = η̂

• Lorentz-Transformationen

– „pseudo-kartesische Basis“: eµ · eν =ηµν
– Transformation von einem Inertialsystem zu einem anderen

e ′µ = eρΛ
ρ
µ

pseudo-kartesisch

– Bedingung

ηµν = e ′µ · e
′
ν = eρ · eσΛρµΛ

σ
ν =ηρσΛ

ρ
µΛ
σ
ν ⇔ Λ̂Tη̂Λ̂= η̂

– wegen η̂2 =1:
�

η̂Λ̂Tη̂
�

Λ̂=1 ⇒ η̂Λ̂Tη̂= Λ̂−1

– Λ̂ „pseudo-orthogonale Matrix“

• Drehungsfreier Lorentz-Boost in 1-Richtung

– e ′2 = e2, e ′3 = e3:

Λ̂B(η, e⃗1) = (e
′
0, e ′1, e ′2, e ′3) =









A B 0 0
C D 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1









– e ′µ · e
′
ν =ηµν:

A2−C 2 = 1, B 2−D 2 =−1, AB −C D = 0.

– e ′0 soll in „Vorwärtszeitrichtung“ zeigen: A > 0

A = coshη, B = sinhη, C = sinhη, D = coshη, η ∈R
x = x ′µe ′µ = x ′µΛρµeρ ⇒ x = Λ̂x ′ ⇒ x ′ = Λ̂−1 x

�

x ′0

x ′1

�

=

�

x 0 coshη− x 1 sinhη

−x 0 sinhη+ x 1 coshη

�

.
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– Bewegung des Ursprungs von Σ′ bzgl. Σ

x ′1 = 0 ⇒ x 1 = tanhηx 0 = tanhηt ⇒ v = tanhη=
sinhη

coshη
.

– 1− v 2 = 1− tanh2η= (cosh2η− sinh2η)/cosh2η= 1/cosh2η

coshη=
1

p
1− v 2

= γ, sinhη= tanhηcoshη=
v

p
1− v 2

.

– Lorentz-Boost in x 1-Richtung

�

x ′0

x ′1

�

= γ

�

x 0− v x 1

x 1− v x 0

�

= γ

�

t − v x 1

x 1− v t

�

– in SI-Einheiten:
�

c t ′

x ′1

�

=
1
p

1− v 2/c 2

�

c t − v /c x 1

x 1− v t

�

∼=
|v /c |≪1

�

c t

x 1− v t

�

– für |v /c | ≪ 1⇒ Galilei-Boost

t ′ = t , x⃗ ′ = x⃗ − v⃗ t

• Drehungsfreier Lorentz-Boost in beliebiger Richtung n⃗ :

Λ̂B(η, n⃗ ) =

�

coshη sinhηn⃗ T

sinhηn⃗ (coshη−1)n⃗ n⃗ T +13

�

– Λ−1
B (η, n⃗ ) =ΛB(−η, n⃗ )

x ′ =

�

x ′0

x⃗ ′

�

= Λ̂−1
B (η, n⃗ )

�

x 0

x⃗

�

=

�

x 0 coshη− n⃗ · x⃗ sinhη

−x 0 sinhηn⃗ + x⃗ + (coshη−1)(n⃗ · x⃗ )n⃗

�

=

�

γ(t − v⃗ · x⃗ )
γ(x⃗∥− v⃗ t ) + x⃗⊥

�

mit x⃗∥ = n⃗ (n⃗ · x⃗ ), x⃗⊥ = x⃗ − x⃗∥.
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• Minkowski-Geometrie

– x ·x > 0: zeitartig

– x ·x = 0: lichtartig

– x ·x < 0: raumartig

• Lorentz-Gruppe

– Lorentz-Gruppe O(1,3): Λ̂ ∈O(1, 3)⇔ Λ̂−1 = η̂Λ̂Tη̂

Λ̂1, Λ̂2 ∈O(1, 3) ⇒ (Λ̂1Λ̂2)
−1 = Λ̂−1

2 Λ̂
−1
1 = (η̂Λ̂

T
2 η̂)(η̂Λ̂

T
1 η̂) = η̂(Λ̂

T
2 Λ̂

T
1 )η̂= η̂(Λ̂1Λ̂2)

Tη

⇒ Λ̂1Λ̂2 ∈O(1, 3)

– det Λ̂−1 = 1/det Λ̂= (det η̂)2 det Λ̂T = det Λ̂ ⇒ (det Λ̂)2 = 1 ⇒ det Λ̂ ∈ {1,−1}
– Spezielle Lorentz-Gruppe: Λ̂ ∈O(1, 3) und Λ̂ = +1: Λ̂ ∈ SO(1, 3) (Un-

tergruppe)

– (Λ0
0)

2 ≥ 1⇒ Λ0
0 ≥ 1 oder Λ0

0 ≤−1

– Λ̂ ∈ O(1, 3) und Λ0
0 ≥ 1 bilden Untergruppe O(1, 3)↑ (orthochrone

Lorentz-Gruppe)

– Λ̂ ∈ O(1, 3)↑: Zeitrichtung zeit- oder lichtartiger Vektoren ungeän-
dert

– ⇒: kausal verknüpfte Ereignisse müssen zeit- oder lichtartig zuein-
ander liegen
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– Λ̂ ∈ SO(1, 3) undΛ0
0 ≥ 1: Untergruppe SO(1, 3)↑ (eigentlich orthoch-

rone Lorentz-Gruppe)

– SO(1, 3)↑: hängt stetig mit 1 zusammen

• Relativistische Mechanik

– freies Teilchen: Symmetrie unter Zeittranslationen, Raumtransla-
tionen und Rotationen wie in Galilei-Newton-Mechanik

– Noether-Symmetrie: Lagrange-Funktion [Hee18, Hee25]

L = L (v⃗ 2)

– Wirkung muss Lorentz-Invariante sein

S [x ] =

∫ t2

t1

dt L ( ˙⃗x 2) =−
∫ t2

t1

dt m
Æ

1− ˙⃗x 2

– dτ2 = dt 2−dx⃗ 2 = dx ·dx : Lorentz-invariant

– dτ: infinitesimales Zeitintervall gemessen im momentanem Ruh-
system des Teilchens: τ Eigenzeit

– Euler-Lagrange-Gleichungen

L =−m
Æ

1− ˙⃗x 2 ⇒ p⃗ =
∂ L

∂ ˙⃗x
=

m ˙⃗x
p

1− ˙⃗x 2
=mγ ˙⃗x =m

dx⃗

dτ
,

˙⃗p
ELG=

∂ L

∂ x⃗
= 0.

– ∂t L = 0 ⇒ H = E = const

E = p⃗ · ˙⃗x−L =mγ ˙⃗x 2+m/γ=
m

γ
(γ2 ˙⃗x 2+1) =

m

γ

�

˙⃗x 2

1− ˙⃗x 2
+1

�

=mγ ⇒ γ= const

– p⃗ =mγ ˙⃗x = const ⇒ ˙⃗x = v⃗ = const

– m : invariante Masse (Lorentz-Skalar)

– dτ= dt
p

1− v⃗ 2/c 2 = dt /γ

– Vierer-Geschwindigkeit (Vierervektor)

u = dτx =
dt

dτ
ẋ = γ

�

1

v⃗

�

, u ·u = γ2(12−v 2) = γ2(1−v 2) = 1= const
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– Vierer-Impulsvektor

p =m u =

�

mγ

m vγ

�

=

�

E

p⃗

�

⇒ p ·p =m 2 = E 2− p⃗ 2

– relativistische Energie-Impuls-Beziehung

E =
Æ

m 2+ p⃗ 2 =m
Æ

1+ p⃗ 2/m 2

• Nichtrelativistischer Limes

– |p⃗ | ≪m c

E ≃m

�

1+
p⃗ 2

2m 2

�

=m +
p⃗ 2

2m

– nichtrelativistische Energie-Impulsbeziehung (modulo Ruheener-
gie E0 =m c 2)

– veraltet: „relativistische Masse“ mrel = γm

– Einstein 1948: „sollte nicht mehr verwendet werden!“ [Oku89]

– Verwirrung stammt aus 1. Paper zur SRT von 1905

– dort Punktmechanik noch nicht vollständig formuliert

– Planck 1906 [Pla06]

2 Kovariante Elektrodynamik

Kovariante Elektrodynamik

Literatur: [LL92, Jac14]
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Kovariante Elektrodynamik

• Punktladung im äußeren elektromagnetischen Feld

• Elektrodynamik mit Skalar- und Vektorpotentialen

• physikalische Felder (im üblichen 3er-Formalismus)

E⃗ =−∂t A⃗−∇⃗Φ, B⃗ = ∇⃗× A⃗

• Suche relativistisch invarianten Beitrag L int

• fasse Potentiale zu Vierervektorfeld (Aµ) = (Φ, A⃗)T zusammen

• Ladung q als Kopplungsstärke

• kovarianter Wechselwirkungsbeitrag zur Wirkung

dSint =−q dxµAµ

• Wirkung

S [x⃗ ] =

∫ t2

t1

dt
h

−m
Æ

1− ˙⃗x 2−q ẋµAµ(x )
i

• NB: Lokalität der Wechselwirkung: in L geht das em. Feld entlang der
Weltlinie xµ(t ) ein, also stets am momentanen Ort des Teilchens

L =−m
Æ

1− ˙⃗x 2−q [A0(t , x⃗ )− ˙⃗x · A⃗(t , x⃗ )]

• Kanonischer Impuls

p⃗ =
∂ L

∂ ˙⃗x
=mγ ˙⃗x +q A⃗(t , x⃗ )

• kanonischer Impuls nicht mechanischer Impuls p⃗mech =mγ ˙⃗x !

• Bewegungsgleichungen (beachte: A0 = A0 =Φ, A j =−A j , B j = ε j k l ∂k Al )

ṗ j = ṗ
j

mech−q∂t A j + ẋk∂k A j =
∂ L

∂ x j
=−q∂ j A0+q ẋ k∂ j Ak

ṗ
j

mech = q (−∂t A j − ∂ jΦ)+q ẋ k (∂ j Ak − ∂k A j )

= q E j +qε j k l ẋ k B l = q [E j + ( ˙⃗x × B⃗ ) j ]
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• nicht manifest kovariant

• Vierdimensionale Ergänzung und Ableitung nach Eigenzeit mit dτ = γdt

• Viererimpuls

p
µ
mech =mdτxµ =mγdt xµ =

�

mγ

p⃗mech

�

• allerdings nur 3 unabhängige Komponenten:

p
mech
·p

mech
=m 2 ⇒ p

mech
·dτp

mech
= 0 ⇒ p 0

mechdτp 0
mech = p⃗mech·dτp⃗mech.

• Zeitkomponente folgt aus Bewegungsgleichung für p⃗mech

• Vierergeschwindigkeit (uµ) = p
µ
mech/m = dτxµ = γdt xµ

dτp
mech

= q

�

u⃗ · E⃗
u 0E⃗ + u⃗ × B⃗

�

= q (F µν )u
ν

• mit Feldstärke- oder Faraday-Tensor

(F µν ) =









0 E 1 E 2 E 3

E 1 0 B 3 −B 2

E 2 −B 3 0 B 1

E 3 B 2 −B 1 0









, (F µν) = (F µσ η
σν) =









0 −E 1 −E 2 −E 3

E 1 0 −B 3 B 2

E 2 B 3 0 −B 1

E 3 −B 2 B 1 0









,

(Fµν ) =









0 E 1 E 2 E 3

−E 1 0 −B 3 B 2

−E 2 B 3 0 −B 1

−E 3 −B 2 B 1 0









• Beziehung zu Potentialen: Fµν = ∂µAν− ∂νAµ

• Transformationsverhalten unter Lorentz-Boosts

F ′µν(x ′) =Λ µ
B ρ(−η, n⃗ )Λ ν

B σ(−η, n⃗ )F ρσ(x ), x = Λ̂B(+η, n⃗ )

• ergibt für Feldstärken im Dreierformalismus (E⃗∥ = (v⃗ · E⃗ )v⃗ /v⃗ 2, E⃗⊥ = E⃗ −
E⃗∥:

E⃗ ′(x ′) = E⃗∥(x ) +γ[E⃗⊥(x ) + v⃗ × B⃗ (x )] = γ(E⃗ + v⃗ × B⃗ )−
γ2

1+γ
v⃗ [v⃗ · E⃗ (x )],

B⃗ ′(x ′) = B⃗∥(x ) +γ[B⃗⊥(x )− v⃗ × E⃗ (x )] = γ(B⃗ − v⃗ × E⃗ )−
γ2

1+γ
v⃗ [v⃗ · B⃗ (x )].
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• vierdimensionaler Levi-Civita-Tensor: Komponentenεµνρσ total antisym-
metrisch unter Indexvertauschungen und

ε0123 =+1

• CAVEAT!⇒

εµνρσ =ηµµ′ηνν′ηρρ′ησσ′ε
µ′ν′ρ′σ′ =−εµνρσ

• invariante Tensorkomponenten unter SO(1, 3)-Transformationen

• CAVEAT! in der Literatur nicht einheitlich (genau wie Wahl der Signatur
der Minkowski-Pseudometrix (+−−−) (Westküstenkonvention) vs. (−+
+++) (Ostküstenkonvention)

• Hodge-Dual

F† µν =
1

2
εµνρσFρσ =









0 −B 1 −B 2 −B 3

B 1 0 E 3 −E 2

B 2 −E 3 0 E 1

B 3 E 2 −E 1 0









, (F µν)=̂(E⃗ , B⃗ ), ( F† µν)=̂(B⃗ ,−E⃗ )

• F†† µν =−F µν

• Maxwell-Gleichungen

∇⃗ · B⃗ = 0, ∇⃗× E⃗ + ∂t B⃗ = 0 (homogene Maxwell-Gleichungen),

∇⃗ · E⃗ =ρ, ∇⃗× B⃗ − ∂t E⃗ = j⃗ (inhomogene Maxwell-Gleichungen).

• kovariante Version
∂µ F† µν = 0, ∂µF µν = j ν

• Viererstromdichte

j = ( jµ) =

�

ρ

j⃗

�

• Ladungserhaltung (Kontinuitätsgleichung) notwendige Folgerung

∂ν j ν = ∂ν∂µF µν = 0 ⇒ ∂tρ+ ∇⃗ · j⃗ = 0

• Bemerkung: Kovarianz der partiellen Ableitung: SeiΦViererskalarΦ′(x ′) =
Φ(x ), x ′ = Λ̂x

∂ ′µΦ
′ =

∂

∂ x ′µ
=
∂ x ν

∂ x ′µ
∂νΦ=Λ

ν
µ∂νΦ
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• Vierergradient ∂µΦ transformiert sich wie kovariante Vierervektorkom-
ponenten bzw. wie pseudo-kartesische Basisvektoren eν,

e ′µ =Λ
ν
µeν

• kontravariante Komponenten des Vierergradienten

∂ µΦ=ηµρ∂ρΦ=η
µρ ∂

∂ xρ
Φ=

∂

∂ xµ
Φ

• Caveat bei Indexstellung von Ableitungen/Gradienten

• Eichinvarianz: mit χ beliebigem Skalarfeld:

A′µ = Aµ+ ∂ µχ , Φ′ =Φ+ ∂tχ , A⃗′ = A⃗−∇⃗χ

beschreibt dasselbe elektromagnetische Feld:

F ′µν = ∂ µA′ν−∂ νA′µ = ∂ µAν−∂ νAµ−(∂ µ∂ ν−∂ ν∂ µ)χ = ∂ µAν−∂ νAµ = F µν.

• Bewegungsgleichung für Potentiale

∂µF µν = ∂µ(∂
µAν− ∂ νAµ) =□Aν− ∂ν∂µAµ = j ν

• D’Alembert-Operator: □= ∂µ∂ µ = ∂ 2
t −∆ (Wellengleichung!)

• Eichfreiheit⇒darf beliebige Nebenbedingung stellen („Wahl der Eichung“)

• besonders bequem, da kovariant: Lorenz-Eichung

∂µAµ = 0 ⇒ □Aν = j ν

• inhomogene Wellengleichung für Aν (separiert in vier Komponenten, Dank
Lorenz-Eichung)

• NB: Lorenz (Ludvig Lorenz, dänischer Physiker), nicht Lorentz (Hendrik
Antoon Lorentz, niederlänischer Physiker) [JO01]

• Lösung: retardierte Potentiale

Aµ(t , x⃗ ) =

∫

R3

d3 x ′
jµ(t − |r⃗ − r⃗ ′|, r⃗ ′)

4π|r⃗ − r⃗ ′|

• |x⃗− x⃗ ′|/c (in natürlichen Einheiten |x⃗− x⃗ ′|): Lichtlaufzeit von Quellpunkt
x⃗ ′ zu Beobachtungspunkt x⃗
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3 Wirkungsprinzip für Felder

Wirkungsprinzip für Felder

Literatur: [Sop08]
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Wirkungsprinzip für Felder

• irgendwelche Felder Φi (i beliebiger Index; kann für Vektor- oder Ten-
sorfelder auch ein oder mehrere Minkowski-Indizes sein)

• Wirkungsfunktional

S [Φ] =

∫ t2

t1

dt

∫

R3

d3 xL (Φ,∂µΦ)

• Suche stationären Punkt unter Variationen δΦi (mit δt = δx⃗ = 0 und
δΦi (t1, x⃗ ) =δΦi (t2, x⃗ ) = 0

• δ(∂µΦi ) = ∂µδΦi

• Variation der Wirkung (V (4) = (t1, t2)×R3)

• mit partieller Integration:

δS =

∫

V (4)
d4 x

�

∂L
∂ Φi

δΦi + ∂µδΦi
∂L
∂ (∂µΦi )

�

=

∫

V (4)
d4 xδΦi

�

∂L
∂ Φi
− ∂µ

∂L
∂ (∂µΦi )

�

!= 0

• muss für beliebige δΦi gelten⇒ „Fundamentalsatz der Variationsrech-
nung“

• eckige Klammer unter Integral muss verschwinden für alle x ⇒ Euler-
Lagrange-Gleichungen

δS

δΦi
=
∂L
∂ Φi
− ∂µ

∂L
∂ (∂µΦi )

!= 0.

• „rate relativistisch kovariante Gleichungen“:L Viererskalar

• Beispiel: ein reelles Skalarfeld Φ (kein Index A nötig)

• was kann man mit Φ und mit ∂µΦ „basteln“?

• einfachste Idee

L =
1

2
(∂µΦ)(∂

µΦ)−
m 2

2
Φ2

• Bewegungs-Gleichungen⇒ Euler-Lagrange-Gleichungen
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• kanonischer Feldimpuls

Πµ =
∂L
∂ (∂µΦ)

= ∂ µΦ.

• Bewegungs-Gleichungen

∂µΠ
µ−
∂L
∂ Φ
= (□+m 2)Φ= 0

• Klein-Gordon-Gleichung

• folgt mit Einstein-de-Broglie als (vermeintliche!) relativistische Gleichung
für Spin 0

• E =H → i∂t , p⃗ →−i∇⃗

• relativistische Energie-Impuls-Beziehung für freies Teilchen =̂ Dispersi-
onsrelation für Wellen

pµpµ = E 2− p⃗ 2 =m 2 ⇒ [(i∂t )
2− (−i∇⃗)2]Φ=−□Φ=m 2Φ

• Historie: Schrödingers erster Ansatz für quantenmechanische Wellen-
funktion

• Problem: Energieeigenwertproblem für Wasserstoffatom⇒ „falsche“ Fe-
instruktur des Spektrums

• Relativistik nicht richtig, aber nichtrelativistisch stimmt’s

• gleiches Argument für nichtrelativistische Wellenfunktion

• E = p⃗ 2/(2m )

i∂tψ=
1

2m
(−i∇)2ψ=−

1

2m
∆ψ

• Schrödinger-Gleichung für freies Teilchen

• Felder: Aµ (hier i =µ als Feldindex, Lorentz-Index)

• L muss nicht nur Lorentz-Skalar sein, sondern auch eichinvariant

• eichinvarianter Ausdruch aus 1. Ableitungen: Fµn u = ∂µAν− ∂νAµ
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• muss auch noch irgendwie jµ (vorgegebene Viererstromdichte unter-
bringen, die ohne Ableitungen in Maxwell-Gleichungen auftritt)

L =−
1

4
F µνFµν− jµAµ

• Wechselwirkungsterm eichinvariant?⇒Übungen

• einfacher als Euler-Lagrangelgeichungen: direkt Variationsprinzip

δS =−
∫

V (4)
d4 x
�

1

2
F µνδFµν+ jµδAµ

�

=−
∫

V (4)
d4 x
�

F µν∂µδAν+ j νδAν
�

=−
∫

V (4)
d4 xδAν
�

−∂µF µν+ j ν
� != 0

• Bewegungsgleichungen⇒ inhomogene Maxwell-Gleichungen

∂µF µν = j ν

• homogene Maxwell-Gleichungen durch Potentialansatz Fµν = ∂µAν−∂νAµ
erfüllt

• Knobelaufgabe: warum nicht auch prinzipiell BeitragL ′ = F†
µν F µν?

4 Noether-Theorem

Noether-Theorem

[Noe18, Hee24]
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Noether-Theorem

• kontinuierliche Symmetrien: Lie-Gruppen

• in der Physik meist Matrixgruppen

• realisiert durch die Operation von Matrizen auf Vektorräumen Rn oder
Cn

• Beispiel: Drehungen um Winkel ϕ in der Ebene R2

D̂ (ϕ) =

�

cosϕ −sinϕ
sinϕ cosϕ

�

• bilden Abelsche Gruppe SO(2) (spezielle orthogonale Gruppe in R2)

D̂ (ϕ2)D̂ (ϕ1) = D̂ (ϕ1+ϕ2) = D̂ (ϕ1)D̂ (ϕ2)

• Neutrales Element: D̂ (0) =12

• Inverses: D̂ −1(ϕ) = D̂ (−ϕ)⇒ Gruppe

• Gruppenmultiplikation kommutativ⇔ Abelsche Gruppe

• D̂ −1(ϕ) = D̂ (−ϕ) = D̂ T (ϕ), det D̂ (ϕ) = 1

• Matrix differenzierbar nach Parameter ϕ

dϕD̂ (ϕ) =

�

−sinϕ −cosϕ
cosϕ −sinϕ

�

• „infinitesimale Drehung“

D̂ (δϕ) = D̂ (0)+δϕdϕD̂ (0) = D̂ (0)+δϕ t̂ , t̂ =

�

0 −1
1 0

�

=−(εa b )

• t̂ : infinitesimale Erzeugende

D̂ (ϕ+δϕ) = D̂ (δϕ)D̂ (ϕ) = (1+δϕ t̂ )D (ϕ) ⇒ dϕD̂ (ϕ) = t̂ D̂ (ϕ)

• Lösung: Matrix-Exponentialfunktion

D̂ (ϕ) = exp(ϕ t̂ )

16



• Matrix-Exponentialfunktion definiert über Potenzreihe

exp(ϕ t̂ ) =1+ϕ t̂ +
1

2!
ϕ2 t̂ 2+ · · ·=

∞
∑

k=0

1

k !
(ϕ t̂ )2.

• berechne t̂ n

t̂ 2 =−1, t̂ 3 =−t̂ , . . . , t̂ 2 j = (−1) j1, t̂ 2 j+1 = (−1) j t̂

• Exponentialreihe

exp(ϕ t̂ ) =
∞
∑

j=0

(−1) j

(2 j )!
ϕ2 j

1+
∞
∑

j=0

(−1) j

(2 j +1)!
ϕ2 j+1 t̂ = cosϕ1+ sinϕ t̂ = D̂ (ϕ)

• Äquivalente Lagrange-Funktionen

Ak [Φi ] =

∫

V (4)
d4 xLk (φi ,∂µφi , x ), k ∈ {1, 2}

• L1 heißt äquivalent zuL1 falls

δ

δΦi
(A1−A2) = 0

• dann gleiche Bewegungsgleichungen (Euler-Lagrange-Gleichungen)

• Lösung:L1 undL2 äquivalent⇔∃Ωµ(Φi , x )mit

L2 =L1+ ∂µΩ
µ =L1+ ∂µΦi

∂ Ωµ

∂ Φi
+ ∂ (expl)

µ Ωµ

• Beweis

∂L2

∂ (∂µΦi )
=
∂L1

∂ (∂µΦi )
+
∂ Ωµ

∂ Φi
⇒ ∂µ

∂L2

∂ (∂µΦi )
= ∂µ

∂L1

∂ (∂µΦi )
+ ∂µ

∂ Ωµ

∂ Φi
,

∂L2

∂ Φi
=
∂L1

+
∂

∂ Φi
∂µΩ

µ = ∂µ
∂ Ωµ

∂ Φi

⇒
δ

δΦ j
(A2−A1) = 0

• Noether-Symmetrie: Feldtheorie mitL (Φi ,∂µΦi , x )
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• infinitesimale Transformation von Feldern und x

xµ→ x ′µ = xµ−δαkξ
µ
k (x ), Φi →Φ′i (x

′) =Φi (x )+δα
kΞi k (Φi , x )

• Variation der Wirkung

δS =

∫

R4

d4 x ′L (Φ′i ,∂ ′µΦ
′
i , x ′)−
∫

R4

d4 xL (Φi ,∂µΦi , x )

• benötige

δ(∂µΦi ) = ∂
′
µΦ
′
i − ∂µΦi =

∂ x ν

∂ x ′µ
∂ν
�

Φi +δα
kΞi k

�

− ∂µΦi

∂ x ′µ

∂ x ν
=δµν −δα

k∂νξ
µ
k ⇒

∂ x ν

∂ x ′µ
=δνµ+δα

k∂µξ
ν
k +O (δα

2)

⇒δ(∂µΦi ) =δα
k
�

∂µΞi k + ∂µξ
ν
k∂νΦi

�

d4 x ′ = d4 x det

�

∂ x ′

∂ x

�

= d4 x [1−δαk∂µξ
µ
k +O (δα

2)]

• Einsetzen in Variation der Wirkung

δS =δαk

∫

R4

d4 x

�

∂L
∂ Φi

Ξi k +
∂L
∂ (∂µΦi )

[∂µΞi k + ∂µξ
ν
k∂νΦi ]−ξ

µ
k (∂µL )expl−L ∂µξ

µ
k

�

• Symmetrie⇔ δS = 0⇒∃Ωµk (Φ j , x ):

∂L
∂ Φ j

Ξ j k+
∂L

∂ (∂µΦ j )
[∂µΞ j k+∂µξ

ν
k∂νΦ j ]−ξ

µ
k

�

∂ (expl)
µ L
�

−L ∂µξ
µ
k+∂µΩ

µ
k (Φ j , x ) = 0

• kanonischer Energie-Impuls-Tensor

Θµν =
∂L

∂ (∂µΦ j )
∂νΦ j −Lδµν

• Symmetriebedingung:

∂L
∂ Φ j

Ξ j k +
∂L

∂ (∂µΦ j )
∂µΞ j k+∂µξ

ν
kΘ

µ
ν−ξνk
�

∂ (expl)
ν L
�

+∂µΩ
µ
k (Φ j , x ) = 0 (SB)

• muss für beliebige Felder Φ j gelten
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• Folgerungen für Lösungen der Feldgleichungen

∂µ
∂L

∂ (∂µΦ j )
=
∂L
∂ Φ j

• Viererdivergenz des Energie-Impulstensors

∂µΘ
µ
ν =

�

∂µ
∂L

∂ (∂µΦ j )

�

∂νΦ j +
∂L

∂ (∂µΦ j )
∂µ∂νΦ j −

∂L
∂ Φ j

∂νΦ j −
∂L

∂ (∂µΦ j )
∂µ∂νΦ j − ∂ (expl)

ν L

=−∂ (expl)
ν L .

• „blauer Term“

∂L
∂ Φ j

Ξ j k +
∂L

∂ (∂µΦ j )
∂µΞ j k = ∂µ

�

∂L
∂ (∂µΦ j )

Ξ j k

�

• Schlussfolgerung: Noether-Ströme

j
µ
k =

∂L
∂ (∂µΦ j )

Ξ j k +Θ
µ
νξ
ν
k +Ω

µ
k

erfüllen Kontinuitätsgleichung

∂µ j
µ
k = 0

• jede unabhängige Lie-Symmetrie⇒ erhaltene Noether-Ladung

Qk =

∫

R3

d3 x⃗ j 0
k (x )⇒ Q̇k =

∫

R3

d3 x⃗∂t j 0
k =−
∫

R3

d3 x⃗ ∇⃗ j⃗k = 0

• NB: Qk ist Lorentzinvariante⇔ Kontinuitätsgleichung für j
µ
k gilt (Be-

weis mit 4D Gaußschem Integralsatz [Hee24])

• Poincaré-Symmetrie

• Minkowski-Raumzeit: symmetrisch unter Raum-Zeit-Translationen und
eigentlich orthochronen Lorentz-Transformationen

• Noether-Analysis: brauche infinitesimale Transformationen

• Raum-Zeit-Translationen
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– x ′µ = xµ+aµ⇒ infinitesimale Transformation

x ′µ = xµ+δaµ = xµ−δaκξµκ(x ) ⇒ ξ
µ
κ =−δ

µ
κ .

• spezielle orthochrone Lorentz-Transformationen

– x ′µ =Λµνx ν mit Λ̂ ∈ SO(1, 3)↑

– infinitesimal δx =δω̂x

(1+δω̂)Tη̂(1+δω̂) = η̂+δω̂Tη+ η̂δω̂= η̂

⇒δω̂Tη+ η̂δω̂= (ηδω̂)T + η̂δω̂= 0

⇒ηδω̂= (δωµν) =−(δωνµ)

– manifest kovariante Schreibweise

δxµ =δωαβη
µαxβ =

1

2
δωαβ (η

µαxβ−ηµβ xα) ⇒ ξµαβ =
1

2
(xαηµβ−x βηµα)

– Boosts

δω̂B(n⃗ ) = η̂

�

0 n⃗ T

−n⃗ 0

�

=

�

0 n⃗ T

n⃗ 0

�

= n⃗ · ˆ⃗k , k̂ j =

�

0 e⃗ T
j

e⃗ j 0

�

– Drehungen

δω̂µν = η̂

�

0 0
0 εa mn n a

�

=

�

0 0
0 −εa mn n a

�

= n⃗ · ˆ⃗j , jk mn =−εk mn

– infinitesimale Drehung

δx 0 = 0, δx⃗ =−δϕe⃗m n kεk mn x n =δϕn⃗ × x⃗

• Übung: zeige, dass exp(η ˆ⃗k · n⃗ ) Boosts mit Rapidität η in Richtung von

n⃗ und exp(ϕ ˆ⃗j · n⃗ ) Drehungen um den Winkel ϕ um die Drehachse n⃗
erzeugen!

• übliches Transformationsverhalten der Felder

– Felder Skalare unter Translationen

Φ′i (x
′) =Φi (x ) =Φi (x

′−a ) ⇒ δΦi =Φ
′
i (x
′)−Φi (x ) = 0 ⇒ Ξi k = 0

– FallsL nicht explizit von x abhängt⇒ kann Ωµ = 0 setzen

20



– Noether-Ströme = kanonischer Energie-Impuls-Tensor

– (lokale!) Energie-Impulserhaltung

∂µΘ
µν = 0.

– (Θ0ν) =

�

ϵ

g⃗

�

– ϵ: Energiedichte

– g⃗ : Impulsdichte

– eigentlich orthochrone Lorentz-Trafos: Felder transformieren unter
irgendeiner (endlichdimensionalen) linearen Darstellung der SO(1, 3)↑

Φ′i (x
′) =Mi j (Λ)Φ j (x ) =Mi j (Λ)Φ j (Λ̂

−1 x ′)

– Darstellungseigenschaft

M̂ (Λ̂1)M̂ (Λ̂2) = M̂ (Λ̂1Λ̂2)

– infinitesimal

δφi =
1

2
δωαβΣ

αβ
i j φ j ⇒ Ξ

αβ
i =

1

2
Σ
αβ
i j φ j ,

– NB: für Vektorfelder sind die Σ̂αβ durch die ˆ⃗k und ˆ⃗j gegeben, denn

A′µ(x ′) =ΛµνAν(x ) =ΛµνAν(Λ̂−1 x ′)

– üblicherweise ist L Skalar unter SO(1, 3)↑-Transformationen und
nicht explizit x -abhängig⇒ kann Ωµ = 0 wählen

– Noether-Ströme kanonischer Vierer-Drehimpulstensor

J µαβ =−J µβα = xαΘµβ−x βΘµα+Sµαβ with Sµαβ =
∂L

∂ (∂µφi )
Σ
αβ
i j φ j .

– für Skalarfeld Ξ
µν
i j = 0

– dann für reine Boosts (δωa b = 0)

J µ0β = x 0Θµβ − xβΘµ0
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– drei Erhaltungsgrößen (β ∈ {1, 2, 3}) (β = 0 liefert einfach 0); mit E
Gesamtenergie und P⃗ Gesamtimpuls

K β =

∫

R3

d3 x (x 0Θ0β − xβΘ00) = const

⇒ K⃗ =

∫

R3

d3 x⃗ (t g⃗ − x⃗ϵ) = P⃗ t −
∫

R3

d3 x⃗ x⃗ϵ =−R⃗0 = const

– Energie-Schwerpunkt bewegt sich geradlinig gleichförmig

R⃗ :=
1

E

∫

R3

d3 x⃗ x⃗ϵ ⇒ R⃗ = R⃗0+
P⃗

E
t

– NB: gleiche Analyse in Newtonscher (Kontinuums-)Mechanik: mas-
sengewichteter Schwerpunkt bewegt sich geradlinig gleichförmig

– in Relativitätstheorie ist die Gesamtenergie Maß für Trägheit!

• Pseudoeichtransformationen

– Stromdichten erhaltener Ladungen nicht eindeutig bestimmt: Sei
Ωµν =−Ωµν eine beliebige Funktion der Felder und x ⇒

j ′µ = jµ+ ∂νΩ
µν ⇒ ∂µ j ′µ = ∂µ jµ

– Erhaltung gilt dann auch für neue Stromdichte, wenn ∂µ jµ = 0

– Noether-Stromdichten nicht eindeutig durch Symmetrien bestimmt

– aber Gesamtladung: mit Gaußschem Integralsatz und Verschwin-
den der Ladungsdichte im räumlich Unendlichen

Q ′ =

∫

R3

d3 x⃗ j ′0 =

∫

R3

d3 x⃗ [ j 0+ ∂nΩ
0n ] = 0

• Belinfante-Rosenfeld-Tensor

– Uneindeutigkeit des Energie-Impuls- und Viererdrehimpulstensors

– Pseudo-Eichtransformationen: kann Energie-Impulstensor immer
symmetrisch wählen hat manchmal Vorteile: z.B. eichinvarianter
Energie-Impulstensor in Elektrodynamik (s. Übungen)

– Lorentzinvarianz⇒ Viererdrehimpulstensor

J µαβ =−J µβα = xαΘµβ − xβΘµα+Sµαβ ,

∂µ J µρν =Θρν−Θνρ + ∂µSµρν = 0.
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– Pseudoeichtransformation

T µν =Θµν+ ∂ρΩ
µρν, Ωµρν =−Ωρµν

– suche Ωµρν so, dass T µν = T νµ [Bel40, Ros40]

Ωµρν =
1

2
(Sµνρ −Sρνµ+Sνµρ),

T µν =Θµν+
1

2
∂ρ(S

µνρ +Sνµρ)−
1

2
(Θµν−Θνµ) =

1

2
(Θµν+Θνµ) +

1

2
∂ρ(S

µνρ +Sνµρ)

– neuer Viererdrehimpulstensor

J̃ µαβ = xαT µβ − xβT µα ⇒ ∂µ J̃ µαβ = T αβ + xα∂µT µβ −T βα− xβ∂µT µβ = 0

– ⇒ Pseudoeichtransformation des kanonischen Viererdrehimpuls-
tensors:

J̃ µαβ = xαΘµβ − xβΘµα+ xα∂ρΩ
µρβ − xβ∂ρΩ

µρα

= J µαβ −Sµαβ + ∂ρ(x
αΩµρβ − xβΩµρα)− (Ωµαβ −Ωµβα)

= J µαβ + ∂ρΩ
µραβ , Ωµραβ = xαΩµρβ − xβΩµρα
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