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Spezielle Relativititstheorie
¢ Historie: Maxwell-Elektrodynamik nicht kovariant unter ,Galilei-Boosts*
¢ Losung: Poincaré, Lorentz, Einstein: spezielle Relativitédtstheorie

- spezielles Relativitdtsprinzip (Newton I) giiltig

- Lichtgeschwindigkeit unabhingig von Relativbewegung zwischen
Quelle und Empfanger

- Physikalische Gesetze (einschlieBlich Elektrodynamik!) gleich in al-
len Inertialsystemen

- Minkowski-Raum-Zeit: neues Raum-Zeit-Modell
¢ klassische relativistische Physik

klassische Punktteilchenmechanik: (problematisch wegen Strahlungs-
riickwirkung)

klassische Elektrodynamik: paradigmatisches Beispiel fiir klassische
relativistische Feldtheorie

klassische Kontinuumsmechanik: auch klassische Feldtheorie: kei-
ne Probleme mit Strahlungsriickwirkung!

Gravitation = Allgemeine Relativitdtstheorie

¢ natiirliche Formulierung der klassischen relativistischen Physik: Feld-
theorien (lokale Wechselwirkungen)

Spezielle Relativititstheorie
¢ im Folgenden: natiirliche Einheiten: c =1 (i=kg =1)
¢ Minkowski-Raumzeit

— Vierervektoren: x = x# e,

xO

X 0

1 0
x
x=(x"= 2= ( 3 ) (kontravariante Komponenten), x =ct=t.

x3

— Minkowski-Produkt: Einstein-Summenkonvention (summiere iiber
doppelt auftretende gegenstiindige Indizes)

xy=xy=x"y'—x'y'=x?y’—x3yP =n,,x*y"=x"y, 0=diag1,—1,-1,-1).
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- kovariante Vektorkomponenten

. x° .
() =Nx=Myuyx")= (—55) ext=n""x,, W")=Muw)=1

¢ Lorentz-Transformationen

- ,pseudo-kartesische Basis“: e, - e, =1,

Transformation von einem Inertialsystem zu einem anderen
e =e,\’
u P

pseudo-kartesisch

Bedingung

Nuv=e, e, =€, e A’ N7 =1, A7 & AThaA=n

wegen 7)? = 1:
(MATH)A=1 = nA"n=A"
— A ,pseudo-orthogonale Matrix*

¢ Drehungsfreier Lorentz-Boost in 1-Richtung

/ / .
- ez=82, 83=93.

Ag(n,8)=(ey e}, e e5) =

co 0O
co Uw
o = O O
- o O O

- e;: el =Ty
A*—C*=1, B*-D*=-1, AB—CD=0.
- e; sollin ,Vorwirtszeitrichtung” zeigen: A> 0

A=coshn, B=sinhn, C=sinhn, D =coshn, neR

x=x"e, =x"AP e, > x=Ax'= x'=A1x

x%\ [ x%coshn—x'sinhn
x1) \=x%sinhn+x'coshn)’



Bewegung des Ursprungs von ¥’ bzgl. &

sinhn

/1 1 0
x"=0= x =tanhnx” =tanhnt = v=tanhn= .
1 1 1 coshn

- 1—v?=1—tanh?n =(cosh®n—sinh®n)/cosh®n =1/ cosh’n

1 v
=v, sinhn=tanhncoshn= .
T—v? Y n n n =2

coshn =

Lorentz-Boost in x!-Richtung

x"0 3 x0—pxl 3 t—ovx!
P20 I WS BN ) B

in SI-Einheiten:

ct’) 1 ct—v/ex') _ ct
x"! _\/1—v2/02 xt—=ve  Jpseea\xt—ve
- fiir [v/c| < 1 = Galilei-Boost

t'=t, ¥=X-0t

e Drehungsfreier Lorentz-Boost in beliebiger Richtung 7i:

~ . o[ coshn sinhniT
AB(n’n)_(Sinhnﬁ’ (coshn—1)iAn" + 13

- AEI(TI» ﬁ):AB(_n! ﬁ)
llz )i//o :Agl(n;ﬁ) 'Xi;o == 0.: xoc—())Sh—?:’_ﬁ‘X’Sinhne =2\2
X —x"sinhnn + X + (coshn—1)(7i - X)7i
( y(t—17-X)

L. . mit X =7#(i-X), X =X—3%.
(X —v6)+ xl) I I



¢ Minkowski-Geometrie

- x-x > 0: zeitartig
- x-x =0:lichtartig

- X -x <0: raumartig
¢ Lorentz-Gruppe
- Lorentz-Gruppe 0(1,3): A€ 0(1,3) & A1 =nATH

Ay, A €0(1,3) = (A A =ATAT = (A AT 7)) = n(A; AN =1n(AAx) " n
= AA,€0(1,3)

— detA~! =1/detA = (det)*detAT =detA = (detA’ =1 = detAe{1,—1}

- Spezielle Lorentz-Gruppe: A € O(1,3) und A = +1: A € SO(1,3) (Un-
tergruppe)

- (A%)P=1=A%>1oder A% <-1

- A € 0(1,3) und AOO > 1 bilden Untergruppe O(1,3)! (orthochrone
Lorentz-Gruppe)

- A € 0(1,3)': Zeitrichtung zeit- oder lichtartiger Vektoren unge4n-
dert

- =:kausal verkniipfte Ereignisse miissen zeit- oder lichtartig zuein-
ander liegen



- AesO(1,3)und AO0 > 1: Untergruppe SO(1,3)! (eigentlich orthoch-
rone Lorentz-Gruppe)

- SO(1,3)": hingt stetig mit 1 zusammen

¢ Relativistische Mechanik

freies Teilchen: Symmetrie unter Zeittranslationen, Raumtransla-
tionen und Rotationen wie in Galilei-Newton-Mechanik

- Noether-Symmetrie: Lagrange-Funktion feeis, Heezs)
L=L(7?

- Wirkung muss Lorentz-Invariante sein

1 t
S[x] =J drL(%?) =—f dimvV1-—3%x2
t h

1

- dt2=dt®—d®?=dx-dx: Lorentz-invariant

- drt: infinitesimales Zeitintervall gemessen im momentanem Ruh-
system des Teilchens: 7 Eigenzeit

- Euler-Lagrange-Gleichungen

- oL mx ; dx
L=—mV1-X2= p=—<=—==myx=m—,
ox 1— %2 dr
; oL
_,EgG__)ZO'
ox
- J;L=0= H=E =const
m m( Xx?
RN 59 2592
E=p-X—L=myX +m/y=—(yx+1)=—( 5 +1)=my:>y=const

Y 7 \1—-X2

- p=myX =const = % = I/ = const
— m: invariante Masse (Lorentz-Skalar)

- dr=dty/1-02/c2=dt/y

- Vierer-Geschwindigkeit (Vierervektor)

dr .

1
u=d.;x= —1=7(

-
v

=7 ) u-u=y*(12—v*)=y*(1-v*)=1=const

»



— Vierer-Impulsvektor

my E S
B:mﬂ:(mvy):(ﬁ) = B'B:mzzEz—Pz

- relativistische Energie-Impuls-Beziehung

E:\/m2+f7’2:m\/1+ﬁ2/m2
¢ Nichtrelativistischer Limes

- [Pl<me

=2 -2
E~m 1+]9_ =m+p—
2m?2 2m

nichtrelativistische Energie-Impulsbeziehung (modulo Ruheener-
gie Ey = mc?)

veraltet: ,relativistische Masse“ m e =y m

Einstein 1948: ,sollte nicht mehr verwendet werden! (oxuso;

Verwirrung stammt aus 1. Paper zur SRT von 1905

dort Punktmechanik noch nicht vollstdndig formuliert
Planck 1906 [Pla06)

Kovariante Elektrodynamik

Kovariante Elektrodynamik

Literatur: (1192, jac14]



Kovariante Elektrodynamik

Punktladung im dulleren elektromagnetischen Feld
Elektrodynamik mit Skalar- und Vektorpotentialen

physikalische Felder (im iiblichen 3er-Formalismus)

- = = =

E=—0,A—V®, B=VxA

Suche relativistisch invarianten Beitrag L;
fasse Potentiale zu Vierervektorfeld (A#) = (®, A)T zusammen
Ladung g als Kopplungsstédrke

kovarianter Wechselwirkungsbeitrag zur Wirkung
Wirkung

S[X’]:J zdt[—m\h—fz_quu(y]
|

NB: Lokalitdt der Wechselwirkung: in L geht das em. Feld entlang der
Weltlinie x*(t) ein, also stets am momentanen Ort des Teilchens

-

L=—mV1—32—q[Ay(t,%)— % A(t, ?)]

Kanonischer Impuls

- 3L 5 e -
p=—_5=myx+qA(t,X)
ox

kanonischer Impuls nicht mechanischer Impuls pech = myf!

Bewegungsgleichungen (beachte: A=A’ =9, A/ =—A;, B/ = e/l 5 A"
) = pl A +x00uA = 25 8,0+ q 558,
p _pmech_q t j+xk k j_m__qj otgx j Ak
Pl =q(—8,A1 —3,0)+ qi*(8;A% — .A))
=qE+qe/* x*B' = g[E +(% x B)/]



nicht manifest kovariant
Vierdimensionale Ergdnzung und Ableitung nach Eigenzeit mitd, =yd,

Viererimpuls

prlrllechz dexM = m‘)/dtx'u = (—»mr )

Pmech
allerdings nur 3 unabhingige Komponenten:

_ 2 _ 0 0 _ = =
p =m- = Emech'dTEmech =0= pmechdfpmech - pmech'dfrpmech-

_mech.Emech
Zeitkomponente folgt aus Bewegungsgleichung fiir ppech

Vierergeschwindigkeit (u*) = plfl ech/M=drxt=yd, x*

i-E
_ _ u v
2= o 15~

mit Feldstdrke- oder Faraday-Tensor

o0 E!' E? E3 0 —E! —E?

u E' 0o B® -—B? v u on_|E' 0 —B?
(Fv): E2 _B3 0 Bl ’ (F ):(FU T’ ): E2 B3 0
\Ei‘ B2 —B' 0 E3 —B? B!

0 E!' E? EB
—E' 0 —-B® B?
(F,uv): _EZ BB 0 _Bl
\-E* —-B> B' 0

Beziehung zu Potentialen: F,, = J,A,—0,A,
Transformationsverhalten unter Lorentz-Boosts
F(x) = Ay (=10, NGy (=1, AFPO (x),  x = Ag(+, 7)

ergibt fiir Feldstdrken im Dreierformalismus (E” =(0-E)3/P% E =E—
E;

F(a)= B+ B ) + 0 x Bl =y(B + 9 x B {10 )
2
B =By +y1Bua)= 9 x B =78~ 0 x B)— {017 B



vierdimensionaler Levi-Civita-Tensor: Komponenten e“*?¢ total antisym-
metrisch unter Indexvertauschungen und

0123 _

€ +1

CAVEAT! >
/V/ s
E.UVPU' = n,uu/nvv/npp/?’]galeu PO —__cUvpo
invariante Tensorkomponenten unter SO(1, 3)-Transformationen

CAVEAT! in der Literatur nicht einheitlich (genau wie Wahl der Signatur
der Minkowski-Pseudometrix (+ ——) (Westkiistenkonvention) vs. (—+
+++) (Ostkiistenkonvention)

Hodge-Dual

0 —-B' —B* -B®
B! 0 E® -—E?
B> —E* o0 E!' [
B E?> —E' 0

1 = o = -
= e B = (FREE, B, ()25, )

tEpuwy — _puv
Maxwell-Gleichungen

-

0, VxE+3,B=0 (homogene Maxwell-Gleichungen),
p, V

oo
Il

-

_atE

< <
i
[l

f (inhomogene Maxwell-Gleichungen).

oo

X

kovariante Version
tfouvy _ uy _ sv
é’u F*" =0, 8HF =]

Viererstromdichte

Ladungserhaltung (Kontinuitédtsgleichung) notwendige Folgerung
8,j’=03,6,F""=0= 8,p+V-7=0

Bemerkung: Kovarianz der partiellen Ableitung: Sei ® Viererskalar ®'(x’) =

o(x), x'=Ax

0 dx7

Cdxm Qxm

3,9’ 0,2=A",0,®
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Vierergradient J,® transformiert sich wie kovariante Vierervektorkom-
ponenten bzw. wie pseudo-kartesische Basisvektoren e,,

/ v
=A
e, 1€y

kontravariante Komponenten des Vierergradienten

2 2
Ho=n"o, o=’ —&=—00
TP =T 50" " ax,

Caveat bei Indexstellung von Ableitungen/Gradienten
Eichinvarianz: mit y beliebigem Skalarfeld:
AP =AF 4ty & =0+0,y, A=A-Vy

beschreibt dasselbe elektromagnetische Feld:
FMY=0HlA"—0VAM =P A"—0 " AV —(0H3"—0 70"y =0* AV—0 " A* = FM?,
Bewegungsgleichung fiir Potentiale
9, F""=9g,(0"A"-0"A")=0A"—-0,0,A" = j”

D’Alembert-Operator: 0= g,0" = 97 — A (Wellengleichung!)
Eichfreiheit = darfbeliebige Nebenbedingung stellen (,Wahl der Eichung*)
besonders bequem, da kovariant: Lorenz-Eichung

0,A"=0=D0A"=j"
inhomogene Wellengleichungfiir A” (separiert in vier Komponenten, Dank
Lorenz-Eichung)

NB: Lorenz (Ludvig Lorenz, ddnischer Physiker), nicht Lorentz (Hendrik
Antoon Lorentz, niederldnischer Physiker) joo1

Losung: retardierte Potentiale

AM(£, %)= J Bx S JHE =17 =7, 7)

47| — 7|

-

|X—X’|/ ¢ (in natiirlichen Einheiten | X—X’|): Lichtlaufzeit von Quellpunkt

X’ zu Beobachtungspunkt X

11



3 Wirkungsprinzip fiir Felder

Wirkungsprinzip fiir Felder

Literatur: [Sop08]
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Wirkungsprinzip fiir Felder

 irgendwelche Felder ®; (i beliebiger Index; kann fiir Vektor- oder Ten-
sorfelder auch ein oder mehrere Minkowski-Indizes sein)

¢ Wirkungsfunktional

7
S[®] = f dtJ d*x2(®,0,9)
f R3
¢ Suche stationdren Punkt unter Variationen 6®; (mit 6¢ = 6X = 0 und
0®;(t,X)=06®;(1,,X)=0
* 6(9,9;)=7,69;
e Variation der Wirkung (V¥ = (¢, £,) x R3)

¢ mit partieller Integration:

0% 0%
6S= d4x[—5<1>-+8 5<1>,-—}
f v@ oo, ' " 10(0,9))

R o% 1.
= d4x5<1>-[ -9 ]io

e muss fiir beliebige 0®; gelten = ,,Fundamentalsatz der Variationsrech-
nung*

¢ eckige Klammer unter Integral muss verschwinden fiir alle x = Euler-
Lagrange-Gleichungen
0S 0% 0%

— = -9 =0.
60; 0®; "0(9,9;)

e ,rate relativistisch kovariante Gleichungen: . Viererskalar
¢ Beispiel: ein reelles Skalarfeld ® (kein Index A notig)
* was kann man mit ¢ und mit J,® ,basteln“?

¢ einfachste Idee )

1 m
& =-(9,9)(0"®)— —@°
50207 0)——
* Bewegungs-Gleichungen = Euler-Lagrange-Gleichungen

13



kanonischer Feldimpuls

54
= =o!®.
2(9,9)
Bewegungs-Gleichungen
0%
3HH'M—% =[O+ mz)(P:O

Klein-Gordon-Gleichung

folgt mit Einstein-de-Broglie als (vermeintliche!) relativistische Gleichung
fiir Spin 0

E=H —id,, p——iV

relativistische Energie-Impuls-Beziehung fiir freies Teilchen = Dispersi-
onsrelation fiir Wellen

pupt =E*—p*=m* = [(i5,)’ —(-iV)*|o = —0® = m*®
Historie: Schrédingers erster Ansatz fiir quantenmechanische Wellen-

funktion

Problem: Energieeigenwertproblem fiir Wasserstoffatom =, falsche“ Fe-
instruktur des Spektrums

Relativistik nicht richtig, aber nichtrelativistisch stimmt’s
gleiches Argument fiir nichtrelativistische Wellenfunktion
E=p*/2m) ) )

101 = S (=i =—— Ay
Schrédinger-Gleichung fiir freies Teilchen
Felder: A* (hier i = u als Feldindex, Lorentz-Index)
% muss nicht nur Lorentz-Skalar sein, sondern auch eichinvariant

eichinvarianter Ausdruch aus 1. Ableitungen: F,,, = 9,A,—0,A,

14



e muss auch noch irgendwie j* (vorgegebene Viererstromdichte unter-
bringen, die ohne Ableitungen in Maxwell-Gleichungen auftritt)

1
L == FW Ry P A,

* Wechselwirkungsterm eichinvariant? = Ubungen

¢ einfacher als Euler-Lagrangelgeichungen: direkt Variationsprinzip

1 .
6S :—fvm d*x |:§Fuv5Fuv+]u5AM] Z—J

d*x[F"78,6A,+j"6A,]
v

:—f d*x6A,[-8,F*" +j"]=0
401

* Bewegungsgleichungen = inhomogene Maxwell-Gleichungen

9 FH ="

* homogene Maxwell-Gleichungen durch Potentialansatz F,, = 9,A,—0,A,
erfiillt

¢ Knobelaufgabe: warum nicht auch prinzipiell Beitrag ¢’ = TFM , FA?

4 Noether-Theorem

Noether-Theorem

[Noel8, Hee24]
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Noether-Theorem

kontinuierliche Symmetrien: Lie-Gruppen
in der Physik meist Matrixgruppen

realisiert durch die Operation von Matrizen auf Vektorriumen R” oder
Cn

Beispiel: Drehungen um Winkel ¢ in der Ebene R?

D(g)= (cosgp —singo)

sing cosyp
bilden Abelsche Gruppe SO(2) (spezielle orthogonale Gruppe in R?)
D(p2)D(p1)=D(¢1 +¢2)=D(p1)D(¢2)

Neutrales Element: D(0)=1,

Inverses: D(¢) = D(—p) = Gruppe
Gruppenmultiplikation kommutativ < Abelsche Gruppe
D7Y(p)=D(—p)=D"(¢p), detD(p)=1

Matrix differenzierbar nach Parameter ¢

Ao~ [—sing —cosgp
d“’D(sO)_(cosgo —sincp)

»infinitesimale Drehung*

D(5¢)=D(0)+6¢d,D(0)=D(0)+6¢F, i= ((1’ _01) = —(ean)

f: infinitesimale Erzeugende
D(p+89)=D(69)D(p)=(1+591)D(p) = d,D(p)=iD()
Losung: Matrix-Exponentialfunktion
D(p)=exp(ypi)

16



e Matrix-Exponentialfunktion definiert iiber Potenzreihe

A NN ~
exp(<pt):]l+cpt+§g02t2 kz: —(pi).

¢ berechne "

— N (-1 / N (_l)j 2j+12 A
exp(p ) —Z z(;mnp i=cospl+singi=D(p)

¢ Aquivalente Lagrange-Funktionen

Ag[®;] =f d'x Li(di, i, ), ke{1,2}
v

¢ ¢ heillt dquivalent zu % falls

0 (A —Ay)=0

¢ dann gleiche Bewegungsgleichungen (Euler-Lagrange-Gleichungen)

¢ Losung: ¢, und %, dquivalent < I0%(d;, x) mit

onH
L=+ M =L1+3,9;—+ aIEeXpl)Qu

00;
¢ Beweis
% 2% dOH % % aOH
2= L =z =+ Gy,
2(9,®;) 2(9,@;) 029 2(9,®;) 0(9,®;) o0d;
6.,%_821 0 O — 369“
8<I>l~ N + 5<I>, ,u 3
= J (A,—A;)=0

* Noether-Symmetrie: Feldtheorie mit £(®;,5,®;, x)

17



e infinitesimale Transformation von Feldern und x

- xH=xt— 5ak§’2(x), ®; — @ (x")=®;(x)+ 5aF=(®;, x)

* Variation der Wirkung

6S= f d*x" (@,
R4

o' x')—f d*x.2(®;,9,9;, x)
R4

u
¢ bendtige
7Y ox” k=
5(3M<I>i):6’u¢i—6’u<l)i:ax—/ué’v[@i+5a :ik]—autl)i
ox* r ox” k
5o =0h—80k 0,5 = 2= =6 +5d4 0,80+ 0(5)

= 6(8,®;) =608, +0,£,0,9;]

/

ox
d*x'=d'x det(a__) =d'x[1-60"9,8} +0(50)]

X

¢ Einsetzen in Variation der Wirkung

0% 154

=ik 3 8,0;)

68 = Bakf d4x[
R4

e Symmetrie < 6S=0= EIQZ((I>]~,£):

20,

%
2(3,®;)

kanonischer Energie-Impuls-Tensor

0¥
Ok, = ———
0(9,%;)
¢ Symmetriebedingung:
0% _ N 0%
o0, %" 5(g,0))

* muss fiir beliebige Felder @ ; gelten

18

[auEik + a‘ugzavq)i] - 51;(au$)expl _gaugl]i

0,8, — L 5",

0,25 +0,E70" &7 (09 £)+8, (@, x)=0

[0, j1+8,E 10, 1-E1 (3P 2 )28, Eli+8, 0 (@, x) =0



Folgerungen fiir Losungen der Feldgleichungen

5 9% _9%
3(0,0;) 09,

Viererdivergenz des Energie-Impulstensors

0¥ 0¥ 0¥ 0¥
9,0", =0y |00+ =3, 0P — —— O, — ————0,0,®; — 0ZPD g
e (“8(8M<I>j)) Y ]+3(8M<I>j) WYl ee, " o(ge) T
=—o P g,
V
»blauer Term*“
5$:+8££ PR oL _
0®; 1% 5(g,0,) T T 8(,0)) "
Schlussfolgerung: Noether-Strome
0%
U = u zv u
Je ==5——E+0" £ +Q
k a(auq)j) J Yok k

erfiillen Kontinuititsgleichung
o
OuJi =0
jede unabhingige Lie-Symmetrie = erhaltene Noether-Ladung
Qx :J % j(x)= Qx :f a*za, j{ :—f d*2Vji=0
R3 R3 R3
NB: Q. ist Lorentzinvariante < Kontinuitdtsgleichung fiir j,‘cl gilt (Be-
weis mit 4D Gaulischem Integralsatz [Hee24])

Poincaré-Symmetrie

Minkowski-Raumzeit: symmetrisch unter Raum-Zeit-Translationen und
eigentlich orthochronen Lorentz-Transformationen

Noether-Analysis: brauche infinitesimale Transformationen

Raum-Zeit-Translationen

19



- x'" = x* + a# = infinitesimale Transformation
" B— b §aker b— _gH
xt=xt+6a"=x"-6a"l(x) = E=—0l.
¢ spezielle orthochrone Lorentz-Transformationen

- x"=A", x” mit A € SO(1,3)

infinitesimal 0 x =0 x

(1+60) A1 +6D)=N+60"n+N6d =1
=60"N+N6d=N6d) +16d=0
=SN6Q=(6wuy)=—(6w,,)

manifest kovariante Schreibweise

1 1

- Boosts
o a'\_(o #T’ s . (0 @&
) 7] = 2] —_ = 7l —_ ]
OOl n(_ﬁ 0) (ﬁ O) ek (é’] 0)
- Drehungen

son a0 0 )_(o T
‘V_T] 0 Eamnna - 0 _eumnna - ]’ ]kmn— kmn

infinitesimale Drehung

6x°=0, 6X=—0608,n*ermax" =60 x%

e Ubung: zeige, dass exp(nfc - 71) Boosts mit Rapiditdt 1 in Richtung von
7i und exp(goj')' 7i) Drehungen um den Winkel ¢ um die Drehachse 7
erzeugen!

¢ {ibliches Transformationsverhalten der Felder

— Felder Skalare unter Translationen
(x")=®;(x)=0;(x"—a) = 6; =P (x")—@;(x)=0 = ;=0
- Falls % nicht explizit von x abhéngt = kann Q* =0 setzen

20



Noether-Strome = kanonischer Energie-Impuls-Tensor

(lokale!) Energie-Impulserhaltung

@)= (E)
8

¢: Energiedichte

8,0 =o0.

g: Impulsdichte

eigentlich orthochrone Lorentz-Trafos: Felder transformieren unter
irgendeiner (endlichdimensionalen) linearen Darstellung der SO(1, 3)

®(x") = M; (M) ;(x) = M; ()@ (A" x)

l
Darstellungseigenschaft
MA)DM(Ay)=M(A;Ay)
infinitesimal

1 1
5¢i = EﬁwaﬂZ?]ﬁ(pJ = E?ﬂ = —Zaﬁ¢],

NB: fiiir Vektorfelder sind die $%# durch die & und ?gegeben, denn
A)= A A (x)= A ATAT )

{iblicherweise ist .¢ Skalar unter SO(1,3)!-Transformationen und

nicht explizit x-abhingig = kann Q% = 0 wihlen

Noether-Strome kanonischer Vierer-Drehimpulstensor

0% s

Jhap — _quBa _ yaguB__yBorayguab  with gHaP — -
a(au()bl) K

[oFS

ftir Skalarfeld E‘; ]-V =0

dann fiir reine Boosts (0 w,j, =0)

JHOB — 5 0gHB _ xPeHO
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drei Erhaltungsgroflen (8 € {1,2,3}) (8 =0 liefert einfach 0); mit E
Gesamtenergie und P Gesamtimpuls

KP = J d®x(x°0% — xPE%) = const
R3

=>I_<)=f dgi’(tg’—k’e):ﬁt—J d®%%e =—R, = const
RS RS

Energie-Schwerpunkt bewegt sich geradlinig gleichférmig

R:=— d’XXe > R=Ry+ —t
E Jgs E

NB: gleiche Analyse in Newtonscher (Kontinuums-)Mechanik: mas-
sengewichteter Schwerpunkt bewegt sich geradlinig gleichformig

in Relativitédtstheorie ist die Gesamtenergie MaR fiir Tragheit!

e Pseudoeichtransformationen

Stromdichten erhaltener Ladungen nicht eindeutig bestimmt: Sei
QY = —QOH” eine beliebige Funktion der Felder und x =

Jh= R 40,08 = g, i =,

Erhaltung gilt dann auch fiir neue Stromdichte, wenn J, j* =0

Noether-Stromdichten nicht eindeutig durch Symmetrien bestimmt

aber Gesamtladung: mit Gauschem Integralsatz und Verschwin-
den der Ladungsdichte im rdumlich Unendlichen

Q’=f d35c’j’0=f d*2[j°+26,0°"]1=0
R3 R3

¢ Belinfante-Rosenfeld-Tensor

- Uneindeutigkeit des Energie-Impuls- und Viererdrehimpulstensors

- Pseudo-Eichtransformationen: kann Energie-Impulstensor immer
symmetrisch wihlen hat manchmal Vorteile: z.B. eichinvarianter
Energie-Impulstensor in Elektrodynamik (s. Ubungen)

- Lorentzinvarianz = Viererdrehimpulstensor
],ua/j =_]M/5a — x2QHP _ yPera 4 S“aﬂ,
9, J"P"=0P"—-0 + 9,8V =0.
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— Pseudoeichtransformation
THY —Z %Y + apQHP V’ QUPY — _QPHY
— suche Q“PY so, dass T*Y = T'"* [Bel40, Ros40]

QUPY — l(sﬂ“’ﬁ —SPVH +SVHP),
2

1 1 1 1
THY =@+ 23y (SHP + M) = S0 —0™M) = J(O"+ 0]+ 23, (SM P +57M)

- neuer Viererdrehimpulstensor
JheP = xe#P —xPrhe = g, jrob = 7% 4 x9, THP — TP —xP g, THP =0
- = Pseudoeichtransformation des kanonischen Viererdrehimpuls-

tensors:

juaﬁ = x2QHP _ xPoHa 4 xagpQupﬁ —xB 5pQupa
— ]uaﬁ _GHap 4 5p(xaQupﬁ —xB Qupa)_(Quaﬁ _Quﬁa)
- ]uaﬂ + 3p9upal3, Queep — aqupB _ Boupa
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