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Idee des Tropfchenmodells

¢ Vorige Vorlesung: Fermi-Modell = nicht zu kleine Kerne ~ Fliissigkeit-
stropfchen

* kurzreichweitige Bindungskréfte mit Repulsion bei noch kleineren Ab-
stdnden

* Fiissigkeit ~ inkompressibel = A/V ~const = R = r,A!/3

¢ Ziel: wie kann man damit Bindungsenergien (grob) verstehen?
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Nukleonenzahl A—>
¢ Bindungsenergie: B=B; + B, + B3+ B, + Bs

Die Beitrige zur Bindungsenergie

¢ Nukleon-Nukleon-Potenital (schematisch; nur Radialanteil)
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¢ denke Kern durch Nukleon fiir Nukleon aus r — oo zu Tropfchen zusam-
mengefiigt: B; = ayA Kondensationsenergie, ,Volumenenergie*



Die Beitriige zur Bindungsenergie

¢ Nukleonen an Oberflache weniger gebunden
* = negativer Beitrag zur Bindungsenergie o< Oberfldche
* Skern =4ATR?=4mr2A*3

o B, =—agA%3: Oberflichenenergie

¢ 7 positivgeladene Protonen = repulsive Coulomb-Wechselwirkung; g =
Ze

* Coulomb-Energie fiir homogen geladene Kugel (vgl. Ubungsblatt 2!): Ecy =
3g%/(20megR) o< Z%/R o< Z2A7V/3

e liefert negativen Beitrag zur Bindungsenergie: By = —acZ2A~'/3 (Cou-
lomb-Energie)

Die Beitrige zur Bindungsenergie

e Nukleonen an Oberfliche weniger gebunden

¢ = negativer Beitrag zur Bindungsenergie o< Oberfldche

Skern = ATR? = 4mr2 A3

e B, =—agA%3: Oberflichenenergie

Die Beitrige zur Bindungsenergie

¢ Fermi-Gas-Modell (s. vorige Vorlesung): Neutroneniiberschuss
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e ia. Z # N = Abweichung von Z = N = A/2 = negativer Beitrag zur
Bindungsenergie

* = Asymmetrieenergie: By = —au,(Z —A/2)*/A

Die Beitriige zur Bindungsenergie

¢ im Rahmen des Tropfchenmodells empirische Korrektur: Paarungsener-
gie

e Separationsenergie: Energie, um ein Nukleon aus Kern zu 16sen
¢ empirisch = pp- und nn-Paarungen energetisch bevorzugt

- hohere Bindungsenergie fiir A und Z gerade (gg-Kerne) gegeniiber
ug- oder gu-Kernen

- niedrigere Bindungsenergie fiir A und Z ungerade (uu-Kerne) ge-
geniiber ug- oder gu-Kernen

+0 fiir gg-Kerne,
B;=40 fiir ug- oder gu-Kerne,
—0 fiir uu-Kerne.

* empirische Formel: § ~ apA~1/2

Bethe-Weizsidcker-Massenformel

¢ Zusammenfassung aller Beitrdge zur Atommasse sss, weiss)

Mawom(Z, A) = Zmy +(A—Z)my— B/ c?,
B/c*=ayA—asA*P —acZ? ATVP —ay(Z — A2 AT £ a, ATV

* Fit der Konstanten (Wapstra 1958) aus mss) ay = 15,85MeV/c?, ag =
18,34 MeV/c?, ac =0,71MeV/c?, a,s = 92,86 MeV/c?, ap =11,46 MeV/ c?

Bethe-Weizsidcker-Massenformel
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Ausblick: Kernstabilitit
e Isobare: Kerne/Nuklide mit gleicher Massenzahl A
* 7,: stabilster Kern d; m(Z,,A)=0

A(mn—mH+aA)

Zo==
0 2 aCA2/3+aA

e [-Stabilitdt (Zerfille aufgrund der schwachen Wechselwirkung)

- Z < Zy: B-Zerfall eines Neutrons: n — p+e~ + v, = A=const, Z —
Z+1

- Z>Zy €,pt-Prozesse:p+e” —n+v,, p—n+et+y,

[

A gerade

FT T

A ungerade /

m(A,Z)—>
m(A,Z)—>

Ausblick: Kernstabilitét

o a-Zerfall: X, — X+ ;He,



¢ JHe,-Kern=c-Teilchen: besonders stark gebunden: B/A=7,07 MeV
¢ ¢g-Cluster innerhalb von Kernen
e z.B. 1(25C6 gut beschrieben als Bindungszustand von 3 a-Teilchen

v

-V

¢ ¢ tunnelt durch Potentialbarriere (Gamow 1928) (camos)

Ausblick: Kernstabilitét

¢ weitere Prozesse:

Spontanspaltung

y-Zerfall: f Xy — f X3, (keine Kernumwandlung elektromagnetischer
Ubergang)

Cluster-Emission: Abspaltung eines groReren Kerns

analog wie a-Zerfall aber extrem selten

fnial- 223 208 14
Beispiel: “ggRa — “;Pb + 7cC



The Karlsruhe Nuclide Chart

A nuclide chart is a two dimensional representation of the nuclear and radioactive properties of all known
atoms. A nuclide is the generic name for atoms characterized by the constituent protons and neutrons. The
nuclide chart arranges nuclides according to the number of protons (vertical axis) and neutrons (horizontal
axis) in the nucleus. Each nuclide in the chart is represented by a box containing the element symbol and
mass number, half-life, decay types and decay energies, etc.

fonset: S

“Magic” numbers ey
In nuclear physics, a magic number is a number of protons
or neutrons (e.g. 2, 8, 20, 28, 50, 82, 126) which give rise to Lead 2=82
a complete shell in the atomic nucleus. Lead 208 for exam-
ple, which consists of 82 protons and 126 neutrons, is called Th 232
“doubly magic” since both the proton and neutron numbers N=126 100
are “magic”.
Number of
protons (2) Examples of

the nuclide

box structure

Rn 219

N=28 396

Number of
neutrons (N)

«6.819, 6.553
6.425...
v 271,402

Z=20 Calcium Black squares represent stable atoms. Other colours indicate the modes of radioactive decay,
e.g. by emission of alpha particles (a), beta particles (B), neutrons (n), etc.

stable ] o T n

[SMD19]

Zerfallssystematik in Nuklidkarte

a, 3n a, 2n a, n
P 1A
- P, v
B Pr‘"\ dn /f;, np
N Radio- v.nl Target I ny
nuclide n, 2n nuclide d, p
i — /1N
B’ Y, pn Y P
P € d, a n, pn np
z / z
o n, o
>N N
(a) (b) [SMD19]
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Kollektive Kernmodelle
(Kernanregungen)

Literatur: ko2, krass)

Kernanregungen

¢ bisher: nur Grundzustande

Annahme: kugelférmiger Tropfen aus inkompressibler Fliissigkeit

gute Beschreibung fiir Inneres des Kerns

gefiillte ,Schalen“ — néchste Vorlesung zum Schalenmodell

tibrige Kerne bzw./ Anregungen

Deformationsmoden des Tropfchens

Schwingungen/Vibrationen

Rotationen

zeitabhdngige Form der Oberflache

»spharische Polardarstellung“
R(t,%,0)=Ry+ 0 Ryin(t,0,9)+ 0 Rioe(£, 7, )

¢ beschrieben mit Kugelflichenfunktionen Yy, (9, ¢)



Kugelflichenfunktionen

. . 2
¢ gemeinsame Eigenvektoren vonl und I3

* In Kugelkoordinaten nur von Ableitungen nach Winkeln abhédngig

R T T I
llp—%L—%XXplp— iF xVip=— (eﬁsmﬂacp “"81‘/‘)1#’
2 1 oy 1 0%y
o v

[smﬁ aﬁ( ‘nﬁaﬁ)+sin2ﬂ EE

lgw = 63 llp 2—13901/).
e Hilbertraum: [2(Q): y(i#) = (9, ¢)

¢ Skalarprodukt
T 27
(1]¥2)g szfw (7)o f dé f dy sin® Y} (8, p)ya(8, ).
0 0

Kugelflichenfunktionen (Definition)
o Literatur: (sros, ric79, Heels, Heels]
. . : =2
¢ Gemeinsame Eigenfunktionen vonl und l,:

1Y, =0 +1)Y,,, (eNy=1{0,1,2,..},
1 ng memr me{—f,—€+1,...,£—1,€}.

¢ Losungen

2€+1(€ m)!

Yim(8,9)=(~1)" T

—— Py u(cost)exp(imy)

Condon-Shortley-Phase (bequeme Konvention in der QM)

e zugeordnete Legendre-Funktionen

Pun(€)= 5= (1- )20 (et -1

Spezialfall m = 0: Legendre-Polynome

PAE)= 5:70HE =1 = Pen(@)=(1-EY"201"B(£)



Kugelflaichenfunktionen (Eigenschaften)

¢ Orthonormalitéat

<Y€1m1 |Y€2m2 >Q :f deYZml(ﬁ)Ykzmz(ﬁ) = 551€25m1m2-
Q

e Paritit i »—il & (0, 9) = (n—0, 1+ @)

Yy (=) = (=1) Yy ()
¢ Komplex Konjugiertes

Y (1) = (1), ()

* Vollstdndiger Satz orthonormaler Funktionen (VONS)

4

Y= DD P Yem(A) S Yo = (Yo |4 ) = f & £Y,, (D) (7)
Q

[
(=0 m=—(

Kugelflichenfunktionen (bis / = 2)

1
YOO(ﬁ’ SO) = \/T_’]T,

Al 3 .
Y (0, ¢)==Y]_,(0,¢)=— gsmﬁexp(up),
3
Yio(¥, )=\ Ecosﬂ,

N .
Yoo (0, 0)=Y; (0, ¢)= Ton sin® 9 exp(2iy),

15 . .
You(4, ) =—Y; (8, ) =—\ o cos® sin® exp(ip),

5
Yoo(H, )= \ ﬁ(?) cos? 9 —1).
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Kugelflichenfunktionen (Polardiagramme)

* |Y;,,,(7)|? hdangen nur von ¢ ab, da Y,,,, o< P,,,(#) exp(im )

Kugelflichenfunktionen (Anwendungen)

* (negativer) Laplace-Operator
1
—121/J

1, 1
?p%p =—Ay :_75r2(r1/;)+ ]

¢ Quantenmechanik: Schrodingergleichung mit Radialpotential V(X)= V(r),
r=|x|
~ Rotationssymmetrie: [H, i] =0= Y(X)=Rg ¢(r)Yym(7t)
- Eigenwertproblem auf 1D Radialgleichung zuriickgefiihrt

- Streuung an Zentralpotentialen: Partialwellenentwicklung

Kugelflichenfunktionen (Anwendungen)

¢ (negativer) Laplace-Operator
1 N 1 1
B Y =My =0 ry)+ Ty
¢ Wegen obiger Relation zum Laplace-Operator unzihlige Anwendungen
in klassischer Feldtheorie (Aero-, Hydro-, Fluiddynamik, Elektrodynamik)

11



- bekanntes Beispiel: Multipolentwicklung in der Elektrodynamik

1 p(3) 1> @
_A(I):— :} q) 3 = d3 /—=— —m Yﬁ,
e = W) L{ Y anei—7] e ZH mzz_g @t yria 0 #)

- sphérische Multipolmomente der Ladungsverteilung p
Gim = J &Er'rty; (', ¢ )p(#).
R3

- ,2-Polmomente*“: Monopol ¢ = 0, Dipol ¢ = 1, Quadrupol ¢ = 2,
Oktupol =3, ...

Regulire Kugelfunktionen

¢ Reguldre Kugelfunktionen (engl. regular solid harmonics)

-

Rin(R)=r'Yun(it), r=I%|, #=3%/r
¢ harmonische Funktionen: ARy,, =0:

]. 1 -,
ARgy = =02 Rep) = —1 R = (€ + 10 2Y,,, — L+ D)r2Y,,, =0,
r r

« offenbar sind Ry,,(X) homogene Polynome vom Grad ¢

¢ alle harmonischen Polynome vom Grad ¢ lassen sich als Superpositionen
schreiben:

¢
P(R)= D aymRem(X)
—’
¢ P, bilden (2¢ + 1)-dimensionalen Untervektorraum der homogenen Po-
lynome von X vom Grad ¢, dame{—{,—( +1,...,{ —1,{}

¢ P, in kartesischen Koordinaten von X = (x;, x,, x3) (Einstein-Summen-
konvention!)
5
Py(X) = Ak iy kp Xiey Xy "+ Xk

e Tensoren {-ter Stufe!

* voneinander unabhéngig: ay, ., symmetrisch unter Vertauschung belie-
biger Indizes

12



harmonisch: AP, =0 liefert weitere Bedingungen fiir ay, _,
¢ =0: Py = ag = const = ag beliebig
{ =1: P, = ay, xx, = ay, beliebig

¢ > 2: fiir jedes Indexpaar (k,, k;,) fiir die beiden Ableitungen denselben
Beitrag; (g) =/{(f{ —1)/2 verschiedene Paare, iiber die kontrahiert wird:

- é(ﬁ—l) !
AP (X)= 5 Gjjkk = 0

ay,..r,: alle vollstandig symmetrischen spurlose Tensoren
irreduzible symmetrische Tensoren

Kombinatorik: es gibt

(+3—-1\ [€+2) (£+2) ((+1)((+2)
! e ) o2 2

Parameter fiir total symmetrische Zahlenschemata ay, g,

fiir £ > 2: aus den ¢ Indizes kann man

00 (-1
2] 200=2) 2

Paare auswihlen, die man kontrahieren kann

harmonische Polynome:

1
5[(6 +1){+2)—L({—1)]=20+1

unabhéngige Parameter = korrekte Dimension der harmonischen ho-
mogenen Polynome vom Grad ¢

Fazit: reguldre Kugelfunktionen zu gegebenen ¢ spannen alle total sym-
metrischen Tensoren /-ter Stufe, deren Kontraktion iiber beliebige Ind-
expaare verschwindet

total symmetrische irreduzible Tensoren
héngen eng mit Multipolmomenten zusammen

NB: irregulédre Kugelfunktionen (irregular solid harmonics)

1

= —
Ifm(r’ n)— i1 Yfm
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Anwendung auf kollektive Kernmodelle

* beschreibe Kernoberfldche durch Polardarstellung R = R(¢, 7, ¢)

¢ Multipolentwicklung

R(t)ﬂyso)zRO

co /
1+> > aem(t)Yemw,so)]

(=0 m=—(

¢ Eigenschaften der Multipolmomente
agm(t):deZfY;m(ﬁ,w)R(t,ﬂ,¢)
- ReR=
a?m:deZfYém(ﬂr¢)R(l:ﬁ»W)Zfﬂdzf(—l)mYz‘m(ﬁ,QD)R(t,ﬁ,go):(—l)ma&_m

Anwendung auf kollektive Kernmodelle

¢ Eigenschaften der Multipolmomente

Radius ist Skalar unter Rotationen R(i1) = R’(i’) = R'(D 1)

Rotationen unitdre Transformation generiert von 1

R= exp(_iqﬁ' ﬁrot)

¢: Drehwinkel; #,.: Richtung der Rotationsachse (,Rechte-Hand-
Regel®)

Rotationen dndern ¢ nicht =

{
= l = =
Vi) =D D8, ot Ve ()
=t

NB: Ublicherweise werden Drehungen mit Euler-Winkeln «, 8, y
O

mm’

parametrisiert: 7,° ,(a, 3,7) Wigner-Drehmatrizen

Verhalten der Multipolmomente unter Drehungen

l
ro_ ()
Q,, = E D Qe

m/=—{

Paritit: a;,, — (1) ay,

14



Geometrische Bedeutung der Multipoldeformationen

¢ Monopol (£ =0)

R:Ro(1+ﬂ)
var

N [Abb. von Renan Hirayama]

dndert Volumen: Kompressibilitidt des Kerns

fiir Kerne vernachléssigbar gy~ 0

wichtig bei hohen Dichten: Zustandsgleichung der Kernmaterie

Mittlerer Radius: Wegen Orthonormalitit der Yy,,:

_ R [ o P %o
(R) =R+ Ld £ X damen)= o1+ 2]

Multipolmomente mit ¢ > 1 &ndern mittleren Radius (und bis zur Ord-
nung @“(af .,) auch Volumen) nicht (— Ubungen, Blatt 03)

Geometrische Bedeutung der Multipoldeformationen

¢ Dipol ({ =1)

7 \
/
\ /
N [Abb. von Renan Hirayama]

e il =(sin?cosy,sin?sinyp)
o ARW = Ryay n;, Translation in des Kerns als Ganzes in Richtung von &
¢ NB: Zweifluidmodell (je ein Fluid fiir Protonen und Neutronen)

- Dipolanregungen kénnen Schwingungen der Protonen gegen die
Neutronen beschreiben

— Dipolriesenresonanz (M. Goldhaber, E. Teller, 1948) c1ss)
- beobachtet in Reaktioneny + A— A’ +n

15



Geometrische Bedeutung der Multipoldeformationen

Quadrupol (¢ =2)

D
—

N [Abb. von Renan Hirayama]

7i = (sin? cos ¢, sinsin )

AR® =Ryay npn;

ay; symmetrisch und spurfrei (5 unabhéngige reelle Komponenten)
Hauptachsen-Transformation

- im momentanen Hauptachsensystem: Deformation zu Ellipsoiden
(Vibrationen)

- Hauptachsensystem relativzu Laborsystem gedreht = Rotation des
Kerns als ganzes

Konvergenz der Multipolentwicklung

Extrema der Yy,,: 2 fir m=0;2|m|{—m+1)fir m >0
maximal fir m=£/2: ~0({ +4)/2

im Extremfall konnen hochstens alle Nukleonen an Oberfldche solch einen
Berg auf Oberfliche bewirken: Anzahl o< A%/3

¢ =4:16 Berge = erst ab A > 163/% = 64 relevant
{=5:A>107

{=6:A>165
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