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Nichtrelativistische Quantenmechanik (Kinematik)

(Reine) Zustidnde: Zustandsvektoren |¢> in Hilbertraum 2

€ komplexer Vektorraum mit Skalarprodukt <1,01 | Yo > = (1/)2 | (V] >*

Observablen: Selbstadjungierte lineare Operatoren A : # — ¢, d.h. A" =
Ajia. (Y, |A1/’2 )=(ATy, | ¥2)

Mogliche Messwerte: Eigenwerte von A; reell; Eigenvektoren orthonor-
miert

fiir diskrekte Eigenwerte,

o
<al|az>={

0(a; —a,) fiir kontinuierliche Eigenwerte

zwei Observablen gleichzeitig scharf determinierbar, wenn [A, B]=AB—
BA=0

dann existieren gemeinsame vollstdndige Eigensysteme von Eigenvekto-
ren

(Aq,...,A,): vollstindiger Satz kompatibler Observabler < |a;, ..., a,) bis
auf Phasenfaktor eindeutig bestimmt

Phasenfaktoren irrelevant

Nichtrelativistische Quantenmechanik (Kinematik)

Bornsche Regel: falls System in Zustand |1/)> mit <l/) | l/)) = 1 prépariert,

dann ist

P(ay,...,a,)= |<a1,...,an | (7 >|2
Wahrscheinlichkeit (diskrete Eigenwerte) bzw. Wahrscheinlichkeitsdich-
te (kontinuierliche Eigenwerte), die Werte (ay, ..., a,) zu erhalten

«“

Vollstandigkeitder |ay, ..., a,) = ,vollstindiges Orthonormalsystem (VONS)

id”alal,...an)(al,...an|:Il

selbstadjungierte Operatoren: diskrete und kontinuierliche Eigenwerte

Vollstandigkeitsrelation: Summe (Integral) tiber diskrete (kontinuierliche)
Eigenwerte

im kontinuierlichen Spektrum , auf 6 -Distributionen normiert*



Nichtrelativistische Quantenmechanik (Dynamik)

Hamilton-Operator: H (reprisentiert Gesamtenergie des Systems)

Zeitentwicklung des Zustandes (Schrodinger-Bild)
ino, |y(1))=H|y(r))

Observablen-Operatoren zeitunabhingig (allenfalls ,,explizite Zeitabhédn-
gigkeit“

Falls H nicht explizit zeitabhdngig
|4h(£)) = exp(—iH 1 /) [yho) = U(2)[3)o)
U unitdr: UT=0""!
falls |¢0> =|E) Energieeigenzustand zum Eigenwert E
|1p(£)) = exp(—iE £/7)|)o)
Phasenfaktor irrelevant = Wahrscheinlichkeiten zeitunabhédngig

P(t,ay,...,a,) = |(ar,....an | ()] = [(ar,..., a, | exp(—Et /7o )|
= lexp(—iEt/h)? |<a1,...,an }wo >|2 =Py(ay,...,a,)

Wellenmechanik

Quantisierung eines klassischen Teilchens: Observablen Funktionen aus
Xundp

[xj,xk]:O, [pj,pk]:O, [xj,pk]:ih5jk(Heisenberg—Algebra)

Relation zum Noether-Theorem: p erzeugt Translationen < Impuls in
abgeschlossenen Systemen erhalten

Ortsdarstellung: | x, x,, x3) = | X) VONS von gemeinsamen Eigenvektoren
von X

kontinuierliche Eigenwerte: ¥ €R3, (%|7)=6®(2—7)

Vollstdndigkeit

f dBx|2)(X|=1
R3
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Wellenmechanik

¢ Quantisierung eines klassischen Teilchens: Observablen Funktionen von
Xund p
J [xj,xk] =0, [pj,pk] =0, [x]-,pk] =iné j; (Heisenberg-Algebra)

¢ NB:Poisson-Klammern der klassischen Hamiltonschen Mechanik fiir Pha-
senraumfunktionen f(X, p)

of dg dg of

{f’g}pb:

¢ {xj’xk}pb =0, {p]’ pk}pb =0, {xj) pk}pb = 5]k
* Heuristisches Verfahren: kanonische Quantisierung: {A, B}, — = [A, B]

¢ Relation zum Noether-Theorem: P erzeugt Translationen < Impuls in
abgeschlossenen Systemen erhalten

* |x1, X, x3) = |X) VONS von gemeinsamen Eigenvektoren von x;
« kontinuierliche Eigenwerte:  €R3, (%|7)=6®(2—7)

¢ Vollstandigkeit
J dBx|®)(X]=1
R3

Wellenmechanik
¢ Schrodinger: Wellenfunktion Ortsdarstellung der Zustandskets

w(z)zﬁlw)@lw):f

R

d’x|2)(%]y)
3
* dP = d3x|y(x)|? ist Wahrscheinlichkeit, das Teilchen in einem Volume-
nelment d3x um die Stelle ¥ zu detektieren

¢ Wellenfunktionen bilden Hilbertraum der quadratintegrablen Funktio-
nen L2(R3)

¢ Skalarprodukt

<w1|w2)=JR3d3x(zp1|7c)<z)¢2>:J

R

& xy}(X)ya(X)
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¢ Orts- und Impulsoperatoren:

Xp(R) = (X | %y )= (X% |y ) =X (2 |y)

—inViy(3)

I
=l
oy
éi
=13
by
Ej
I
—
=
=14
<
S~
I

2 Teilchen im Kasten

Teilchen im Kasten

Teilchen im Kasten

erst 1D-Bewegung in , Kastenpotential

0 fir |x|<a/2,
Vix) { Ix|<a/
o0 sonst.

Hamilton-Operator:

1
H=—p°+V
2mp+ (x)

Energie-Eigenzustinde

7’72
Hu,(x)=E,u,(x) = 2 u(x)=E,u,(x)= u/(x)=—ku,(x), k,=+/2mE,/h

Randbedingungen: u(a/2) = u(—a/2) =0, damit konsistent mit u(x)=0
fiir x > |a|
Losungen der DGL

u,(x)=Asin(k,x)+ Bcos(k,x) mit k,=+2mE,/h



Teilchen im Kasten

e Symmetrie unter Raumspiegelungen x — —x = Eigenfunktionen kon-
nen als symmetrisch/antisymmetrisch gewahlt werden

e Pu,(x)=u,(—x)==xu,(x):  Paritat”
¢ gerade Eigenfunktionen:

u(n”(x) = Acos(k, x)

. u(,l+)(a) = u(,l+)(—a) =0=> kﬁﬁa e{n/2,3m/2,...}, also

nr
k(+)=kn=7, ne{l,3,5,...}

e Normierung: (u, |u,)=1= A=+/2/a

* analog: ungerade Eigenfunktionen

2 nmn
ut) =\ - sin(kClx), kD =k,= —, ne246..}

e im Folgenden: u; = u,, (Paritit P =(—1)"*1)

Teilchen im Kasten

¢ Energie-Eigenfunktionen

* NB: Wellenfunktion mit Quantenzahl n € N hat (n — 1) Nullstellen (+ die
beiden am Rand bei x =+a/2)

A=3

ne



Teilchen im 3D Kasten

¢ Hamiltonoperator

1
H=—p*+V(X), V(&
2m oo  sonst

* Eigenfunktionen
unl,nz,ng(f) = unl(xl)ung(xz)um(xl)

* Energieeigenwerte

Teilchen im 3D Kasten: Zustandsdichte

-

° "ImPUIS“: ﬁnl,nz,ng = hknl,nz,ng = Z(nl» ny, n3)
e NB: p=—iV NICHT selbstadjungiert (nur hermitesch)! s. jieis), S. 93ff

* in Impulsvolumen d3p sind

as

" (nhp

dn d*p, p;>0

Zustiande

* p in Kugeloktant mit p; > 0 erlaubt. Nimmt man volle Kugel fiir p, ergibt
sich ein zusétzlicher Faktor 1/8 =1/23:
a’ 1%
= ddp =
"=t PT 2nnp

dp, peRrd.

» Phasenraumvolumenelement der GroRe (27t7)° = h® = genau 1 Zustand

» wegen E = p?/(2m)bzw. p = v2mE ergibt sich Zustandsdichte bzgl. der
Energie

VVE

d3 =4np?dp =4nV2m3EdE = dn=m%?———
Pl pep V2m2h

. {o fiir ¥e[—a/2,a/2]x[—a/2 a/2]x[-a/2, a/2),



3 Fermi-Gas-Modell fiir Kerne

Fermi-Gas-Modell fiir Kerne

Literatur (+Quelle aller Abbildungen) ko)

Ideales Fermi-Gas bei T = 0 im Potentialtopf

Gas aus N nicht wechselwirkenden Fermionen mit Spin S(=1/2) im Topf
bei Temperatur T =0

vollstandiger Satz von Observablen fiir 1 Teilchen: p (Impuls) und s,
VONS: | B, m;) mit p €R®, s, = m;# mit m, € {1/2,—1/2}

Fermionen: ,Pauli-Verbot“ in jedem Phasenraumvolumenelement kén-
nen sich maximal 25 + 1(= 2) identische Fermionen aufhalten

T = 0: Gas im Grundzustand = N Fermionen fiillen von unten die Ein-
teilchenenergiezustinde auf = Ep Fermienergie

Eg 3/2
dn VE
N=(2S+1)| dE— =(S+1)v2m**—E
0 dE 3n2h
Fermi-Energie
1 N3
Eo— 372 2/3772(_)
P RSt Am ) %
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Fermi-Gas-MModell fiir Kerne

¢ Kern besteht aus A Nukleonen: Z Protonen und N = A— Z Neutronen

¢ empirisch (z.B. Elektronstreuung an Kernen): Nukleonendichte ~ const
innerhalb des Kerns unabhéngigvon A=V o< A

« Kugelformiger Kern mit Kernradius R = ryA'/3, ry ~ 1,25 fm, V =471 R3/3 =
AmrgA/3

* eigentlich kompliziertes Vielteilchenproblem wechselwirkender p und n

¢ Drastische Vereinfachung: einzelnes Nukleon spiirt konstantes Potential,
verursacht von allen anderen Nukleonen (endlich hoher Potentialtopf)

e Nukleon-Potential gleich fiir pund n (abgesehen von em. Coulombwech-
selwirkung fiir p)

Fermi-Gas-MModell fiir Kerne

¢ Kern aus A Nukleonen

Stabilitdt gegen f-Zerfall: Epp ~ Epy=Eg=> N~Z=A/2

1 A 2/3 34/37'[2/3(7”76)2
=————— ~30MeV

g
F 2m( ) 2V me2r

fic ~0,197GeVfm, mc?=0,938GeV, ry~1,25fm

¢ Separationsenergie ~8 MeV = 1 ~40 MeV

=—Vo=40MeV—={
!
--EF-aoMev«-]




Fermi-Gas-MModell fiir Kerne

¢ bis jetzt: nur starke Wechselwirkung berticksichtigt

¢ starke Wechselwirkung: ,ladungsunabhingig” = NN-Wechselwirkung fiir
pp, np, nn gleich = Potentialtdpfe im Fermi-Modell fiir p und n gleich

¢ aber Protonen elektrisch geladen = abstoRendes Coulomb-Potential =
Protonen weniger stark gebunden als Neutronen

\
-l
Vir)—>

r—>

e {iblicherweise N 2 Z (fiir -stabile Kerne)

Fermi-Gas-MModell fiir Kerne

* totale Energie eines kalten Fermi-Gases mit N Teilchen

B VVE  V2mdPV(2S+1) g,
m = Eg
V2nen? 5m2h°

B dn
0 dE 0

3(37.52)2/37,—22 N5/3
- 5-213m(2S +1)2/3 v2/3

* definiere (a la Mayer-Kuckuck, Kernphysik) mit V =471Ar; /3)

9. 31/37T2/3h2

Cy= = B = GANSS3
T 1oml2s+npsrg T

Fermi-Gas-Modell fiir Kerne
* Energie fiir Modell mit N # Z (wobei hier N = A—Z21)

Er= G A2 (N3 4 2553)
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e fiir symmetrisches Modell: N =Z = A/2

5/3
ESY™™ = 20,4723 (/23) :

Asymmetrie-Energie: mit T, = (Z — N)/2 (Hélfte des negativen Neutro-
neniiberschusses)

NB: T, =[(Z—(A—2)]/2=Z —A/2

A 53 rA 5/3 A\5/3
AE=ET—E$Y“““)=CBA‘”[(E—TZ) *(E”Z) ‘2(5)

* Entwicklung nach kleinen 7 /A (Binomialformel)

1 TP (1 T\ 10 T2
AE:C3A (———Z) +(—__Z) _2_2/3 :_21/3C3_Z
2 A 2 A 9 A

Bibliography

Literatur

[Fic79] E. Fick, Einfiihrung in die Grundlagen der Quantentheorie,
Aula-Verlag, Wiesbaden, 4 ed. (1979).

[Heel5] H.v. Hees, Grundlagen der Quantentheorie, I. Teil:
Nichtrelativistische Quantentheorie, FAQ der Newsgroup
de.sci.physik (2015).

URL
https://itp.uni-frankfurt.de/ hees/faq-pdf/quant.pdf

[MKO02] T. Mayer-Kuckuck, Kernphysik - Eine Einfiihrung, B. G. Teubner,
Stuttgart, Leipzig, Wiesbaden, 7 ed. (2002).
URLhttps://doi.org/10.1007/978-3-322-84876-5

[ST93] T.]J. Sakurai, S. Tuan, Modern Quantum Mechanics, Addison Wesley
(1993).

11


https://itp.uni-frankfurt.de/~hees/faq-pdf/quant.pdf
https://doi.org/10.1007/978-3-322-84876-5

	1 Quantenmechanik-Review
	2 Teilchen im Kasten
	3 Fermi-Gas-Modell für Kerne

