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Ubungen zur Theoretischen Physik 2 fiir das Lehramt L3 - Losungen 4

Aufgabe 1: Elektrisches Potential eines homogen geladenen Zylinders

Gegeben sei ein unendlich langer Zylinder parallel zur x;-Achse eines kartesischen Koordinatensystems.
Der Mittelpunkt der Kreisquerschnittsflachen sei bei x; = x, = 0 und der Kreisradius 2. Der Zylinder be-
stehe aus homogen geladener Materie, d.h. im Zylinder sei die Ladungsdichte p = const und auflerhalb 0.
Rechnen Sie in Zylinderkoordinaten. Die Formeln in Anhang A.2 des Manuskripts diirfen im Folgenden
ohne Beweis verwendet werden.

(a) Argumentieren Sie, dass aus Symmetriegriinden das elektrostatische Potential nur von R abhingen
kann. Uberlegen Sie dazu zuerst, welche Symmetrien der Zylinder aufweist.

Losung: Der Zylinder wird offenbar durch Translationen in x;-Richtung sowie durch Rotationen
um die x;-Achse in sich selbst abgebildet. Das Potential ®(7) kann sich demnach ebenfalls unter
diesen Transformationen nicht dndern. Eine Translation um z; in x;-Richtung ist in Zylinderko-
ordinaten eine Verschiebung von z, d.h. sie wird durch z — z — z, dargestellt. Dabei darf sich
®(7) = ®(R, ¢, z) nicht dndern, d.h. es gilt ®(R, ¢,z) = ®(R, ¢, z — z;). Da das fiir alle z, € R gilt,
kann ® nicht von z abhingen. Genauso argumentiert man, dass einer Drehung um die x;-Achse
und den Winkel ¢, einer Verschiebung von ¢ — ¢ — ¢, entspricht. Das bedeutet aber, dass ® auch
nicht ¢ abhingen kann. Demnach gilt in der Tat der Ansatz ®(7) = V(R).

(b) Verwenden Sie nun den Ansatz ®(7) = V(R), um die Poisson-Gleichung

Ap=—F (1)
€0
durch einfache Integrationen zu lésen und berechnen Sie daraus E = —grad ®.

Tipp: Verwenden Sie die Stetigkeit von ® und E bei R = a sowie die Bedingung, dass ® in R =0
keine Singularitit besitzen darf, um die auftretenden Integrationskonstanten fiir die Bereiche R < a
und R > a vollstindig festzulegen.

Losung: Mit Gl. (A.2.7) im Manuskript vereinfacht sich wegen des Ansatzes die Poisson-Gleichung
zu der gewohnlichen DGL

1d/ dv Jo fol€; fir R<a,
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RdR< dR> €0 {O fir R>a. @

Losen wir die Gleichung zunichst fir R > a. Wir nennen die Losung V. :
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Dabei haben wir im Logarithmus R /a geschrieben, damit keine dimensionsbehafteten Groflen im
Logarithmus auftauchen, und a4 die einzige ausgezeichnete Grofe von der Dimension einer Linge
ist.

Fiir R < a sei die Losung mit V_ bezeichnet. Aus (3) folgt

11<Rd£>:_ﬁ
RdR\ dR €o

>R—==-L—4D, @

Jetzt miissen wir die Integrationskonstanten C,, C,, D, und D, bestimmen. Da die Ladungsver-
teilung aufler dem Sprung bei R = a keine Singularititen aufweist, miissen V und E stetig sein.
Auflerdem kann es bei R = 0 keine Singularitit geben, so dass bereits D; = 0 festgelegt ist. Weiter
konnen wir tiber eine willkiirliche additive Konstante verfiigen. Setzen wir also C, = 0. Damit gilt

—e® D, fir R<
O ®)
C/In(R/a) fir R>a.
Die Stetigkeit von V bei R = a verlangt
2 2
P p,=0= D,=E7. ©)
4e, 4e,
Mit (A.2.4) im Manuskript folgt
) o Rs o R<a,
E=—grad V(R) = —6p— V(R) = { 2ok 0T =4 )
dR —zeép fir R>a.
Die Stetigkeit bei » = verlangt
O NN i @)
2¢, a ! 2¢,
Damit ist schlie8lich gemifd (5) und (7) die Losung gefunden:
ple—R?) fir R<a,
VR)={ *9 - )
—’;TO In(R/a) fir R>a,
. (283, fir R<a
E= {Zp‘gz’i ST (10)
meR fur R>a.



(¢) Uberpriifen Sie die Losung, indem Sie zeigen, dass in der Tat {iberall
-1 .
divE(7)= —p(7) (11)
€o
gilt.
Lésung: Mit (A.2.5) aus dem Manuskript folgt aus

[LO fir R<a,
0 fir R>a,

divE = 1 I(RE)
R IR

(12)

d.h. unsere Losung erfiillt in der Tat das Gauf3sche Gesetz, wie es sein muss.

(d) Losen Sie dieselbe Aufgabe nochmals direkt mit dem Gaufischen Gesetz in Integralform und dem
der Symmetrie des Problems entsprechenden Ansatz fiir das elektrische Feld: E(R) = Ex(R)éx und
einer geeigneten Wahl fiir das Integrationsvolumen.

Losung: Als Integrationsvolumen verwenden wir natiirlich einen Kreiszylinder Z mit Radius R
und Hohe » um die x;-Achse. Dann lautet das Gauf3sche Gesetz in Integralform lautet

f dszzlf Pxo=L0Q, (13)
VA €Jz €0

Fiir die Ladung im Zylinder miissen wir unterscheiden zwischen den Fillen R < 2 und R > a.
Wegen p = const fiir R <a und p =0 fiir R > a erhalten wir

. 7TR2/9,0 fir R<a,

= 14
z {mtzhp fiir R>a. 14

Fiir das Oberflichenintegral miissen wir den Zylindermantel sowie die Boden- und Deckfliche be-
trachten. Fiir die letzteren ist allerdings d*f = £d* /¢, und damit d? f Ezég -¢, =0, d.h. es trigt nur
die Mantelfliche zum Flichenintegral bei. Die Mantelfliche parametrisieren wir durch
Rcosg
x=| Rsing | =Réz+z¢,, ¢€[0,2n], z€[0,h]. (15)

z

Das Oberflichenelement ist

_ —sing 0
d*f = dpdz(d,x) x (9,x) =R| cosg |x|0)=Ré, x¢é, =Rey. (16)
0 1
Damit ist das Oberflichenintegral
- . 21 h
f &EfF= f do f dzRER(R) = 2t RhEg(R). (17)
3z 0 0
Setzen wir also und in ein und I3sen nach Ej auf, erhalten wir
ER) 7o fir R<a, s
R % tir R>a. )
€0

Dies stimmt natiirlich mit (10) {iberein.



Aufgabe 2: Potentialwirbel
Gegeben sei das Vektorfeld (in kartesischen Koordinaten 7 = (x;, x,, x3))

(2)

®)

©

—

IR r
V(r)=e x ——. 19
( ) 3 xlz + x22 ( )
Berechnen Sie Rotation und Divergenz in kartesischen Koordinaten!
Losung: Es ist in kartesischen Koordinaten
1 (T2
V= x| 20
= x12 + xzz 01 ( )
Wir setzen zur Abkiirzung x? + x3 = R%. Dann ist fiir R >0
33 0 2/R*—2(x] +x7)/R*
und 5 5
o Y =) X\ 2xxy 2%y
leK—z'Z—31<R2>+82<R2>— 7 TR =0. (22)

Bei R =0, d.h. entlang der gesamten x;-Achse, ist das Vektorfeld singuldr und daher auch Rotation
und Divergenz nicht definiert.

Stellen Sie das Vektorfeld in Standardzylinderkoordinaten (R, ¢, z) dar und berechnen Sie abermals
Rotation und Divergenz. Dabei diirfen wieder die Formeln in Anhang A.2 des Manuskripts ver-
wendet werden.

Losung: Es gilt &; =¢,, 7 = Rég + z¢, und R? = x{ + x5 und damit

- 1, - - 1,
V=—e, x(Reg+ze,)=—e¢

R2 z R ¢' (23)

Damit findet man fiir R > 0 mit Hilfe der Formeln (A.2.6) bzw. (A.2.5) fiir Rotation und Divergenz

sofort und .

Existiert ein skalares Potential, so dass
V=-Vd= —grad ® (24)

gile?

Lésung: Da rot V = 0 ist, sollte es zumindest lokal ein skalares Potential geben. Es ist klar, dass wir
es in Zylinderkoordinaten am einfachsten bestimmen kénnen. Mit (A.2.4) folgt, dass ® = ®(¢) sein

muss, und dann gilt

= - 1 S
—Vo :—egﬂ]—aa(pq)(ga) =V= =6 (25)



d)

(e)

Damit ist 34,@ =—1und also
®(p)=—¢. (26)

Bemerkung: Es ist klar, dass das Potential eine Singularitit besitzt, je nachdem welches Intervall
der Linge 27t man fiir ¢ definiert. Eine Standardwahl fiir diesen Fall ist ¢ € (—, 7). Dann ist das
Potential entlang der Halbebene ¢ = 7, was das Gleiche ist wie ¢ = —, singulir, denn nihert man
sich der Halbebene von der einen Seite her, also ¢ — 7—0% wird ®(¢) — —7 und von der anderen
Seite her ¢ — —m + 07 wird ®(¢) — 7, d.h. das Potential weist entlang der besagten Halbebene
einen Sprung der Hohe 27t auf.

Die Funktion (26) sieht dabei gar nicht singulir aus, es liegt aber eine Koordinatensingularitit vor,
weil ¢ als Winkel eine zyklische Koordinate ist, und Werte, die sich nur um ein ganzzahliges Viel-
faches von 27t unterscheiden, denselben geometrischen Ort bezeichnen.

Das Potential wird dadurch eindeutig bestimmt, dass man eine beliebige Halbebene aus dem Defi-
nitionsbereich herausnimmt, und das entsprechende Wegintegral von irgendeinem festgehaltenen
Punkt aus bestimmt, wobei man nur Wege zulisst, die diese Halbebene nicht iiberschreiten. Entlang
der Halbebene springt ® immer um den Wert 27t.

Berechnen Sie das Wegintegral

]:JK d7-v 27)

entlang des Kreises in der Ebene x; = 0 mit Mittelpunkt bei x; = x, = x; = 0 und Radius 4, der

durch

cos ¢

K,: 7(¢)=alsing |, ¢€[0,27] (28)

0
parametrisiert sel.
Lésung: Es gilt
d7 =dgac,. 29)
Mit folgt daraus sofort
21 1 21
J= f dpac,-—é, = dop =27. (30)
0 a 0

Zum Knobeln: Wie lasst sich das mit dem in Abschnitt 1.5.5 des Manuskripts besprochenen Lemma
von Poincaré vereinbaren? Ist der Satz von Stokes auf das Wegintegral anwendbar?

Losung: Das Beispiel ist mit dem Lemma von Poincaré vereinbar, denn es gilt nur, wenn der Defini-
tionsbereich des wirbelfreien Vektorfeldes ein einfach zusammenhingendes Gebiet ist. In unserem
Fall besitzt das Vektorfeld entlang der gesamten x;-Achse eine Singularitit, und man kann den Kreis
aus der vorigen Teilaufgabe nicht ganz innerhalb des Definitionsbereichs stetig auf einen Punkt zu-
sammenziehen.

Beim Beweis des Lemmas von Poincaré haben wir den Stokesschen Integralsatz verwendet. Um
das fiir unsere Kreislinie K, tun zu konnen, missten wir eine Fliche F finden, so dass der Rand
JF =K, ist, so dass die Rotation des Vektorfeldes entlang dieser gesamten Fliche definiert ist. Eine
jede solche Fliche schneidet aber unweigerlich die x;-Achse, wo eben die Rotation nicht definiert
ist.



Physikalische Realisierung des Potentialwirbels als elektrostatisches Feld

Wir haben oben gesehen, dass in diesem Beispiel das Potential nur dadurch eindeutig bestimmt werden
kann, dass man eine willkiirliche halbseitig unendlich ausgedehnte Fliche mit der x;-Achse als Rand wihlt
und entlang dieser Fliche das Potential um einen Betrag von 27 springt. Dabei ist allerdings das Feld
V = —V nur entlang der x;-Achse singulir und ansonsten tiberall quellen— und wirbelfrei. Im Folgen-
den wihlen wir als singuldre Fliche die x,-x;-Halbebene (x;,0,x;) mit x; € (—00,0) und x; € R. Der
Winkelbereich fiir die Zylinderkoordinaten ist dann wieder ¢ € (—, 7).

Das deutet darauf hin, dass wir als Quellen fiir ein entspre-
NS chendes elektrostatisches Feld eine Flichenladungsdichte ent-
@ > lang dieser Halbebene annehmen miissen. Allerdings sind

Feld linoe dort keine Singularititen des elektrischen Feldes, und das Fla-
\\ 7 7 chenintegral von E eines beliebigen Volumens, das keine auf

-) -H—l// R = J)<4"+ [y 7 der x3-Achse liegende Punkte enthilt muss wegen V.- E ver-

~ ?q:‘" = schwinden, d.h. es sind auch auf der besagten Halbebene kei-

.
VAR 7%4 ne »Netto-Ladungen® vorhanden. Das bedeutet, dass es sich
¢—-T (=, T) um eine Art Doppelschicht beliebig nahe beieinanderliegen-

der entgegengesetzt gleicher Flichenladungsdichten handeln
muss, wie in der nebenstehenden Abbildung gezeigt. Aus
Symmetriegriinden nehmen wir an, dass wir eine homogene

Dipolflichendichte vorliegen haben.

Um die entsprechende singulire Ladungsdichte zu finden, betrachten wir zunichst eine homogene Fli-
chenladungsdichte o, an der Unter- und eine Flichenladungsdichte —o, an der Oberseite bei x, = &d /2.
Das ergibt die Ladungsdichte

pa(¥)=0,0(=x)[8(x, +d/2) =5 (x,—d/2)]. (31)

Die Heavisidesche Sprungfunktion grenzt die Ladungsbeledgung auf die Halbebene x; < 0 ein.
Im Limes d — 0 mit 0 d = P, = const, wobei P, die konstante Dipolstirke pro Flicheneinheit entlang

der Fliche ist, erhalten wir durch Taylor-Entwicklun von nach d und der entsprechenden Grenz-
wertbildung

p(x) = P, 358 (x,)0(—xy). (32)

Wir berechnen nun das Potential mit Hilfe der entsprechenden Green-Funktion des Laplace-Operators,



d.h.
B(%) = f d%/L’?/)
R3

4req|x’ — x|

f dxlf dx3f dx2 3 8(x5)
47'560
__* f dx! f dx] f dxgaoc;)a; 1

4re, | ’—x|
47_[60] dle dx3f dx)8( x2 £|
—_ d d / X

47Tfof X1J x3 [(] =202 4 x5 + (x§ — x5 2P/

P, x
= ar [~ o : .
WOLO Voo UL P g a7

Dabei haben wir im letzten Schritt x§ — x; — x5 substituiert. Wir berechnen zunichst die entsprechende
Stammfunktion

(33)

1
x/ = dx/—
1(x3) f s (34)

al+ xg2)3/2

Dazu substituieren wir xg =asinhu, dxg =asinh u:

h 1 tanh 1 sinh x;
1<xg):Jdl4 ﬂCO‘S IZ :Jd% 3 = ann# = —Sln “ = 3 . (35)
(a2 +a?sinh” 1)3/2 a?cosh” u a? atcoshu 2. /24 x22

In benétigen wir /(00) —I(—o0) =2/a? mit a® = (x{ —x;)* + x2, d.h. (fiir x, > 0)

- Pyx 1
B(xX)= f dxl—
" 2re, (x] —x; )2 +x3

P, (° 1
T 2megx, J_oo 1+ (] —x, )2 /x3

36
Pa x{ . xl 0 ( )
=— arctan
2me, < Xy >x;_)_oo
P, P,
= —27_[60 [—arctan(x; /x,) + /2] = —27_[60 .
Fiir das elektrische Feld erhalten wir dann in der Tat
S o L P, 5
E(X)=—V®(X)=—¢ (37)

+
“R Jo ' 2me,R “

Es ergibt sich also fiir E tatsichlich ein Potentialwirbelfeld der Art

Homepage zu Vorlesung und Ubungen:
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