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Ubungen zur Theoretischen Physik 2 fiir das Lehramt L3 - Losungen 3

Aufgabe 1 [10 Punkte]: Visualisierung von elektrostatischen Feldern und Potentialen
Erkldren Sie anhand der beiden Maxwell-Gleichungen fiir die Elektrostatik

V x E =0, (n
V.E=EL )
€0

die grundlegenden Eigenschaften elektrostatischer Felder. Sie diirfen die Inhalte im Skript verwenden, d.h.
dass aus (1) folgt, dass (in jedem einfach wegzusammenhingenden Gebiet) ein elektrostatisches skalares
Potential ® existiert, so dass

E=—Vo 3)
ist.

Betrachten Sie nun die sog. Aquipotentialflichen, also die Flichen, die implizit durch
®(x) = C =const 4)

definiert sind. Nehmen Sie dazu an, dass eine solche Aquipotentialfliche mit zwei Parametern ¢, g, pa-
rametrisiert sei, d.h.

©[%(¢1,92)] = C = const ()

fur alle (g,,9,) € D, wobei D ein Definitionsbereich fiir die Parameter der Fliche ist. Bilden Sie nun die
Ableitungen nach ¢, und g,, erhalten Sie (warum?)
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-

'E[z(ql’qz)]zo’ ] 6{1’2}' 6)

Das bedeutet, dass E entlang der Aquipotentialiche senkrecht auf dieser Fliche steht (warums).

Man definiert nun Feldlinien als Linien, deren Tangenten an jedem Punkt in die Richtung des elektrischen
Feldes zeigen. Nach der obigen Uberlegung sind die Feldlinien dadurch bestimmt, dass sie die Aquipoten-
tialflichen senkrecht schneiden. Zeichnen Sie die Aquipotentialflichen und Feldlinien fiir das Coulomb-
Feld einer Punktladung im Ursprung und verifizieren Sie obigen Betrachtungen zu den Feldlinien und
Aquipotentialflichen. Was passiert bei der Singularitit im Ursprung?

Losung: Gl. (1) besagt, dass das elektromagnetische Feld ,wirbelfrei® ist. Das bedeutet, dass die Feldlini-
en, also die Linien im Raum, deren Tangenten in jedem Punkt in Richtung des elektrischen Feldes zeigen,
nie geschlossen sein konnen (Ausnahme sind Felder mit Singularititen, so dass der Definitionsbereich
des Feldes kein einfach wegzusammenhingendes Gebiet ist, wie z.B. der ,Potentialwirbel“ vom vorigen
Ubungsblatt). Daher existiert in einfach wegzusammenhingenden Gebiet gemifl dem Lemma von Poin-
caré ein skalares Potential gemif} (3).

GL (2) besagt, dass die Quellen des elektroststischen Feldes (ruhende) Ladungsverteilungen sind. Aus
und (2) folgt, dass das Potential die Poisson-Gleichung

-%:A@:_%-E:_lp 7)
€
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erfiillt. In der Vorlesung haben wir gezeigt, dass die Losung dieser Gleichung durch die Superposition von
Coulomb-Feldern von Punktladungen, also fiir kontinuierliche Ladungsdichten durch

p(E)

. 8
4rreq|x —X'| ®

d(x)= f dx’
R3

gegeben ist.

Betrachten wir nun die durch (g;,¢,) € D parametrisierten Aquipotentialflichen . Leitet man diese
Gleichung nach g; (j € {1,2}) ab, folgt mit der Kettenregel

P O, Ix = ax -
2 gz = T D O(R)a, = 2 Vo=  Fo, 7
20 [X(91,92)] EPRL O)z=x(4,.02) dq; v dq; &

] ]

Dabei haben wir die Einsteinsche Summenkonvention verwendet, wonach tiber den doppelt auftretenden
Index k von 1 bis 3 zu summieren ist. Die beiden Vektoren dx/Jdgq; sind zwei Tangentialvektoren an die
Aquipotentialfliche, die die entsprechende Tangentenfliche in dem betrachteten Punkt aufspannen, und
(9) besagt, dass das elektrische Feld auf beiden Tangentialvektoren und damit auf der Fliche senkrecht
steht, d.h. parallel zum Flichennormalenvektor ist.

Fiir das Coulomb-Feld einer Ladung Q im Ursprung des Koordinatensystems gilt

P(x)= 7 Q o r=|x|. (10)
ey

Die Aquipotentialflichen sind also durch

Q =C =const = r =
4eqr 4me,C

= const (11)

gegeben. Die Aquipotentialflichen sind also Kugeln um den Ursprung. Die Feldlinien des elektrischen

Feldes stehen senkrecht auf all diesen Kugeln, sind also die Geraden durch den Ursprung. In der Tat ist
das Coulomb-Feld ein Radialfeld, denn es gilt

E=—Vd= & (12)
4reqr3

Die Feldlinien schneiden sich im Ursprung, also dort wo die Punktladung sitzt und fiir die Singularitat
des Potentials und des elektrischen Feldes verantwortlich ist. Entsprechend besitzt dort das Feld keine
definierte Richtung, und die Feldstirke |E| — oo fiir X — 0.



Fiir die riumliche Visualisierung denke man sich die obige ebene Skizze um die x,-Achse rotiert vor.
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Aufgabe 2: Dipolfeld in kartesischen und Kugelkoordinaten

In Abschnitt 1.5.8 im Mankuskript haben wir das elekstrostatische Potential eines Dipols im Ursprung

des Koordinatensystems hergeleitet:

B
o(7)= 7 >
e

Es sei ein kartesisches Koordinatensystem so gewihlt, dass p = pé;.

(a) Berechnen Sie das elektrische Feld in kartesischen Koordinaten.

L6sung: Zunichst ist in kartesis

chen Koordinaten p - 7 = px;, d.h.

. X
o(7)= PXs r:\/x12+x22+x32-

 4megrd’
In kartesischen Koordinaten gilt
a,®
' . o
E=-—V®o=—| % mit 3]@:8—.
3,8 %
Damit ist
E =—3, pxs __P% E) ii: ) ﬂ’
4reqr3 drey — drr3 4meyrd
E,=—d, Pxs :_3]?%3327&1:31?9632,
4reqr3 4reeq © dr 3 4megrd
x 3pxs x
E=— pxs P n PX3 X3

3 _— .
4rreqr3 4reeqrd  Amey rd

(13)
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Zusammengefasst ist also

3x3%4
E= 4 3x37, . (17)
47'[607 3)(,‘:? . 7’2
In koordinatenunabhingiger Form ist dies
= 1 - s\ 2=
E:4 5[(3p-r)r—r rl (18)
e

(b) Rechnen Sie das Potential in die Standardkugelkoordinaten (7,4, ¢) und Zylinderkoordinaten (R, ¢, z)

um.

Losung: In Kugelkoordinaten ist p - 7 = » p cos ¢ und damit

(r,3,¢)= pCOSﬁ, (19)
4reyr?
und in Zylinderkoordinaten gilt p - 7 = pz und folglich
D(R,0,z)= . 20
(R,9,2) e RS (20)

(c) Berechnen Sie nochmals das elektrische Feld in Kugelkoordinaten sowie Zylinderkoordinaten und
zeigen Sie, dass die Resultate tatsichlich mit dem Ergebnis der Rechnung in kartesischen Koordina-
ten iibereinstimmen.

Tipp: Die Formeln in Anhang A des Manuskripts diirfen ohne Beweis verwendet werden.

Losung: Der Gradient in Kugelkoordinaten ist in Gl. (A.3.4) im Skript angegeben. Demnach ist

2 s
E=—do= p cos ,
4reqyr3
1 in?
Eﬁ ———3&@: psul 5 (21)
r 4renr3
1
E =— ad=0
4 rsind ¢

Um zu sehen, dass dies mit dem Ergebnis in kartesischen Koordinaten {ibereinstimmt, verwenden
wir am einfachsten die koordinatenunabhingige Form und berechnen die Komponenten bzgl. der
Orthonormalbasis der Kugelkoordinaten (A.3.9) im Manuskript. Demnach ist

= 1 - - 1 2pcost
E =¢ -E= 3(p-F)r—rp-e.]= 2r2pcosY = ,
T 47‘56075[ (p-7) p-é] 4reyrsd P 4rreqyr3
- = 1 - = 1 .
Eg=eég-E= (—r%ey-p)= psind, (22)
4reyrd 4reqyr3
= 1 -
E,=¢,-E= —r’p-¢,)=0.
vy 47'5607’5( P-%)

Dabei haben wir ég-7 = ¢,-7 = ¢; - ¢, = 0 benutzt. Da 1) mit 1) ibereinstimmt, stimmen wie zu
erwarten die Gradienten des Potentials in kartesischen und Kugelkoordinaten tiberein.



In Zylinderkoordinaten ist gemifl Gl. (A.2.4)

3pzR
ER = —QRQ — PZ >
47eo(R2+ 22)°/2
1
E(/J = —]—Q3¢<I> =0,
E =—03% P (22— R%) =

z 7% = 47T€0(R2+22)5/2

Nun ist R? +z? = r? und pz = p - 7. Damit ist in kartesischen Koordinten gemif} (A.2.8)

z

und das stimmt mit (18) iiberein.

Rcos ¢

3p-7( Rsing |—r*p(0]]| =
p ¢ P 4reqr?

b4

4req(R2+ 22)%/2
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2).

(35 -F)r —rp),

(23)

(24)
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