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Aufgabe 2: Potentialwirbel
Gegeben sei das Vektorfeld (in kartesischen Koordinaten 7 = (x{, x,, x3))

-
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V(7) =8 x : 1
( ) 3 x12 + xzz ( )
(a) Berechnen Sie Rotation und Divergenz in kartesischen Koordinaten!
Losung: Es ist in kartesischen Koordinaten
[
V= x |- 2
A x12 + x22 Ol ( )
Wir setzen zur Abkiirzung x? + x; = R?. Dann ist fiir R > 0
33 0 2/R*—2(x] +x7)/R*
und 5 5
vV = _o (=22 M\ __ta¥ SN
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Bei R =0, d.h. entlang der gesamten x;-Achse, ist das Vektorfeld singuldr und daher auch Rotation
und Divergenz nicht definiert.

(b) Stellen Sie das Vektorfeld in Standardzylinderkoordinaten (R, ¢, z) dar und berechnen Sie abermals
Rotation und Divergenz. Dabei diirfen die Formeln in Abschnitt 3.7.4 des Manuskripts verwendet
werden.

Losung: Es gilt & =¢,, 7 = Rég + z¢, und R? = x? + x5 und damit
-~ 1. - R 1.
V= 72% X (Reg +ze,) = = 5)

Damit findet man fiir R > 0 mit Hilfe der Formeln (3.7.38) bzw. (3.7.39) fiir Rotation und Divergenz

sofort (3) und .

(c) Existiert ein skalares Potential, so dass
V=-Vd= —grad ® 6)

gilt?

Lésung: Da rot V=0 ist, sollte es zumindest lokal ein skalares Potential geben. Es ist klar, dass
wir es in Zylinderkoordinaten am einfachsten bestimmen kénnen. Mit (3.7.37) folgt, dass ® = ®(¢)

sein muss, und dann gilt
1 ! 1

Vo= ~2,29,%(¢)= V= 2% 7)



d)

(e)

Damit ist 34,@ =—1und also
®(p)=—¢. ®)

Bemerkung: Es ist klar, dass das Potential eine Singularitit besitzt, je nachdem welches Intervall
der Linge 27t man fiir ¢ definiert. Eine Standardwahl fiir diesen Fall ist ¢ € (—, 7). Dann ist das
Potential entlang der Halbebene ¢ = 7, was das Gleiche ist wie ¢ = —, singulir, denn nihert man
sich der Halbebene von der einen Seite her, also ¢ — 7—0%" wird ®(¢) — —7 und von der anderen
Seite her ¢ — —m + 0" wird ®(¢) — 7, d.h. das Potential weist entlang der besagten Halbebene
einen Sprung der Hohe 27t auf.

Die Funktion (8) sieht dabei gar nicht singulir aus, es liegt aber eine Koordinatensingularitit vor,

weil ¢ als Winkel eine zyklische Koordinate ist, und Werte, die sich nur um ein ganzzahliges Viel-
faches von 27t unterscheiden, denselben geometrischen Ort bezeichnen.

Das Potential wird dadurch eindeutig bestimmt, dass man eine beliebige Halbebene aus dem Defi-
nitionsbereich herausnimmt, und das entsprechende Wegintegral von irgendeinem festgehaltenen
Punkt aus bestimmt, wobei man nur Wege zulisst, die diese Halbebene nicht iiberschreiten. Entlang
der Halbebene springt ® immer um den Wert 27t.

Berechnen Sie das Wegintegral

]:JK d7-v 9)

entlang des Kreises in der Ebene x; = 0 mit Mittelpunkt bei x; = x, = x; = 0 und Radius 4, der

durch

cos ¢

K,: 7(¢)=alsing |, ¢€[0,27] (10)

0
parametrisiert sel.
Lésung: Es gilt
d7 =dgac,. (11)
Mit (7) folgt daraus sofort
21 1 21
J= f dpac, - —é, = dop =27. (12)
0 a 0

Zum Knobeln: Wie lisst sich das mit dem in Abschnitt 3.11 des Manuskripts besprochenen Lemma
von Poincaré vereinbaren? Ist der Satz von Stokes auf das Wegintegral anwendbar?

Losung: Das Beispiel ist mit dem Lemma von Poincaré vereinbar, denn es gilt nur, wenn der Defini-
tionsbereich des wirbelfreien Vektorfeldes ein einfach zusammenhingendes Gebiet ist. In unserem
Fall besitzt das Vektorfeld entlang der gesamten x;-Achse eine Singularitit, und man kann den Kreis
aus der vorigen Teilaufgabe nicht ganz innerhalb des Definitionsbereichs stetig auf einen Punkt zu-
sammenziehen.

Beim Beweis des Lemmas von Poincaré haben wir den Stokesschen Integralsatz verwendet. Um
das fiir unsere Kreislinie K, tun zu konnen, missten wir eine Fliche F finden, so dass der Rand
JF =K, ist, so dass die Rotation des Vektorfeldes entlang dieser gesamten Fliche definiert ist. Eine
jede solche Fliche schneidet aber unweigerlich die x;-Achse, wo eben die Rotation nicht definiert
ist.



Bemerkung: Man kann die Singularitit entlang der x;-Achse auch mittels Distributionen analysieren.
Dazu betrachten wir das regularisierte Feld

1 R
= % |- (13)
A 2 2 1
CoxiHx €2 0

Dabei ist € > 0, und wir analysieren das Feld im (schwachen) Limes ¢ — 0. Bilden wir die Rotation:

0
1
UxV =— [0} (14)
(2 xit ey 2¢2
Wir zeigen nun, dass mit
2 2
228Dy, y) = e (15)

(xf + x5+ €2)

2 . .. . . . . . . . .
S E ) eine yregularisierte Dirac-Distribution® im R? ist. Zunichst ist klar, dass

lim 8y = {° B (072700 16)
e—0 oo fir (xq,x,)=(0,0
Fiir eine beliebige Testfunktion f : R? — R gilt dann
1 2¢?
d? SPx)=— | & —_— 17
. xf(x)0 7 (x) = o . xf(&)(x12 Ty (17)
Substituieren wir x = x,x,) = €(&,&,) = €&, d?x = €2d*£ mit € > 0. Dann folgt
1 _f) 2
li d x)=lim — d2 =— &P2E—— . 18
20 ) *f (@) (x) 2027 g Ef(e€) 1+52) 21 g 5(1+52)Z a8
Im verbliebenen Integral fithren wir nun Polarkoordinaten (¢, ¢), d*& = d¢& dgof ein
00 21 25 E—o0
li d’x _f()f d dp——" =— = £(0). 19
i [ e =52 [Tt [ Tap =m0 o T =r0 09
Damit ist gezeigt, dass
2
(2 € EN))
w-lim8:7(x) = w-lim I =3"(x) (20)
ist. In diesem Sinne von Distributionen ist also
V x V =278®(x;,x,)(0,0,1) . 1)

Jetzt konnen wir den Stokesschen Integralsatz fiir eine beliebige Kurve C, die die x;-Achse in einer belie-
bigen Ebene z = z, einmal im Gegenuhrzeigersinn umlaufen, widerspruchsfrei anwenden, denn offenbar
gilt, wenn C = JF mit einer beliebigen Fliche F in dieser Ebene

Jdr J.dzf (VxV)= 22)
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