H. van Hees Wintersemester 2025/2026

Mathematische Methoden der Physik fiir das Lehramt L3 - Blatt 7
(Losungen)

Aufgabe 1 (10 Punkte): Taylor-Reihen

Fiir die Taylor-Reihe einer in einer Umgebung um a € R beliebig oft stetig differenzierbaren Funktion
f : D — R um den Entwicklungspunkt « ist gegeben durch

[e.e]

f(x+a)=2%f(”<a)x“~ 1)
j=0/"
Dabei ist 4

fP@y=f()] @

(a) (3 Punkte) Berechnen Sie die Taylor-Reihen von cos und sin um den Entwicklungspunkt 4 = 0 und
bestimmen Sie jeweils den Konvergenzradius.

Lésung: Es gilt
cos(0)=1, cos'(0)=—sin(0)=0, cos”(0)=—cos(0)=—1,... 3)

Daraus schlief3t man durch Iteration, dass offenbar

cos @)= (=1)F, cos**tD(0)=0 “)
ist, was die Taylor-Reihe
.~ (=1 w_, x*
cosx_g (Zk)!x _1_E+Z_m 5)

Den Konvergenzradius berechnen wir mit der Quotientenformel

Aok

Aok+2

= lim (2k +2) = lim (2k+1)(2k +2) = 0. 6)

R*’=1i
o k—oo  (2k)  k—oo

/e—>00

Die Potenzreihe konvergiert also fiir alle x € R.

Man darf die Potenzreihe demnach einfach gliedweise ableiten. Man erhilt daraus ohne neue Rech-
nung die Reihe fiir den sin:

o k+1 3 5

: / Z (—1) 2k—1 x X

SINX =—CO0S X = X :x—_+__..., 7
p— (2k—1)! 31 5! )

und die Reihe konvergiert ebenfalls fiir alle x € R.

(b) (3 Punkte) Berechnen Sie nun nochmals die Taylor-Reihen von cos und sin um einen beliebigen
Entwicklungspunkt 2 und beweisen Sie damit die Additionstheoreme.



Losung:

= 1)k 2 1>k 2k—1
cos(x +a) Z cos(a ]+Z sinax

= @) (2k—1)!
) 1 ) ) (_1)/e+1 B (8)
= cos(a kz:: —sm(a)kzzjl(zk_l)!xz"”’ !

= cos(a)cos(x)— sm(a) sin(x).
Dabei haben wir im letzten Schritt die Ergebnisse der vorigen Teilaufgabe verwendet. Genauso folgt

_1)k 2 k+1 2k—1
sin(a)x”/ + ;cosax -
) Z

=sin(a) Z
k=0
= sin(a)cos(x

sin(x +a) =

M8

_1)/€
27)!
)+ cos(a)sin(x).

i o0 (1)t 3 )
x% +COS(ﬂ)§ ((Z/e)—l)!XZk !

(¢) (2 Punkte) Berechnen Sie die Taylor-Reihe fiir die Exponentialfunktion exp um den Entwicklungs-
punkt 2 = 0 und bestimmen Sie den Konvergenzradius.

Losung: Wegen expl/) x = exp(x) ist exp/)(0) = 1 fiir alle j € Ny. Damit ist
1

expx = Z —x/. (10)

pyk
Der Konvergenzradius bestimmt sich wieder iiber die Quotientenregel

R = lim M: lim (j+1)=oo. (11)

j—o0 7! j—o0
Die Reihe konvergiert also fiir alle x e R

(d) (2 Punkte) Zeigen Sie, dass man die Taylor-Formel (1) symbolisch durch die ,,Operatorexponenti-
alfunktion®

f(x+a)=exp(ad,)f (x) (12)

schreiben kann, wobei exp(adx) durch die oben hergeleitete formale Potenzreihe definiert ist.

eXp(ﬂdx)f(X)=fo(j)(X)=f(x +a). (13)

Aufgabe 2 (10 Punkte): De L'Hospital-Regeln fiir Grenzwerte
Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte von Funktionen mit Hilfe der De I’'Hosphital-Regeln

(a) (2 Punkte)

sin x

(14)

x—0 x



Losung: Es handelt sich um einen Grenzwert vom Typ 0/0. Die De I'Hospital-Regel ist also an-

wendbar: )

. sinx . sin'(x i
lim = lim (x) = limcosx =1. (15)
x—=0 X x—0 x/ x—0

Bemerkung: Das erhilt man auch indem man die Taylorreihe des sin (7) verwendet:

. 0o ]‘+1 ) _ . 40 _ ] 2 4
L Y s e e n L R RS (16)
x =1 (2; =1 = (2k+1)! 35
(b) (4 Punkte)
lim ln_x und lim xInx (17)
x—00 X x—0t

Losung: Der erste Limes ist vom Typ oo /in f ty, und man kann die De "Hospital-Regel anwenden:

o] . I .1
lim ax _ lim ax_ lim — =0. (18)
x—00 x x—oo x/ xX—00 X

Der zweite Limes ist vom Typ 0+ co. Dann lisst sich die De I’'Hospital-Regel wie folgt anwenden

/
lim xInx = lim Inx = lim In’x = lim 1/—x:—lim x =0. (19)
x—0+ -0+t 1/x x—0t (1/x)  x—0+t —1/x2 x—0F
——
Typ oo /o0
(¢) (2 Punkte)
lim ——— 20
v0 In(1+ x) 0)
Lésung: Limes vom Typ 0/0:
x’ |
= =1 =lim(1 =1 21
(d) (2 Punkte)
lim (1 ¥ f) 22)
n—0Q n

Tipp: Berechnen Sie den Limes des Logarithmus’ dieses Ausdrucks und bestimmen Sie daraus den
gefragten Grenzwert aufgrund der Stetigkeit des Logarithmus’!

Lésung: Dem Tipp folgend berechnen wir

{1+ 5= i 4)

_ i RO +x/m)

n—00 1/7’1 (23)
e/ xm)

n—o0 —1/n?

= lim x(1+x/n)=x.
n—0Q
Damit ist

lim <1 + £>n = lim exp {ln[(l + %)n}} =expx. (24)

n—00 n n—00



Homepage zu Vorlesung und Ubungen:
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