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1 Einleitung

Die Untersuchung der Hohlraumstrahlung, also der elektromagnetischen Strahlung, die sich im
thermodynamischen Gleichgewicht in einem Hohlraum ergibt, hat sich fiir die ganze moderne
Physik als aufterordentlich wichtig erwiesen. Plancks Losung des Problems, das mit Kirchhoffs
Untersuchungen zur Universalitit dieser Strahlung seinen Ausgang im 19. Jh. genommen hatte,
gehort zu den elegantesten und weitreichendsten in der Physik {iberhaupt.

Es gehorte einerseits zu den ersten Rechnungen der relativistischen Statistik tiberhaupt (frei-
lich ohne, daf dies im Jahre 1899 irgendjemand bewufit gewesen ist), andererseits aber zeigte
sich drastisch das Versagen der klassischen Physik, und es deutete sich jener Paradigmenwech-
sel an, der schliefslich in der Entwicklung der Quantentheorie in den ausgehenden 20er Jahren
seinen Abschlufs gefunden hat.

Hier soll nun eine Herleitung im Rahmen der Quantenelektrodynamik gegeben werden. Die
Rechnung gehort zu den wenigen Beispielen der Quantenfeldtheorie, die ein direkt mefsbares
Phénomen exakt zu berechnen gestatten.

Es geht mir primdr um die Klarung der Frage, wie sich das Plancksche Strahlungsgesetz
kovariant formulieren 1aft. Dabei mache ich von der einfachst moéglichen Form der Quanti-
sierung des freien elektromagnetischen Feldes Gebrauch, ndmlich durch totale Einschrankung



der Eichfreiheit durch Wahl der Strahlungseichung, alle unphysikalischen Freiheitsgrade zu
eliminieren. Die relativistische Kovarianz und Eichinvarianz 1aft sich dann zwar nicht mehr
unmittelbar ersehen, ist aber implizit klar, weil sich alles durch den relativistisch kovarianten
Faradaytensor ausdriicken 1aft.

Wesentlicher wird die Wahl des statistischen Operators fiir die kovariante Formulierung. Wie
wir sehen werden, erweist es sich dabei als wichtig, dafs Energie- und Impulserwartungswert
festgelegt werden.

Der Artikel ist wie folgt gegliedert: Wir werden zunéchst ausfiihrlich die Quantisierung des
elektromagnetischen Feldes besprechen. Nach Darstellung von Hamilton- und Impulsoperator
wenden wir uns sogleich der Berechnung der Planckschen Verteilung bei beliebig gehaltenem
Gesamtimpuls des Systems zu. Dazu bestimmen wir den dazu gehorigen Statistischen Ope-
rator des thermodynamischen Gleichgewichts aus dem Jaynesschen Prinzip vom geringsten
Vorurteil (also dem Entropieprinzip). Abschliefend betrachten wir die Frage, wie sich durch
Spektroskopieren der Hohlraumstrahlung das Ruhsystem derselben bestimmen lafst.

1.1 Konventionen

Im folgenden verwenden wir das natiirliche Einheitensystem mit & = ¢ = kg = 1, so dafs nur
noch eine Einheit zu wihlen ist, wobei wir uns fiir das eV als Energieeinheit entscheiden.
Wir wéhlen die metrische Fundamentalform des Minkowskiraums in der Bjorken-Drell-Kon-
vention (g, ) = diag(1,-1,—-1,—1).

Die Maxwellgleichungen werden in rationalisierten Heaviside-Lorentz-Einheiten (natiirlich ent-
sprechend der obigen Wahl mit ¢ = 1 geschrieben, in denen das Coulombgesetz durch das
Potential

- q192
vV = 1

gegeben ist. Dabei sind die ¢; dimensionslose Ladungszahlen der beteiligten Teilchen. Fiir die
Elementarladung gilt also in unseren Einheiten e?/(47) = a a2 1/137.

Kontra- bzw. kovariante Vierertensoren werden stets mit oberen bzw. unteren griechischen
Indizes notiert. Bei der Spaltung in Raum- und Zeitkomponenten in einem gegebenen Bezugs-
system kommt fiir die kovarianten Komponenten von Vektoren auch die Spaltenschreibweise
(ut) = (u®, @) zur Anwendung.

Wir verwenden den Riccikalkiil, insbesondere die Summationskonvention, wonach tiber gleich-
namige Indizes, jeweils einer oben und einer unten stehend, zu summieren ist. In der Spalten-
schreibweise schreiben wir auch kurz u,v" = uv = ugvg — 40, wobei fiir Dreiervektoren das
euklidische positiv definite Skalarprodukt benutzt wird.

2 Quantisierung des elektromagnetischen Feldes

Wir beginnen mit der relativistisch kovarianten Formulierung der klassischen Elektrodynamik.
Die homogenen Maxwellgleichungen ergeben, daf sich elektrisches und magnetisches Feld aus
einem Skalar- und einem Vektorpotential herleiten, die zu dem kovarianten Vierervektor A,
zusammengefafit werden kénnen.



Die Feldstirken E und B sind dann im kovarianten Formalismus durch den Faradaytensor
Fu=0,A, — 0, A, (2)
gegeben. Die noch iibrigen Feldgleichungen lauten fiir das freie Feld
" =0 & 0OA, - 0,0,A" = 0. (3)
Die Gleichungen éndern sich offenbar nicht, wenn man von A, zu
A= A+ Oux (4)

iibergeht, wobei y ein beliebiges Skalarfeld sein darf. Dies ist klar, weil sich die Feldgleichungen
allein durch den Faradaytensor ausdriicken lassen, und dieser héngt offensichtlich nicht von
x ab. Man bezeichnet dies als Eichinvarianz der Elektrodynamik. Wie wir sehen werden, ist
die Eichinvarianz mit spezifischen Problemen bei der kanonischen Quantisierung verbunden,
die wir in unserem Fall durch die totale Fixierung der Eichung, also eine eindeutige Festlegung
der elektromagnetischen Potentiale A, durch Nebenbedingungen, beseitigen werden.

Zunéchst missen wir zum Lagrangeformalismus iibergehen. Die Feldgleichungen (3|) ergeben
sich mit der folgenden Lagrangedichte aus dem Hamiltonschen Prinzip:

1
L =~ Fu ", (5)

Das Wirkungsfunktional ist also
1
S[A,] = / dlz.? = —= / d*xF,, F'. (6)
R4 4 R4
In der Tat rechnet man leicht nach, dafs die Funktionalableitung durch

)

— = 9M*F 7

5 A,u 1224 ( )
gegeben ist, und das Hamiltonsche Prinzip verlangt das Verschwinden dieser Ableitung, was
wieder auf die Maxwellgleichungen fiihrt.

Soweit war die Formulierung der klassischen Theorie mit Hilfe des Hamiltonschen Prinzips
nicht komplizierter als fiir ein Feld ohne Eichinvarianzen. Es kommt allerdings zu Problemen,
wenn wir zum Hamiltonformalismus tibergehen. Die Berechnung der kanonischen Feldimpulse
liefert ndmlich 5.5

oan Lo (8)
Offenbar ist IIg = 0, und das bedeutet nichts anderes, als daf nicht alle vier Freiheitsgrade des
Vektorfeldes A, dynamische Freiheitsgrade des elektromagnetischen Feldes sein kénnen. Das
ist auch klar, denn aufgrund der Invarianz unter den Eichtransformationen (4)) gehtrt nicht jede
Losung der Bewegungsgleichungen fiir A, zu physikalisch unterscheidbaren Situationen. Alle
Felder, die aus einer solchen Losung durch eine Eichtransformation mit einem beliebigen
Eichfeld x hervorgehen, beschreiben dieselbe physikalische Feldkonfiguration.

II, :=

Dieses Problem wurde im Laufe der Geschichte der Quantenelektrodynamik auf unterschied-
liche Weise gelost. Wir folgen hier dem &ltesten Weg, der auf Diracs Strahlungstheorie zu-
riickgeht, indem wir die Felder A,, durch Nebenbedingungen einschrénken, so daf unter deren



Beriicksichtigung die Losungen eindeutig werden. Der Nachteil dieses Verfahrens ist, dafs wir
den Boden der manifest kovarianten Rechnung verlassen. Die relativistische Invarianz ist aller-
dings dadurch sichergestellt, daf ein Ausschépfen der Eichfreiheit nichts an der relativistischen
Invarianz der Wirkung andern kann, weil diese eichinvariant ist.

Als erstes verlangen wir die Bedingung der Lorentzeichung:
Fu AP = 0. (9)

Dies 14ft sich stets durch geeignete Wahl eines Eichfeldes x gewéhrleisten. Ist ndmlich AL eine
beliebige Losung der Feldgleichungen, so ist

A, = A;L + 0ux (10)
ebenfalls eine Losung. Geniigt x dabei der inhomogenen Wellengleichung
Oy = —8MA/“, (11)

so erfiillt offenbar A, die Bedingung der Lorentzeichung @

Die Lorentzbedingung legt nun aber x nicht eindeutig fest. Man kann ja zu einer beliebigen
Losung von ([11)) noch eine Losung der homogenen Wellengleichung addieren, ohne etwas zu
dndern. Ein Blick auf unsere kanonischen Impulse zeigt dann, dafs es wiinschenswert wére,
wenn wir verlangen diirften Ay = 0. Dies ist in der Tat im Falle freier Felder durch Umeichung
stets moglich, ohne die Lorentzbedingung @) zu verletzen. Ist namlich A/, eine Losung der
Feldgleichungen , die der Lorentzbedingung @ geniigt, so ist durch ((10) mit

t
X = —/ dr Ay (7, T). (12)
0
eine Losung mit Ag = 0 gegeben. Weiter gilt aufgrund der Bewegungsgleichungen
Ox =0, (13)

so dafs mit AL auch A, die Lorentzeichung erfiillt. Eine totale Fixierung der Eichung wird also
durch die Forderungen
OuA" =0, Ag =0 (14)

erreicht.

Man bezeichnet die durch festgelegte Eichung als Strahlungseichung. Dies weist darauf
hin, daf diese Eichung nur im ladungsfreien Raum widerspruchsfrei moglich ist.

Durch diese Uberlegungen ist nicht nur das Problem mit der Hamiltonschen Formulierung
gelost, sondern wir sehen, daf von den vier Freiheitsgraden des elektromagnetischen Feldes
nur zwei voneinander unabhéangig sind, denn liefert zwei Nebenbedingungen.

Jetzt konnen wir aber die Hamiltondichte ausrechnen:
. 1oo 1= . "
H =1, A" — &£ = 5H2 + 5192 mit B = rot A, (15)

wobei wir zur Formulierung mit dreidimensionalen Vektoren iibergegangen sind. Wir bemer-
ken, dafs IT := —(0pA%)q=1..3 = E ist, so daks zu der bekannten Energiedichte des elek-
tromagnetischen Feldes fiihrt.



Wir bendtigen noch die Impulsdichte des elektromagnetischen Feldes, die sich aus dem Noe-
thertheorem der klassischen Feldtheorie zu
. 0.9 L
8”A”] = FE x B+ div, 16
[8(801‘”) v=1...3 ( )

wobei div eine vollstdndige Viererdivergenz andeutet, die irrelevant ist, weil nur der totale
Impuls des Feldes physikalische Relevanz beanspruchen kannE.

Um nun zur quantisierten Theorie zu gelangen, erinnern wir uns von dem Formalismus der
“zweiten Quantisierung” her, dafs dies am einfachsten durch Quantisierung der Fourierdar-
stellung geschieht. Dann wird man némlich direkt zur Formulierung mit Erzeugungs- und
Vernichtungsoperatoren von Energie-Impuls-Eigenzustdnden gefiihrt, und dies ist auch genau

die Basis, die wir bei der Behandlung der Hohlraumstrahlung verwenden werden.
Den Ansatz

-,

Au(x) = ay(k)exp(—ikz) p=1...3 (17)
in die Maxwellgleichung und die Eichbedingungen eingesetzt liefert:

-

k2 =k —k*=0, ka(k) = 0. (18)

Die letztere Gleichung besagt, dafs sich ebene elektromagnetische Wellen im ladungsfreien
Raum stets transversal ausbreiten. Wir kénnen also durch beliebige Ergénzung von k/|k| mit
€j(k) (j = 1,2) zu einem Orthonormalsystem jedes Feld in der Form

2

. d3k . -
A(z) = _ a;(k) exp(—ikz) + aj (k) exp(ikz)
/F*?’ (2m)32]k| ; [ S ’

B 9)

nach ebenen Wellen entwickeln. Dabei haben wir der Tatsache Rechnung getragen, dafl die
Felder reell sind.

Die Quantisierung erfolgt nun durch Ubergang zu Operatoren

2

- 3L - - -,
A(z) = / Lﬁ Z [aj(k) exp(—ikz) + a}(k:) exp(ikx) €j(k). (20)
%\ (2m)32]k] ;

ko=|k
— o=|k|

Es ist zu bemerken, daf wir durch Wahl der Darstellung hier bereits der Kausalitatsforderung
der relativistischen Quantenfeldtheorie Rechnung getragen haben, indem wir die negativen
Energiezustéinde mit Erzeugungsoperatoren a' angesetzt haben. Dies ist die sog. Feynman-
Stueckelberg-Methode zur Interpretation der negativen Energiezustédnde.

Nach dem Spin-Statistiktheorem sind nun Teilchen mit ganzzahligen Spins (das Photon triagt
als Vektorfeld Spin 1) mit bosonischen Vertauschungsregeln zu quantisieren, so daf wir die
Kommutatorrelationen fiir die Erzeuger und Vernichter wie folgt zu schreiben haben:

[2:(F), 25 (F)] = 0, [au(R), al(F)] = 6,6 (F — ). (21)

!Nur im Rahmen der allgemeinen Relativititstheorie fiihrt die Energie-Impulsdichte selbst iiber die Ein-
steinschen Feldgleichungen zu physikalischen Aussagen



Durch eine einfache Rechnung folgt daraus, daf die Feldoperatoren die kanonischen ,,gleich-
zeitigen Vertauschungsrelationen®

(), A )], = 0P (F — )5 (22)

erfiillen, wie es sein mufs.

Fiir die Berechnung des Hamilton- und des Gesamtimpulsoperators wenden wir die Vorschrift
der Normalordnung an, der zufolge die Operatoren so anzuordnen sind, daf alle Erzeuger
links von allen Vernichtern zu stehen kommen. Dies entspricht einer willkiirlichen Wahl des
Energienullpunktes und beseitigt den unendlichen Beitrag der Nullpunktsenergie. Der Ener-
gienullpunkt liegt dann gerade bei der niedrigsten Energie des Systems.

Durch Ubertragung der klassischen Gleichungen und nach dieser Vorschrift in die
quantisierte Theorie folgt dann:

2
_ 1 3= (B2 B2 .— 377 BV
H_Q/dex.<E +B>._/R3d ka::ln](k)]k

, (23)
P— [ #5:BxBim [ @FY n®F
R3 R3 =1

Dabei sind die nj(E) die Operatoren der Photonendichte mit einer Polarisation in Richtung
¢; und Impuls k.

Die Berechnung der verallgemeinerten Energie-Impuls-Eigenvektoren ist von der elementaren
Theorie des harmonischen Oszillators her bekannt. Wir geben nur das Resultat an.

Der Hilbertraum wird aufgespannt von den simultanen verallgemeinerten Eigenvektoren der
Form

—

nF0)) = [T ()" 10). (21)

E,j n ka])'

wobei |0) der Zustand niedrigster Energie mit nj(E) |0) = 0 fiir alle %, j ist, und [ bezeichnet
ein beliebiges Produkt iiber endlich viele Werte k € R3 und j=1,2. Jedes n(E, j) darf dabei
in N:={0,1,2,...} liegen.

Es ist klar, dak dies nur eine einfache Schreibweise fiir die Produktbasis des bosonischen
Fockraums, also dem topologischen Span symmetrisierter direkter Produkte von Einteilchen-
zustanden, darstellt, die sog. Besetzungszahldarstellung.

3 Quantenstatistik

In diesem Abschnitt wollen wir an grundlegende Beziehungen der Quantenstatistik erinnern.
Die Quantenstatistik wird immer dann angewandt, wenn wir es mit einer Situation zu tun
haben, in der eine vollstidndige Zuordnung des Quantenzustandes zu einem System durch
Messung nicht praktikabel ist. Das kann an praktischen Auflésungsgrenzen der verwendeten
Mefapparatur oder an der Komplexitit des untersuchten (z.B. makroskopischen) Systems
liegen.



In der Quantenstatistik wird der Zustandsbegriff dahingehend erweitert, dafs nicht nur Strahlen
im Hilbertraum zur Spezifikation des Zustandes herangezogen werden. Diese Strahlen sind ja
die maximal mogliche Kenntnis, die wir aufgrund der Quantentheorie durch Messung eines
vollstdndigen Satzes vertréglicher Observabler von dem System iiberhaupt erhalten kénnen.
Man nennt daher einen Strahl im Hilbertraum auch reinen Zustand.

Im Gegensatz dazu fithrt man bei fehlender Kenntnis des Systems die i.a. inkohérente Uber-
lagerung von Zustédnden in der Form

R=D pli){il, TR=3 p;=1 (25)

JEN J

ein. Dies entspricht der Situation, daf von jedem Zustand |j) eines vollsténdigen Orthonormal-
systems die Wahrscheinlichkeit p; angegeben ist, dafs sich das System in eben von diesem ket
reprasentierten Zustand befindet. Offenbar kann ein reiner Zustand in umkehrbar eindeutiger
Weise durch einen Projektor der Form |¢) (1| mit einem normierten Hilbertraumvektor |v)
beschrieben werden. Dies ermoglicht die einheitliche Beschreibung von reinen und gemischten
Zustdnden in der Form .

Ist der Statistische Operator R gegeben, so berechnet sich der Erwartungswert einer Obser-
vablen O, die durch den hermiteschen Operator O repréisentiert wird, vermoge

(O) = Tr(OR). (26)

Ist {|r)}ren Eigensystem von O zu den Eigenwerten o, gilt offenbar

(O) :ZZ]JT/ <r‘r’><r”0‘r>22pror, (27)

reNr’eN reN

wie zu erwarten fiir den gegebenen statistischen Operator, der eine statistischen Gesamtheit
von Systemen beschreibt, bei denen die Messung der Observablen O mit der Wahrscheinlichkeit
p, das Resultat o, liefert.

Die Dynamik des Systems ist durch die bildunabhéngige von Neumann-Gleichung gegeben:

1 OR
1 ot expl.

Diese Gleichung beschreibt die Tatsache, daf die quantenmechanische Zeitentwicklung, die

durch den Hamiltonoperator H bestimmt ist, die Zuordnung des statistischen Operators zum

System nicht dndert.

Wir interessieren uns hier fiir den Fall des thermodynamischen Gleichgewichts, das dadurch
definiert ist, dafs R nicht explizit zeitabhéngig ist. Das bedeutet der von Neumann-Gleichung
zufolge, daf R mit dem Hamiltonoperator vertauscht. Dies wiederum impliziert, dakt R
allein von Erhaltungsgrofen des Systems abhidngen kann.

Nun erhebt sich aber die Frage, welcher statistische Operator fiir eine konkrete Situation
zu wahlen ist. Auf diese Frage konnen uns die fundamentalen Grundlagen der Physik keine
Antwort geben, denn es handelt sich um ein rein statistisches Problem. Die Struktur der von
Neumann-Gleichung zeigt, daf wir es mit einem Anfangswertproblem zu tun haben, d.h. wir
miissen den statistischen Operator zur Anfangszeit festlegen. Die typische Situation ist, dafs
wir von einem System einige wenige Gréfsen kennen. Dies beschreiben wir nun statistisch



dadurch, daf wir uns ein Ensemble von gleichartig praparierten Systemen denken (Gibbssches
Ensemble), fir das die Erwartungswerte der Grofen die bekannten Werte annehmen.

Es ist klar, dak es beliebig viele Wahrscheinlichkeitsverteilungen p, (und damit statistische
Operatoren) gibt, fiir die diese Bedingung zutrifft. Welche dieser Verteilungen ist nun aber zur
Beschreibung des Systems zu wahlen? Diese Frage wird durch die Informationstheorie, die von
Shannon Ende der vierziger Jahre im Zusammenhang mit Untersuchungen zur Statistischen
Signaltheorie der Elektrotechnik entwickelt worden ist.

Zunichst wird ein Maf fiir die gegeniiber der exakten Kenntnis des Systemzustandes fehlen-
de Information bei gegebener Wahrscheinlichkeitsverteilung p, definiert. Es stellt sich dabei
heraus, daf ein solches Mafs, das aufgrund einiger weniger einleuchtender Annahmen iiber
die Bedeutung von “Information iiber das System” eindeutig bestimmt werden kann, die von
Neumann-FEntropie:

S:—<IHR>:—Zprlnpr. (29)

Um nun zu vermeiden, dafs wir durch die Wahl der Wahrscheinlichkeitsverteilung mehr In-
formation iiber das System vortduschen, als wir tatséchlich besitzen, werden wir gezwungen,
von allen Verteilungen, die im Einklang mit der gegebenen Information stehen, diejenige zu
wéahlen haben, fiir die die Entropie maximal wird. Dies ist in der Informationstheorie als das
Jaynessche Prinzip vom geringsten Vorurteil bekannt.

4 Der kovariante Statistische Operator

Wir wenden uns nun der quantenstatistischen Beschreibung der Hohlraumstrahlung zu. Zu-
néchst miissen wir kléren, wie wir den statistischen Operator dem Jaynesschen Prinzip geméfs
zu wahlen haben.

Die Hohlraumstrahlung ist elektromagnetische Strahlung in einem aus ideal leitenden Wan-
den bestehenden Kasten, der sich im thermodynamischen Gleichgewicht befindet. Wie wir
oben gesehen haben, wird eine Situation des thermodynamischen Gleichgewichtes durch einen
statistischen Operator beschrieben, der eine Funktion der Erhaltungsgrofien des Systems ist.
Hierbei interessieren wir uns nicht fiir die Polarisation der Strahlung, so daf wir nur Erwar-
tungswerte fiir Energie und Impuls des Strahlungsfeldes zum Anfangszeitpunkt der Beobach-
tung vorgeben. Es ist klar, daf der statistische Operator dann aufgrund der von Neumann-
Gleichung iiberhaupt zeitlich konstant ist.

Es ist nun klar, daft aufgrund dieser Wahl der bekannten Information die Behandlung in der
Energie-Impulsdarstellung, die wir schon bei der Quantisierung des elektromagnetischen Fel-
des verwendet haben, zweckméfig ist. Das Problem besteht dabei darin, daff Hamilton- und
Impulsoperatoren kontinuierliche Spektren besitzen. Dadurch wird die Anwendung der im vo-
rigen Abschnitt angedeuteten Theorie mathematisch problematisch. Wir kénnen uns dieser
rein mathematischen Probleme dadurch entledigen, dafs wir vom unendlichen Raum, den wir
der Quantisierung zugrundegelegt haben, zu einem endlichen Hohlraum, dem Quantisierungs-
volumen tibergehen. Dies geschieht formal durch die Einfithrung geeigneter Randbedingungen
an die Felder. Andererseits interessieren wir uns aber nicht fiir mit dem begrenzten Volu-
men verbundene Randeffekte. Dies wiirde das Problem auch dahingehend komplizieren, als
wir eine detaillierte Beschreibung der an den Wénden stattfindenden Absorptions- und Emis-
sionsprozessen geben miifften. Wir wollen also am Schluf der Rechnung wieder den Limes



des unbegrenzten Raumes und kontinuierlicher Energie- und Impulsspektren betrachten. Wir
kénnen also die Randbedingungen so einfach wie moglich wahlen, ohne dafs diese weiter phy-
sikalische Bedeutung haben. Es bietet sich also an, das Quantisierungsvolumen als Wiirfel der
Kantenldnge L zu wéhlen und den Feldern periodische Randbedingungen der Form

A(t, 7+ L&) = A(t, ) fir i =1,2,3 (30)

aufzuerlegen.

Diese Randbedingungen ermoglichen wieder die Fourierentwicklung nach ebenen Wellen, nur
daf das Spektrum diskret ist und die Fourierintegrale in Fourierreihen iibergehen, d.h. wir
haben jetzt die Darstellung

ik(77)x] + al (i) explik(7)x
= Z 2|k:|V {ay( 1) exp[—ik(7i)x] + aj (1) explik(7i) ]} (31)

iez? j=1 ko () =IR(7)|
wobei wir E(n) unseren periodischen Randbedingungen geméfs
jd RN 27T = . = 3
k(i) = -7 mit 7 € Z (32)

gesetzt haben, und V = L3 ist das Volumen des Hohlraums.

Der Hilbertraum ist wieder genauso als Fockraum zu konstruieren wie im Falle kontinuierlicher
Impulse. Wir schreiben den statistischen Operator in der Energie-Impulsdarstellung:

R:Zp(P,a)|P7a><P,a|, (33)
P«

wobei a der Entartung der simultanen Energie-Impulseigenvektoren Rechnung trégt. Es ist
klar, daf in unserem Fall diese Eigenvektoren in der Besetzungszahldarstellung zur Anwendung
kommen werden. Wir miissen nun die von Neumann-Entropie unter den Nebenbedingungen

TrR =) p(Pa)=1, (P*) = 2" =) P'p(P,a) (34)
P,a Pa

durch Wahl der Wahrscheinlichkeitsverteilung p(E, ]3, «) maximal machen. Dies erreichen wir
mit Hilfe der Methode der Lagrangeoperatoren. Das bedeutet wir suchen das Maximum der
Hilfsfunktion

S'=8S+u,2"+Q-1 (35)
und variieren nach den p:
58" = -4 Zp P, o) In[p(P, «) Zép P, o)[lnp(P, )] + u, P" + Q] = 0. (36)
Pa P,

Da die p frei variiert werden diirfen, weil den Zwangsbedingungen durch geeignete Wahl
der Lagrangeparameter u, und 2 Rechnung getragen werden kann, muf der in der Klammer
stehende Ausdruck verschwinden, d.h.

1
p(P,a) = 7 exp(—uqPY) mit Q =InZ = Zexp(—uuP“). (37)
P,a



In darstellungsfreier Form ist also der Statistische Operator durch
1
R = - €XP (—u,P*) mit Z = Tr [exp (—u,PH)] (38)

gegeben. Wir sehen sofort, dafs dies ein skalarer Operator ist, wenn sich die u, unter eigentlich
orthochronen Lorentztransformationen als Vierervektor transformieren. Fir u, = f = 1/T
geht der statistische Operator in den Operator der kanonischen Verteilung iber. Wir werden
gleich sehen, dafs sich durch eine geeignete Wahl des Bezugssystems stets diese Form erreichen
1a8t. Das bedeutet aber, daf die Wahl des statistischen Operators ein Bezugssystem auszeich-
net, namlich das, in dem der Dreierimpuls des Gesamtsystems verschwindet und die Verteilung
eine kanonische wird. Dies bedeutet, daft die Wahl des Zustandes die Lorentzsymmetrie bricht.
Es liegt ein typischer Fall von spontaner Symmetriebrechung vor, denn die dynamischen Ge-
setze, die durch das Wirkungsfunktional definiert werden, sind lorentzinvariant, nicht aber der
zur Beschreibung der Situation zugrundegelegte Zustand.

Jetzt miissen wir nur noch in der durch die Einfiihrung der periodischen Randbedingungen
diskretisierten Form fiir die Impulse einsetzen. Alle statistischen Aussagen lassen sich dann
durch Ableiten der Zustandssumme Z nach den Lagrangparametern u* berechnen. Es gilt

Z="Tr exp[—u#P“]

=11 H Z exp|—uq P(7)n; (7))

neZ3 j=1n;(7) (39)

1
=11 H 1 — exp[—u, PH(i7)]’

Als erstes konnen wir nun den Wertebereich der u,, angeben, fiir den die obige Zustandssumme
iiberhaupt sinnvoll ist. Wir haben im letzten Schritt die geometrische Reihe fiir jedes 7 € Z3
und j = 1, 2 aufsummiert. Infolgedessen mufs der Exponent in der Exponentialfunktion negativ
sein, d.h. u#P“( 7) > 0 fiir alle 7@ € Z®. Da nun aber P,(77)P*(7i) = 0 ist, bedeutet das, da$ u,,
zeitartig und ug > 0 sein muf. Dies ist fiir u = (5,0, 0, 0) sicher der Fall. Alle iibrigen erlaubten
Werte von wu lassen sich aber daraus durch eigentlich orthochrone Lorentztransformationen
erzeugen. Das zeigt, dal die oben ausgesprochene Vermutung tatséchlich zutrifft: Durch die
Wahl der Gleichgewichtsverteilung wird ein Bezugssystem ausgezeichnet, ndmlich das, in dem
der Gesamtimpuls 2 verschwindet. Alle iibrigen physikalisch sinnvollen Situationen ergeben
sich dann durch eigentlich orthochrone Lorentztransformationen. Gleichzeitig bemerken wir,
daR die Temperatur wegen 1/T% = 32 = u vt ein Skalar ist. Dies war zu erwarten, handelt es
sich doch um eine innere Eigenschaft des Systems.

Um dieses Programm nun praktisch durchfiihren zu kénnen, berechnen wir die Zustandssumme
im Limes kontinuierlicher Impulse. Logarithmieren von ergibt

Q:=InZ=-2) Infl - exp[—u,P"(7i)]}. (40)
nezsd
Fiir einen Hohlraum, dessen Abmessungen grofs gegen den relevanten Wellenldngenbereich des

Problems ist, konnen wir diese Summe durch ein Integral approximieren, denn ein kleines
Impulsvolumen d3k entspricht dann gemif

d*k (41)




Zustidnden mit nahezu dem gleichen Impuls. Im kontinuierlichen Limes gilt demzufolge exakt:

2

InZ=-—
" (2m)3

/ VA k[l — exp(—uu k™) o_ - (42)
R3

Dabei ist V' das Volumen des Systems gemessen in dem Bezugssystem des Beobachters, in
dem die Lagrangeparameter u, gegeben sind. Wie transformiert sich nun das Volumen V7
Betrachten wir dazu das Bezugssystem Y, mit ug = £, @ = 0, also das Ruhsystem des
Hohlraums. Demnach ist fiir den Fall, daf sich der Hohlraum gegen den Beobachter mit
Geschwindigkeit v in z-Richtung bewegt

s

==

(43)

SO =

d.h. fiir eine Geschwindigkeit ¥ des Hohlraums in beliebiger Richtung im Bezugssystem des

ruhenden Beobachters
15} 1
(u") = = \a) (44)

Das Volumenelment im Ruhsystem sei Vg = fVo d3Z. Das Viererwegelement im System ¥ ist
aber

dzd — vdz}
1 —vdz + daf
my — 0 0
W =A—a| )
dxd

Fiir einen Beobachter in ¥ ist nun das Volumenelement durch d3#|4,0_, bestimmt. Dies ergibt
dann gemiR (45) dz) = vdz}, und dies in die drei unteren Komponenten von (dz*) eingesetzt
ergibt schlieflich den gesuchten Zusammenhang zwischen dem Volumen des Hohlraums im
jeweiligen Bezugssystem (gleich fiir allgemeines ¥/ geschrieben):

o
—V1— @V, = —vo——vu““vo. (46)

Up

Zur Berechnung des Integrals filhren wir Kugelkoordinaten mit # als Polarachse ein. Die
iibliche Substitution & = cos 6 ergibt:

v

Quy) = )

1 00
dg/ dww? In{1 — exp[—w(ug — ué)]}. (47)
-1 0

Partielle Integration bzgl. w liefert

2= | et @

Substitution von n = w(ug — u) ermoglicht schlieblich die analytische Integration:

- V7T2 UuQ

45 @, (49)
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wobei wir das Integral

[e] 3 4
n T
d = 50
/0 Texpln) — 1~ 15 (50)

benutzt haben (seine Berechnung wird im Anhang nachgeliefert). Weiter haben wir bertick-
sichtigt, dak u? = (32 ist. Einsetzen von ergibt nunmehr die manifest kovariante Form fiir
Q:

2
T ;/O(u”u“)_gﬂ. (51)

Qu!) =
Hierin manifestiert sich die Auszeichnung des Ruhsystems des Warmebades darin, dafs der
Skalar (1) Vo explizit auftritt. Q ist aber, als Funktion von u* ein Skalarfeld, wie es sein muf.

Aus dieser Darstellung lassen sich nun leicht die Erwartungswerte fiir Energie und Impulse
ausrechnen:

o0 2V,
<PM> = ’gzll = _8,”“ = 15ﬁ5 U (52>
wobei wir wieder u,u* = 3? genutzt haben. Die invariante Masse der Strahlung ist durch
2V
Bo=
PP 1558 (53)

gegeben, und das ist die Gesamtenergie der Strahlung im Ruhsystem des Warmebades.

5 Das Spektrum

Jetzt wenden wir uns der Frage zu, ob und wie wir die Bewegung des Wérmebades gegen-
iiber dem Beobachter messen kénnen. Dies sollte prinzipiell moglich sein, weil wir ja gesehen
haben, daf das Ruhsystem des Warmebades durch die Wahl des Gleichgewichtszustandes
ausgezeichnet wird.

Dazu berechnen wir die mittlere Energie und den mittleren Impuls, die die Feldmoden mit

einem gegebenen Impuls p beitragen. Dazu braucht man in nur u, durch eine Funktion
u,, (1) zu ersetzen und nach u,(7) ableiten

o K

(i) = 00 - M (54)
Ouy, () ()= exp(uykt) — 1
Mit erhalt man im Limes L — oo
2V d3k ke
agn =2 . : (55)
(2m)? exp(uukt) = 1],
Mit d3k = dedeQE folgt daraus insbesondere fiir die Energieverteilung £ = P
2V dwd?§)- 3
= : - (56)

(2m)?  explw(ug — |d]cos )] — 1"
Dabei ist 6 der Winkel zwischen der Geschwindigkeit des Beobachters gegen die Bewegungs-
richtung des Photons. Dies zeigt, dak sich in jeder Richtung die Hintergrundstrahlung mit
einem Planckspektrum fitten 1aft:
2ded2Q]~€» w3
@) exp(Fw) — 1

d@[{}Planck = (57)
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Fir @ # 0 ist jedoch die inverse Temperatur von der Beobachtungsrichtung abhéngig, und

zwar gemaf und :
s

1— a2
Messungen des Satelliten COBE ergeben, daf wir mit einer Geschwindigkeit von (390 =+
60)km/s in Richtung des Sternbildes Lowe driften (nach [Goe96]). Wir erhalten also wenn
wir die Warmestrahlung eines mit ¢ gegen uns bewegten Hohlraum in einer Richtung, die
gegeniiber ¥ den Winkel 1 besitzt, ein Planck-Spektrum mit der effektiven Temperatur

1 V1— 2

B = (1 —|U|cos®). (58)

Fiir 9 = 0 ergibt sich insbesondere

1+ |7]
TW=0)=T
W=0=715 (60)
und fird =7
1—|7]
T'W=mr)=T ) 61
( ) 1+ |7] (61)

Dies ist versténdlich, denn im Fall ¥ = 0 (¢ = =) betrachten wir einen Hohlraum, der sich
frontal auf uns zubewegt (von uns wegbewegt), und die elektromagnetischen Wellen erfahren
eine entsprechende Doppler-Rotverschiebung (Doppler-Blauverschiebung). Beim hier freilich
zu verwendenden relativistischen Doppler-Effekt ergibt sich auch eine Rotverschiebung fiir
¥ = /2, die auf die relativistische Zeitdilatation zuriickzufiihren ist:

T/ = 7/2) = T\/1— & (62)

Beim akustischen nichtrelativistischen Doppler-Effekt gibt es im Gegensatz hierzu keine Fre-
quenzverschiebung der Schallwellen in zur Geschwindigkeit der Quelle senkrechter Richtung,
denn in der Newtonschen Physik gibt es ja auch keine Zeitdilatation.

Nach dem obigen ist allerdings die korrekte Interpretation des kovariant geschriebenen Spek-
trums eine andere, denn die inverse Temperatur ist als Skalar aufzufassen, und wir miissen
schreiben

(27) exp [m(l — |7 cos@)} -1



A Berechnung des “Planck-Integrals”

In diesem Anhang wollen wir das oben benutzte Resultat
o0 3 4
n 7r

d — 64

/0 nexp n—1 15 (64)

Als erstes schreiben wir den Integranden als geometrische Reihe:

beweisen.

3

n 77 exp(— 3
= = = k). 65
f(m) opn—1 1—opin) " E exp(—nk) (65)

Da diese Reihe im Integrationsgebiet gleichméfig konvergiert, darf das Integral gliedweise be-
rechnet werden. Die Reihenglieder lassen sich elementar integrieren mit Hilfe der erzeugenden
Funktion

o0 1 o0 d3 1
9(x) :/0 dnexp(—nzx) = - ;‘/0 dnn? exp(—nk) = —@g(w)lz:k = (66)

so dafl unser Problem auf die Summation der Reihe

o0

00 1 —0
1:/0 d”expn 2—4_3 > k4+3zk4 (67)

k=-—1
zuriickgefiihrt ist. Dies gelingt nun mit Hilfe der komplexen Integration. Dazu benutzen wir

Imz

Rez

Abbildung 1: Zur Summation der Reihe

die Tatsache, da 7 cot(7z) in z € Z Residuen 1 besitzt, so dak wir bei Wahl des Weges C' in
(Abb. [1]) schreiben koénnen:
_ 3l & cot(7mz) '
27 Jo 24

(68)
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Der Integrationsweg kann nun durch die beiden Halbkreise im Unendlichen geschlossen gedacht
werden, weil diese nicht zum Integral beitragen. Dieser Weg entspricht aber einem Umlauf
von z = 0 im mathematisch negativen Sinne, weil der Integrand ansonsten keine Residuen im
Inneren des Weges aufweist. Daher gilt

3. d* m
I= —Zi% 7 cot(mz) = o (69)

und das war zu zeigen.
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