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Phaseniiberginge:

Historisches Gebiet der Physik: Erscheinungsformen der Materie
Modernes Gebiet der Physik: kritische Phénomene

Vertreten in allen Disziplinen der Physik:
kondensierte Materie, Teilchenphysik, Kosmologie

Vollstandige Beschreibung: Quantenfeldtheorie und Renormierungsgruppe

Phasen:

Zustandsformen desselben Stoffs, abhéingig von dufleren Bedingungen

Makroskopische Observable, durch deren unterschiedliche Werte sich Phasen
unterscheiden, heiflen Ordnungsparameter; Beispiele:

. Dichte: Gas, Fliissigkeit, Festkorper

. Magnetisierung: Para-, Ferro-, Antiferromagnet
. El. Diploment: Paraelektrikum, Ferroelektrikum
. El. Leitfahigkeit: Isolator, Metall, Supraleiter

. Viskositét: Fliissigkeit, Suprafliissigkeit

. Kristallstruktur: Festkorper

. Vakuumstruktur: QFT

N O U W N

Phaseniibergéinge: Wechsel zwischen Zustandsformen eines Stoffes in sogenann-
ten kritischen Bereichen thermodynamischer Variablen wie T', P, .H etc.

1 Erinnerung Thermodynamik + Statistische Physik

1.1

Thermodynamische Begriffe
Thermodynamisches System: makroskopisch, Teilchenzahl N ~ 10%3

Zustandsgroflen, thermodynamische Parameter: PV, T, H, M, ... ...
experimentell definiert, systemabhingig

thermodynamisches Gleichgewicht: thermodynamischer Zustand #ndert sich
nicht (mehr) mit der Zeit

Zustandsgleichung: Beziehung zwischen Zustandsgroen, z.B. f(P,T,V) =0

mechanische Arbeit: dW = PdV (Gase, Fliissigkeiten),
dW = —H - dM (Magnete)



e Wirmemenge. AQ = CAT wird absorbiert, wenn T steigt ohne dass Arbeit

verrichtet wird; C' spezifische Warme, stoffabhéngig

e Temperatur T definierte Grofle, z.B. durch ideales Gas, PV = NkgT

e Extensive/intensive Zustandsgroflen: proportional zu/unabhéngig von Sub-

stanzmenge

e Entropie: AS = AQ/T bei reversibler Zustandsénderung

1.2 Hauptsitze der Thermodynamik

1.HS: Fiir beliebige Zustandsdnderungen zwischen gegebenen Zusténden A, B ist

B
dE = d@Q — dW, J dE wegunabhingig
A

(1.1)

dW, d@ sind keine vollstandigen Differnziale, dE innere Energie des Systems, exten-

S1v

2.HS Fiir beliebige Zustandsénderungen ist

dQ < TdS Gibbs’sche Formulierung

B B
d
fds> JQ
A a T
Gleichheitszeichen gilt bei reversiblen Prozessen
Fiir isolierte Systeme ist dQ =0 = S(B)—S(4) =0
= Irreversible Prozesse vergofiern die Entropie von isolierten Systemen

= Gleichgewichtszustand eines isolierten Systems hat maximale Entropie

Zusammen mit 1.HS:
TdS = dE + dW

1.3 Thermodynamische Potenziale

Reversibler Prozess: dE = TdS — PdV, = E = E(V,S)

(1.3)

Verallgemeinerung: erlaube Teilchenaustausch zwischen System und Umgebung

dE = TdS — PdV + Y \uiN;,  E=E(S,V,N;)

(1.4)



N; Teilchenzahl der Teilchensorte i, p; chemische Potenziale
Andere thermodynamische Potenziale durch Legendre-Trafo:

Helmholtz freie Energie:
F = E—-TS
dF = TdS— PdV + Z i dN; =Fds — SdT (1.5)

Bei isothermer Zustandsénderung und fester Teilchenzahl ist F' gleich dem Negativen
der maximal durch das System verrichteten Arbeit:

AW < —AE + TAS = —AF (1.6)

Fiir ein mechanisch isoliertes System bei konstanter Temperatur ist der Gleichge-
wichtszustand der Zustand mit minimaler Helmholtz freier Energie

Gibbs freie Energie (freie Enthalpie):

G = F+PV
dG = =PdV + ) 1dN; — SdI +VdP +PdV (1.7)
G = G(P,T,N;) (1.8)

Fiir ein mechanisch isoliertes System bei konstantem Druck ist der Gleichgewichts-
zustand der Zustand mit minimaler Helmholtz freier Energie

Magnetische Systeme:

Modelliert durch magnetische Momente (Spins) auf Gitterplitzen, die sich in dufle-
ren Feldern ausrichten (kein Teilchenaustausch!)

Arbeit dW = —H - dM

GH,T) = ESM)-TS—-M-H
dG = —SdT —M-dH (1.9)

etc.

Maxwell-Relationen:

Betrachte freie Energie eines 1-komponentigen PV T-Systems:

dF = —SdT + PdV + pdN (1.10)



(Zi)]\/,v =5 (25)1\/1 ==, (;Z)T,V —# (1.11)

Fiir eindeutige, mindestens zweimal stetig differenzierbare Funktionen f(x,y) ist die
Reihenfolge der partiellen Ableitungen gleichgiiltig,

o f o f

oxdy  Oyox (1.12)
Daraus folgen die Maxwell-Relationen:
()en = ()
oS 0
G P )
0P 0
(ﬁ)V,T B _<%>T,N (1.13)

Antwortfunktionen:

Beschreiben die Reaktion eines Systems auf Anderung #uflerer Parameter;
entsprechen 2. Ableitungen thermodynamischer Potenziale

Bsp. 1-komponentiges PVT-System:

spez. Wiarme Cy = (Z%v = T<Z§’>V = T(Z;};)v(l 14)

cr = (), =7(7),=1(5),09

spez. Kompressibilitit rr = —%(Z—V)T = —% <22P2>T (1.16)
therm. Expansionskoeffizient o = é(g};)PN = % (9(; ZG>T)P (1.17)

1.4 Abhéingigkeit von der Teilchenzahl
E, S, F,G additiv/extensiv; T, P intensiv

Annahme (0.B.d.A): System besteht nur aus einer Teilchensorte

Additivitit: bei Anderung der Materiemenge (Teilchenzahl N) um einen Faktor
« dndert sich eine additive Gréfle um denselben Faktor
= homogene Funktionen ersten Grades beziiglich der additiven Variablen

Bsp: E = E(S,V); FE additiv, S,V additiv

= E(S,V) =a f(gg) (1.18)
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Fir V=aV ist S =aS und E = oF’
Sei a = %, mit N als fester Bezugsgrofie, N' =1

= E(S,V,N) = Nf(%,%)

Alternative Form: FE(aS,aV) = aFE(S,V)

Analog (mit jeweils einer anderen Funktion f):

freie Energie: F(N,V,T) = Nf(
freie Enthalpie: G(N,P,T) = Nf(P,T)

=2 <

Wegen dE = TdS — PdV + udN ist

E
= (SN)S,V chemisches Potenzial
Entsprechend:
dF = —=S5dT — PdV + pdN
dG = —-SdT +VdP + pdN

Dann gilt auch:
oF 0G

== (%) rv = (&%)

Physikalische Bedeutung von p aus (1.20) :

- (§J€>P,T = AR = %

(1.24)

(1.25)

Das chemische Potenzial entspricht der freien Enthalpie pro Teilchen = als Funktion

von P,T unabhéngig von N

S
=  Gibbs-Duhem-Relation dy = —sdT + vdP, s = N’U

Thermodynamisches Potenzial mit unabhéngiger Variable p :

d(uN) = pdN + Ndu
= d(F — uN) = =SdT — PdV — Ndu

Def:

QO=F-uyN=F-G=E-TS—(E+PV -TS)=-PV

(1.26)

2| <



= Q(V,T,p), dQ=—SdT — Ndu — PdV (1.30)

N entspricht jetzt der mittleren Teilchenzahl in V' bei T', gemittelte Grofie!

=@, (D), e

Fiir irreversible Prozesse:

dE + PdV — udN < TdS (1.33)
dE + PdV — pdN —TdS < 0 (1.34)

Prozesse mit T, V, . konst:
d(E—-TS —uN)=d(F —uN)=dQ2 <0 (1.35)

Das thermodynamische Potenzial €2 ist im Gleichgewicht beziiglich Zustandsédnde-
rungen mit festem 7', V, u minimal

1.5 Bedingungen fiir Gleichgewicht und Stabilitét

Gegeben seien zwei PV T-Systeme (F1, Vi; Ea, V3) in thermischem Kontakt und ther-
modynamischem Gleichgewicht mit £ = E; + Es, V =V + V5 fest

Gesamtentropie: S = S1(F1, Vi) + S(E2,V2) = Maximum!

051 0S5 0S1 0S5

— ) dFE — ) dFE — d — d
<(3E1>V1 1+(3E2)v2 2+(8V1>E1 V1+<8V2)E2 V2

(5, - (22), Jom [(52),, - (22), ]

=0 (1.36)

s

Wegen dF; = T;dS; — P;dV; ist dann

051 0S5y 1 1
=0: ) (22 == 1.
Vi =0 <8E1>V1 <5E2>V2 < T T (1.37)
o 051 (05 i - &
dEl =0 (&Vl)El N (a‘é)EQ = T1 N T2 (138)
oder
T =T P=P (1.39)

Falls zusitzlich Teilchenaustausch zwischen den Untersystemen (1 Sorte)

p1 = 2 (1.40)



1.6 Phasengleichgewicht und Phasendiagramme

Gegeben sei ein System aus einem Stoff, z. B. PVT-System, Stoffmenge N
Gleichgewichtszustand durch zwei beliebige thermodyn. Variablen bestimmt

Aber: Zustand muss nicht homogen sein, kann in zwei sich beriihrende homoge-
ne Teilsysteme zerfallen = Phasen

Bedingungen fiir zwei Phasen im Gleichgewicht (= Untersysteme):
=Ty, Pi=PF, m=pu

Wahle P, T als Variable

= 1 (P,T) = po(P,T) im Phasengleichgewicht

= Phasengleichgewicht ist nicht fiir beliebiges P, T mdoglich!
Vorgabe der einen Variablen bestimmt die andere; = 1 Gleichung, 2 Unbekannte

= Koexistenzkurve im PT-Diagramm

P A Koexistenzkurve
homogene Zust. des Systems auf

. beiden Seiten der Kurve;

unterscheiden sich in V, %

Zustandsénderung
Phaseniibergang
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TV-Diagramm:

"A

T~

T

BN

b

-

| —

—_

/

homogene Zust. I, II

~
~

Phasengleichgewicht

Gleichgewicht dreier Phasen:

Po=P=P;Th=To="1T3; p1 = p2 = (3

= (P, T) = p2(P,T) = pus(P,T)

|

= 2 Gl. 2 Unbekannte = Lsg. einzelne Wertepaare (P, T;) Tripelpunkte

= Schnittpunkte von Koexistenzkurven von jeweils zwei der drei Phasen

"A

PA

111

T

\ \ o —

\ \ L]
'\ ru \ Ju/ HI

> _____ \ /<

Volumina der Phasen im Tripelpunkt

4 Phasengleichheit von mehr als drei Phasen in einkomponentigem System!

11



1.7 Thermodynamische Beschreibung von Phaseniibergingen

Betrachte einkomponentigen Stoff, Ubergang zwischen I und IT, z..B. Fliissig-Gas

! A r A Isotherme P(T)

Dampfdruck

Phasengleichgewicht: P = konst., T' = konst., V # konst.

s

2 b 1

Wirmeaufnahme

= isotherme Zustandsdnderung bei P = konst.

Wirmeaufnahme oder- abgabe = Ubergangswiirme oder latente Wirme

1
erev AQ
AS = S1— 8o = — 1.41
L T = Si—%=- (1.41)
Beachte: Der Ubergang ist vollstindig durch die Zustéinde 1,2 festgelegt
Vi
1: slz%,vlzﬁl (1.42)
Vz
2: s9=52, quﬁz (1.43)

Alles Zustiande dazwischen sind Linearkombinationen von diesen

Ubergangswiirme pro Teilchen: ¢ = T'(s1 — s3)

12



Chemische Potenziale zweier Phasen bei festem Druck:

A

1]

5_________
~

>
G - . . . .
b= G minimal im thermischen Gleichgewicht (1.44)
T < T, : Phase I stabil ( I metastabil)
T > T, : Phase I stabil (II metastabil)
Phasengleichgewicht: p; = po
Wegen
dp = —sdT' + vdP (1.45)
ist Im Schnittpunkt
Ol opn q
hiatl it —S9==>0 1.46
aTTC>aTTC = s1—s2=5> (1.46)
—59 —51

= Bei Temperaturerh6hung geht das System von einer Phase in eine andere iiber
und absorbiert dabei Warme. Die erste Ableitung eines thermodynamischen Poten-
zials springt bei 7, = Phaseniibergang 1. Ordnung

Klassifikation nach Ehrenfest: Phaseniibergang n-ter Ordnung ist charakterisiert durch
einen Sprung in der n-ten Ableitung eines thermodynamischen Potenzials

Moderne Klassifikation: Nur noch 1. oder 2. Ordnung, d.h. mit Sprung in entwe-
der der ersten oder hoheren Ableitungen

(Grund: Divergenzen statt Spriinge in hoherer Ordnung, vgl. nichster Abnschnitt);
Insbesondere entspricht der Ordnungsparameter meist einer ersten Ableitung eines
thermodynamischen Potenzials
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Entlang der Koexistenzkurve ist pi(P,T) = pua(P,T)

Differenzieren nach T ergibt
(), (@) = (57, ()i
Aus (1.26) haben wir ] ]
RS

und damit folgt die Clausius-Clapeyron-Gleichung

dP_Sl—SQ_ q
dT N V1 — V2 B T(Ul—’U2>

Analog fiir andere unabhéngige Variablen:

Pl(N7T):P2(M7T) = - = =

Ty(P,p) = To(Pp) = |- =

(1.47)

(1.48)

(1.49)

(1.50)

(1.51)

Die Clausius-Clapeyron-Gleichungen machen Aussagen iiber die Steigungen der Ko-

existenzkurven
Schlussfolgerung fiir 7' — 0:

s1,82 — 0 (3.HS) = % —

T

1

| Iz

= Koexistenzkurve trifft senkrecht auf p-Achse
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1.8 Kiritische Endpunkte

A

Endpunkt einer Koexistenzkurve

» fiir das Phasengleichgewicht
T

fir T'> T,, P > P. keine Koexistenz von Phasen, System homogen

TA " A

- -
T > >
v \!

V.
Achtung: Falls krit. Punkt existiert, verliert der Begriff der Phasen strenggenommen
seine Giiltigkeit:

2 beliebige Zusténde lassen sich immer durch einen kontinuierlichen Ubergang ver-
binden, ohne Trennung in 2 Phasen

= Phasen nur entlang Koexistenzlinie

Wann kann ein kritischer Endpunkt auftreten?

= Nur fiir Phasen, die sich lediglich quantitativ unterscheiden

Beispiel: Fliissigkeit- Gas, gradueller Unterschied in Dichte und Wechselwirkung
Im Gegensatz dazu:

Phasen, die sich durch innere Symmetrie unterscheiden

Beispiel: fliissig - kristallin, verschiedene Kristallformen, Quantenfeldtheorien mit
verschiedenen Vakuumsymmetrien

Symmetrie ist entweder da oder nicht da = sprunghafter Unterschied zwischen Pha-
sen, kein gradueller;

= ein Zustand kann immer einer Phase zugeordnet werden

15



= Grenzkurve zwischen Phasen geht entweder ins Unendliche oder schneidet an-

dere Grenzkurven

P P

11

oder

I 17

Isothermen nahe einem kritischen Endpunkt:

PAa

Fliissig

Betrachte Kurvenabschnitte::

abc Isotherme in der Fliissigkeit
def Isotherme im Gas

c,crit,d : (STI;)T =0 f
>
iiberhitzt v
Betrachte P<P..;, Anndherung an kritischen Punkt;
Volumina der Phasen: V.V + 6V
Phasengleichgewicht: P(V,T') = P(V + 6V, T)
oP 10%P
P = P 0V 4+ o6V L. 1.52
opP 10%P
— = —=——=0V 1.53
oV 20V2 ( )
Fiir 6V — 0 muss gelten: (%)T =0

= verletzt thermodynamische Ungleichung ( %)T <0

= singuldrer Punkt fiir thermodynamische Funktionen (es treten Divergenzen auf!)

16



Beispiel mit allen besprochenen Phinomenen:

Phase Diagram for Water

Critical
217. 75 b+ @ reerreerremmicmnininiri s e Point
(Critical EE
pressure) :
£
]
5
;.‘I_‘) Normal
a freezing point
a 010 ) [T S ¥ Notmal
8 : boiling point
¥ i
0.0060 ferereses B e
i i point : H
0.00 0.01 100.00 373.99

Temperature in °C

https://www.ck12.org/user:chem12-22/book/chemistry-12-22/r76 /section/12.6/

17



1.9 Van der Waals-Zustandsgleichung und Fliissig-Gas-Ubergang

Beachte: Keine Phasenkoexistenz in idealen Gasen, PyVy = NT
(Ausnahme: Bose-Einstein-Kondensation, Phasenkoexistenz im Impulsraum)

Grund

physikalisch: keine Wechselwirkung

mathematisch: keine Singularitéiten in thermodynamischen Potenzialen
= Verbesserung ideale Gasgleichung durch

a) attraktives Potenzial zwischen Teilchen (Bindungszustéinde)

b) repulsives Potenzial bei kurzen Abstéinden (keine Uberlappung von Teilchen)

Qualitativ:

7

b) = Reduktion des zur Verfiigung stehenden Volumens

Naherung: Billardkugeln = Vy=V — Nb
V(r')‘\

Y

a) = Reduktion des Drucks

Druckreduktion ~ Anzahl Teilchenpaare mit WW-Abstand rg:

3 3
oy Now Ny?
NN -1 konst.<V> (1.54)

2
:>P=Po—avl2

18



= Van-der-Waals-Zustandsgleichung

W—N@@w

aN?

VZ

):NT

mit a, b Materialkonstanten

Isothermen:

PA

P,

T>T,

T<T.

<Y

Achtung: Segmente mit (%)T > 0 unphysikalisch!

(Wir haben implizit Homogenitit ausgenommen)

Gibt es stattdessen ein Phasengleichgewicht?

19
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Die Maxwell-Konstruktion:

Betrachte eine Isotherme mit unphysikalischem Abschnitt:
"A

Minimiere F!

entlang Isotherme:

7 Vs V2 >y
dF = —PdV
= F=— ST:konst. Pdv
>
14

a: entlang Kurve, homogenes System

b: entlang Horizontale, 2-Phasensystem

Der Gleichgewichtszustand ist derjenige mit kleinerer freier Energie = b
= Zerfall in 2 Phasen zwischen V7, V5

= Phaseniibergang erster Ordnung zwischen V; und V5, P = konst

Wo genau liegt die Horizontale?

F F
P=P < - ZV 1 = — ZV , homogene Kurve (1.56)
P -F oF
gemeinsame Tangente in 1: Vz — Vll = v 1 2-Phasenkurve (1.57)

20



— Z—‘}; 1(V2—V1) = —(Fhy—F) (1.58)

PuVs— Vi) — deV (1.59)

= Die Bereiche A,B nehmen die gleiche Fliche ein

Kritische Parameter:

Am kritischen Punkt ist

opP 2P
(W)T =0, (75V2>T =0 Wendepunkt (1.60)
NT  aN?
P=v_m (1.61)
NT, 2aN?
P = A PR =0 (1.62)
NT, 6aN?
P" = +2(VC_Nb)3 -V =0 (1.63)
2 .
VN P+ P":
2  2aN? 6aN?
N ?/3 - ?/4 —0 < 4V,—6(V.—Nb) =0 (1.64)
V= 3N, T.= % p- % (1.65)
R '

= Durch Messen eines Paares aus P,.,T., V. konnen a, b festgelegt werden

Def Reduzierte Parameter:

P T |4
p:E’t:i’U:VC (1.66)
= Zustandsgleichung:
3 1 8
—)(v—=) ==t 1.
b+ )o—3) =3 (1.67)

Gesetz der korrespondierenden Zusténde:

Zustandsgleichung unabhéngig von Materialparametern a,b = gilt fiir alle Sub-
stanzen, fiir die das van-der-Waals Modell korrekt ist = Universalitét
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1.10 Quantenstatistische Mechanik
Statistische Physik: Erkldrung Thermodynamik aus mikroskopischer Physik

Isoliertes System, mikrokanonisches Ensemble
(streng genommen nicht existent in QM, nur approximativ):

Sei {1, (q)} eine Basis (meist Energiebasis)
(n: Gesamtheit der Quantenzahlen, ¢: Gesamtheit der Koordinaten)

Beliebiger Zustand, vollstéindige Beschreibung:

U(t,q) = Z en(t)n(q), Yn(q) stationdre Wellenfkt. (1.68)

Wahrscheinlichkeit fiir Zustand n: |c,|?
1. Postulat gleicher Wahrscheinlichkeiten bei fester Energie:

|Cn|2:{c E<E,<E+AE (1.69)

0 sonst

2. Postulat zufilliger Phasen (Random Phase Approximation, RPA):

Phasen der komplexen Zahlen ¢, sind Zufallszahlen, d.h. Erwartungswert einer Ob-
servablen f in diesem Zustand:

<’Lp7l |f|¢7n>
J
7 Z C*Cm d(] d}*fwm )
_<\Il|f|\11>_ % p rme " _Zn|cn| Jnn
R e A N =S er 70

(Achtung: inkohérente Superposition, ¢, = 0 f. n # m nur moglich bei WW mit
Umgebung!)

Def: statistischer Operator/Dichtematrix

Prm = (m|pthn) = 5nm|cn|2 (1.71)
N S| 6F [ n) _ Tr(fp)
O T Ta e T L72)
p = Z |¢n><¢n| |Cn|2 (1'73)
Alternativ:
p= Z C|wn><wn| (1'74)

E<E,<E+AFE
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Anzahl der Zustédnde in (E, E + AE):

Trp =) pun = AL(E) (1.75)

Makroskopische Systeme: AE « E = AT(E) =n(E)AE
mit annidhernd kontinuierlicher Zustandsdichte n(E)

Def. Entropie:
S(E,V)=kplnAT(E) (1.76)

Kanonisches Ensemble:
System im Gleichgewicht mir Wéarmebad, Energieaustausch aber kein Teilchenaus-
tausch

1
Dichtematrix Prm = nme_ﬁE”; 8=— (1.77)
kgT
Zustandssumme Zy(V,T) =Trp= Z e PEn (1.78)
freie Energic Zy(V,T) = e PPV (1.79)
Tr T
Observable.  {(f)n = ’I&Opf) = Iéif) (1.80)

Grofikanonisches Ensemble:

System in Kontakt mit Wéarmebad, Austausch von Energie und Teilchen

Def. Fugazitit 2z = ef*

Z(z,V,T) = izNZN(V,T) (1.81)
N=0
S = %ZZN<JC>N (1.82)
N=0
Oder:
Z(z,V,T) = =Tre PH=1N) — Ty p (1.83)
) = %Tr(pf) (1.84)

23



Daraus alle thermodynamischen Funktionen

Z(z,V,T) = ¢ PFVTN)

1
F = —Ban
PV Lz
= —n
B
0
E = ——InZ
26 "
- Yvo N2NZn 0
N=(N) = =2—InZ
< > Zﬁ:o ZNZN zaZ .

Zustandsgleichung: Eliminiere z.B. z aus Gleichungen fiir P, N
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1.11 Phaseniiberginge aus der Zustandssumme

Experimentell: Nichtanalytizitdten in thermodynamischen Funktionen
z. B. Druck bei Fliissig-Gas, Magnetisierung bei Ferromagnetismus

Aber: Zustandssumme Z(z,V,T) ist analytische Funktion ihrer Variablen!
Wie kommt es mathematisch zu Singularititen?
= thermodynamischer Limes V' — o0 bzw. N — o0 mit v = % konstant

= eine Folge mit wachsenden Volumina entspricht einer Sequenz analytischer Funk-
tionen mit nichtanalytischer Grenzfunktion

= Lee-Yang-Theorem (1952)
Beispiel:

klassisches System aus N Molekiilen in Volumen V', WW Zweikorperpotenzial:

vir) A

a o Molekiil: harte Kugel mit
\—/ > Anziehungskraft endl. Reichweite

Endliches Volumen: 3 maximale Anzahl von Molekiilen M (V)

Fiir N > M(V) ist E unendlich = e %% =0
= Zy(V,T)=0 fir N> M) (1.90)
Grof3kanonisch:
Z(z,V,T) =14 22, (V,T) + ... + 2" Z,(V,T) (1.91)

Z; >0 = keine reell positiven Nullstellen

P 1

T = Van(z,V,T) (Q=—-PV =-TInZ) (1.92)
= Fiir beliebig grofles, endliches V ist P(V,T,z) eine analytische Funktion von z
entlang der positiven reellen Achse mit P > 0, (0P/0dz) = 0
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_ 0 0
N =(N) = zaan (= T%an) (1.93)
1 N 1 0
2=V~ Vzgan (1.94)
(1.95)

= v(z) ist ebenso analytisch = P(v) ist analytisch

Auflerdem ist wegen

(57 = vT2(a(ZN)T,V - 25N, -y 099

SP1,3.8
z Ov
= T 1/.2 2. 1.
Vo2 oz (1.97)
oP oO0Poz T,/ 0 oz T 1 T 1
— == — =— (=7 =——— = —— ——— 1.
ov 0z Ov V(@z . )61; vz% Vs (A?N)g <0 v (1.98)

Mechanische Stabilitdt gewéhrleistet
(d.h. keine scheinbar unphysikalischen Segmente wie bei van der Waals)

= Fiir beliebiges endliches V sind P und v analytische Funktionen in einem Gebiet
der komplexen z-Ebene einschliellich der positiven reellen Achse

= Die Moglichkeit fiir Singularitdten kann es nur in thermodynamischem Limes
geben, d. h. N,V — oo, % fest

Dann gilt M (V) — o und die Grenzfunktion der groflkanonischen Zustandssum-
me ist kein Polynom mehr

Lee-Yang-Theorem: Phaseniiberginge treten auf, wenn Nullstellen zy der Zu-
standssumme, Z(zg, V,T) = 0, im Limes V — oo auf der reellen z-Achse liegen

Satz 1:
Der Limes fx(z) = Vlim +1InZ(z,V,T) existiert fiir alle z > 0 und ist eine stetige,
—00

monoton steigende Funktion von z. Der Limes héngt nicht von der Gestalt von V'
ab, solange die Randfliiche von V nicht schneller als V2/3 wichst.

Satz 2:

Sei G ein Gebiet in der komplexen z-Ebene, das ein Segment der positiven reel-
len Achse einschlieffit und das keine Nullstellen der grolkanonischen Zustandssum-
me enthilt. In diesem Gebiet konvergiert die GroBe V~1InZ(z,V,T) fir V — o
gleichméfig gegen ihre Grenzfunktion. Die Grenzfunktion ist fiir alle z € G analytisch
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Gleichméfige Konvergenz:
fn(x) konvergiert in G gleichméBig gegen fo,(x), falls es zu jedem € > 0 eine natiirli-
che Zahl N (e) gibt, so dass fiir alle n > N(¢) und x € G gilt: | fr(z) — foo(z) |< €.

Diskussion:

Definiere eine thermodynamische Phase durch die Werte von z, die sich in einem
Gebiet im Sinne von Satz 2 befinden.

Zustandsgleichung:
L dim Lz V) = £z (1.99)
T = vihey HeE S V)= el '
1 0 0 z OP
S VLl mZe T V) = el fa(e) = 28 1.1
v Vl—I>nooV “oz " (zT.V) Z&zfoo(z) T 0z (1.100)

(bei gleichméBiger Konvergenz Vertauschung lim < za% erlaubt)

P >0, 2—5 < 0 bleibt bei Grenzwertbildung erhalten

Fall 1:

Nullstellen von Z(z,v)

G enthilt ganze positive reelle Achse = das System hat nur eine einizige Phase

P(Z)A v(z) A P(?))A




Fall 2:

° ° ° °
N ° °
L4 ° ° ° °
° Gi G N
- Zy Tz
° ° ° ° ° °
° °
° ° ° ® °

Satz 2 gilt in G, G2 separat
z =zp: Wegen Satz 1 3f(2) in jedem Gebiet = P(z) stetig in zp

Aber: Ableitung kann unstetig sein!
= System besitzt zwei Phasen z < zp,z > 29

Wegen Satz 1 ist ﬁ nicht-abnehmende Funktion

=Vl

L v 2V 1 InZ(z,v) =(n?)—(n)* =0

pl _
22 0(2) 20270z

Moglichkeit 1: ‘Z—I; unstetig, Phaseniibergang 1. Ordnung

PEA o A Po) A

Z0 z

Moglichkeit 2: ‘Z—I; stetig, %271; unstetig, Phaseniibergang 2. Ordnung

P(Z)A ﬁ A P(”)A

> T > >
Z

20 z 0 z v

In beiden Fillen sind die nichtanalytischen Funktionen Grenzfunktionen, die aus
vollstandig glatten Funktionen im Limes V — oo angenéhert werden.
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2 Einige Spinmodelle

2.1 Das Ising Modell

Urspriingl. Ziel: Beschreibung von Ferromagnetismus:

A

Phasendiagramm Ferromagnet

- >T
T,
!
M A
H=0
>
T. T

2-d Ising Modell exakt 1osbar

= seltenes Beispiel eines Phaseniibergangs, fiir den exakte Lsg. existiert

= Labor zum Test von Ndherungsmethoden

= Universalitdt: beschreibt kritisches Verhalten auch nichtmagnetischer Systeme

System aus N Gitterpunkten in d = 1,2,3 Dimensionen mit periodischen Rand-
bedingungen, z. B.

d=2 Uusw.

d=3 usw.

Spinvariable s; = +1 ¢ =1,... N auf jedem Gitterpunkt
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Gegebener Satz {s;} : Konfiguration (von Spins)

Energie einer Konfiguration:

N
E{si} = —J Z 5i5; —HZ Si
gy i=1
——
Gjy=(jiy, Paar néachster Nachbarn
Z<ij> co % Terme bei v nichsten Nachbarn pro Gitterpunkt
Bsp:
4 2d kubisch
¥4 6 3d kubisch

8 3d kubisch zentriert

Spin-Spin Kopplung J, magn. Feld H
J > 0 Ferromagnetismus, J < 0 Antiferromagnetismus

Zustandssumme:

ZHT) =Y > ... Y e PBl

S1 Sz sy==%1

= 2N Terme

Thermodynamik:
dE = TdS — MdH innere Energie
FH,T) — —;mZ(H,T), E(H,T):—;ﬁan(H,T)
_ ory (E-F)
s (), -0
Magnetisierung:
oF
M(H,T) = <Zi:3i>:<—aH
10 oF
= o7 = (o),
oF
Cu = (51 )
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usw.
Spontane Magnetisierung (Ferromagnet) fiir M (0,7") # 0

Zusténde mit gegebener Energie entartet!

2.2 Aquivalenz des Ising-Modells mit anderen Modellen
Das Gittergas:

Gitterplatz kann von Gasmolekiil besetzt oder frei sein: t;=0,1firi=1,...N
E=—-J Z titj — ’UJZti (2.11)
o)) ¢

w ist chemisches Potenzial:

> 0 bevorzugt besetzte Gitterplatze
1 < 0 leere Gitterplétze

Zwei Zustainde = Abbildung auf Spin moglich

t._1+8i _ i =0 - s; = —1
v 2 ti=1 si=1
J 7
= F = _Z Z(1+Si+sj+8i8j)_52(l+8i) (2'12)
) ¢
18 ¢ gl
IEEPIDNEEDILES I 219
GG i=1j=1 {55y @
J Jy | w Ny w
B Yes - (T +5) Ne I - (2.14)
G5y ! R

Reales Beispielsystem: H-Adsorption in die (110)-Oberfldche eines Eisengitters,
2-d Isingmodell (mit zusétzlicher Wechselwirkung)
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Zweistofflegierungen

Z.B. Messing: Cu und Zn Atome in kubisch zentriertem Gitter
(eine Atomsorte auf den Ecken des Wiirfels, die andere im Zentrum)

0<T <T. Atome tauschen Pliatze, wachsende Unordnung
Wahrscheinlichkeit fiir Atom am ”richtigen Platz > %

T>1T, Wahrscheinlichkeit fiir Atom am richtigen Platz = %

Experimentell: Streuung (Rontgen, Neutronen) am Kristallgitter

Zwei Gitter mit Abstand a — Ein Gitter mit Abstand a/2

Modell: s; =1 < Cu, s;=-1<7Zn

E = *ZJCCl“r‘S 1+S] ZJZZ]-_Sl — )
<m> <w>
+- Z JCZ[ (1+s:)(1—s;) + (1—s:)(1 +sj)]
<w>
= —J Z 5i8j — HZ s; + const (2.15)
Ggy
J = Z(JCC +Jzz + Joz), ;Si =0 (2.16)

Ising-Modell ohne &dufleres Feld

2.3 Verallgemeinerungen des Ising-Modells

Beispiele: ortsabhéngiges Feld, ortsabhéngige Wechselwirkung, langreichweitige Paar-
wechselwirkung, Mehrkoérperwechselwirkung

= —72 Jijsisj — ZH S; — EKUkszs]sk +. (2.17)
ijk

Spin 1 Ising-Modell: 3 Zusténde s; = 0, +1
E=-J Z 5i55. — K Z s?s? - DZ::;Z2 —L 2 (575 + sis?) — HZ si  (2.18)
G5y oy ¢ G.5) ¢

alle Kombinationen s{'s”” mit o, 3 = 0, 1, 2, sf’ = 8;

J

Mehr Kopplungen = reichere Phasenstruktur
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2.4 Potts-Modelle

Betrachte ¢-Zustandsvariablen, s; = 1,2,3,...q, auf dem Gitter, WW zwischen
néchsten Nachbarn
E=—J) b (2.19)
Ky
D.h. Energiebeitrag = —J fiir benachbarte Spins im gleichen Zustand, sonst Null

Fiir ¢ = 2 identisch mit Ising-Modell, aber nicht fiir ¢ = 3

Physikalisches Beispielsystem: Graphitoberfliche adsorbiert Krypton, 2d 3-Zustand
Potts-Modell

2.5 XY- und Heisenberg-Modelle

Ising-Modell: Spinkomponenten entlang Quantisierungsachse

Klassische Variante (z.B. magn. Momente auf Gitterpunkten):
Spins verhalten sich wie klassiche Vektoren, kontinuierliche Orientierungen moglich

E=—J) si-sj—H) s (2.20)
(i) i

QM: s¥¥* ~ g%¥* Pauli-Matrizen

1. Spezialfall: J, = J,: Heisenberg-Modell

E=—J, Z sisi —J1 2 (sis] +s]s?) — HZ s7 (2.21)
gy gy @

2. Spezialfall: J, = 0: XY-Modell
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3 Das Ising-Modell

3.1 Symmetrien

Fiir jede Funktion von Spinkonfigurationen ist

D fUsh= ) fl{=sid) (3.1)
s;i==+1 si==+1

Diskrete Reflexions- bzw. Umkehrsymmetrie: Zs

Auflerdem ist:
E(Ha J7{5i}) :E(_Hv Ja{_si}) (3'2)

Damit folgt:
Z(_H) JJ T) = Z eiﬁE(iH“]v{si})

{si}
— Z B_BE(_H’J’{_SZ'})

{si}
— Z e_BE(HvJﬂ{Si})

{si}
= Z(H,J,T) (3.3)

Zustandssumme und freie Energie sind gerade Funktionen in H

Untergittersymmetrie bei H = 0:

Teile kubisches Gitter schachbrettartig (gerade,ungerade Plidtze) in zwei identische
Untergitter A, B

E(0,J,{si}) = —J ) sis;

)
= —J Z 5?3?
oy
= E(0,J,{s'}, {s7'}) (3.4)
E(07 —J, {324}7 {SZB}) = E(07 J, {_5;4}7 {SzB}) = E(07 J, {324}7 {_SzB}) (3'5)

Fiir die Konfigurationssumme gilt

di=> > (3.6)

s} {s{} {sP}
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Damit folgt fiir die Zustandssumme
Z(0,—J,T) = Z Z e BEO,—J{s{'}{sP})
{s{ {sP}

) e BE0,J{=s{}.{sP})

{s{'} {sP}

- Y ¥ e BEO,J{s},{s7})
{s{'} (s7}
= Z(0,J,7) (3.7)

Ohne duBeres Magnetfeld und auf kubischem Gitter haben Ferromagnet (J > 0)
und Antiferromagnet (J < 0) dieselben thermodynamischen Funktionen!

Achtung: Geometrieabhiingig, gilt nicht auf trianguldrem Gitter (ldsst sich nicht
in identische Untergitter aufteilen)

3.2 Existenz von Phaseniibergéingen

Im Folgenden sei J > 0

3.2.1 T=0
Grundzustand:
—J Z sisj minimiert durch s; = s;
{5y
_HZ ;. minimiert durch s; = { ti Z z 8
K
= Magnetisierung pro Spin m = %2 s; = { ti g Z 8 (3.8)

e Bei T' = 0 existiert ein Phaseniibergang auch in endlichem Volumen!
e Singularitdt entsteht durch Limes 8 — oo anstelle von V' — o0

e Grund: Kreuzen von Energieniveaus bei H = 0:
s; = 1 haben gleiche Energie

3.22 T#0,d=1

Ferromagnet: langreichweitige Ordnung

H =0,T # 0: Spins fluktuieren, wird die Ordnung zerstort?
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Das geht im thermodynamischen Limes nur mit einer thermodynamisch grofien Zahl
von Umklappprozessen:

endlich 0<r<1
fim YW =" n i YW =" 1 NV) (3.9)
Voo N(V) 7 Vo N(V) '
FE minimal fiir vollstdndig geordneten Zustand:
E = —NJ (3.10)
S =0 (3.11)
F = F (3.12)
Betrachte Zustand mit 2 Doménen:
E = —(N-1)J+J=—-NJ+2J (3.13)

S = kglnN
AF = Ih—F=2J—kgTlhN zwischen Zustéinden mit 1 oder 2 Doménen

Fiir T > 0 geht bei N - 0 AF — —©

= weitere Senkung von F' durch zusétzliche Doméne

= Fortsetzung bis Doméne = 1 Spin

= Zustdnde mit langreichweitiger Ordnung instabil!
Es gibt keinen Phaseniibergang bei T' > 0 in d = 1!

323 T#0,d=2

Doménenwand enthalte n Links

AFE ~ 2Jn, Entropie?

Grobe Abschitzung: Wie viele Arten eine Doméne mit n Links zu bilden?

Startpunkt Rand, in jedem Schritt (v — 1) Richtungen moglich (nicht riickwérts!)
AS < In(y-—-1)" Obere Schranke, Wand kreuzt sich nicht selbst

nln(y —1) (3.14)
AF, = 2Jn—nTIn(y—1) (3.15)
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Jetzt thermodynamischer Limes, n — o0, beachte Vorzeichen in AF'!

2
Fir T >1T. = 2 = AF > —w (3.16)

In(y —1)
Langreichweitige Ordnung instabil, Paramagnetismus mit M = 0

Fir T <71, AF minimal fiirn — 0 (3.17)

Langreichweitige Ordnung stabil, Ferromagnetismus mit M # 0
= Dies erfordert einen Phaseniibergang!

Beachte: Es wurde nur die Existenz von Domé&nenwénden benutzt
= Argument giiltig fiir alle Hamiltonoperatoren mit diskreter Symmetrie

3.2.4 Unmoglichkeit von Phaseniibergingen in endlichem Volumen

Symmetrie:
F(H,J,T) = F(—H,J,T) (3.18)
= M(H,T) = —agg)_—aFSEIH)
O0F(—H)
= S = M(-HT) (3.19)

D.h. die Ableitung einer geraden Funktion ist eine ungerade Funktion
Fiir H = 0 bedeutet dies M (0,T) = —M(0,T) = 0

3.3 Spontane Symmetriebrechung
Das obige Argument ist nur giiltig in endlichem V
Betrachte freie Energiedichte f(H) = %, konvexe Funktion
f(H) = f(-=H) = M(0,T) = 0 nur wenn die Funktion glatt ist,
d.h. Ableitungen von rechts und links gleich

L fO - FO) L f(-0) = £(0)

lim . lim . =0 (3.20)
Dies ist nicht der Fall fiir
f(H) = f(0) —mo|H|+O(H?), o>1 (3.21)
. 5f . mo H>0
= -z o = { o H <0 (3.22)
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Spontane Magnetisierung;:

- Of(H) . Of(H)
= 1 _ —_ =1 — 3.23
SR TRN) 7 B B} 7 (3:23)
Beachte Nichtvertauschung der Limites:
1 0F
lim lim —— =
NS B0 N 0H 0
1 oF
lim lim Lo # 0 (3.24)

H—0N—wo N 0H
Fir H = 0ist E({s;}) = E({—s:}), aber (3, s;) # 0,mp = £1

oy
HA

H>0

<Y

\

Y

H<0

H=0

= Spontane Symmetriebrechung fiir T' < T,!
Hamiltonian ist symmetrisch unter Reflexion, Grundzustand ist nicht symmetrisch

Vgl: Bleistift balanciert auf Spitze
= Umkipprichtung bricht Rotationssymmetrie spontan

Rezept zur Berechnung: erst kleines H betrachten, dann H — 0

H # 0: explizite Symmetriebrechung
Hamiltonian nicht rotationssymmetrisch = Richtung ausgezeichnet
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3.4 Ausblick: Kontinuierliche Systeme

Heisenberg-Modell:
E:—JESi-sj—HZsf (3.25)
@37 ¢
Sei R(#) € O(3) Rotationsmatrix um den Winkel § um beliebige Achse im z,y, 2-
Raum

Fir H=0: E({s;})=E({R(9)-s;})
Man kann zeigen: fiir langreichweitige Ordnung wird d > 2 benétigt!

Qualitative Erklarung: thermische Fluktuationen haben “mehr Richtungen” zur
Auswahl, um die Ordnung zu zerstéren = mehr Entropieerzeugung

Wird kompensiert durch Vergréflern von d: mehr néchste Nachbarn stabilisieren
gegen thermische Fluktuationen

39



3.5 Losung des Ising-Modells in d =1
Def: h=pH K=pJ n=sis;41firi=1,...,N—1

2K, N) = Y e (K Sssn
{si}

a) periodische Randbedinungen und H = 0:

Randbedingung: sy11 = s1

7 = Z ZBKZf\Lzl sisi+1+Ksns1
s1 SN

Benutze

SNS1 = SNSN—-1S5N-151 = SNSN—-1SN—-1SN—-2SN—-251 =
—_—
=1

Z = ZZ .. Z eK(nl+"'+7]N—1)+K771772...17N_1

s1 M TIN—-1

— QZ Z K (mt.4ny_1 i

it IN—-1 =0

I N-1
:22§<2¢wj

n==x1

N‘H

K771

Kl
- 9 (€K+6—K)N—1 2 7+<6K_6—K)N—1

gerade [
= (2cosh K)V + (2sinh K)V
Damit Thermodynamik:
F = —T[n[(2cosh K)V + (2sinh K)V]

N-1)!

(3.26)

(3.27)

- =TNN-11N-2---Th

—  _NTIn(2cosh K)N<1 + (tanh K)N)

No _NT In(2 cosh K)

b) Freie Randbedingungen und H = 0:  Blatt 2

40

(3.28)
S
ungerade [ i
(3.29)
(3.30)



3.6 Losung iiber die Transfermatrix
Voriges Verfahren Ad Hoc, funktioniert nicht mehr fiir H # 0
= allgemeines Verfahren, iibertragbar auf andere Modelle

Hier Ising ind d = 1 fiir H # 0, periodische R.B., Faktorisierung:

Iy, K) =Y. S ehbrtsnthonsn | bonton)tKonss
S1 SN

Def. Matrixelement

hi(g . 1g. ey
Tsis]- = 62(sl+sj)+Ksls]

Tvy  Th—a .
= T = ' ' reell, symmetrisch
( T 11 T, ) Y

Damit
Zn(h K) =YY T Ty - - Toysy, = Tr(TV)
S1 SN

Berechnung von T': Diagonalisieren

T =S71TS = < )(\)1 )\0 ) S~1 = 8T orthogonal
2

Dann ist
Te(TN) = Te(T'N) = AV + AV

Sei A1 # Ao, A1 > Ag:

lim — =-TIn)\
N—
eh—l—K Y e—K
Eigenwerte von T : det =
igenwerte von < oK e_h+K—)\>
(eh+K _ )\)(e—h-&-K) _ )\) _ €—2K _
)\2 _ )\(€_h+K + €h+K) +€2K _ €_2K _
eK2coshh
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2¢X cosh h + \/4621( cosh? h — 4(e2K — ¢—2K)
2

== )\1/2 =

= efcoshh + eK\/cosh2 h—1+4 e 4K

— oK ( cosh h £ V/sinh? h + e—4K ) (3.40)

Ising-Modell in d = 1 gelost!
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3.7 Phaseniibergang gemif} der exakten Lésung

a) Fir T'> 0 und h, K € R ist

sinh®?h + e > 0,

coshK > 0

F
=  lim — ist analytische Funktion
N—ow N

Moglichkeiten fiir Phaseniibergang:
A1 nichtanalytisch in K, h

Al = A

A =0

fiir T > 0 nicht erfiillbar = kein Phaseniibergang!

b) Fiir 7' = 0 bzw. K — oo:

A\ = eK[coshh + mo + 0(674K)>]

= eK[coshh + | sinh h|]

(3.41)

(3.42)

e+ e+ el —eM) >0
L peh - peh)y h<o

coshh + |sinhh| =

B
Damit ist
)\1 _ 6K+|h|
%irer = —NT(K + |h|) = —=N(J + |H|)
= m = —la—F = L H>0 unstetig bei
NoH | -1 H<o0 &

H=0 (3.46)

Beachte: fiir 7 > 0 hat man |sinh h| — +/sinh? h + e~4K | analytisch bei H = 0
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3.8 Thermodynamische Eigenschaften
h =0:

F = —NT[K +In(1 + e 25)]

F o —J T — 0 (K — o) Energie dominant
N | -Tln2 T — o (K —0) Entropie dominant

= —J—Tln[coshh + V/sinh? h + e=4K]

=2

1 0F 1 oF
m = ————

NoH  NT oh

_ 2 In[cosh h + V/sinh? h + e=4K]

oh
_ 1 ( sinh o+ sinh A cosh h
cosh h + A/sinh? b + e—4K v/sinh? h 4 e—4K
sinh A

V/sinh? h + e—4K

Isotherme magnetische Suszeptibilitét:
Anderung der Magnetisierung mit duflerem Feld

_0m

XTZaiH

Fir h — 0 wird sinhh ~ h

2J
h ox H 2K T
= mx =e — XT R —— = ——

e 2K T T T

1/T T — o Curie-Gesetz
X 2T T -0

Divergiert exponentielll bei T' = 0!
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3.9 Riumliche Korrelationen

Zweipunkt-Korrelationsfunktion

Gi,5) = {(si = (s9) (85 — (55)))

Gibt die Korrelation in der Fluktuation von Spins 4, j um Mittelwert an

G(i,j) = (sisjy — 2si)(sj) + (si)(sj) = (sisj) — (si)*

Die letzte Gleichung gilt bei Translationsinvarianz, (s;) = (s;)

Damit ist die Wahrscheinlichkeit F;; dafiir, s; = s; zu finden:

P = <6Si3j> = <%(1 + SiSj)> = % + %(G(l,]) + <5i><5j>)

3.9.1 Korrelationsfunktion mit Ad Hoc Methode
Fiir T > 01ist {(s;) =0

1. Schritt: Korrelation nichster Nachbarn
G(i,j) = {(sis5)

— lZ ZS.S,€K13152+~-+KN715N713N
7 . iSj

S1 SN

Beachte: Hier verschiedenes K; fiir jedes Paar, setze K; = K am Ende

G(277‘+1) = <stz+l>

_ - Z Kisiss...
Z K

1 ¢ 5
70K.% " oK, ({Ki})

Hierbei ist aus voriger Rechnung

N-1
Z({K;}) =2V [ ] cosh K;
i=1
N-1
h K;
= G(,i+1) —QN( co )sm e = tanh K;

=1
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2. Schritt: Iteration

10 0
7 0K; 0Ki41

Z = (siSi+18i+18i+2) = (SiSi+2) (3.61)

= G(i,i+2) = tanhK; tanh K, ;
G(Z,Z + j) = tanh K; tanh K, ...tanh Ki+j—1
= (tanh K) (3.62)

Unabhéngig von ¢ =  translationsinvariant!
Analog G(r,r") = G(r — r’) in Kontinuumsnotation
Diskussion:

T=0K=ow: G(i,i+7) =1 fiir alle j

= langreichweitige Ordnung, vollstdndig korreliert

T#0,K#w: tanhK <1,cothK >0
G(iyi+ j) = eI m(cothK) = o=y/¢ (3.63)

= Exponentieller Abfall der Korrelation aulerhalb der Korrelationslinge

1
= 3.64
¢ In(coth K) (3.64)
D.h. iiber Langen j < £ Spins korreliert, P;; ~ O(1),
J > & Spins unkorreliert, Pj; ~ %
FirT -0: K - 0, > © T, = 0 Temperatur fiir Phaseniibergang!
T—-w:K—->0¢—-0
Details der Divergenz:
K -K —2K
et +e 1+e _ _
cothK = KoK = 1 o=3K — 1+ 2e72K 4 O(e™*)
2K
e Logr 1 gt
= ¢ = 5 =3¢ =3¢ (3.65)

Achtung: dieses Verhalten ist speziell fiir d = 1,
fiir d > 1 findet man £(T") ~ (T —T,)™"
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3.9.2 Korrelationsfunktion iiber die Transfermatrix

1 _
(siy = EZ...Z@ P,
S1 SN
1
= EZ' ETSM.. v 1s, 8188641 - .. (3.66)
S

Betrachte die Matrix

Aab = ZTasiTsibSi

Si

= ToiTipy —To1T-1p

1 0
for(t )

— To°T (3.67)

( 571 03 ST/N )
TrT’N

(siy = - Te(*T™) =

Sei S konstruiert aus den E1genvekt0ren von T,

X; = (Z) Xy = (2) = S= <Z fz) (3.69)

(3.68)

Sei weiterhin

S8 — Lopv (A0 (3.70)
f k 0 AY '
Dann ist
eAN + kA
(siy = 7& N ,\§V2 (3.71)

N.B.: e, f, g, k sind Funktionen von h, K, die explizit ausgewertet werden kénnen!

. Al 1+ £G)")
]\P—IPOO' (siy = v (14_()\) ) — e(h, K) (3.72)
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Analog fiir die Zweipunktfunktion:

<sisi+j> = Tr (Ti_lagTjdgTN_j_i—i_l)

Tr (0'3Tj agTN_j)

IR N

Tr (S~ 'o3ST7 S o3 STV )

Ty e)\{ g)\% eA]lV*j g)\évfji
1A R AT R

Z AN + AV
A g NN g T Y
AN+ AY
Nog g2y gf(ii)j (3.73)

Wir erhalten insgesamt

Gli,i+3j) = (sisivs)— (si)(s;)

= 9 (%)Lgfe‘”““ﬂm (3.74)

1
= ! 3.75
R TeYE .

Korrelationsléinge divergiert, £ — oo flir Ay — A

3.10 Verallgemeinerung der Transfermatrix

T exisitiert auch in anderen Modellen, wenn Z faktorisiert
(2 x 2)-Matrix nur in d = 1 mit Néchste-Nachbar-Wechselwirkung

Im Allgemeinen hiangt die Grofle von T ab von der Anzahl der Zustéinde und der
Reichweite der WW

Beispiele:

e ¢-Zustand Potts-Modell in d = 1, Néchste-Nachbar-WW: (¢ x ¢)-Matrix
e Ising-Modell d = 1 mit N.N. und U.n.N. WW: benétige $;5;+15;+25i+3

e Ising-Modell in d = 2: (00 x o0)-Matrix
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Allgemeiner Fall:

Sei T' eine n x n Matrix mit Tj; > 0 und Eigenwerten A1, Ag,... Ay, A1 >
|)\2| > .. |>\n’

Perron-Frobenius-Theorem:

Sei Ay >0, 9 # A\ flirn <o = A; mit ¢ > 1 im Allgemeinen komplex

) F . 1
Fo=jm o= -Tlm iz
.1 N AN
= T]&ElooNlnlAl (”éxy)]
= —Th)\ (3.76)

= Nur A\; benétigt, nicht das ganze Spektrum

Korrelationsfunktion:
G(i,i+j) = (sisivg) —(5i)$85)
1 A
-1 . .. . 1
= 1 — =Iln—. .
3 jingo( ; n|G(i,i +])|> n (3.77)
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4 Kritische Phinomene

= thermodynamisches Verhalten nahe kontinuierlichem Phaseniibergang oder kriti-
schem Punkt, d.h. Phaseniibergéinge 2. Ordnung

= universell, unabhéngig von Details des Systems!

= gleiche Phidnomene fiir sehr verschiedene Systeme wie

Fliissig-Gas, Magnetismus, Supraleitung, QFT, ...

Terminologie: bezieht sich meist auf Ferromagnetismus = Spinmodelle
(mit grofler Genauigkeit numerisch 16sbar!)

4.1 Phinomenologie

Experimenteller Befund:

Bei Anndherung an einen kritischen Punkt (Phaseniibergang zweiter Ordnung) di-
vergieren oder verschwinden verschiedene Observablen geméfl Potenzgesetzen mit
sogenannten kritischen Exponenten

Phasendiagramm Fliissig-Gas-System:

Betrachte Anndherung an kritischen Punkt auf Pfaden I, 11,111

I

=
<
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Wiarmekapazitat: Cy  ~ o (I) T>T, n=n,
nicht def. T > T,
(=)™ (II) T<T.
t= (I) T>T.
|n*’rLc|(S (III) T:Tc

Ordnungsparameter An ~{
Kompressibilitit: kg ~{

Zustandsgleichung: P ~

Die Exponenten a, 3,7,9, ... (es gibt weitere!) heiflen kritische Exponenten

Phasendiagramm Ferromagnet:

Spontane Magnetisierung unterhalb einer kritischen Temperatur

M‘
HA

=
Il
o

H>0

g
SY
\

H<0

H=0

(=)™ H=0 T<T.
t—¢ H=0 T>T,

(-t H=0 T<T,
nicht def. T > T,

(-t H=0 T<T,
t=7 H=0 T>T,

MY T =T.

Wiarmekapazitiat: Cp  ~

Suszeptibilitét:

Ordnungsparameter M ~ {
v
Zustandsgleichung: H ~ {
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Die Werte der kritischen Exponenten sind nicht alle unabhéingig: Skalengesetze

Rushbrooke: oo + 28 + v = 2
Widom: v = (6 — 1)
Josephson: vd =2 — «

etc.
Die Werte der kritischen Exponenten héngen nicht von den Details mikroskopischer
Wechselwirkungen, sondern nur von den Symmetrien und der Dimensionalitit

des Systems ab

= Klassen verschiedener Systeme mit gleichen kritischen Exponenten
= Universalitétsklassen

Beispiel: Kritische (End-) Punkte der Universalitdtsklasse 3d Ising oder 3d Z(2)
e Ising-Modell (Namensgeber)
e cinkomponentige Ferromagnete
e Fliissig-Gas-Systeme: Wasser und viele andere Substanzen
e Kernmaterie

e Elektroschwache Theorie bei endlicher Temperatur
als Funktion der Higgsmasse (relevant fiir frithes Universum!)

e Chiraler Phaseniibergang in der QCD?
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4.2 Potenzgesetze und Reskalierung

Wie éndern sich GréfSen unter einer Anderung der Lingenskala?
Beispiele:

a) 3. Gesetz von Kepler

T ~ R®
Periode grofle Halbachse d. Bahnellipse

Unter Reskalierung der Lingeneinheit eines Systems mit L — L' = bL,
R =bR, = T =bT
Welche Grofien bestimmen T'7 T=T(M,m,G,R)

Skalierung festgelegt durch Dimensionalitéit der Grofen:

3
m
T| = R| = M| =k G| =
) =5 [Rl=m. [mM]=ke [G]- gy
kgs? 1
Dimensionsanalyse = s = 85 m?
m3 kg
1
1—72 - —R3 . im.lose Argumente |, 5 S R
== G(am+/8M) f (d 1 Arg t) aﬁ
dim.los
Volle Losung (Newton):
T2 _ 472 3
G(m+ M)

b) Phasengeschwindigkeit ¢ von Wellen in Flachwasser der Tiefe h
(ohne Viskositit, Oberflichenspannung)

c~vh

= ¢ = b"%¢c unter Reskalierung der Léngeneinheit mit b

Volle Losung:

9 gA (27rh) haX  gA2mh ( 2)
= 22 tanh (2" hed T2 (1 £ O(h/A
¢ 2m o A 2 A + O/3)
N%m dim.lose Fkt. dim.loser Arg.
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4.3 Korrelationsfunktion und Fluktuations-Dissipations-Theorem

Betrachte einen allgemeinen Ordnungsparameter mit Dichte m(x)

M = <J 3z m(x)> (Z statt f fiir diskrete Systeme) (4.20)

Korrelationsfunktion:

G(x)) = (m(x)m(0)) = (m(x)Xm(0)) "= Gn(x)m(0)) = (m(0))*  (4.21)

(4.22)

M1 , Tr (m(x)e*m‘) Tr <m(0)e*m‘>
Vv Jd . Tr e—AH - Tr e AH

Annahme: lineare Kopplung ans konjugierte Feld,
H=Ho— Hfdgx m(x), Ho Hamiltonian fir H =0

Direkter Zusammenhang zwischen Suszeptibilitdten und Korrelationsfunktionen:

1 oM
X < Vom
g §d3x Tr(m(x)m(O) 6_6H> - Tr(m(O)e_BH> §d3x Tr (m(x)e_BH>
Tr e—BH (Tr 6—5H>2
= 1 | @ (meom(©) ~ m()?)
= % Jd?’a: G(x) (4.23)

Annahme: Bei Anndherung an einen kritischen Punkt:

1 _x
€

t—0
Definition weiterer kritischer Exponenten:
E~ Y, t=0: p=d—2+n (4.25)

Beachte:
e Divergenz der Korrelationslinge notwendig fiir Potenzgesetze

e Fiir p < 3 impliziert £ — o auch y —
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4.4 Die Skalierungshypothese

Divergierende Korrelationslédnge impliziert:

e Alle mikroskopischen Freiheitsgrade sind korreliert und wirken als einzelne
Gesamtheit

e Die Korrelationslidnge ist die einzige relevante Skala des Systems

e Das System sieht auf allen Léangenskalen gleich aus, d.h. es ist invariant unter
Reskalierung

e Mikroskopische Physik irrelevant nahe kritischem Punkt!

e Universalitdtsklassen nur durch Symmetrie und Dimensionalitéit festgelegt

Beschreibung von skaleninvarianten Systemen durch homogene Funktionen

f(bxy, ... bxy) = b2 f(x1,. .., 2p), Dy : Homogenitétsgrad (4.26)

Allgemeine Behandlung:

Wg. Universalitéit Abbildung auf Spinmodell (numerisch zugénglich)
H,
% — tE + hM. (4.27)

Aufspaltung freie Energiedichte in singulédren und reguldren Teil (willkiirlich!):

f(t,h) = fs(t,h) + freg(t, h) (4.28)

Skalierungshypothese: die singulédren Teile thermodynamischer Potenziale sind ver-
allgemeinerte homogene Funktionen; fiir die freie Energie gilt dann:

fs(t,h) = b= f,(bPt, b0 h) (4.29)
in d rdumlichen Dimensionen, mit den Dimensionen D;, D}, der skalierenden Felder

= Skalengesetze und kritische Exponenten kénnen hergeleitet werden
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Widom-Skalierungsform der freien Energie:

Wihle t/ =Pt =1 = b= [t| VD

d h d h
fs(tvh):th fs 177Dh E|t|Dt ‘Fi T Dp
|t] Pe || Pt

a) Magnetisierung nahe kritischem Punkt:

C1afi(th)

m(t, h) = T ah

Bei Anndherung an kritischen Punkt geht 1/T" = 1/(7T,(1 + t)) — const, d.h.

ey
m(t,h) ~[t| P Fi | —5,-
|t Pt

Vergleich mit experimentellen Ergebnissen fiir h — 0:

d— Dy,

mto~ [ = p=

b) Suszeptibilitét bei verschwindendem &uflerem Feld:

d—2D

om 1 dm h
H=0)=— = — ~ [t D F'(0
(=0 =gl =mg| ~ P FL)
Vergleich mit den experimentellen Ergebnissen:
- 2Dp —d
xr(H =0)~ ¢ = 7=#
t

¢) Magnetisierung entlang der kritischen Isotherme
d.h. T'=1T, bzw. t = 0 aber h # O:

Annahme: F/ (z) ~ 2 (A unbekannt) nahe kritischem Punkt
( = Potenzgesetze gemifl Skalierungshypothese)

A
d—D h _ D
mit,h) ~ [t P | —5 | = 7R
|t] P
Firt — 0 ist
0 B>\
h) = D
m(0,h) { o B< )\%f:

1 4 _Dp
=7 t[Pe Fio | —5, |1t P

(4.30)

(4.31)

(4.32)

(4.33)

(4.34)

(4.35)

(4.36)

(4.37)



Experimentell: m(0, h) endlich = = ADy/D;

Vergleich mit experimentellen Ergebnissen:

1
~NT?m ~ hs = A= 5
d) Wérmekapazitit:
Cu = —NTanS =
= oz

Fir h = 0 ist
d d _9
L0 = [ FL0) = Cuo~

Vergleich mit dem Experiment:

CH=0 ~ ‘t’_a = Q= 42— —

e) Korrelationsfunktion:
Fiir H = 0, — 0

1
Glo,th=0) =~ Gla/6), mit €~ [t

Verallgemeinerung H # 0: korrelierte Spins verstédrken Magnetfeld

G(z,t,h) = d12+77 (g h&) 2d—2+n 2+n ( 1 \t\}iy)

Fluktuations-Dissipationstheorem:
Tx = fdd:v G(z)

e [ () ()0 (5 )

£ |ty
. —v(2— n)q_[+(|t?/y>i|t|d;f ]—" ( };h>
|t] Pe
= —V(2—77)=%=—% Vy=&
Dy Dy

Test: Alle Skalengesetze erfiillt, z.B.

d d—D; 2D, —d
2 =2—-——+2 =2 te.
a+2684+7y Dt+ D, + D, , etc
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5 Mean-Field-Theorie und Landau-Theorie

5.1 Mean-Field-Theorie fiir das Ising-Modell

Naherungsverfahren fiir wechselwirkende Modelle, die nicht exakt l6sbar sind

Verfahren rein phénomenologisch/thermodynamisch, nicht eindeutig!

Weiss’sche Molekularfeldtheorie

Betrachte das Ising-Modell in d Dimensionen, J = 0, d.h. ohne WW:

N
H (eﬂH + e BH

)
1 oF H
T

Z(0, H)

m = ———— =tanh

Paramagnet, keine spontane Magnetisierung

J # 0:

e betrachte einzelnen Spin in einem effektiven Feld
Hef — duBeres Feld H plus Feld von allen anderen Spins

e bei Translationsinvarianz sind alle Spins gleichwertig

e durchnittliches H°f (= mean field) ist fiir alles Spins gleich!
Schreibe:

H = —J Z Sisj_HZSiE_ZSiHi

<i,7> Q
~

Hy = J) sj+H
7j=1

Jym + J; (s; —(s;)) H (5.2)

:68]'

Hyperkubisches Gitter: v = 2d
Néherung: Vernachldssigung der Fluktuationen um Mittelwert, ds;

= enstpricht Vernachlissigung von WW ~ s;s;, = freie Theorie!
H=—HTY s, H=Jym+H (5.3)
i
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Heft 2d H
— tanh ‘]% (5.4)

Dies ist eine selbstkonsistente Gleichung, Losung numerisch oder graphisch, H = 0:

m = tanh

Wann wird tanh(2dJM /T) > M? = T. =2dJ
Zustandsgleichung in der Umgebung von T.: Setze 7 = T, /T

Mit tanh Additionstheorem
tanh z + tanhy = tanh(z + y)(1 £ tanh x tanh y) (5.5)

erhilt man

H tanh Z + tanh mr
m = tanh (— + mT) = T 7 (5.6)
T 1 + tanh 75 tanh m7

H H
m + m tanh T tanh m7 tanh T + tanh m7

H m — tanh mr
tanh — = ——m—— 5.7
o T 1 — mtanhmr (5:7)
Entwickeln um kleine H, m:
m—<m7—%(m7)3+...> 3

~

Sl

1—m(mr+...)
7.3
~ m(l—71)+md (T 2y g) +O(m*) (5.8)

Jetzt betrachte H =0: T —>T.,7 > 1"

" s ;i 3 v =s(E ) () 6

R iﬁ(£)3/2(n—1)1/2

T
T (T.—T\1/2
- Vi ()~ () 5.10
Vi (<7 (=1 (5.10)
= Magnetisierung geht mit Potenzgesetz nach 0, H = 0, T, ist kritischer Punkt!
1
= - 5.11
f=3 (5.11)
Kritische Isotherme, T =T, :
H 1
?mgm?’, m~H%, = §6=3 (5.12)



Magnetische Suszeptibilitit: x = g—g aus Zustandsgleichung (5.8)

1 1
T~ xr(1 = 7) + 3m?xr(r — 7% + 57'3) (5.13)
FirT>T.,m=0:
1 T 1 T
== - = 5.14
N=Tr -1y T.T-T. (5.14)
Fir T < T, (5.9) einsetzen:
1
T xr3(r —1)
1 1 1 T.
= — = 5.15
XM= 3T -1 3L T.-T (5.15)
Insgesamt:
1 1
= |~ [t =1 5.16
=TT = g (5.16)
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5.2 Mean-Field-Theorie fiir Fliissig-Gas-Ubergang

Ordnungsparameter: Dichte oder Differenz in spezifischen Volumina

Vo Vi _

NN Vo T —T.|° (5.17)
analog m beim Ferromagneten
Konjugiertes Feld: P analog H
Dementsprechend:
om 10V
=— — =——— ~ |[T-T|™
X = om rr=yep ~ T
Cy ~ |T — TC|7Q
|P—P| ~ [V-V[ (5.18)

Van der Waals enstpricht Mean Field Behandlung!

(V—M<P+é%):NT (5.19)

a: Reduktion des Drucks pro Molekiil durch WW im Mittel

= effektiv konjugiertes Feld Pop = P + %5

Zustandsgleichung in reduzierten Parametern 7 =T/T.,p = P/P.,v =V /V,

b2t

Umschreiben auf t =7 -1, 9 =v —1

<p+(¢fly)<¢+§> - §@+1) (5.21)

8(t+1) 3
P = S5ve  WreP (5.22)
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Entwickeln um kritischen Punkt: 7., P.,V, < p.=T.=v.=1, ¢.=1t.=0

op B 8 B
o 3¢+2|C_4
op L 8(t+1) 6 B
2 = Bovort ayopl =’
Pp 348(t+1)|_ 18 =0
09> T(Bo+273° (1+¢)t°
o%p _ 8 B
opot _3(3¢+2)2‘C‘_6
Pp t+1 2
pr —3~9-48(3¢+2>4|C+(1+¢)5|c——9 (5.23)
Damit 3
p =144t —6tp — §¢3 + O(t¢?, ¢b) (5.24)

Gerechtfertigt a posteriori, weil ¢ ~ t'/2, siehe unten

Bei Phasenkoexistenz, t < 0, muss nach Maxwell-Konstruktion fiir die homogene
PV-Kurve gelten:

Vg bg bg 3
f pdv=J pdqﬁ:O:J do (1 + 4t — 6tp — =¢°) (5.25)
vl oy D51 2
In dieser Ndherung geht das nur mit ¢ = —¢,
p = 144t —6tgg — %gf)g + ... Gasphase
p = 144t + 6to, + ;(;52 + ... fliissige Phase
. 6 3
Subtraktion = 0 = 12t¢ + §¢
¢ = —4t (5.26)
1
bg=2/—t~t7 = B=g (5.27)
Kritische Isotherme: t =0
_P—Pc_ 33_ 3V—V:23 d —
pol= = = () ~ (VW) s 6= (529)
op V. oP
— |p=0= —6t = —— 5.29
26 =0 P oV (5.29)
10V 1
=——— ~ -~ |t =1 .
wr=—vas~ T~ =y (5.30)

Kritische Exponenten in MFT gleich wie beim Ising-Ferromagneten, Universalitéit!
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Teilchenzahlfluktuationen und Kompressibilitét

GroBkanonisch: Z = Tr e~ #(H-uN)

0lnZ
Ny = T 31
(V) ( ou )T,V (5.31)
(vpy L TN 1
Tr e~ A(H-uN) B2 Z op?
1 °lnZz
= ——— +(N)? 5.32
S+ (532)
% ~ mz (5.33)
Damit gilt fiir die mittlere quadratische Fluktuation der Teilchenzahl
V 0?P
AN)? =(N? (N =T?——— 34
(AN)” =(N7) =(N) T o2 (5.34)
Auflerdem ist aus (5.33)
op_ 1 (- fLPiv)
on v v dp
0*pP 1 ov 1 ov
— = - =——— 5.35
o v2 o v3 0P (5-35)

Insgesamt erhalten wir

(AN = TV— — - =T— Ky (5.36)

Korrelationen: Sei n = (n(x)) die mitllere Teilchendichte

1

Glx-x) = —5{(nx)=n)nx)-n)
_ % (nn(x)) —n?) (5.37)
Gesamte Teilchenzahl:
N = Jdi”x n(x) (5.38)

Damit folgt
Jd‘gm P Gx—-x) = % fd3x d3a’ <<n(x)n(x’)> - n2)
= (@) (5.9)
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Wegen Translationsinvarianz ist

Jde e Gx—x) = Vfd?’x G(x) (5.40)
jd?)x G(x) = Tkr (5.41)
analog zu 2 Gx;)) = Txr (5.42)

Fluktuationen stehen immer in Beziehung mit einer zugehorigen “Suszeptibilitéit”
(Antwortfunktion)

Experimentell: kritische Opaleszenz

Zweipunktfunktion gibt Dichtefluktuationen an

Lichtstreuung an Dichtefluktuationen nimmt dramatisch zu, wenn &(T) ~ Apicnt
(Mehrfachstreuung), Medium wird undurchsichtig

Versagen der MFT bei kritischen Exponenten:

Divergenz in Suszeptibilitdten geht einher mit Divergenz in &: Fluktuationen sind
an kritischen Punkten maximal und iiber alle Abstéinde korreliert, werden aber in
MFT vernachléssigt!
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5.3 Gemeinsamkeiten von Mean Field Theorien

a) van der Waals nahe kritischem Punkt:

Sein=y—1,¢0=v—1= 3 —1=-n+0()

n= ﬁ — 1 entspricht dem Ordnungsparameter
3
p=1+4t+ 6ty + 5173 +O0(n’t,nh) (5.43)

Interpretation: Zustandsgleichung kann aufgefasst werden als Ergebnis der Mini-
mierung eines verallgemeinerten thermodynamischen Potenzials unter Variation des
Ordnungsparameters

Def. Landau freie Energie:

N 3
L(p,n,T) = Lo(p, T) + — [— (p—1—4t)n+ 3tn* + gn"‘] (5.44)
;\,C_/
fiir [L]

Finde 7 so, dass L minimiert wird:
oL

= =0 5.45
= (5.45)
12 4
= —(p—1—4t) +6tn+ 3= 0 (5.46)
b) Ferromagnet nahe kritischem Punkt:
H 3
T =m(l—r1) +m3<T—T2 + %) (5.47)
Mit 7 = %,t = Tin = % — 1,7 = m wird dies
H -
T = nt +n° + O(tn?) (5.48)
n tn® 14
Def.: L(n,T, H) = Lo(T, H) - T + T3 + 177 (549)

Vergleich: L’s sind Funktionen des Ordnungsparameters, des konjugierten Feldes
und der reduzierten Temperatur

Potenzen von n und deren Vorzeichen gleich fiir beide Félle
L ist wie der Beginn einer Taylorreihe

Ohne duBeres Feld (H = 0): nur gerade Potenzen
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5.4 Landau-Theorie

Definiere eine Landau freie Energie bzw. ein Landau-Funktional L als Funktion der
Kopplungen {K} und des Ordnungsparameters 7 eines Systems

Gleichgewichtszustinde sind globale Minima von L(n)

Bauprinizp:
e [ muss die Symmetrien des Systems aufweisen

e In der Umgebung eines kritischen Punktes ist L in Taylorreihe in 7 entwickel-
bar, d.h. L ist analytisch in den Kopplungen {K} und 7,

Z (K} n (5.50)

<\h

Beachte: dies kann nicht streng richtig sein, thermodynamische Potenziale sind
am kritischen Punkt nichtanalytisch!

e In rdumlich inhomogenen Systemen mit variierendem Ordnungsparameter 7(x)
ist L eine lokale Funktion, d.h. von 1 und endlich vielen Ableitungen abhéngig

e In der Umgebung eines kritischen Punktes ist n = 0 oder n < 1, Entwicklung
kann approximiert werden

4

Z ({K})n (5.51)
5.4.1 Phaseniiberginge 2. Ordnung
Symmetrische (ungeordnete) Phase: nn = 0

Gebrochene (geordnete) Phase: n # 0

Beispiel Ising-Modell, H = 0:

L= ag+ an + aon? + azn® + aun* + ... (5.52)
Symmetrie:
H({si}) = H({—si})

= L) = L(-n)
0 (5.53)

= a1 = ag
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Stabilitéit: aqg > 0, ansonsten unendlich negatives Potenzial L

Bedingung fiir Extremum:

oL
L _ s + dany’ = 0 (5.54)
on
Damit wird L
—0,+ (lm) : (5.55)
n=0.+(5,- :

Bedinung fiir Minimum:

0L
— = 2a9 + 12a4772 >0 =
on?

T T a;>0
T T, a3<0

c

(5.56)

Koeffizienten entwickeln um kritischen Punkt:

-7 +...
T

T-1T,
T:

a9 (T)

ago + a21

as(T)

aqo + aq1 + ... (5.57)

Wegen (5.56) muss agg = 0,a2; > 0

as > 0, sonst Minimierung von £ durch |n| — o
aq1-Term tragt nicht zur fithrenden Ordnung in ¢ bei
= a4 > 0,a41 =0

ap({K},T) ergibt Wert von L fiir T > Ty;
unabéngig von 7 = spielt fiir Phaseniibergang keine Rolle!
(entspricht reguldrem Anteil thermodynamischer Potenziale)

Insgesamt:

c

Te

mit noch zwei offenen Parametern a = as1, b = 2a4g

n* + agpn' (5.58)

L',:agl

Allgemeiner Fall H # 0: WW-Energie = —Hn

b
L = atn® + 57;4 — Hp (5.59)

Im Allgemeinen: benutze alle Potenzen und Kombinationen von Ordnungsparame-
terkomponenten, die mit den Symmetrien des Systems vertréglich sind

Hier Ising-Modell: Hn? moglich, aber nicht fithrend fiir singuléires Verhalten
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Skizzen

= L ergibt (per Konstruktion) einen kontinuierlichen Phaseniibergang

Kritische Exponenten:

1
Fir ¢t<0 n = i\/g (—t)% = 8= 3 (5.60)
H # 0: Zustandsgleichung aus Extremumbedingung:
2atn + 2bn° = H (5.61)
Kritische Isotherme:
t=0: H~n? = §=3 (5.62)

Suszeptibilitidt ebenfalls aus Extremumbedingung, Ableiten nach H:

2atxr + 6bn’xr = 1 (5.63)
on 1
e — 5.64
X = oH 2(at + 3bn?) (5.64)
t>0: n=0 XT=ﬁ~t_1 =v=1
(5.65)

t<0: ’=-%t xp=— ~(—t)1 =v=1

e Exponenten stimmen mit den in MFT berechneten iiberein
e Singulires Verhalten aus analytischer Funktion L: 7(t, h) nichtanalytisch!

e Fiir rdumliche Korrelationen: Ausdehnung auf inhomogene Systeme notig!

5.4.2 Phaseniiberginge 1. Ordnung

Verallgemeinerung: Systeme ohne Symmetrie £(n) = L(—n)

z.B.
1
L = atn® + 5bn4 +Cn® — Hy (5.66)
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Seia>0,b>0,H =0:

oL
= = 2an+ 20m> + 3Cn* =0 (5.67)
n
= 7 =0
_ —=3C+4/(30)2 —4-2b- 2at
T 2. 2b
3C
cty/e?—at/h, c=- (5.68)
Fiir reelles 7 #0: 02—% >0
)
oder: t <S¢ (5.69)
a
Beachte: Im Fall ¢ = 0 ist n # 0 nur Losung fiir ¢t < 0, d.h. T' < T,
Im Fall ¢ # 0 auch n # 0 Losungen fiir T > T,
Skizzen
Def t.: Entartung der beiden Minima
t>t.: n=0 @ iststabiler Zustand
(5.70)

t<t.: n?>#0 ist stabiler Zustand

Bei t = t. springt der Ordnungsparameter =  Phaseniibergang 1. Ordnung

Achtung: Wegen 7)(t1) # 0 und nicht notwendigerweise klein fiir ¢ — ¢ ist Landau-
Theorie dort nicht gut

Hinreichende (aber nicht notwendige!) Voraussetzung fiir Existenz eines kontinu-
ierlichen Phaseniibergangs in MFT: Abwesenheit eines kubischen Terms

Bemerkung: Landau-Theorie entspricht MFT, nicht richtig, wenn Fluktuationen
wichtig sind!!

Beispiele:

e 3-Zustands Potts-Modell in d = 2:
MFT ergibt 1.0., Losung ist 2..0.

e Type-I Supraleiter - Metalliibergang in d = 3:
MEFT ergibt 2.0., in Wirklichkeit 1.0.
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5.4.3 Landau-Theorie fiir trikritische Punkte
Sei b
L= gnz + 1?74 + gn6, ¢ = const > 0 (5.71)

Die Koeffizienten héngen im Allgemeinen von thermodynamischen Zustandsgréfien
ab,a =a(T,...),b=>5b(T,...)

Kein n3-Term = es gibt einen kontinuierlichen Phaseniibergang

oL = an+ by + e’
on
%L 9 4
a7 = a+3bn° + 5cn (5.72)
oL —b+Vb%2—4
=0 = m=0 = ——o ac (5.73)

D.h. 5 Losungen n; = 0, £n4, n_
Natur der Extrema:

a

1
L'nt) = [5 (an + by + cni)] + (2b+ 4en?)nt = (2b +2(=b+\/b? — 4ac)> ni
=0

Q
—
3

|
=
~

l

= 42402 —dacn} (5.74)

a<0 = mn Maximum, 7y Minimum, 7n- Maximum

a>0 = mn; Minimum;
b>0 = n?_r komplex = 7 einiziges Minimum

Phaseniibergéinge 2.0. fiir a = 0,0 > 0

Skizze
Fiir b < 0,a > 0 drei Minimal

L£O)=0, L(+ny)=0 (5.75)
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Dies ist der Fall fiir

3
L=0 < 3a+§bni+cni =0
1
(a+ b0} + i) +2a+ by = 0
—_———
=0 wg. L'=0
9 4a
== - (5.76)

Daraus mit (5.73) Zusammenhang zwischen den Landau-Parametern:

_4£ —b+ Vb? —4ac

b 2c
—8ac+ b = bV/b2 —4dac
(8ac)? + b — 16ach® = b*(b* — 4ac)
2o 64(ac)? _ Eac
12ac 3

= b = —4\/§ (b < 0) (5.77)

Phaseniibergang 1.0. fiir b = —44/ac/3, Sprung im Ordnungsparameter:

4
An=mny —0= _?a (5.78)

Trikritischer Punkt:. a = 0,b =0

= Kritischer Endpunkt einer Tripellinie 1.0., Ubergang zu einer Linie 2.0.

Trikritische Exponenten?

L— L — %n, Betrachte Anndherung entlang b = 0

Sei wieder a = agt + O(t?), ag >0

1 1 H

- 24 Za00 2
L) = Zaotn” + zen” — 51
H
L'(n) = aotn+cn’ — T (5.79)
0 t>0 1
H=0: 17—{ (%0)1/4(—t)1/4 <0 = B—Z (5.80)
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H # 0: Zustandsgleichung aus £ = 0, ableiten 0/0H, x = dn/0H

1
= apty + benty = T (5.81)
. _ 1 1 -1
t<0: x= T agt—5c(ao/c)t ¢
= v=1 (5.82)
t>0: X:%a%t”t_l
Trikritische Isotherme: ¢t = 0
H
= cnszf = H~n = =5 (5.83)

In welcher Region gelten trikritische Exponenten, und wo die kritischen?

Trikritische Exponenten sind abgeleitet fiir Annéherung entlang b = 0;
giiltig wenn b vernachléssigbar in

a+ b’ +ent = 0 (bestimmt Lsg. fiir 1)
= |b?| « |al (5.84)

=, /—% = b« |ale (5.85)

Standard 2.0. Verhalten hinreichend weit weg vom trikritischen Punkt, d.h.

Dann ist

e e
¥ > cld (5.86)

“Crossover-Linie” zwischen kritischem und trikritischem Verhalten:

b~ /cli| (5.87)
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5.5 Inhomogene Systeme und Blockspins

MFT vernachléssigt langreichweitige Fluktuationen/Korrelationen

= Verbesserung: Betrachte ortsabhéngiges 7(x)
(notwendig auch fiir inhomogene duflere Felder H (x))

Spinmodell: Bereiche mit |x — x/| < &(T) sind korreliert, entsprechen Doménen
mit konstanter mittlerer Magnetisierung

= Teile Gitter in Blocks der Gréfie A~! ~ £(T)
Lokale Magnetisierung fiir Block zentriert bei x=Blockspin:
1
Mp(x) = —— S; 5.88
)= g 2 (5.89)
Na(x) = A=%/a? Anzahl der Spins im Block

Sinnvolle Einteilung besonders nahe T, weil dort £ » a und damit
a< A< E(T) (5.89)
Dann ist Ny ~ O(£%/a?) grof, Fluktuationen der Blockspins mild

Definition von Blockspins = “Coarse graining”

Bedeutung von A: Im Impulsraum
1 .
MA(x) = 17 DMy e (5.90)
k

hat die lokale Magnetisierung keine Fourierkomponente > A

Jetzt Konstruktion der Landau freien Energie des Systems:

L =) L(My(x)) (5.91)
X
ist kein Fortschritt, Minimierung ergibt Gleichgewichtswert M = M in jedem Block

= Einbau von Fluktuationen, diese kosten Energie
(cf. Doménengrenzen im Ising-Modell), Modellierung durch

2272’<MA(X) — Mp(x + 5)>2’ 6| =AY, ~ =+(T)>0 (5.92)
X 0

A1
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é verbindet benachbarte Blocke; die Energiekosten sind unabh#ngig vom Vorzeichen
der Fluktuation!

Nahe einem kritischen Punkt ist a « A~!, quasi-kontinuierlich, und im thermo-
dynamischen Limes A~ « L

Im Kontinuum und thermodynamischen Limes wird die Landau freie Energie
2
L J Pr [£(0r00) + 2 (VMA)] (5.93)

L ist ein Funktional der lokalen Magnetisierung
Berachte: ohne Coarse Graining ist A~! = a, Blockspin=Spin

Insgesamt sollten Resultate des Coarse Graining nur schwach von A abhéngen, so-
lange (5.89) erfiillt ist
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5.6 Interpretation der Landau freien Energie
Landau freie Energie # Gibbrs freie Energie, weil

a) G(M) ist konvex, L(M) ist nicht konvex

b) G(M) ist thermodynamische Funktion;

L = L(M(x)), lokale Magnetisierung ist mikroskopische Information
= keine thermodynamische Funktion

Bisher rein phinomenologisch; Zusammenhang mit Zustandssumme/Hamiltonian?
Z =) e P (5.94)
{si}
Coarse Graining = Mittelung in 2 Schritten:

1. Ma(x) gemittelt innerhalb eines Blocks
2. M gemittelt iber Blockspins

Sei fiir ein A™1 eine bestimmte Verteilung fiir M (x) = My (x) vorgegeben:

{3:}: Spinkonfigurationen, die auf My (x) fithren
{s¥}: Spinkonfigurationen, die nicht auf My (x) fithren

7 — 2 2 e BH — Z o PHerr (Ma (%)) (5.95)
{si}{5i} {s¥}

e~ PHan (s () = S o=0H _ Y 5H 5( 3 osi- MA) (5.96)
{5:} i ieA—d(x)

mit

D.h. Heg enthélt eine teilweise Summation der Zustandssumme

Beachte: Summe iiber {s}}, fiir die M (x) # M, entspricht Summe iiber alle mogli-
chen Werte My

Schreibe:
Z = f DMy (x) e PHer(Ma(x)) (5.97)

Verallgemeinerung auf beliebige Ordnungsparameter 7:
Z = JDnA(X) e FHea () pp, (x) = NHdnA(x) (5.98)
Dies ist ein Funktionalintegral
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Approximative Auswertung:

Integral dominiert durch Minimum von Heg = Sattelpunktsmethode

2
OHett | _ , 0 /Heﬂz >0, = 7 =const = Mean Field! (5.99)
oA (x) |; ona(x)? |5
na(X) = 7+ 0na(x)
= Identifiziere
Harl () = Ll () = [ d's [£0m60) + J(Vm@)?|  (5.100)
P Hesr
_ = d d,./ U Tteft / _ d
Her = Hem(7) + [jd x d% nA(X)(Sn(X)énA(X’) n(x') + ... Jd x H(x)énA(x)]
7 = e BHer(N) fDUA@() e Bl
MF-Beitrag Fluktuationsbeitrag (5.101)

e Die Landau freie Energie entspricht einer effektiven Hamiltonfunktion,
erhalten durch Coarse Graining

e MFT entspricht der Sattelpunktsniherung der Zustandssumme
e Fiir A — o0 exakte Losung (wenn alle Korrekturen mitgenommen werden)
e Im Folgenden Vereinfachung Notation: ny — n, UV-Cutoff implizit

Gibbs freie Energie in MFT:

GULT) = He(0) = HHV
_ gﬁ(ﬁ,O)—ﬁHV
_ Yo - HM
B
M = *2% v (5.102)
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5.7 Erinnerung Funktionalableitung:

F
Def.: 6F[z] = st 55 dz(s) in Analogie zu

(s)
g = ‘gx];dxi
Beispiele:
1.
Flz] = o) = [ ds2(s)5(s — a)
5F = st 52(5)5(s — a) — f ds (;Z sda(s)
. gig — 0(s—a)  Rechenregel fiir Physiker
2.
Fla] = [ds f(a(s)
5F = st F(s)52(s)
e - 6
3.
Flo] — f dstt £(s,)2(s)2(2)
5F = st fdt f(s,t)[&x(s)x(t)+x(s)5x(t)]
_ fdsjdt[ F(5, )2 (t)52(s) —I—f(t,s)a:(t)éx(s)}
_ stfdt[ 5,0z +ft5)()]5:n(s)
g - s+ res)
" Taylor-Formel: F[x uio"' f ds, . J dsy F (51, - sm)a(s1).3(50)
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5.8 Fluktuationen und Korrelationen

Sei Hg die Hamiltonfunktion ohne &ufleres Feld, lineare Kopplung,

H=Hoy— Jddx H(x)n(x), Z(H)=Tre " (5.103)

Tr n(x) e~ BlHo=fd% Hx )n(x')]
)y = Dnbe)e TR
Tr e IB[HO Sd :BH(X )n(x )]
1 6Z 16z
BZ 6H(x) BOoH(x)

OF
= — .104
SH () (5104)
Verallgemeinerte isotherme Suszeptibilitéit:
N nx)
e X) = )
_ ___®F
- 0H(x')0H(x)
_l<l 62z 1 6z 6Z)
 B\ZSH(X')0H(x) Z26H(x)dH(x')
= B(GEME)) = X))
= BG(x,x') (5.105)
Mit Translationsinvarianz gilt: G(x —x') = T'xr(x — x)
Fouriertrafo
d’k , /
S — v k ik (x—x")
G(x—x) J(Qw)dG()e
d’k ik (x—x!
) = [ et ¢
= xrk) = pGk) (5.106)
Statische Suszeptibilitét:
xr o = lim xr(k) = 5G(k)lk-o0
= B J d%z G(x) (5.107)
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5.9 Berechnung der Korrelationsfunktion

Beispielsystem:

L= Jddx [atn2 + 3174 + %(Vn)2 — H(x)n(x)]
oL

Fri 0 = —Vn(x)+ 2atn(x) + 2bn*(x) — H(x) =0

Differenzieren nach H ergibt xr und damit die Korrelationsfunktion G(x)

[ —yV? + 2at + 6b772]XT(x, x) = §(x-x)
ﬁ[ — V2 + 2at + 6b772]G(x, x) = 6(x—-x)

Inhomogene partielle Differenzialgleichung mit Punktquelle
= G(x,x’) ist Green-Funktion!

Fur ¢ > 0 sein =0 und
1/2
(-V2+ )G X) = -0l x %), &= (o)
Fur t <0 ist n = +4/—at/b und

(V24 €9G0x) = bl x), 6= (- )

By ~ dat
¢ hat Dimension Lénge und entspricht der Korrelationslange:
1
~tY = = —
3 V=3

Setze x’ = 0 (beliebig), Losung der Dgl. in Polarkoordinaten

- et L o) - 5

T rdigr o N %5(7")

Umschreiben auf dimensionslose Variablen p = /¢, §(p€) = £-%(p):

1L 0 440 1y
(‘F%P 87p+1>G(p) = 675 4(p)

Losung durch modifizierte Bessel-Fkt. 3. Art, K, (p):

By e’ d
00 = | y

1
§2- (27T)_d/2p_(d_2)/2K(df2)/2(P) 2

Vol
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(5.113)

(5.114)

(5.115)
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Asymptotische Eigenschaften:

Ko(p) ~Inp, p—0

Gamma-Funktion:

e ¢]
I'(z) = f dt t*~ et
0

Fiir T # T, und r » £ findet man damit in d > 2

LA-d)2 o/ 1

G(r) = 2(1+d)/2 ~ p(d-2)/2 ¢(d-3)/2

Exponentieller Abfall der Korrelationen auflerhalb der Korrelationslange

Fir T =T, ist £ = o0 und daher r « £, so dass fiir d > 2

_T TP 1
0% 4d/2  pd—2

G(r)

Abfall der Korrelation mit Potenzgesetz!
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5.10 Giiltigkeit der Landau-Theorie: Ginzburg-Kriterium

Landau-Theorie vernachlissigt langreichweitige Fluktuationen/Korrelationen

Selbstkonsistenz der Theorie? (Hier Ising-Universalitdtsklasse)

Beispiel Ising-Modell in MFT:
v
Yisi Y (G + (5= G)) — X sisp)
i g=1 <t,j>
Diese Nédherung ist dquivalent zu
sisj — si(sj),  (si85) — (8i)(8;)
Die Néiherung ist demnach gut falls

(5185 — (508D
Gksy

Fiir allgemeine Systeme:

G(R)
77]2

«1, R~ ¢&: effektive WW-Reichweite

Mitteln iiber eine Korrelationslange

[§y d'z G(x)|
Sy ddz P (x) 7

Jetzt Beispielsystem Ising-Modell, vgl. Abschnitt 5.4.1:

V =¢(T)*

(5.122)

(5.123)

(5.124)

(5.125)

(5.126)

(5.127)

(5.128)

?= S xr=
b dalt|
Nenner fiir ¢t < 0:
t
Wea(ry = Leaytap=+
b b
Zihler: Wg. exponentiellem Abfall trigt Region r > £(T') wenig zum Integral bei:
T
e G(x) ~ Txp = ——
|t G0~ Tar -

Insgesamt bendtigen wir

Th 1

4a2§(1)d |t|2_d/2 «1
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Bei Anndherung an kritischen Punkt, ¢ — 0:
e d > 4: Ginzburg-Kriterium immer erfiillt, korrekte kritische Exponenten
e d < 4: Ginzburg-Kriterium nicht erfiillt, Physik nicht korrekt erfasst

e d = 4: Logarithmische Korrekturen zur Landau-Theorie, z.B.
1 1/3
XT ~ ¥| In ¢| (5.130)

e Landau-Theorie besser, je schwiicher n*-Term gegen 72-Term

Verallgemeinerung auf andere Universalitétsklassen:
j dx G(x) ~ Txr~|t|™"
v
f dlz n?(x) ~ &4t)?P ~¢2Pvd (5.131)
\%4
Unter Vernachléssigung aller Vorfaktoren ~ O(1)

it~ <t = d> =d, (5.132)

d. heifit obere kritische Dimension:
Landau-Theorie ergibt das richtige Verhalten fiir d > d,.
Beispiel: Trikritische Exponenten aus Abschnitt 5.4.3:
b=-, v==, =1 = de=3 (5.133)

Fiir trikritische Punkte ergibt Landau-Theorie bis auf logarithmische Korrekturen
das korrekte Verhalten!
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5.11 Funktionalintegrale

Finzig analytisch integrierbarer Integraltyp: GauB-Integrale der Form
I(A,B) = fpn o~ 3 (. AN)+(B,n)
Notation Skalarprodukt:
diskret (A, B) = Y AB,
kontinuierlich (A,B) = Jdd:v A(x)B(x

Fourierraum (A,B) = %ZA(—k)B(k)

Gauflintegral iiber R:

0
_a.2 2 »?
Jd:ce 2ot [T s a >0
a
—0o0

Jetzt Ausdehnung auf R”, diskreter Fall:

Sei zeR"™, A= (A;)

i,j=1,...n, A reell, symmetrisch
mit Eigenwerten \; # 0, Re)\; = 0

(x, Ax) Z x; Aij
Nun betrachte n-dimensionales GauBlintegral
1= @ et

= Berechnung: zerlege in Fluktuationen um Minimum des Exponenten

dxk (+ x; Aijoj — Biag) =0
§Akj$j+§$iAik_Bk =0

Aj_kl Ay = By

Allgemeines z:  x; = A;jl Bj +y;
dz = d"y
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(5.134)

(5.135)

(5.136)

(5.137)

(5.138)

(5.139)

(5.140)

(5.141)
(5.142)

(5.143)
(5.144)



1, _ _
—~(z,Az) + (B,z) = —i(Aikl By + i) Aij (A5 Br+y;) + Bi(Ay' B + i)
1, _ _
= —§(Aikl ByBi + Biyr, + yiBi + yiAijy;) + Bi Ay By, + By
11
= 5By B — 5 i Ay

_ %(B, A-1B) - %(y, Ay) (5.145)

L, Ay) (5.146)

= [ = exp 5 (BA 'B) fd"y exp —3

Mit A = AY2AY>  (Wurzel der Matrix definiert iiber Diagonalform und Eigenwerte)

Variablentrafo:

. dy1 -dyn)
yg = Aiég Yj, 1_[ dyz = ‘ dy

del (det AY/2)71 deg (5.147)

1
fdy” exp —5 (y, Ay)
= (det AV*)71 Jd"y’ e~ 3 Lia Uiy

— (det A~ (2m)2 (5.148)

= ] = Jd%e 3(@A2)+(Bx) _ (97)5 (det A) 2 exp - (B A71B) (5.149)
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Kontinuierliche Funktionalintegrale: Lésung im Fourierraum

n(x) = % Z n(k) e (diskrete k fiir endliches V)
K, k| <A
nk) = J\/ d%x n(x) e kX
1 . /
(Sd(X—X,) _ VZ ezk-(xfx)
k
Vo = J gy oK) x
1%
d
‘]}k — J(C;Wk)d im Limes V — o0
Jon = W[ T dret)dtm(nao)
k, k|<A
- N'f [1 dnx)dn*(k) (5.150)
k, k| <A

Fiir reelles n(x) :  n(k) = n*(—k) = Integration nur iiber halben k-Raum,
z.B. k, >0
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5.12 Landau freie Energie aus der Hamiltonfunktion

Betrachte das Ising-Modell in d Dimensionen:

% = K Z Sisj_hZSi

<1,7> 7
1
- Z §SiJiij — Z Hisi
i, %

_ —%(S,JS) (. s)

mit
s = (s1,82,...5N)
g 2K falls i, j ndchste Nachbarn
v 0  sonst
H;, = h

Mit GauB-Integral (5.134): setze A~ = J, B = s

ez = (J7L s)(det JTH)V2N

7 _ Z 6(s,Js)+(H,s)
(s)

= /\/Z [(det J)12 JD” e—é(n,rlnﬁ(s,n)]e(ES)
()

= N(detJ)™? jpn e~ 3(mJ ) M elst )
()

P (et J) 12 f D e~ 3017 0= 1) 1 (o)
)

Dies hat die gewiinschte Form
Z=N JD¢ e~ L(®.H)
Normierungsfaktor A fillt aus Erwartungswerten heraus

Lo, H) = (6~ H I (6~ )~ F(6)
F(¢) = an els9)
(s)
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(5.151)

(5.152)

(5.153)

(5.154)

(5.155)

(5.156)



Anmerkung: geht immer, wenn die Hamiltonfunktion in die Form

gebracht werden kann

Im Ising-Modell ist

H

T

= —%(S,JS) - (H7 8)
N
Zesl¢1+...+SN¢N = H(Q cosh ¢;)

N
Nln2+ Z In(cosh ¢;)
i=1

87

(5.157)



5.13 Das Gauf3-Modell oder die Gau3-Niherung

Landau freie Energie hat nur Terme quadratisch in 7
bzw. hohere Terme werden vernachléssigt

= Jd‘%( - %H(X)VQV(X) +tan*(x) + ... — n(x)h(x)) (5.158)
= Z exakt losbar, A = —yV? + 2at
Z = N(det A)~2ez(h-ATH) (5.159)
Achtung: giiltig nur fiir at > 0,¢ > 0
Damit lésst sich die erste Fluktuationskorrektur zu MFT berechnen, vgl. (5.101)

FEigenwerte von A:

(V2 2a0)f(x) = Af(x), [0 =€

(VK% + 2at) = A
det A = [[(vk*+ 2at) (5.160)
k

(h, A~lh) — Jddwh(x)(—*yVQ—l—Qat)_lh(x)

= jddx — Z h(k (7K + 2at) "t kK )x
k,k’
1 « h(k)h(=k)
_ L 161
Vzk: ~vk? + 2at (5.161)
= InzZ = ﬂlndetA+ (h A7'h) + In NV
1 « h(k)h*(k)
- __ 2 _ AT A
= Zln (vk2 + 2at) + 2VZ 8+ 2at +In N (5.162)
Betrachte h = 0:
Z =t/ (5.163)

Freie Energie (Gibbs, bis auf eine Konstante):
T d’k
F =2V | =3 In(vk* + 2at) + d(T)V 164
QVJ(%)d n(yk? + 2at) + d(T) (5.164)

d(T) variiert kontinuierlich, analytisch, kein Beitrag zum singuldren Teil der freien
Energie
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Kritische Exponenten:

C 02(F/V)
v = _TW (5.165)
0 F 1 [ d% T [ d% 2a 1
—— = —— | —= In(vk® + 2at) + = —
TV QJ(QW)d n(yk” + 2at) + 3 J(%)d K2 + 2at T,
#F_lfddk 2a +1Jddk 2a
or:vVv.  2T.) (2m)4 4k2 +2at = 2T, ) (2m)% vk?2 + 2at
T J d'k 4a?
272 ) (2m)? (vk2 + 2at)?
C T d?k 1 172 d?k 1
— = ——4 e (5.1
v o7, " f @n)d K% + 2at 272 J 2n) (7 1 2002 166)
=n =I
A gd A d
d%k 1 1 d*k 1
I, = f y = J 5 (5.167)
_a 2m) (k2% +2at)? 4a?t? J_p (2m)d (% +1)2
v\ 1/2
Substitution: q = (ﬂ) k =¢k vgl. (5.168)
a
4—d  rEA dd 1
I = 52f < (5.169)
V2 Joea m) (24 1)
Wir interessieren uns fiir t — 0, (A — o0, konvergiert das Integral?
Z#hle Potenzen von ¢:
ddq ~ qd—ldq
d—1
q 0 q—0,d>1
— - 1
(1 + q2)2 { qd—5 q— © (5 70)
Untere Grenze konvergent fiir d > 1
Obere Grenze: I ~ {dq q%=®, konvergent fiir d — 5 < —1 oder d < 4
I =74 % Zahl — o0 fiir t —0 (5.171)
E—>ow <« k=gq/(—0 Infrarotdivergenz im urspriinglichen Integral
Der Ursprung dieser Divergenz ist physikalisch = Phaseniibergang!
~ t~(27d/2) ~ 2@ (5.172)

2
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Jetzt betrachte d > 4, I vor Reskalierung, ¢t — 0:

1 JA dk k41

2o K

Endlich im IR! (aber nicht im UV fir A — o)

I, ~ <o fir d—1-4>-1 (5.173)

= kein Beitrag zu singuldrem Verhalten von C/V, d.h. keine Korrekturen zu MFT
fird>4 Vv

Analog:

o JA d’k 1 _1JA d’k 1
T end (k2 +2at) v ), (2m)d €2 + k2
2—d €A dd 1
i f 4 (5.174)
7 Joea 2m)7 (2 +1)
Z#hle Potenzen von ¢:
d'q ~ ¢ 'dq
d—1
q 0 qg—0,d>1
e TR D (5.7
& — oo : Reskaliertes Integral konvergent fiir d — 3 < —1, oder d < 2
= I ~ 274 < = (1=d/2) (5.176)

Beachte: IR-Divergenz schwécher als derjenige von Is, kein Beitrag zum fithrenden
singuléren Verhalten

Fiir d > 2 betrachte wieder unskaliertes Integral fiir ¢ — 0

A d—1

dk k

I ~ J — (5.177)
0

Endlich an der Untergrenze, kein Beitrag zu singuldrem Verhalten

Insgesamt:

(5.178)

c t72(27d/2) d< 4
~ 1 endlich d>4

Dies ergibt eine Korrektur des kritischen Exponenten a verglichen mit MFT, alle
anderen unverdndert

a—2- g (5.179)

Weitere Korrekturen durch n*-Term, in der GauB-Niherung vernachlissigt;
nicht mehr analytisch berechenbar!
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6 Die Renormierungsgruppe

Kritisches Verhalten verursacht durch Fluktuationen mit langen Wellenldngen

= Beschreibung durch Coarse Graining mit A=! — ¢

6.1 Blockspin-Transformationen
Betrachte Ising-Modell:
—:—K > ssj—thz, K =J/T,h=H/T (6.1)
<i,j>
Zustandssumme fiir N Spins:
Zn(h,t) = e~ () (6.2)
Unterteile Gitter in Blocks der GroBe b%, mit Indizes I, J,. ..

Mittlere Magnetisierung im Block I:

Z<sz> (6.3)

el

Def. Blockspin:
- mbbd231_+1 (6.4)

el

Danach Reskalierung;:

Anzahl der Blockspins: N, = b %N
Gitterabstand :  a;, = ba (6.5)

Annahme 1: Wie die urspriinglichen Spins haben auch die Blockspins nur WW mit
néchsten Nachbarn

Kopplung + Feld: Ky, hy mit K1 = K, hy=h

Effektiver Hamiltonian:

— = —-K, Z S[SJ_thSI (6.6)

<I,J>

Achtung: die Léngeneinheit (Gitterabstand) wurde verédndert, Physik unveréndert!

Beispiel Korrelationslange:

& ay = o, = &=° (6.7)
ab
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Die Korrelationsldnge in Einheiten des Gitterabstandes ist auf dem geblockten Git-

ter kiirzer verglichen mit dem urspriinglichen Gitter

Ahnlich fiir effektives Feld:

hZSZ’ = hEESZ = hbd my ZS[ = thS]
) I

I el I
. hy = h b% my ~ h b 1y,

Fiir gleiche Physik muss gelten:

Zn, (he, tp) = e~ It L 7y ()

Ny N _, N
= i = — t) = — f(h.t
Fiir die freie Energie gilt dann
Nb~4fy(ty, hy) = N fs(h,t)

Wie transformieren h,t?

Annahme 2:
ty =t b, hy=hbd"", D, D,>0

Dann ist
b= f (hy, to) = f(h,t)

= Skalenverhalten folgt aus Blockspintransformationen!

(6.10)

(6.11)

(6.12)

(6.13)

(6.14)

Problem: Annahme 1 ist sicher nicht giiltig (z.B. induzierte “diagonale” WW)

= der erste Blockspin-Hamiltonian hat andere Form als der urspriingliche

Universalitét: Nach Iteration von Blockspintrafos miissen die Hamiltonians von Sys-

temen in einer Universalitidtsklasse alle dieselbe Form haben!
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